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KALKULACJA SKEADKI W INWESTYCYJNYCH
UBEZPIECZENIACH NA ZYCIE TYPU UNIT-LINKED

Streszczenie: Wraz z rozwojem rynku ubezpieczen w Polsce klasyczne ubezpieczenia na
zycie, w ktorych gtdéwnym zalozeniem jest zapewnienie ochrony, zaczely traci¢ na popular-
nos$ci. Natomiast coraz wigkszym zainteresowaniem ciesza si¢ ubezpieczenia gwarantujace
ochrong zycia w polaczeniu z inwestowaniem cz¢sci sktadki, tzw. ubezpieczenia inwesty-
cyjne, do ktdrych zaliczy¢ mozna ubezpieczenia typu unit-linked, ubezpieczenia partycypa-
cyjne czy equity-linked. W produktach tego rodzaju pierwsza funkcja pomaga spetni¢ wy-
mogi formalne przynoszace korzysci beneficjentom, najbardziej istotna za$ jest funkcja in-
westycyjna, ktorej podstawowym zatozeniem jest dlugoterminowa inwestycja przynoszaca
realne zyski. W przeciwienstwie do klasycznych ubezpieczen (tradycyjnych) na zycie
w ubezpieczeniach inwestycyjnych losowy jest nie tylko moment wyplaty, ale takze wiel-
ko$¢ $wiadczenia. Stad ubezpieczyciel, dokonujac kalkulacji sktadki, powinien uwzglednié
oba ryzyka: ryzyko zdarzenia objgtego umowa i ryzyko inwestycji. Firmy ubezpieczeniowe,
oferujac ubezpieczenia inwestycyjne, proponuja szczeg6lng ich forme, w ktorej ryzyko po-
nosi ubezpieczajacy si¢. To stanowito przestankg¢ do przedstawienia sposobu wyceny tego
typu ubezpieczen i kalkulacji sktadki netto.

Stowa kluczowe: ubezpieczenie unit-linked, opcja europejska, sktadka netto, metoda Monte
Carlo.

1. Koncepcja ubezpieczenia typu unit-linked

Polisa unit-linked to produkt czysto inwestycyjny umozliwiajacy ubezpieczajacemu si¢
gromadzenie oszczgdnosci w indywidualnie utworzonym przez niego portfelu, sktada-
jacym sie z roéznych funduszy inwestycyjnych, prowadzonych przez niezalezne od
ubezpieczyciela zewnetrzne towarzystwa funduszy inwestycyjnych. Wartoscia dodat-
kowa polis unit-linked jest nie tylko mozliwos¢ wyboru roznych funduszy
z szerokiej oferty, ale takze fakt, ze zarzadzaja nimi rézne firmy. Z punktu widzenia
dywersyfikacji ryzyka inwestycyjnego ma to ogromne znaczenie. Szczeg6lnie istotne
jest to, ze towarzystwo ubezpieczeniowe oferujace polisy unit-linked dokonuje selekcji
funduszy dostgpnych w ramach programu. Taka weryfikacja oferty funduszy odbywa
si¢ cyklicznie (np. raz na rok) i polega na wykluczaniu z oferty funduszy osiagajacych
stabe wyniki, a dodaniu do programu funduszy dobrych. Poniewaz polisy unit-linked
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maja otwarta strukturg i sa transparentne, daje to mozliwos¢ dostosowywania na bieza-
co sktadu portfela w zalezno$ci od zmieniajacej si¢ sytuacji rynkowe;.

Zatem ubezpieczenie na zycie typu unit-linked to umowa migdzy ubezpieczaja-
cym si¢ a ubezpieczycielem, w ktorej ubezpieczony zobowiazuje si¢ do optacania
sktadki (jednorazowej lub okresowej) w zamian za $wiadczenie, jakie wyplaca ubez-
pieczyciel w momencie zajscia zdarzenia objgtego umowsa. W przeciwienstwie do
tradycyjnych ubezpieczen na zycie w ubezpieczeniach typu unit-linked losowy jest
nie tylko moment wyplaty, ale takze wielko$¢ wyptacanego $wiadczenia. Do wyceny
ubezpieczenia unit-linked przyjeto w pracy nastepujace oznaczenia:

IT — wysokos¢ sktadki,

T — czes¢ sktadki inwestowana w zalecany portfel,

t,  — moment placenia sktadki,

X(t)— wartos¢ portfela ubezpieczeniowego (referencyjnego) w chwili 7,
S(t) — cenaw chwili ¢ jednostki aktywow,

g(t) — suma gwarantowana w chwili 7,

b(t) — s$wiadczenie wyptacone przez ubezpieczyciela w chwili ¢.

Ubezpieczyciel wyptaca ubezpieczonemu w momencie zajscia zdarzenia objete-
go umowa wigksza z wartosci: minimalnej gwarantowanej sumy ubezpieczenia oraz
warto$ci rynkowej referencyjnego portfela ubezpieczeniowego. Stad wyptata (przy-
szte $wiadczenia) z tytulu ubezpieczenia unit-linked z gwarantowana suma ubezpie-
czenia jest rOwna:

b(t)= max{X(t),g(t)} =
= g(¢)+ max {0, X()- g(t)}.

Wartos¢ portfela ubezpieczeniowego zwiazanego z ubezpieczeniem unit-linked
X (t) jest losowa i zalezy od ceny jednostki funduszu w chwili 7, ceny jednostek w

(1

przesztosci (zakupionych ze skladek), sumy gwarantowanej oraz wielko$ci inwesty-

cji. Warto$¢ tg otrzymujemy poprzez zainwestowanie czgsci sktadki ubezpieczenio-

wej placonej w momentach ¢,, i=0,1,2,...,n—1 w wybrane aktywa z cena okre-
i(n)-1

$long jako proces S(t). Zatem w portfelu w chwili ¢ znajduje si¢ 7 Z S, ) jed-
i=0

nostek wybranych aktywow zakupionych za zainwestowana cz¢$¢ sktadki, z ktorych
kazda ma warto$¢ S(¢). W zwiazku z tym warto$¢ portfela referencyjnego w chwili

t okreSla wzor:
ii(t)-1

X()=73 ﬁ-sa), @)

i=0

gdzie: (1) =min{i|#, > 1}.
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W zwiazku z tym wyplat¢ w momencie wygasnigcia ubezpieczenia lub zajscia
zdarzenia objetego umowa mozna okresli¢ nastepujaco:

€4 S(T)
b(T IT 0, I, =
(T) =g )+max{ T )}

o)+ ( Zii? J

Uwzgledniajac zmiang wartosci pieniadza w czasie, wartos¢ rynkowa w chwili

3)

t, wyplaconego $wiadczenia jest rOwna:

v, o) =D eqmy + v, 7). @
v(t,)
gdzie
_o@) $S(T)
V(tO’T)_U(tO)maX{O’”,Z;‘S( D g(I1 )}
o) ST ’
u(r)( XS0 g(n)j '

Jest to funkcja wyptaty europejskiej opcji kupna o terminie wygasnigcia 7 oraz
cenie wykonania réwnej sumie gwarantowanej. Zatem wyplata z tytutu ubezpiecze-
nia unit-linked jest suma dwoch sktadnikow: zaktualizowanej sumy gwarantowanej
oraz opcji kupna z cena wykonania g(IT).

2. Kalkulacja skladki ubezpieczeniowej

Swiadczenie wynikajace z ubezpieczenia typu unit-linked powiazane jest ze sposo-
bem inwestowania optaconej sktadki. Sktadka, jaka ptaci ubezpieczony w momen-
tach ¢, w wysokosci I, rozktada sig¢ na dwie czg$ci: inwestycyjna i ochronna, przy

czym cze$¢ sktadki inwestowana w wybrane aktywa to: 7 =k -T1, gdzie 0 <k <1.
Przy kalkulacji sktadki losowa jest nie tylko wielko$¢ swiadczenia, ale takze moment
jego wyplaty. Zatem sktadka I1 powinna uwzglednia¢ te specyfike. W pracy wyko-
rzystano ciagle prawdopodobiefistwo zdarzenia (Smierci) oznaczone jako ,p. .
W dalszej czgéci pracy analizowane jest ubezpieczenie mieszane unit-linked, w kto-
rym ubezpieczyciel wyptaca swiadczenie z tytutu dozycia do konca okresu ubezpie-
czenia, jak rowniez w momencie zaj$cia zdarzenia obje¢tego umowa.

Sktadka netto, jaka powinien zaptaci¢ ubezpieczony zgodnie z zasada rowno-
wazno$ci, powinna wynika¢ z réwnosci wartosci oczekiwanej zaktualizowanych
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wplywow z tytutu sktadek a zaktualizowanych przeptywdéw zwiazanych z wyplaca-
nymi $wiadczeniami wynikajacymi z zawartego ubezpieczenia:

E, [V, (D))= E, [V, (b(T)].

Warto$¢ oczekiwana zaktualizowanych na moment 7, wyplat zwiazanych z

ubezpieczeniem mieszanym unit-linked ma posta¢:

j;s((tto)) {g(H) + max {O ﬂ'z 5((t)) g(H)}:| p. - ()t +

+ UEtT; { (IT) + max {0 7rn 1 gET; g(H)H. D

Z definicji sprawiedliwej sktadki wynika, Zze oczekiwane zaktualizowane
swiadczenia powinny by¢ zrownowazone przez warto$¢ aktuarialna sktadek, ktora
jest rowna:

)

Z:U(t) ()

—o U

Stad zgodnie z zasada rdwnowaznosci zachodzi roOwnos$¢:

S o(t) g ¢
Z o) P (lo)+Tt0) tfotpx-ﬂ(t)-v(t)dtnpx-v(T),

gdzie

= [, p.- 1@ E[V(tp.)ldt + 1 p, - E[V (1,,1)]

fy

Stad sprawiedliwa sktadka na ubezpieczenie unit-linked na zycie i dozycie ma
postac:

o(ty) |
= d, (7)

n-1

;(t)

Zgodnie z powyzszym wzorem sktadka netto w ubezpieczeniu unit-linked oparta
jest na wartosci europejskiej opcji kupna i metody jej wyceniania nalezy wykorzy-
sta¢ do wyznaczania ceny za ubezpieczenie tego typu.

(1) + £ [ p, -ty o0xde + , p, o)
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3. Skladka netto — przyklady

W przyktadach przyjeto: dyskretyzacje ®={0=7,<..<7, =T}, skladki ptacone
sa w kazdym momencie ¢, €7, gdzie T = {0=1,<..<t,=T}. Wowczas jesli
ubezpieczony umrze w chwili 7, € ©/ {TO }, ubezpieczyciel wyptaci gwarantowana
sumg ubezpieczenia plus nadwyzke w chwili 7,,, wynikajacq z zaktualizowanej
warto$ci wyplaty danej wzorem:

U(Tiﬂ) U(Tiﬂ) S(TH])
o £ o) {0 S0 } v

Sprawiedliwa sktadke za ubezpieczenie inwestycyjne typu unit-linked wyzna-
czono na podstawie przedstawionego wzoru, uwzgledniajac, ze tylko czgs¢ sktadki
buduje warto$¢ portfela inwestycyjnego. Sktadke oszacowano, wykorzystujac symu-
lacje metoda Monte Carlo dla ubezpieczenia inwestycyjnego typu unit-linked zawar-
tego na okres réwny odpowiednio: 10 i 15 lat. Ponadto rozwazono trzy scenariusze
dotyczace zmiany warto$ci pieniadza w czasie w zaleznosci od przyjetego sposobu
kapitalizacji:

Scenariusz I: 29— D1, 1) = (1,06) "
v(ty)

0
. U(t) = —
Scenariusz I1: ) =D(¢,,t)=(0,06+(1,02))".

0

: t L
Scenariusz 11 27— Dt 1) = (2,06 — (1,02)5) .
v(t,)

Natomiast do wyznaczenia prawdopodobienstwa $mierci wykorzystano tablice
umieralnos$ci oparte na prawie Makehama, zgodnie z ktorym:

[ =b-s* -gcz,
gdzie
5 =0,99949255; g=0,99959845; ¢c=1,10291509; b=1000401,71.

Wyniki przeprowadzonych symulacji dla ubezpieczonego w wieku 30 lat z gwa-
rantowang sumga ubezpieczenia 1000 j.p. przedstawiono w tabelach 1-3.
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Tabela 1. Sktadka w ubezpieczeniu unit-linked wg scenariusza I

sktadka

A

T=10 T=15
0,40 70,68 41,55
0,45 72,32 43,44
0,50 74,32 45,64
0,55 76,74 48,22
0,60 79,69 51,29
0,65 83,34 55,01

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Tabela 2. Sktadka w ubezpieczeniu unit-linked wg scenariusza Il

sktadka
A

T=10 =15
0,40 77,72 53,37
0,45 79,53 56,30
0,50 81,75 59,80
0,55 84,43 64,03
0,60 87,73 69,32
0,65 91,81 76,15

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Tabela 3. Sktadka w ubezpieczeniu unit-linked wg scenariusza II1

sktadka
A

T=10 T=15
0,40 84,86 63,13
0,45 86,75 66,04
0,50 89,05 69,45
0,55 91,83 73,50
0,60 95,25 78,39
0,65 99,45 84,43

Zrodto: opracowanie whasne.

Jak mozna byto oczekiwac, sktadka netto w ubezpieczeniu inwestycyjnym typu
unit-linked jest rosnaca wypukta funkcja udziatu inwestycyjnej czgs$ci sktadki

(rys. 1-3).
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SCENARIUSZI|

96,00

80100 //

70,00
50,00
50,00 e
40,00 ——=
0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65
T10 ===T15
Rys. 1. Sktadka w ubezpieczeniu unit-linked z kapitalizacjq wg scenariusza I
Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych z tabel 1-3.
SCENARIUSZ 11
100,00
90'00 /”/f
80,00 i
70,00 T
60,00 -
50,00
40,00
c,40 G,45 G,50 8,55 G,60 0,65

—T 10 = ==T15

Rys. 2. Sktadka w ubezpieczeniu unit-linked z kapitalizacja wg scenariusza 11

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie danych z tabel 1-3.
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SCENARIUSZ I

116,00

100'00 "/

90,00 -

0,00 =T -
70,00 ___....-—"'""#‘
60,00 --°"
50,00
40,00
0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65

—_—T1¢ ===T15

Rys. 3. Sktadka w ubezpieczeniu unit-linked z kapitalizacja wg scenariusza 111

Zrodto: opracowanie wlasne na podstawie danych z tabel 1-3.

T=10

116,00

100'00 /

90,00 P— —

20,00 T
S
60,00
50,00
40,00
0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65

seenssens SCEMARIUSZ] = = =5CEMARIUSZI = 5CENARIUSZIN

Rys. 4. Sktadka w 10-letnim ubezpieczeniu unit-linked w zaleznosci od sposobu kapitalizacji

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych z tabel 1-3.
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T=15

96,00

80,00 _—

76,00 / )

60,00 —
R ———————
a000 —
0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 o6
......... SCENARIUSZI = = =SCENARIUSZII  ———SCCNARIUSZIIN

Rys. 5. Sktadka w 10-letnim ubezpieczeniu unit-linked w zaleznosci od sposobu kapitalizacji

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych z tabel 1-3.

Wplyw przyjetego sposobu kapitalizacji na wysoko$¢ sktadki netto w ubezpie-
czeniu inwestycyjnym typu unit-linked przedstawiono na rys. 4-5.

Na podstawie powyzszych wykresow mozna sadzi¢, ze wyzszy procent inwe-
stowanej czesci sktadki zwigksza ryzyko ubezpieczonego, ktdry oprocz ryzyka wy-
stapienia zdarzenia obj¢tego umowa narazony jest rowniez na ryzyko finansowe.
W zwiazku z tym wysoko$¢ sktadki netto jest wyzsza. Firmy ubezpieczeniowe oferu-
jace ubezpieczenia typu unit-linked, w ktorych minimalizuja funkcjg¢ ochronna, cedu-
ja tym samym ryzyko finansowe na ubezpieczajacego si¢. Dlatego tez ubezpieczony
powinien kontrolowa¢ to dodatkowe ryzyko wynikajace z czesci sktadki, ktora budu-
je warto$¢ portfela inwestycyjnego. Wysoki jej poziom prowadzi do zwigkszenia
warto$ci portfela inwestycyjnego, a ubezpieczony otrzymuje rekompensate wynika-
jaca z nadwyzki wynikajacej z wartosci portfela inwestycyjnego. Oczekiwana nad-
wyzke wyznaczono ze wzoru:

E™ | max {O,knz%— g(H)} .

Korzystajac z powyzszego wzoru, wyznaczono nadwyzke wynikajaca z wartosci
portfela inwestycyjnego w kolejnych latach trwania ubezpieczenia. Wyniki symulacji
metoda Monte Carlo dla 10-letniego kontraktu typu unit-linked z kapitalizacja zgod-
na ze scenariuszem Il przedstawiono w tab. 4.
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Tabela 4. Nadwyzka w ubezpieczeniu unit-linked wg scenariusza 11

NADWYZKA
A 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65
Sktadka 70,68 72,32 74,32 76,74 79,69 83,34
t=1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
t=2 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
t=3 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01
t=4 0,00 0,01 0,05 0,14 0,41 1,09
t=5 0,21 0,54 1,26 2,70 5,45 10,50
t=6 2,46 4,78 8,69 14,95 24,74 39,79
t=17 11,28 18,67 29,33 44,36 65,28 94,27
=8 31,29 46,65 66,93 93,33 127,60 171,71
t=9 64,37 93,35 121,11 160,08 208,43 268,90
t=10 109,81 145,91 189,15 240,98 303,39 379,41
Zrédto: opracowanie wiasne.
4p0.00
0,40
350.00 —— 045
— —=0.50
/000 - - = 055
-===10,60
5000 —— 0.65
200.00
150.00
10000
5000
oo
1 7 3 5 B m

Rys. 6. Nadwyzka ubezpieczonego w ubezpieczeniu unit-linked w okresie trwania ubezpieczenia

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych z tabel 1-3.

Na podstawie powyzszych wynikow mozna stwierdzié, ze niezaleznie od przyje-
tego sposobu kapitalizacji ubezpieczony moze kontrolowaé nadwyzke, a tym samym
wysokos$¢ wyptaty z tytutu ubezpieczenia unit-linked, dobierajac odpowiednia strate-
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gi¢ awersji do ryzyka, ustalajac czgsci sktadki budujacej warto$¢ portfela inwesty-
cyjnego w zaleznosci od swoich oczekiwan. Niezaleznie od przyjetej strategii nad-
wyzka nad suma gwarantowang pojawia si¢ w polowie okresu ubezpieczenia, a pro-
cent inwestowanej cze¢sci sktadki wplywa na jej dynamike.
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CORRECT CALCULATION OF NET PREMIUM
IN UNIT-LINKED INVESTMENT INSURANCE

Summary: Together with the development of insurance market in Poland classic life insur-
ance, which main objective is to ensure protection, began to lose popularity. In contrast, in-
surance guaranteeing protection of life with the investment part of premium, so-called in-
vestment insurance, becomes more and more popular. It includes unit-linked insurance, em-
powerment insurance and equity-linked insurance. In these kinds of products the first feature
helps satisfy formal requirements benefiting the beneficiaries, and the most important fea-
ture is the basic assumption that investment is long-term bringing in real profits. In contrast
to the classical (traditional) life insurance, in investment insurance not only the moment of
payment is random but also the amount of the benefit. Hence, the insurer making the calcu-
lation should take into account both risks:

— the risk of events covered by the contract,

— the risk of investment.

Insurance companies offering investment insurance quote special form in which the policy-
holder bears the risk. It was essential to make way for the valuation of this type of insurance
and the calculation of net premium.

Keywords: unit-linked insurance, European option, net premium, Monte-Carlo.



