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FUNKCJE LACZACE
W AGREGACJI RYZYKA UBEZPIECZYCIELA

Streszczenie: W artykule zostal poruszony problem zwiazany z agregacja ryzyka w przy-
padku, gdy czynniki, ktére si¢ na nie sktadaja, cechuja si¢ niejednorodnoscia rozktadow
brzegowych. Dodatkowo zostato przyjete, ze struktura zaleznosci pomigdzy czynnikami ry-
zyka da si¢ opisa¢ za pomoca funkcji taczacych, ale dostgpna jest tylko czgsciowa informa-
cja pozwalajaca wyznaczy¢ pewne granice dla miary Value-at-Risk. Do rozwiazania hipote-
tycznego problemu, w ktorym parametry odpowiednich rozktadow zostaty ustalone
z gory, zastosowano algorytm Williamsona i Downsona pozwalajacy na znalezienie przybli-
zonego rozwiazania.

Stowa kluczowe: funkcje taczace, agregacja ryzyka, algorytm Williamsona i Downsona.

1. Wstep

Problem agregacji ryzyka jest jedna z konsekwencji funkcji petnionej przez zaklady
ubezpieczen. Podejmowanie zobowigzan w postaci transferu ryzyka i zarzadzanie nim
Iaczy sig nierozerwalnie z problemem agregacji ryzyka i wyznaczania wielkosci kapi-
tatu, jakim nalezy dysponowac, by moc si¢ zabezpieczy¢ przed jego nastgpstwami
i zachowac¢ stabilnos¢ oraz ciaglo$¢ dziatalnosci. Sprowadza si¢ to do budowy mode-
lu, na podstawie ktorego bedzie mozliwe okreslenie wielkosci ponoszonego ryzyka
dla facznego portfela i tym samym efektywne zarzadzanie nim. Poziom ekspozycji na
ryzyko ustalany jest na podstawie odpowiednich miar ryzyka. W artykule miarg taka
bedzie miara Value-at-Risk (VaR). By moc okresli¢c wielkosci miary VaR adekwatnie
do profilu dziatalno$ci, nalezy uwzgledni¢ szereg informacji. Sa one potrzebne do
wyznaczenia postaci rozkltadow brzegowych poszczegolnych czynnikow ryzyka,
mozliwych zaleznosci pomigdzy nimi, z niejednokrotnym uwzglednieniem faktu, ze
wiedza o tych zalezno$ciach nie jest pelna. Te trzy zasadnicze kwestie zostaly poru-
szone w niniejszym artykule, a zagadnienie zalezno$ci pomigdzy czynnikami agrego-
wanego ryzyka i rozpatrzenie przypadku niepelnej informacji o ich strukturze jest jego
glownym tematem. W tym kontekscie w czgSci empirycznej rozpatrzono warianty
scenariuszy, w ktorych zaklada si¢ hipotetyczne rozktady prawdopodobienstwa dla
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agregowanych ryzyk. Dzigki temu mozna zaobserwowa¢ wpltyw informacji o zalez-
nos$ciach na granice zmiennosci mary VaR.

2. Miara Value-at-Risk

Jak wiadomo, miara VaR ma pewne ograniczenia zwigzane z interpretacja i zakresem
stosowalnosci. Miarg VaR stosuje si¢ do okreslenia wielko$ci ponoszonego ryzyka na
roznych szczeblach dziatalnosci. Wielkos$ci ryzyka, na ktore jest narazona konkretna
jednostka, okreslonego za pomoca miary VaR, lub inaczej wielko$¢ straty, jaka moze
zaj$¢ w okreslonym horyzoncie czasu, szacowana jest przy zalozonym poziomie tole-
rancji & € (0;1), gdzie wielko$¢ VaR to kwantyl rzedu « dla rozktadu F, pewnej

zmiennej losowej, co mozna zapisa¢ jako [Embrechts i in. 2003, s. 147]:
VaR,(L)=F, (a)=inf{leR:F,()>a}. (1)

Miara VaR nie okre$la maksymalnej straty, jaka moze zaj$¢ powyzej zalozonego
stosowalnosci nalezy nadmieni¢, ze w ogdlnym przypadku miara VaR nie jest kohe-
rentng miara ryzyka [Chernobai i in. 2007, s. 234], co ma znaczenie w przypadku jej
agregacji.

3. Agregacja miary VaR

Niech zmienne losowe X, dla i€l,...,n beda czynnikami ryzyka wchodzacymi
w sktad facznej pozycji, dla ktorej nalezy wyznaczy¢ wielko$¢ ryzyka na podstawie
miary VaR. W tym przypadku taczna pozycja moze oznacza¢ okreslony portfel ubez-
pieczen, lini¢ biznesowa czy zaktad ubezpieczen jako calos¢. Agregacja ryzyka w tym
przypadku polega na wyznaczeniu wielkosci VaR dla zagregowanej pozycji
S=X,+...+ X, czyli wyznaczeniu wielkosci VaR (X, + ...+ X,). W sytuacji gdy

znany jest rozktad, F,

1+ X,

n?o

kwantyfikacja miary VaR jest jedynie problemem nume-

rycznym zwigzanym z wyznaczeniem wielkosci kwantyla okreslonego rozktadu [Em-
brechts i in. 2003, s. 146].

W procesie agregacji, zdefiniowanym powyzej, istotne znaczenie maja dwie
kwestie. Pierwsza odnosi si¢ do indywidualnego charakteru kazdego z poszcze-
gblnych czynnikow ryzyka okreslonych poprzez rozktad statystyczny. Druga kwe-
stia skupia si¢ na zagadnieniu zaleznosci pomiedzy poszczegdlnymi czynnikami
ryzyka i postaci tacznej wiclowymiarowej dystrybuanty. W praktyce czesto okazu-
je sie, ze rozktady czynnikow ryzyka sa niejednorodne, tzn. nie naleza do tej same;j
rodziny rozkladow statystycznych, oraz dodatkowo struktura zalezno$ci pomigdzy
czynnikami ryzyka nie ma charakteru liniowego. Powyzsze uwarunkowania nie
pozwalaja na zastosowanie popularnego podejscia zaktadajacego wielowymiarowy
rozktad normalny rozpatrywanych ryzyk.
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Jednym z najprostszych rozwiazan zagadnienia niejednorodno$ci agregowanych
czynnikéw ryzyka jest wyznaczenie tacznej wielkosci VaR jako sumy wielko$ci VaR;
dla poszczegolnych czynnikow ryzyka. W takim przypadku poszczegoélne wielkosci
VaR; wyznaczane sa oddzielnie. Proces sumowania poszczegdlnych wielkosci VaR,
dodatkowo zaklada idealng zalezno$¢ pomigdzy tymi wielko$ciami. Przy sumowaniu
poszczegdlnych wielkosci VaR; zatozenie, w ktorym strata (przy zatozeniu, ze rozkla-
dy czynnikow ryzyka sa rozktadami strat) zajdzie jednoczes$nie w kazdym z rozwaza-
nych czynnikoéw ryzyka, wydawac si¢ moze zbyt rygorystyczne. W tym przypadku
ewentualny efekt dywersyfikacji jest catkowicie pomijany. Z uwagi na wspomniany
wczesniej fakt, ze miara VaR nie jest koherentna miara ryzyka, w szczegdlno$ci nie
spetnia ona warunku subaddytywnosci, oraz przy uwzglednieniu zaleznosci o charak-
terze nieliniowym pomiedzy rozwazanymi czynnikami ryzyka moze si¢ okazac, ze
wyznaczona wielko$¢ VaR w standardowy sposob bedzie blednie oszacowana, a rze-
czywista ekspozycja na ryzyko w tym przypadku pozostanie nieznana.

Jednym z rozwigzan uwzgledniajacych jednoczes$nie heterogeniczno$¢ rozktadow
brzegowych oraz nieliniowy charakter zaleznosci dla przypadku wielowymiarowego
jest zastosowanie funkcji taczacych.

4. Funkcje laczace

W przypadku wielowymiarowych zmiennych losowych problem zaleznosci jest cal-
kowicie uzalezniony od postaci dystrybuanty tacznej zmiennej losowej F(x,, ..., x,)
(w artykule zostal rozpatrzony przypadek jedynie dwoch czynnikow ryzyka).

Funkcje taczace to wielowymiarowe dystrybuanty o jednostajnych rozktadach
brzegowych. Pozwalaja rozdzieli¢ charakter zaleznosci pomigdzy zmiennymi losowy-
mi, tu X, gdzie i € {l;2}, odpowiednio od ich rozktadow brzegowych F;[Piontek, Papla,
s. 3]. Ponadto dzigki funkcjom laczacym mozliwe jest rozwazenie réznych scenariuszy
zaleznosci o odmiennych wiasnosciach dla tych samych zmiennych losowych X;.

Definicja 1. Funkcja taczaca C:[0;1]* —[0;1] to funkcja o warto$ciach:

1. Dla dowolnego u,ve[0;1]; C(4,0)=0=C(0,v) i C(u,))=u, C(l,v)=v.

2. Dla dowolnych u,,u,,v,,v, €[0;1] takich, ze u, <u, oraz v, <v, zachodzi
C(uzavz)_ C(uZ’vl)_C(ul’VZ) + C(ul’vl) 20.

Jednym z zasadniczych twierdzen w tym przypadku jest twierdzenie Sklara.

Twierdzenie 1 (Sklar). Niech X,,X, beda zmiennymi losowymi o lacznej
dwuwymiarowej dystrybuancie F' oraz dystrybuantach brzegowych F,F,. Wtedy
istnieje taka funkcja taczaca C, ze:

F(x,x,) = C(F(x), F(x,)), )

gdy dystrybuanty F;,F, saciagle, to C jest jednoznacznie okreslona.
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Istnieje wiele funkcji taczacych, mogacych opisywac¢ wachlarz struktur zaleznosci
o odmiennych wilasno$ciach. W artykule zostaty rozpatrzone funkcje taczace nalezace
do rodziny archimedesowskich funkcji taczacych, takie jak funkcja taczaca iloczyno-
wa, Gumbela oraz Claytona. Mozna je wyrazi¢ za pomoca og6élnego wzoru:

C(ul > uz) = §071 (§D(ul )+ §0(u2 ) 3)

gdzie funkcja @ :[0;1] = [0;00] jest ciagla, $cisle malejaca, taka ze @' (-) jest mo-
notoniczna oraz spetnia warunki ¢(0) =, ¢@(1) =0 . Funkcja ¢() jest generatorem
dla danej funkcji taczacej C.

Dla jednoparametrycznych funkcji taczacych, jakimi sa funkcja taczaca Gumbela
1 Claytona, sita zalezno$ci pomigdzy zmiennymi losowymi X,,. X, moze by¢ mode-
lowana na podstawie warto$ci okreslonego parametru zwigzanego z rozpatrywang
funkcja C oznaczonego jako €. Mozna pokazaé, ze zachodzi zwiazek pomiedzy
funkcjami taczacymi a miarami asocjacji, np. wspotczynnikiem t-Kendalla (ozn. 7 )
[Klugman i in. 2008, s. 166].

W rozwazaniach nad zaleznymi zmiennymi losowymi w zagadnieniach ryzyka
ubezpieczeniowego istotne jest zdefiniowanie wtasnosci zaleznosci w ogonie tacz-
nego rozktadu. Rozréznia sig zalezno$¢ gérna i dolna, gdzie wspodtczynnik zalezno-
$ci gornej mozna zdefiniowac¢ jako [Klugman i in. 2008, s. 165]:

Ay =imP(X, > F ()| X, > Fy" (). 4)

Wielko$¢ A, okresla prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia ekstremalnego dla

zmiennej X, w przypadku, gdy zaszto zdarzenie ekstremalne dla X, . Pojecie ,.eks-
tremalne” zwiazane jest z wielkoécia kwantyla dla odpowiedniego rozktadu zmiennej
losowej X, oraz X, ' Jesli wielkosci A, =0 lub A4, =0, to stwierdza si¢ brak

zaleznosci tego typu. Indeks zalezno$ci gornej oraz dolnej moze shuzy¢ do poroéwna-
nia wlasnosci funkcji faczacych C. Na potrzeby artykutu istotne jest zdefiniowanie
kolejnych poje¢, takich jak funkcja dualna oraz funkcja taczaca przezycia.

Definicja 2. Niech zmienne losowe U,,U, maja jednostajne rozktady, z funkcja

taczaca postaci C. Funkcja dualna C? do funkcji laczacej C wyraza sig wzorem:
Cd(”ls”z)ZP((Ul Sul)U(Uz S”z)) (5)

Funkcja laczaca przezycia C to dystrybuanta dla zmiennych losowych
1-u,1-U,).

! Dolny wspotczynnik zalezno$ci w ogonie rozktadu to A, = lin% PWU,2u|U, <u).
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Definicja 3. Niech zmienne losowe X, X, majq laczng dystrybuantg F, rozklady
brzegowe £, F, oraz funkcjg taczaca C, to:

Cd(Fi(x1)aF2(x2)):P((X1 <x) U (X, £xy)), (6)
G(E (%), }_72 (x,)) = F(xl . X,), (7)

gdzie: F,(x,)=1-F/(x,) oraz F(x,,x,)=P(X,>x,X,>x,).
Wazna wlasnos¢ funkcji taczacych jest zwigzana z granicami Frecheta, wyznacza-
jacymi minimalng C, oraz maksymalna C,, granicg, pomigdzy ktorymi znajduje sig
dowolna funkcja C. Mozna to zapisa¢ jako C, <C < C,. Gorna granica odpowiada

idealnej zaleznosci dodatniej, a dolna granica idealnej zaleznosci ujemnej pomigdzy
zmiennymi losowymi U,,U, [Klugman iin. 2008, s. 167].

C,(u,,u,)=max(u, +u, —1,0), 8
CU (u,u,) = min(u ;u,). ©)

Pierwszym przykladem funkcji taczacej z generatorem ¢@(u) =—In(u) jest iloczy-
nowa funkcja potaczen postaci:

C(uy,uy) =uyu,. (10)

Funkcja ta nie posiada parametru, ktory bytby odpowiedzialny za modelowanie
zaleznosci. Wyznaczona dla niej wielko$¢ wspotczynnika 7, wynosi zero [Klugman
1 in. 2008, s. 167]. Nazywana jest iloczynowa lub niezalezng funkcja taczaca. Dla
niezaleznych zmiennych losowych X, X, o rozkladach odpowiednio F,F, laczna
dwuwymiarowa dystrybuanta dana jest jako iloczyn F(x,,x,)=F,(x,)F,(x,). Indek-
sy zaleznosci w ogonach zdefiniowane jako wielkosci 4, ,4,, wynosza zero.

W przypadku jednoparametrycznych funkcji taczacych z rodziny archimedesow-
skiej wybrane zostaly funkcje o odmiennych wiasnosciach w ogonach rozktadow.

Funkcja taczaca Gumbela, z generatorem ¢(¢) = (—Int)?, wyraza si¢ wzorem:
[
Cgcu(upuz):exp{—((—lnul)%? +(—1nu2)%) } (11)

Parametr 0 < @ <1 odpowiedzialny jest za stopien zaleznoéci. Funkcja taczaca
Gumbela cechuje si¢ zaleznoscia w gornym ogonie A, #0. Wspotczynnik
T, =1-6.
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Funkcja faczaca Claytona, z generatorem ¢(¢) = ¢ -1, wyraza si¢ wzorem:

CE () = (™’ +v0 — 1)/, (12)

Parametr & >0 odpowiedzialny jest za stopien zalezno$ci. Tu funkcja faczaca
wykazuje zalezno$¢ w dolnym ogonie rozktadu A, # 0. Dla tej funkcji wspotezynnik

7, =0/(6+2).
5. Granice dla Value-at-Risk

Wyznaczenie granic dla rozkladu Fg, sumy S=X, +X, zmiennych losowych
X,,X,. zostanie w tej czgsci szczegdtowo zdefiniowane. Przyjmujac, ze dla czynni-
kow ryzyka X, X, o dystrybuantach odpowiednio F|, F, mozna wyznaczy¢ dystry-

buanty F . oraz F__,takie ze [Denuitiin. 1999, s. 87]:

max

F

min

() =supmax { F (x)+ F; (s —x) 1,0}, (13)

xeR

max

F (s)=inﬂ£min{E(x)+Fz(S—x),l}, (14)

gdzie: F (x)=P(X,<s), to dla zmiennej losowej S mozna zapisa¢, ze
F_ . (s)SP(S<s)<F

min max

zostaé wyznaczone analitycznie, wymagaja, by rozklady zmiennych losowych

(s). Przypadki, w ktorych wielkosci F,, i F,,  moga

X,, X, nalezaly do tej samej rodziny rozktadow, np. zmienne X, X, o rozktadach

normalnych, Cauchy’ego itd. (stwierdzenie to nie jest prawdziwe dla wszystkich roz-
ktadow, np. dla rozktadu Pareto i wykladniczego mozliwo$¢ znalezienia analityczne-
go rozwigzania dla wielkosci (13) oraz (14) uzalezniona jest od przyjetych wartosci
parametrow tych rozktadow).

W sytuacji gdy rozktady dwoch rozpatrywanych czynnikéw ryzyka X, X, nie
i F

max ?

naleza do tej samej rodziny, wtedy szacujac wielkosci F|

min

mozna skorzystac

z algorytmu zaproponowanego przez Williamsona i Downsona. Problem ten jest do-
brze zdefiniowany w pracach [Cherubini i in. 2006, s. 85] oraz [Denuit i in. 1999,
s. 91], a aproksymowane granice sa najlepsze w sensie stochastycznej dominacji.

Williamson i Downson zaktadaja, ze zmienne losowe X, X, sa stochastycznie
zalezne, a ich taczna dystrybuanta F'(x,,x,) jest nieznana oraz spelnia warunek do-
datniej kwadratowej zalezno$ci postaci F(x,,x,) = F (x,)F,(x,),Vx,,x, € R. Podaja
oni algorytm wyznaczania granic danych wzorami (15) i (16). Ograniczajac nieznana
taczna dystrybuantg F'(x,,x,) od dotu pewna faczna dystrybuanta postaci F., grani-
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ce dane wzorami (13) oraz (14) moga by¢ zmniejszone. Przy zalozeniu, zZe istnieje
pewna niepetna informacja odno$nie do zaleznos$ci, mozna wyznaczy¢ nowe granice

spelniajace warunek £, . (s) < P(S <s)<F,_, (), ktére przyjmuja posta¢:
Emin(s)=sup{E(x,s—x)}, (15)
xeR
F*max(s):inﬂg{Fl(x)+Fz(s—x)—F*(x,s—x)}, (16)

gdzie: s e R

W algorytmie Williamsona i Downsona przy wyznaczaniu wielko$ci (15) i (16)
korzysta si¢ z wlasnosci wynikajacej z twierdzenia Sklara i1 rozpatruje problem na
ptaszczyznie funkcji taczacych. Dla ciaglych dystrybuant brzegowych Fi, F, , korzy-
stajac ze wzoru (2), mamy C.(u,u,) = F, {Fl’l(ul),Fz’l(uz)} . W tym przypadku moz-
na nieznang funkcj¢ C(u,,u,) zwiazang z dystrybuanta F'(x,,x,) ograniczy¢ od
dotu funkcja taczaca C.(u,,u,) zwiazang z dystrybuanta F.(x,,x,). Przyblizajac
wielkosci nieznanych granic, korzysta si¢ z zagadnienia dualnos$ci Franka i Schweize-

ra [Embrechts i in. 2003, s. 147], co daje mozliwo$¢ wyznaczenia odpowiednio wiel-
kosci dla F|

*min

-1 .
oraz F,_  jako:

Fou(@)= _inf {F7@)+F" @)}, (17)

Ce(uy uy)=ax

Frp(@)= sup {F'(w)+F'w,)}. (18)

cd (uy,uy )=
W swym algorytmie Williamson i Downson przyjeli, ze funkcje taczace
C.(u,,u,)=a oraz C!(u,,u,)=a (wzory (17) i (18)) beda dyskretyzowane dla
zadanych wielkos$ci o = r/ N . W tym przypadku sprowadza si¢ to do wyznaczenia

odpowiednio minimum i maksimum ze skonczonego zbioru wartosci i da si¢ zapisa¢
za pomoca uproszczonych wzorow postaci:

Fo (r/ N) = min {F (Y N) + F' (v, )} (19)
Fo (r/Ny = max {F (Y N) + ' (v} (20)
gdzie odpowiednie wielkosci v, oraz V:J sa rozwigzaniami rownan

C.(l/N,v,,)=r/N oraz C!(I/N,v,,)=r/N dlazadanych wielkosci r oraz N .
Warto nadmieni¢, ze przyjete ograniczenie C, we wzorach (17) i (18) nie musi
by¢ takie samo w kazdym z przypadkéw. Znaczy to, ze mozna ograniczy¢ nieznana
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funkcje taczaca, zadajac odmienne warunki dla .| oraz F,. . W tym celu nalezy
przyja¢ warunki postaci C > C,, oraz C ¢ < Cfl odpowiednio dla minimum i mak-

simum.
Dla rozwazanych funkcji taczacych z rodziny archimedesowej, danej ogdlnym wzo-
rem postaci (3) z funkcja generujaca ¢(-), wielkoSci v, ; sa rozwiazaniem rownania:

v, =9 (p(r/N)=@(l/N)). Q1)

W przypadku poszukiwania wielkosci v:’[ bezposrednie rozwiazanie nie jest
mozliwe, w tym przypadku bowiem, korzystajac z definicji funkcji dualnej i wzoru
(6), wykazuje sig, ze konieczne jest rozwigzanie rOwnania postaci:

o(v, )+ o(/N)=o(v,, +I/N—r/N)=0. (22)

W najprostszym przypadku w ograniczeniu gornym funkcji C* warunek postaci
C? < C! mozna wprowadzié zamiennie, ograniczajac funkcje taczaca przezycia C.
Korzysta si¢ tu z whasnosci C* (u,,u,)=1- = u,,1-u,), bedacej konsekwencja
wzordéw (6) i (7). Warunek C? < C: mozna w tym przypadku zapisa¢ w réwnowaz-
nej postaci jako C> 5*1 , gdzie 5*1 wyznacza Si¢ z  rownosci
1-C.,(1-1/N,1-v ) =r/N . Wtedy wielkos¢ v, , bedzie wyznaczona jednoznacz-

nie w postaci:

v, =1=¢ " (p(l=r/N) = p(1~1/N)). (23)
6. Warianty scenariuszy zaleznosci przy czgstkowej informacji

Podstawowym celem badania jest przeanalizowanie mozliwego oddziatywania czast-
kowych informacji o strukturze zaleznoéci zdefiniowanej na plaszczyznie funkcji
faczacych na wielkosci miary ryzyka VaR . Problem zostat rozpatrzony przy zatoze-
niu niejednorodnosci rozktadow brzegowych poszczegolnych czynnikow ryzyka oraz
dostepnej czesciowej informaciji o strukturze migdzy nimi, dla pewnych wielkoSci
poziomu tolerancji « .

W badaniu zostaty zatozone hipotetyczne rozklady brzegowe dla czynnikoéw ry-

zyka X, X,, odpowiednio dla X, — rozktad Weibulla Wbi(1,2;2), adla X, —roz-
ktad wyktadniczy Exp(3), oraz rézne scenariusze zalezno$ci stanowiace mozliwe
przypadki w analizie ryzyka ubezpieczeniowego. Odpowiednia funkcja taczaca C,

ograniczajaca nieznang funkcje C zostata okreslona oddzielnie dla kryteriéw danych
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wzorami (17) 1 (18), tak jak wezesniej funkcja C,, ; dla kryterium minimum oraz C,,;

dla kryterium maksimum.
Przyjeto trzy scenariusze zaleznosci:

1. G, =C,,=C,.

2.C,,=C, =C,.
cl .~ _ ~Gu

3. Gy = Cyierys Gy = Cyguy-

Mozna pokazaé, ze w przypadku scenariuszy (1) oraz (2) odpowiednie funkcje
C,, oraz C,, sa sobie rowne [Cherubini i in. 2006, s. 77]. Dla scenariusza (1) wielko-
$ci parametrow @(-) dla poszczegblnych funkcji taczacych majg takie same warto$ci
dla miary -Kendalla, co oznacza, Ze sita zaleznosci jest na takim samym poziomie dla
dwoch warunkow ograniczajacych zadanych odmiennymi funkcjami C,, i C,,.

18 I T T T

17H

16 H

15

14
13

Wielkodci VaR

12
1M

10

L 1 I
94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1
Wielkodci o

O ©

Rys. 1. Granice miary VaR dla przyjetych scenariuszy zaleznosci

Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem algorytmu Williamsona i Downsona w programie
MATLAB.

Na rysunku 1 wida¢ wptyw dodatkowej informacji o strukturze zaleznosci na za-
kres zmienno$ci miary VaR w odniesieniu od przyjetej wielko$ci ¢ . Wielkosci pa-
rametru « — sg okreslone, poczawszy od wielkosci 0,95 do 0,99 z interwatem 0,005.
Scenariusze (1)~(2), uwzgledniajace odpowiednio brak jakiejkolwiek informacji co do
charakteru zaleznosci pomigdzy zmiennymi X, X, , oraz przypadek funkcji faczacej
iloczynowej, odnoszacy si¢ do niezaleznych zmiennych X,,X,, nie roznia sig
w duzej mierze od siebie i wyznaczaja praktycznie ten sam zakres granic dla VaR.
W przypadku uwzglednienia dodatkowej informacji wyrazonej przez funkcje taczace
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. . . . . a
Gaussa i Gumbela w scenariuszu (3), przy ograniczeniach postaci C > Cy,, oraz
et Gu . ;oo e . . y e .

C = Cy > Widac jej natychmiastowy wplyw na zakres zmiennosci VaR. Zachowanie

si¢ gornej 1 dolnej granicy w pewnym stopniu wynikato z wlasnosci Archimedesow-
skich parametrycznych funkeji taczacych identyfikowanych przez wielkosci A,

i A4, . Dla wielkosci 7 = 0,9 zakres granic VaR zmniejszyt si¢ o ponad potowg. Uzy-

skany wynik demonstruje, jak istotne jest rozwazenie zalezno$ci o nieklasycznej
strukturze zaleznosci, gdzie dodatkowa czastkowa informacja zmniejsza zakres nie-
pewnosci co do szacowanej wielkos$ci ryzyka opisanego za pomoca miary VaR.

W zagadnieniach ryzyka, w ktorych dysponuje si¢ jedynie niepelng informacja,
istotne jest ustalenie faktycznych wielkosci ponoszonego ryzyka lub przynajmniej
czesciowe zblizenie si¢ do tych wielkosci, korzystajac ze wszystkich dostgpnych in-
formacji. Ze wzgledu na mozliwe konsekwencje ztej oceny profilu ryzyka, tj. niedo-
szacowania 1 przeszacowania faktycznej pozycji, zagadnienie to wydaje si¢ istotne
z praktycznego punktu widzenia.

W przysztych badaniach istotne wydaje si¢ zidentyfikowanie zasygnalizowanych
probleméw, takich jak przyjecie zamiast rozwiazania dla funkcji dualnej ograniczenia
dla funkcji taczacej przezycia czy porownanie za pomoca metod symulacyjnych bie-
dow wynikajacych z aproksymacji algorytmem Williamsona i Downsona w odniesie-
niu do innych metod przyblizonych lub analitycznych — jesli sa dostepne.
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Tomasz Szkutnik

COPULA FUNCTIONS IN THE AGGREGATION
OF INSURER RISK

Summary: The article concerns the issue related to the aggregation of risk in case when its
ingredients are characterized by heterogeneity of marginal distributions. Additionally, it has
been assumed that the structure of dependencies among the risk factors can be described by
means of copula functions, however, only partial information that allows to determine some
limits for Value-at-Risk measure is available. In order to solve a hypothetical problem where
the parameters of relevant distributions have been determined in advance, Williamson and
Downson’s algorithm (which allows to find an approximate solution) has been applied.

Keywords: copula functions, aggregation of risk, Williamson and Downson’s algorithm.



