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FUNKCJE ŁĄCZĄCE 
W AGREGACJI RYZYKA UBEZPIECZYCIELA 

Streszczenie: W artykule został poruszony problem związany z agregacją ryzyka w przy-
padku, gdy czynniki, które się na nie składają, cechują się niejednorodnością rozkładów 
brzegowych. Dodatkowo zostało przyjęte, że struktura zależności pomiędzy czynnikami ry-
zyka da się opisać za pomocą funkcji łączących, ale dostępna jest tylko częściowa informa-
cja pozwalająca wyznaczyć pewne granice dla miary Value-at-Risk. Do rozwiązania hipote-
tycznego problemu, w którym parametry odpowiednich rozkładów zostały ustalone  
z góry, zastosowano algorytm Williamsona i Downsona pozwalający na znalezienie przybli-
żonego rozwiązania. 

Słowa kluczowe: funkcje łączące, agregacja ryzyka, algorytm Williamsona i Downsona. 

1. Wstęp 

Problem agregacji ryzyka jest jedną z konsekwencji funkcji pełnionej przez zakłady  
ubezpieczeń. Podejmowanie zobowiązań w postaci transferu ryzyka i zarządzanie nim 
łączy się nierozerwalnie z problemem agregacji ryzyka i wyznaczania wielkości kapi-
tału, jakim należy dysponować, by móc się zabezpieczyć przed jego następstwami  
i zachować stabilność oraz ciągłość działalności. Sprowadza się to do budowy mode-
lu, na podstawie którego będzie możliwe określenie wielkości ponoszonego ryzyka 
dla łącznego portfela i tym samym efektywne zarządzanie nim. Poziom ekspozycji na 
ryzyko ustalany jest na podstawie odpowiednich miar ryzyka. W artykule miarą taką 
będzie miara Value-at-Risk (VaR). By móc określić wielkości miary VaR adekwatnie 
do profilu działalności, należy uwzględnić szereg informacji. Są one potrzebne do 
wyznaczenia postaci rozkładów brzegowych poszczególnych czynników ryzyka, 
możliwych zależności pomiędzy nimi, z niejednokrotnym uwzględnieniem faktu, że 
wiedza o tych zależnościach nie jest pełna. Te trzy zasadnicze kwestie zostały poru-
szone w niniejszym artykule, a zagadnienie zależności pomiędzy czynnikami agrego-
wanego ryzyka i rozpatrzenie przypadku niepełnej informacji o ich strukturze jest jego 
głównym tematem. W tym kontekście w części empirycznej rozpatrzono warianty 
scenariuszy, w których zakłada się hipotetyczne rozkłady prawdopodobieństwa dla 
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agregowanych ryzyk. Dzięki temu można zaobserwować wpływ informacji o zależ-
nościach na granice zmienności mary VaR. 

2. Miara Value-at-Risk 

Jak wiadomo, miara VaR ma pewne ograniczenia związane z interpretacją i zakresem 
stosowalności. Miarę VaR stosuje się do określenia wielkości ponoszonego ryzyka na 
różnych szczeblach działalności. Wielkości ryzyka, na które jest narażona konkretna 
jednostka, określonego za pomocą miary VaR, lub inaczej wielkość straty, jaka może 
zajść w określonym horyzoncie czasu, szacowana jest przy założonym poziomie tole-
rancji (0;1),α ∈  gdzie wielkość VaR to kwantyl rzędu α  dla rozkładu  pewnej 
zmiennej losowej, co można zapisać jako [Embrechts i in. 2003, s. 147]:  

LF

 { }1( ) ( ) inf : ( ) .L LVaR L F l F lα α α−= = ∈ ≥\  (1) 

Miara VaR  nie określa maksymalnej straty, jaka może zajść powyżej założonego 
poziomu α , co ogranicza możliwości jej interpretacji. W odniesieniu do zakresu 
stosowalności należy nadmienić, że w ogólnym przypadku miara VaR nie jest kohe-
rentną miarą ryzyka [Chernobai i in. 2007, s. 234], co ma znaczenie w przypadku jej 
agregacji. 

3. Agregacja miary VaR 

Niech zmienne losowe  dla iX 1, ,i n∈ …  będą czynnikami ryzyka wchodzącymi  
w skład łącznej pozycji, dla której należy wyznaczyć wielkość ryzyka na podstawie 
miary VaR. W tym przypadku łączna pozycja może oznaczać określony portfel ubez-
pieczeń, linię biznesową czy zakład ubezpieczeń jako całość. Agregacja ryzyka w tym 
przypadku polega na wyznaczeniu wielkości VaR dla zagregowanej pozycji 

, czyli wyznaczeniu wielkości 1 nS X X= + +… 1( nVaR X Xα )+ +… . W sytuacji gdy 
znany jest rozkład, 

1 nX X+ +…F kwantyfikacja miary VaR jest jedynie problemem nume-
rycznym związanym z wyznaczeniem wielkości kwantyla określonego rozkładu [Em-
brechts i in. 2003, s. 146]. 

W procesie agregacji, zdefiniowanym powyżej, istotne znaczenie mają dwie 
kwestie.  Pierwsza odnosi się do indywidualnego charakteru każdego z poszcze-
gólnych czynników ryzyka określonych poprzez rozkład statystyczny. Druga kwe-
stia skupia się na zagadnieniu zależności pomiędzy poszczególnymi czynnikami 
ryzyka i postaci łącznej wielowymiarowej dystrybuanty. W praktyce często okazu-
je się, że rozkłady czynników ryzyka są niejednorodne, tzn. nie należą do tej samej 
rodziny rozkładów statystycznych, oraz dodatkowo struktura zależności pomiędzy 
czynnikami ryzyka nie ma charakteru liniowego. Powyższe uwarunkowania nie 
pozwalają na zastosowanie popularnego podejścia zakładającego wielowymiarowy 
rozkład normalny rozpatrywanych ryzyk.  
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Jednym z najprostszych rozwiązań zagadnienia niejednorodności agregowanych 
czynników ryzyka jest wyznaczenie łącznej wielkości VaR jako sumy wielkości VaRi  
dla poszczególnych czynników ryzyka. W takim przypadku poszczególne wielkości  
VaRi wyznaczane są oddzielnie. Proces sumowania poszczególnych wielkości VaRi  
dodatkowo zakłada idealną zależność pomiędzy tymi wielkościami. Przy sumowaniu 
poszczególnych wielkości VaRi założenie, w którym strata (przy założeniu, że rozkła-
dy czynników ryzyka są rozkładami strat) zajdzie jednocześnie w każdym z rozważa-
nych czynników ryzyka, wydawać się może zbyt rygorystyczne. W tym przypadku 
ewentualny efekt dywersyfikacji jest całkowicie pomijany. Z uwagi na wspomniany 
wcześniej fakt, że miara VaR nie jest koherentną miarą ryzyka, w szczególności nie 
spełnia ona warunku subaddytywności, oraz przy uwzględnieniu zależności o charak-
terze nieliniowym pomiędzy rozważanymi czynnikami ryzyka może się okazać, że 
wyznaczona wielkość VaR w standardowy sposób będzie błędnie oszacowana, a rze-
czywista ekspozycja na ryzyko w tym przypadku pozostanie nieznana.  

Jednym z rozwiązań uwzględniających jednocześnie heterogeniczność rozkładów 
brzegowych oraz nieliniowy charakter zależności dla przypadku wielowymiarowego 
jest zastosowanie funkcji łączących.  

4. Funkcje łączące 

W przypadku wielowymiarowych zmiennych losowych problem zależności jest cał-
kowicie uzależniony od postaci dystrybuanty łącznej zmiennej losowej 1( , , )nF x x…   
(w artykule został rozpatrzony przypadek jedynie dwóch czynników ryzyka). 

Funkcje łączące to wielowymiarowe dystrybuanty o jednostajnych rozkładach 
brzegowych. Pozwalają rozdzielić charakter zależności pomiędzy zmiennymi losowy-
mi, tu Xi, gdzie {1;2},i∈ odpowiednio od ich rozkładów brzegowych Fi [Piontek, Papla, 
s. 3]. Ponadto dzięki funkcjom łączącym możliwe jest rozważenie różnych scenariuszy 
zależności o odmiennych własnościach dla tych samych zmiennych losowych Xi.  

Definicja 1. Funkcją łączącą C  to funkcja o wartościach: 2:[0;1] [0;1]→
1. Dla dowolnego u v, [0;1]∈ ; ( ,0) 0 (0, )C u C v= =  i ( ,1)C u u= , . (1, )C v v=

2. Dla dowolnych 1 2 1 2, , , [0;1]u u v v ∈  takich, że 1u u2≤  oraz 1v v2≤  zachodzi 
. 2 2 2 1( , ) ( , ) 0C u v C u v 1 2 1 1( , ) ( , )C u v C u v− − + ≥

Jednym z zasadniczych twierdzeń w tym przypadku jest twierdzenie Sklara. 
Twierdzenie 1 (Sklar). Niech 1 2,X X  będą zmiennymi losowymi o łącznej 

dwuwymiarowej dystrybuancie F oraz dystrybuantach brzegowych 1 2,F F . Wtedy 
istnieje taka funkcja łącząca C, że: 

 1 2 1 1 2 2( , ) ( ( ), ( )),F x x C F x F x=  (2) 

gdy dystrybuanty 1 2,F F  są ciągłe, to  C jest jednoznacznie określona.  
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Istnieje wiele funkcji łączących, mogących opisywać wachlarz struktur zależności 
o odmiennych własnościach. W artykule zostały rozpatrzone funkcje łączące należące 
do rodziny archimedesowskich funkcji łączących, takie jak funkcja łącząca iloczyno-
wa, Gumbela oraz Claytona. Można je wyrazić za pomocą ogólnego wzoru:  

  (3) 1
1 2 1 2( , ) ( ( ) ( )),C u u u uϕ ϕ ϕ−= +

gdzie funkcja :[0;1] [0; ]ϕ → ∞  jest ciągła, ściśle malejąca, taka że  jest mo-
notoniczna oraz spełnia warunki 

1( )ϕ− ⋅
(0) , (1) 0ϕ ϕ= ∞ = . Funkcja ( )ϕ ⋅  jest generatorem 

dla danej funkcji łączącej C. 
Dla jednoparametrycznych funkcji łączących, jakimi są funkcja łącząca Gumbela 

i Claytona, siła zależności pomiędzy zmiennymi losowymi 1, 2X X  może być mode-
lowana na podstawie wartości określonego parametru związanego z rozpatrywaną 
funkcją C oznaczonego jako θ . Można pokazać, że zachodzi związek pomiędzy 
funkcjami łączącymi a miarami asocjacji, np. współczynnikiem τ-Kendalla (ozn. Kτ ) 
[Klugman i in. 2008, s. 166].  

W rozważaniach nad zależnymi zmiennymi losowymi w zagadnieniach ryzyka 
ubezpieczeniowego istotne jest zdefiniowanie własności zależności w ogonie łącz-
nego rozkładu. Rozróżnia się zależność górną i dolną, gdzie współczynnik zależno-
ści górnej można zdefiniować jako [Klugman i in. 2008, s. 165]: 

  (4) 1
1 1 2 21

lim ( ( ) | ( )).U u
P X F u X F uλ − −

→
= > > 1

Wielkość Uλ  określa prawdopodobieństwo zajścia zdarzenia ekstremalnego dla 

zmiennej  w przypadku, gdy zaszło zdarzenie ekstremalne dla . Pojęcie  „eks-
tremalne” związane jest z wielkością kwantyla dla odpowiedniego rozkładu zmiennej 
losowej  oraz 

1X

1X

2X

2X 1. Jeśli wielkości 0Lλ =  lub 0Uλ = , to stwierdza się brak 
zależności tego typu. Indeks zależności górnej oraz dolnej może służyć do porówna-
nia własności funkcji łączących . Na potrzeby artykułu istotne jest zdefiniowanie 
kolejnych pojęć, takich jak funkcja dualna oraz funkcja łącząca przeżycia.  

C

Definicja 2. Niech zmienne losowe  mają jednostajne rozkłady, z funkcją 
łączącą postaci C. Funkcja dualna  do funkcji łączącej C wyraża się wzorem:  

1 2,U U
dC

  (5) 1 2 1 1 2 2( , ) (( ) ( )).dC u u P U u U u= ≤ ∪ ≤

Funkcja łącząca przeżycia C  to dystrybuanta dla zmiennych losowych 
.
 1 2(1 ,1 )U U− −

                      
1 Dolny współczynnik zależności w ogonie rozkładu to  1 20

lim ( | ).L n
P U u U uλ

→
= ≤ ≤
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Definicja 3. Niech zmienne losowe 1, 2X X  mają łączną dystrybuantę F, rozkłady 
brzegowe 1 2,F F  oraz funkcję łączącą C, to: 

  (6) 1 1 2 2 1 1 2 2( ( ), ( )) (( ) ( )),dC F x F x P X x X x= ≤ ∪ ≤

 1 1 2 2 1 2( ( ), ( )) ( , ),C F x F x F x x=  (7) 

gdzie: ( ) 1 ( )i i i iF x F x= −  oraz 1 2 1 1 2 2( , ) ( , )F x x P X x X x= > > . 

Ważna własność funkcji łączących jest związana z granicami Frecheta, wyznacza-
jącymi minimalną  oraz maksymalną  granicę, pomiędzy którymi znajduje się 
dowolna funkcja C. Można to zapisać jako 

LC UC
LC C CU≤ ≤ . Górna granica odpowiada 

idealnej zależności dodatniej, a dolna granica idealnej zależności ujemnej pomiędzy 
zmiennymi losowymi  [Klugman i in. 2008, s. 167]. 1 2,U U

 1 2 1 2( , ) max( 1;0),LC u u u u= + −  (8) 

 1 2 1 2( , ) min( ; ).UC u u u u=  (9) 

Pierwszym przykładem funkcji łączącej z generatorem ( ) ln( )u uϕ = −  jest iloczy-
nowa funkcja połączeń postaci:  

 1 2 1 2( , ) .IC u u u u=  (10) 

Funkcja ta nie posiada parametru, który byłby odpowiedzialny za modelowanie 
zależności. Wyznaczona dla niej wielkość współczynnika Kτ  wynosi zero [Klugman 
i in. 2008, s. 167]. Nazywana jest iloczynową lub niezależną funkcją łączącą. Dla 
niezależnych zmiennych losowych 1 2,X X  o rozkładach odpowiednio 1 2,F F

2 2( )
 łączna 

dwuwymiarowa dystrybuanta dana jest jako iloczyn 1 2( , 1 1) ( )F x x F x F x= . Indek-
sy zależności w ogonach zdefiniowane jako wielkości ,L Uλ λ  wynoszą zero. 

W przypadku jednoparametrycznych funkcji łączących z rodziny archimedesow-
skiej wybrane zostały funkcje o odmiennych własnościach w ogonach rozkładów. 
Funkcja łącząca Gumbela, z generatorem ( ) ( ln )t t θϕ = − , wyraża się wzorem:  

 ( ) ( )( )1 1

1 2 1 2( , ) exp ln ln .GuC u u u u
θ

θ
θ

θ⎧ ⎫= − − + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

 (11) 

Parametr 0 1θ< ≤  odpowiedzialny jest za stopień zależności. Funkcja łącząca 
Gumbela cechuje się zależnością w górnym ogonie 0Uλ ≠ . Współczynnik 

1Kτ θ= − .  
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Funkcja łącząca Claytona, z generatorem ( ) 1t t θϕ −= − , wyraża się wzorem: 

 
1

1 2( , ) ( 1) .ClC u u u vθ θ θ
θ

−− −= + −  (12) 

Parametr 0θ >  odpowiedzialny jest za stopień zależności. Tu funkcja łącząca 
wykazuje zależność w dolnym ogonie rozkładu 0Lλ ≠ . Dla tej funkcji współczynnik 

( 2)θ θ= +

2

.  Kτ

5. Granice dla Value-at-Risk 

Wyznaczenie granic dla rozkładu , sumy SF 1S X X= +

1 2,F F

 zmiennych losowych 

. zostanie w tej części szczegółowo zdefiniowane. Przyjmując, że dla czynni-

ków ryzyka  o dystrybuantach odpowiednio  można wyznaczyć dystry-

buanty  oraz , takie że [Denuit i in. 1999, s. 87]: 

1,X X 2

21,X X

maFminF x

 { }min 1 2( ) supmax ( ) ( ) 1,0 ,
x

F s F x F s x− −

∈
= + −

\
−  (13) 

 { }max 1 2( ) inf min ( ) ( ),1 ,
x

F s F x F s x
∈

= + −
\

 (14) 

gdzie:  to dla zmiennej losowej  można zapisać, że ( ) ( ),i iF x P X s− = <

max( ) ( )
S

min ( )F s P S s F s≤ ≤ ≤

2

. Przypadki, w których wielkości  i  mogą 
zostać wyznaczone analitycznie, wymagają, by rozkłady zmiennych losowych 

 należały do tej samej rodziny rozkładów, np. zmienne  o rozkładach 
normalnych, Cauchy’ego itd. (stwierdzenie to nie jest prawdziwe dla wszystkich roz-
kładów, np. dla rozkładu Pareto i wykładniczego możliwość znalezienia analityczne-
go rozwiązania dla wielkości (13) oraz (14) uzależniona jest od przyjętych wartości 
parametrów tych rozkładów).  

minF

1,X X

maxF

1,X X 2

2

2

∈

W sytuacji gdy rozkłady dwóch rozpatrywanych czynników ryzyka  nie 

należą do tej samej rodziny, wtedy szacując wielkości  i , można skorzystać 
z algorytmu zaproponowanego przez Williamsona i Downsona. Problem ten jest do-
brze zdefiniowany w pracach [Cherubini i in. 2006, s. 85] oraz [Denuit i in. 1999,  
s. 91], a aproksymowane granice są najlepsze w sensie stochastycznej dominacji. 

1,X X

minF maxF

Williamson i Downson zakładają, że zmienne losowe  są stochastycznie 

zależne, a ich łączna dystrybuanta  jest nieznana oraz spełnia warunek do-
datniej kwadratowej zależności postaci . Podają 
oni algorytm wyznaczania granic danych wzorami (15) i (16). Ograniczając nieznaną 
łączną dystrybuantę  od dołu pewną łączną dystrybuantą postaci , grani-

1,X X

1 2 2) ( ),F x≥
1 2( , )F x x

( ,F x1 2 1 1 2) ( ,x F x x x∀ \

*F1 2( , )F x x
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ce dane wzorami (13) oraz (14) mogą być zmniejszone. Przy założeniu, że istnieje 
pewna niepełna informacja odnośnie do zależności, można wyznaczyć nowe granice 
spełniające warunek *min *max( ) ( ) ( )F s P S s F s≤ ≤ ≤ , które przyjmują postać:  

{ }*min *( ) sup ( ,
x

) ,F s F x
∈

=
\

s x−  (15)  

{ }*m *( , ) ,F ax 1 2( ) inf ( ) ( )
x

s F x F s x
∈

= + −
\

F x s x− −  (16)  

gdzie:  s∈\
W algorytmie Williamsona i Downsona przy wyznaczaniu wielkości (15) i (16) 

korzysta się z własności wynikającej z twierdzenia Sklara i rozpatruje problem na 
płaszczyźnie funkcji łączących. Dla ciągłych dystrybuant brzegowych , korzy-

stając ze wzoru (2), mamy 
1 2,F F

{ }1
* 1, 2 * 1 1 2( ) ( ),C u u F F u−=

1 2( , )C u u

* 1 2( , )C u u

1
*maxF −

1
2( )F u− . W tym przypadku moż-

na nieznaną funkcję  związaną z dystrybuantą  ograniczyć od 

dołu funkcją łączącą  związaną z dystrybuantą . Przybliżając 
wielkości nieznanych granic, korzysta się z zagadnienia dualności Franka i Schweize-
ra [Embrechts i in. 2003, s. 147], co daje możliwość wyznaczenia odpowiednio wiel-
kości dla  oraz   jako:  

1 2( ,F x x

* 1( ,F x x
)

2 )

1
*minF −

{ }
* 1 2

1
*min 1 1( , )

( ) inf ( )
C u u

F F
α

α−

=
= 1

2 2( ) ,u F− + 1 u−  (17)  

{ } 
* 1 2

1
*max 1 1

( , )
( ) sup ( )

dC u u
F F

α
α−

=
= 1

2 2( ) .u F− + 1 u−  (18) 

W swym algorytmie Williamson i Downson przyjęli, że funkcje łączące 

* 1 2( , )C u u α=  oraz * 1 2( , )dC u u α=  (wzory (17) i (18)) będą dyskretyzowane dla 

zadanych wielkości r Nα = . W tym przypadku sprowadza się to do wyznaczenia 
odpowiednio minimum i maksimum ze skończonego zbioru wartości i da się zapisać 
za pomocą uproszczonych wzorów postaci:  

 { }1 1
*min 1 2 ,
ˆ ( ) min (l ) ( )r lr l N

F r N F N F v− − −

≤ ≤
= + 1 ,  (19) 

 { }1 1
*max 1 2 ,0
ˆ ( ) max (l ) ( )r ll r

F r N F N F v− −

≤ ≤
= + 1 * ,−  (20) 

gdzie odpowiednie wielkości  oraz  są rozwiązaniami równań ,r lv *
,r lv

* ,( , )r lC l N v r N=  oraz *
* ,r lv =( , )d N r NC l  dla zadanych wielkości  oraz . r N

Warto nadmienić, że przyjęte ograniczenie  we wzorach (17) i (18) nie musi 
być takie samo w każdym z przypadków. Znaczy to, że można ograniczyć nieznaną 

*C
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funkcję łączącą, zadając odmienne warunki dla  oraz  . W tym celu należy 

przyjąć warunki postaci  oraz C  odpowiednio dla minimum i mak-
simum. 

1
*minF −

*1
dC

1
*maxF −

*0C C≥ d ≤

( ),
Dla rozważanych funkcji łączących z rodziny archimedesowej, danej ogólnym wzo-

rem postaci (3) z funkcją generującą ϕ ⋅ wielkości są rozwiązaniem równania: ,r lv

 1( ( ) ( )).v r N lϕ ϕ ϕ−= −,r l N  (21) 

W przypadku poszukiwania wielkości  bezpośrednie rozwiązanie nie jest 
możliwe, w tym przypadku bowiem, korzystając z definicji funkcji dualnej i wzoru 
(6), wykazuje się, że konieczne jest rozwiązanie równania postaci:  

*
,r lv

 * *
, ,( ) (r lv lϕ ϕ ) ( r lN v l N rϕ ) 0.N+ − + −

d

=

C

 (22) 

W najprostszym przypadku w ograniczeniu górnym funkcji  warunek postaci 
 można wprowadzić zamiennie, ograniczając funkcję łączącą przeżycia 

d

*1
dC C≤ C . 

Korzysta się tu z własności 1 2 1 2 )u( , ) 1 (1 ,1u C u= − − −
d

dC u
dC ≤

, będącej konsekwencją 
wzorów (6) i (7). Warunek  można w tym przypadku zapisać w  równoważ-
nej postaci jako 

*1C

*1C C≥ , gdzie *1C  wyznacza się z równości 
*

*1 ,1 (1 ,1 r lC l N v− − − ) r N= . Wtedy wielkość  będzie  wyznaczona jednoznacz-
nie w postaci: 

*
,r lv

 * 1
, 1 ( (1 ) (1 )).lr lv r N Nϕ ϕ ϕ−= − − − −  (23) 

6. Warianty scenariuszy zależności przy cząstkowej informacji 

Podstawowym celem badania jest przeanalizowanie możliwego oddziaływania cząst-
kowych informacji o strukturze zależności zdefiniowanej na płaszczyźnie funkcji 
łączących na wielkości miary ryzyka VaR . Problem został rozpatrzony przy założe-
niu niejednorodności rozkładów brzegowych poszczególnych czynników ryzyka oraz 
dostępnej częściowej informacji o strukturze między nimi, dla pewnych wielkości 
poziomu tolerancji α . 

W badaniu zostały założone hipotetyczne rozkłady brzegowe dla czynników ry-
zyka , odpowiednio dla  – rozkład Weibulla , a dla  – roz-
kład wykładniczy 

1,X X 2 1X (1,2;2)Wbl 2X
(3)Exp , oraz różne scenariusze zależności stanowiące możliwe 

przypadki w analizie ryzyka ubezpieczeniowego. Odpowiednia funkcja łącząca  
ograniczająca nieznaną funkcję C  została określona oddzielnie dla kryteriów danych 

*C
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wzorami (17) i (18), tak jak wcześniej funkcja ; dla kryterium minimum oraz ; 
dla kryterium maksimum.  

*0C *1C

Przyjęto trzy scenariusze zależności:  
1.  *0 *1 .LC C C= =
2.  *0 *1 .IC C C= =

3. *0 ( ) *1 ( ); .Cl Gu
Cl GuC C C Cθ θ= =  

Można pokazać, że w przypadku scenariuszy (1) oraz (2) odpowiednie funkcje 
 oraz  są sobie równe [Cherubini i in. 2006, s. 77]. Dla scenariusza (1) wielko-

ści parametrów 
*0C *1C

( )θ ⋅  dla poszczególnych funkcji łączących mają takie same wartości 
dla miary τ-Kendalla, co oznacza, że siła zależności jest na takim samym poziomie dla 
dwóch warunków ograniczających zadanych odmiennymi funkcjami  i .  *0C *1C

Rys. 1. Granice miary  dla przyjętych scenariuszy zależności 
 

Źródło: opracowanie własne z wykorzystaniem algorytmu Williamsona i Downsona w programie 
MATLAB. 

 
Na rysunku 1 widać wpływ dodatkowej informacji o strukturze zależności na za-

kres zmienności miary VaR  w odniesieniu od przyjętej wielkościα . Wielkości pa-
rametru α – są określone, począwszy od wielkości 0,95 do 0,99 z interwałem 0,005. 
Scenariusze (1)–(2), uwzględniające odpowiednio brak jakiejkolwiek informacji co do 
charakteru zależności pomiędzy zmiennymi 1, 2X X , oraz przypadek funkcji łączącej 
iloczynowej, odnoszący się do niezależnych zmiennych 1, 2X X ,  nie różnią się  
w dużej mierze od siebie i wyznaczają praktycznie ten sam zakres granic dla VaR.  
W przypadku uwzględnienia dodatkowej informacji wyrażonej przez funkcje łączące 
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Gaussa i Gumbela w scenariuszu (3), przy ograniczeniach postaci  oraz ( )

Cl
ClC Cθ≥

( ) ,
Gu

GuC Cθ≥ widać jej natychmiastowy wpływ na zakres zmienności VaR. Zachowanie 
się górnej i dolnej granicy w pewnym stopniu wynikało z własności Archimedesow-
skich parametrycznych funkcji łączących identyfikowanych przez wielkości Lλ   

i Uλ . Dla wielkości τ = 0,9 zakres granic VaR zmniejszył się o ponad połowę. Uzy-
skany wynik demonstruje, jak istotne jest rozważenie zależności o nieklasycznej 
strukturze zależności, gdzie dodatkowa cząstkowa informacja zmniejsza zakres nie-
pewności co do szacowanej wielkości ryzyka opisanego za pomocą miary VaR.   

W zagadnieniach ryzyka, w których dysponuje się jedynie niepełną informacją, 
istotne jest ustalenie faktycznych wielkości ponoszonego ryzyka lub przynajmniej 
częściowe zbliżenie się do tych wielkości, korzystając ze wszystkich dostępnych in-
formacji. Ze względu na możliwe konsekwencje złej oceny profilu ryzyka, tj. niedo-
szacowania i przeszacowania faktycznej pozycji, zagadnienie to wydaje się istotne  
z praktycznego punktu widzenia. 

W przyszłych badaniach istotne wydaje się zidentyfikowanie zasygnalizowanych 
problemów, takich jak przyjęcie zamiast rozwiązania dla funkcji dualnej ograniczenia 
dla funkcji łączącej przeżycia czy porównanie za pomocą metod symulacyjnych błę-
dów wynikających z aproksymacji algorytmem Williamsona i Downsona w odniesie-
niu do innych metod przybliżonych lub analitycznych – jeśli są dostępne.  
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COPULA FUNCTIONS IN THE AGGREGATION 
OF INSURER RISK 

Summary: The article concerns the issue related to the aggregation of risk in case when its 
ingredients are characterized by heterogeneity of marginal distributions. Additionally, it has 
been assumed that the structure of dependencies among the risk factors can be described by 
means of copula functions, however, only partial information that allows to determine some 
limits for Value-at-Risk measure is available. In order to solve a hypothetical problem where 
the parameters of relevant distributions have been determined in advance, Williamson and 
Downson’s algorithm (which allows to find an approximate solution) has been applied. 

Keywords: copula functions, aggregation of risk, Williamson and Downson’s algorithm. 


