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Wstep

W dniach 14-16 wrzesnia 2015 r. w Hotelu Novotel Gdansk Marina w Gdansku
odbyta si¢ XXIV Konferencja Naukowa Sekcji Klasyfikacji i Analizy Danych PTS
(XXIX Konferencja Taksonomiczna) ,,Klasyfikacja i analiza danych — teoria i za-
stosowania”, zorganizowana przez Sekcje Klasyfikacji i Analizy Danych Polskiego
Towarzystwa Statystycznego oraz Katedre Statystyki Wydzialu Zarzadzania Uni-
wersytetu Gdanskiego.

W trakcie dwoch sesji plenarnych oraz 13 sesji rownolegtych wygloszono
58 referatow poswieconych aspektom teoretycznym i aplikacyjnym zagadnienia
klasyfikacji i analizy danych. Odbyta si¢ rowniez sesja plakatowa, na ktorej zapre-
zentowano 14 plakatow.

Teksty 24 recenzowanych artykutéw naukowych stanowig zawarto§¢ prezen-
towanej publikacji z serii Taksonomia nr 27. Teksty 25 recenzowanych artykutow
naukowych znajduja si¢ w Taksonomii nr 26.

Krzysztof Jajuga, Marek Walesiak
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ZMIENNE TOWARZYSZACE

W UKRYTYM MODELU MARKOWA —

ANALIZA OSZCZEDNOSCI POLSKICH
GOSPODARSTW DOMOWYCH

LATENT MARKOV MODEL WITH COVARIATES —
POLISH HOUSEHOLDS’ SAVING BEHAVIOUR

DOI: 10.15611/pn.2016.427.11

Streszczenie: Ukryte modele Markowa (modele LM) stosowane sg najczgsciej do analizy
danych panelowych o charakterze jako$ciowym, gdzie celem jest nie tylko podziat obserwa-
cji na homogeniczne grupy, ale takze pewna analiza zmian w czasie. Ponadto modele te po-
zwalaja na badanie relacji pomig¢dzy zmiennymi ukrytymi i tzw. zmiennymi towarzyszacy-
mi. W artykule przedstawiona zostanie rozbudowana wersja modelu LM, uwzgledniajaca
zmienne towarzyszace, majace wptyw na prawdopodobienstwa poczatkowe oraz prawdopo-
dobienstwa przej$cia tego modelu. Celem badan bedzie podziat polskich gospodarstw do-
mowych na klasy o podobnych sktonno$ciach do oszczedzania, a takze zaobserwowanie
zmian ich postaw na przestrzeni kilku lat, z wykorzystaniem wptywu zmiennych towarzy-
szacych statych i zmiennych w czasie ¢, na ukryte zmienne modelu. Badania przeprowadzo-
ne beda za pomoca ukrytych modeli Markowa (latent Markov models) z zastosowaniem pa-
kietu LMest programu R.

Stowa kluczowe: ukryty model Markowa, zmienne towarzyszace, dane panelowe.

Summary: Latent Markov (LM) models represent an important class of models for the
analysis of longitudinal data, especially when response variables are categorical. Those
models are specially tailored to study the evolution of an individual characteristic of interest
that is not directly observable. We applied the extended version of LM to find groups of
Polish households’ with similar saving behaviour. We focused especially on the different
covariates having influence on the initial and transition probabilities of the model. We ana-
lyzed data collected as part of the Polish Social Diagnosis using LMest package of R.

Keywords: latent Markov model, covariates, longitudinal data.
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1. Wstep

Ukryty model Markowa (latent Markov model) mozna wpisa¢ w nurt podejscia
modelowego w taksonomii, wykorzystujagcego ide¢ mieszanek rozktadéw. Modele
te wykorzystywane sg do analizy panelowych zbioréw danych o niejednorodne;j
strukturze, w ktorych liczba klas (standw) jest nieznana (tzw. zmienna ukryta).
Celem badan jest juz nie tylko podziat obserwacji na homogeniczne grupy, ale
rowniez pewna analiza zmian w czasie .

Ukryty model Markowa zostat zaproponowany przez L.M. Wigginsa [1973].
Pierwsza znaczaca pozycja tego autora ukazata si¢ po wczesniejszej publikacji jego
pracy doktorskiej w roku 1955 (zob. [Wiggins 1955]). Do jednej z najwazniejszych
modyfikacji modelu zaliczy¢ nalezy z pewnoscia mozliwo$¢ uwzglednienia zmien-
nych towarzyszacych majacych wplyw na ukryta zmienng modelu (zob. np.
[Vermunt, Langeheine, Bockenholt 1999; Bartolucci, Pennoni, Francis 2007; Bar-
tolucci, Montanari, Pandolfi 2015]). Innym wariantem modelu LM jest mozliwos¢
badania wptywu zmiennych towarzyszacych na rozktady warunkowe zmiennych
obserwowanych (zob. np. [Bartolucci, Farcomeni 2009; Bartolucci, Farcomeni,
Pennoni 2013]). Bardziej szczeg6lowe informacje na temat réznych wariantow
modeli LM mozna znalez¢ w pracach [Bartolucci, Farcomeni, Pennoni 2013;
Vermunt 2010].

Artykut jest kontynuacja prac autora poswigcona ukrytym modelom Markowa i
ich zastosowaniom w badaniach spoteczno-ekonomicznych. Ukryty model Mar-
kowa w badaniu sktonnosci Polakow do oszczedzania (r6znych form oszczgdnosci)
przedstawiono w pracy [Genge 2014]. Model Markowa z uwzglednieniem zmien-
nych towarzyszacych majacych wptyw na prawdopodobienstwa przejscia wyko-
rzystano w badaniu zaufania do instytucji publicznych i finansowych w polskim
spoteczenstwie oraz nastawienia Polakow do emigracji [Genge 2015a, b]. Celem
niniejszego referatu jest podziat polskich gospodarstw domowych na klasy o po-
dobnych sklonno$ciach do oszczedzania (o podobnych celach oszczedzania), a
takze zaobserwowanie zmian ich postaw na przestrzeni kilku lat w zaleznos$ci od
wybranych zmiennych demograficznych (statych i zmiennych w czasie t), maja-
cych wpltyw zaré6wno na prawdopodobienstwa poczatkowe, jak i prawdopodobien-
stwa przejscia modelu LM.

2. Ukryty model Markowa

W ukrytym modelu Markowa dany jest wektor m jako$ciowych zmiennych Y,
Y =Y",...,Y", obserwowanych w ¢ okresach (¢ = 1, ..., T). Liczba kategorii
kazdej ze zmiennych okreslana jest jako /; przybierajacych wartosci O, ..., [; — 1


http://www.researchgate.net/researcher/56801018_R_Langeheine
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(j=1, ..., m). Niech Y oznacza wektor wszystkich zmiennych Y, obserwowa-
nych w kazdym okresie (wektor o wymiarze mT). Zas Z oznacza dodatkowy wek-
tor wszystkich analizowanych zmiennych towarzyszacych Z obserwowanych w
czasiet=1, ..., T.

Rozktad zmiennej ukrytej definiowany jest za pomocg tancucha Markowa, kto-
rego stany S = (S, ..., $'”) nie sa bezposrednio mierzalne (S jest ukryta zmienna
modelu)'. Mozna zatem wyrdzni¢ obserwowana i ukryta sktadowa modelu.

Prawdopodobienstwa warunkowe zmiennych obserwowanych mozna zapisac
jako:

L, =p(Y =y|SY =5,2" =2), j=1..,m,y=0,..,] -1 (1

Parametry ukrytej sktadowej modelu to: prawdopodobienstwa poczatkowe da-
ne réwnaniem (2):

7y, = p(S, =512V =1z), s=1,...,u, 2)

oraz prawdopodobienstwa przej$cia definiowane za pomoca rownania (3):

70 :p(S(t) =S|S(H) :g,Z(t) =z), t=2,...T,s,5=1...,u. 3)

s[5z
Ukryty model Markowa z uwzglednieniem zmiennych towarzyszacych, majg-
cych wplyw na prawdopodobienstwa poczatkowe oraz prawdopodobienstwa przej-
$cia tego modelu mozna zapisa¢ wtedy jako:

V — 17 —=5) = (2) () (1 (T)
p(Y=y | 1=1)= zﬂsxl)‘z(n7TS<2)‘5(1>Z<2> . -”SU)‘S(’I'—UZU) x ¢’ym‘sm . -qoyu)‘sm . (4)
s

W powyzszym rownaniu y jest realizacjg zmiennej Y ztozonej z podwektorow

vy =(",...,y\"), za§y jest realizacja zmiennej Y o elementach y,,j =1, ..., m.

Wplyw zmiennych towarzyszacych na ukryta sktadowa modelu, tj. prawdopo-
dobienstwa poczatkowe oraz prawdopodobienstwa przejscia modelu LM [Barto-
lucci, Lupparelli, Montanari 2009], wyrazany jest za pomocg wielomianowych
modeli logitowych danych réwnaniami (5) oraz (6):

PV =520 =2) 7, ,
p(SV =11Z" =2) zloggzﬁm t2By, 522, )

log

o ®
p(§V=5|8""=52"=2) . 7,

PSSO =5V =5,20=7) log 0

Sz

log =, +z'o., 122, uzu. (6)

' Analizowane obserwacje sa zmienne w czasie ¢, dlatego w literaturze z zakresu tancuchow
Markowa czgsto spotykanym okresleniem jest stan. Z racji zastosowania teorii tancuchow Markowa
na gruncie taksonomii w dalszej czesci pracy autorka postugiwac si¢ bedzie rowniez terminami ,.kla-
sa” lub ,.grupa”. W literaturze polskiej wérdd prac z zakresu teorii fancuchéw Markowa wymieni¢
nalezy [Podgorska i in. 2000; Stawicki 2004].
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W powyzszych rownaniach B, =(5,,.B',)' oraz a_ =(a,,,,'
nymi parametrami modeli logitowych.

Parametry ukrytych modeli Markowa najcze¢$ciej szacowane sg za pomocg al-
gorytmu EM [Dempster, Laird, Rubin 1977], a wybor modelu optymalnego doko-
nywany jest na podstawie kryteriow informacyjnych tj. BIC oraz AIC [Akaike
1974; Schwarz 1978].

)' sa szacowa-

1ss

3. Analiza empiryczna

Analiz¢ empiryczng przeprowadzono na podstawie danych panelowych dotycza-
cych polskich gospodarstw domowych, pochodzacych z projektu Diagnoza Spo-
leczna [Czapinski, Panek (red.) 2013]. Analizie podano 969 gospodarstw, ktore
wzigty udziat w trzech edycjach badania panelowego, przeprowadzonego w latach
2009, 2011 1 2013. Szacowano wigc modele dla 2907 obserwacji facznie. Analiza
zostata przeprowadzona z uwzglednieniem 13 zmiennych obserwowanych, charak-
teryzujacych cele oszczednosci gospodarstw domowych?.

W nawiasach podano oryginalne nazwy zmiennych analizowanego zbioru,
udostepnianego na stronie internetowej www.diagnoza.com. Litera e poprzedzajaca
symbol zmiennej (np. ef4_1) dotyczy badania w 2009 r., litera f— badania w 2011 r.,
zas$ litera G — badania w 2013 r.

Y, (ef4_1, fF4_1, GF9 01): rezerwa na biezace wydatki konsumpcyjne (np.
zywno$¢, odziez 1 ubranie); Y, (ef4_2, fF4_2, GF9_02): stale oplaty (np. mieszka-
niowe); Y, (ef4_3, fF4_3, GF9 _03): zakup dobr trwalego uzytku; Y, (e4f 4,
fF4_ 4, GF9 _04): zakup domu, zakup mieszkania, wkiad do spoldzielni mieszka-
niowej; Y, (ef4_5, fF4_5, GF9_05): remont domu, mieszkania; Y, (ef4_6, fF4_6,
GF9 06): leczenie; Y, (ef4_7, fF4_7, GF9 07): rehabilitacja; Y, (ef4_8, fF4 8,
GF9_08): wypoczynek; Y, (ef4_9, fF4 9, GF9_09): rezerwa na sytuacje losowe,
tj. na ,,czarng godzing™; Y,, (ef4_10, fF4_10, GF9_10): zabezpieczenie przyszlosci
dzieci; Y, (ef4_11, fF4_11, GF9_11): zabezpieczenie na staro$¢; Y, (ef4 12,
fF4_12, GF9_13): inne cele; Y, (ef4_13, fF'4_13, GF9_14): bez specjalnego prze-
znaczenia.

W badaniu uwzgledniono rowniez nastepujace zmienne towarzyszace: Z;: zro-
dto utrzymania gospodarstwa®; Z,: taczna warto$¢ oszczednosci posiadanych przez

% Pytanie w kwestionariuszu brzmiato: ,,W jakim celu Pana(i) gospodarstwo domowe gromadzi
oszczednosci?”. Nalezalo udzieli¢ odpowiedzi (tak lub nie) dla kazdego z ponizszych celow oszcze-
dzania (zmienne Y,—Y3).

3 1: gospodarstwa pracownikow, 2: gospodarstwa rolnikow, 3: gospodarstwa pracujacych na
wilasny rachunek, 4: gospodarstwa emerytow, 5: gospodarstwa rencistow, 6: gospodarstwa utrzymu-
jacych si¢ z niezarobkowych zrodet.
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gospodarstwo®; Zs: typ biologiczny rodziny’; Z,: liczba 0s6b w gospodarstwie do-
mowym; Zs: klasa miejscowosci zamieszkania®; Zg: wojewodztwo.

W badaniach wykorzystano pakiet LMest programu R. Ukrytg liczbe klas wy-
brano na podstawie warto$ci kryteriow informacyjnych AIC oraz BIC. Kryteria
BIC oraz AIC wskazatly minimalng warto$¢ dla liczby klas rownej 3. Do klasy
pierwszej, stanowigcej 59% wszystkich gospodarstw, naleza gospodarstwa naj-
mniej sktonne do oszczedzania, ktére prawie w ogdle nie oszczgdzaja na leczenie,
rehabilitacj¢ oraz oplaty state (ponizej 5% gospodarstw). Gospodarstwa te cechuje
gldwnie przezorno$ciowy motyw oszczedzania.

Klasa druga jest klasa najmniej liczng — nalezy do niej 20% gospodarstw do-
mowych. W klasie tej rowniez najwickszy odsetek gospodarstw swe oszczednosci
gromadzi na tzw. czarng godzing (77%). W odroznieniu od klasy pierwszej duzy
odsetek gospodarstw swe oszczednosci planuje przeznaczy¢ na leczenie (67%)
oraz staro$¢ (59%). Cztonkowie tych gospodarstw w ogole nie gromadza $rodkow
na mieszkanie czy nowy dom, co moze §wiadczy¢ o tym, ze motywem sklaniaja-
cym t¢ grupe gospodarstw do oszczedzania jest rowniez godny poziom zycia w
okresie staro$ci, po przejsciu na emeryturg.

Do klasy trzeciej zaliczono 21% gospodarstw, ktére cechuja si¢ najwigksza
sklonnoscia do oszczedzania (o najbardziej réoznorodnych motywach oszczedza-
nia). Najwigkszy odsetek gospodarstw tej klasy stanowia ponownie gospodarstwa
odktadajace swe $rodki na sytuacje losowe (95%). Zardwno 75% gospodarstw
oszczedza na starosé, jak i na wypoczynek. Nieco mniej, bo 70% swe oszczgdnosci
planuje przeznaczy¢ na remont domu lub zakup dobr trwatego uzytku (69%) czy
tez na leczenie (63% gospodarstw). Klase te wyrdznia najwyzszy odsetek gospo-
darstw oszczedzajacych réwniez z pozostatych powodow. Cechuja sie¢ wiec naj-
wyZzszg potrzebg niezaleznos$ci i dazeniem do stopniowej poprawy jakosci zycia.

Oszacowane prawdopodobienstwa przej$cia ukrytego modelu Markowa, obra-
zujace stabilno$¢ pozostania w danej klasie w kolejnych okresach, przedstawione
zostaty w tab. 1.

Najwicksze prawdopodobienstwo pozostania w tej samej klasie w kolejnym
okresie odpowiada klasie pierwszej, kolejno mniejsze prawdopodobienstwa, rowne
0,75 1 0,58 odpowiadaja klasie drugiej i trzeciej. Niestety gospodarstwa, ktore ce-

* 1: 0 wysokosci miesigcznych dochodéow gospodarstwa, 2: powyzej miesigcznych do 3-miesiecz-
nych dochodéw, 3: powyzej 3-miesiecznych do poéirocznych dochodéw, 4: powyzej podtrocznych do
rocznych dochodow, 5: powyzej rocznych dochodéw gospodarstwa domowego, 6: trudno powie-
dziec.

5 1: malzenstwa bez dzieci, 2: malzenstwa z 1 dzieckiem, 3: malzenstwa z 2 dzieci, 4: malzen-
stwa z 3 i wigcej dzieci, 5: rodziny niepetne, 6: wielorodzinne, 7: nierodzinne jednoosobowe, 8: nie-
rodzinne wieloosobowe.

% 1: miasta o liczbie mieszkancow 500 tys. i wiecej, 2: miasta o liczbie mieszkanicow 200-500
tys., 3: miasta o liczbie mieszkancow 100-200 tys., 4: miasta o liczbie mieszkancow 20-100 tys.,
5: miasta o liczbie mieszkancow ponizej 20 tys., 6: wies.
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chujg si¢ najmniejszg sktonnoscig do oszczednosci (klasa pierwsza), najprawdopo-
dobniej nie zmienig swego podejscia. Jezeli jednak uda im si¢ zmieni¢ swoje na-
stawienie czy pokona¢ réznego rodzaju bariery, to bardziej prawdopodobne okazu-
je sie przejscie do klasy trzeciej (Si; = 0,11)7 anizeli do klasy drugiej (S}, = 0,07)%.
Mniejsze szanse na pozostanie w danej klasie w nastgpnym okresie majg respon-
denci nalezacy do klasy drugiej (S, = 0,75). Ankietowani nalezacy do grupy re-
spondentdw o najwickszej sklonnosci do oszczedzania cechujg si¢ najnizsza ten-
dencja pozostania w tej grupie (S3; = 0,58) w nastgpnym okresie. Dla tej grupy
0s0b istnieje wigksze prawdopodobienstwo przejscia do klasy pierwszej anizeli do
klasy drugiej.

Tabela 1. Prawdopodobienstwa przejscia dla trzech klas

Klasa S/Klasa R Klasa 1 Klasa 2 Klasa 3
Klasa 1 0,82 0,07 0,11
Klasa 2 0,20 0,75 0,05
Klasa 3 0,34 0,08 0,58

Zrodlo: opracowanie wlasne.

W kolejnej czgsci pracy dokonano analizy wptywu zmiennych towarzyszacych
na prawdopodobienstwa poczatkowe oraz przej$cia (zmiany nastawienia) respon-
dentéw do poszczegdlnych klas. Sposrdd analizowanych zmiennych towarzysza-
cych istotny wpltyw na prawdopodobienstwa poczatkowe wykazaty zmienne ,,zr6-
dlo utrzymania” oraz ,,warto$¢ posiadanych oszczedno$ci”.

Na poczatku badanego okresu najwigksza sktonnoscig do oszczedzania cechuja
si¢ gospodarstwa, ktorych zrodtem utrzymania jest praca na wiasny rachunek, oraz
gospodarstwa, ktérych czlonkowie nie zdradzaja wysokos$ci swych dochodow lub
gospodarstwa o oszczedno$ciach wyzszych niz warto$¢ rocznych dochodéow. Naj-
nizsza sklonno$cia do oszczedzania na poczatku badanego okresu (najwyzsze
prawdopodobienstwo przynaleznosci do S;) cechujg si¢ gospodarstwa pracowni-
kow, o oszczednosciach nizszych niz warto$¢ miesigcznego dochodu.

Istotny wpltyw na prawdopodobienstwa przejscia miaty zmienne: ,,zrodlo
utrzymania”, ,,warto$¢ posiadanych oszczgdnosci” oraz ,,typ rodziny biologiczne;j”.

Najwigksze prawdopodobienstwo pozostania w S; maja rolnicy i pracownicy,
o oszczgdnosciach nizszych niz warto$¢ miesigcznego dochodu. Sa to przede
wszystkim malzenstwa z trojka lub wicksza liczba dzieci czy tez gospodarstwa
wielorodzinne. Najwigksze prawdopodobienstwo pozostania w S, majg emeryci
i renci$ci. Sg to wigc gldéwnie malzenstwa bez dzieci o najwyzszych oszczedno-

7 Autorka postuguje sie skrotami Sy, S, oraz S; na okreslenie klas (stanow) pierwszej, drugiej i
trzeciej. Symbolem S|; oznaczono prawdopodobienstwo przejscia z S| do S;.

¥ Wyzsze prawdopodobienstwo przejécia z S5 anizeli z Sj, mozna rowniez thumaczy¢ analiza
wplywu zmiennych towarzyszacych (S, tworza gtéwnie gospodarstwa emerytow i rencistow).
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sciach lub niechcgcy okresli¢ ich wysoko$ci. Najwigksze prawdopodobienstwo
pozostania w S; maja gospodarstwa nierodzinne wieloosobowe i jednoosobowe,
pracujace na wlasny rachunek, lub gospodarstwa o niezarobkowych zZrodta utrzy-
mania. Gospodarstwa te cechuje rowniez warto$¢ oszczednos$ci przekraczajgca
wysokos¢ rocznych dochodéow lub niechcaca okresli¢ ich wysokosci.

Zaobserwowano rowniez istotny wpltyw zmiennych towarzyszacych na praw-
dopodobienstwa przejscia do poszczegdlnych stanow.

Prawdopodobienstwo przejscia z S; do S, jest wyraznie wyzsze dla gospodarstw
innych niz gospodarstwa pracownikow (najwyzsze dla gospodarstw o niezarobkowych
zrodtach utrzymania (0,32), rencistow (0,27) i emerytow (0,13)). Z kolei prawdopodo-
bienstwo przejscia z S, do S; jest najwyzsze dla gospodarstw pracownikow (0,28),
rolnikoéw (0,24) oraz o niezarobkowych zroédtach utrzymania (0,16).

Prawdopodobienstwo przejscia z S; do S; jest najwyzsze dla gospodarstw pra-
cownikow (0,15), rolnikéw (0,11) i pracujgcych na wiasny rachunek (0,11). Naj-
wigksze prawdopodobienstwo przejscia z S; do S; majg pracownicy (0,42) i rolnicy
(0,39) oraz gospodarstwa o niezarobkowych zrédlach utrzymania (0,31). Ilustracje
graficzng wybranych prawdopodobienstw przejscia dla zmiennej ,,zrodo utrzyma-
nia” pokazano na rys. 1.

~
&
P S_33
— 5.33
- -- 512
. S s_13
g - 821
.g < S 31 S_31
5 © 7
[=}
=}
8- -
g 3 . s ==
: T~ P
E -
[ =~ 7/
o8 N, Ve
~ 4 .
s_13 . L -
- -
- -~ - -
o ’/
S12 - ==
o |7
o T T T T T T
1 2 3 4 5 6
Zrédto utrzymania

Rys. 1. Prawdopodobienstwa przejscia do poszczegdlnych klas dla zmiennej ,,zrodto utrzymania”

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Dla gospodarstw o acznej wartosci oszczednosci wyzszej niz wysokos¢ mie-
siecznych dochodow wzrasta prawdopodobienstwo przejscia z S; do S;, a spada
z S5 do S;. Dla rodzin z dzie¢mi wzrasta prawdopodobienstwo przejscia z S, do S,
a spada z S5 do S,.
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4. Zakonczenie

W artykule przedstawiono przyktad zastosowania ukrytego modelu Markowa
z uwzglednieniem zmiennych towarzyszacych w analizie oszczednosci polskich
gospodarstw domowych. Podobnie jak w pracy [Genge 2014], na podstawie kryte-
riow informacyjnych wyodrebniono trzy klasy o podobnych motywach oszczg¢dza-
nia wérod Polakow. Zbadano takze wplyw zmiennych towarzyszacych na oszaco-
wane prawdopodobienstwa poczatkowe oraz prawdopodobienstwa przejScia
(prawdopodobiefistwa zmiany nastawienia do oszcze¢dzania). Liczne badania poka-
Zujg, iz posiadanie jasno okreslonego celu oszczedzania zwigksza szanse na sku-
teczne zgromadzenie oszczgdnosci. Uzyskane wyniki mogg zatem sta¢ si¢ moto-
rem do dziatan podejmowanych zaréwno przez podmioty gospodarcze, np. instytu-
cje finansowe, jak i przez panstwo (inicjatywy zwigkszajace wiedz¢ i Swiadomos$¢
finansowa Polakow, wzmacniajace edukacj¢ spoteczefistwa w zakresie zasad usta-
lania wysokoséci emerytury czy form gromadzenia oszczgdnosci, zapewniajace
atrakcyjno$¢ form gromadzenia oszczednosci). W dalszych badaniach analizie
poddang zostana réwniez ukryte modele Markowa z uwzglednieniem teorii efek-
tow losowych [Bartolucci i in. 2015].
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