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Wstęp 

 
W dniach 14–16 września 2015 r. w Hotelu Novotel Gdańsk Marina w Gdańsku 
odbyła się XXIV Konferencja Naukowa Sekcji Klasyfikacji i Analizy Danych PTS 
(XXIX Konferencja Taksonomiczna) „Klasyfikacja i analiza danych – teoria i za-
stosowania”, zorganizowana przez Sekcję Klasyfikacji i Analizy Danych Polskiego 
Towarzystwa Statystycznego oraz Katedrę Statystyki Wydziału Zarządzania Uni-
wersytetu Gdańskiego. 

W trakcie dwóch sesji plenarnych oraz 13 sesji równoległych wygłoszono  
58 referatów poświęconych aspektom teoretycznym i aplikacyjnym zagadnienia 
klasyfikacji i analizy danych. Odbyła się również sesja plakatowa, na której zapre-
zentowano 14 plakatów. 

Teksty 24 recenzowanych artykułów naukowych stanowią zawartość prezen-
towanej publikacji z serii Taksonomia nr 27. Teksty 25 recenzowanych artykułów 
naukowych znajdują się w Taksonomii nr 26. 
 

Krzysztof Jajuga, Marek Walesiak 
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 ZMIENNE TOWARZYSZĄCE  
W UKRYTYM MODELU MARKOWA –  
ANALIZA OSZCZĘDNOŚCI POLSKICH  
GOSPODARSTW DOMOWYCH 

 LATENT MARKOV MODEL WITH COVARIATES – 
POLISH HOUSEHOLDS’ SAVING BEHAVIOUR 
DOI: 10.15611/pn.2016.427.11 

Streszczenie: Ukryte modele Markowa (modele LM) stosowane są najczęściej do analizy 
danych panelowych o charakterze jakościowym, gdzie celem jest nie tylko podział obserwa-
cji na homogeniczne grupy, ale także pewna analiza zmian w czasie. Ponadto modele te po-
zwalają na badanie relacji pomiędzy zmiennymi ukrytymi i tzw. zmiennymi towarzyszący-
mi. W artykule przedstawiona zostanie rozbudowana wersja modelu LM, uwzględniająca 
zmienne towarzyszące, mające wpływ na prawdopodobieństwa początkowe oraz prawdopo-
dobieństwa przejścia tego modelu. Celem badań będzie podział polskich gospodarstw do-
mowych na klasy o podobnych skłonnościach do oszczędzania, a także zaobserwowanie 
zmian ich postaw na przestrzeni kilku lat, z wykorzystaniem wpływu zmiennych towarzy-
szących stałych i zmiennych w czasie t, na ukryte zmienne modelu. Badania przeprowadzo-
ne będą za pomocą ukrytych modeli Markowa (latent Markov models) z zastosowaniem pa-
kietu LMest programu R. 

Słowa kluczowe: ukryty model Markowa, zmienne towarzyszące, dane panelowe.  

Summary: Latent Markov (LM) models represent an important class of models for the 
analysis of longitudinal data, especially when response variables are categorical. Those 
models are specially tailored to study the evolution of an individual characteristic of interest 
that is not directly observable. We applied the extended version of LM to find groups of 
Polish households’ with similar saving behaviour. We focused especially on the different 
covariates having influence on the initial and transition probabilities of the model. We ana-
lyzed data collected as part of the Polish Social Diagnosis using LMest package of R. 

Keywords: latent Markov model, covariates, longitudinal data. 
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1. Wstęp 

Ukryty model Markowa (latent Markov model) można wpisać w nurt podejścia 
modelowego w taksonomii, wykorzystującego ideę mieszanek rozkładów. Modele 
te wykorzystywane są do analizy panelowych zbiorów danych o niejednorodnej 
strukturze, w których liczba klas (stanów) jest nieznana (tzw. zmienna ukryta). 
Celem badań jest już nie tylko podział obserwacji na homogeniczne grupy, ale 
również pewna analiza zmian w czasie t. 

Ukryty model Markowa został zaproponowany przez L.M. Wigginsa [1973]. 
Pierwsza znacząca pozycja tego autora ukazała się po wcześniejszej publikacji jego 
pracy doktorskiej w roku 1955 (zob. [Wiggins 1955]). Do jednej z najważniejszych 
modyfikacji modelu zaliczyć należy z pewnością możliwość uwzględnienia zmien-
nych towarzyszących mających wpływ na ukrytą zmienną modelu (zob. np. 
[Vermunt, Langeheine, Böckenholt 1999; Bartolucci, Pennoni, Francis 2007; Bar-
tolucci, Montanari, Pandolfi 2015]). Innym wariantem modelu LM jest możliwość 
badania wpływu zmiennych towarzyszących na rozkłady warunkowe zmiennych 
obserwowanych (zob. np. [Bartolucci, Farcomeni 2009; Bartolucci, Farcomeni, 
Pennoni 2013]). Bardziej szczegółowe informacje na temat różnych wariantów 
modeli LM można znaleźć w pracach [Bartolucci, Farcomeni, Pennoni 2013; 
Vermunt 2010].  

Artykuł jest kontynuacją prac autora poświęconą ukrytym modelom Markowa i 
ich zastosowaniom w badaniach społeczno-ekonomicznych. Ukryty model Mar-
kowa w badaniu skłonności Polaków do oszczędzania (różnych form oszczędności) 
przedstawiono w pracy [Genge 2014]. Model Markowa z uwzględnieniem zmien-
nych towarzyszących mających wpływ na prawdopodobieństwa przejścia wyko-
rzystano w badaniu zaufania do instytucji publicznych i finansowych w polskim 
społeczeństwie oraz nastawienia Polaków do emigracji [Genge 2015a, b]. Celem 
niniejszego referatu jest podział polskich gospodarstw domowych na klasy o po-
dobnych skłonnościach do oszczędzania (o podobnych celach oszczędzania), a 
także zaobserwowanie zmian ich postaw na przestrzeni kilku lat w zależności od 
wybranych zmiennych demograficznych (stałych i zmiennych w czasie t), mają-
cych wpływ zarówno na prawdopodobieństwa początkowe, jak i prawdopodobień-
stwa przejścia modelu LM. 

2. Ukryty model Markowa 

W ukrytym modelu Markowa dany jest wektor m jakościowych zmiennych )(tY ,
)()(

1
)( ,, t

m
tt YY =Y , obserwowanych w t okresach (t = 1, …, T). Liczba kategorii 

każdej ze zmiennych określana jest jako lj przybierających wartości 0, …, lj – 1  

http://www.researchgate.net/researcher/56801018_R_Langeheine
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(j = 1, …, m). Niech Y~  oznacza wektor wszystkich zmiennych )(tY , obserwowa-
nych w każdym okresie (wektor o wymiarze mT). Zaś Z~  oznacza dodatkowy wek-
tor wszystkich analizowanych zmiennych towarzyszących )(tZ obserwowanych w 
czasie t = 1, …, T. 

Rozkład zmiennej ukrytej definiowany jest za pomocą łańcucha Markowa, któ-
rego stany S = (S(1), …, S(T)) nie są bezpośrednio mierzalne (S jest ukrytą zmienną 
modelu)1. Można zatem wyróżnić obserwowaną i ukrytą składową modelu. 

Prawdopodobieństwa warunkowe zmiennych obserwowanych można zapisać 
jako: 

 ),,|( )()()()(
| zZz ==== ttt

j
t

sjy sSyYpφ     mj ,,1= , 1,,0 −= jly  . (1) 

Parametry ukrytej składowej modelu to: prawdopodobieństwa początkowe da-
ne równaniem (2): 
 ),|( )1(

1| zZz === sSpsπ     ,,,1 us =  (2) 

oraz prawdopodobieństwa przejścia definiowane za pomocą równania (3): 

 ( ) ( ) ( 1) ( )
| ( | , ),t t t t

s s p S s S sπ −= = = =z Z z     ,,,2 Tt = , 1, , .s s u=   (3) 
Ukryty model Markowa z uwzględnieniem zmiennych towarzyszących, mają-

cych wpływ na prawdopodobieństwa początkowe oraz prawdopodobieństwa przej-
ścia tego modelu można zapisać wtedy jako: 

 (1) (1) ( 2) (1) ( 2) ( ) ( 1) ( ) (1) (1) ( ) ( )
(2) ( ) (1) ( )

| | | | |
( | ) .T T T T T

T T
s s s s s s s

s
p π π π ϕ ϕ−= = = ×∑ z z z y y

Y y Z z 

 
   (4) 

W powyższym równaniu y~  jest realizacją zmiennej Y~  złożonej z podwektorów 
),,,( )()(

1
)( t

m
tt yy =y  zaś y jest realizacją zmiennej Y o elementach yj, j = 1, …, m. 

Wpływ zmiennych towarzyszących na ukrytą składową modelu, tj. prawdopo-
dobieństwa początkowe oraz prawdopodobieństwa przejścia modelu LM [Barto-
lucci, Lupparelli, Montanari 2009], wyrażany jest za pomocą wielomianowych 
modeli logitowych danych równaniami (5) oraz (6): 

 
(1) (1)

|
0 1(1) (1)

1|

( | )log log ' ,
( 1| )

s
s s

p S s
p S

π
β

π
= =

= = +
= =

z

z

Z z z β
Z z

2,s ≥  (5) 
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|

( )( ) ( 1) (1)

0 1( ) ( 1) (1) ( )
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tt t

ss sst t t

p S s S s
p S s S s

π
α

π

−

−

= = =
= = +

= = =
z

z

Z z z α
Z z

,2≥t .uu ≠  (6) 

                      
1 Analizowane obserwacje są zmienne w czasie t, dlatego w literaturze z zakresu łańcuchów 

Markowa często spotykanym określeniem jest stan. Z racji zastosowania teorii łańcuchów Markowa 
na gruncie taksonomii w dalszej części pracy autorka posługiwać się będzie również terminami „kla-
sa” lub „grupa”. W literaturze polskiej wśród prac z zakresu teorii łańcuchów Markowa wymienić 
należy [Podgórska i in. 2000; Stawicki 2004]. 
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W powyższych równaniach )'',( 10 sss ββ β=  oraz )'',( 10 ssssss αα α=  są szacowa-
nymi parametrami modeli logitowych. 

Parametry ukrytych modeli Markowa najczęściej szacowane są za pomocą al-
gorytmu EM [Dempster, Laird, Rubin 1977], a wybór modelu optymalnego doko-
nywany jest na podstawie kryteriów informacyjnych tj. BIC oraz AIC [Akaike 
1974; Schwarz 1978]. 

3. Analiza empiryczna 

Analizę empiryczną przeprowadzono na podstawie danych panelowych dotyczą-
cych polskich gospodarstw domowych, pochodzących z projektu Diagnoza Spo-
łeczna [Czapiński, Panek (red.) 2013]. Analizie podano 969 gospodarstw, które 
wzięły udział w trzech edycjach badania panelowego, przeprowadzonego w latach 
2009, 2011 i 2013. Szacowano więc modele dla 2907 obserwacji łącznie. Analiza 
została przeprowadzona z uwzględnieniem 13 zmiennych obserwowanych, charak-
teryzujących cele oszczędności gospodarstw domowych2.  

W nawiasach podano oryginalne nazwy zmiennych analizowanego zbioru, 
udostępnianego na stronie internetowej www.diagnoza.com. Litera e poprzedzająca 
symbol zmiennej (np. ef4_1) dotyczy badania w 2009 r., litera f – badania w 2011 r., 
zaś litera G – badania w 2013 r. 

1Y  (ef4_1, fF4_1, GF9_01): rezerwa na bieżące wydatki konsumpcyjne (np. 
żywność, odzież i ubranie); 2Y  (ef4_2, fF4_2, GF9_02): stałe opłaty (np. mieszka-
niowe); 3Y  (ef4_3, fF4_3, GF9_03): zakup dóbr trwałego użytku; 4Y  (e4f_4, 
fF4_4, GF9_04): zakup domu, zakup mieszkania, wkład do spółdzielni mieszka-
niowej; 5Y  (ef4_5, fF4_5, GF9_05): remont domu, mieszkania; 6Y  (ef4_6, fF4_6, 
GF9_06): leczenie; 7Y  (ef4_7, fF4_7, GF9_07): rehabilitacja; 8Y  (ef4_8, fF4_8, 
GF9_08): wypoczynek; 9Y  (ef4_9, fF4_9, GF9_09): rezerwa na sytuacje losowe, 
tj. na ,,czarną godzinę”; 10Y  (ef4_10, fF4_10, GF9_10): zabezpieczenie przyszłości 
dzieci; 11Y  (ef4_11, fF4_11, GF9_11): zabezpieczenie na starość; 12Y  (ef4_12, 
fF4_12, GF9_13): inne cele; 13Y  (ef4_13, fF4_13, GF9_14): bez specjalnego prze-
znaczenia. 

W badaniu uwzględniono również następujące zmienne towarzyszące: Z1: źró-
dło utrzymania gospodarstwa3; Z2: łączna wartość oszczędności posiadanych przez 

                      
2 Pytanie w kwestionariuszu brzmiało: „W jakim celu Pana(i) gospodarstwo domowe gromadzi 

oszczędności?”.  Należało udzielić odpowiedzi (tak lub nie) dla każdego z poniższych celów oszczę-
dzania (zmienne Y1–Y13). 

3 1: gospodarstwa pracowników, 2: gospodarstwa rolników, 3: gospodarstwa pracujących na 
własny rachunek, 4: gospodarstwa emerytów, 5: gospodarstwa rencistów, 6: gospodarstwa utrzymu-
jących się z niezarobkowych źródeł. 
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gospodarstwo4; Z3: typ biologiczny rodziny5; Z4: liczba osób w gospodarstwie do-
mowym; Z5: klasa miejscowości zamieszkania6; Z6: województwo. 

W badaniach wykorzystano pakiet LMest programu R. Ukrytą liczbę klas wy-
brano na podstawie wartości kryteriów informacyjnych AIC oraz BIC. Kryteria 
BIC oraz AIC wskazały minimalną wartość dla liczby klas równej 3. Do klasy 
pierwszej, stanowiącej 59% wszystkich gospodarstw, należą gospodarstwa naj-
mniej skłonne do oszczędzania, które prawie w ogóle nie oszczędzają na leczenie, 
rehabilitację oraz opłaty stałe (poniżej 5% gospodarstw). Gospodarstwa te cechuje 
głównie przezornościowy motyw oszczędzania. 

Klasa druga jest klasą najmniej liczną – należy do niej 20% gospodarstw do-
mowych. W klasie tej również największy odsetek gospodarstw swe oszczędności 
gromadzi na tzw. czarną godzinę (77%). W odróżnieniu od klasy pierwszej duży 
odsetek gospodarstw swe oszczędności planuje przeznaczyć na leczenie (67%) 
oraz starość (59%). Członkowie tych gospodarstw w ogóle nie gromadzą środków 
na mieszkanie czy nowy dom, co może świadczyć o tym, że motywem skłaniają-
cym tę grupę gospodarstw do oszczędzania jest również godny poziom życia w 
okresie starości, po przejściu na emeryturę. 

Do klasy trzeciej zaliczono 21% gospodarstw, które cechują się największą 
skłonnością do oszczędzania (o najbardziej różnorodnych motywach oszczędza-
nia). Największy odsetek gospodarstw tej klasy stanowią ponownie gospodarstwa 
odkładające swe środki na sytuacje losowe (95%). Zarówno 75% gospodarstw 
oszczędza na starość, jak i na wypoczynek. Nieco mniej, bo 70% swe oszczędności 
planuje przeznaczyć na remont domu lub zakup dóbr trwałego użytku (69%) czy 
też na leczenie (63% gospodarstw). Klasę tę wyróżnia najwyższy odsetek gospo-
darstw oszczędzających również z pozostałych powodów. Cechują się więc naj-
wyższą potrzebą niezależności i dążeniem do stopniowej poprawy jakości życia. 

Oszacowane prawdopodobieństwa przejścia ukrytego modelu Markowa, obra-
zujące stabilność pozostania w danej klasie w kolejnych okresach, przedstawione 
zostały w tab. 1. 

Największe prawdopodobieństwo pozostania w tej samej klasie w kolejnym 
okresie odpowiada klasie pierwszej, kolejno mniejsze prawdopodobieństwa, równe 
0,75 i 0,58 odpowiadają klasie drugiej i trzeciej. Niestety gospodarstwa, które ce-

                      
4 1: o wysokości miesięcznych dochodów gospodarstwa, 2: powyżej miesięcznych do 3-miesięcz- 

nych dochodów, 3: powyżej 3-miesięcznych do półrocznych dochodów, 4: powyżej półrocznych do 
rocznych dochodów, 5: powyżej rocznych dochodów gospodarstwa domowego, 6: trudno powie-
dzieć. 

5 1: małżeństwa bez dzieci, 2: małżeństwa z 1 dzieckiem, 3: małżeństwa z 2 dzieci, 4: małżeń-
stwa z 3 i więcej dzieci, 5: rodziny niepełne, 6: wielorodzinne, 7: nierodzinne jednoosobowe, 8: nie-
rodzinne wieloosobowe. 

6 1: miasta o liczbie mieszkańców 500 tys. i więcej, 2: miasta o liczbie mieszkańców 200-500 
tys., 3: miasta o liczbie mieszkańców 100-200 tys., 4: miasta o liczbie mieszkańców 20-100 tys.,  
5: miasta o liczbie mieszkańców poniżej 20 tys., 6: wieś. 
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chują się najmniejszą skłonnością do oszczędności (klasa pierwsza), najprawdopo-
dobniej nie zmienią swego podejścia. Jeżeli jednak uda im się zmienić swoje na-
stawienie czy pokonać różnego rodzaju bariery, to bardziej prawdopodobne okazu-
je się przejście do klasy trzeciej (S13 = 0,11)7 aniżeli do klasy drugiej (S12 = 0,07)8. 
Mniejsze szanse na pozostanie w danej klasie w następnym okresie mają respon-
denci należący do klasy drugiej (S22 = 0,75). Ankietowani należący do grupy re-
spondentów o największej skłonności do oszczędzania cechują się najniższą ten-
dencją pozostania w tej grupie (S33 = 0,58) w następnym okresie. Dla tej grupy 
osób istnieje większe prawdopodobieństwo przejścia do klasy pierwszej aniżeli do 
klasy drugiej.  

Tabela 1. Prawdopodobieństwa przejścia dla trzech klas 

Klasa S/Klasa R Klasa 1 Klasa 2 Klasa 3 
Klasa 1 0,82 0,07 0,11 
Klasa 2 0,20 0,75 0,05 
Klasa 3 0,34 0,08 0,58 

Źródło: opracowanie własne. 

W kolejnej części pracy dokonano analizy wpływu zmiennych towarzyszących 
na prawdopodobieństwa początkowe oraz przejścia (zmiany nastawienia) respon-
dentów do poszczególnych klas. Spośród analizowanych zmiennych towarzyszą-
cych istotny wpływ na prawdopodobieństwa początkowe wykazały zmienne „źró-
dło utrzymania” oraz „wartość posiadanych oszczędności”. 

Na początku badanego okresu największą skłonnością do oszczędzania cechują 
się gospodarstwa, których źródłem utrzymania jest praca na własny rachunek, oraz 
gospodarstwa, których członkowie nie zdradzają wysokości swych dochodów lub 
gospodarstwa o oszczędnościach wyższych niż wartość rocznych dochodów. Naj-
niższą skłonnością do oszczędzania na początku badanego okresu (najwyższe 
prawdopodobieństwo przynależności do S1) cechują się gospodarstwa pracowni-
ków, o oszczędnościach niższych niż wartość miesięcznego dochodu. 

Istotny wpływ na prawdopodobieństwa przejścia miały zmienne: „źródło 
utrzymania”, „wartość posiadanych oszczędności” oraz „typ rodziny biologicznej”. 

Największe prawdopodobieństwo pozostania w S1 mają rolnicy i pracownicy,  
o oszczędnościach niższych niż wartość miesięcznego dochodu. Są to przede 
wszystkim małżeństwa z trójką lub większą liczbą dzieci czy też gospodarstwa 
wielorodzinne. Największe prawdopodobieństwo pozostania w S2 mają emeryci  
i renciści. Są to więc głównie małżeństwa bez dzieci o najwyższych oszczędno-
                      

7 Autorka posługuje się skrótami S1, S2 oraz S3 na określenie klas (stanów) pierwszej, drugiej i 
trzeciej. Symbolem S13 oznaczono prawdopodobieństwo przejścia z S1 do S3. 

8 Wyższe prawdopodobieństwo przejścia z S13 aniżeli z S12 można również tłumaczyć analizą 
wpływu zmiennych towarzyszących (S2 tworzą głównie gospodarstwa emerytów i rencistów). 
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ściach lub niechcący określić ich wysokości. Największe prawdopodobieństwo 
pozostania w S3 mają gospodarstwa nierodzinne wieloosobowe i jednoosobowe, 
pracujące na własny rachunek, lub gospodarstwa o niezarobkowych źródła utrzy-
mania. Gospodarstwa te cechuje również wartość oszczędności przekraczająca 
wysokość rocznych dochodów lub niechcąca określić ich wysokości.  

Zaobserwowano również istotny wpływ zmiennych towarzyszących na praw-
dopodobieństwa przejścia do poszczególnych stanów. 

Prawdopodobieństwo przejścia z S1 do S2 jest wyraźnie wyższe dla gospodarstw 
innych niż gospodarstwa pracowników (najwyższe dla gospodarstw o niezarobkowych 
źródłach utrzymania (0,32), rencistów (0,27) i emerytów (0,13)). Z kolei prawdopodo-
bieństwo przejścia z S2 do S1 jest najwyższe dla gospodarstw pracowników (0,28), 
rolników (0,24) oraz o niezarobkowych źródłach utrzymania (0,16). 

Prawdopodobieństwo przejścia z S1 do S3 jest najwyższe dla gospodarstw pra-
cowników (0,15), rolników (0,11) i pracujących na własny rachunek (0,11). Naj-
większe prawdopodobieństwo przejścia z S3 do S1 mają pracownicy (0,42) i rolnicy 
(0,39) oraz gospodarstwa o  niezarobkowych źródłach utrzymania (0,31). Ilustrację 
graficzną wybranych prawdopodobieństw przejścia dla zmiennej „źródło utrzyma-
nia” pokazano na rys. 1. 

 

 

Rys. 1. Prawdopodobieństwa przejścia do poszczególnych klas dla zmiennej „źródło utrzymania” 

Źródło: opracowanie własne. 

Dla gospodarstw o łącznej wartości oszczędności wyższej niż wysokość mie-
sięcznych dochodów wzrasta prawdopodobieństwo przejścia z S1 do S3, a spada  
z S3 do S1. Dla rodzin z dziećmi wzrasta prawdopodobieństwo przejścia z S2 do S3, 
a spada z S3 do S2.  
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4. Zakończenie 

W artykule przedstawiono przykład zastosowania ukrytego modelu Markowa 
z uwzględnieniem zmiennych towarzyszących w analizie oszczędności polskich 
gospodarstw domowych. Podobnie jak w pracy [Genge 2014], na podstawie kryte-
riów informacyjnych wyodrębniono trzy klasy o podobnych motywach oszczędza-
nia wśród Polaków. Zbadano także wpływ zmiennych towarzyszących na oszaco-
wane prawdopodobieństwa początkowe oraz prawdopodobieństwa przejścia 
(prawdopodobieństwa zmiany nastawienia do oszczędzania). Liczne badania poka-
zują, iż posiadanie jasno określonego celu oszczędzania zwiększa szanse na sku-
teczne zgromadzenie oszczędności. Uzyskane wyniki mogą zatem stać się moto-
rem do działań podejmowanych zarówno przez podmioty gospodarcze, np. instytu-
cje finansowe, jak i przez państwo (inicjatywy zwiększające wiedzę i świadomość 
finansową Polaków, wzmacniające edukację społeczeństwa w zakresie zasad usta-
lania wysokości emerytury czy form gromadzenia oszczędności, zapewniające 
atrakcyjność form gromadzenia oszczędności). W dalszych badaniach analizie 
poddaną zostaną również ukryte modele Markowa z uwzględnieniem teorii efek-
tów losowych [Bartolucci i in. 2015]. 
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