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WIELKOSC PROBY A ISTOTNOSC
WNIOSKOWANIA STATYSTYCZNEGO

Marek Kos$ny, Piotr Peternek

Abstract. Commonly used method of determining the quality of research results is the
application of significance tests — both parametric and non-parametric. They enable re-
searchers to eliminate low-quality results, when observed differences are the consequence
of too small samples. Therefore relatively little attention — also in didactics — is paid to
issues of big samples, when the number of observations amounts up to several thousands.

Whereas situations, when significance test is applied to big samples requires no less at-
tention than the situations of too small samples. In this context the main aim of the paper is
the analysis of results of the significance test for the correlation coefficient (parametric test)
and chi-square test for independence (non-parametric test) for samples exceeding 1000
observations. For these tests it will be shown, how imprecise interpretation could lead to the
significant distortion of obtained results.

Keywords: statistical inference, tests of significance, the correlation coefficient.

1. Wstep

Jednym z podstawowych problemoéw napotykanych w badaniach empi-
rycznych jest kwestia jakos$ci uzyskanych wynikow. W wypadku wigkszosci
badan nie ma mozliwosci przebadania catej populacji, a badaniu poddawana
jest jedynie pewna jej cze$¢ — proba. W takiej sytuacji zagadnieniem o
zasadniczym znaczeniu jest pytanie o to, na ile wyniki uzyskane dla anali-
zowane] proby moga by¢ rozszerzone na cata populacje. Inaczej mowiac,
jakie warunki muszg by¢ spetnione, aby uogolnienie takie byto uprawnione.

Wsréd standardowo wymienianych warunkéw znajduje si¢ losowo$¢
proby, ktora zaklada jej odpowiednig wielkos¢ oraz odpowiednio skonstru-
owany operat losowania (szerzej na ten temat por. np. (Steczkowski, 1995)).
W dalszej czesci artykulu skoncentrujemy si¢ na pierwszym z wymienio-
nych elementéw — wielkosci badanej proby. O ile bowiem problem repre-
zentatywnosci jest czesto trudny do jednoznacznego rozstrzygnigcia (oraz

Marek Kos$ny, Piotr Peternek
Department of Operations Research, Wroctaw University of Economics, Komandorska Street
118/120, 53-345 Wroctaw, Poland.
E-mail: marek.kosny@ue.wroc.pl, piotr.peternek@ue.wroc.pl
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kontrolowania), o tyle wielko$¢ préby jest elementem badania, na ktory
badacz ma zazwyczaj bezposredni wptyw. W praktyce, ze wzgledu na kosz-
ty badania, najczegsciej rozwazanym w tym kontekscie zagadnieniem jest
problem minimalnej wielko$ci proby, niezbednej do zagwarantowania
mozliwosci uogodlniania wynikow z proby na catg populacje. Jesli bowiem
zatozymy, ze btad jest wprawdzie nieunikniony, ale istnieje mozliwos¢
kontrolowania jego wielkosci i prawdopodobienstwa jego wystgpienia,
podanie uzyskanego wyniku oraz informacji o mozliwych btedach w znacz-
nym stopniu rozwigzuje problem wiarygodnosci uzyskanych wynikow.

W rzeczywistosci wystepuje jednak czgsto znaczna rozbiezno$¢ miedzy
formalng interpretacja wynikow wnioskowania statystycznego oraz ich
percepcja przez odbiorcow badania (a czasem takze samych badaczy).
Problem ten, zazwyczaj kojarzony jedynie z badaniami prowadzonymi na
zbyt matych probach’', wydaje si¢ jednak dotyczyé takze prob duzych. Za
taki stan rzeczy w znacznej mierze odpowiada — zdaniem autoréw — sposob
nauczania statystyki matematycznej. O ile bowiem problem matych prob
jest dosy¢ szeroko rozwazany w dydaktyce, o tyle niewiele uwagi poswig-
cane jest badaniom z wykorzystaniem duzych prob. W praktyce pozostawia
to czgsto wrazenie, ze jedynym celem badania jest uzyskanie wyniku istot-
nego statystycznie. Pulapkom takiego rozumowania — gdy statystyczna
istotno$¢ wyniku nie przesadza wcale o jego warto$ci — poswigcona jest
dalsza cz¢$¢ niniejszego artykutu. W kolejnych dwdch punktach przedsta-
wione zostang rozwazania dotyczace, odpowiednio, testu na istotno$¢
wspolezynnika korelacji oraz testu niezaleznosci %, jako przykladéow wnios-
kowania statystycznego.

2. Istotnos¢ wspolczynnika korelacji

Pierwszy z zaprezentowanych przykladow bedzie dotyczyl testu na
istotno$¢ wspotczynnika korelacji Pearsona. Wspotczynnik ten jest chyba
najczesciej stosowang w badaniach empirycznych miarg zalezno$ci migedzy
zmiennymi — w badaniach spotecznych, ekonomicznych, ale takze np.
w medycynie.

Na rys. 1 zaprezentowany zostal przyktadowy uktad punktow tworza-
cych probe. Zaldézmy, ze zasadnicza cze$¢ proby — zgodng z charakterem
analizowanego zjawiska w populacji, ktory jest znany — stanowig punkty

! Dochodzi wtedy do nieuprawnionego wnioskowania na podstawie prob niegwarantu;jg-
cych faktycznie mozliwosci uogdlniania wynikow.



Wielkos¢ proby a istotnos¢ wnioskowania statystycznego 73

znajdujace si¢ na krawedziach kwadratu oraz punkt w jego wnetrzu. W tym
sensie punkt o wspotrzednych (1,1; 1,1) bedzie dalej traktowany jako ob-
serwacja odstajaca.

. (1,1;1,1)
—

(0,0; 1,0) (0,5; 1,0 (1,0; 1,0)

(0,0; 0,5) (0,5;0,5) (1,0, 0,5)

. . .(1,0; 0,0)

(0,0; 0,0 (0,5; 0,0

Rys. 1. Potozenie analizowanych punktow

Zrodto: opracowanie wihasne.

W probie przedstawionej na rys. 1 (wspotrzedne oznaczaja warto$ci
obserwowanych zmiennych — odpowiednio X 1 Y) wartos¢ wspotczynnika
korelacji pomig¢dzy zmiennymi X 1 Y wyniosta 0,18.

Nastepnie, w analogiczny sposob, skonstruowano kolejne proby —
w kazdej z nich zwielokrotnione zostaly obserwacje lezace na krawedziach
kwadratu oraz w jego wnetrzu. WartoSci wspotczynnika korelacji przy
n-krotnym powtorzeniu w probie wszystkich punktow z wyjatkiem obser-
wacji odstajacej — punktu (1,1; 1,1) — przedstawione zostaty w tab. 1.

Tabela 1. Zalezno$¢ wartosci wspotczynnika korelacji od liczby powtdrzen

Liczba powtorzen Warto$¢ wspotczynnika korelacji
2 0,10
5 0,04
10 0,02
20 0,01

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Jak wynika z danych przedstawionych w tab. 2, zawierajacej typow3 in-
terpretacje wartosci wspotczynnika korelacji, we wszystkich analizowanych
wypadkach nalezy uzna¢, ze nie wystepuje liniowa zalezno$¢ pomiedzy
cechami X 1.

Tabela 2. Interpretacja warto$ci wspotczynnika korelacji

Wartos<1:< (\:\;Zﬁ);)j;zynmka Interpretacja
Ponizej 0,2 Praktycznie brak zwiazku liniowego migdzy badanymi cechami
0,2 do 04 Zalezno$¢ liniowa wyrazna, lecz niska
0,4 do 0,7 Zalezno$¢ umiarkowana
0,7 do 0,9 Zalezno$¢ znaczaca
Powyzej 0,9 Zalezno$¢ bardzo silna

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie (Ostasiewicz, Rusnak, Siedlecka 2001, s. 311).

Niezaleznie od interpretacji sformutowanej na podstawie przedziatow
opisanych w tab. 2, statystyka matematyczna umozliwia formalng weryfika-
cj¢, czy uzyskana warto$¢ wspotczynnika korelacji istotnie r6zni si¢ od zera.
W tym celu formutowane sg nastepujace hipotezy:

Ho: p=0 Hi: p#0,

gdzie p oznacza prawdziwg warto$¢ wspotczynnika korelacji w populacji.
Weryfikacja prawdziwosci hipotezy Hy dokonywana jest na podstawie
statystyki:

T 2=L n-2, (1)

T 1-R?
ktora ma rozktad Studenta® o n—2 stopniach swobody (por. np. (Ostasiewicz,
Rusnak, Siedlecka 2001, s. 282)). Jak wynika ze wzoru (1), warto$¢ staty-
styki testowe] zalezy wytacznie od wartosci wspotczynnika korelacji
w analizowanej probie oraz od liczebnosci proby. Zamiast wigc weryfikacji,
czy uzyskany wynik jest istotny statystycznie, mozna sformutowac pytanie,
jak duza powinna by¢ proba, by dla okreslonej warto$ci wspodtczynnika
korelacji oraz na zadanym poziomie istotnosci nalezato odrzuci¢ hipoteze
zerowa na rzecz alternatywnej. Odpowiednie wartosci okre$lajace minimal-

Przy zalozeniu, ze prawdziwa jest H, oraz ze proba pochodzi ze zbiorowosci o dwuwy-
miarowym rozkladzie normalnym.
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ng wielko§¢ proby mozna uzyska¢ metodami numerycznymi. W takiej
sytuacji proba o zadanej liczebno$ci (nie mniejszej niz wyznaczone mini-
mum) zagwarantuje odrzucenie hipotezy zerowej, co oznacza, ze otrzymana
warto$¢ wspotczynnika korelacji bedzie istotnie rdzna od zera.

Przedstawiony sposob rozumowania nie jest wprawdzie zgodny z chro-
nologig prowadzenia badania. Umozliwia jednak takie dostosowanie wiel-
ko$ci proby, aby otrzymany wynik byt istotnie rozny od zera bez wzgledu
na warto$¢ tego wspotczynnika (wymaga to znajomosci przynajmniej orien-
tacyjnej warto$ci wspotczynnika korelacji w populacji — informacje takie
moga pochodzi¢ np. z badania pilotazowego). Wyniki obliczen dla poziomu
istotnosci o = 0,05 przedstawiono w tab. 3.

Tabela 3. Zalezno$¢ minimalnej wielkosci proby od wartosci wspotczynnika korelacji

r Nmin r Nmin
0,01 38416 0,10 385
0,02 9 605 0,20 97
0,03 4269 0,30 44
0,04 2 402 0,40 25
0,05 1538 0,50 16
0,06 1 068 0,60 12
0,07 785 0,70 9
0,08 601 0,80 7
0,09 475 0,90 5

Zrodto: opracowanie wilasne.

Wracajac wigc do przyktadu opisanego w tab. 1, gdzie wspotczynnik
korelacji przyjat wartos¢ 0,01 dla proby 181-elementowej’, mozna postawié
pytanie o liczebno$¢ proby gwarantujaca statystyczng istotno$¢ uzyskanego
wyniku. Jesli uwzgledni si¢ dane z tab. 3, minimalna wielko$¢ proby to
38 416 — czyli 181-elementowa proba musiataby zosta¢ powielona 213 razy.
Oznacza to, ze w 38 416-elementowej probie wystarczytoby 213 (0,5%)
wystagpien obserwacji (1,1; 1,1), aby wartos¢ wspoiczynnika korelacji,
wynoszaca 0,01, uzna¢ za istotnie r6zng od zera.

3 Obejmujacej 20-krotnie powtdrzone obserwacje lezace na krawedziach kwadratu i w jego
wnetrzu oraz jedng obserwacje odstajaca.
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Opisane wlasno$ci testu na istotno$¢ wspotczynnika korelacji sg oczy-
wiscie powszechnie znane, nie zawsze jednak u§wiadamiane sa w pelni ich
konsekwencje — zwlaszcza gdy uwaga jest koncentrowana na matych pro-
bach. Jako przyktad ponizej zaprezentowany zostanie szkic zadania nr 4.18
(por. (Krysicki i in. 2000, s. 174)).

1. Pobrano probe 25-elementowa pochodzaca z dwuwymiarowego roz-
ktadu normalnego.

2. Obliczono wspotczynnik korelacji r =—0,1 oraz przeprowadzono test
istotnosci na poziomie istotnosci o = 0,05.

Tabela 4. Dane zadania 4.18

5 10 15 20 25
5 1
6 1 3 2
7 1 3 3 1
8 2 3 1
9 1

Zroédlo: opracowanie wiasne na podstawie (Krysicki i in. 2000, s. 174).

Wartos¢ statystyki te =—0,482 nie znalazla si¢ w zbiorze krytycznym
K= (— oo;—2,069)u (2,069;00), co oznacza brak podstaw do odrzucenia
hipotezy, ze cechy X 1Y sg nieskorelowane.

W komentarzu do zadania 4.18 podana jest nastgpujaca informacja: ,,dla
cech X 1Y majacych dwuwymiarowy rozktad normalny oznacza to ponadto,

ze brak podstaw do odrzucenia hipotezy, ze cechy X i Y sg niezalezne” (por.
(Krysicki i in. 2000, s. 175)).

Tabela 5. Dane zadania 4.18 po modyfikacji

5 10 15 20 25
5 20
6 20 60 40
7 20 60 60 60 20
8 40 60 20
9 20

Zrbdlo: opracowanie wilasne.
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W nawigzaniu do wcze$niejszych rozwazan, powyzsze zadanie zostato
zmodyfikowane poprzez 20-krotng replikacje wszystkich obserwacji, przez
co otrzymana zostala proba zaprezentowana w tab. 5.

Dla tak skonstruowanej proby wspoétczynnik korelacji wynosi w dal-
szym ciggu —0,1. Wartos$¢ statystyki testowej (ze wzgledu na wielkosé
proby) wynosi juz jednak te = —2,243, co oznacza, ze znajduje si¢ w zbiorze
krytycznym K = (— oo;—1,965)u(l965; oo). W zwiagzku z tym hipoteze zero-
wa o tym, ze cechy X i Y sg nieskorelowane, nalezy odrzucié¢. Pozostaje
wiec pytanie, czy dla cech X 1Y, majacych dwuwymiarowy rozklad normal-
ny, oznacza to ponadto, ze — w mysl komentarza do zadania 4.18 — nalezy
odrzuci¢ hipoteze, ze cechy X 1Y sg niezalezne?

3. Test niezalezno$ci 2

Jako drugi przykiad wplywu wielko$ci proby na interpretacje wynikow
postanowiono wybrac test niezaleznosci 3. Problem interpretacyjny pojawit
si¢ podczas badania prowadzonego przez autorow we wspdipracy z Izbg
Skarbowa we Wroctawiu, dotyczacego oceny funkcjonowania aparatu
skarbowego na Dolnym Slasku. Jednym z kluczowych elementéw tego
badania byla weryfikacja zalezno$ci migdzy charakterystyka respondenta 1
sposobem prowadzenia badania a uzyskanymi opiniami. Badaniem obj¢tych
zostalo 12 urzedow skarbowych. Kazdy z nich zostat oceniony przez re-
spondentdéw, ktorych liczba wahata si¢ od 100 do 500. Liczba ankiet zgro-
madzonych w czasie catego badania przekroczyta 3000.

Kluczowym zagadnieniem, interesujgcym zaréwno autorow, jak
1 przedstawicieli aparatu skarbowego, byto okreslenie, czy uzyskane wyniki
(odpowiedzi respondentéw) zaleza od cech respondenta oraz sposobu
1 miejsca ankietowania. Do zweryfikowania tej zalezno$ci zdecydowano si¢
wykorzysta¢ test niezaleznosci x>, weryfikujac nastepujace hipotezy:

Ho: pij = pi- - p; Hi: pij # pie - Py
gdzie pjj oznacza laczny rozklad zmiennej (X, Y), a p; oraz p; rozklady

brzegowe zmiennej X i zmiennej Y. Weryfikacja odbywa si¢ na podstawie
wartosci statystyki (por. (Ostasiewicz, Rusnak, Siedlecka 2001, s. 299)):

4= ii(nu -ny) ’

i1 1 N
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gdzie nj; oznaczaja liczebnosci empiryczne; n'jj — liczebnosci teoretyczne;
r — liczbe poziomoéw zmiennej X; S — liczb¢ pozioméw zmiennej Y. Staty-
styka y?, przy zalozeniu prawdziwosci Hy, ma asymptotyczny rozklad >
o k=(r—1)(s—1) stopniach swobody.

Testowanie przeprowadzono dla poszczegdlnych pytan zadanych w an-
kiecie. Na rys. 2 oraz 3 przedstawione zostaly rozktady odpowiedzi na dwa
wybrane pytania.

45% 1 HUS -student  “US-urzednik  EPoza US H [nternet
30% A
15% -
O% - T - T - T T 1
Zdecydowanie  Raczej tak Raczejnie  Zdecydowanie Nie mam
tak nie zdania

Rys. 2. Rozktady odpowiedzi na pytanie ,,Czy uwaza Pan(i),
ze ptacenie podatkow bywa czasem usprawiedliwione?”

Zrodto: opracowanie wihasne.

W obydwu zaprezentowanych pytaniach wyniki testu niezaleznos$ci
wskazaly, ze hipoteze¢ zerowa o niezaleznos$ci wynikéw od miejsca ankie-
towania nalezy odrzucié¢, a p-value w obydwu wypadkach byla nizsza niz
0,01. Podczas opracowywania wynikow badania oznaczalo to, ze istotna
statystycznie zalezno$¢ (czyli odrzucenie hipotezy H;) powinna zostaé
orzeczona w wypadku prawie wszystkich zadanych pytan®. T o ile wynik ten
wydaje si¢ w petni uzasadniony w kontek$cie whasciwosci zastosowanej
metody, o tyle interpretacja wynikow przez odbiorcow badania moze by¢
niepoprawna. Pojecie ,,statystycznej istotnosci” przestaje bowiem by¢ intu-
icyjne w wypadku duzych prob — istotnos¢ uzyskanych réznic w odczuciu

* Problem ten wystepowat, gdy analizie poddawana byla cata badana préba jednoczesnie.
W wypadku analiz prowadzonych w odniesieniu do poszczegdlnych urzedéw lub sposobow
ankietowania wyniki byty znacznie bardziej ,,intuicyjne”.



Wielkos¢ proby a istotnos¢ wnioskowania statystycznego 79

przecietnego odbiorcy (poréwnujacego np. graficzne prezentacje rozktadow
na wykresie) nie pokrywa si¢ z wynikami statystycznej analizy.

60% -
H US - student M US - urzednik H Poza US H [nternet
45% -
30% A
15% A
0% - T - T - T - T - T - T
AN Q g (\)Q) (‘)6 >
v q}q’\& o@o S 660& wgz&\
o Q s
N Q‘O’ 8\» rz;&
F q;" e
%\@ %‘\

Rys. 3. Rozklady odpowiedzi na pytanie ,,Jak ocenia Pan(i)
precyzje i jasnos¢ wypowiedzi pracownikow urzedu?”’

Zrbdto: opracowanie wilasne.

W szczegolnych wypadkach postugiwanie si¢ pojgciem istotnosci staty-
stycznej w kontek$cie badan prowadzonych na odpowiednio duzych pro-
bach moze prowadzi¢ do niezamierzonej przez badacza interpretacji wyni-
kow badan. Miedzy innymi z tego wzgledu w raporcie z badania dolnosla-
skich urzedoéw skarbowych wyniki testowania hipotez o niezaleznosci zosta-
ty dotaczone w jednym z zatacznikéw jedynie jako informacja uzupetniajaca.

4. Podsumowanie

Przedstawione w artykule rozwazania dotyczyly wytacznie dwoch
przyktadow z obszaru statystyki matematycznej. Problem wydaje si¢ by¢
jednak szerszy — wnioskowanie statystyczne, mimo popularyzacji technik
komputerowych, w duzej mierze w dalszym ciggu nauczane jest w kontek-
scie matych prob. Tymczasem, dzigki upowszechnieniu technik cyfrowych,
zbiory danych o duzej i bardzo duzej liczebnos$ci sa coraz powszechniej
wykorzystywane w pracach badawczych oraz biezacym funkcjonowaniu
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przedsigbiorstw i instytucji. Nie dotyczy to juz wylacznie danych finanso-
wych o duzej czestotliwosci. Systematycznie polepsza si¢ bowiem dostep-
nos¢ danych z réznego typu badan, np. migdzynarodowych badan porow-
nawczych prowadzonych przez EUROSTAT oraz narodowe urzgdy staty-
styczne.

I o ile w przewazajacej czg$ci praktycznych zastosowan problemem
w trakcie opracowywania wynikdw w dalszym ciggu pozostaje zbyt mata
wielko$¢ proby, o tyle jednak — jak starano si¢ pokaza¢ w niniejszym arty-
kule — problemy interpretacyjne pojawiaja si¢ takze w wypadkach, gdy
proba jest odpowiednio duza. Wnioskowanie na podstawie duzych prob
wymaga bowiem zwrocenia szczegdlnej uwagi na bardzo duza wrazliwos¢
testow na stosunkowo niewielkie réznice obserwowane w probie.
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