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KILKA POWODOW, DLA KTORYCH OPOWIADAMY
STUDENTOM EKONOMII O MACIERZACH

Wojciech Rybicki

Abstract. In the paper we consider a role which a matrix plays in the educational process of
students of economics (as a notion, a symbol of a mathematical operation as well as a
numerical tool). We remind that matrices and determinants appear systematically in courses
of mathematics and related subjects. They help to model and solve various significant
problems of econometrics (wide sense) and operation researches. It is worth noting, howe-
ver, that we make use of matrix notation in our lectures on microeconomics and macroeco-
nomics. The paper initiates the series of three “didactical” articles devoted to matrices. So it
also plays a role of some kind of introduction to the subject. The article may be divided, in
a natural way, into two parts, different in character. At the beginning we show and shortly
discuss — in an informal manner — selected problems in which matrices “work”. The second
part is quite different: it is much more formalized. The examples we describe in that seg-
ment are formulated in the mathematical language. Intentionally, we have chosen elementa-
ry facts taken from standard programmes of “math” for students of economics. According
to the plan, we collect them and place under unified label “Matrices”. We also have an-
nounced some themes which will be considered in the following articles of the series.

Keywords: determinant, econometrics, matrix, micro economics, representation, theory
of games.

1. ,,Macierz jaka jest, kazdy widzi!” — mozna strawestowa¢ stynng defi-
nicj¢ konia z encyklopedii ksigdza Chmielewskiego. ,,Naiwne tabelki” nie
mogg stanowi¢ — same w sobie — obiektu fascynacji. Wiadomo jednak, ze
rachunek macierzowy towarzyszy stuchaczom studiow ekonomicznych od
poczatku cyklu ksztalcenia (na niektérych specjalnosciach — przez caty
okres studidow). Z pojeciem macierzy spotykaja si¢ oni najpierw, w natural-
ny sposob, w kursie algebry liniowej (na ogdt — w pierwszym semestrze
nauki). Macierze i wyznaczniki pojawiaja si¢ (takze na pierwszym roku
studiow) w kontekscie analizy matematycznej: od macierzy Hessego 1 Jaco-
biego (wraz z hesjanem i jakobianem), po macierze wielowskaznikowe,
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reprezentujace rozniczki wyzszych rzgdow. Zanim przejdziemy do dalszego
ciagu ,.katalogowania” sytuacji, w ktérych stosuje si¢ formalizm (i aparat)
macierzowy, odnotujmy ,,na gorgco”, ze ,,co$ musi by¢ na rzeczy” — skoro
na calym §wiecie si¢ tego uczy...

,Naiwne tabelki”, o ktorych mowa, majg zaskakujaco duzy potencjat
informacyjny, sg no$nikami glebokich idei metodologicznych. Stuzg prezen-
tacji — odpowiednio uporzadkowanych — struktur zjawisk ze sfery nauk
przyrodniczych i spotecznych. Stanowig zarazem ,kanoniczny” przyktad
funkcjonowania teorii reprezentacji (szerszych, ogoélniejszych kategorii
obiektow — przez ich wyspecyfikowane desygnaty). Odnosi si¢ to, po pierw-
sze, do kategorii ,,wewnatrzmatematycznych”: zbiorow, relacji, procesow
czy operacji (podobnie jak przestrzenie funkcyjne typu L reprezentuja
osrodkowe przestrzenie Hilberta, a Cantorowska teoria mnogosci — algebry
Boole’a). Ale nie tylko. Macierze znakomicie utatwiaja (czasami wrecz
umozliwiajg) modelowanie obiektow i procesow, pojawiajacych si¢ ,,poza
czysta matematyka”. Znamienna jest dwoisto$¢ rol, jakie w procesie badaw-
czym spelniaja macierze: z jednej strony stanowia swoistg szkot¢ abstraho-
wania, z drugiej — przeciwnie, umozliwiajg wizualizacj¢ i ,,materializacj¢”
konstrukcji ogolniejszych.

Powyzsze uwagi natury ogolnej sa hastami wywotawczymi, wymagaja-
cymi uzasadnienia poprzez przywolanie konkretnych klas przypadkow
| wypunktowanie istoty ,,mechaniki” funkcjonowania modeli macierzo-
wych. Wtasnie dostrzezenie — w kontekscie dlugoletniego nauczania tzw.
przedmiotow ilosciowych — réznorodnos$ci sytuacji, w ktorych, w naturalny
sposOb, operuje si¢ jezykiem macierzy, doprowadzito autora niniejszego
artykutu do konstatacji o uniwersalnych walorach tego jezyka (czego spek-
takularnym odzwierciedleniem jest takze wykreowanie srodowiska Matlab
w informatyce). W konsekwencji pojawita si¢ pokusa zidentyfikowania,
LZinwentaryzowania” 1 cze$ciowego usystematyzowania tych ,,zasobow”,
w formie serii trzech artykutow z zakresu dydaktyki matematyki. Podkresl-
my, ze strategicznym adresatem prezentowanych przemyslen jest tu student
ekonomii, bedacy skadinad ,,obiektem obrobki dydaktycznej”. Tak wiec za
duchowych patronéw niniejszej misji mozna uzna¢ fizjokrate Frangois
Quesnay’a (tworce stynnej ,,tablicy ekonomiczne;j”, stanowiacej pierwowzor
macierzy przeplywow miedzygateziowych — Tableau Economique, 1758),
a takze prekursora rachunkowosci, Luce Pacciolego (ktory, 100 lat wczes-
niej, ,,wylansowal” dla pokolen ksiggowych dwukolumnowg bilansowa
macierz ,,winien-ma”).
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2. Niniejsza, pierwsza cze¢$¢ zaprojektowanego tryptyku ma, z natury
rzeczy, charakter wprowadzajacy. Jest to esej, ktory zaczyna si¢ od przegla-
du 1 niesformalizowanego opisu zagadnien, w ktérych pojawiaja si¢ macie-
rze. Zaanonsowano tu rowniez, w krotkiej formie tematy poruszane w ko-
lejnych artykutach. Drugi czlon tej pracy jest bardziej sformalizowany —
przyktady prezentowane sg w jezyku matematycznym. Sa to fakty, progra-
mowo zaczerpnigte z tzw. folkloru matematycznego — chodzi bowiem wia-
$nie o ich ,,umieszczenie pod jednym szyldem” (klucz do tej kompozycji
stanowig, oczywiscie, konotacje macierzowe tych faktow).

Do zeszytu ,,Dydaktyki Matematycznej” przygotowany tez zostal drugi
artykul na temat zastosowan macierzy do modelowania i pomiaru zjawisk
ekonomicznych (i nie tylko). Jest on zatytutowany O macierzach, porzqd-
kach stochastycznych i realokacji koszykow dobr. Wlasnie ta tematyka
dostarczyta bezposredniego impulsu do przyjrzenia si¢ licznym, nie zawsze
trywialnym, zastosowaniom modeli macierzowych. Macierze wystepuja tu
jako jadra operatoréw calkowych okreslonych na rodzinach miar probabili-
stycznych. Stanowig cz¢$¢ instrumentarium pomiaru stopnia nierownomier-
no$ci rozkladu bogactwa, porOwnywania zmiennosci 1 ryzyka (porzadki
wypukte, Lorenza, Schura, martyngatowe), stuza — ex definitione — do kon-
strukcji mieszanek miar probabilistycznych; takze — do wyznaczania dyna-
miki procesow Markowa. Stanowig dogodny jezyk dla klasyfikacji stanow
tych procesow, a w konsekwencji — samych procesow.

Omawiane prace powstaly na kanwie referatu (nieopublikowanego)
wygloszonego przez autora na Srodowiskowej konferencji dydaktycznej
w Lodzi, w maju 2008 r. oraz referatu przygotowanego na konferencje
,Nauczanie matematyki 1 przedmiotéw pokrewnych na studiach ekono-
micznych”, zorganizowang przez Katedre Matematyki i Cybernetyki Uniwer-
sytetu Ekonomicznego we Wroctawiu w dniach 14-17.09.2010 we Wroctawiu.

W trzecim, nie zredagowanym jeszcze do konca, artykule serii sprobu-
jemy poszerzy¢ zakres dostrzezonych zastosowan oraz poglebi¢ studia
niektorych zagadnien, sygnalizowanych wczesniej. Chodzi tu bardziej o
stworzenie dystansu intelektualnego poprawiajacego perspektywe spojrze-
nia niz o uogodlnienia stricte matematyczne (wszystkie ,,rozsadne i natural-
ne” uogodlnienia zostaly juz zasygnalizowane 1 ,,domknigte” przez matema-
tykow). Dystans intelektualny, o ktorym wspomniano wyzej, mozna 0siag-
na¢, dysponujac znaczacg mnogoscia ,,submodeli”, powigzanych relacjami
rownowaznosci lub implikacji. Pojawi si¢ wiec model rownowagi w eko-
nomii Arrowa—Debreu i jego odpowiednik w teorii finanséw (liniowe wa-
runki braku mozliwosci arbitrazowych). Pokaze si¢ mozliwos¢ jednolitego —
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macierzowego — opisu czesci teorii grafow, sieci i fancuchow Markowa o
skonczonej liczbie stanow. Beda tez podane informacje o zastosowaniach
macierzy Gramma w ekonomii, 0 macierzowych grach stochastycznych
I ewolucyjnych modelach w biologii modelowanych macierzami losowymi.
Formalne zatozenia licznych mutacji Centralnego Twierdzenia Graniczne-
go, w ktoérym ,,tworzywem” sag tzw. serie malych zmiennych losowych —
mozna graficznie to przedstawi¢ w postaci quasi-trojkatnej, nieskonczonej
macierzy, ktorej elementami sg odpowiednio zaaranzowane zmienne losowe
— o tym takze b¢dzie mowa w anonsowanej pracy.

3. Zgodnie z zapowiedzig przejdziemy teraz do dalszego ciagu ,,0p0-
wiadania” 0 macierzach w konwencji niesformalizowanej. Przypomnijmy
najpierw kilka kolejnych wzorcéw z kregu samej matematyki. Dowolne
dziatanie dwuargumentowe w zbiorze skonczonym mozna okresli¢ za po-
mocg tablicy Cayleya — czyli macierzy kwadratowej. Produkt kartezjanski
zbioréw skonczonych mozna utozsamiaé ze ,,zwykla” macierza (ogoélnie,
prostokatna, o odpowiednich wymiarach). W konsekwencji, dowolna relacja
wigzgaca elementy tych zbiorow tez jest macierzg — umownie: zerojedynko-
w3a. Oczywiscie matryce te moga by¢ ogolniejsze, a ich ,,boki” moga stano-
wi¢ zbiory dowolnej natury i mocy. Zatem z takimi uogélnionymi macie-
rzami mozna utozsamia¢ multifunkcje (korespondencje), czyli relacje lub
ich ,,wykresy”.

Uogo6lnienie moze po6j$¢ réwniez w nieco innym kierunku: dowolng
funkcje dwoch dowolnych zmiennych mozna traktowaé jako macierz.
W praktyce owa funkcja podlega zawsze pewnym — wyspecyfikowanym —
warunkom regularnosci. Interesujaca, bogata w zastosowania klase takich
funkcji stanowig jadra operatorow przejscia (markowowskie), w ktorych
jeden argument przebiega ustalony podzbior osi rzeczywistej, drugi — od-
powiednig rodzing podzbioréw, a wartosci naleza do przedziatu (0; 1)
Szczegdlnym przypadkiem sa tu elementarne macierze przejscia jednorod-
nych tancuchéw Markowa, o — €O najwyzej — przeliczalnej liczbie tanéw, a
takze, zwigzane z nimi, macierze intensywnos$ci przejs¢. W ogdlnym przy-
padku reprezentujg one tzw. infinitezymalne generatory poigrup fellerow-
skich, determinujacych calg probabilistyczng strukturg procesu Markowa.

W latach dziewiecdziesigtych ubiegtego stulecia zainicjowano badania
nad tzw. macierzami monotonicznymi i zwigzanymi z nimi monotoniczny-
mi procesami Markowa. Umozliwilo to porownywanie tych proceséw pod
katem konfrontacji poziomow przebiegow oraz zmiennosci (stochastycz-
nej). Techniki te wpisujg si¢ w ogolny nurt tzw. jadrowych dominacji sto-
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chastycznych. Dla tego — interesujacego sam w sobie — dzialu probabilistyk,
znaleziono rozlegte zastosowania w stochastycznej matematyce finansowej,
inzynierii finansowej, teorii masowej obstugi oraz teorii ryzyka ubezpiecze-
niowego (porownywanie proceséw ryzyka, poréwnywanie stochastycznej
wielkosci kontraktow).

4. Jednymi z wazniejszych obiektow badan statystyki ,,wielowymiaro-
wej” sa, jak powszechnie wiadomo, macierze kowariancyjne (i korelacyjne).
Stanowia one klasyczne zrodio informacji o liniowych zalezno$ciach sto-
chastycznych, zachodzacych migdzy zmiennymi jednowymiarowymi.
Szczegblnymi (waznymi) przypadkami sg tutaj macierze autokorelacyjne,
wykorzystywane w analizie szeregow czasowych, a takze tzw. macierze
wariancji-kowariancji, ktore pojawiaja si¢ w inzynierii finansow.

Analogicznie, w wielorownaniowych liniowych modelach ekonome-
trycznych ,,macierzowe rusztowanie” wspotczynnikow okresla mechanizm
objasniania zmian i wspodtzalezno$ci zmiennych modelu (pojawiajg sie
w tym kontekscie takze tzw. macierze koincydencji oraz pojemnosci infor-
macyjnych). Z kolei, w zadaniach optymalizacyjnych kluczowg role odgry-
waja macierze ograniczen liniowych (nie tylko w przypadku liniowych
funkcji celu).

Macierze (i ich uogélnione wersje — wektorowe funkcje dwoch zmien-
nych) shuza do formalnej reprezentacji gier dwuosobowych (posta¢ normal-
na). Elementy teorii gier (takze — statystycznych), zaliczane s3 do kanonu
edukacyjnego na kierunkach informatyczno-ekonometrycznych. Elementar-
ne modele teorio-growe (a wraz z nimi — macierzowe) pojawiaja si¢ rowniez
w kazdym ,,przyzwoitym” kursie mikroekonomii, na pierwszym roku stu-
diow (rownowaga Nasha, Stackelberga, dylemat wi¢znia). Z macierzowg
formag prezentacji zjawisk ekonomicznych spotyka si¢ student takze
w innych kontekstach mikroekonomicznych i makroekonomicznych: sche-
mat Marksa, modele Leontiefa, von Neumanna czy Gale’a (problematyka ta
jest rozwijana, ewentualnie, na kursie ekonomii matematycznej).

Wybrane ,,watki stochastyczne” bedg — jak juz wspomniano — rozwija-
ne w drugim z serii artykutow. Warto jednak juz teraz przypomniec
0 szczegolnej roli, jaka odgrywaja macierze w analizie regresji 1 analizie
wariancji (na réznych szczeblach ogoélnosci) oraz planowaniu do$§wiadczen
(macierz planowania). Wszelkie ,bloki”, kwadraty tacinskie czy grecko-
-tacinskie sg oczywiscie macierzami. Pojawiaja si¢ takze, naturalng koleja
rzeczy, w analizie czynnikowej. O uktadzie r6wnan normalnym, kluczowym
elemencie, gaussowskiej procedury najmniejszych kwadratow powiemy
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dalej w tej pracy. Juz w ,,zwyklej” statystyce opisowej pojawiaja si¢ tzw.
tablice dwudzielne, wielodzielne i korelacyjne — jako macierzowe uogoélnie-
nia szeregdw rozdzielczych (na przypadek wigcej niz jednej cechy). Podkresl-
my, ze wszystkie te pojgcia i narzedzia omawia si¢ w ramach takich przed-
miotow, jak: statystyka (opisowa i1 matematyczna), ekonometria oraz staty-
styczna analiza danych czy prognozowanie. Zauwazmy tez, ze w gruncie rze-
czy wszelkie tablice: logarytmiczne, trygonometryczne, statystyczne, finanso-
we czy ubezpieczeniowe (np. liczb komutacyjnych) sa formalnie macierzami.

5. Narazajac si¢ (Swiadomie) na zarzut amatorskiego poziomu wywo-
dow, autor nie moze oprze¢ si¢ pokusie sformutowania sugestii o dominacji
postrzegania planarnego jako wilasciwos$ci percepcyjnej cztowieka. Plaskie
s rysunki obiektow przestrzennych, wykonane w czasach prehistorycznych
na skalach, p6zniej — malowidla na wazach czy $cianach grobowcoéw. Pla-
skie sg obrazy — o wielkiej glebi perspektywy — wykonane przez mistrzéw
pedzla od renesansu po wiek dwudziesty. Plaskie jest lustro, zwierciadto
tafli wody, ekran monitora. Ptaskie byly wszelkie tablice o przetomowe;j roli
w historii kultur i religii ludzkos$ci, a takze — wszelkie matryce! Ukorono-
wanie stanowi chyba genialne ,,0szustwo” kartografow, ktorzy na ptaskich
mapach oddaja wiernie przestrzenne ksztaltty (oczywiscie, naprawde, jest to
transformacja rozmaitosci tego samego wymiaru — dlatego mozliwy jest
efekt odwzorowania wzajemnie jednoznacznego). Plaska, wreszcie, jest
Ziemia (lokalnie!). ,,Skok repertuarowy” przy przejsciu od ,,ptocien” jed-
nowymiarowych do tych, osadzanych w klasycznych sztalugach wydaje si¢
by¢ ieporéwnanie wigkszy od przejscia z dwoch do trzech wymiardéw. Dla
wyzszych wymiaréw nie ma juz — z punktu widzenia mozliwosci percep-
cyjnych cztowieka — zadnych réznic (réwnie dobrze ,,widzimy” obrazy
6-wymiarowe jak 10-wymiarowe!). Tak wigc nawet ,,rysujac” wykres funk-
cji rzeczywistej 100 zmiennych, stuwymiarowy argument sytuujemy na
plaszczyznie dwuwymiarowej, a o§ wartosci ,,strzela” prostopadle w gore.
Tak czyni ekonomista badajacy czastkowy wptyw danego czynnika na jakas$
wielko$¢ czy proces ekonomiczny, pozostate zmienne ,,pakuje ceteris pari-
bus do jednowymiarowego worka” — umozliwia to geometryczng ilustracje
analizy zalezno$ci na plaszczyznie lub w przestrzeni trojwymiarowej (jesli
pojdziemy o krok dalej i ,,zakodujemy” argumenty jako punkty prostej —
otrzymamy ptaski grafik).

Na zakonczenie czg¢sci niesformalizowane] wypada ,,wyttumaczy¢ si¢”
Z zamiaru umieszczenia w trzecim artykule informacji o modelowaniu
procesOéw biologicznych oraz o planowaniu eksperymentow. Od co najmniej



Kilka powodow, dla ktorych opowiadamy studentom ekonomii o macierzach 115

20 lat dynamicznie rozwija si¢ tzw. nurt ekonomii eksperymentalnej. Wazna
okoliczno$cig okazat si¢ fakt przyznania w 1994 r. Nagrody Nobla w zakre-
sie ekonomii Richardowi Seltenowi (razem z J. Nashem i J. Harsanyim),
ktéry — migdzy innymi — stworzyt w Bonn szkote¢ naukowg ekonomii ekspe-
rymentalnej (symbioza odpowiednich symulacji z modelowaniem teorio-
growym owocuje bardzo ciekawymi spostrzezeniami). Nieco dluzsza trady-
cj¢ ma modelowanie wzorcami biologicznymi procesow i1 zachowan eko-
nomicznych: spotykamy tu modele gier konkurencyjnych i kooperacyjnych,
subiektywng ewaluacje projektow 1 procesow — interakcje¢ z psychologia
walki o przetrwanie jednostek, grup, dynastii (naturalne modele wyboru
migdzyokresowego, gier migdzypokoleniowych i sprawiedliwo$ci miedzy-
pokoleniowej). Macierze stochastyczne, nalezace do instrumentarium mode-
lowania ewolucji biologicznych, moga te funkcje spelnia¢ w analogicznych
zadaniach formutowych przez ekonomi¢ (np. mutacje wlasciwosci stacjo-
narnej czy ergodyczno$ci mogg mie¢ sens w kontekscie modelowania zrow-
nowazonego rozwoju).

6. Czas na bardziej sformalizowang agitacj¢ za znaczeniem notacji ma-
cierzowej 1 samego pojecia macierzy jako obiektu matematycznego.
Zacznijmy od najbardziej ,,naturalnego Srodowiska”, w ktorym funkcjonuja
macierze czyli od algebry liniowej.

Jaka jest praktyczna ,,bezposrednia” korzy$¢ z informacji o linowosci
funkcji

[:R" > R" (1)
bez jej reprezentacji macierzowej? Spdjrzmy teraz na to zagadnienie od
strony rachunkowej. Dla dowolnych wektorow X =(Xy, ..., X,) oraz

y=(Y1, ..., Ym) informacja o liniowej zaleznosci funkcyjnej (konkretny
wzOr)

y=1(x) )
jest rownowazna z algorytmiczng instrukcja
y'=A-x", (3)

gdzie A jest macierzg
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&y . A,
A= .. .. .| (4)

a a

ml mn

Dla numerycznej realizacji polecenia (3) nie jest nawet niezbedna §wia-
domo$¢ natury wyrazow macierzy. To, ze liczba ajj jest wartoscia i-tej
wspolrzednej (w ustalonej bazie w R™), obrazu przez funkcje | j-tego
wektora ustalonej bazy w R" ,,wyjdzie” samo w rachunku. Nie trzeba nawet
(o zgrozo!) wiedzie¢, co to jest operator liniowy...

Zbior ograniczen liniowych w zagadnieniach optymalizacyjnych stuzy
do okreslania dziedziny funkcji celu w postaci wielo$cianu w przestrzeni
n-wymiarowej (najczesciej — w dodatnim orthancie tej przestrzeni). Ko-
niunkcje wyznaczajaca cze$¢ wspdlng m-potprzestrzeni (pod lub nad hiper-
plaszczyznami), czyli wspomniany wielo$cian mozna syntetycznie zapisaé
w formie jednego warunku

A-x"<b", (%)
gdzie: A — macierz wspotczynnikow w réwnaniach hiperptaszczyzn (taka

jakw (4)), xeR", x>0,beR".

7. Role analogiczng do roli macierzy operatorow liniowych spetniaja,
w odniesieniu do form dwuliniowych i kwadratowych macierze tych form.
Dla formy dwuliniowej

b:R"xR" >R (6)
i dwoch dowolnych wektorow X,y € R" i liczby we R specyfikacja definicji
w=Db(x,y) ()
polega na wskazaniu macierzy tej formy
b, b, .. b,
B=|.. .. .. . | (8)
bnl bn2 bnn

Otrzymujemy wowczas

b(X, y XBy _Zzblj Iy] . (9)

j=1 i=1l
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Dla formy kwadratowej s odpowiadajacej formie b
s:R" >R, s(x)=b(x,x), xeR",
otrzymujemy

s(x)=xB*x" :anzn:bijxixj, 9)

j=1 i1

gdzie macierz B® powstaje przez symetryzacje macierzy

1
B: b} =b =§(bij +hby;).

To samo dotyczy form wieloliniowych oraz jednorodnych form wyz-
szych stopni — temat ten powrdci w kontekscie rachunku roézniczkowego.
Wszystko tez jest, oczywiscie, prawdziwe rowniez dla przestrzeni ,,brzego-
wych” ogélniejszych niz R" — specyfika naszych ilustracji macierzowych
wyraza si¢ tylko w tym, ze wspotrzedne wektoréw i wyrazy macierzy sa
skalarami z ciala liczb rzeczywistych.

8. Macierze spelniaja niezwykle wazng funkcje w badaniu zaleznosci
liniowych ,,wewnatrz” podzbioréw (skonczonych, policzalnych) przestrzeni
liniowych z zadanym iloczynem skalarnym. Kanoniczng przestrzen stanowi
tu przestrzen Hilberta H z iloczynem skalarnym (x|y). Dla ustalonego
podzbioru K={k,, ...,k } tej przestrzeni okresla si¢ macierz G zaleznosci

o Ry

liniowych (macierz Gramma, macierz uogo6lnionych cosinusow)
G=(gij)=(ki\kj); i, j=1..m (10)

W najprostszym przypadku, kiedy H=R", g; s3 ,,zwyklymi” iloczy-

nami skalarnymi, n-wymiarowych wektorow o wspotrzednych rzeczywi-
stych.

Szczegbdlny (wazny) przypadek stanowi przestrzen rzeczywistych (ze-
spolonych) zmiennych losowych o skonczonych drugich momentach —

L*(Q, B, P).Niech X ={X,, ..., Xm} = L*(Q, B, P). Wowczas
G=%=(cov(X, X;)); i,j=1..,m (11)

jest macierza kowariancyjng uktadu X .
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Do ,,pokrewnych” obiektow: funkcji kowariancyjnej, macierzy korela-
cyjnej, autokorelacyjnej itp. wrécimy w kolejnym artykule.

9. Zatrzymajmy si¢ teraz na chwilg nad jednym z najprostszych zadan z
teorii reprezentacji grup. Rozpatrzmy grupe symetryczng S, , czyli grupe
permutacji zbioru n-elementowego Z ={z,, z,, ..., 7, }.

peS,<p:i{z, .. z,}«—>{z,...2,}. (12)

Ly

Réwnowaznie, mozna t¢ definicje zapisac ,,wektorowo”

P(z,-2,)=(P(2), P(2,). - P(2,))

lub jeszcze krocej

P(z o Z,) =(Pos Poyoos P ) (13)
gdzie Y p,eZoraz Y kzl=p, =D.
kefl,...,n} klefl,...n}

(Na przyktad p(z, ..., 2,)=(2,, 2., 2, ..., Z,)).

Utworzmy macierz zerojedynkowa (boolowska) zawierajaca doktadnie
jedna jedynke w kazdym wierszu 1 w kazdej kolumnie

o0 1. 0 ... ... O
1 0 O

P={0 0 0O 1 - .. (14)
o 01 0 - 0

(Zbior takich macierzy oznaczamy symbolem P ¢ ). Zachodzi oczywi-
sta rownowaznos¢
(2,0 2,)=(2, 20, 24,0, 2,) © (2,0 2, 24, ., Z5)
=P:(z,1

(2, 2y s Z,)' -

(15)
Ogolnie
v(zpl,...,zpn)esn EIPePBYST(z o Z ):P-(zl,zz,. z)T, (16)

pll L | pn " n

dlatego tez macierze ze zbioru Py i, nazywa sig czgsto permutacyjnymi.
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Uogolnienie macierzy z rodziny Py otrzymuje sig, rozszerzajgc ten

zbior do rodziny wszystkich macierzy o wyrazach nieujemnych, w ktorych
elementy kazdego wiersza oraz kazdej kolumny sumuje si¢ do jednosci. Sg
to tzw. macierze podwdjnie stochastyczne. Oznaczmy te rodzing symbolem
P, a jej typowy element symbolem TII. Wowczas macierz

I=(z;); i,j=1..n,przy czym

Vi, je{l,..n} m;=0, Y m=>m=1. (17)

Stynne twierdzenie Birkhoffa charakteryzuje rodzing macierzy podwoj-
nie stochastycznych stopnia n jako wypukta otoczke zbioru macierzy per-
mutacyjnych. Do kwestii tych powr6écimy w nastepnym artykule — przy
omawianiu tzw. realokacji wyrdwnujacych.

10. Rozwazmy (dowolng) relacje T w zbiorze skonczonym X. Niech za-
tem X :{Xl, X }, T < X xX. Na najprostsza tabelke, jednoznacznie

seey n

okreslajaca te relacje, mozna spojrze¢ jak na macierz boolowska T, taka, ze
T=(t) i j=1..n, (18)

przy czym
1jesli xTx,, ((%-%;)€T),
ij =

0 jesli ~(xTx;), ((xi,xj)eT).

Inaczej méwiac, funkcja dwoch zmiennych t:{1,2, ..., n}2 —{0,1} jest
indykatorem zbioru T

t,=t(i, ))=1;((i, §)). (19)

Uogodlnienie powyzszej elementarnej sytuacji ma charakter ,,quasi-
-graficzny” i ogranicza si¢ (w zakresie symboliki — czyli w warstwie intere-
sujacej nas w tej pracy) do retuszy reinterpretacyjnych. Tak wiec, dla ozy-
wienia narracji, prezentacj¢ ogolnego przypadku przeprowadzimy w jezyku
odwzorowan wielowarto$§ciowych. Relacj¢ pomigdzy elementami zbioru X i
zbioru Y utozsamimy w zwiazku z tym z funkcja

T:X 52", (20)
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T jest wigc odwzorowaniem wielowartosciowym, czyli multifunkcja
(w kontekscie ekonomii matematycznej, zgodnie z tradycja G. Debreu oraz
R. Aumanna funkcjonuje rowniez w tym znaczeniu termin ,,koresponden-
cja”. Wygodnie jest wykres multifunkcji utozsami¢ z nig sama.

Na rysunku 1 osie s3 dowolnymi zbiorami, a przedziaty symbolizuja
dziedzing oraz przeciwdziedzing ($cislej mowigc: przedziat (c, d) oznacza
»,hajmniejszy nadzbior wszystkich elementow zbioru wartosci, czyli pod-
zbioré6w nalezacych do przeciwdziedziny rozwazanej korespondencji).
Zaznaczmy, ze dla tej formalizacji rysunek nie jest najszcze$liwsza ilustra-
cja — ,,za to” idealnie ilustruje relacj¢ T, jako podzbior produktu X xY,
stanowigcy uogolniong macierz.

np
d 4+

a X b X

Rys. 1. Relacja T < X xY jako multifunkcja T: X — 2"

1 yeT(X)

0 yeT(x) 1)

T=(t(x,y)) t(xy) :{

11. Przejdzmy teraz do omowienia kilku wzorcowych przyktadow apli-
kacji modeli macierzowych w analizie matematyczne;j.

Nieujemne punkty kratowe ptaszczyzny o wspotrzednych catkowitych

tworza zbidr cze$ciowo uporzadkowany K., skierowany (w prawo) —

41

z porzadkiem produktowym (Pareta)

(k,)=<(m,n)=k<mal<n.
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Jest to zarazem uogolniona ,,macierz kwadratowa”, podobnie jak kaz-
da funkcja

c:N,xN, >R c¢c,Zc(kI)

(c:K,—>R)

A

I

I

I e Cgs
s ° °

* ° °

+ ° °

é ° °

# ° °

+ ° °

———éb—0o—o—0o0o—¢—6 ——— —— ————— -

Rys. 2. Cigg uogdlniony indeksowany punktami kratowymi K,

Dla ,zwyklego” ciggu liczbowego a=(a,, a,,a,,...) zdefiniujmy
C, =&, —4a,. Przypomnijmy, ze jesli S jest skierowanym zbiorem indek-
sOw, to
g=lime, =V 3 V[(s =)= (], - g[ <€) | (22)
>0 speS seS
(jest to oczywiscie cigg uogdlniony).

,,U nas” IirKn C, =0 znaczy, ze ciagg a spetnia warunek Cauchy’ego.
seK,

Przywolamy teraz kilka klasycznych, niezwykle waznych macierzy i
wyznacznikow, ktorych uczymy w kursie analizy matematycznej. Zacznij-
my od macierzy Jacobiego i jej wyznacznika — jakobianu.

Niech f bedzie funkcja wektorowa n zmiennych rzeczywistych

f=R">R" y=1(x),

y=(f1(xl,...,xn),.,,, fn(xp---,Xn)). (23)
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Jesli funkcja ta jest odpowiednio gtadka, to jej macierz Jacobiego zde-

finiowana jest wzorem
Jz(%]; ibk=1..n (24)
OX;

Macierz ta odgrywa, jak wiadomo, podstawowa role w okresleniu
(i wyznaczaniu) pochodnej funkcji ztozonej (,,reguta tancucha”).

Wyznacznik macierzy J pojawia si¢ ,,wszedzie”. Jakobian |J| ma zasto-
sowanie, migdzy innymi, w calkowaniu przez zamian¢ zmiennych, np.
W obliczaniu gestosci funkcji wielowymiarowych zmiennych losowych.

Zatozmy, ze f przeksztalca wektor losowy (X, ..., X,) w wektor lo-

sowy (U,,...,U,). f=(f,.., f,), gdzie
U, = f(Xy .0 X,) i=1..,0.
(Xproos X))~ @(Xy oer X, ) -
Zal6zmy réwniez, ze funkcja f jest roznowartosciowa i h niech ozna-

cza funkcjg¢ odwrotng do f (Xi =h, (ul, vens un), i=12,.., n). Wowcezas

(Upon Up) ~w (Uyy oo Uy ) = (D (U, s Uy ), By (U 0,) )| 3] (25)

gdzie y jest gestoscia (rozktadu) wektora losowego (U, ...,U, ).

Przypomnijmy definicj¢ macierzy drugich pochodnych czastkowych
funkcji rzeczywistej nzmiennych rzeczywistych czyli macierzy Hessego
(hesjanu) H

o f .
H= . i, j=1..n (f:R">R). 26
(8Xi8XJ . ( ) (20)

W standardowym kursie matematyki dla ekonomistow hesjan jest ,,sta-
tym punktem programu” — okre§lono$¢ tej macierzy decyduje wszak o
istnienie (i rodzaju) ekstremow. W naturalny sposdb macierz Hessego po-
jawia si¢ takze w kursach badan operacyjnych.

Z kolei w teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych mamy do czynie-
nia z macierza Wronskiego i jej wyznacznikiem — wronskianem. Niech dany
bedzie uktad n funkcji klasy C"?, oznaczonych krotko symbolami:
Yy Yo, .- Y, Macierza Wronskiego nazywa si¢ macierz kwadratowa utwo-

rzong z tych funkcji i ich wszystkich istniejagcych pochodnych
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Y1 Y, Yn
Waooy,]=| " | 27)
Wronskianem jest wyznacznik
detW[y,, ..., V], (28)

ktéry z kolei ma pierwszorzedne znaczenie dla rozwigzywania liniowych,
jednorodnych réwnan rézniczkowych postaci

yO+py" P+ .+ pLy+py=0. (29)

Nieosobliwo$¢ macierzy Wronskiego — w ustalonym przedziale (a, b)

— rozstrzyga (pozytywnie) kwesti¢ istnienia fundamentalnego (niezaleznego
liniowo) uktadu rozwigzan rownania (29) w tym przedziale.

12. Przypomnijmy teraz wzor Taylora dla funkcji wielu zmiennych,
nieodtaczny element kazdego kursu analizy matematycznej, prowadzonego
na uczelniach 1 kierunkach ekonomicznych. Jego olbrzymia no$nos¢ teore-
tyczna (zaliczany jest do umownej ,,grupy trzech filarow podtrzymujacych
sklepienie analizy matematycznej” — wraz z zasadniczym twierdzeniem
rachunku rézniczkowego oraz twierdzeniem Stokesa) przeklada si¢ w natu-
ralny sposob na warto$¢ aplikacyjng (m.in. w rozmaitych modelach ekono-
miczno-matematycznych). Przy odpowiednich zatozeniach regularnosci
funkcji f :R" — R, w otoczeniu punktu a€R", zachodzi, jak wiadomo,

relacja (dla ,,matych” heR)
f(a+h)=(T,(f,a))(h)+o(h), (30)

gdzie symbolem T, (f,a) oznaczono wielomian Taylora stopnia n funkcji
f w otoczeniu punktu a. Z definicji

n d(k)f h
(T.(F, @) (h) =zw

2 (3D

gdzie d®f(a) oznacza, oczywiscie, rozniczke k-tego rzedu funkcji f w
punkcie (a). Na przyktad:
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& 0°f
d?f(a)(h))=h-H,(@h" = a)hh. 32
(d*f(a)(h)) (@) ;;MXJH., (32)
(H; (a) jest hesjanem funkcji f w punkcie a).
Podobnie dla n=3
H, =(h;), h; = Gall (@), i=1..n j=1..n
U oxox,
(@t@)0 =333 (@hhn. (33)
i1 1 1T OX;OX;0X, o

W tym przypadku ,,macierz” formy jednorodnej (r6zniczkowej, stopnia
trzeciego) jest macierzg trojwskaznikowg (kubiczng)

o f . .
Ko =[ky ] Ky :axia—xjax,(a)’ i=1..n j=1..,n k=1..,n.(34)
13. Ponizej podamy szkic ,,jednego z nieskonczenie wielu” zastosowan
macierzowych modeli rézniczkowych w zagadnieniach ekonomicznych —
przyktad z zakresu tzw. teorii awersji do ryzyka. Jest to koncepcja Kennetha
J. Arrowa i Johna Pratta, wyrosta na gruncie rozwazan dotyczacych wlasci-
wej ewaluacji deterministycznych ekwiwalentow tzw. ryzykownych projek-
tow losowych (np. w ubezpieczeniach czy finansach).
Dla podmiotu decyzyjnego (gospodarczego) o preferencjach reprezen-
towanych przez jednowymiarowa kardynalng funkcje uzyteczno$ci (jadro
catkowe U(X), wystepujace w okresleniu funkcjonatu oczekiwanej uzytecz-

nosci), premia 7 za podjecie ryzyka Z (rzeczywista zmienna losowa),
wyznaczana jest — implicite — z rownania

u(x-z)=E[u(x+2)], (35)

gdzie x jest kapitatem poczatkowym podmiotu.
Poréwnanie rozwinie¢ Taylora obydwu stron réwnosci (35) prowadzi
do ,,ujawnienia” tzw. miary absolutnej niecheci do ryzyka (Arrowa-Pratta)

r=——. (36)
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Jest to miara ,,lokalna” (dla zadanego kapitatu X ) — nalezatoby wigc pi-
sac ry(X), zapis (36) jest skrotowy.

Analogiczna ,,graficznie” procedura prowadzi w tzw. przypadku wie-
lowymiarowym (Z jest wektorem losowym) do macierzy absolutnej awer-
sji do ryzyka

U.

_u A A
R, ={—“} i, j=1,..,n. (37)

Elementami tej macierzy sg ilorazy pochodnych czastkowych drugiego
rzgdu (funkcji u w punkcie x =(x,,..., X,) przez odpowiednie pochodne

czastkowe pierwszego rzedu. Uogolnienie to jest rezultatem prac Kilhstro-
ma-Duncana-Karniego (por. cytowana literatura)®.

14. Na zakonczenie tego fragmentu artykutu warto wspomnie¢ o waz-
nym i popularnym narzedziu matematycznym, ktére rOwniez pojawia si¢ w
kursach statystyki, ekonometrii i innych przedmiotéw ilo§ciowych. Jest nim
tzw. macierz odleglosci, ktérej podstawowym obszarem zastosowan sg
metody taksonomiczne. Jest to obiekt elementarny i klarowny intuicyjnie.

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng (z metryka d ). Rozwazmy

podzbidor X*= {Xl, oy Xn} c X. Macierzg odlegto$ci (wzajemnych) punk-
tow zbioru X * jest — po prostu — macierz

D=[d;], i j=L..n, (38)

gdzie d;j = (Xi, X)) Oczywiscie, jest to macierz symetryczna, ktorej gtéwna
przekatna sktada si¢ z samych zer: djj = dj; d; =0,i=1, ...,n;j=1,...,n

W kolejnym artykule opisane bgda niektore zastosowania macierzy
W teorii gier, w rachunku prawdopodobienstwa, ekonomii matematycznej
oraz w porOwnywaniu stopnia nierownosci rozkltadow dochodow w spote-
czenstwach lub dowolnej ,,masy” w zbiorach skonczonych.

! Prezentowany artykut ma z zatozenia charakter dydaktyczno-informacyjny. Wiele spo-
strzezen i przyktadow nalezy do tzw. folkloru matematycznego lub common knowledge
pewnych wyspecyfikowanych galezi matematyki ,.czystej” oraz modeli matematycznych
(wystepujacych gltownie w ilosciowych zagadnieniach ekonomicznych). W zwiazku z tym
autor czuje si¢ zwolniony z obowigzku odwolywania si¢ — na biezgco, w tekscie — do konkret-
nych pozycji literatury odnoszacej. W wielu przypadkach niezbedne informacje mozna w
naturalny sposéb odnalez¢ si¢ w cytowanej w koncowym fragmencie artykutu bibliografii.
Wydaje sig¢, ze jest ona w miarg reprezentatywna — podane sg w niej m.in. popularne (i spraw-
dzone w praktyce) podreczniki akademickie dla studentéw ekonomii.
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