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MATHEMATICA® NA USLUGACH EKONOMII

Henryk Zawadzki

Abstract. Delay differential equations (DDEs) appeared in economic scientific papers in
yearly thirties of the 20" century among others in works of R. Frisch, M. Kalecki and
(slightly later) in works of J. Tinbergen and R.M. Goodwin. Some models considered in
these works and some new models of this kind are sometimes presented on the lectures on
mathematical economics. The purpose of this article is to present (on example of M. Ka-
lecki’s business cycle model) some capabilities of computer algebra system Mathematica®
in solving of DDEs and graphic presentation of solutions.

Keywords: computer algebra systems, delay differentia equations, Kalecki’s business cycle
model, Mathematica®.

1. Réwnania rézniczkowe z op6znionym argumentem w ekonomii

Rownania rozniczkowe z opdznionym argumentem, czyli rdwnania
postaci

X'(t) = F(t, x(t),x(t-6), ..., x(t=6), x'(t—7), ..., X'(t—7,)); t=t, 1
X(t) = o(t); t<t, )

w ktorych 6 >0,0raz i=1,...,n 7 >0, j=1,...,m sa opéinieniamil,
a ¢ jest tzw. funkcja poczatkowa, pojawily si¢ w literaturze ekonomiczne;j
w latach trzydziestych XX w. miedzy innymi w pracach Frischa i Kaleckiego
oraz nieco pozniej w pracach Tinbergena oraz Goodwina. Od tamtej pory
znacznie rozwingta si¢ zardwno teoria tego typu réwnan, jak i zakres ich

zastosowan, w tym zastosowan w ekonomii (Bellen, Zennaro 2003; Bala-
chandran i in. 2009; Erneux 2009; Krawiec, Szydtowski 1999; Szydtowski,

Henryk Zawadzki
Department of Mathematics, University of Economics in Katowice, ul. 1 Maja 50,
40-287 Katowice, Poland.
e-mail: henryk.zawadzki@ue.katowice.pl

! Rozwaza si¢ rowniez rownania, w ktorych opdznienia 6 oraz 7 zaleza od czasu t lub
(oraz) stanu x(t).
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Krawiec 2004, 2005). Rozwdj aplikacji stat si¢ mozliwy dzigki pojawieniu
si¢ })rograméw komputerowych, zwanych systemami algebry komputero-
wej“ (Computer Algebra Systems, CAS) umozliwiajacych otrzymanie nume-
rycznych rozwigzan takich rownan, a w niektoérych przypadkach otrzymanie
rozwigzan doktadnych, za pomoca metody krokéw (metody kolejnego
catkowania). W artykule pokazemy (na przyktadzie modelu cyklu koniunk-
turalnego M. Kaleckiego) pewne mozliwosci systemu algebry komputerowe;j
Mathematica w zakresie rozwigzywania rownan rozniczkowych z op6znionym
(statym) argumentem oraz graficznej prezentacji tych rozwigzan.

2. Rozwigzywanie rownan z op6znionym argumentem
za pomoca Mathematica®

Systemy algebry komputerowej s3a oprogramowaniem stworzonym
przede wszystkim w celu manipulacji formutami matematycznymi i zauto-
matyzowania trudnych, niejednokrotnie nuzacych algebraicznych prze-
ksztatcen. Pierwszy program komputerowy tego typu stworzyl we wcze-
snych latach sze$¢dziesigtych XX w. M.J.G. Veltman (laureat Nagrody
Nobla w dziedzinie fizyki w 1999 r.). Program ten nazywat si¢ SCHOONSCHIP
1 zostal stworzony jako narzedzie wspomagajace prace zespotu ﬁzykéw3.
Nowoczesne 1 ogolnodostgpne systemy algebry komputerowej pojawity si¢
na poczatku lat osiemdziesigtych XX w. Nowa generacja CAS oprdcz wy-
konywania obliczen numerycznych 1 symbolicznych umozliwia réwniez
sporzadzanie wyrafinowanej grafiki, edycje tekstow oraz tworzenie multi-
medialnych prezentacji. CAS zawieraja takze jezyk programowania umoz-
liwiajacy uzytkownikom pisanie wlasnych procedur.

Dzisiaj CAS sa nie tylko narzgdziem stuzacym do wykonywania obli-
czen naukowych 1 technicznych; zmienity one réwniez sposdb nauczania
matematyki oraz innych, ilo§ciowych przedmiotow w wyzszych uczelniach.

Do najbardziej znanych systeméw algebry komputerowej ogdlnego
przeznaczenia (general purpose CAS) obecnych dzisiaj na rynku naleza
(w kolejnosci alfabetycznej): Maple, Mathcad, Mathematica oraz Matlab.
Wydaje sie, ze dominujaca pozycje na rynku edukacyjnym (przede wszyst-
kim w USA) maja Maple oraz Mathematica.

2'W literaturze mozna rowniez spotka¢ nazwy: komputerowe systemy algebraiczne oraz
komputerowe systemy obliczen symbolicznych.

% 7 do$wiadczen Veltmana przy pracy nad SCHOONSCHIP korzystal m.in. S. Wolfram
(tworca programu Mathematica), gdy w 1979 r. rozpoczynat pracg nad programem SMP —
pierwszym nowoczesnym systemem algebry komputerowej.
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2.1. Kilka zdan o Mathematica®

Tworcg programu Mathematica, a doktadniej — jego pierwszej wersji,
ktora ukazata si¢ 23 kwietnia 1988 r., jest Stephen Wolfram. Kolejne, udo-
skonalone wersje programu, pisane juz przy wspoétludziale licznego grona
programistow oraz naukowcow roznych specjalnosci 1 sprzedawane jako
produkt firmy Wolfram Research Inc. z siedziba w Champaign, IL, USA,
staty si¢ $Swiatowym standardem w dziedzinie obliczen naukowych. Dla
uzytkownikdw programu organizowana jest co roku konferencja (obecnie
pod nazwa Wolfram Technology Conference) stanowigca forum wymiany
doswiadczen migdzy uzytkownikami a pracownikami (programistami)
z firmy Wolfram Research Inc.

Najnowszg wersjg programu jest Mathematica 8.0.1. Kompletna doku-
mentacja programu jest dostepna na stronie producenta www.wolfram.com.
W dokumentacji mozna m.in. znalez¢ pelny opis wszystkich instrukcji
programu, ktore pojawiajg si¢ w niniejszym tekscie. Na tejze stronie mozna
rowniez znalez¢ obszerng liste ksigzek i publikacji poswigconych temu
programowi i jego aplikacjom. Sposrod ksiazek wydanych w jezyku pol-
skim godna polecenia jest pozycja Drwala i in. (2004).

2.2. Symulacja rozwiazan rownania Kaleckiego
za pomoca instrukcji NDSolve oraz Manipulate

W modelu koniunktury Kaleckiego® wystepuja cztery powiazane ze so-
bg zmienne: dochod narodowy Y , inwestycje |, kapital K, decyzje inwe-
stycyjne B oraz parametry a<(0,1), A>0, ¢>0 i k>0. Zmienne
Y, I, K, B powigzane sa rownaniami:

K(t+86)—-K(t) (1) = K(t+8)—K(t)
o1-c) 0

w ktorych > 0 jest odstepem czasu migdzy zamdwieniem a dostawg dobr
(okresem realizacji inwestycji). Dynamika kapitatu, a doktadnie dynamika
odchylenia kapitatu K od poziomu réwnowagi

— aA+e¢

K =

k

opisana jest rOwnaniem rézniczkowym z opdznionym argumentem

Y () = , BO)=K'(t+6), (2)

K'(t):%K(t)—(k +%)K(t—¢9). 3)

* W wersji modelu opisanej m.in. w (Allen 1961; Gandolfo 1996).
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Aby otrzymaé przyblizone, numeryczne rozwigzanie powyzszego
roOwnania (zwanego dalej rownaniem Kaleckiego), mozna zastosowaé
instrukcj¢ NDSolve, a doktadniej NDSolve[eqn, Y, {X, Xmin, Xmax}]. Cho¢
instrukcja ta jest stuzy przede wszystkim do rozwigzywania rownan
rozniczkowych zwyczajnych 1 czgstkowych, mozna jg rowniez zastoso-
waé do réwnan z opdéznionym argumentem. W przypadku réwnan roz-
niczkowych zwyczajnych instrukcja NDSolve daje numeryczne rozwia-
zanie rownania eqn ze wzgledu na zmienng y, dla zmiennej niezaleznej
X zmieniajacej si¢ w przedziale {Xmin + X } Rozwigzanie to przedstawio-
ne jest za pomoca tzw. funkcji aproksymacji, jako obiekt typu Interpola-
tingFunction®.

Rozwigzmy rdéwnanie Kaleckiego dla parametrow przybierajacych
wartosci

a=0.05 A=1 c=05 ¢=1 k=1 =1

oraz funkcji poczatkowej ¢@(t) =1, okreslonej w przedziale (-6, 0).
Wprowadzmy powyzsze warto$ci parametrow oraz funkcje poczatkowa ¢ .

nf1]=a:=0.053;: A:=1; c:=0.9; €e:=1; k:=1; @ :=1; ¢[L£ ] :=1

Oznaczmy rozwigzanie rownania Kaleckiego przez ,,Kapital” 1 znajdz-
my je za pomoca NDSolve.

a a
ni2)= Kapitat = WDSolve[{K'[t] = — +K[t] - [k+ _] «K[t - 8],
e e
K[t /: tz 0] -- ¢-[t]}, K, {t, -8, 15}]
o[z]= {{K — InterpolatingFunction({{-1., 15. %}, ==]11}}

Za pomocy instrukcji Plot narysujmy wykres otrzymanego rozwigzania,
czyli krzywa calkowa w przedziale [-1, 15).

)= Plot[Evaluate[K[t] /. First[Kapitai]]l, {t, -@, 15},
PlotRange — All, AxesLabel — {"t", "K({t}"}]

5 Zob. Drwal i in. 2004, s. 238.
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Chcac obliczy¢ warto$¢ kapitalu K dla dowolnej wartosci t e[-1, 15)
(na przyktad t =10), wystarczy zastosowa¢ instrukcje

4= Evaluate[K[t] /. First[Kapital] /. {t — 10}]
Outfl= 0.0317966

W czasie.

Korzystajac z rownan (2), mozemy obliczy¢ warto$¢ zmiennych Y, |
oraz Bdla dowolnego t e[-1,15)i narysowac, jak zmieniajg si¢ te zmienne

Infs]:= JLE ] : P (K[t +8] -K[£]):
K[t+8] -K[&
Y[z s [t+8] [£1

gx(l-c}
B[t ] :=K'[£+8];

Weczytanie pakietu PlotLegends za pomoca instrukcji Needs umozliwi
dodanie do wykresu legendy.

Inf2]:= Heeds["PlotLegends "]
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n@E)= Plot[{Evaluate[K[t] f. First[Kapitat]].
Evaluate[J[t] /. First[Kapitat]].
Evaluate[Y[t] /. First[Eapital]].
Evaluate[B[t] /. First[Kapital]]},
{t, -8, 15}, PlotLegend — {"K", "J" "¥",K "E"'},
LegendPosition — {1, -0.5}, PlotRange — All,
RxesLahel — {"t", "' 1]

10
IIl
SRy A
I'-.I ! ..-..:“/___“ .,-.- . ] —_— K
+ il L S — —— t
EN SN T 15
owpl= gl f [ N_/ I
-1 Y
13 E
20

Instrukcja Manipulate umozliwia badanie wptywu, jaki na przebieg
zmienno$ci kapitalu K (lub innej zmiennej) majg zmiany wystepujacych
w modelu Kaleckiego parametrow (np. a, k oraz ) oraz funkcji poczat-
kowej ¢. Ponizej, jako zakres zmienno$ci parametru a wybrano przedzial
[0, 1] (parametr zmienia si¢ skokowo, co 0,05). Zakresem zmiennosci K jest
przedziat [0, 5] (skok jednostkowy), a opdznienie czasowe zmienia si¢ od

0,5 do 5 ze skokiem 0,5. Przyje¢to rowniez, ze funkcja poczatkowa moze
mie¢ jedng z nastepujacych postaci

JO=1 SO=t+1 Gt =ep(), At)=cost.

Instrukcja Clear powoduje, ze Mathematica ,,zapomina” o tym, jakie
znaczenie miaty i jakie wartosci przybieraty dotychczas a, k, € oraz ¢ .

In[i0]:= Clear[a]: Clear[k]: Clear[&]: Clear[¢]:
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In[11]:= Ha.nipulate[

141
Hudule[{Kapital = HDSolve [{K'[t] -

—wK[t] - [k+ E]wK[t—E],K[t fitz0]

¢.}

LK, I, _a, 15}]}; Plot[Evaluate [K[t] /. First[HEapitat]],
{t, -&, 15}]]; {o, {1, t +1, Exp[t], Cos[t]}},

fa, 0,1, 0.03}, {k, 0, 5, 1}, {8, 0.5, 3, ll.ﬁ}]

d 1 14t & Caslt]
|

a =
|
pos =1+l 2l=l =)
S—
T =D+l al=l =]
=
=D+l al=l =]
ot [11]= _H';
L
1
N
05t |
III
| -
|II .-"r? \
Ili L "Ilr . |\- . ./’f'-:__h"'h e )
[l ] H E—
I'. / 5 \__ 10 15
| i
IIII Ill||
-05F II'\_/"III

Zmieniajac (za pomoca myszy) polozenie widocznych na powyzszym
rysunku suwakow, mozna obserwowac, jak zmienia si¢ wykres kapitatu K .
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3. Uwagi koncowe

Przedstawiony w powyzszym punkcie przyklad zastosowania programu
Mathematica jest bardzo prosty i ma charakter czysto ilustracyjny. W analo-
giczny sposob mozna jednak otrzyma¢ numeryczne rozwigzania bardziej
ztozonych, nieliniowych rownan r6zniczkowych z op6éznionym argumentem
pojawiajacych si¢ w teoriach wzrostu i cyklu gospodarczego, takich np. jak
model Solowa

k'(t) = sf (k(t — 8)) — K (t — ),

(k — kapitat na jednostke sity roboczej, f — neoklasyczna funkcja produkciji,
s € (0, 1) — stopa oszczedno$ci, 0 > 0— stopa deprecjacji kapitatu)
czy model Kaldora-Kaleckiego

Y (1) = a(1(Y (1), K(1)) - S(Y (1), K (1))
K*(t) = 1(Y (t - 0), K(1)) - K(1)

w ktorym Y oznacza produkcje, K —kapital, | — inwestycje, S — oszczed-
nosci, a «, & > 0sg parametrami.
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