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V emadmodum. . in.Tomo primo. motus. libefos. corpas
qum @ quibuseungue potentiis Jollicitatorum expofii
‘ ot in boe. Tomo altero motus nop, liberos  pertratla-
re conflituiy  quae differentia in smotus explicatione . tanti ¢ft
momentiy b ex ea merito totius operis. divifio fit falta.  In
wolu. enim\ libero wia @ corpore dgferipta cum:ex  mott iam
infito  tum \ex ' potentiis tam abfolutis quam wefiftentia,  quibus
corpus afficitur, determivatury quia practer potentias et refi-
Nentiam nibil adefle. ponitur., \quod corporis motum determinet.
Atque ideirco motus liberi baee et primaria proprietas, ot
wia a corpore defcripta omnino non prematury canalis feilicet fecun-
dum viam, quam corpus deferibere debet , exalle incuruatus
@ corpore transeunte nullam omnino  preffionem fuflinebit | fed
eorpus per eum libere transibit.  In motu autem won libero
praeter potentias et vefifientiam , quibus corpus follicitatur
wiam prazforiptam effe ponimus - ita ot corpus fit coallim
in bac wia moueri. Haec ergo via pracferipta adinflar ca-
nalis- Commode confiderari potefl, in qus corpus  mouetur, ne-
que ex eo erumpere potsfl.  Cum igitur in iftiusmodi motibus
data fit via, " in qua corpus mouers debeét, inquirendum eft,
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gmmtm COrpUS @ quibuscungue potentiis et wf ﬂm‘m Jollici-
2atum in fingulis locis babaturum fit celeritatem, quippe qua
eognita totus motus _perfecte  cogmofvitur. . Practerea autems
cum corpus, mfi_in boe canali effet mll[um,, aliam lineams
deferiberet, vetinehit [altem in canali conatum in ea linea ,
in qua fi liberum effet , moueretur , progrediendi, hocque eona-
tu latera canaliy premet, ‘et nifi fatis bﬂbfﬂﬂfﬁm:farii' re~
pfa disrumper. Hanc ob rvem praeter eeleritatem, quam
eorpus in: fingulis camalis loois babebit, determinari debet quo-
que preffir, quam, in latera canulis exerst ; eiusque: preffionis
diretioy quo firmitay laternm sanalis ad corpus retinendum
vequifita cognofcatar. - Huiusmodi autem motus non liberi etiam
fine canali aliis modis. produci poffunt , id quod obfernare licet
in pendulisy, atque in fundis,. quibus corpus itidem i data li-
nea moueri cogitur..  Fendulis. enim, prout Hugenivs docuit
efici potefty wb corpus in quacunge curtia pragferipta moueri
eogatur . quemadmodum: in pendulis: tum - fimpliciter fufpenfis,
quibus corpus in: linea circulari mowers cogilur apparet, tum
iis , quae intra cycloides [uspendi Jolent , quibus corpus in ¢y~
chide moueri cogitur, fimilique modo. effici poteft vt corpus i,
data quaque curua incedere cogatur. Haes gitur oft prima.
Jpecies votus mon liberi, qui fit fuper data linea.. Praeter eam:
auten ala. [pecies motus non liberi attends meretury in qua
non. ipfe quidem. wia, fed tantum fuperficies praeferibitur . in
qua corpus. moueri eagitur s minus igitur baec motuum: non li-
berorwn [pecies et weflricta quam prior, cum, in bac corpor

wife libertas [it relidla fibi <iam in data Jupericie fitant eli-
Lendi..
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gendi.  Hane ob rem baec motus oo liberi fpecies ita tra-
ari debet, ot prim linea in data fuperficiz determinetur ,
quam corpus a potentiis et rfiftentia pllicitatum deferibet, des
inde -werp ot celeritas corporis in fingulis buius lineae puncis
definiatur , tertio. denique ot etiam preflio, quam eorpus in
Juperficiem exercet , imuefligetur.  Huiusmodi autem motus mon
liberi pariter ac priores pendulis quogue - commode repraefenta<
i poflunt 5 corpus enim pendulum oblique impullum , wt  eius
directio non fif in_plano wverticalr, lineas suruas warii generis
deferibet . quae autem omnes Junt in fuperficie fphaerica, cus
ius centrum- in ipfo fulpenfionss punito extat.  Inquifitio idea
buius motus_buc._ redit, ot in fupeficie [phaerica primo linea
quam_corpus proiecium defcribet 5 determinetur y demde wero ce-
leritas in fingulis locis , et tertio preffioy quam in fuperficiem
exeretf.  Simili mpdy_etiam perfpicitur , effici pofe , vt corpus
pendulum non ad fuperficiem fphem wam, fed ad aliam quam-
que reflringatury dum feilicer circa punctunt fufpenfionis fuper-
Sicies, ewluta disponatur. Haec igitur efl altera motuum non
liberorum_ fpecies, quae in motw fuper data fuperficie determi-«
nandy occupatury atque in  bis duabus motuum non liberorum
Jpeciebus indagandis totus hic Tomus fecundus ab bfoluitur. QOuo
ergo ad banc tractationem , quae [citu meceflaria funt , prae-
parentur ,in capite primo fundamenta et principia expofui, ex
quibus , quae ad cognitionem  lriusque fpeciei motuwn non li=
berorum pertinent , derivari queant.  Demonflraui nimirum vor=
Pus a nullis potewiis fillicitatun tam fuper data linea, quans

R Juper'
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Juper fuperficie  motu aequabili moucri deberes in fuperficie au
tem fore viam a corpore def viptam ipjam lineam breuiffimam..
quac in ea fuperficie duci potefl. Deinde inuefligoui leges ge.
acrales, quas quaeque potentiae atque etiam refiflentia tum in
accelerando  wel  retardando  motum  tum in preffione
generanda  obferuant.  Ad - baec  etiam  dilrina de wi
Centrifiga exponitur, quam corpora etiam  a nullis  potentiis
Jollicitata exercent, quacque ex motu curuilineo, quo corpus in-
cedere cogitur, ortum babet.  In capitibus deinde fecundo et
fertio motus corporum fuper data linea tam in wacuo quan in
medio refiflente fufe contemplor et examino. - Primo nimirum
motum: dztermin , quo corpus a quibuscunque' potentiis' follicita-
tum fuper data linea flue rella fue curua mouetur, fiue de-
Jeendendo fiue afcendends atque fi curua ita fuerit compara-
ta ot tam ad d:feenfus quam afeenfus  producendos fit idonea
ofcillationes quoque definio, easque inter fe ratione temporum
eomparoy atque “in boc negotio indolem et proprictates ofcilla-
tiomwm tam in circulo quam’ cychide factarum definio. - Dein-
ecps problemata traflo  inuerfa, quibus potiffimum pro datis
potentiis follicitantibus in curuas inquiro, [fuper quibus motus
datam™  hascat  proprictatem.  Hue  [feilicet pertinent pro-
blemata' de inueniendis curuis aequabilis defeenfus wel receffus
a dato punclo, et buiusmodi plura, quae wel ab  aliis z.fzm_t
fimt traftata, wel ad quae ipfum nflitutum perduxit, —Inter
baee prae celeris eminent problemata de lincis brachyfochro-.
nis et tautochronis qubrfm; vtrumque ad wlteriorem  quam

ad-
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adbuc @ quiquam eff faltum, perfetionis gradim eucxi. Cir=
cq curuas enmim brachyfochronas errorem, qui a nonnullis tam
in . vacw quém medio_refiflente erat commifjus, corvexi, et lo-
& prim'ipii Hugeniani in Jfe quidem veri,fed infufficientis , aliud
latiffimz patens Jubflitui, quo demonfiraui in quocungue medio
et potentiarum follicitantivm bypotbefi quactngue, eam perpetuo cur-
uan effe brachyflrochronam , fuper qua corpus ita moucatur,
o tota preffio duply fit maior quam wis centrifuga.  Simili
mody mouam. atque genuinam curuas tautochronas inueniendi
methodum. trado , (quae enimt - ante Junt inuentae tautochronae
milla onming methody fed potius  dinina'ione funt erutae) cuius
ope mon  Jolum ¢ychidem iam dudum fub tautochronac nomine
celebrem inueni 5 fed practer eam inmumerabiles alias curuas
quaefito fatisfacientes elicui, inter quas adeo curuam algebrais
cant obferuaui 5 praeterea tam ex aliis agnatis  quae«
Slionibus  in vacuo , quam ex integra buius- negotii trallatione
pro medio refiflente , pracfantiam et <tilitatem buius  methodi
abunde intelligere licebit.  Ceterum <ti baec methodus inflar
Jpeciminis tam Analyfeos quam Mechanicae  promotac ¢ft cen-
Jenda , ita quoque palfim in difficilioruns  quorundam  problema-
tunt folutionibus non contenmenda - Analyfeos  fubfidia apparebunt
quibus etiam baec [cientia non parum pronmota effe videatur.

In quarto denique capite motum fuper data fuperficie per-
Jequor , quae doltrina , vti @ memine adbuc ¢ft tacla ita quo-

que traltatu eft dificillima , propter naturam et pmpﬁﬂ;tes
E-r

-
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Jolidorum nondum  Jatis  perfpectas neque ad calculum yetoca-
tas. Antequam igitur de huius modi motu quicquam flatui potuerat,
methodum ~ exponere necdlle erat, qua  proprictates  fuperficie-
rum et linearum in iis ductarum erui atque calculo  Jubiici
pofent.  Hoc itaque praefliti ope aequationum tres quantitates
wariabiles continentlum , quibus iam ante tum in Comment.
Tomo III. ad lineam breuiffimam Juper quauis fuperficie de-
terminandan , tum in buius Trattatus Tomo praecedente ad
motus liberos non in eodem plano  fatos inueftigandos Jum
wfus, - His denique  pracparat's “progredi licuit” ad  effectus
potentiarum in corpora fuper  fuperficiebus mota definiendos | ex
quibus modum elicw' tam viam a corpore deferiptam  quam
reliqua motus [ymtomata inueniendi.  Quum_ wero  ealeulus,
quamdiy in generalibus werfamur , nimis fiat prolixus et trq-
Clatu dificilis 5 omfla refifientia omnia ad vacuum et gra-
witatem ordinariam reduxi, atque. praccipue motum pendulo.
yum oblique of:illantium fum perfirutatus , cuius motus ano-
malias et abfidum progreffiones diligenter determinaui,  Haec
igitur funt, quae in iflo tomo  Jecundo fum complexus , qui-
* bus expeditis operam dabo, ot , quam  primum licuerit mo-
gus corporum  finitorum et primo  quidem rigidorum, in ordis -
pem vedycam atque pari methodo exponam.

CAPVT



CAPUT PRIMUM. ..., "
' DE MOTU NON LIBERO 'IN GENERE.

DEFINITIQ-r. "
& 1 . JONL 15 :

Orpus non libere moueri dicitur, quan-
do externa obftacula impediunt, quo mi~
nus iuxta eam directionem progredia-
tur, iuxta quam cum rationeé motus in-

fiti, tum ratione potentiarum follicitantium mo-
ucri deberet, R FIie

Scholion 1.

2. In motu pun&i libero, quem Parte pri-
ma expofuimus fpatium, in quo corpus moucba-
tur, ab omnibus obftaculis vacuum aflumfimus,
nunc vero fpatium ita comparatum ponemus, vt.
corpori non liceat in quaque dire&tione progre-
di, propter firmos parictes tranfitum pon per+
mittentes,

Tom.1I1. G Yo _ Co-
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Corollarium T.

3. Quando itaque corpus in motu (a0 ob-
ftaculum inuenit, ideoque eam diretionem, fecundum
quam tendit, conferuare non poteft ;3 tum vel
quiefcere, vel in alia diretione motum continua-
re debebit. -

- Corollarium 2. '

4. In quanam autem directione corpus pro-
grediatur poft occurfum obftaculi, ex circumftan-
tiis tum motus tum pofitionis obftaculi iudicari

debet. .1
Scholion 2.

§. Videtur hacc doé&rina ad motum corpo-
rum ex percuffione pertinere, qua de re tamen
hoc libro non agetur. Hoc vero libro alius ge-
neris obftacula affumimus, quae illam notitiam
non requirunt. Sunt haec obftacula continua, quae
motum pun&i reftringunt neque vilam reflexionem
admittunt 3 cuiusmodi eft tubus vel canalis five
rectus five incurvatus, in quo corpufculum motum
continuare debet. Hoc cafa via penitus praefcribi-
tur, in qua corpus progredietur , neque propter
tubi firmitatem inde egredi poterit. Quare cum
hic loco corporis pun&um confideremus , hac
pofitione puné&um in data linea moueri debebit,
neque €x ea excedere poterit.

Scholion 3.

6. Duas autem hoc libro pertracabimus mo-
tus impediti feu reftricti fpecies, quarum primae

mo-
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modo mentionem fecimus; quacque compleditur
motus punctorum fuper. data linea fiue re&a fiue
curua, Altera {pecies minus r;:ﬁrmglt motus li-
bcrtatcm, fuperﬁcwm enim tantum praefcribit, in
qua corpus perpetuo verfari debeat.  Atque has

duas motus impediti fpec:es 1(10 libro fumus ex-'
pofituri,

| Corollauum i

31 W Quapl igitur . in prima fpcc:e funt inqui=
zenda , funt corporis fen potius pun&i celeritas
in quouis lineae pracfcriptae loco, preflio in hanc
Jineam,, et tempus, quo punétum , datam viae por«
gionem  percurrit, jnek
: Corollarium- S

8. Circa motus alterins fpeciei autem praeter
haec inueniri debet ipfa lineay ‘quam ‘gorpus fupet
fuperficie data deferibit. Qua:um rerum fontes
hoc primo .capite aperiemus. Sk

Scholion e i

9. Hoé¢ vero capite primum : mucﬁxgabxmus
motus veriusque fpeciei, fiicorpus .a mullis. poten=
“tiis follicicetury vbi oftendimus, qua: celeritate id
progredi debear ;* ‘et quanta vi vbique tam: lines
‘am datam; quam fuperficiem ‘datam premat. Sed
fi fuperficies tantum- data fuerit, praéterea viam de-
_terminabimus’ in qua ‘corpus’‘mouebitur a nullis po-
‘tentiis follicitatum, “iDeinde vero principia. expo-
nemus, ¢x quibus judicari licebit, quae mutationes
2 potcntus follicitantibus tam abfolutis quam rela-

A 2 tiuis
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tivis oriantur, quo in fequennbus capitibus fngula
diftincte ‘deducere 'queamus. ‘

Scholion 5.

0. In his autem mOtlbus tam fuper lineis
quam fuperficiebus datis, animum ab omni fri®io-
ne abftrahimus, neque vllam motus retardationem
ponemus. Quamobrcm lineac et fuperficiés, fupel‘
quibus punca moueri‘ponuntur, Iaevxﬂumc concipi
debent ct’'omni’ afpentatb defticutae, ne miotds res
tard.mdm propter eam fit obnoxius. ~Motuniiros
tatoritim’ ’djuoquc omnmot-ex animo- profligari o»
portets 'dum’ ‘eX’ ed ‘mutdtiones i’ motu- oriantur
quae demum in fequentibus explicari poffunt; Hane
ob rem punétum qudfil rependo ‘méueri concipicn-
~dum eft 5; vt eius pars quaeque, fi modo in punto
partes concipi rpoffunt,. eundem habeat, motum.

st s wiSckiolion 6

rr. Quae igitur in praecedente libro" traditde
funt, et in hoc de'motn punétorum tradentur, ad
corpora finitae magnitndinis quoque accommodari
poffunt, fi :modo eornm motus, fibi fit perpetuo pa-
rallelusy €t omnes partes corporis aequali motu fint
praedicae: Hoc vero ex fequentibus libris clarius ap-
parebit, ‘quibus cafibus finitorum corporum motus a
motu.punéorum non difcrepet., . Quocirca in his k-
bris -ideo - punéa tantnm. confideramus, quia ut
partibus deftitnuntur, itaetiam in . partibus diverfi
motus inefle nequeuntd il -

- ;;'*“"mo‘-



DE MOTU NON LIBERO IN GENERE. s

PROPOSITIO 1,
‘Theorema.

12. Corpus few puntlum, quod fuper linea data mo-

wetur , et a nullis potentiis [ollicitatur, perpefuo eans
dem celeritatem conferuabit .c.fi modo: illius dineae duo
quacque elementa contigua nuSquam finitag magnitudj=
ms angulum conflituants ; e

Demonlftratio.

Quia corpus, dum in linea A M mouetur, a
nulla potentia follicitatur, neque frictioni vllus con-
ceditur locus, motus corporis aliter’ variari nequity
nifi quatenus’ linea AM impedit, quo minus corpus
libere moueri poflit; ex quo, quae celeritatis im.
mutatio oriri debeat, inueftigandum eft. Sit celeris
tas, quam corpus in M habet = ¢, hr'a)c' igitur ce?
leritate corpus, fi libere mouerctur,~ in tangenté
My progrederctur, quod vero, quiacorpus cur-
vam A M deferere non poteft, fieri nequit: fed cor-
pus'cogitur 'per’Mm pi-'Ogrc_di. Hanc ob caufamcon-
cipiatur motus corporis fecundum My, refolutus in
motum per Mm et motum per Mn, exiftente M
myn parallelogrammo’ re@angulo. Perfpicoum hic
eft motum per M 2, cuius dire®io eft normalis in
curnae elementum M#z, penitus abforberi, neque vl-
lum effe@um in celeritate immutanda ‘habere pofle:
Corpus igitur altero 'motu < progredictur in M 7 ,
celeritate, quae eft ad priftinam celeritatem vt Mm
ad My : quare celeritas, qua corpus elementum Mmn

! . - . d of ..
defcribit, erit — 3=, Quoniam vero, My eft tri-

angulam ad m re@angulum ideoque Mm < My, celeri-
A 3 tas

Tab,
Fig, x»

5L
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tas haec minor erit quam prior ¢, atque celeritatis de-
crementum erit == 5=, Ad huius valorem in-

My »

ueniendum fit M O radius ofculi curuae in M =7 et
clementum Mmw=—ds; eritque, ob ang.O=ang. va,

MO: Mm = Mum: mv, ex quo prodit mv .._.‘:_’, at-
que Mv..V(d:’~+-‘“ ) ——“’V(r -i—d: ) '“'“d".

d .r . et A
r? Ex hoc iam obtinebitur decrementum cele-

ritntis, dum corpus curunae elementum ds percurrit
2

::;c-f;,.,,cuius integrale dabit. decrementum celerita-
tis; dum corpus finitam curuae A’ M portionem per-
A :

currit. At expreffio ;—‘f.i,: aequiualet differentiali fe-
cundi gradus; cius ergo integrale erit differentiale pri-
mi graduys. Qtnmobrem decrementum celeritatis poft-
quam corpus quantumuis arcum curuae datae percur-
rit, erit infinite parnum, atque corpus motu uniformi
feretur per totam curuam A'M, fi modo radius ofcu-
li » nusquam fuerit infinite paruus. Q. E. D.

Corollarium 1, |
13. In omni igitur curua , in qua radius ofculi
nusquam eft infinite paruus, corpus mouebitur vnifor-
miter , fiquidem a nullis potentiis {ollicitatur; neque
fri@ionem patitar.

Corollarium 2.

. Si radius ofculi eft infinite pLruus, tum ,fi’

‘tel c{t quann:as finita vel differentiale primi gradus,
1o
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lo cafu corpus finitum celeritatis gradum amittet,
hoc vero tantum infinite paruum.
Corollarium 3,

15. Cam autem iftins modi pun&a in omni-
bus curuis fint rara et a fe inuicem diffita, corpus
tamen arcum inter duo talia pun&a interceptum
motu vniformi percurret.

Scholion T.

16. Cafus, quibus corpus celeritatis finitum de-
crementum fubito patitur, alii non eflfe poffunt,
nifi vbi curua habet cuspides.  His' enim in locis
corpus direite reverti cogitur, et normaliter in
punéum cuspidis impingit. Tunc igitur corpus non
folum finitum celeritatis gradum amittet, fed omnino
omnem motum amittere debebit ; nifi forte corpus
ponatur elafticum, quo cafu eadem celeritate, qua
incurrit, refleGtetur, atque ita motum vniformem
confernabit. In cuspide enim duo elementa angu-
lum infinite acutum confticuunt.

Scholion 2.

1. Practer cuspides vero alia dari poffunt in
curnis punéa, in quibus radius curvedinis eft infi-
nite paruus; quia Vero duo quaeque elementa con-
tigua fere in dire@um funt pofita, et angulus dein-
ceps pofitus eft infinite paruus fieri non poteft, vt
ex demonftratione apparet, vt corpus finitum cele-
ritatis decrementum patiatur. Quamobrem cum i-
ftiusmodi punéta fint rara, corpus nihilominus mor
tu aequabili mouebitur. C

. O-
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Corollarium 4.
18. Si igitur corpus motum fucrit elafticum, in
quacunque curua femper motu aequabili feretur: at
i non fic elafticum , cuspides tantum motum tug:
babunt, dum eum prorfus tollunt,
Scholion 3,
Tabula 1. 19. Vt haec clarius percipiantur, fint duo cur-
Fig. 2. uae elementa AB, BC, ‘et angnli ABC quem econ-
ftituunt, deinceps pofitus CBD infinite paruus, cuius
finus fie dz pofito finu totoz= 1. . Quia corpus pofte
quam elementum AB defcripfic vi infita in BD progre-
di conatur celeritate priore, quae fit¢; cius motus dus
plex concipiatur; alter in direione BCjalterin directios
nead BC normali, qui in effc@um duci non poteft
Demiffo igitur ex D inBC perpendiculo DC,corpusal.
tero motu per BC mouebitur celeritate, quae eft ad
priorem vt BC ad BD, ie. vtV (1—d2*) ad 1,
Per BC idcirco habebit celeritatem =¢ V(1 —d3?)

: 2
fen ¢—%4% . quare celeritatis decrementum eric 42,

quod aequiunalet differentiali fecundi gradus. Ex quo
intelligitur , quamdiu in quaque curna angulus CBD
fucrit infinite paruus, corpus motu acquabili effe
progreffurum. At in omni curua angulus vel eft in-
finite paruus, vel angulus ABC ipfe, quod in cu-
fpidibus accidit.  Confequenter cufpides tantum mo-
t1s vniformitatem' perturbant, nifi corpus fuerit ela-

fticam, quo cafu nihilominus motus vaiformitas
gonfcruatun -

PRO-
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20. Dum cﬁpm mof:t rvnﬂ"oﬂf 1i in curtta AM Tl %

mbieinr,’ m s ﬁf gnh.r j/:z;rt?z‘r M premet c@: wam nor- Fib %
iﬂa?zfni iy quae oft 'dd corporis” é:rm gv‘au‘i‘tm:, ‘o8
altittido’ em: celeritati debzm dd dimilliiim radiude

?Jﬁd." q 9 el ip @ obmiile siup
Del'llon tlo ‘llu“Ui
Si corpus ﬁl 3uruﬁ ﬁb’e [ rno eri debe~

Fet 'moth "acquabili; nim vbique vim adefle bpor=
teree Hoimulem corpis ‘f‘c'fuhddm”ﬂd ‘truhentem
tantam’, ‘quie fe habctet dd” coi'pdb}s fatitaténm)
we'dleicado Celefithei’ corporis debita d& ‘dimiditm
radium ofculi MO, vt ex q;monﬁratls Libt{ ]Iﬁ%b
ced. apparet. . Nifi [éuiri talisOvis adeflet, cor-
Ppuslinlinen redtd sprogrederetur, 1oHocautem ca~
Ju candlis: AIMin quo Lcorpus inclifumsconcipinuey
impedit; quor mmnswconpu&.m ré&w progrediaturs
Quamobrem corpns . tanta: vi-canalerminormalicer
premet . fecundum dire&ionem  Mn. t&ucmrm;
lis vis normalis adeflet, corpus in canali A liber
Fe moueretur , mcq_uq;jﬁp@[@tgﬁ)ret y hac veroe
vi abfente, vt hic poEumus y mecefle eft ve corpus
ipfum canalcm fanta Yi premae, QB D. .
 saniinolss iV QUARIMER - Beannio auiber: fs
21, Si igitur altitudo cdernatl cmpﬂlisﬂdﬂr

bita ponatur v et rndms o(’pull MO =r, atque
gravitas corporis == ¢4 quam’ {cilicet haberet, fi
in fuperficie téfrdereffer pofitum 3 erip visy qua
Lony. 11 B cor-
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corpus canalem in M fecundum M#» premct —
27
r L]

Corollarium 2.

22 Si corpus maiore vel minore celeritate
moueretur in curva AM, tum preffio in M maior
¥el minor eflfet in duplicata celeritatis ratione,
quia altitudo @ quadrato celeritatis eft propor-
tionalis.

| Corollarium 3.

23. Dire&tio huius preflionis eft normahs in
curuam , et direéte contraria eft pofitioni radii
ofculi MO. Quare radius ofculi in alteram cur-
mae partem productus dabit dire@ionem huius
preflionis.

Corollarium 4.

24. Si corpus in linea reta mouetury haec
preflio erit nulla, ob radium ofculi infinitum,
Hoc quoque ‘ex ipfa motus natura perfpicoum eft.
Corpus enim motum in re&a vniformiter fponte
progreditur, et hanc ob rem canalem re&um
non premit.

Corollarium s.

25. Si curua A M fuerit circulus, preffio vbi-
que erit eadem. Eo vero maior erit quo minor
eft radius circuli. Exiftente enim celeritate ea-
dem , preflio erit reciproce vt radius circuli.

Scholion 1.

26. Quo corpus in curua A'M libere mouneri
pof-
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pofiit. vniformiter, neceflfe et vt fecundum nor-

malem MO trahatur vi = £% " Ex quo intelligi

licet , corpus tanta vi in plagam oppofitam niti ,
alioquin enim illa vi non effer ‘opus ad corpus in
curua confervandum.  Dum igitur corpus in canali
A'M moueri cogitur, neque eius nifus a vi norma-
li tollitur, hunc nifum re ipfi in canalem exerce-
bit, Quamobrem talis canalis tantam firmitatem
habcre debebit, vt hanc preflionem fuftinere queat,

Corollarium 6.

2%. Apparet igitur corpus motum fine vllo
celeritatis difpendio effectum edere poffe, qui fci~
licet confiftit in preflione definita.

Corollarium- 7.

28. Ex motu ergo folo preflio oriri poteft.
Quamobrem uti ex preflione feu a potentiis motus
generatur , ita quoque ex motu preffio, oriri pot-
eft, .

Scholion 2.

a9. Intelligitur hinc, quod iam fupra innui-

mus Libro primo, incertum effe, vtrum motus

potentiis debeatur, -an vero potentiae motui.

Videmus enim in mundo vtrumque potentias nem-
pe et motum exiftere ; vtrum igitur alterius fit
caufa, quaeftio eft tum ex ratione tum ex obfer-
vationibus decidenda. - Rationi quidem minime
confentaneum videtur corporibus conatns infitos
tribucre , multo minus potentias per fe exiftentes

ftatudre. Praeterea verois phaenomenorum cau-
Bz {as

e
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fas genninas;:dediﬁc cenfendus eft, qui omniz a'mo-
tu orta ;demonftrauerit. — Motum enim {emel ¢x-
iftente m perpetuo. conferuari debere clare often-
dimus fupra; hic vero, quemadmodum ex mota
potentiae oriantur expofuimus. . Quemadmodum
vero potentize fine motu vel, exiftere vel confer-
uari .queant, . concipi non; poteft. . Quamobrem
concludimus,.omnes, potentias ; quae in mundo
confpiciungur ;, a motu provenire; atque diligenti
fcrutatori incumbit inueftigare ex quonam, quo-
rumque corporum motu quaelibet porennam mun=
dlébfei*uath ortini furm’ habeat. -
i3k lwp ¢ INoq QBTG >
0. Cum dlﬁia}c intellectu fit, quomodo tas

lis effectus, presflo' fcilicet continua, a corpore mo-
t0; fifie vilo celetitatis difpendio, oriatur; “ope-
rde pfbtmm e‘nt in ‘huius rei caufam i mqulrerc. Vie
dﬂhﬁsli’duptdecédentc propofitione mbtum corpo-
ris in curua linea non abfolute aequabilem effe ,
fed ccleritatem refiera decrementum pati, dum
corpus pen fingula elementacirnae moneedr.. o ‘Haec
vero decrementa differentialibus fecundi gradus ae=
quinalent s vt etiam  infiniries repetita celeritatem
corporis infinite parum. tantum ‘minuere queant.
Huic dgitur infinite parno -celericatis decremento
preflionem adfcribi: debere iudico 3 in hacque fen-
tentia €0 magis confinmor , quod, quo muaius fir
hoc celeritatis decrementum, ¢o maior quoque

exiftat preffio.  Cum preflio in' M fit %%, hac~

e

que vi totum elementum Mm, dum percurritur
eri s 4 pres

= 1 ! y
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prematur, licebit huius prefionis effeGum in Mm

Rt 2vds

=ds exponere per <. Supra vero decremen-

tum celeritatis , dum corpus elementum Mm per-
2

P cds
currit, inuentum cft 2y 2°(12).  Quod autem ibi
erat ¢ hic nobis eft V o, ergo cum eflfet — de =

(ad

2 2
L N 3 S . LU A | i O
p 20 Crit =z ===y feu — dv = —; . Ha~
. 2 2
. . 4v ds .
bebitur ergo — 4vdv, = % ~2 — quadrato pref-

~fionis' quam’ fuftinet elementum M. 2

Corollarium §.

31. Quadratum preflionis ergo in Mm exer-
citac aequinalet decremento ipfius 2 2. Atque fi
hoc decrementum aequale foerit ipfi ds 2, tum pref-
fio acqualis eft vi graumitatisy €X quo comparatio
harum prefliopmm ‘cognofeitur.”

Corollarium 9.

2. His ergo.conceflis, iftud infinities infini-
te paruum ccleritatis decrementum fufficit ad pref-
fionem finitam producendam. Quamdiu enim i--
pfius v 2 decrementum homogeneum eft ipfids?,
preflio eft finita , fin vero id decrementum infini-
ties maius exifteret quam ds?, preflio quoque fo-
ret infinite magna. ;
DEFINITIO 2. L e

33. Preflio haec, quam corpus in linea curna
motum exercet in hanc lineam, vocatur vis cen-
trifiga ;o quod eius direcio a centro circuli ofcula 5
toris O tendit. Co-
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Corollarium 71,
34. Vis centrifiga ergo eft ad vim grauita-
tis, vt altitudo celeritati debita ad dimidium ra-
dium ofculi.

Corollarium 2.
35. Quando ergo corpus in linea curua moue-

ri cogitur, hanc curuam vi centrifuga premit , e-
tiamfi a nulla potentia follicitetur.
Scholion. -

36. Quando vero corpus a potentiis quoque
follicitatur, preffio quoque in canalem ab his poten-
tiis orietur , tumque canalis duplici ratione pre-
metur, partim nempe a potentiis partim a vi cen-
trifuga. Nunc igitur quid potentiae in corpus non
libere motum wvaleant, inueftigandum eft.

PROPOSITIO 3.

Theorema.
Yabuls 1, 3Y7. Si corpus, quod in canali A M mouetur
Fig. 3. follicitetur in M a potentia M N, cuius diretio norma-
lis eft in curuam AM, celeritas neque augebitur ne-
que minuetur: [fed tota potentia in premendo canali
confumetur.

Demonftratio.

Ex priore libro manifeftum eft potentiam, cu-
ius direcio in direionem motus fit normalis, ce-
leritatem neque augere neque minuere.  Quan-
quam hoc enim ibi de motu libero eft demonftra-
tum , hic tamen ecodem rigore locum habet, cum

PO~
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potentia normalis corpus neque in confequentia
neque in antecedentia trahat. In motu libero ve-
ro potentia normalis directionem corporis immu-
tat, quem effe@um hoc loco habere non poteft.
Hac igitur vi apprimetur corpus ad canalem, et
confequenter tanta: vi canalem premet in directio-
ne MN. Q. E. D. .4
Corollarium 1.

38. Direcio igitur talis vis normalis vel inci-

dit in directionem vis centrifugae vel ei direéte

eft contraria. Illo cafu auget vim centrifugam hoc
cafu minuit.

Corollarium 2.

39. Quia dire&io vis centrifugae in convexam
curuae partem incidit, eius effedtus augebitur, fi
normalis vis dire&io in eandem plagam incidit :
at fi normalis vis in concavam partem dirigitur
minuetur effectus.

Corollarium 3. :

40. Si vis normalis fuerit — N, et vis cen-
trifuga vt ante =%; premetur curua vel vi 2% 4.
N, fi hae vires fuerint confpirantes, vel vi 2" —
N fi fuerint contrariae.

Corollarium 4.

41. Si vis normalis fuerit aequalis et contra-
ria vi centrifigae , curua nullam preffionem fufti-
nebit ; feu corpus ex ea egredi non conabitur. Hoc
ergo cafu candem curuam corpus libere defcriberet;

id
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Fig. 3,
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id ‘quod 'perfpicuum quoqueé eft’ex vi normali, quae
tum ‘eft ¥ : hac enim’ efficitur, vt corpus acquabr—
hter in quacunquc curna libere moueatur.

 PROPOSITIO 4.

o7 BREEEEI e 15inoupsines

4.: S: ¢or pw quod in canalil A M mouetur'y. in

M follicitetur a potentiay cuius  directio fit fecundum

tangentem M.T; bujus effeltus in boc confifiet 5 vt ce-

leritatem. co po: is vel augeat, wel diminuat, eodem
modo 5 quo in motu libero.

Demonftratio.
Quia huius potentiae direéio eft ipfa camhs

tangens M T, canalis cffe@um huivs potentiae im-

pedire non poteft ;. neque, etiam in canalem haec
potentia yllum effe@um exerere poterit.  Quam-
obrem augeblt Imcc potentia vel diminuet , celes
ritatem corporis, prout eius dlrc&:e dlrcc’txom
corporis vel confplrans vel contraria f'ucnt, pror=
fus ac fi corpus libere moueretur.  Atque pofita
altitudine ‘celeritati in M debita =— v, "elemento
Mm=—ds, etvi MT=T, erit do —Tds, acce-
lerante porentia T: atretardante ea, ent dv = -
Pds. Q. E-D.

Corollarmm ¥

. In motu corporum igitur, fuper, hrq:n. da-
tis v1s normal:s preflionem tantum generat in eas;
vis tangentxahs vero celeritatem tantum aﬁ‘mt

Corollarium, 2. ,

ﬂ.. Cum vis refiftentiae cﬁc&um vis t.mgeﬂ-
tialis
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tialis retardantis praeftet, eodem quoque modo
aget in motum corporum fuper datis lineis , ac
in motum liberum. Si igitur practer vim tangen-
tialem accelerantem T affuerit refiftentia R, pro-
dibit ex ambabus coniun&im do — Tds~— R dys.

PROPOSITIO s,

Problema.

45. Si corpus [fuper linea data A M moucatur
in medio quocunque refiftente 5 et infuper follicitetur
a potentia abfoluta , cuius direitio fit MP; determi-
nare effeCtum tam potentiae abjolutae , quam refiffens
tiaey nec non prefionemy quam curua A M fuflinet.

Solutio.

Sit altitudo celeritati in M debita—wo, vis
refiftentiae — R, et vis abfoluta M P = P: cuius
direttio fit talis, vt fumto elemento M m — ds
fit perpendiculum mn ¢x m in M P demifflum —dx
et Mn—=dy=V(ds?*—dx?). Refoluatur poten~
tia P in has duas fecundum MN normalem in cur~
uam et M T tangentem trahentes, erit ob trian-

gula MPT et Mma fimilia, vis normalis MN fcu

PT :_—-‘3‘{-‘{-‘, et vis tangentialis MT—= %” celerita-

tem augens. Quia vero vis refiftentiac celerita-

tem minuit, augebitur celeritas tantum ab exceflu

'%Z—R, hanc&b rem ecrit dv—=Pdy — Rds (42),
x

Normalis vis 55 vero efficit, vt curua in M
tantundem prematur fecundum dire@&ionem MN, ad
convexam curuae partem fitam,  Quare cum Vis

centrifuga in eandem plagam vrgeat, quae eft
Tom. I1,

}

%\:;

Tabula T,
Fig, 4.
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deﬁgnlntc r radlum ofculi in My erit vis to-

t.111s ; qll.l curua in M fecundum M N premitur =
%‘Ef—k ~=. Vnde tum motus corporis fupér ¢cur-

i, tum curuae preflio in fingulis punctis innote-

‘ Corollar‘iu‘m I.

46. Ex his duabus formulis igitur accelera-
tionem et preflionem exprimentibus omnia dedu-
¢i poffunt, quae ad motum fuper lineis datis
pertinent, .
Scholion 1.

4*. Hic quidem vnicam potentiam abfolu-
tam pofuimns ; nihilominus tamen fatis ex eo in-
telligitur , quomodo plurium potentiarum effectus
fit. determinandus. . Scilicet quemadmodum in mo-
tu libero, fecimus , ita etiam hic fingulae potentiae
in binas normalem nempe et tangentialem funt re-
foluendae, ex quibus colligendis vna vis norma-
lis vnaque tangentialis oritur: quarum effe@us per
propofitiones 3. €t 4. determinari poterunt.

Scholion 2.

48. Ha&enus igitur fundamenta expofuimus,
ex quibus in fequentibus motum corporum f{uper
lineis datis determinare licebit.  Antequam au-
tem pro motw fuper f{uperficicbus datis fimilia
principia tradamus, expedit vt paucis oftenda~
mus , quo modo motus {uper linca data in effe-
&um deduci pofiit. Namque ope canalis, in quo
corpus contineatur, talis motus minime produck

PDU.‘.“
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poterit, propter fri&ionem aliaque obftacula, quie
tolli neutiquam. poflunt.  Commodifime autem
huinsmodi motus non liberi efficiuntur pendulo=
rum  Ope, Nti:primum a Hugenio faGum eft;
quimobrem hanc. pendulorum ad inftitutum no-
ftrum accommodationem fequenti propofitione ex-

pllC.lblIIllli.
. PROPOSITIO 6.,

Problema.

49 Ope pem\dx efficere wt corpus in dam li-

neq mouearur. ;.

Conftruétio.

~ Sit AMB curua propofitaiin qua cerpus
moueri-'debeat 3 “huius curnae conftruatur euolura

AOC, lamindque fecundum cius figuram incurne=~
rur et firmetur. “Tum filum huic laminae circum«
ducatur, quod altérorermino ad laminam fic affi-
Xum , altero wero termino in A annexum. ha-

beat corpus, ~mouendum, . Quando . ;gu:ur corpus,
moueri incipit, perfpncuum eft id incurua. AMB

moueri debere, quia. filum: dum a, la,mma fepara-,

w; hauc curgam euqlutmpc defcnbu. QE Fac;
«Corellarium. 1,

56. Hae® 1g1tur ratiode corpus in data cur-
na progreditdr, atque friG&ionibus non et obno-'

xinmi:D Qiraré eali motu icommodiffime per ex-
Perimenta cffici pqtdnnnn,\quae in theoria inue-
munt"{'.,a. ] eI 'hs et 'JI

oup 364 oITHCI4S 29! it Co-

-t
par’
-

Teab. T,
Fig.5.
=
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Fig, 6,

Fig, 5.
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Corollarium 2.
s1. Ex do&rina de euolutionibus intelligitur
fili partem MO a lamina feparatam, in curuam
AMB effe normalem ipfumque eius radium ofculi.
Corollarium 3.

2. Quo corpus in peripheria circuli AMB
moucatur , lamina incuruata non eft opus, fed
filum altero termino C tantummodo in centro
C peripheriae eft figendum.

Corollarium 4., -
53. Quia filum MO eft radius o('cul:, vis
centrifuga tota ad tendendum hoc filum impen-
detur. Quare hoc filum tum fatis roboris habere,
tum extenfioni obnoxium non eflfe debet.. Nifi
enim eandem perpetuo longitudinem conferuet,
curuam defideratam non defcribet.

Corollarium g,

54. Accedente potentia abloluta, habebitur
praeter vim centrifugam vis normalis, quae filum
quoque tendet, fi vi centrifugae - fuerit confpi-
rans. At fi contraria fuerit minuet tenfionem fi-
li, imo etiam fi maior fuerit, comprimet, quo
cafu euolutio nullius erit vfus. Nam cum filum
debeat efle flexile , compreflioni refiftere non
poterit , neque ideo impedire, quo minus cor=
pus 2 curua 'A'M B. verfus euolutam recedat.

. Scholom 1. s -
§.s Praetcr hanc difficultatem, ifta ‘curua-

rum ‘per cuolutiones gencratio hoc quoque la-
borat
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borat defe&u, quod linea reéa produci nequeat;
ad eam cnim generandam filam requireretur in-
finite longum. Simili modo haec euolutio ad
curuas accommodari non poteft, quae alicubi ra-
dium ofculi habent infinite magnum. Deinde e-
tiam neque cuspide neque flexu contrario praedi-
tae curuae hoc modo defcribi poffunt.  Quam-
obrem ita praxis locum tantum habet in curuis
vbique finitam curunaturam habentibus , ad quod
nddi debet , vt preflio curuae totalis nusquam
in curuae concauam partem dirigatur,
Scholion 2.

56. Hugenius, qui primus euolutionis do-
&rinam excoluit , ftatim eam ad hunc ipfum v-
fum adhibuit; vti ex eius egregio opere de ho-
rologio ofcillatorio apparet.  Cum enim inue-
niffet ofcillationes fuper cycloide omnes effe ifo-
chronas, motum fuper cycloide in horologia
inferre volebat, quod per pendulum intra cy-
cloides ofcillans effecit. Cum enim cycloidis e-
uoluta fit cyclois, hac ratione obtinuit, vt cor-
pus filo annexum in cycloide moucretur.

Scholion 3,

59. In hoc autem pendulorum motu maxi-
me notari conuenit, practer corpus motum fi-
lum quoque moueri debere, id quod ad inftitu-
tum huius libri, in quo de motu pun&i tantum
agetur, minime pertinet. Praeterea motus cor-
poris pendulo annexi non eft fibi parallelus, fed
circularis circa centrum fcilicet circuli curuam o-
fculantis, qui motus pariter hoc loco non attin-

3 gieur.
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gitur. Hoc igitur libro ‘motum pun&i duntaxat

fuper linea vel fuperficie data’ examini fubiicie-
mus , mentemque tam a mota ‘fili; quima mo«
tu circulari abftrahemus. = In fequentibus autem
motum pendulorum, vbi et motus fili et motus
circularis in computum ducetur, ad motum pun-
&i tantum reducemus, ita vt haec, quae hoc
libro ‘tra&abuntur, nihilominus in praxi vfum fint
habitura. Quamobrem, vt iam monuimus, pun-
Gum motu fibi femper parallelo fuper curua feu
fuperficie fine vlla fritione ferri eft concipien-

dum. :
“PROPOSITIO 7.
‘Theorema.

58. Si corpus a nullis potentiis [ollicitatum me-
ueatur in wacuo [ew medio non refiflente fuper fuper-
Jicie quacunque ABC: motu fereiur oniformi ani-
mum ab omni friftione abftrabends. '

Demonftratio.

Cum  corpus fuper linea data motum im-
preflum continuare queat, multo magis fuper fu-
perficie data moueri poterit, eo quod eivs li-
bertas minus eft reftrica. Sit igitur D M li-
nea, in qua corpus progreditur; haec erit vel
recta vel curua, Si ifta linea fuerit re®a dubium
non eft, quin corpus motu aequabili fic progref-
furum. Sin gutem fuerit curua, quae aequatione
exprimi poteft, duo quaeque eius elementa con=
tigua vel proxime in direGum erunt fita, vel

' sn_}

]

S ————

g—



é

DE MOTV NON LIBERQ IN GENERE.2y

angulum infinite acutum conftituent, quod in cu-
{pidibus accidit.  Illo ecafu fupra demonfiratum
cft corpus nullum motus decrementum pati(12).
In cufpidibus ‘vero corpus quidem omnem mo-
tum amittet, nifi foerir elafticum. Quamobrem
fi motus tantum fiat in curua vel parte euruae
cufpidibus carente motus corporis erit aequabi-
lis.. . Qv EiuD.
Corollarium .

59. Patietur quidem corpus celeritatis de-
crementum, quoties direionem mutare cogitur,
hoc vero differentiali fecundi gradus. aequinalet ,
ideoque, etiamfi integretur, decrementum ta-
men infinite parwum producit. -

Corollarium 2.
6o. Si f(cilicet corporis celeritas fuerit ¢ et
radius ofculi MO ==, erit decrementum cele-
ritatis, dum corpus clementum ds percurrit =

2
SpR).
2rs

Scholiort.
61. Demonftratio. huius propofitionis pror-
fus congruit cum demonftratione primae propo-
fitionis, neque aliud eft difcrimen, nifi quod
corpus illo cafu in data linea moueri cogatur,
hoc vero cafu fuper fuperficie data viae quae-
rendae habeat libertatem.  Quamobrem omnes
annotationes, quae circa primam propofitionem
funt facae hic quoque valent. Videbimus €rgo,
quam-
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quamnam viam, corpus in fuperficie quacunque
motum percurrere debeat.

PROPOSITIO §.

Theorema.
Tabula I1, 62. Via D Mm, quam corpus [uper [uperficie
Figo 1o guacunque ABC motum defcribit , eft linea breuiffi-
ma, quae inter terminos D et M duci potefty fi
Jeilicet corpus in wacuo moueatur, et a nullis potens
tiis follicitetur.
Demonftratio.

Defcripferit corpus iam curuam DM; mani-
feftum eft corpus ex M in tangente Mn efle
progreflurum, nifi- in fuperficiew perfcuerare coge=
retur. - Quia igitur motus per Mz fieri non pot-
eft, refoluaturisin duos laterales, quorum alter
in ipfa fuperficie fit difpofitus, alterius vero di-
rectio in fuperficiem fit perpedicularis, atque i-
deo penitus non in cffe@um deduci pofiit. Hanc
ob rem ex #z in fuperficiem demittatur perpen-
diculum nm, erit rea M m elementum, in quo
corpus ex M progredietur. Planum ergo n Mm,
in quo pofita funt et elementum mM, etid quod
a corpore immediate ante eft defcriptum, erit
normale in fuperficiem. At linea breuviflima in
quauis fuperficic du&a hanc habet proprietatem,
vt planum, in quo pofita funt duo quaeque ele-
menta contigua, fic in fuperficiem normale.
Quamobrem linea D Mm, quae a corpore defcri-
bitur, eft linea breuiffima in fuperficie ABC. Q.E.D.

Co-

.
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- Corollarium 1,

63. Siergo ex punéto A, in quo motus in-
cipit, linea breuiffima in fuperficic ABC fecun-
dum directionem motus ducatur, habebitur via,
qua corpus motu vniformi mouebitur.

Corollarium 2.

64. Quia filum tenfum in fuperficie lineam
breuvifimam defignat, oftendet filum tenfum fi-
mul viam, in qua corpus fuper ea fuperficie
mouetur.

Corollarium 3.

6s5. Siigitur fuperficies propofita fuerit pla=
na, corpus lineam reétam defcribet, quia haec
in plano eft linea breuviflima. Atque in fuperfi-

cic f{phaerica corpus in circulo maximo mecuc-
bitur. -

Corollarium 4.

66. Quia planum, in quo pofita funt due
curuac D Mm elementa contigua, normale eft in
fuperficiem , radius ofculi curuae vero in eodem
plano fit pofitus et in curuam normalis; erit ra-
dius ofculi curuae defcriptac MO normalis in fu-

perficiem.
Scholion.

67. Quemadmodum in quauis fuperficie linea
breuifima fit inucnienda a me primum oftenfum
eft in Tomo 1II. Comment. Acad. Imp. Petrop.
Cum autem ibi ex alio principio lineam breuiffi-

Tom. I1. D mam
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Fig. 2,
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mam determinauerim, atque haec materia elgmen-
tis nondum fit inferta , fequenti propofitione li-
neam hanc brenifimam fen eam, quac a corpo-
re defcribitur , determinare conftitui.

PROPOSITIO
Problema

68. In fuperficie quacunque determinare lineam ,
quam corpus a nullis potentirs follicitatum, quad Juper
ea mouetur , defcribit.

Solutio.

Ad naturam fuperficiei propofitae exprimen-
dam fumatur pro arbitrio planum A P Q fixum in
eoque reta AP pro axe. Tum ex quouis fuper-
ficiei pun&o M demittatur in hoc planum per-
pendichlum MQ, et ex Q in axem AP perpendi-
cularis QP.  Pofitis nunc AP=x,PQ =, et
Q_M:z, natura {uperficiei dabitur per aequatio=

nem inter has tres vanabnlcb x, y etz et conftan-

tes.  Sit huius acquationis dlfft:l‘Cl‘ltl.lll‘- dz=Pdx
—+ Qdy, ex_qua linea breuiffima in hac fuperficie
feu linea , quam corpus defcribit , decerminari de-
bet. Haec linea vero ex hoc determinatur, quod
eius radius ofculi in lplam fuperficiei normalem in-
cidar. Quamobrem primo normalem fuperficiei,
et deinde cuiusque in ea dudtae curuac -radidbm o-
fculi déterminubimus 3 quo poftmodum ex coinéi-
dentia haram linearum natura lmcae quacfitae pof-

fit conclud:.
Ad
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Ad pormalem in f{uperficiem inueniendam fe-
cetur primo fuperficics plano M QB, exiftente BQ
recta in plano APQ parallela axi AP, prodeat-
que ex hac fectione curuva BM; cuius natura ex-
primetur hac aequatione dz = Pdx, qua€ ex lo-
cali pro fuperficic dx = Pdw -+ Qdy oritur, po- ~
fita v conftante feu dy = 0. Ducatur ad hanc cur-
vam BM normalis ME re&ae BQ produae in E

occurrens, erit fubnormalis QE=%%* — Pz. Du-
&a nunc EN perpendiculari ad BE, quaevis re-
&Ga MN a M ad NE du@a normalis erit in cur-
uam BM. Simili modo fuperficies fecetur plano
PQM prodeatque fectio CM, cuius natura expri-
meturaequatione inter g et ¥ manente ¥ conftan-
te, quae erit dg == Qdy. Sit MF normalis in hanc
curnam erit fubnormalis QF:':—dj:—Qz, figno
negatino vtor, quia fubnormalem QF verfus P ca-
dere pono. Du&a nunc re@&a FN parallela axi
AP, quaeuis recta ex M ad FN ducta normalis e-
rit in curuam C M. Reéta M'N ergo, quae in
punéum interfe@ionis N re&arum FN et EN ca-
dit, perpendicularis in vtramque curuam BM et
CM, et hanc ob rem perpendicularis erit.in fu-
perficiem, Locus ergo normalis inuenitur {fumen-
do AH=x ~- P2z, et HN =~ Qz—y.

Ad determinandam vero radi ofculi cuiusuis
curuae in fuperficie data ductae pofitionem fint
duo curuae elementa Mm et mpu, quibus refpon-
deant in plano APQ elementa Qg, 72, atque in
axe AP affumto elementa Pp, pm, quae fint ac'qllu.g-

15 88 1a,

Tahulall,
Fig, 2+
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lia. Erit ergo Pp=pm=dx; pg=y =dy; e
=y 2dy - ddy; Qe ="V (dw2—-dy*); q¢
::V(d.t‘i—]—djﬂ—l—ﬁ%f;; qgm=2z —+dz; ep
—2+ 2dz—+ddzy, Mm="Y (dx:-}-dy>—dz=),ct

Shddokiodimidd
” ::V(d:ca—}-d_yz-i—dzs)-—{—mei_’jyfq_d:a,-

Producantur Qg et Mm vtrinque, quarum illa ipfi
me in 7, haec vero ipfi 7 normali in planum A
PQin n occurrat; eritque ob Pp —pmw, ¢r=—=Qgq
etmn=—Mm, atque 7r—) 424y, acrn =z -
edz lam ad elementum Mm ducatur in plano
Qm normalis m S occurrens ipfi Qg produdae in

. —(gm-QM)OM ___ __ =zdz :
S, erit QS — od = Vaxiay ) Dudta iam

SR in plano APQ perpendiculari ad QS, omnes
reGtae ex m ad SR dudae normales erunt ad ele-
mentum M . In his igitur normalibus erit ra-
dius ofculi curuac Mmpn. Ea vero harum norma-
lium congruet cum radio ofculi, quacin eo fita e-
rit plano , in quo pofita funt clementa Mm etmp.
Quamobrem hoc planum determinari oportet. In
hoc vero plano funt elementa mz et np., ambo i-
taque usque ad planum APQ produéta dabunt in-
terfeionem illius plani cum plano APQ. At am
vel mM occurrit plano APQ in T, vbi cum cle-
mento Qg producto concurrit.  Eft igitur Q T =

WJ- Ipfi np parallela MV in plano mnp
erit fita, haec vero MV in planum APQ incidet
in V, dabiturque QV ex analogia hac (rn — pp):

re
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re= QM: QVj erit itaqie QV = 3422  Hanc
ob rem re®a TV produta erig  interfeéio.. plani
mmp cum plano APQ ;5 quare red ME, quaein
concurfum rearum SR & TV eft du&q, erit fi-
mul normalis in M m ct pefita in plano nmp. ; e-

rltquc propterea MR pofitio radii ofculi curuae

in M. Ex his pun&um R hoc modo determina-
bitur; erit, du@a R X perpendicnlari in AP pro-

duftam, AX —-taxzréyd;fdddy:‘a?dd:d?' + X atque
XR = z(?t:;?qf%%zdi:waﬁddgzydd;yMZJ =t i Q“O igi-
tur normalis in {uperficiem MN in radii ofculi cur
uae directionem incidat, debet effe AH=— AX et
XR=HN; vnde erit P (dx?~4-dy*)ddz—Pd
ydzddy —dxdyddy+-dxdz ddz et—Q (dx® +-
dy?)ddz + Qdydzddy — dx*ddy - dz*ddy—
dzdyddz. Que quidemaequationesinter fe congruunt,
fiet enim ex iis coniun@tim Pdx - Qdy —=dz,
quae cft ipfa aequatio' naturam fuperficiei expo-
nens. Harum igitur aequationum alterutra cum
hac dz— Pdx -+ Qdy couniun&a dabit curuam a
corpore in propofita fuperficie percurfam, Q.EL

Corollarium T.

96. Eritigitur pro linea in fuperﬁc:e propo-
fita dcﬂrlpta ddz: dd_}’_HPdJ*dz—l- dx dy* Pdx®
~-Pdy?—dxdz At quin‘eft’'dz— Pdx - Qdy
eritddg: ddy — Pdz —+-dx: Pd_y — Qdx, feu
Pdyddz — Qdxddz= Pdz ddy 4 dxddy. -

D 3 Co-

Tabula 17,
Fig.2. & 3



Tabula III,
Fig, 1.
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Corollarium 2.
vo. Si affumatur altera dequatio et vtrinque
fubtrahntnr'Qd'“*dd* Ldy2-ddy habebitur~ Q (dx®
H-dyr2dz?y ddx 3-Q dydzddy 4= dy? ddy
— (dx? - dy? -+ dz*) ddy - Qdz*ddk =

ddy 4-Qdd
dzdydd 2., Vnde ghabeslly SEeEeni,
dzdd . . _
4240 07 595 Quaeseft Jilla ipfa aequatio

quam pro lined breuviffima in quacunque fuperficie
dedi in Comm. Acad. Petr. Tom. 1L

Schohon I.

Vt in hoe cafu quo corpus a nulla po-
tcntm r()lllCIt.llllll.‘, dire&io radii ofculi cum nor-
mali in fuperficiem congruere debet, ita in aliis
cafibus, quando corpus follicitatur a’ potentiis, hae
lineae datum angulum, conftituere debent.  Quam-
obrem ad hunc angulum gencralltcr inueniendum
fit MN normalis in fuperficiem , et MR dire&io
radii ofculiy erit, vt iam vel pofuimus vel inue-
nimus, PQ =y o AMos REREH — N P2

¥ 5 e z,dx{dde_y—kdzddz
Qb""' _Qz PX=Ruwr= (dxTq-dy?) ddz— dyd zday

Y ddy 4 2d% (dzddy = —dyddz)
Qr = (&Fdy")ddz — dydzddy Duéta

NR ex N in MR demittatur perpendiculum N O,

L] 2 2
. . MR —4-MN?~—NR®__  MQ?+4-Rx, N b0 x.0b
crit MO a"ua_r___"'"—- MR et

RMN — M .+.n;- Nbh 4= Qx. Qb) l
#(MQ,‘

L.
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WMQ? (Q2—Qb)*4-MQ* R % — Nb?) - (Rx. Qb— Qx. Nb ot (g

MK
Anguli vero RMN tangens eft = 35/ pofito fi-
nu toto — 1.  Subftitutis autem fupra aflumeis

fymbolis et in fubfidium vocata aequatione dz =
Pdx~-Qdy prodibit tangens anguli NMR =

ddy (dx—+~Pdz }—ddz (Pdy—Qdx) g
(ddx —Qddy] V (dx* == dy *dz?) Hoc ergo: angulo eua-

mhmemd&‘@ufﬁ+de@—tht
fupra (69). ' bt R4~ xh

‘Scholion 2.

2. Ipfa vero radii ofculi IODEltUdO ‘MO
inuenitur ex angul #mp ope huius ‘analogiae vt
finus anguli #mp ad finum ‘totum ita Mm ad

MO. Eft veronp = V(tldy —l—ddz) et mn—

— —dyddy —dzddz
M N gyt o a5 16180 perpendlculum ex

) W& dayedetddy’ 4-dx da s’y
noan . pmdl.j.é'tum__.,__. - Y (d;‘s_kdg 4 dz?)

dy?dda? —2dydzddyddz) . Quare hoc perpendiculum
et ad V(dx *—dy>—+-dz?) ne V(dx *wdy?—-dz?)
ad MO, vnda - prodit , radins ofculi MO =

V[d;f%ﬁz%:ﬁr_i[dyddz—dza’dy)!) . 'Hoc aufem I'le
dio  ofculi. opus erit in fequente pr0pof't,lone y
in  qua prcﬁig&ncu;l quam corpus in 'l’uperﬁmem
exercet , mueﬁ:g,}h;mus. N

OIROMISIY L THioisb
A

w . mmagamsls 99q Ir A

: . ._' : asixdroqul o f-:’.;.v,-;:-;:;'rsch'o;

Tabula II,
Flgc 30
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Fig. 5.
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Scholion 3.

»3. Exhac generali. radii ofculi expreflione
orictur ea pro radio ofculi lmeae bremﬂxmac,ﬁ

Pdz-4-dz)
conjungatur cum hac ncqumonc P r— ;__Z*_‘f et

locali dga=—Pdx -+-Qa{y Prodibitautem radius ofculi =

(dx +dy teds’) (Pdy—Qdx) (d:: -Hb' 4-dz) v Q” -+-|)
d:ddyq({?"+l.‘_’+ 1) ddz—Qddy

(dx -+-dy —+-dz WP +Q+l) . f .
3P - dady Atque haec cxpreqxo

dat radium ofculi curuae in fuperficie propofita
defcriptae a corpore (a. nullis. potentiis follici-

tato. o | e _
| PROPOSITIO 10.
" Theorema,

w4 Prefio, quam corpus in fuperficie motum
et a nullis potentiis [ollicitatum in ipfam [fuperficiem
exercet, fit moimaliter in-eam werfus eius convevita-
tem, ct Je babet ad wim grawitatis, ot altitudo oo
levitati corporis debita, ad dimidium radii ofculi cur-
vaza vorpore dqﬁ.: iptae.
| Demonttratio.
. Sit DMm curua in fuperficie ABC a cor-
pore defcripta; altitudo celeritati corporis debi-
ta=—¥v; et radius ofculi curnae MO —7. Quia
'corpl':‘s‘cx M, filibere mouerl poffet, progre-
deretur in elemento Mn;  fuperficies vero effi-
cit, vt per elementum Mm incedat ; exiftente
nm' perpendiculo in fuperficiem; fuperficies a cor-
pore
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pore fecundum dire@ionem nm premetur, tants
vi, quanta opus cft ad corpus ex direcione Mn
in dire&ionem M m pertrahendum. Hoc vero
praeftatur a Vi 3,;‘-' normaliter in fuperficiem feu
fecundum dire&ionem radii ofculi MO agente.
Quamobrem preflio corporis in fuperficiem erit
normalis, quippe agens fecundum mz et aequalis

2%, exiftente vi grauitatis corporis = 1. Q.E.D.

Corollarium 1.

=s5. Haec eft igitur vis centrifiga, quam
corpus in fuperficiem fimili modo exercet, quo
in lineam datam, in qua moueri cogitur.

Scholion 1.

v6. Preflio in fuperficiem neceflario debet
effe normalis. Nam nifi effet normalis refolvi
poffet in duas, quarum altera effet normalis;
altera in ipfa fuperficie pofita. Harum vero nor-
malis tantum ad premendam fuperficiem impen-
ditur, dum altera ipfum corporis motum immu-
taret. :

Corollarium 2.

w4. Longitudinem radii ofculi » lincae,
quam corpus a nullis potentiis follicitatum fuper
propofita fuperficie defcribit,inuenimus (73). Eaigi-

e . o ¢ —Qd
turafflumtaerit vis centrifuga = L:’_ff:_:g_,_%zf;%pm-a;g
— 2v(dPdx4-d0.dY) ¢

= (dx?-dyq-dz?) v (PP4-Q}+ 1)°

Tom. II. E Scho-
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Scholion 2.

28. De hac vi centrifiga in fuperficiem ex-
ercita eadem locum habent, quae fupra de vi
centrifiga in datam curuam funt annotata, vid,
PlOp 2. cum annexis Coroll. et Schol.  Linea
enim breuiflima, quam corpus fuper fuperficie
percurrit, inftar camalis confiderari poteft, in
quo corpus moueatur; atque tum de motu ia
hoc canali omnia valent, quae fupra de motu fu-
per data linea, nullis ‘agentibus potentiis, funt

allaca.
PROPOSITIO 11.

* Problema.

29. Determindre :: effeCtum cuiusuis potentiae ,
quem exerit. in corpus fuper data [uperficie motum
tam. in wacuo quam in medio refiftente.

4 o Solutio. v

- Quaecunque fit directio potentiae follicitantis
corpus, ea refolvi poteft in tres potentias laterales,
quarum primae, quam vocabimus M, diretio nors
malis in fuperficiem: (ecundae,quam per N defignas
bimus dire&io normalis tam in dire@ionem motus
corporis quam in dire&tionem potentiae M, cuius
igitur directio crit in plano tangente fuperficiem ,
Tertiae potentiac T appellatae diredio congruat
cum dire&tione motus, quae igitur erit vis tam-
gentialis;  priores vero erunt wvires normales
Qi.l nunc harum triom virinm  directiones funt
mcur fe normales , nullius effetus a reliquis per-
turbari
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turbari poterit. . Quare quem effe@um quaeque
producat, inueftigabimus, . .

Prima potentia M, cuins d:rcﬁlo in fuperﬁ-
ciem eft normalis, nullum habebit effe@um in
immutando corporis motu; fed tota impende-
tur in preffionem fuperficiei. Augebit igitur vel
" diminuet preflionem a vi centrifuga ortam, pro-
vt eius direio in plagam conuexae partis fu-
perficiei incidit, vel in plagam partis concavae.
Incidat ea in partem interiorem erit totalis pref-
fio in fuperficiem verfus parres exteriores —

a2 ( dex+d -d Qdy) . o
it ramvir e (77). - Frefiio enim

a vi centrifuga orta minnetur hoc cafu poten-
tia M.

Secunda potentia' N, quia eius dire&io in
ipfa fuperficie eft pofita, et normalis in dire-
&ionem corporis, corporis dire@ionem tantum
immutabit celeritatem neque augendo neque mi-
nuendo. Haec vis igitur corpus a linea breuiffi
ma deducet, facietque vt non ramplius’in plano
ad fuperficiem normali moueatur : huius igitur
plani, in quo corpus mouebitur , inclinationem
ad planum lineae breuifimae normale in fuper-
ficiem inueftigari. oportet. . Huius wvero inclinae
tionis angulo aequalis eft angulus, quem radius
ofculi- lineae defcriptae, cum pormali in curuam
conftituit; quemque ante generaliter determina-
vimus (71). Poftquam corpus elementum M ce-
lericate altitudini v debita deferipfit progredere-

E-a tur,
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tur, nifi a vi N follicitaretur per elementum in
y, ita vt Mm et my eflfent duo eclementa lineae
breuiffimae , ‘et pofita in plano ad fuperficiem
normali , erit dire&io vis N normalis in planum
chartae, fit ea ym; corpus igitur hac via plano
chartae furfum reducetur, fi quidem ponamus
hanc vim N furfum effe diretam hac elemento-
rim pofitione vt in figura repraefentatur. Effi-
ciat ergo haec vis, vt corpus per elementum m
i moueatur , anguloque ymp a direétione my
deflectat. Huic angulo refpondet radius ofculiz=

3 ] .
P~ Quare cum vis N hunc angulum generet,

celeritasque curuae debita fir altitudini v, erit
ex effe®u virium normalium N = %% ideoque
pv-::"'z":,". Quo nunc inclinatio plani Mm .,
in quo corpus acu mouebitur, ad planum My,
quod in fuperficiem eft normale, inveniatur, de-
mittatur ex v in elementum M productum per-
pendiculum vz; erit gz quoque in m7 perpendi-
culare, ideoque angulus mny erit angulus incli-
nationis plani wm M ad planum ymM; atque cum
pv fit normalis ad yz; huius anguli tangens erit
=& — BT At nv determinatur ex inclina-
tione elementorum Mm et my feu radio ofculi
lineae breuiffimae, cuius M= et my funt ele-

. . . . . z
menta.  Sit hic radius ofculi rj erit - = »,

Nr ety

ideoque tangens anguli wny = 3o
W (da?4-dy* 4-dz?) y(P? 4-Q? 4-)) :
, fubftituto loco r

— e ———
valore

2vdPdx—+dQdy)
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valore inuento (73.)- Huic vero angulo acqua-
lis et angulus, quem radius ofculi elementorum
Mu, mp a corpore a&u defcriptorum conftituit
cum radio ofculi elementorum Mm, my fen cum
normali in fuperficiem. Huius autem anguli tan-
gentem fupra invenimus (71).  Quare fada ae-

{s . ddy (dx4-Pdz) — ddz (Pdy—Qdx) ___
quatione habebimus e guiyy yidairdyiadz?) . —

N (dz*4-dy?-dz? P2 2 4 .
: 't?fv]‘;mx)_,,ﬁ@;;o‘f*”, qua _acquauone cffe&tus

potentiae N determinatur.. Seu cum fit ddz —
Qddy = dPdx -+ dQdy habcbitur, ifta acquatio
ddy (dx—+Pdz)— ddz (Pdy QIX) s

: 2
N (dx?-dy4=2d2?) 3y(P?4-Q%4-1)
2v &

Tertia potentia T, quia in dire@ione cor-
poris eft pofita, celeritatem tantum vel auget
vel diminuitc. Ponamus eam effe accelerantem,
exprimetur eius effetus hac aequatione dv—=T
V(dx®~ dy’+4-dz’). Atque fi motus in medio
fiat refiftente refiftentiaque fit — R, minuenda
tantum eft vis tangentialis T refiftentia R, Quam-
obrem habebitur dv = (T—=R)V({@x’+dy’+
dz*). Q. E. I ;

Corollarium 1.

80. Ex duabus igitur aequationibus, quarum
altera o altera dv determinat, +vna conflatur
v non amplius continens, quae cum locali pro
fuperficie d z — Pdx -+ Qdy coniun&a deter-

E 3 : mi-
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minat curuam , “quam: corpus fuper propoﬁta (it~
perficie - defcribit. : .

Scholion 1. |

. De potentia N bene eft attcndcndum

in qmm plagam tendat, h.e. an addextramanad

finiftram regionem corporis moti' vergat?  Pro

hac enim- differentia tangens . anguli w7y yel af-

firmativa vel negativa eft accipienda, De hog

vero non erimus hic folliciti , fed vlteriorem

huius rei  disquifitionem ‘in caput vlnmum huius
libri  differemus.’”

~Scholion * 2.

§2. Ad fequens igitur caput fecundum pro-
gredimur , in quo motum corporis fuper data
linea in vacuo examinabimus, Capite tertio ve-
ro motus iupel data ‘linea in ‘medio rcﬁﬁcnte
inueftigabimus. Quu‘to demque capite motum
fuper data fuperficie tam in vacuo quam in me-
dio refiftente fcrutabnmur.
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CAPUT SECUNDUM.

DE MOTU PUNCTL SUPER DATA LINEA
IN VACUO.

“PROPOSITIO 13,
P1 oblema.

Hi1ing: 83' %
Ollicitetur - corpm, quod [uper  curua AM mio= Tabula 110,
vetur , vbique a potentia. MF cuius direétio. %3
Jit parallela axi AP; determinare celeritatem
Corporis in_fingulis punctis , atque tempus, quo
curuae quacuis portio defcrivitur , nec non preffio-
nem, quam curua in_fingulis punctis’ patitur. :

Solutio.

Defcripferit corpus iam arcum AM, ﬁtque
- cius celeritas in ‘A debita_altitudini b, atque ce-
leritas in M dcbxta ' almud’m; 0, . “Pofitjs w
nunc AP= r; PM = j, ‘et arcu AM=1; re-
foluatur potentia MF, que fit pin literales nor-
malem fcilicet MN et tangentialem MT; erit
ds: dx —=MF: MT et ds;dy— MF:MN. Hinc

igitur prodibit vis tangenmhé MT — 2= et vis

normalis — %2. Perfpicoum  hic 'eft vim tan-
gentialem celerltqtem corporis minuere, erit er-
80 dv ——pdx(42.) atque v =C~ [pdx. Sum-
to autem integrali fpdx ita, vt evanc(’cat pofi-
to x—o, erit v=5h — [pdx; ‘ex ‘qud dequatio=

ne
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ne corporis celeritas in fingulis pun&is cogno-
fcitur. Ex eadem aequatione innotefcit quoque
tempus , quo arcus A M abfoluitur, pofito enim
tempore ¢ erit t__f“b_‘fip 5+ Vis normalis
MN = 22 tota impenditur « in curuae preffio-
nem fecundum MN (39). augeblt ergo preflio-
nem a vi centrifuiga ortam, quia MN in oppo-
fitam radii ofculi M O plagam cadit. Quare cum
pofito radio ofculi NO =7 vis centrifuga fit =
% (do). Erit toralis preflio in curnam iuxta MN
__%24_2 7y QL E.L
Corollarium 7.

54 Celeritas in M igitur tanta eft, qunnta
foret in P, fi corpus eadem celeritate initiali V'
per AP cadem in fingulis altitudinibus potentia
2 follicitatum afcendiffet.

Corollarium 2.
85. Celeritas igitur non pendet a natura
 curuae, fed tantum ab altitudine, quam corpus
percurrit. Si nimirum altitudinis elementum fue-
rit dx erit dv —-pdx vel dv=pdx prout cor-
pus vel afcendit vel defcendit.
Corollarium 3.

86. Cum fit v—b-[pdx, fi famatur abfeif-
fa x tanta uti AC, pro qua fit [pdx =¥, erit
corporis in illa altitudine B celeritas—o. Cor-
pus igitur in B vsque afcendit, ibique quiefcer,
continuo vero ex B defcendet per BMA.

Co-
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Corollarium 4.

84. Si afcenfus per AMB cum afcenfu re-
&ilineo per, APC comparetur, erit tempus per
elementum M ad tempus per Pp, vt Mm ad
Pp i.e. vt ds ad dx.

Corollarium g3,

88. Quare fi lineca AMB fucrit refta, ob
rationem Mwm ad Pp conftantem , erit tempus
per AM ad tempus per AP in conftanti ratio-
ne nempe ea, quam habet finus totus ad cofi-
num anguli A, feu quam habet longitudo AB ad
AC.

Corollarium 6.
89. Pofito elemento Pp conftante eft radius

ofculi r = ;—%ﬁl, ideoque vis centrifuga = —

aviady — =2Ub=fpdxldxddy - Quare preflio totalis
. 245 e dd

erit = pdstdy—2 (b ‘{;;dxﬁ dxddy.

Scholion T.

90. Quemadmodum in hoc problemate ex
datis 'curua’ et potentia follicitante inuenta funt,
celeritas in fingulis puné&is, tempus per qucmws
arcum, et preflio in fingula curvae pun&a: ira
ex harum quinque rerum duabus quibusque da-
tis , reliquae tres poflfunt inueniri. Ex quo de-
cem nafcentur problemata, quae. omnia folutio=
nem ex huius problematis folutione habebunt.

Tom. 1I F Scho-
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-Scholion 2,

or. Similiter habebuntur decem huiusmodi
quaeftiones ; fi directiones potentiae follicitantis
non: fuerint parallelae, fed vel conuergentes ad
centrum virium, vel alio modo determinatas
dircétiones habentes.. At fi etiam dire&io inter
quaefita ponatur tunc ob fex res in computum
ducendps, ex ternis quibusque, rcliquae tres in-
uenientur 3 hincque viginti orientur problemata.

Scholion 3,

92. Orientur porro problemata indetermi-
nata, vt fi loco temporis per quamuis curvae
portionem -tantum integrum tempus per cAMB
daretur , tum enim infinitae folutiones locum
haberent.  Praeterea fi plures defcenfus vel afcen-
fus integri confiderentur fuper eiusdem curuae variis
partibus, corumque ratio detur,numerusquaeftionum
multo magis augebitur, ~ Ad hoc genus pertinet
quacftio de inuenienda curua, fuper qua omnes
defcenfus ad datum pun&um fiant eodem tem-
pore, quas tanquamdifficillimas vitimo pertractabi-
mus. Nunc autem primum curuam. et poten-
tiam follicitantem tanquam datas accipiemus  eg
problemata eo pertinentia foluemus.  Deinceps
vero ex aliis datis, quemadmodum reliqua ﬁn:
ipucndenda , monftrabimus.

PRO-
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PROPOSITIO i3.

Problema.
1. on.'Si potentin follicitans fuerit eniformis et
whique deorfum tendat drtermimzre:deﬁenjum cor~
poris fuper data curue AM in A ex quiete incipi-

entem , atque preﬂ‘ lonem , quam curua , in ingulis
punfh.f M fuﬁmet

Solutio.

77 Pufta verticali AP feu  parallela dire®ioni-
bus potentine MF, atque ‘applicata’ ‘reétangula
MP, fit AP—=x ;iPM=y, cutha AM=s. Po-
natur potentin MF —g, exiftente vi grauuana_._
‘1, et celeritas in M debita altitudini v. ~His po-

fitis erit vis normalis :%,‘z et yis' tangentlahs

— &2 (41.). Quia hoc cafu vis tangentialis acce-
Icrat, erit dv==gdx, et v ——gx, ob celeritatem
in A=o. Deinde quia radius. ol!cuh in MO dire-

—=ds?
Qus eft _m,diﬁﬁto .da conftante, erit vis
Centrifiga = Y, cuivs dire@io eft MN.
Secundum eandem plagam vero premit vis nor-
‘malis 7, Quare tota preffio, quam curua in
:M fuftinet fecundum MN eft :%ﬂ—wé

disk i

e 2EEE08Y o o = ga.  Tempus vero quo
corpus arcum A M percurrit eft — f}é;. QE.L

F 2 Co-

Tabula 1IN
Fig: ¢+
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: Corollarium 1.

94. Celeritas igitur in M tantum ab altitu-
dine AP, per quam defcendit, pendet, atque tan-
ta e¢ft , quantam idem corpus ex AP delapium et
ab cadem porentia g follicitatum acquirit.

Corollarium 2.

95. In quacunque igitur curua corpus a po-
tentia vniformi .g follicitatum ex quiete defcen-
dat, celeritates erunt radicibus quadratis ex alti-
tudinibus, percur{is proportionales, eft enim ce-
Jderitas; vt Vo i.e. vt Vgu.

Corollarium 3.

96. Tempus quo primum elementum Ag

=1 d i
percurritur, eft /35 cuanefcente x.  Si igitur

angulus PAa fuerit re&o minor fen s=nux, erit
tempus per Az infinite paruum, ideoque tempus
AM finitum, nifi curua vel afcendat inter A et
M, fupra A vel in infinitum progrediatur. At
fi angulus PAz fuerit re&us, critipfo punéto A,
s®=—aux, exiftente » numero vnitate maiore , 1i-

n 2—n
deoque Vgxr — s VB, et [ =55 V.
Quare fin fuerit binario minor, tempus per A« crit
infinite paruum, et tempus per AM finitum. At
fin—= =2 vel >2 tempus per primum elementum
Aa [erit infinite magnum , feu corpus ex A nun-

quam egredietur.

Co-

y
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Corollarium 4, |

9%. Quoties autem # < 2, toties radius ofcu-
i in A eft infinite paruus.  Quare in cafu quo tan-
gens curnae in A ad AP eft normalis, corpus non
defcendet, nifi  radius oftuli in A fuerit infinite
paruus. o 3 ,
Scholion 1.

.98.:Ex €0, quod primum elementum tem-=
pore infinite paruo percurritur , reéte concludi-
tur tempus per arcum AM effe finitum, cum enim
corpus motu accelerato per AM defcendat, multo
celerius fequentia elementa defcribentur, et hancob
rem tempus debebit effe finitum, Exemplis au-
tem f{equentibus omnia illuftrabuntur.

Exemplum TI. |
99. Sit linea AM re&a vtcunque inclinata
ad verticalem AP, atque cofinus ang. A— n, erig

x—ns. Tempus ergo, quo corpus per AM de-

2"5' SYVAN __2AM
fcendit , erit _.j}g,;, = ygu— “ygn_ — Yp.AP' Seu

tempus per lineam vtcunque inclinatam eft dire-
&e, vtradix ex ipfa linea et inverfe, vt radix ex
cofinu anguli inclinationis MAP. Vis centrifugaerit

autem = o , quare linea AM tantum 3 vi normali
PM

premitur , quae eft =gV (x—n"y, =55
Corollarium s.

100. Tempus ergo per AM eft ad tempus
per AK, vt VAM ad VAK. At tempus per AM
eft ad tempus per AP vt AM ad AP.(88). Qua-

' F 3 ; 1e

Tsabula 111,
Fig. 5.
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Tabula 1V,
Fig. 2,
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re fi fuerit AM: AP—=VAM: VAK;{cu AM: AP= AP:
AK,quod euenit fi PK eft inAM perpendicularis tum
tempus defcenfus per AK aequale cft temporide-
{cenfus per AP. 9

o LCerollarium 6.
ror. Patet etiam tempus defcenfus per per-
pendiculum PK aequale effe témpori defcenfus per
AP. Eft enim cofinus anguli APK = i ‘Quare

cum fit tempus per AP ad tempus-per KP vt ¥A"

ad VKP:V%‘;-, erit haec ratio aequalitatis.

Corollarium 7.

102. Ex hoc perfpicitur in circulo APPB
omnes defcenfus per chordas AP ex punéo fupre-
mo A duc¢tas, nec non omnes defcenfus per chor-
das ad pun&um infimum B dudas acqualibus fieri
‘temporibus 5 eo (Cilicet tempore, quo corpus per

diametrum A B perpendiculariter delabitur,

Exemplum 3.
103. Si curua AMB fuerit circulus, ac ra-

dius BC = « et AP tangat circulum, erit (¢—y)"*
A=x —a few y=a— V(a%- x"). Habebitur er-

A adax
8O ds == gram,:et ob v =gx et r—a erit vis
: — R Lo, Jxdx
centrifuga — 77;atque ob dy = Ta*_37) tota pref-
fio’y quam circulus in M ﬁiﬁinet:l{;ﬁ‘_ Triplo
dgitur maior eft tota preflio, quam fola’ vis nor-

malis. Tempus deinde,quoarcus A M pereurritur, eft

—
F el




"SVPER DATA LINEA IN VACVO. 43

:f;ﬁ?;’f:;, cuius integratio neque a circuli nec
hyperbolue quadratura pendet, fed ope reificatio-
nis curuae elafticae conftrui poteft. Tempus interim
per quadrantem AB eft =2V ¢ x (‘1 - J = 412
+ 73677 - ete).

Corollarium §.

104. Cum corpus ad infimum pun&um B per-
venerit, ibi habebit celeritatem altitudini ga de-
bitam. Hac igitur afcendet in altero quadrante BD
pertingetque adD , vbi eius celeritas evanefcet,
ideoque rarfus defcendet ad B tumque ad A per BA
reafcendet.  Similis vero erit afcenfus defcenfui
per quadrantem, quia corpus fiue afcendat fiue de-
fcendat in iisdem punéis eandem habet celerita-
tem.

Scholion 2.

ros5. Alia exempla non afferimus , cum in
fequentibus, vbi plures defcenfus ad pun&um fixum
fuper data linea confiderabimus, plura fimus allatu-
ri. Nunc vero primum e€as quaeftiones evolve-
mus, quae pertinent ad motum {uper data linea, ex
dato pun&o fixo aquiete mceptum cuins modi eft
problema fequens..

PROPOSITIO 14.

Problema

106. Si fuerint infinitae curuae . fimiles AM 5 Tabuta 1v,

AM ete. ex punflo fixo A imitium fumentes; inuenire Fie 3
cur=
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curuam C MM, ab illis curuis arcus AM, AM ctc.
abfcindentem , qui a defcendente fuper iis corpore ae-
qualibus temporibus percurrantur; exiflente vt ante
potentia follicitante vniformi et wbique deorfum direlta.

Solutio.

Ex infinitis curuis datis fumatur vna quaecun-
que AM, cuius parameter fit . Pofitoque AP—ux,
PM=—y et arcu AM=—ys, et exiftente vt ante poten-~
tia follicitante = g; defcendat corpus fuper curua

AM, erit celeritas in M debita altitudini gx.

Tempus ergo defcenlus fuper AM erit :fﬂ Ab

omnibus ergo curuis AM, AM etc. ta‘I’ftgi arcus
funt abfcindendi, vt pro iis fit f\-,df-; quantitas con-
ftans, Atf‘,% ad alias curnas referctur, fi prae-
ter § ¢t ¥ etiam parameter @ ponatur variabilis,

. & e d ~ . g .

Pgﬁro igitur in f 7% etiam 4 variabili, quantitas
‘ ' . -

f;g; ponenda eft — conftanti, nempe ei tempori

quo omnes’ defcenfus fieri debent. ~ Sit hoc tem-
pus = £ erit k :_/'.,-.df;= in fingulis curuis, Quare fi
f;f—tg; ita differentietur vt etiam 4 variabile po-
natur, hoc differentiale nihilo aequale ¢ft po-
nendum., Ad hoc differentiale inueniendum fit ds
=pdx, eritque p; Quia omnes curuac ponuntur
fimiles, fun&io in qua @ et & nullum dimenfionum
numerum fimul conftituunt. Habebimus ergofﬁg:
hoc differentiatum pofito quoque a variabili dabit

\ . ?d'

vEx
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3:: = qda, quo’d ﬁcrif‘debct """0 Quantitﬁs q
vero fequenti modo inuenictur.  Quia eft 1:___;_',3“
in quantitate &, variabiles @ et & dimenfionum
numerum conftituent . O[h.ndu .mtcm alibi m

Tom. 1X. Comment. - tum fore 1,” “+qga =
. . ey | vz
Ex quo inuenitur ¢ = 53 — fiﬁ Habebitur crgo

dx kda vy P
“x z +qda = 353-—}— vy E-.;,g — 0. Quae eft

acquitio pro’curua quaefica. " At fi aequatio in-
ter coordinatas & et ¥ pro curua CMM defide-’
retur , '€x aequatione pro quaque curuarum AM,
valbr ipfius 2 in x et 7 inuentus fubftitui debec,

QEI

2o Corollarmm

. :9‘7 “ Aequatio etiam primo inuenta = =,
ke
Yve: — % fufficic ad curnam CMM inueniendam.

Nam pro quauvis abfciffa AP = x ex ea inuenitur;
@ parameter eiuy curuae AM, cuius punéum M
re(pondens affumtae- ab[‘cdi'.ae @ eft in curua quac-
ﬁm CMM. >0, 1 e
Corollariam A

108. Cum autem haec aequatio fit differen-
tialis, ideoque ad plures ‘curuas pro conftante
quac adiicitur, pertineat; notandum eft in addi-
tione conftantis, eam tantum f{olutioni effe con-
venientem , quae pro data curua feu pro dato
ipfius '@ valore det abfciffam ‘&' tantum arcum
AM abfciddentem, qui tempore & defcenfu ab-
foluatur,

Tom. IL. - G Co-
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Corollarium 3.
109. Si tempus £ aequale effc debeat tem-
pori defcenfus per verticalem AC=— b, erit k —
""b uo valore fubftituto habebitur acquatio

Wr_ 4% In cuius integratione id eft
facxcndum, vt curua per punctum C transeat.
Scholion 1.

110. Erit autem femper re@a verticalis AC
fpecies curuarum A M; quae oritur, fi parame-
ter @ vel iofinite magna vel infinite parua acci-
piatur, Quare commodiffime tempus conftans £
per defcenfum per verticalem AC, quippe {pe-
ciem curuarum AM, exprimitur. Atque in con-
ftru@ione acquationis inuentae BEF — PENE_ deve
tanta conftans eft addenda, vt pofito x=¥4, fiat
@ vel infinitum vel nihil, prout ille velifte valor
1pﬁus a recta AC refpondeat.

Scholion 2. .

134 Sr ,,gx reipfa poteft integrari,ne data quidem
aequatione opus eft, ad quam inueniendam opus
fuit ¢ determinare. Nam fi integrale ipfius ;,‘;i
iterum  differentictur pofito quoque @ variabili
reipfa obtinetur ¢ ; atque hoc differentiale tan-
tum nihilo aequale effet ponendum. Commodif-
fime vero his cafibus problema foluetur, fiinte-
gl':lle ipﬁus ;E; ftatim lpﬁ k vel -(gb dcqua[c po-
natur ; et loco a eius valor in a et y fubftitua-
tur ex aequatione pro curuis datis. Atque hoc

mo-
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modo folutio in promtu eft non folum pro cur-
uis fimilibus, fed diffimilibus etiam, fi modo tem-
pora defcenfus per quantitates finitas exprimi
poflunt.

Exemplum T.

112, Si omnes hae curuae AM fuerint recae
dinerfimode ad verticalem A C inclinatae, erit y
—nx et s—=xV(x-+n") ubi » tanquam para-

=
meter eft confideranda. Erit ergo [y =/} 3>

— 2VE(y =t=n?) 2\’5

oo T quod acqualc poui deber jpfi .
Erit itaque & (1 -+7") = 4. Cum autem 2 ﬁt
quantitas variabilis, ponatur pro ea valor Z ex
aequatione y — nx: quo facto prodibit pro cur-
ua CMM aequatio inter coordinatas orthogona-
les v et y ifta y° 42" =bx, quae eft pro cit-
culo, cuius diameter eft re®&a AC = 4.

Scholion 3.

r13. Hic cafus eft ille ipfe cafus ante per-
tracatus (102), ibi enim oftenfum eft corpus per
omnes chordas in circulo ex punéo fupremo edu-
&as aequalibus temporibus defcendere. Pertinet
hic quidem cafus non 4d curuas fimiles; fed hoc ex-
emplum attulimus ad cafum Scholii 2. illuftrandum,
quia pro re&is hisce tempora defcenfus finitis quan-
titatibus exprimuntur.  Sequentia exempla vero
curuas fimiles, vti propofitio poftulat, comple-
¢tentur.,

G Exem-
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Exemplum 2. ..,

Sint curuae AM, AM omnes circuli
tangences verticalem AC in A. ‘Ponatur radius
cuinsque eorum =—a, erit y—a—V(«'—2") atque
a“'”:;xz. Hi circuli vero omnes funt curuae fi-
miles , quia @, y et ¥ in aequatione eundem di-
menfionum numerum tenent, feu homogeneitatem
complent fola. Radius igitur # tanquam parame-
ter v.u'i.lbilis debet tn&ui. Habetur autem ex
illa acquatione 7s= 5% v, quare erit p=yr )
ideoque praefcripram habet proprietatem, vt a ct
x dimenfionum numerus fit nullus. Hanc obrem

pro curua CMM haec habebitur aequatio g2,

dayx _ davb da b au wid A0

o 174 a a — Xda———adx

B Tt ey . feu haee == = Sroy e 51

Quae aequatio conftrui poteft , pofito enim x =
davb —du

au, prodit Ty = =5 in‘qua indeterminatae
funt a fe innicem feparatae. Quo autem aequatio
inter coordinatas x et y pro curua CMM obti-

2 x?
neatur, ponatur loco @ valor 35~ ¢t loco da

eius differentiale ’dy“""”;d"'“m’. Quibus fabftitu-
tis fequens prodit aequitio differentialis —xdy —-
gdv = LRE2dEmTONEE - Quae jta integrari
debet ut pofito ¥=—4 fiat y—o¢, quia curua per

pun@&um C ctransire deber.

‘Corollarium 4.

115. Ex hac aequatione tangens curuae C
MM n fingulis pun&is cognolcitur, et ex pofi-
tione tangentis innotefcic angulus AMM, gquo

cur-
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curua CM M quamlibet datarum interfecat.  Erit
fcilicer tangens anguli AMM — —2—_. Hicergo
angulus eft re@us 1n C, ob x=b, feu curua CMM
in C ad AC eft normalis.

Corollarium s,

116. Si b vel maior vel minor accipiatur
curua C M M alia quoque erit, hocque modo in-
finitae orientur curuie a circulis arcus ifochro-
nos abfcindentes. Haeque curuae omnes inter fe
erunt fimiles, ob parametrum &, quae in acqua-
tione cum » et y homogeneitatem conftituit.
Dita ergo vna curua CMM innumerabiles aliae
ex ea conftrui poffunt, abfciffis fcilicet et appli-
catis curuae CMM in eadem ratione augendis
vel diminuendis , in qua AC feu & augetur vel
diminuitur.

Exemplum 3.

r19. Sint curuae AM, AM omnes cycloi-
des cufpides in A habentes et tangentes verti-
calem AC in A. Pofita parametro cuiusque cy-
cloidis AM feu dupla diametro circuli generato-
ris—a; erit €x natura cycloidis s—a—V(a*-2ax)
atque ds:m’i"’.—ii a=)> hincque dy = fd(%%aé“;'- Hoc
ergo cafu eft p:mfg_:m), fanétio ipfarum « et

x nullins dimenfionis vt requiritur. Quare pro

. . . adx
curua CMM reperitur ifta aequatio yE=z_—zar,
— d dlavbd xda—adx __ davh .
2z 3 VLaiajzu} i feu Jiatx—2ax?) -— e S'

3 aequa-
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acquatio inter coordinatas orthogonales x ety de-

. dx v2 ax :
fideretur, ex aequatione y = [ —zax feu huius

differentiali pofita quoque @ variabili, valor ipfius
a debet fubftitui. Haec vero acquatio differen-
tiata pofito @ quoque variabili dat ady —yda =

adxy2ax—zxday 2ax ady—yda __ axdx—xda 4

TV(at—aam]  1e0 Tyzs = y(ewm—zaarr Quae
i 3 ady—yda ___ axdx—x*da -

abit in hanc =F7%" = yer—zx3e SUperior ve-

ro per 4'“ mulciplicata pracbet hanc, %—%{é’ S

axda—a?d . .
7a-yvar —2» Hae duae aequationes additac dant

acquationem integrabilem , cuius integralis eft

- Vb ___ —vlax—2x?) .
i T oaye = —== Ex qua valor ipfius g

erutus fitVp— BRIV E—2batp 237) of V(ax-2x?)

— yav2tv(2by x—2b2x2 - 2bxS : : .
g == ==, Quibus valoribus in

5 (xdy —ydx)y a4-2dxy2b ___ .
aequatione T = 40.Y ¥y quaé oris

tur ex duabus differentialibus eliminato da, fub-
G e wdy—ydx—bdy __ dxv(yi—br-px?
{titutis prodibit 25 — y;‘;‘;‘ﬂﬁ'} ae-
quatio pro curua quaefita C M M.

Corollarium §.

118, Ex hac aequatione inuenitur tangens
anguli, quem curua CM cum applicata PM con-
iz de _  —(b—x) yx .
fticvit nempe 7T = Watviby —bigaz.  Deinde
etiam innotefcit tangens anguli, quem cycloisA M

cum
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cum applicata P M conftitvit. Ex aequatione cy-

x __ V{@*—2ax) _ylax-—2x%)

oy . e ¥ d
cloidis erit nimirum g = =72 —vlexs

Eliminato vero «erit ifta tangens — Y=g -bacbat)

pare cum horum angulorum alter alterius fit
complementum, fumto illius deinceps pofito, erit
angulus , quem curua CMM cum qualibet data-
tarum AM conftituit, rectus. Confequenter cur-
vai CMM eft traictoria orthogonalis omnium
cycloidum datarum AM, AM &c.

Corollarium 7.

r19. Sumto AC alius magnitudinis, aliae
quoque curuae CMM prodibunt, et fic infinitaetra-
ieGoriae orthogonales inueniuntur, quae omnes
inter fe funt fimiles. Data ergo vna facile quot-
quot libuerit , conftruere licebit.

Scholion 4.

120. Omnes hae curuae arcus abfcindentes
ifochronos , quaecunque fuerint curuac fecandae,
femper conftrui poflunt, etiamfi id ¢x aequatio-
ne non appareat. Per quadraturas enim ex da-
tis curuis arcus poflunt abfcindi, qui dato tem-
pore defcenfu abfoluantur, hocque modo punéta
quotlibet curnaé quacfitae inueniuntur. Si quidem
curuae fecandae funt algebraicae, aequatio pro
curua fecante femper ita eft comparata, ut factis
debitis fubftitutionibus indetcrminatae a fe innicem

poflint feparari. At fi cyruae fecandac differen-
tiali
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tiali aequatione exprimantur, aequatio differen-
tixlis pro curus fecante rariffime feparationem in-
determinatarum admictic.  Caufa eft , quod pecu-
liari modo, quo in hoc cycloidum cafu ufus fum,
parameter 2 eliminari debeat ; eaque 'fubftitutio
ad feparationem non deducat,

Scholion s.

121. Deinde obfcruandum eft, omnes cur-
uas arcus ifochronos abfcindentes, quarum nume-
rus pro vario ipfius & valore eft infinitus, inter
fe fimiles effe, fi quidem curuae fecandae fue-
vint rales. Coliigitur hoc ex generali aequatio-

o B4% . pdavs E‘.‘.‘;‘@ in“qua cum p fic fun&io

s e R

lpﬁlrum a et x nullius dimenfionis quantitatesa,

b et » homogenecitatem conftituunt. At ex ae-
quitione curnarum fecundarum, quia in ea 4, ¥
et y vbique ecundem dtmcuﬁronum numerum con-
ficere ponuntur, valor ipfius @ erit funcio ipfa-
rum & et y vnius dimenfionis. Quare eo fubfti-
tuto loco @ habebitur aequatio pro curua {ccante,
insais 7, % ¢t Y vbiqnc cundem dimenfionum
numeram conftitunne.  Confequenter b variabili

pofito oriuntur infinitae curuvae fimiles ‘inter fe

refpectu pun@i A.  Data ergo wuica, reliquae
facile ex fimilitudinis ratione defcribuntur,

Scholion 6.

122. Materia haec de arcubus ifochronis ab-

fcindendis iam praeterito feculo eft percradata
in
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in A& 'Erad: Lipfi 'A. 169%. 'a 'Cel. Toh. Ber-
‘hullio, acque poftmodum'in'‘€omment. Acad. Parif.
a Cel. Saurino, qui’ vero alia methodo funt vfi.
Ego vero eam adhibui methodum, quam in no-
firis Comment. pro A. ry34. tradidi, tanquam
commodiflimam ad huiusmodi: problemata foluen-
da.  In his vero locis Viri Cel. curuas -quoque.
fimiles tantum, vt ego, confiderauerunt, fine
dubio, quia pro curuis diffimilibus folutio fit ni-
mis difficilis et faepe etiam vires fuperat. Vo-
cantur vero in locis citatis bae curnae fynchronae,
quia arcus fimul percurfi abfcinduntur.

.~ -Scholion 7.

123. EX mea differtatione Tomi IX. Com-
ment. Acad. Petrop. apparct, has curuas fyn-
chronas fimili modo. pofle inveniri, fi curuae
datac ctiam non fuerint ﬁm;lcs, fed eiusmodi
tamen, vt pofito ds = pdwx, in p 'quantitates «
et v datum dimenfionum numerum conftituant;
tum enim aeque facile valor literae ¢ inuenitur.
Vit fi numerus dimenfionum ipfarum « et & in P
fuerit », aequatio pro curva fecante reperietur

faec B o pdlr . Lrde b Ouare fi file-

L e S
It n— —~ i, vt i fuerit p_._,,-(aafx:), erit df o

da .
« ideoque x = ma, feu x in data ratione ad

parametrum a cft-capiendum: quo igitur cafu
conftru@io f{ynchroparum eft ficillima. At fi p
Lom. I1. H non
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non huiusmodi habuerit¥ valorem, ex fupra ci-
tata differtatione mea intelligitur, quo modo in
aequationem quaefitam fic inquirendum.

PROPOSITIO 15.

Problema.

124. Si fuerity ot ante infinitae curuae fimi-
les: AMyAM ete. et reftapofitionedata D E 5 invenire
cam curyam AMN, fuper qua corpus tempore breuif-
f mo ex A ad rveftam DE defeenfu peruenit.

Solutio.

Defcripta per Prop. praeced. quacunque cur-
va CMM arcus AM ifochronos abfcindente, du-
catur tangens GMH parallela datac re&tae DE.
Manifeftum eft fuper curua AM, quae ad pun-
&um conta&us M tendit, corpus tempore bre-
uifimo ad re&am GMH eflfe venturum, quia
quaeque alia pun@a re@ae GMH extra curuam C
MM cadunt, ideoque longiore tempore opus eft,
quo corpus ad ea pcrvenut Iam, quoniam o-
mnes curuae a curnis AM, AM arcus ifochro-
nos abfcindentes funt inter fe fimiles (rax). con-
cipiatur ex iis una quae re&am DE tangat, di-
co pun&um conta@us fore in N pun&o, quo
reta AM per prios punéum contactus M ducta
reGae DE occurrit.  Sequitur hoc tum ex natu-
ra fimilitudinis curuarum CMM refpe®u punéi
A, tum etiam ex €o, quod arcus AMN fimilis
fic arcui AM, atque rectae DE in codem an-
gulo occurrat, quo curua AM rectac GH. Qua-

re
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re cum corpus per AM tempore breuiffimo ad
GH perueniat, neceflc eft, vr quoque tempore
breuifimo fuper curua AMN ad rc&am DE per-
veniat. Q. E. L
Corollarium 7.

125. Ex hoc perfpicitur, fi re&a DE fue-
rit horizontalis, corpus defcenfu per verticalem
AC ad eam citiflime peruenire, ob tangentem
curnac CMM in C horizontalem: id quod qui-
dem per fe perfpicuum eft.

Corollarium 2.

126. Si ergo curuae AM, AM fuerint cy-
cloides vt in exemplo 3. Propol. pracc. pofui-
mus, corpus fuper ea cycloide celerrime ad re-

&m DE peruenit, quae huic reétae -in N ad an- -

gulos red&os occurrit; quia angulus, quem quae-
que cyclois cum curna CM conftituit, eft rectus.

Corollarium 3.

: x2%. Si igitur re&a DE fuerit verticalis feu
parallela ipfi AC, portio cycloidis AMM erit di-
midia cyclois.  Quare fuper dimidia cycloide mo-
tus horizontalis eft celerrimus. :

Corollarium 4.

128. Si curmae AM, AM fint re@ae ex Tabula IV,

pun&to A ad re@&am pofitionem datam DE du-
¢tae, corpus fuper ea AM citifime ad DE per-
Veniet, quae eft chordacirculiper A tranfeuntis et cen-
trum in verticali AB habentis,atque rectam DE tan-

gentis (112.). H 2 Co-

Fig.s.



Tabula 1V,

Fig. 4.

6o CAPV'T SECVND. DE MOTU PVNCTI

Corollarium 5.

x29.Siigitur angulus DCA fueric # grnduum erit

angulus BAM 25" graduum, et angulus AMC gra-

duum 25, Seu duéta horizontali AGH, anguloque

DGH bifecto recta GF, erit quaefita linea AM pa-
rallelaipfi GF.
Corollarium 6,

130. Quarefi linea DE fuerit verticalis cor-
pus ad eam citifime perueniet defcendendo fuper
re@a ad horizontem angulo femire&o inclinata,
Corpus igitur fuper recta hoc modo inclinata
motu horizontali celerrime progreditur,

‘ Scholion,

1g1. Simili modo quoque inueniri poteft,
fuper quanam infinitarum curuarum fimilium A M,
AM corpus: defcenfu citifime ad datam curaam
perueniat. Nam fi linea GMH fuerit curug quae-
cunque tangens curnam CMM in M, corpus fu-
per-hac rcurua AM celerrime-ad curuam- G MH
peruenict, fi quidem tota curua GMH extra cur-
vam CMM fuerit fita. . Eodem etiam» modo
poffet determinariy fi curmae AM, AM non fu-
erint fimiles, fuper quanam corpus celerrime ad
datam lineam GH perueniat, Ex infinitis enim
curuis CMM arcus ifochronos abftindentibus ea eft
qu'lcrendai, quae. datam GMH tungat, cr:tquc ea

curia AM, quae per ‘punétum  conta&us ' tranfic

¢a, quac quaeritdr. ‘Sed cum in his “cafibus dif-
ﬁCJ.le plerumque ﬁt curuas CMM muemrc1 mul-
toque
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toque difficilius ‘eam determinare, quae datam li-
neam tangat ; quaeftionem ad curnas fimiles tan-
tum reftrinximus. ;

PROPOSITIO 14.

‘Theorema.

132. Tempora defcenfuum, quibus corpus ecur- 1. .
was AM et Am fimiles fimiliterque ex puncto A po- Fig. 6.
fitas percurrit, funt in ratione fubduplicata laterum
bomologorum.

Demonftratio.

Quia curnae AM, A funt fimiles, erunt AM:
Am;, AP: Ap; et PM: pmin data ratione, nem-
pe ea, quam latera homologa tenent; fit haec
ratio laterum homologorum N: #. Quia celeri-
tas in M eft ad celeritatem in m, vt VAP ad
VAp, crunt celeritates in M et m in ratione
fubduplicata laterum homologorum.  Sumantur
jam ex M et m elementa fimilia rationem fcili-
cet N ad » tenentia, erunt tempora, quibus haec
duo elementa homologa percurruntur in ratione
compofita ex dire¢ta elementorum, i, e. N ad#n
et reciproca celeritatum, i,e. VN: Va. Exquo
fequitur , tempora, quibus curvarom AM, Am
elementa homologa percurruntur , effe in ratio-
ne fubduplicata laterum homologorum.  Quare
cum haec ratio fit conftans, tempora, quibusto-
tac curnae A M et Am percurruntur, eandem hanc
rationem tenebunt. Q E. D.

Hs Co-
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Corollarium 1.

133. Tempora igitur, quibus arcus circulares
fimiles fimiliterque pofiti defcenfu percurruntur ,
funt in fubduplicata ratione radiorum.

Corollarium ».

13 4+ Pendula igitur,quaearcuscircularesfimiles
defcribunt , ofcillationes abfoluent temporibus ,
quac rationem fubduplicatam longitudinum pen-
dulorum tencbunt.

Corollarium 3.

135. Eadem ratio temporum locum habet,
fi corpora pendula non circulos defcribant, fed
alias curuas, dummodo eae fuerint inter fe fimi-
les , fimilesque arcus abfoluantur.

Scholion.

136. In his autem omnibus potentiam folli-
citantem femper ponimus vniformem , deorfum-
que tendentem, etiamfi hanc conditionem omi-
ferimus. Hanc enim hypothefin ante pertratare
conftituimus, quam ad alias fumus progrefluri.

PROPOSITIO 17.

Problema

137. Exiflente potentia Jollicitante vniformi ten-
denteque deorfum , moueatur corpus i uper curua qua-

cungue AM cum data celeritate initiali in A: de-
ter=
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terminare motum ¢o pom Juper bac curua, et pref-
Sionem , quam curua in fingulis punttis fuftinet.
. Solutio.

Pofita potentia follicitante g, et celeritate
initiali in A debita altitudini 4, praetercaque AP
—xy; PM=y; AM=ys et ccleritate in M debi-
ta alcitudini @. His pofitis erit dv=gdx, (93.)
vnde fit v=4b--gx. Porroque tempus per ar-

- d . -
cum AM erit [yG55z)-  Deinde preflio totalis ,

quam fuftinet curua fecundum directionem norma-

lis MN erit — &2 2535 (gq.) = &2

2bge 2y exiftente dx clemcm:o conftante. Hoc
enim tantum differt haec folutio a folutione Prop.
13. quod ibi effet v—gx , hic vero fit v=b-
gx. Ex his igitur formulis tum motus tum pref-
fio cognofcitur. Q. E. I.

Corollarium T.

138. Si linca AM fuerit re®a, jam ex§.88.
intelligitur tempus per AM effe ad tempus de-
fcenfus per AP eadem celeritate V4 incepti, vt
et AM ad AP. Preflio vero ob euanefcentem

vim centrifigam erit — &Y fen conftans.
Corollarium 2.
139. Patet etiam hoc cafu, quo motus non
a quiete incipit, celeritatem ab altitudine tantum
pendere.  Quare quaecunque fuerit curua AM ce-
leritas corporis in quouis eius pun&o innotefcit ,

ctiam incognita curuac natura,
Exem-
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Exemplum I.
140. Sit curua AM parabola verticem in A

et axem verticalem AP habens ; erit ergo pofi-
x

ta eius parametro —a&, y —ax; €t dy:w——“ et

ds— Y54 Habebitur ergo tempus per AM

jf;}rf+iz:_3 - Deinde cum pofito dx conftante

adx? dexddy _ — 2a ,
ﬁt ddj"“"«}:y’a:’ Cl’lt ds? (a4 %)¥.0*-4ax)* COI’I-

- =ua npeil a(bd-gx) -
fequenter preflio totalis eft =yl emiforas yarigem)

— . ga*—4ab
—(a4-4x) ¥ (a*°4-4ax)"

Corollarium 3. -

141. Si igitur et 5 =%, preflio curuac e-
vanefcit, Corpus ideo hoc caf'u libere in hac pa-
rabola moueri poffet; qui eft etiam ipfe cafug
praccd. Libro pcrtra&étuc

Corollarium 4.

142. Exiftente igitar & — i ga erit tempus
per arcum AM =[5 — 2. Hoc ergo tempus
aequatur tempori defcenfus per ablciffam AP a

quicte incepti.

Corollarium 3.
143. S10 > pga preflio fit negatita, tum
igitur curua in plagam axi AP oppofitam premi-
tur. A fi b < ga dire@io preflionis eric in
MN. Quantitas vero preffionis in fingulis curnae
pundis erit reciproce vt radius ofculi.

i

Exem-
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Exemplum 2.
T44. Si curna AM fueric circulus; cuiup

radius = @, et centrum in verticali- AP fit
pofitum 5 erit P=a2ax—a", vnde dy:_.-;‘f“z—’;g‘_—f;‘:,’;.

adx ' ~vu
et di—yrax—x1) LErit ergo tempus, quo arcus-

adx
AdeEercurntlur..._fﬂ,,x_xij(b_,_.sw Atque cum
fitt "y = 4 erit preflio, quam circulus in
puncto M paticar = g—5 — EE:EE’ =g —

d—

" ‘
% " Corollarium 6.

145. Tempus per logarithmos exprimi pot-
eft, fi fuerit’b =0y fit autem = o3y feu corpus
perpetuo ‘in A manebit. Id quod per fupra tra-
dita.(97.)- patets. Nam, quia..curua in A eft nor-.
malis in “AP, neque radius ofeuli infinite ,patuus,
corpus defcendere non: poteft.c oD i

Corollanum Z24

- 146, Si et b= &, fcu celeritas initialis ,
tanta, quantam corpus acquirit cadendo ex altis
tudine dimidii- radii circuli; preflio. totalis cum

vi ccntnﬁlgaa erit confpu‘.ms atque = 1"":—, erit
itaque altitudini 'percurfae; proportionalis.

DEFINITIO 3.

%47, Moms ofcillatorius eft motus rcc:pro- Tabuls ¥,
¢us, quo ‘corpus . altetnatim accedit et -recedit Fig. 2,
ab initio motus M. Iza fi worpus. fuper curua
Lom. I1. 1 MAN
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MAN moueatur, pr:&no “de ﬁ'en}féf fuper MA, tum a-

Jeendér in AN dones celeritatem amiferit 5 ydeinde
e’ N iterum- defeendet afcendetque in arcu AMy quo.

facto itekum  defoendet » “hancque ~periodum continuabit
Atgue talis motus, ofcillatorius wocatur.

ous Corollatium Fevonio
s 4;8 ‘Motus of¢cillicoriusiergo conﬁﬂlt in al-
t’éﬂﬁ‘ls_d;f‘ccnﬂbus et-afcenfibus- fuper dinea curua;
atque defcenfu motu accelerato mouetur , afcen-
fu vero celeritatem acquificam rutfus perdit.

=208 1X9 Gofouallum 2¢|, 8T 241
auqg 14_9. Quahbct ergo' defcenfus « fuper eadcm
curvael parce fit,o fuper qua  praccedens afcenfus
contigit. . Quare. cum . celeritas corporis:, ab. alti-
tudifie tantum: ipendeat .in vacuo, corpus in. o=
dem curuae punéto.fine in afcenfu fine in defcen-
fu eandem habet. celcnt.ltcm

Corollarium 3

aiil 1¥6. Fx"quo féquitur fempus defcenfus per
MA; 2équale” effe’ tempori afeenfus “per AM3 fi-
rhlhqué nibdo ‘tenipus | fccnfus per AN tcmPOIl
défeen(lls pbr NA; eosviqiooed i gine: |
‘Corollarium g jainmes

ELT. Corpgs ;rn arcu AN n.rccndcns ad pun-

G&um N vsque per'lmnlet, ‘quod aeque altum eft

¥ oot acipun&um M, ex .quoerar delapfum. - Sequi-

# @7 gur-hoc ex eo,oquod | celeritas - per alutudmcm
tantum determinetur, 1L ..

ViAW i : CG-
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Corollarium s.

152, Si curua AN fimilis et aequalis ‘fuerit
curuae AM, ‘tum motus per AN aequalis erit
motui per AM. Quarc omnes afcenfus et de-
fcenfus aequalibus. fient' ‘temporibus. |

e | Corollarium 4.

153. Si curuae MA, AN fuerint diffimiles’,
tempus faltem per MAN aequale erit tempori
per NAM, feu tempora acceflionum et receflio-
num erunt inter fe aequalia. =

Corollarium 7. .

154. Quia corpus femper ad, eandem altitu-
dinem pertinget, manifeftum. eft hunc. motum o~
fcillatorium perpetuo durare debere. .

Corollarium 8.

" 155. Curua ergo ad motum ofcillatoriom
producendum apta elt omnis curua, 'quae de
pun&o infimo A duos habet arcus afcendentes,
vt MAN. @ HIEI0T0.J

- - Scholion 1.

" 156. Expofuimus hic proprictates motus o-
fcillatorii, quales ex expofita hypothefi ' poten-
tiae follicitantis vniformis ‘et perpetud deorfum
tendentis confequuntur. KEaedem vero quogqtie
locum habent, {i° potentia’ vteunque ab altitudi-
ne: pendeat, vel etiam ad fixum pun@um diri-
gatur; id quod- in fequentibus plenius apparebit.
In medio refitente vero res aliter fe habet),

I 2 nam
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nam neque afcenfus per datam curuam f{imilis eft
delcenfut per eandem, neque in, afcenfu corpus
ad aequalem alticudinem pertingit ¢i, ¢X qua de-
fcenfu erat del.lp{um.

~Scholion 2.

157, Vocqn folet motus per MAN itus fe-
quens vero motus per NAM reditus, confiftic
ergo motus ofcillatorius ex alternis itibus et re-
ditibus,  Ofcillatio. vero ab aliis vocatur motus
ex itu et reditu conftans , ab aliis tam itus quam
reditus ofcillatio vocatur. Hic priori fenfu ofcil-
lationis vocem ‘accipiemus, ita vt vma ofcilla-
tio ex vno'itu vneque reditu confter. - Itas ver
ro atque reditus vterque vano afcenfit vnoque de-
fcenfu confiftit, atque ideo integra ofeillatio du-
os afcenfis duosque defcenfus complectetur. Cum
jgitur tempus itus aequale fit reditus tempori,
erit tempus vnius ofcillationis duplo maius quans
tempus voius itus feu reditus.

Corollarium 9.

158. In hoc ergo capite, in quo de motu
in vacuo agitur, fi motum ofcillacorium exami-
nare velimus, vel afcenfus vel defcenfus folos fu-
per dvabus curuae partibus AM, AN confidera-
re opus habebimus.

Scholion 3,

159. Nihil refert verum arcus AM et AN
wynam curuam continvam conflituant, an vero
fint diverfue curuac, dummodo in A ita fint

- €OR-
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coniun&ae, vt communem habeant tangentem :
alias enim ;motus perturbaretur... Quare ad mo-
tum ofcillatorinm inquirendum, taptum. opus. eft
vt motus {uper curtis AM et AN feorfum de-
finiamus. . Sufficit .enim hoc tum ad -ofcillationes
determinandas, tum ad relationem inter maiores
minoresque  ofcillationes. inueniendam. = Vocan-
tur autem eae ofcillationes maiores , quae maiori-
bus arcubus abfoluuntur, minores vero, quac mi-
‘noribus. . r -

d Schohon 4-

160. Ex Prop. 6. §. 49. pcrfp:cxtur, quo-
‘modo ofcillationes ‘ope pendulorum effici queant;
fcilicet ope euolutae curuaram AM et AN, cir-

‘cum quas filum circumducitur.  Ab Hugenio et~

iam .ifte pendulorum wfus ad ofcillaciones acs

.«commodatur, vt vel ex eius inftituto, quo eo

motu ad horologia: perficienda wvtitur apparet.
Eaedem vero difficultates ; quas loco cit. com-

‘memoranimus, hic locum habent. . Quamobrem

motum puncti fuper datis lineis htc ‘tantum  im-
‘ueftigabimus, - mentemque ab omnibus pendulorum
circumftantiis abducemus, quae noftrum inftitutum
turbare poffent.

PROPOSITIO 13.

Problema.

161. Exiftente potentia [follicitante oniformi et
deorfum direfta, determinare tempus afcenfus feu de-
Jeenfus per quemuis circuli arcum EA in puncto cir-
culi infimo A terminatum.

I3 So-

Tabula V,
Fig. 3
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ids quqqnc crit_tempus, . quo. is pcrcurntur 2 Fig
et pof'to”b—‘za_,..c, tem’pus mﬁmtugn quia
corpts Heﬁ:éhfii {émicirculum ncqhgqﬁdﬁt’ dei‘dnbd-
rﬂ PQECQ; | el eSS ATl -~ 8 hR Y Lﬁ
el Corollarium 2. .- 1
» 1634 St igitue corpus’ ‘oféillatorio "motu' mo=
uetur in arcu. civculi - EAFyoerit tempus vnius itug
vel reditus duplo :maiusy | quam | tempus. vnius
afcenfus  vel defcenfus , - quia. tempus per
ANF acqmle cft tempori per AMG. Quare

Vi itus rcdx;usvc tempus, feu tempus dimidiae 0+

fé:llatmms erit ,.,..:,"};"I (x4 ;”;—]-—SW»-},- etc.). Tay

tegra Vero ofcﬂlanp, zempowT dupLo maiore ab~
foluctur :

Schohon . %) Bhvioli

x64. Serics ﬁas&,,te;ﬂpus éﬁprlmcns ftatim
hoc modo potc‘ﬂ: inucniri. Tempons elementum

in. hos ﬁétorqs refoluatuh qm,;;;; % | itsa—wy |hox
rumaque poﬁmmr tantim. in feriem ' commutetur
feilicet hanc g i, -{a-‘%ﬁ- tftc jofito 24~¢

:‘l""3 ul' ) J 11 19
Qlila. autcm‘poﬂmfegrnnone "'-3 ent fﬁbx_,zi

. ‘\"ﬂ

~ =T
W
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e i 1 2 doe Ldwbt, o afde
ﬂw,fvm-—,m*r S =25 [

< ..ﬁ_‘ Tl etc. 'Ex quibus’ totum defcenfus tem-

5;1‘8 :ft Ante colligitur ._.';‘;:' ( +“+¢——t'—l-
7~ etc.). :
23 04¢ B -
Scholion 2. ,
165. Quo appareat a cumsnnm aequattoms

conftra&ione fummacio' feriei - T -1—4,_.—}- r— —+=
b P
etc. peudcat, pono ¢ == i ©t fummam feriei

-—-ef‘ denotante e numerum, cuius log. eft'==
1. His pofitis ex mea feries fummandi metho-
do-in Cemment. Acad. Petrop. Tom. VII. ex-
pofita inuenitur fequens aequatio dg~- ,__(—,{—f:’m,.
Ex qua ‘aequatione , fi conftrui poflet, inuenire-
tur, ¢in ¢, indeqne ipfa fumma per ¢ feu per -%
Quia ‘autem aequatio conftrudtionem non admic-
tit in e fpcctata, apparet €am tamen conftrui
pofle, ‘quia fumma feriei per tempora in circu-
lo ‘ope quadraturarum affignari poreft. Data e-
nim fumma feriei ex ea conftrucio aequationis
inuentae fequitur. . ¢

Corollarium 3.

166. Si arcus AE, in quo a'efcen['us vel a-
{cenfus abfolvitur, ponitur infinite p'\ruus, rems:
pus per eum tamen non fit infinite partum. * Euas:
nefcit enim in expreflione temporis - tantum 4

eritque tempus defcenfus vel afcenfus per _arcum

v
AE cuanefcentem — 5",

-

CO-I
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Corollarium 4.

164. Iun@a altera circuli parte AF cum AE
ofcillationes per arcum -EAF ecuanefcentem fient
infinite paruae, tempore tamen abfoluentur fini-

to. Scilicet tempus wnius itps vel reditus feu

tempus vnius dimidiae ofcillationis erit = T~

Corollarium - 5.
168. Tempora igitur huiusmodi ofcillatio-
num infinite paruarum funt in ratione fubdupli-
cata compofita ex dire&a radiorum et recipro-

«ca potentiarum follicitantium.

Corollarium 6,

169. Haec eadem valent, fi potentia folli-
citans non fuerit vaiformis. INam vtcunque va-

‘riabilis ponatur, tamen, dum in corpus fuper

arcu infinite paruo motum agit, conftantem ha-

bebit valorem.

Corollarium 7.

190. Intelligitur, etiamfi curua EAF non
fuerit circulus fed curua quaecunque, tum etiam quae
hic allata funt ad ofcillationes infinite paruas fu-
per hac curua pertinere. Tum vero loco radii
a radius ofculi buins curuae in punéto infimo A
eft accipiendus.

‘Corollarium §,

171. Huinsmodi ofcillationes fuper arcu in-
finite paruo EAF efficiuntur ope penduli, cuius
longitndo et radius AC. Tempopa spitnr ofcil-

Tom. I1. K Litio-
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lationum ,inﬁnité' parnarum pendulorum funt di-
re@e vt radix quadrata ex longitudine penduli

et reciproce vt radzx quadrata ex potentia f{ol-
licitante.

Corollarium o,

172. Si curua ANF non fuerit aequalis cur-
uae A ME pro> ofcillationibus infinite paruis ra-
dinm ofculi in A tantum confiderare {ufficit. Sit

is = a.erit tempus afcenfus perarcum AF infinite

' al'uum——ﬂfzu atque cum tempus defcenfus cr
2Vg P P

arcam AME euanefcentem fic 3% erit - tempus

vnius itus feu dimidiae ofcxllanom; fuper curua
compofita EAE = mvetve)

‘Corollarium 10.

| 173. Si ofcillitiones non fuerint infinite par-
vae fuper circulo BAD, tempora ofcillationum
maiora erunt, quo maiores fint ofcillationum
arcus. Atque’ fi oftillationes tamen fint valde
paruae , erit tempus talis ofcillationis ad tempus
ofcillationis infinite paruaé vt quadruplum diame-
tri circuli finu verfo arcus - percurfi auétum ad
‘quadruplum diametri ipfum.

Corollarium Ir.
174. Altitndo ex ‘qua corpus eodem tem=
pore ab eadem potentia g follicitatum defcendit,
quo fit defcenfus per arcum EMA infinite par-

‘3
vum eft =% ; feu eft ad o®anam radii partem

vt quadratum peripheriae circuli ad quadratum
dia~
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diametri; quam proxime ergo haec altitudo erit
gl : e
‘ Corollarium 13.

195. Super chorda autem arcus EMA cors
pus defcendit tempore eodem, quo per - diame=
trum circuli (v¥o02). Quare tempus defcenfus fu-
per chorda infinite parua eft ad tcmpus defcen-
fus {uper arcu refpondente vt 2:;“ ad 2\,5 i./0¢
vt diameter ad quartam peripheriae partem. At-
que tempus defcenfus ex diametro feu dupla pen-
duli longitudine eft ad tempus vnius integrae o-
fcillationis infinite paruae: ex itu et reditu coms=

pofitae vt diamcter 'ad peripheriam.

‘Scholion 3.

196. Si duo arcus circulares AE et FA fu-
per quibus coniundis ofcillationes peraguntur non
funt aequales,.ope penduli hae ofcillationes con-
fici poffunt, fi in centro K arcus AF clauus in-

figatur, vt filim CA , poftquam arcum. EA cir-
ca centrum C defcripfit, in K retineatur et cir-

ca centrum K arcum AF defcribat.

PROPOSITIO T9.

Problema.

177. Data potentia [ollicitante inuenire longita-
dinem penduli infinite paruas ofcillationes conficientis
quod fingulos itus reditusue vno minuto Jecundo  ab-

Joluat.
52 So-

Trebula V,
Fi B4
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Solutio.

Exiftente 2 longitudine penduli quaefita et
£ potentia follicitante, voitate vim gravitatis de-
notante , elt tempus vnins dimidiae ofcillationis

infinite parme — -':,. Haec vero expreflio vt

in minutis fecundis haibeatur, longitudo @ in par~
tibus mﬂleﬁnm pedis Rhenani eft exprimenda,

et formula =~ per 250 dinidenda, vt ex pri-
mo Libro applret. Qramobrem hlb(‘blt%r tems
pus vnius dimidiae ofcillationis = ,.S‘L:g minut,

fec. Quare, cum hoc tempus voum minatwm fe-
cundum effe debeat, erit nV24=—=250Vg, atque
a—LH %6 —51664¢. part. mill. pedis Rhen. Haec
ergo eft longitudo penduli femiofcillationes vne
minuto fecundo abfoluentiss: Q. E.L

Corollarium 7J.

178. Longitudines ergo pendulorum ecodemn
gempore ofcillationes peragentium, fed a diunerfis

potentiis follicitatorum, funt in ipfarum potentia-
rum ratione.

Corollarium 3,

179. Si potentia follicitans g aequalis eft vi
grauitatis 1, qui cafus in ofcillationes in fuperfi-
{uperficie terrae factas competit, erit penduli lon-
gitndo, quod itus redirusque fingulos vno minu-
to fecundo abfoluit =3, 16625 pedum Rhenan.

feu trium pedum cum fexta pedis parte.
: Schor
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Scholion. 1.

180. Apprime conuenit haec longitudo cum
ea, quam Hugenius per experimenta invenit; ex
quo apparet nos in praecedente libro numerum
15625. fcrup. ped. Rhen. re®e pro altitudine,ex
qua corpus vi grauitatis follicitatum tempore v-
nius minuti fecundi delabitur , affumfiffe; ex hoc
enim numero fluit numerus 250, per quem tem-
porum expreffiones dividi debent, vt minuta fe-
cunda pracbeant. Cum igitur Hugenivs longitu-
dinis 3, 166. ped. tertiam partem pro pede wv-
niverfali haberi velit, quippe cuius longitudo wbi-
que terrarum per obfervationes poteft determi-
nari: continebit hic pes vniuerfalis 1055 partes
millefimas pedis Rhenani.

Scholion 2.

181. Obfernationibus vero hic pes vninerfa-
lis fequenti modo commodiffime determinatur.
Sumatnr pendulum longitudinis £, quod ad mini-
mas ofcillationes faciendas impellatur , numeren-
turque eius dimidiae ofcillationes tempore vnius

horae, earumque numerus fit 7, ita vt vna femi-

6 .
ofcillatio abfoluatur tempore 35 min. fecund.

Sit iam longitudo penduli femiofcillationes mi-
nutis fecundis abfoluentis 2. Quare cum tempora
ofcillationum diuerforum pendulorum ab ecadem
potentia follicitatorum fint in fubduplicata ratione

pendulorum (171.); erit? X 1 1 =yf: ¥ ideo-
K3 que

-
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que 2= m{,om—et confequenter pesvniuerfalis—

A
385 cooo*

Corollarium 3.

182. Pendulum igitur quadruplo longius quam
31664 fcrup. pedis Rhenani femiofcillationes du-
obus minutis fecundis abfoluet ; quia tempora o-
fcillationum funt in fubduplicata ratione longitudi-
num pendulorum.

Corollarium 4.

183. Cum femidiameter telluris fit 20382230
ped Rhen. fi tantae longitudinis pendulum conci-
piatur, durabit eius vna femiofcillatio 2536 min,

fecunda. Quare in horis 24 prope 15 01‘;11[“10_
nes integras abfoluet.

Corollarium 3.

185 Quia ‘tempus dimidiae  ofcillationis cft
"'ﬂg", erit tempus integrae ofcillationi 'W“ . At
huic tempori acquale eft tempus rcuolunoms in
peripheria circuli radii « a corpore motu libe-
o pcraé‘tae » quod ad centrum circuli vrgetur vi
‘—g, vt ex pracced. Libro’ apparet. Hanc ob rem
tempus voius ofcillationis integrae penduli femi-
‘diametro tefrac aequalis aequatur tempori, quo
:corplis proie@um-in fuperficic terrae vnam re-
‘uolutionem perageret. Oftendit vero quoque Huge-
‘nius corpus hoc modo motum tempore 24 ho-
rarum fere 19 reuolutiones effe abfoluturum. |

T & = Co-
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Corollarium g.

186, ~Cum vis grauitatis fit ad vim qua cor-
pus in fuperficie folis ad centrum folis vrgetur,
vt 1000 ad 41 ; erit longitudo penduli, quod in
fuperficie folxs femiofcillationes minuto fecundo
abfoluit == %49, 226 ped. Rhenan.  Simili modo
ob grauitatem in fuperficie Iouis =—*3}, tale pen-

dulum longum erit 6, 448 ped. Atque in {uper-

ficie Saturni ob grauvitatem = *§% talis penduli
longitudo erit 4, 054 ped.

PROPOSITIO 20.
Problema.

1849. Si fuerit curua BAD, fuper qua fiunt
ofcillationesy cyclois circulo diametri AC fuper bafi ho-
rvigontali BD deferipta;, determinare tempus ofcillatio
nis per quemque arcum . EAF, exiftente potentia folli-
citante uniformi et deorfum tendente.

Solutio.

Sit radius ofculi in A ncmpe AO=a, qui'cft
duplum d1.1mcm circuli ‘generatoris AC, ‘erit er-

80 AC=4}a et pofita abfciffa AP=x, et arcu re-

fpondcnte AM=ry, erit ex natura cycloidis s’ =
2ax. Sit iam abfciffa arcui EAE, qui motu o-
fcillatorio percurritur , refpondéns AG =&, erit
celeritas in puncto infimo A debita altitudini g2,
et celeritas in M debita altitudini g (b—x). Qua-

xe cum fit ds = J5os erit tempus, quo arcus AM

pers

Tabula V.,
FlEo f.
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percurritur :f.‘ﬂ;fbiﬂx J__E-’f f,m;;:,-;x, Et vero
fi poft integrationem ponatus ¥=—b, qUO tempus per
totum arcum AE prodear, f;g;’f—_:;-q: m, feu pe~
,nphcrxa circuli per diametrum dinifa. Quare tem=
pus vnius - afcenfus vel defcenfus eft—"%22 ,,.z , et tem-

pus wnius itus vel reditus per arcum EAF erit.—
"%-? Atque tempus “voius  integrae ofcillationis

“l2wy2a )
t:ru:__-----—,,g . - Q. E. I.

_Corollarium . TI.

188. Quia in hanc temporis expreflionem
littera b, quae quantitatem arcus EAF determinat,
non ingreditur, omnium ofcillationum tempora,
quae fuper eadem cycloide perficiuntur, funtin-
ter fe aequalia.

Corollarium 2.

189. Tempus ergo vnius cuiusque ofcillationis
erit aequale tempori ofcillationis per arculum infi-
pnite paruum, At arculus infinite paruus congruit
cum arculo circuli radio OA defcripti.  Quare tem-
pus cumsque ofcillationis fuper cycloide BAD
aequale erit tempor:, quo pendulum longitudinis
_a ofcillationem minimam abfoluit. Id quod etiam ex
praccedente Propof. elucet, tempus enim minimae

. ofcillationis penduli ¢ eft = 2”’ ¢ (16%.), qua ea-
dem formula tempus wvnius olculanoms integrae
“fuper cycloide expreflum inucnimus.

C 0=
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“ Corollarium '3, . 1

190. Si igitur pendulum ita adaptetur, vt
c0rpus ofcillans im cyeloide moueatur ; omnes
cius ofcillationes fiue fuerint magnae fiue paruie
aequalibu§ dbolaentur "temporibus. Quare'fi AO
fuerit = 31'66.1 ¢ fcrup.”'pedis Rhen. fingulae femi-
ofcﬂhtloncs mmuto fccundo nblolucntur

. Corollarium i 1100

191. Omnes igitur defeenfis fuper cycloide
ad ‘pun@um’ infimum A f{unt ‘aequitemporanci feit
ifochroni; item omnes afcenfus ex pun&o in-

fimo A donec. celeritas fucrit abfumta. - Tempus

vcro ~vnius afcenfus vel' deféchfus eﬁ: '":f,;’.

Schollon I

« Propter hanc proprietatem cyclois tau-
tochrun.xc nomine appellari .folet, quia omnes
ofcillationes fuper ea fbdcm tempore abfoluuntur.
Hugenius primus hanc eximiam cycloidis praoprie-
tatem detexit, ftatimque. cogitauit de cycloide
in locum circuli fubftituenda in ofcillationibus ,
id quod in horologiis; effecit. . Nunc tamen ho-
rologiorum artifices hunc ofcillandi- modum rur-
fus deferverunt, quod eius vfum nimis exiguum
comperuerint. Atque certe in vacuo  quaelibet
curua ofcillationes ifochronas producit, quia pers
petuo  eiusdem  magnitudinis exiftunt, In medio
refiftente vero, quo ofcillationes decrefcunt, cy-
Lom.11. L | clois



Tabola 'V,
Fig, 2,
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eft vtilitatis.

J 3L A€ 001

i 34184
Scholion 2 «isticio g

SN syl U ednoiin] ;

¢+ 193. Intelligitur etiam, fi c_luae_};ycl,oides,AE
et AF diffimiles in pundéis infimis: iungantur, or
fcillationes (uper; curya. compofita EAF  acquali-
bus temporibus abfolui. Nam cum f{uper vtra-
que tempora afgenfusivel defcenfus fint conftan-
tis qugntitatis , etiam fummae corum nempe tem-
pora femiofcillagionum et integrarum. ofcillationum
nter (& euncacqualig,  ; Sic doplym. dismetri circuli
ESqeRpLs SYRIDIRO; A1, A Ship Lo s VRIUA Aty
mYyaa

cenfus vel *defcepfus. fuper) AF—= 75,  Quare i
reditusve fuper curva compofita EAF abfoluetur
tempore — ‘—'f—z‘ii,—gi‘@;r,f"iﬁﬁt'?tgfa‘\:ero ofcillatio tem-
P!b‘r‘e'c m_f_ﬁ __2‘.)3!:;‘.‘_ 190 snefn 1530y a1t
enime ¢ 19500y 1olignan snlmon awnoud03
‘ SChOILQg'JL Swait 2anoinllise
194 Ordo  requireret , vVt antequam ad alias
potenciie follicitantis direiones progrediamur ,
effe@us’ potentiney cuiusi direiones: fint adhuc
parallelie, fed wiriabiles' enolueremus, motumque
corpoiis a huiusmodis porentia follicitati | fuper
data ‘ctitua inneftigaremus.  Sed cum.exempla mo-
tum' notacd dignua continentin: nobis adhuc late-
ant’, htfuel principia; quorum ope miotus faper
quique ‘curua’cognofcitury iam fint expofita, ples
niorem tradtationem €o differemus,  vbi caruas
SR ! - fumus
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fumus inueftigatdari, fuper quibus ieorpusoa  huiuss
modi potentiis lolhcltatum data lege mccd.u. _

PROPOSI TIO 2I.

Problema

196. Si corpus perpetuo vi quacungue ad cen-
trum. fixum C:trabatury atquefuper data curua AM
moneatur;y determinare motum wrporir Juper bac li-
nea , et preffionem , qum curua in jmgulz,r punfs‘z.r
fﬁzpe: .

SO]LIth. :

Sit corporis ccleritas initialis in A de’mta
altitudini b, et pun&i A a centro C diftantia AC
—a. Celeritas vero corporis in quocunque cur-
uac loco M debita fit altitudini v, €t vis, qua
corpus in M verfus C follicitator fit = P, exiften-
te vi grauitatis corporis moti = 1. Dicatur di-
ftantia: MC , et arcus AM.y 53 erit. tlemen-
tum Mm=—ds et Mm—-dy. - Centro C deferiban-
tur arcus circulares MP, mp; erit. APz—a—y, Pp
—=Mn—=—-=dy. Iam do&a tangente: MT in eam-
que perpendiculo CT, erit MC: MT=— Mm: Mn;
et MC: CT=Mm: nn, vnde erit M= =22 et
CT_J‘”“""'d’z}. Ex quibus, fi-yis centripetain
tangentialem fecundum MT et’ mormalem fecun-

Pd
dum MO refolvatur, erit vis tmgentmlla:r--m:’

et normalis —-?-‘—’E’;;'—"d’} Ex vi‘tangentiali ergo
habebitur do =—Pdy.  Ponatur- interuallum AP
G L 2 =2,

Tabuia V,
Fig, 60
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—=&';quo corpus  propius ad centrum accefit,
critig—=y—x et dv=——dy., Quare eritdv —Pdx,
et fi P a diftantia MC pendeat, poterit [Pdx
exhiberi. Ita igitur integrali JPdx accepio, vt
euanefcat pofito v==0, erit v==b—+ fPdx. EX

5 : ’ d .
quo tempus per arcum AM erit = fy5Tysan. Vis

y (de2__dne :
normaliss =20 tora in preflione curnae fe-

cundum ‘MO infamitur, Quo igitur haec com=
modius exponatur et cum vi centrifuga fimul ex-
hibeatur,' pono perpendiculum CT=p, erit vis
normalis =%f.  Deinde radius ofculi MO erie =
'ﬁ%‘?, ex quo habetur' vis' ceéntrifuga = 3-;’3-;? S
mgf";}‘-'-?-‘ﬁ, cuins effectus effe@ui vis normalis eft
eontrarius, Quamobrem curua in M wverfus MO

premetur vi :;."’;f':”:'g@f;"“l”f""“. Q E. L

Corollarium 7.

196..Si igituri vis P a diftantia y tantum
pendeat, ita vo corpus.in aequalibus a centro di=
ftantiis aequaliter vrgeatur, /celeritas corporis: a
diftantia quoque tantam pendebir; atque corpus fuper
curta. AM motum  in aequalibus a centro diftan-
tiis - acquales rhabebit celeritates, -

S vor o Corollariym 2.,
19'7. LAtque in quonis pundto M celeritas
tanta erit,  quantam idem corpus acquireret, fi

cadem celeritate initiali V4 ex A per interval-
< ! 1uln
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lum AP defcenderet , exiftente nimisum CP —
CM. R
Corollarium 3.
198. Etiamfi igitur ipfa curua A M fit inco-
gnita; tamen corporis fuper ea moti in quaque
-a centro C diftantia celeritas poteft affignari, Eft
nempe pro diftantia 3, v=25 — [Pdx, exiftente
xX=a—y. |
Corollarium 4.

199. Si curua AM fuerit talis, vt preffio,
quam corpus in eam exercet, fit nulla, erit cur-
na ea ipfa, quam corpus motum in A ccleritate
Vb inchoans libere defcriberet. KErit itaque pro
motu libero Ppdy = 2bdp—- 2(!pr::’,1 feu obdx—
—dy, habebitur'Ppdy - zdprdy 2bdp.  Cuius
intégralis eft p jP(]J""‘"bj) — bb* exiftente b pér-
pendiculo ex C in tangentem in A demiflo,
Ex his aequationibus invenitur P— %’utx prae-
ccd Libro pro motu libero inuenimus.

Corollarium 3.

200. In motu igitur fuper quacunque ‘curua
AM, preffio, quam curua in M fecundam MO

2 et (b4-fPdx) __ diff. 2 (ba-fPdx) __
fu{hnet 5 et — 5 I;;;;—“’: == TPl (@) 11—
diff, p 2

Fdx(a —x)‘

HO1 ]

| g o

Exemplum g, ¢ et
201. Sit curua AM circulus centrum in C
habensy erit motus corporis vniformis, propter

o) L3 can-

-
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eandem ‘eitis perpetuo a centro Viriom C diftan-
tiam. Quare erit v=> et [Pdx — 0, atque tem-
pus per AM =<5 =53 ""Deinde’ cum fit y =a
eritiet p==a@ et dp = dy.  Quamobrem preéflio ,
quam curua fecundom MO feu verfus centrum C
fuftinet;  prodibic —=P—=2" px quo pelrpmtur,

fi fuerit’ b:{; corpus libere ‘pér hunc mrculum
motum iri.

ad

Exemplum 2.

L3 ‘
S:t v;s ccnmpcta P potc,ﬂm culcup-

que d:ﬁantnrum ¥ pr0portmn.1ha feu P,.:f—n

curna AM Apiralis logarlthmlca circa, centrum C
ita yedic p=imyy €t dp = mdy, atqueds= - 1,“

o £} n Nl gt
_Er t crgo w—'b—i—f‘? dx 2 —Hrz-—}—x)bfﬂ

‘ Ly
atque tempus per Eall;fiyl}{l AM = 'V}E;(::}:;) L
H)Jr., HYLTN ¥
fV (a""*‘!‘--yr"'*" +(n+:)bf") Preﬂio vcro, quam
curua fecundum MO f'ufhnet , enite ——— ((::f }f
)

_amb ama™+? ,
J (n—i-z)f_"f';; .",f'E:?i :

¥ - Py 5 9 A6 14 - { s { - Y
v MTMYINSD ey ' b . |




. SVFPER DATPA LINEAIN ¥ ACKQ." 3%
<Corollariann Guiinss A o

263 Corpus’igitar cam’ in® centrum Clper-
veneric, céleritarern habebit “finicam; 6 naf- 1 ef
numerus"afﬁrmiﬁuus, altitudo ea}m ifti celeriras

AP 2000100 1h'a ¥ VARRSY 1Y

tx dcb1ta eﬁ _Ti’:)—ﬁ_i—b At, ﬁ n:—l—rx eft nu~

merus negatluus vcl etiam -"0 celetlths corporis

in C brrt mﬁmtc ‘ma n‘aJ. ‘? A e TN,
5 ? "‘If b £99G113

Corol armm ,z-.] Al —d=— DA
- 204: Im 1pfo vero centrocorpus vi infi-
nita premetur dire&ione o centro tendente, fen
vis, centrifuga praqualcb:.t , i fuerit #.>—3g, At
fi n,< =3, tunc, yis normalis pras:,wlcb,l:q atque
‘curua vi infinita verfus centrum . pt,‘cmcn%

U U PROPOSITIO 2

Problema; ----- B0 1P

: X IIJ? - }1 tud] e

4 g S: carpm per‘pefw wi cmlr:pem ac? cen-
trum @irium @ rraﬁarur ’ da?aquc _/fr curitd EAF
ad ofcillandum idonea determmare mamm q{lz/[arar:-

um corporis _{uper hac curz;a. .

s Solutiq apai, A4 i

Mnol

- Sit vis centrlpcta fun@ioni c;mcungl,lc dtﬁan-
tiarum a centro C proportionalis; crit celeritas
corporis in aequalibbs/a’ centio’ € diftantiis, vt
M et N,'eadems IniE vetoret:¥ celeritas cor-
poris fic 'nullay maxima vere - erit in' puncto

cux-

Tabula VI,
Fig, 1,
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curuae A centro’ C/iproximoy ducaturque re@a
CAO., Corpus, ergosper-arcum- EAF ofcillatio-
nes ,abfolugr,  ad quas definicndas - mgtum, corpo-
ris {uper jytraquescurua; AE et AK imueltigare fuf-
ficit. Sit celeritas corporis ' maxima, quam ha-
bet i A “debita’ Aleirodini &, et celeritas i quo-
cunque, punéto 1 M  debita, altitudini @, Ponatur
diftantia CM, cul acqualis fic CP,—=y, ¢t yiscen-
gripecs 10° M=P... Sit . Ca—g et AP—x, atque
AG =k, fumta CGHEE &t yEa 42 et CG
= CE==a4k. © Pofitorsarcu* AM==s , lerit, tangens
MC 5 quam -perpendiculumi ex C in: eam  demif-
fum déeterminat =AY jdeoque vis tangentialis =
P P quié motaiTcorporis Terefeente’ y feflt contra-
ria : vodeé” Ribébicur 'dv = Pdy ="~ Pdx' ef &' =b
~[Pdx ; integrali [Pdux ita, accepto, vt euanefeat
pofito x=o. "Si~igitur ponatur-¥—o, dabit ex
aecquatione b=/Pdxivalor ipfiis x erutus inter-
uﬁl!luu.n\ AG feu k. Tempus ergo, quo arcus AM
percurritur, et =/ gegrazp €X ‘quO tempus per
totum arcum AE prodibit, fi poft integrationem
ita inftitutam , vt integrale euanefcat pofito x=
k, feu [Pdx=—~b. Simili modo tempus per ar-
cum AF inuenictur, quo, - ip'tur inuento fumma
hornm' temporum diﬁit' tempus vnius {emiofcilla-
R A aqiatnsy iv-4i2
; R S iy
v Caorollarium. 1.
> 206. Si ‘curnacAF fimilis et -aequalis fucrit
curuac AE tempora per vtramque erunt aequa-
lia ,
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lia, atque ideo tempus  vnius femiofcillationi®
aequabitur duplo tempori per AE..

Exemplum 1.

2047. Si arcus EAF fuerit infinite paruus,
potentia follicitans ‘P ob diftantiam a centro E~
inuariabilem, erit conftans = ¢g.  Sit radius ofcu-
li curuae in A feu AO="A, erit AE:arcus cir-
culi hoc radio defcriptus. At ex natura circuli
erit CT — &F2P=2" et MT
VO4by et b g0 200y P ARy ) Sed ob y—a--x

-
L

et ¥ refpeé‘tu a et b infinite paruum erit MT

& 2abx (a4-h) - . bydy bladt-x)d=
g n— o = Viwbx\ad-b) — Vo agk{a--k) —=
v_.ﬁ_m—g’;’:'jb-}—x. At cum fit v =0 — gx, ideoque & =

gk; habebimus @ = g (k—x) atque elementum

y dxyab dx' 1
temporis = i mre—ae AL [pe=a pofito

Y kiit=n pcnpherme cxrcuh exlﬂente diametro

1. Confequenter tempus per ‘arcum AE infinite

ft-— _Tvab m2ab
paruum €It —— Tu 05 =— Zvgia-+-h) '

Coroilarium 2.

208. Si centrum virium infinite diftet, vt
effet @ = o erit potentiae dire@io fibi parallela,

ideoque vt fupra ‘erit ‘tempus, quoiarcus AE ab-
foluitur:%. At'fi ‘arcus circuli ' EA’ fit linea
re@ta, feu b= & ,-crit tempus per EA = T,

Tom. II, M o, . Cos




‘Fabula VI,
Fig. 40
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Corollarium - 3.
209. Si ergo hic cafus comparetur cum ofcil-
Iationibus pendulii a potentia g quoque fed dire-
Giones fibi parallelas habente follicitati, erit pen-

LIt . : b .
duli ifochroni. longitudo = ;5. Tempus enim

vnius defcenfus feu afcenfus huius penduli eft =

my2ab A
2yglaa4-b) ! (166.).
100t

Exemplum 2.

az0. Sit iam Vis centripeta potcﬁan cuicun-
! W

que d;&un_t_ur}.lm proportionalis feu P:}-—-n, et li-

nea EF re@a. Eric AM =y = V(3" =a") et
l‘l
—y—a. Erit autem  porro x=b—[ jf‘y i b -
“'"" ___..}x neg=1 .
1) T2 poﬁtoquc v=0 fict y" =@

-+ (1) bf* = (a—{-k) 1, Vel dicta 4 i
‘.n.+'_1 ) n—=1 ko o . n-—|—l

elgrit b= TECTIN L 4 G T

Confequenter ob’ds = ,—,%‘u{_.—;;, habebitur tempus
. drV (n+1) f*

per AM ::fv{y;_ﬂ 8 (t"‘"‘"’—_}*""'—*_)' Quod in-
tegrale ita eft accipiendum ; vt fiat == o0 pofitoy
—« Tumque fa&o y==c¢ habebitur tempus per
lineam EA. Semiofcillatio vero feu motus per
EAF acquabitur duplo huius temporis.

Co-
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Corollarium 4.

ar1. Ponatur vis centripeta diftantiis pro-
portionalis feu »—1x erit tempus pcr A —x

dyvaf

f,,i'—:_’:-)\,,,_ya, feu pofito AE —i ob e’=u« d-t i*
et yi=—a"~-s" erit tempus per AM wfW ,_:}fz}l
vnde tempus per AE erit ::ZT-‘—LE. Omnes igitur

ofcillationes fuper hac re&a abfoluuntur ecodem
tempore, dimidia nimirum ofcillatio tempore
nV 2f conficietur.

Corollarium 3.

212 Si ofcillatio eft infinite parua, tempus
vnius femiofcillationis fuper reda erit quoque
mV2f, at cum vis centripeta tum vt conftans

confiderari poffit, fit ea —g, erit 5—=g, ideo-

que tempus vnius {cmioftillationis = "% vt fu-

pra §. 208.
- Corollarium &

2x3. Quia diretiones grauitatis reuera con-
vergunt ad centrum terrae, corpus in fuperficie
telluris fuper reéa perfeéte horizontali ofcillatio=-
nes peragere poflet, nifi refiftentia et friGtiones
impedirent. Tempus autem wvnius {emiofcillatio-
nis talis foret ( ob = femid. terrac et g — 4]
£53%7. minut. fccuud (:83)

M2 PRO-



Tabula VI,
Fig.3.

- Qdz, et v=[Pd# - [Qdz his integralibus ita

92 CAPV'T SECVND. DE MOTV PVNCTI
PROPOSITIO 3.

Problema.

2xg. Si corpus follicitetur a duabus quibus=
cunque potentiis 5 quarum allerius directio fit werti-
calis MQ_, alterius borizantalis MP: defiriire nivtum,
¢orporis ab iftis wiribus follicitati [uper data cur ua
A MB.

9104 ¢ Solutio.

Sit celeritas in B nulla, it M debita alei-
tudini @. Vis {ollicitans fecundum MQ fit =P,
et ea fecundum MP—Q. Ponatur BR =#, R
M=z, arcus BM=w, quas litcteras ad de¢fcen-
fum corporis ex quicte ex B adhibebimus. At
pro afcenfu ex A quacunque cam celeritate . ini-
tiali, qui mortus ad ofcillaciones reféretur, fit AP
Zarv=QM; PM—=AQ=y et arcus AM = 45
ccleritas vero corporis in A debita fit altitudini
b; erit ergo ?-x— conft. item =-}-y — conft.
et w-2z— conft, vnde di +dx—=o0 et dw4-dz

=0. ' Refolutis potentiis P et Q in normales ct

Pdt
tangentiales , erit vis tangcnmlis £ P ot =

et wis normalis ex P orta — %2 trahens fecun-

dum MN. Deinde erit vis tmgemzaha exQ or-

d - hd .
ta :3—-’4‘ et normalis ex ....,ﬁ, quae illi nor-

mali eft contraria. Vtraque vis tangentialis mo=
tam per BM accelerat, ideoque erit do — Pd?

u.
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acceptis, vt enanefcant fa&is 7 et 2z —o. Atque
pro afcenfu ex A erit v==b—[Pdx— [Qdy, his in-
tegralibus ita fumtis, vt euanefcant pofitis x et y
—o. Pofitis igitur in illa aequatione v = fPdz
—~+/Qdz, t=BD et z = AD fiet v=4 Qua-

: d
re tempus per BM crit = [jrFnaags et tem-

2 o ds
pus per AM = =5z =Faa Sumto clemen-
to dt¢ vel dx conftante erit radius ofculi curuae

. 0L daySinn . o AT

in M=zr4az» atque vis centrifuga coius dire@io
2dtddz(/Pd '

fecundum MN eft = 2H242Urat4/0ds) Totalis

ergo vis, qua curua in M fecundum MN premi-

Pdz— Qd't , 2dtddz(fPdt
tur eft = == WQ o i zdiw: - [oda) QE.L

Corollarium 7.
ars. Si P eft functio ipfius & vel #, quac-
cunque, et Q funéio ipfius y vel 2 quaecunque »
tam Pdv quam  Qdy integrari poterunt; -atque
ideo celeritas @ poterit exhiberi, et ope acqua-
‘tionis pro curua tempus quoque. :

~ Corollarium 2,

216. Quia quaecunque et quotcunque potern-
tiae follicitantes, fi modo earum directiones. fint
in eo plano, in quo eft curua AMB, in huius-
‘modi duas potentias poffunt refolui, haec pro-
pofitio latifime patet ct omnes cafus comple&i-
tor , quibus potentiarum diretiones et curua funt

in codem plano. o )
M3 Scho-




Tabula VI,
Fig. 4,
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‘Scholion,

2147. Patet etiam haec propofitio latius , fi
pauca adiiciantur, et comprehendit cafus , quibus
non omnes potentiarum direétiones funt in pla-
no curuae. Tum enim hae potentiae in binas {unt
refoluendae, quarum alterae fint in ipfo curuae
plano, alterae ad hoc planum normales. | Illae
igitur in plano curuae fitae eodem modo, quo in
propofitione vfi famus, tradatae dabunt accelera-
tionem corporis et preflionem fecundum MN: al-
terae potentiae, quia normales funt in curuam,
in curua premenda tantum infumentur.  Quare
hinc duplex nafcetur preflio, quam curua (uftinet,
altera fecundum MN dire&a, alteraad planum curuae
normalis. Harum igitur duarum preflionum, fi media
fumatur dire&io prodibitdire&io potentiae aequina-
lentisy in qua curua premitur. Quamobrem non ¢ft 0=
pus, vt huiusmodi cafus euoluamus, fed paucis attin-
gemus motum corporum fuper curua, quae ipfa
non eft in plano fita, vbi potentiam follicitantem
conftantem et deorfum tendentem ponemus.

PROPOSITIO 24.
Problema.

218, Exiflente potentia follicitante wvniformi
eiusque direclione vefta deorfum tendente , determina-
re motum corporis fuper curda quacunque A M non
in eodem plano conflituta.

So-
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Solutio.

Sit curua AQ proieio curuae AM in plino
horizontali, demiflisque ex punctis quibusque pro-
ximis M et m in hoc planum perpendiculis M Q.
et mq, ducantur ad axem pro lubitu affumtum
AP normales QP et gp; ponanturque AP—x,
PQ=y, et QM=—a. Sit corperis celeritas in
A dcbita altitudini b, celeritasin M debita altitu-
dini @, Potentia vero fit =g, qua corpus in M
fecundum M Q follicitatur.  Du&a tangente MT,
et in eam ex Q perpendiculari QT , refoluatur
potentia g in tangentialem et normalem. Erit ob
MQ MT = VY (dx’+4-dy*4-d=z*): dz vis tangentialis
7’{‘&’;??+Wz’j- Atque ob MQ: QT = V(dx"+-

dy'—-dz’): V(dx"=dy”) vis normahs:fr‘::f:a-j;fi’-a)lz')

Quia antem vis tangentialis motum retardat erit
dv=-gdz et v—=b-gz, vnde tempus, quo arcus
AM abfoluetur, prodic = "-ji‘%.t‘;:;-d*_) Vis
normalis vero efficiet , vt curua in M a corpore
tanta vi prematur iuxta direétionem ad Mm nor-
malem et in plino QMg fitam.  Premitur ve-
ro curua praeterea a vi centrifuga fecundum di-
re@ionem pofitioni radii ofculi oppofitam vi —

2lb—gs) , defignante 7 radium ofculi curnae in M.
Inuemmus autem fupra §. vr. pofitionem  radii
ofculi, ex qua proinde directio vis centrifigae in-
notefcit.  Quantitas vero vis centrifigae dabitur ex
radio ofculi, qm§ 72. eft inuentus; eft nempe r=
2 1 2% 1
ﬂdid:d;:£i.ziﬂ.iﬂdydda—dm‘ Q E L

Co-
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Fig. 5.
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Corollarium T.
arg. Celeritas: igitur corporis - hoc quoque
eafu ab altitudiné tantum pendet.  Atque celeri-
tas in M tanta eft, quantam corpus per QM afcens~
dens cum celeritate in Q altitudini & debita in M
haberet. ( '

Corollarium 2.
220. Non poterit ergo corpus ad maiorem

altitudinem alcendere , quam ad 2 Nam fi eft
b—gx=—o0, corpus in ea Jltltlldlne omnem celeri-
tatem amifit, iterumque defcendet.

' Corellarium 3,
221. Intelligitur -etiam, fi potentia non con-

ftans fuiffet accepta, fed varmbll:sP tum inuen-
tam fuiffe celeritatem in M debitam altxtud:m b -
fRdz;
Scholion 1.
222. Si in plano verticali concipiatur curna
AM ad axem horizontalem A Q relata; fueritque
AQ=—curuac AQ praec. Fig. et QM= QM praec,
Fig. ‘crit quoque curua AM aequalis curuae A M
pracc. Fig. Si iam corpus fuper curua AM afcen-
dat celeritate initiali in A debita alcitudini &, et ab
eadem potentia g follicitatum , habebit in M quo-
que celeritatem altitudini b —g= debitam.  Atque
ideo tempus quoque afcenfus per AM congruet
cum tempore afcenfus per AM in praeced. Fig.
Hac igitur ratione motus corporis fuper curua non
in codem plano fita reduci poteft ad motum fuper
curua
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curua in codem plano pofita. Inter motus enim
iplos nullum erit difcrimen; at prefliones, quas
hae duae curuse fufferunt’, ‘erunt diverfae. Quam-
obrem hoc modo preflio vt Libet porerit variari
manente motu corperis (uper curya eodem,

-Scholion 2.

- 22g. Pofuimus ha&enus curuam, fuper qua
corpus  mouetur , et potentiam follicitantem vna
cum diredtione datas, ex iisque motum curpons et
preffionem curuae deduximus. Nunc igitur cum
haec {ufficere poffint, ad alias quacftiones pro-
grediemury, “in quibus’al'a "pro 'dacis accipiuntur,
reliquaque funt inuenienda. ~“Et primo quidem’ da-
ta fic preffio in fingplis, curuge "punctis ct poten-
tia follicitans; ex quibus lpﬁ curua er motus fu-
per eu debc.lt inuenird,. Deinde aliis fa&is “com-
binationibus inter eas res , squaerin computum Vew
miunt , alusuquaeﬁmnes formdbimus. s roro0

. PROPOSITIO 35 "
« 5001 1 Problema.., ‘
224. Si corpus a guacungue,wi perpetuo deor-

ﬁtm trabatur, inuentre’ curnam ‘A M y quam Lorpus
fuper e defoendens vbique aequaliter: premit..

Solutio.

. Sit AM curpa quaefta, d:cat;ur {'uper axe
vcrtlcah nbftlﬂ'a AP = x, apphcm PM=—y et
curia AM = & 'Sit poiro Vis corpus in M fol-
l:rntanc = P; ¢t altitudo 'debita ‘celericati in A—F;

Lom. 11. N erie

Tabula VIT,
Flg' |
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erit altitudo debita celeritati in M = b - [Pdx,
integrali fPdx ita fumto, vt euanefcat fako y—=o.
His pofius erit preflio, quam curua fecundum

normaléem MN fuftiner (8 3)="2 4~ 2 (b-{-{!l’:i,r) dx ddy

fumto elemento dx pro conftante.  Iam cum hac€
preflio debeat effe conftans, ‘ponatur ea = k, erit
kds’ —Pds” dyf+2bdxddy-t+-2dxddyPdx. = Ar fi po-
nacur ds conftans, habebitur kdsdx —Pdxdy +-2b
ddy—-2ddyfPdx, cuius mtcgrahs eft 240¥Egelhdn) —

kd
f * e o Quae aequatio cum P per & detur,

umihm poteft; quia y in eam non ingreditur fed
tantum dy, Q. E. L.

Corollarium 1.

‘225, Exprimit 53555 tempus, quo cor-
pus ex A celeritate initiali eadem , qua per AM
mouetur, per altitudinem AP delabiture, et V(b=
J Pdx dat celeritatem in eodem loco. Quare ce-
lcntab haec in P per tempus per AP divifa , dat

Rds
Fr T qua proprietate curua AM dctcrmmatur.

Corollarium 3.

226. Tempus autem per AP quantitate con
ftante quacunque puta V¢ poteft augeri.  Hacque
quantitate conftante angulus , qu:.m__c\uru:_n_in A
cum AP conftituit, 2 dctcrmmatnr. Erit (cilicet fi-
nus huins anguh._.”b poﬁw finu toro <= ; Qua-

re Ve maior non poteft accipi quam %3 ideo-
que



SVPER DATA LINE4 IN VACVO. o

que fi motus in A 2 quiete incipit ¢ debet effe
=D

Exemplum.
227. Sit potentia vniformis feux P—g, erit
kdx 2k V(b4-pgx)— 2kVb4-2hve __ 2dy V(b4-px
J(b+gx) — — g Hoh e ), wvn-

ge habetur =M= atque gdy V (b4-gu)
= kdsV (D —+-gx) 4-kds(Ve—Vb). Ex qua orietur

o kdx (V(b—=gx) = Ve—vb)
fequens acquatio dy = ypp g — k* (VoG %)= Ve—yB) T}

: b
Sit Vb+4gx) =1t et —Ve4Vb=h, erit x*“’g
et dr = :-ffl. His igitur fubfticutio habebitur dy=

—b et |
m—f%f_f_i—zt](st_;:;k—agr:m Haec aequatio tribus cafibus
integrationem admittit, quorum primus eft, fik
=—¢,tum cnim inuenitur curua,quam corpus in A pro-
ie@tum libere defcribit. Alter eft cafus , quando
b—o, feu Vb=V¢, tum enim habetur 3%':'—3,
{feu linea fatisfaciens erit re@a inclinata.. Si ter-

tio k=g, feu fi tota prefiio acquatur vbique vi fol-

2 tt dt — 2 bt dt -
licitantl corpus g, erit d!y = Evi2bi—h% —» CulUs

integralis et gy — {2""':!"_"’ )V (2bt=h") 4 conft,
Conftans haec, quia puﬁto x=o feu t-—Vb, fity
— 0, debet effe = L= v byh-b). Re-
ftituto ergo V(b-4-g¥) luco t et pofito Vo—Ve=
b=Va habebitur ‘L= (b4-gx—a- Valb4-gxV(2Va
(h+-gx )—@—-l—-(ﬂ-—ll—i-Va&)V(ﬁVab——a) Quaceftaequa-
tio pro curua quaefita, in qua 2 deber effe numerus

N 2 : mi-
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minor quam J. Si corpus ex quiete cadere de-
bet, alia linea praeter re&tam non fatisfacit. De-
bet enim effe ¢=0, vt angulus ad A fit realis, et

propterea habetur y = 25

Corollarium 3.

", =228, Aequatio algebraica inuenta, fi ab irra-
tionalitate liberetur, fit ordinis quinti. Si in
ea ponatur 4=—b, quo calu curuae tangens in A
eflt verticalis; prodibit “82¥¢ —(gx—V (a"+gax))
V(2V(d" 4-ga ’r) —a)4-aVa. |

© Corollarium 4.

229. ‘s gencraliter tangens in A debeat effe
Vertlcahs, erit Ve=o, atque 1de0 ‘prodibit ifta

Redax (¥ (b—4-g ) —-vb) :
acquatio ‘?y T ViE? b — Vg Ol tangens

in‘A pgln.ltur horizontalis erit kV¢==gVb habe-

: * dx(ky(b—=gx)4-g—R) vb)
biturque haec aqquano 47__,,5 S e

it Scholion.

230. Vocatur haec curua linea acquabilis pref-
fionis, eiusque folutio extat in Comment. Acad,
Parif, quae cum hac noftra egregie conuenit, Ce-
terum ex folatione conftat, fi potentia non fuerit
conftans| fed vtcunque variabilis P, aequationem
inuentam nihilominus integrationem admitcere, fi
preflio in curuam ipfi P debeat effe proportiona-
lis. Erit enim k—mP atque Pro curua quaefita pros

~Rixs _ dibig
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s jo 24WO+/Pdx) __  mPdx
dibit fequens aequatio »r = [ymrs ) cu-

ius integralis et dyV(0~-/Pdx ) = mdsV (b [Pdx)
—~-mdsVe. Haec aequatio, fi fuerit ¢=o erit pro
linea reca ad horizontem inclinata. At per Ve
definitur angulus, quem curua in A cum verticali
conftituit, cius enim finus cft m —"y. Quare fi
fumatur V¢ —=—V b curua tanget in A verti-
calem. Practerea haec curua hanc habet proprie-
tatem, VCtempus, quo arcus AM percurritur pro-
portionale fit m. AM—PM. Denique ex folutio-
ne huius propofitionis fluit folutio fequentis, in
qua ex data curna ct preflione aequabili quaeritur
quantitas potentiac deorfum tendentiss

PROPOSITIO 26.
Problema.

as31. Data curna AM et celeritate initiali in
A debita altitudini b, inuenire quantitatem potentiae
perpetuo deorfum tendentis , quae faciat , wt corpus
fuper curua AM defcendens curuam wbique aequaliter

premat. .
Solutio. |

Sit potentia follicitans quaefita =P, di&isque

© AP— x, PM—=y, ¢t AM=s, atque preflione,
quam curua fuftinet —k; habebitur ifta acquatio
kds dv—"Pdxdy ~ 2 bddy—+-2ddy[Pdx (224) in-qua ds
eft elementum conftans. EX hac igitur aequatio-
ne quantitatem P erui oportet, Aecquatio autem
N 3 per

Tabula VI,
Fig. L,
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per dy multiplicata et integrata dat kds [dxdy =
d)" [Pdx—~- bdy®, ex qua prodit [Pdy + b — ’““

k
fdx dy; quae differentiata dat P = ﬁ-f-,i 2 2dfﬁ-ﬁ’

fdx dy. At integrale fdxdy ita eft fumendum , vt

pofito x==0 fiat 55° fdx dy=>b. Quo autem haec

integratio facilius fuccedat , ponatur dy == pdx erit

.r“*-dﬂ/(x—l-p), et [dx df_d-‘f:u-pppﬂ ideoque

Y dx |
i Jdzdy = e A2 Ex qua aequatione

prodlbxt M""’EP') pvit /7o QEL

Corollarium 1.

232. Ex hac aequatione quoque flatim cele-
ritas corporis in fingulis punéis habetur ; altitu-
do enim debita celeritati corporis in M eft b -

J Pdx = 355 faxdy — MshRelfopeE Tempusxero,

quo arcus AM abfoluitur, ‘eft = i /pdx: Vf‘,“_ﬂ,r

Corollarium 2.

233. Perfpicoum eft ex aequatione inuenta,
quantitatem potentiae P eo fore maiorem, quo
maior fit k, cereris paribus; variabilis enim c¢ius
valor dufus eft in preflionem £,

Corollarium 3,

234. Etfi vero non videatur potentia P a
celeritate initiali & pendere, quia in expreflione
b non
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b non inefty tamen pendet P ab b ob integrale
fﬁpp}’ quod ita eft accipiendum, vt pofito

—o, fiar “""L} j}u,,_”} — b. Variata ergo ce-

leritate mm.nh alia. prodit potentia follicitans ,
tametfi curua propofita eadem maneat.

Exemplum 1.

235. Sit curua AM parabola in A verticem
et axem horizontalem habens; ita vt fit ay —a",

Erit ergo dy — “:” hincque p = 2%, et fw,_;—)

— fv(:ad.ixs) 1 V(a'+44a")+ C. Quare ent

3
k( =+er k(a? 4-4x%) 2 kC(a®-4x%)

f n-e-pp)—- SR et o, Quds
qu.mtltas cum debeat eflfe =4, fi fic x=0, erit

— --u feu /- pdx __ __ V(a®4-4x%)—a

JNOFPp = T2 . Ex quibus
o 3 2__ox2 2 "
inuenietur P_.’f,,ﬁs bty "’"’” In ipfo er-

go punfto A potentiaPerit infinite parua, tam ny-
merator enim, quam denominator euanefcunt, fitque
valor iftius expreflionis =o. Celeritas vero in A
non poteft effe arbitraria , etiam i conftans C

videatur ex & determinata., Nam C talem tantum
habet valorem, qui expreflionem & —- [Pdx ::;,
fdx dy reddat finitae magnitudinis.  Pendebit

ergo & ab a eiusque valor inuenietur, fi in ex-

' 3
2 1NE_kalb? ]
preflione M-t ms,,r"(b 4%, ponatur x=o. Tum

autem prodibit b:!'f. Hac ergo celeritate defcen~
fus
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fus incipere debet, vt preflio vbique aequalis 2
potentia P inuenta oriatur.

", Lxemplum 5,

236 Slt curua AM circulus radii @ tangens
re®am APin A, erit y—a =V (d'—a") et p—=j7im,
atque V(1 -++ppy = jalis “Fier ergo f‘,”_d_m

xdx

l

=fas =k miad quod conftantem addere non li-
cet, quia 552 — ﬁt infinitum euanefcente .

: LY A ) BB e Vg ( 8
quare celeritas coapom cnt vaniformis , ideoque
potentia follicitans euanefcit.; Perfpicuum = enim
‘eft corpus a nulla potentia follicitatum in peri-
pheria circuli aequabilirer progredi, eiusque vim
centrifugam effe vbique ciusdem magnitudinis.

Exemplum 3.

25%. Sit curua AM cyclois bafin habens ho-

rizontalem et cufpidé tangens verticalem APinA-

ita ve fit "ngi{i:ﬁxi Habetur ergo p._,;a —233)

et V(x-A-[p) ——',7'@!.—_—5 Quare erit fm+pp;
2xV2x

f""f” e T o -(—'——1 = 5. Sumta

ergo conftante C finitae maguuudmns fit b = oo,

ky2
quare fiae C—o, erit b—4-fPdv =", et h— —0,

“Prodibic igitur P::::,", Si itaque corpus fuper

cyclmdc AM ex A defcendat ex quicte et folli-
citetur
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citetur deorfum a potentia, quae reciproce eft vt
radix quadrata ex abfciffa AP, corpus vbique
curuam aequali vi premet.

Scholion.

238. Dantur igitur cafus, quibus celerita=
tem V4 non pro lubitu affumere licet, quem-
admodum in his exemplis euenit. Quoties enim

“HEE fie infinite magnum fiGo x=o, conftans in

jntegratione ipfius ?T%i'}}i addenda plerumque hoc

ipfo determinatur, quod celeritas initialis non
debeat cffe infinite magna.  Semper autem, fi

curua in A ‘tangit re&am AP, fit li'ﬁf infini-

tum pofito ¥=—=0, id quod in caufa etiam eft,
quod in exemplis allatis celeritas initialis non
fit arbitraria.

PROPOSITIO 2.

Problema.

an9. Si corpus a quacunque wi perpetuo deor-
Jum trabatur i inuenive curuam AM ,  fuper qua
corpus ita mouetur, wt tota prefo, quam curua [u-
Junet , datam babeat rationem ad prefionem a wi
normali ortam.

L s |

Solutio.
Defcendat corpus ex A celeritate debita al-
titudini &, et pofito AP —x, PM=y, AM=rv,
Tom. L1 O fit

Tabula VIL,
Fig, x, |
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fit potentia corpus in M follicitans =P, erital-
titudo debita celeritati, quam corpus in M ha-
bet , =b—-fPdx. Tota vero preflio quam cur-
ua in M fecundum dire@tionem normalis MN,

: Pd 2ddy(d
futinet — ¥ - 2404+IPZ) fimro  ds pro ele-

mento conftante. lam habeat fe hacc preflio ad
vim normalem rlff— vt m ad 13 erit (m—1)Pdxdy
—2ddy(b—+-[Pdx); quac eft acquatio pro curua
quaefita. Haec vero reducctur ponendo v loco

: d }
b—/Pdx, ad hanc formam P24 = 209 quae in-
' m—
tegrata dat 2 1‘}’—, = (m—1) 11", feu v 2 dsizz
m—1
b A e

@ * dy. Ex qua habebitur dy = Vi@ —o1)
~ d.r(b—i—dexl)““_‘

= V(" —(b—+/Pdx)™1)’
pro curua quaefita. Q. E. L.

Corollarium 1.

240. Celeritas corporis ibi eft nulla, vbi g-—:'
—o0, feu vbi curuae tangens eft verticalis, fi qui~
dem ™5 fuerit numerus pofitiuus , feu fi m ma-
jor fuerit vnitate. In his igitur cafibus curuam in
A tangere ponemus redtam AP, et ccleritatem

initialem fen b=—o.

quae cft aequatio

Co~
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Corollarium 2.

241. Quare fi m>1x, feufi preflio tota ma-
jor eft, quam preflio u vi normali orta; curuam
m—1i
dx (fPrh‘) -
B O it —(J Pdx ) s |

in qua fPdx ita debet accipi, vt euanefcat pofi-
to x=—o.

quacfitam dabit ifta acquatio dy—

Corollarium- 3.

242. Si m—1, vis centrifiga euanefcet, et
propterea linea quuefita erit recta.  Fit autem
ex aequatione ddy=—o, quae eft proprietas lineae
rectae.

Corollarium 4.

243. Si m=—o0 tum tota preflio euanefcit,
quare tum prodibit curua, quam corpus celeri-
tate {ua alticudini b debita proiectum libere de-

{cribit. Pro hac igitur curua habebitur ifta ae-

dxva
quatio dy=F=g4jrd ="

Corollarium s,

244. Si M eft vnitate minor, tunc vis cen-
trifoga ‘erit’ contraria vi normali, et propterea
curua AM erit concana deorfum, Ponamus igi-
tur in'A curvam efle normalem ad AP, erit b=

a. Pofito igitur b=, habebitur pro curua quae-
1—m

it 'h W PE AL

1ta naec acquatio J——HV(( e jP .l,) | —mm |--m)

0O 2 Co-
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Corollarium 6.

245. Pro motu libero igitur, quo cafu eft
M=o, inuenietur curua a corpore defcripta, fi

in A horizontaliter celeritate altitudini & debita

P : d
proiiciatur, ¢x hac aequatione dy = y; T,

Exemplum T.

246. Sit vis follicitans vniformis feu P—g¢
erit dex —gw. 7 Cafibus ergo quibus m > 1, et
corpus in A ex quicte defcendir, aequatio pro

curnis quaefitis, fcripto ge loco a, erit h.a.ec dy
m—-—l

T dx :
S V(u’"" P At i fit m<1, et corpus

in A celeritate altitudini @ debita proiiciatur ho-
rizontaliter , curua fuper qua corpus moueri de-
bebit, fcripto g¢ loco @, exponetur hac aequa-

l—ﬂ'l-
tione d i H
i j"‘V((c-{-—r) gy Hae ergo curuae
erunt algebraicae, fi vel =7, vel ~™— fuerit

numerus integer affirmatiuus. Hoc . vero eueui,t
fi m foerit terminus vel ex hac fcric 3 .3,, T
S5 LY
7> g etc. vel ex hac feric o, %) 5, 3, %, &
ctcet.

Corollarium 7.

247. Si igitur tota preflio triplo debeat effe
maior quam vis normalis, curua erit circulus tan-

gens
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gens redam AP in A.  Namque erit dy =y 5z
feu y:c——]f(v’-—x’): aequatio ad circulum radii ¢.

Corollarium §.

248. Sit tota preflio duplo maior quam
vis normalis, feu vis centrifuga aequalis vi nor-
mali cum ecaque confpirans; erit curua cyeclois
cufpide verticalem in A tangens. Aequatio enim

ats 7o deym
erit Y=y,

Exemplum 2.

249. Quaecunque fuerit potentia follicitans
Py requirantur curnae eiusmodi, vt preflio tota
quam curua fuftinet , fic duplo’ maior quam
vis normalis feu quam vis centrifuga, quae hoc
cafu illi aequalis erit. Fiat igitur m=—2 , et pro
curua quaefita haec habebitur aequatio @f:ﬂ-—fﬁ%ﬂ%
Seu dio [Pdv—1X erit dy—=dx V 25— ;T’}x—},m
Hoc exemplum ideo attulimus, quod in {equen-
tibus demonftrabitur curuas huius proprietatis ef-

fe fimul lineas celerrimi defcenfus.
Corollarium o,

250. Perfpicitur ergo infinitas effe curuas quae-
ftioni fatisfacientes, propter quantitatem « arbi-
trariam. Atque infinitac hae curuae omnes tan-
gent rectam AP in A.

’

LIRS, afsl 05

O3 gy .S.clo-
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Scholion. T.

2s5r. Ex folutione huins problematis appa-
ret, quomodo problema inuerfum, quo curva et
ratio inter totam preflionem et vim normalem
datur, at quantitas vis follicitantis deorfum ten-
dentis quaeritur, foluidebeat. Cum enim fit © "~
ds—a™5+dy, feu pofito dy — pdx, v V

B vy ap——
(x—-pp) —=a =5—perit v — T S, el
(x—4-pp)m—1
Spax ; hincque differentiando Pdrx ———
2 ap ﬂ%—_—_t?dp

e Confequenter inuenitur P =
(m—1) (1—4-pp)m—1

3 —m

2ap m— dp

- . Vbi notandum, celeri-
(m—1) (x~-pp) »—1 dx
tatem initialem iam effe datam, nam formulg

ap ﬂl-—l 5
: 7 fi in ea ponatur x—o, dat &,
S

Scholion 2.

252. Simili modo fi motus corporis fen ce-
feritas cius in fingulis locis detur, atque relatio
preflionis totius ad vim normalem, inuenietur ex
celeritate ftatim potentia follicitans, Ve fit o al-
titudo debita celeritati in M, eric ob 64—/ Pdx
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. m— m—1
—o; P=%; atque acquatio v 2 ds= a4 2 dy
dabic naturam curuae requifitae. Cum enim @
fic data, dari debet vel in a vel s et conftanti-
bus quantitatibus, fcilicet quae ad curuae naturam
exprimendam adhibentur. Ceterum eadem pro-
blemata in hypothefi virium centripetarum vel
plurium potentiarum follicitantium propofita non
habent plus difficultatis, etiamfi ad magis perple-
Xas acquationes perueniatur. Atque cum fimpli-
"cia exempla in medium proferre non liceat ad
illuftrandum, ea potius relinquo; hocque eo ma-
gis, quod in fequentibus, vbi de brachyftochro-
nis agetur, eiusdem naturae curuae prodeant,
quas ibi diligentius expofiturus fum. Nunc igitur
ad ea progredior problemata, in quibus motus
quaedam proprictas proponitur, €X qua coniun-
¢a vel cum potentia follicitante curua quaeritur ,
vel cum curna ipfa, potentia follicitans. Proble-
mata vero nimis facilia, vt quando vel {cala
celeritatump , vel fcala temporum daretur,
raetermitto, cum ex expreflione celeritatis vel
potentia follicitans , vel ipfa curna fponte fluat,
atque temporis expreflio facillime ad celeritatem
deducat. Hanc ob rem huiusmodi afferemus quae-
ftiones, in quibus non ipfie celeritates vel tem-
pora dantur, fed relationes quaedam ab iis pen-

dentes.

PRO-
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PROPOSITIO 28,

Problema

Tabula VI, 253. Sollicitetnr corpus a quacunque potentia

Ll deorfum tendentey inuenire. curuam A M fuper qua
corpus defeendens motu  aequabili deorfum feratur ,
Jeu acquabiliter a borizontali AB recedat.

Solutio,

Pofitis AP—«, PM =y, AM=s, et poten-
tia follicitante = P, fit celeritas corporis initia-
lis in A debita alcitndini b, erit celeritas in M
debita altitudini & —/Pdx. Quare tempufculum,
quo elementam M percurritur, eft ,,f;*fm
Quia aatem motus per AM refpondere debet
motui aequabili per AP, concipiatur corpas mo-
tum f{uper AP celeritite conftante debita altitu-
dini /, debebit tempus per Pp aequari tempori
per Mm , vnde habebitur % = ij”x}, feu
dyVb—dxV [Pdx. Pono autem celentatem ini-
‘tialem congruentem cum . celeritate defcenfus, vt
curua in A tangat verticalem AP, ct corpus pri-
mo principio recta defcendat.Nam quia propter mo-
tum acceleratum neceffe eft vt curua continuo
magis ad horizontem inclinetur, eius iaitium
commodiffime fumetur in A, vbi curua eft verti-
calis.  Prodiitque ergo pro hac curua aequatio

d]Vb'—derde Q E. L

Co-
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Corollarium 1.

254. Haec ergo curua hanc haber proprie-
tatem , vt quo maior fit corporis celeritas, eo
magis quoque curuda in eo loco ad horizontem
it inclinata.

Corollarium 2.

255. In loco ergo fupremo, vbi celeritas
corporis. eft, minima, inclinatio curnae debet ef-
fe minima, feu tangens curuae in co loco de~
bet cﬁ'e verticalis.

' ~Corollarium 3.

1256, Celeritas: igitur initialis: ¥V b non pots
eft effe’ nulla, quia ei aéqualis eft celeritas re=-
fpediua, qua corpus deorfum progreditur, feu ab
‘horizontali AB recedit.

Yrire g Scholion 1.

25%. Vocatur haec curua linea aequabilis de=
fcenfus, quia corpus fuper ea defcendens aequa-
bili motu deorfum progreditur. Lineae huius in-
uentie extat in A&. Erud. Lipfl A.x690. pro hy-
pothefi’ grauitatisy” feu potentize follicitantis vnis
formis, Satisfacere autem huic quacftioni demonftra-
tur-ibi parabola cubicalis Neiliana, quae ‘eadem
in exemplo fequente prodibit.

Exemplum T.

258, Sit potentia follicitans vniformis feu

P=g, erit fPdx=gx. Quare pro curna quaefita
Tom. L. P habe-
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habebitur ifta aequatio dyVb—=dx Vgux, quae
mtegrata praebet hanc, gy Vb —2xVgx, feusg 95’
=a’, quae eft, pro parabola Neiliana, cu{pxde,,T
A verticalem AP, tangente, cuius parameter.cft 3.
Pro quaque ergo alia cclenmtc initiali, alia eft fu-
menda parabolar

1!_.'

Exemplum piol ‘dl .ze

259. Slt potentia f{ollicitans P poteftati| cui-
cunque abfeiffarum data linea au&amm proportio-
» a—-x) L L gt

nalis vt P = (7_; ) mfpd;,__inilgju
Quamobrem pro curua fatisfaciente shabébitur ifta
acquatiordy V (n—4-1) bf* = dxV(a—+-a)"+"=d"*1).
8i a=o , ita vt potentia follicitans P fit poteftati
exponentis # diftantiarum. corporis ‘a horizontali

AB proportionalis, erit dy V(n=-1) bf"—=dx V x"+*,
“-!—3
2 x

cuius mtagrahs eft yV(;:+:)bf"*~*—m—-—: feu
(o3l prny® o amtt At peb-1 debet effe
numerus affirmatious ; alioquin, J/Pdy fieret sinfini-
tum , quia cupnefcere debet, fato x==o, . Fit erge
78 >2; quare f{atisfaciunt, parabolae verticibiis
in. A verticalem AP tangentgs, Vit i n==x feu P
=%, fatisficiet parabola; Appoilommai cuius: pa-
rameter eft sz.bf

Scholion. 5

" 260. Ex huius pr0poﬁtmnu. folunonc perfpt-
cu:ur quomodo eius inuer(a, qua data curya, quae
fit
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fit linea aequabilis defcenfus, requiritur potentia
follicitans. Cum enim fit dy Vb= dxV/[Pdx , . erit
der ___3‘_';” - Ex qua oritur pofito dx conftante,
P— ‘*L'ﬁﬁ;’-z Perfpicitur. ergo potentiam P a cele-
ritate imciali Vb pendere, Curua vero data ita
effe deber comparata, ve in A tangat. verticalem.
AP.  Si curuae radios ofculi in M dicator 7, erit
Ri= %’;—4‘3"’ Quare: fi ex. gr. curua AM fuerit cir-
culus tangens AP in A, cuius radius == , erit 7

s P
<Dd\; dy._,,,,z—-;z'r ev d¢ = L2410 Pro-cirs
2a% )
culo ergo ent P— (; a3 Celeritas vero in M
. T % .
debita’ eft altitudini &+ [Pdx = i

Corollarium 4.

InG:. Patet cetcrum  ex aequatione,  quam,
inuenimus , 4 = Lbi_f?d-“ tempus quo. arcus ‘AM
dcfcrnbltu:, .u.quulu cile cemporiy, quo corpus vnifor-
miter celeritate alcitudini # debita abfcifam AP
percurrit. In hoc ipfo fcilicet natura lincae ae-
quabilis defcenfus nititur.

PROPOSITIO 129.

Problema.

262, Trabente vmfoiii patmﬁa wbigue - werti-
caliter deoyfum, | inuenive curuam A M, fuper qua
corpus aequabiliter werfus datam plagam AP progre-
ditur.

P2 So=

Tabula VIJ,

Fig.

3.
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Solutio.

Sit AM curua quaefita, ct pro axe fumatur
eins tangens AP, quae verfus datam plagam di-
rigitur. Problema ergo requirit, vt corpus fuper
AM motum a potentia vniformi g follicicatum
codem tcmpore ad M perueniat, quo corpus mo-
tn acquabili nempe celeritate V4 latum abfciffam
refpondentem AP percurrit, eritque celeritas ini-
tialis in A debita altitudini 4. Dicantur AP=w,
PM =y, et AM=ys, ducaturque verticalis AQ,
in Q fecans horizontalem MQ. Celeritas igitur
corporis in M tanta erit, quantam in Q ca-
dendo per AQ cum f(ua celeritate V) acquireret;
quare celeritas corporis in M debita erit altitu-

dini b—4-gz dita AQ—=z. Per con‘ditionem pro-

_ds
blematis vero debet effe [y 5s) = & feu 3 Vbin)

....:‘,’f,, vnde oritur haec aequatio dyVr—dxVgz,
At z in x ety dabitur ex angulo PAQ; fit finus
huius anguli = m, erit cofinus —V(x—m) pofito
finu toto = 1. Nunc erit V(1—m): m= AP(x):

PO, ex quo erit PO__‘,( ,,;.--, idecoque M O =

YY1 —m?) —mx
e - AL AQ fiet = yriSi T?emde ob
N
1:m=—MO :0Q, erit0Q = "‘”L' =" Con-

fequenter AQ=—z=—my—-xV (1—m’), et hinc dy

—dz __ dxyl)—m?
=G — =) Quo valore in aequatione in-

uenta fubftituto prodit dz Vb=dxVb(x—n') —4=

zvh
mdx Vg, quae tgansit in hanc dy = T

Cu-
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Cuius “integralis’ inuenitor x — .2;:!%2 .23 !fs‘lg—mﬂ]‘.

a { ) —m= -
/L2l 22, Quae aequatio , loco 2 valore my.

—+—.r1/(11-zui) fubftituto, dat maturam curuae quae-,
fitae. Q-_h. I.

Corollarium 7.
263. Curua. ergo fatisfaciens femper eft li-

nea transcendens, nempe a logarithmis pendens,

nifi fit m velo vel 1, i.e. nifi re@a AP vel fit ver-.
ticalis vel horizontalis.

Corollarium 2.

264 Si igitur m=o problema cum praeceden~
te conuenit, fit enim z=—x, ideoque curua expri-
metur hac aequatione dy Vb= dxVgx, quac dat
parabolam cubicalem vt fupra.

Corollarium 3.

265. Si m—x fit linea AP horizontalis, et
2=y. Habetur ergo dvr :%, feu x— ’7'%-’, feu
x*=*?. Haec ergo curua eft ipfa proic&oria,
quam corpus in A celeritate V' 4 horizontaliter
proie@um libere defcribit. Haec enim curna, vt
ex fuperiore libro intelligitur, hanc habet proprie~
tatem, vt motus horizontalis fit aequabilis.

Corollarium 4.

266. Si x et y, et confequenter 2 eft valde

£ mygz —_— Mgz mmg z
paruum, erit 1(1 ""{b‘ 1_.:1;’))-— Yo (1—m%) = 28 1—m %)

migzvrz . a s 3
+ S aTmh s quam proxime. Initium er

P 3 2o
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go ‘curtac AM exprimetur hac acquitione ¥ /=
V\Itm“] zmwn,}r feu ob: ﬁ_._my—-b—.l'l/(l-ﬂl )» lﬁl?.

~m?))Ve (
J—va{;.f;%ﬂ“__) Qune reducitur

ad hanc —'—’5—‘—“—’"’-_—_(13{74-.1"\/(1-—:?: iy 1

Cnrollanum S act

267. Sl m=1"; feu fi lmca.AP “eft horizon<
talis, et feries logarithmo illi ‘aequalis continue-
tur in infinitcum, haecque feries loco illios fubftita-
atur , termini omnes prae linfinitefimo oo euane-
fcent, _,D.1b1t Jutem infinitefimus  2=0, feu y=o,
id quod indicat hoc cafu lineam rcﬂnrn horizonta-
lem quoque (atisfacere. 1d quod quidem per fe eft
per(picuum, nam corpus fuper recta horizontaii
aequabilicer progredietur, ideoque motus cius ho-
rizontalis eft acquabllis FIETH

Scholion’ I.

268. er.xbllc igitur vxdctur, quod :lcqmno
di&'uenti.;lls et integralis_quoque, quae prodit fi
ponatur m=—1 , parabolam tantum_ praebear, et
ream horizontalem excludere videatur. Sed no-
tandum eft, lmeam re&am horlznntalem pro omni-
bus quoque plagis AP farisficere cum motus in ea
fic aequabilis , atque idéo' verfus omnes plagas ae-
quabtliter progredigrur. - Per{picunm autem eft ae«
quationem noftram generalem haoc re@am com-
prchendere non pofie , quia rectam AP nusquam
tangit , nifi in calu m = 1, quo cum “ea con-

gruit,
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gruit. Atque bwmbfa ratio quoque eft, cur pro
cafu etiam m=1 linea redta ‘non directe inueniri
queat. '

|

:f‘,_" 253 Schoho‘n

- 269 Manifetum quoque eft eadem opera pro-
blema latiori fenfu acceptum folui potuiffe ; fi fei- .
licet potentia folhcxt vniformis fed varia-
bilis vtcunque effet * po‘["tﬂmkNamque fubftituto P
locpig, et fPdz loco.gz! in aequatione’ differen-
tiali, prodiffet haec aequatio dp V b —dxV [Pdx
pro’curuas quaefita. . Habet -vero 'z éundem valo~
rem rquem cantel  Quare fitPoab b altitudine @ et
conftantibus ‘tantuim pendeat, pocerit [Pdzivel in-
tegrariivel per quadraturas exhiberi. v Atrque tum
acquatio pro curua  poteriv c‘on&rﬁi, ‘peruenietur
it 4 hin¢ ' delfuationem @4 = %jji,;’;.,i;gg‘_'mz,,
in qll'l vam’bxles x etz lu :;t a f“; 5ln|1cem fepara-
Nolui ,autem . proplema nimis lata fignifica~
thllc conﬁuf,{:m efﬁcc}-c Quando enim latior fi-
gmﬁcmo neque | plus 1ﬁ];ult-1|§1? mect in fe, ne-
que_ad J)eculnrf,m vi'um accown]odan poteft ,
relito particulare. tantuLm problema pertm&a-
re conftitui. Pll opter eandcm rationem. fequens
problcma 1l”oc]; orgac Paracentncae in hypotheﬁ
tantim pq;cntme Jvmformxs et deorium ducmc

e
refolud.ﬂ v A&

o 295) N = wmM 20piE cmo R = AW ‘.:.=i;:" p L

\r ] . 'Ih X
e\ aapsizalon w M mmmoamosls oo mul (Fd

03 : PRO_

r
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PROPOSITIO  30.
" "Problema.

270. In bypothefi potentiae [ollicitantis wni ﬁ:r-
mis et deorfum tendentis inuenive curuam A M fuper
qua_ corpus dq[ceudem aeqqabrlmr @ dato pum‘?o C

recedit, nsld

sy a111d

S1t AM curua quaeﬁta, eis fumatur tangens
CA, quac per/ datum pun&um C transit, . erit
corporis.in A celeriras 'minima.«1'Quia enim  baee
celeritas totalad recedendum (@ Cimpenditur; in
aliis curuae elementis 1necefle eft; vt .celeritas fic
maior, €0 quod eius tantum - pars ad receflum in<
fumitur. - Punctum A ergo erit fupremum. curnae
qu: acfitae.Sitigitur cclcm-ls corpor,ng. mAdcbnmaln-
tudini 7', hchuc celerlmtc conc1p1a1ur corpus per

AP vmfofmlfer mo‘uen d beblt itaque hic motus

cum defcenfu COl‘pOl‘lb (uper curua AM ita con-
uenire, vt ad quacque punéta P et M Aequahtcr
ab C_diftantia 1ﬁn{ul peruenmtui' Pofita celeri-
tate in M debita altltudml v, ducatur CP"‘CM
=ux, et fit finus'ang, PCM""I, poﬁm finu_toto
=1. Ducantur arcus cu-culares et pm c;ntro
C, erit M:z_.Pp—'dx, et a% p finus =7~ -

1100 le‘+ri f I'|| 1 ?l:
dt. Quare erit ﬁnuds ang. mCn— e gia»

Erit igitur mn = jorm, atque Mm =V (dx’ -
£
$4%). Cum ergo elementum M celeritate Vo

Co-
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eodem tempore defcribi debeat, Quo elementum

Pp celeritate Vb erit 3% = V( & '+'(I.‘“n-u) feu

dxV(1—tt) (v—b) = xdtV b. Requiritur ergo vt
v determinetur. Ad hoc ducatur ex C vertica-
lis CQ et horizontales AD, et MQ; poftquam
ergo corpus ex A ad M defcendit , deorfum per-
uenit interuallo DQ_ Quare pofita potentia fol-
Jicitante = g erit v=b—-g. DQ=0b +g. CQ-
£ CD. Sit AC=a, finus anguli ACD=m, erit
eius cofinus = V (x—m"), vnde erit CD = 4V
(z—m"), et cofinus ang. MCQ=wm! 4V (1—n")
(1—2"). Quam ‘ob rem erit CQ =mtx —+ aV
(x—m*) (1—"). Ex quibus conficitur v—=b—gaV
(1~m") +-mgtx 4-gx V (1—m") (1—1"). Quo lo-
co v valore fubftituto prodibit ifta aequatio dx
Y (1—t1) (mgtx —+-gx 1/(1-——:» ) (1=1")—gaV (1= ))
— xdt Vb, feu haec —‘V(ms:trﬂ—ga.)/ (x—m")
(x—1%) —ga V(—m')) = 2% Quae acquatio
exprimit naturam curuae quaefitae, 'et, fi inde-
terminatae & et ¢ a fe inuicem feparari poflent,
ipf curua conftrui poffer. Q. E. L.

Corollarium - 1.

av1. Perfpicuum igitur eft ex aequatione in~
nenta innumerabiles curuas, quaefito fatisfacere, ob
tres quantitates angulum feilicee ACD, diftantiam
AC ct celeritatem Vb, qua corpus a fixo pun&o
C recedit, quae pro lubitu variari poffunt.

Tom. II. Q : Co-
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Corollarium 2,

292, Atque harum trium quantitatum binis
quibusque affumtis pro arbitrio tertia fola varia-
bilis infinitas producet curuas quaefito fatisficiens
tes. At quia aequatio haec generaliter conftrui
non poteft, omnes curuae fatxafamcntcs exhiberi
non poffunt.

Corollavium ;.;- A 5

293, Quod ad figuram curuarum harum ‘at-
tinet, incelligitur, eas omnes in A cufpndem ha-
bere dcbere,_qum € cﬂ puné’tum {uprcmumt
Alrer c¢nim. curuae ramus ‘ex A ad alteram par-
tem re&ie AP dcfccndere debct, Excepto cafa
quo CAP fic lmca hornzontnhe, tum enim hacc
yatio ceflut.

Corollqrmm 4_ .,

~'74.. iAlter vero ramus ad alteram ‘reae
CP partem pofitus aeque foluit problema ac ifte
AM. [Inuenitur enim eadem ex Gequitione, fi
modo ¢ feu angulus PCM aceipitur negatiuus.

Corollarium 's.

.~ a%s5. Ex fola" autem aequationis inuetitae in-
fpetione “per fpicitur ¢am duobus’ cafibus fepara-
tionem. indeterminatarumy admittere ; ‘quorum: al-
ter eft fi a—o, alter fi m—x.  Illo feilicet eafu
euandfoit' diftantia ‘A e’ pun@im A -in" C 'inci-
cidit: hoc vero cafu recta CP fit horizontalis.
0. .;, e HOS
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Hos igitur’ ambos éifus in fcquentlbus duobus. ex-
emplisheuolaemussit shuciqione £y kireoinogeig
i ny valas . Mpraen

Exemplum I.

246. Incidat ergo pun&um A in C feu cor-
pus defcenfum, incipiat in ipfo punéto C j-fict a
=01 Hoe engo cafu Aequatio procurua: quaeﬁ:a

axve o dt
abibic in: hanc T8 — v{|——fr)lmf+\hl»-n‘}{1 e 9!

qua indeterminata¢ a fe inuicem funt lcparatae.

Conftructio igitur curvae quncﬁtne per quadratu-

ras confici poterit; ‘fiet “enim' LE ——— f

:mr,;},-“—-‘——;,rm, ‘quae’ mtegiano- ita. “debet
ablolti ) ve falo 1o’ fiar ¥=0. Nan‘fqué“gene-
ralis’ ncqu.mo ita’ debet’ mtegran vt ‘pofitd t‘—'a
Wy Lskn DL RGP 1g‘1tur cafu mteghl‘e’ o

;(::_ﬁ,r);,,;:f_ﬂ',::mexr————; o 1'tt:i cﬂ ﬂCClpl du&ﬁ,"[}nt lft
ft() E0 1p{um cqapglcg ﬁd c,qg r%honcrp hu,.
s

us mtcgra 18 vero m erfpxcwn a4m ». pono
coﬁnum’ anguli MC t+V(1——m ) (x—t1)
=¢ , que fado, fict Jﬁ,nus gng.,MCm, fcuw’i‘_ﬁ‘
*—ﬁ""éﬁ’ ‘Hisque fubftitutis + habebitur ¢ tifta- ae-
quatio : 4,, i = jﬂq._q'}’ quod” intcgralc ita ¢t
accipiendum; vt fito g= V (1=n') fiat a=o,

Coro]lahm‘n 6

9.'7'7 Si 1pﬁ b dtucrﬁ valores attrlbuantur,
omnes curuae, quae oriuntur erunt inter fe fimi-
Q 2 les,
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les , manente enim angulo M CP, diftantia CM
proportionalis eft accipienda ipfi & altitudini ge-
neranti celeritatem initialem

Corollarium 7.

298. Quicunque; ergo fuerit angulus ACQ,
conftru@io non immutatur, (ed tantum conftans
adiicienda, Quare conftructio inferuiens vni ca-
fui ad omnes cafus poteft accommodari.

Scholion 1.

249. Problema hoc de aequabili receffu a fi-
X0 punéo praeterito feculo jam erat propofitum
et folutumin A&.Lip[LA.1695.atque {olutiones quae
ibi extant conueniunt apprime cum cafu huius
exempli, vninerfalis enim folutio illo loco non
eft data. Quamobrem cafus exempli' 'fequentis
nouas prorfus dare videtur curuas huic quacftio-
ni fatisfacientes. At quia fequens conftruétio cum
hac conuenit, quanquam ipfaecuruae fint prorfus dif-
ferentes, tamen etiam fequens cafus in iis, quae hac
de re tradita funt, contineri cenfendus eft. Vocantur
autem iftivsmodi curuae ilochronae paracentricae,
quia motus fuper iis a centro fixo fic aequabilis,

Exemplum 2.

280. Sit linea CAP horizontalis, fiet m—x
atque in aequatione 'gemerali euanefcet terminus
gaV (x—nm"). Hocigitur cafa aequatio fit vt an-
ol 2 5 te
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te feparabilis, transmutabitur enim generalis ae-

e asVg dt 2vgz___[ dt
quatio in hanc 7 = vz feu = —f7G=—

quod integrale ita eft daccipiendum, vt pofitot—=o
t . .
fiar a=—«. Quare [;7=p ita integrato, vt cuane-
« 2Vgx—2¢vVga dt
fcat pofito #—o erit 3= —[7r—%. Quae con-
ftruio ergo cum praccedente conuenit.

Scholion 2.

281. An praeter hos duos cafus alii inueni-
ri queant, qui feparationem indeterminatarum ad-
mittant, vehementer dubito. A nemine quidem,
quantum fcio, alius eft erutus, quamobrem non
nccefle effe iudico, vt huic materiae diutius im-

morcr.

PROPOSITIO 3.

Problema.

282. Potentia follicitante exiflente wniformi et wy yue
deorfum tendentey inuenire curuam AM, fuper qua  Fig. s
corpus data cum celeritate initiali ita moueatur, ot
aequalibus temporibus aequales angulos circa pun-

&tum fixum C abjoluat.
Solutio.

Sumatur initium curuae in loco quodam

A in quo re@&a CA in ipfam curuam eft norma-
lis. Sitque celeritas in A debita altitudini &, et
AC = 4 erit celeritas angularis vt '—’r: y cui quanti-
Q3 tati
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tati celeritas angularis in fingulis) pun&is M ex-
preflu debet effc aequalis.  Sic celeritas in M de-
bita altitudini © et CM=x, erit mn — dx. Fiat

ve Mm: Mn—=7Vuo: 5, quie quantitas per mC

dinifa. dat celeritatem angularem = :;;g, quae

cum aequalis effe debeat ipi ¥ habebitur haec ac-
quatio Mn. aVv=Mm. MC. Vb= Mm: xVb. Sit
jam du&a verticali DCQ, finus ang. ACD = m,
erit cofinus eius = V (1—4") pofito finu toto—r1.
Ttem finus ang. MCD fit = ¢#, erit/cofinus — V
(x—t7). “His igitur pofitis erit CD=¢ ¥V (1—m")
et CQ=—x ¥V (r—tt), atque ﬁm:s ang. MCm_...

-l Mn

,,(,__”5 « vnde fit Mn'= ;,"‘:met Mm =

s '5‘:’::’?,’;”"’. At quia corpus €x alcicudine D
eft delapfum, erit v=b-+g. DQ-“b-i—an(PmJ
—gx 'V (1—t2). Qubus vql-unbus in nequmonc in-
uenta fubftitucis orictur haec aequat‘"o bdx™(x1-r)
—=d bdt'+-gd'dt’ v‘(:~+—mh-—n 241’V (gestt) ——

2 I -2 )— gx rd L
Lebatdr®) feu daV b — dGkaty UtV O Iba)

Quae aequatio -ita integrata vt pofito #=—wm ﬁat
R Y cxpnm:t naturdm  “curuze quaeficae,

QB WS W

Corollarium 1.

283. Si loco finuum angulorum ACD, MCD
corum cofinus mtroducantur, fiatque V ‘1 —p*)y =
n et V(1 —-It)— gyerit dx Vb —= dqwa‘b_ﬁ?ﬁ;ﬁ"gu’“’bﬂ)

. g8 (1]
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fCu :Eld,q?}-—- ﬂb[.;i._x‘*)if;:‘(rw-—qx)) ) qu.le ita cft 1|£-
tegrandaz vt pofito g=n fiat x—a.

Corollarium 2.

284. Vbi curua ad radium CM eft normalis ,
ibi ob euanefcens dx erit b(a"—a")=ga’(gx—na).

Quotics ergo eft g — TERE=EE 1 orir curua in
radiam CM normalis. Quiaz autem ¢ intra limi-
mites —- 1 et — r continetur; ¥ non poteft effe
maior data quantitate; nam pofito & = v ﬁeret

g=o, quod effet abfurdum.
Corollarium 3,

285. Si CM eft normalis in curuam erit ce~

Teritas angularis = ‘;-E’é o YLD | qnae-aequar
lis effe debet ipfi * —“. Maxima ergo' eft illa ce-

Ieritas angularis i g——1. 1llle autem motus an:
gularis eo fit minor quo maior et . Eo vero
minor porro erit motus angularis, quo magis
obliqua’ eft curva ad radium MC. Quare curua
non - vltra datam diftantiam infra C defcendcre

poterit , quam diftantiam dabit ¥ ex hac aequa-
tione aVb =aV (b+gnatgx), nempe x — Ll

— e

'—i—ﬂV(,H,z —+ 5" ~-1). . Haec ergo eft maxlma cur=
uae a pun&o C diftantia. |

- Corollarium 4_ i

286. Cum igitur curva non vltra datam di-

ﬂ:antmm a centro fixo'C diftare queat, curna haec

eric
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erit in fe rediens. Scilicet vel poft vnam reuolu-
tionem vel poft duus vel poft tres etc. vel eriam
poft infinitas reuolutiones in fe redibit. Prout
litterae @, b, net g fuerint affumtae.

Exemplum T.

284. Si potentia follicitans euanefcit fit g—o,
et corpus aequabiliter promouebitur. Tum igitur
pro curua defcripta hacc habebitur aequatio -ﬁ‘}i’i—_—ﬁ
..":W‘f—':,,—,—, cuius integralis per log. eft V — x
(A=) —y g [tV ~1 =V (1 =11)) 5 feu
xV—1-V(@—x"y—e¢tV—1—¢V (1-1t). Quae
redu@a dat ("—%) ’:4.{:4'-—}—&") clx —4 A g——
44", Incidat re&a AC in verticalem CD hoc
enim perinde eft, ob euanefcentem poténtiam g,
debcebit ergo fieri ¥==a , pofito 70, ¢X quo fit
&—-c'—0, atque a’=a’x'—-a"t" feu ¥’=d (1-12).
Quae aequatio eft pro circulo diametri @ per pun-
¢um fixam C transennte. Quando enim motus
in circulo eft aequabilis, motus quoque refpeétu
cuiusque puncti in peripheria erit aequabilis.

Scholion,

288, Perfpicuum autem eft hoc cafu periphe-
riam circuli quoque fatisficere, cuius centrum eft
in pun&o fixo C, quippe quae folutio eft facilli-
ma et fua fponte fe prodit. Quamobrem maxime
mirandumeft hunc cafum in folutione non conti-

neri,
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neri.  Ratio vero huius fimilis prorfus eft eius,
quam fupra §. 268, dedimus, vbi fimile parado-
xum - obferuauimus, Ad circulum centrum in i

‘habentem defignandum prodire debuiflct ¥ — a4,

feu dvx=o, quod vero quia x vt quantitas varia-
bilis confideratur non fieri potuit, praefertim cum

in eadem aequatione folutio alia fit contenta, in

qua x eft quantit.ls reuera varisbilis. Ex prima
vero acquatione pofito v—=#4, quae eft Mn. a —
Mm. x intelligi poteft circulum fatisfacere , nam
fi vbique eft x=ua erit quoque Mn—Mm. Magnum

‘sutem arbitror fubfidium ad conftruendas curuas
‘huic problemati fatisfacicntes proditurum, fi tali

methodo folutio inveniri poflfe, quae fponte pro
cafu motus aequabilis circulum centrum in C ha-
bentem effet datura. Cum enim cafus fimplicif-
fimus ita fit involutus et abditus, vt eliei vix
queat , coniicere licet, alias fiepe curuas {impli-
ces in generali quapiam folutione contineri, quae
fint erutu difficillimae.

PROPOSITIO 32.
Problema.

289. Si corpus attrabatur wi quacunque ad
centrum wirium C, inuenire curuam AM Jjuper qua

corpus data cum celeritate defcendens, motu aequabi-
li verfus C feratur,

Lom. II. R So-

Tab, VIIN
Fig, 2,
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', “'Solutio.

Sit corporis in’ A celeritas minima debita
altitadini 2; erit re&a CA ‘tangens curnae in A,
quia corpus in A direfe ad C moueri debert,
Sit AC—=a, et CM=—x; celeritas in M debita al-
titudini @, et vis c;mripem in M=P, erit v=5
—/Pdxy quod integrale ita eft’ accipiendum vt
fado' x¥=—a, euanefcar, fistque ¥ ="5. Ccleritas
vero in M tanta effe deber, qua elementum M
eodem tempufculo abfoluatur, quo elementumPp
celeritate Vo EritergoVh: Vo = Pp:Mm—MT: MC,
ynde pmdlblt ifta acquatio b MC* = o. MT.z=4.
M1*-MT1°./Pdx.Dicatur perpcndlculum CTmrangen-
tem —p, erit bp® = — (x"—p")JPdx , feu p*=
g——‘_;";i.—{::’_’. Vel fi finus ang, ACM ponatur —7 erig

»% =gty Vade fequens ' emergit aequatio:

divd ._-—-dx' :
oy =% V—=fPdr. Quaram vtraque, fi qui-

dem P per x datury ad curuam conftruendam eft
apta. Q. E, L

“Corollarium T.

200. Si vis centripeta poteftati cuicunque
diﬂmtiurum fuerit proportionalis , nempe P—=
fpas 1Tl Hoc fubft

, erit rm— oc fubftituto ha-
f N =)
t
bebitur pro curua AM fequens aequatio ?cf__:.?ﬁ
—dx

. % vy o -
il > :’- . ; x

“ - B
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—dy: ot =y

o () afe
tegrari vt facto r—o fiat x—a.

Quae aequatio ita debet in-

Corollarium .

291. Si f»‘ft:,—] ita accipiatur, vt fiat =o fi
?—0, prodibit ex illa ~aequatione mtegr.lta h.ieci
diiir 514 --a]/(n"*'—x"-'-') T e
I vazm. = a0V e (»-1-;);;/175'
.au-;-i_}__"/(aﬂ—l—l__xﬂ-i—l) ’
l& LY (o — ) — BS, ﬁ ccntrp C ra-

dio BC—1 defcriptus fuerit arcus circuli BSs. Ex
qhio patet curuam AM infinitos habere gyros ante-
quam corpus in C perueniat. . Nam pofito ¥ =@
fit BS—=«w

Corollarium 3.

292. Pendet igitur conftru&io huius curvae
partim a quadratura circuli, partim a logarithmis
fi n4-1 eft numerus affirmativus. At fi n-t-1 elt
numerus negatiuus, is terminus qui per logarith-
mos erat d.ltllS, ad quadraturam circuli quoque
rcduutur.

Corollarium 4. i
"293. Curoa haec pun&um habebit ﬁe'xus'

Contrlru, wvbi et dp=o.' Ad hoc igitur inue-
; R 2 nien-
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niendum fumatur aequatio pp = Ffpes €x qua

differentiata pofitoque dp=—0 prodibit bP.x )
(/Pdx ) —2b [Pdx.

Corollarium 5.,
' T
294. In cafu igitur quo P:}; pun&um fig-
xus contrariiibi erit, vbi eft (n—4-x) 25 man+1—
2 (a""*"-—-x""“) 4 2(n4-1) bf* (a ™' — ant),
ant oy nl 5

Vnde haec oritur acquatio

(n-+- b

:) ﬂ—l—:ﬂ"( (n-+-3) bf’“-—{— 82" h ™),
Quae in integruli fubftituta dabit angulum ACM
in quo eft pun&um flexus contrarii,

Scholion. T.

293. Cum ‘autem de natura huiusmodi cur-
warum  difficile fit in gencre quicquam produce-
re, ad cafus fpeciales defcendendum erit principas
les, id quod in fcquennbus exemplis efficere vi~
fom eft.

 Exemplum 1.
206. Sit vis centripeta ipfis diftantiis pro-
portionalis feu P-—-* fiet »—r. Pofito ergo at-

cu BS—=s curua quaeﬁu cxpnmetur ifta aequga-

Y(a?~x?) a—4-v a*—x*)
tione § = — Toart -~ wyamr Vv EX
. qua




SVPER DATA LINEA IN VACUO. 153

qua. aequatione data quanis pun&i M a C diftan-
tia repericur angulus BCS, quo abfoluto corpus
in ea diftantra exiftir, Inter diftantiam MC,
x vero et perpendiculum CT:=p aequatio hace

a2 — o4

erit PP — Zyfqe2=,  Huins curuge pun&um fle-
xus contrarii erit vbi et dp—o, hoc autem vbi
et *'—z2a’n’t4bfx’—a'~2abf, feu xx ==
@' +4-2bf—2V (@’ bf+5b'f"), quia x non maior
effe poteft quam «. Hinc fit ¥ =V (a"4-4f) —

— V@P-bf)—vb !
Vif, atque 2 — YIS Angali ergo,
quem curpa in punéto flexus contrarii conftituit

: g — VBS
cum radio CM cofinus erit = ;7.  Aequa-

tio vero curuae in feriem conuerfa erit; pofito
; 3 5 7
V(a'=x")=y , haec sVobf=%5 +Iz 4 2

1a¢
2 f v il
— %@ —+ete. In ipfo ergo curuae principio,
vbi ¥ non multo minor eft quam &, feu y val-
» s . ' 5
de paruum erit sV 25f =37= Deinde ex ipfa
aequatione apparet fato ¥x—o fore s=—ow, qua-
re curua infinitis {piris ambit centrum C, erit-

que quando corpus centro iam proximum eft 24

= 57 Exquo fequitur proxime circacentrum
C curuam abire in logarithmicam fpiralem.

Exemplum 3.
29%. Sit n——1, feu n--x=—0, qui cafts ex
ipfa aequatione diffcrentiali eft eruendus, Fit e-

mim ob P=7, fPdx :g-fa, vnde habebin:‘cqﬁzf
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t -—d 3 . ™
aequatio ds = 77— w?—-m o TR VfI%, cuius integrad
: of (la—Ix gy
lis eft .f:—f-‘;,,—,',’grlz. Altera aequatio inter per-

‘ fax £
pendiculum p et &, erit haec pp :m:;j. Ex

qua inuenitur pun&um flexus contrarii in eo lo-
co, in quo cft b=2f(/3)"+2bl % fea /8 ==
_54_«(5?.4—:&;; Hoc ergo habebitur fumendo s —

-

etk poicitar porro £ fi v=o,fo-

re s — oo, feu curuam infinitis fpiris centrum C cir-

cumdare, hoc vero cafu erit 22 — 1, feup=a.
Vlitimo ergo, curua in circulum infinite paruum abit.

-

«Exemplum 3.

298, Ponatur n—=—2 vt vis centripeta fit
quadratis diftantiarum reciproce proportionalis ,

R —fd i
erit g = Ll gy =2 — g, Ponatur ==

dsvab __ yy 5 | v
¥ 3y flechr ) =5 1_;_3§_. dy —-2 55+ Exprimit

Vero —,—i%—qrcum, cuins tangens eft y feu ‘I/—
fit hic arcus =¢; erit #+4-SP—y—V*T=. Vbique

ergo data diftantia x capiendus eft arcus s in %'"c
ductus aequalis differentiac inter tangentem V<= et

arcum refpondentem, pofito radio —r. ~ Si &
ponatur =0, fiet s=—c, ex quo fequitur curuam

per infinitas f{piras ad centrum C' defcendere,
Prae-
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.—ff(d'_x . —_
Practerea ob — [Pdr=27=2 cpjp pp = JEEl=E
Ex quo fequitur fi & euanefcar fore 2 — 1, feu
curuam vitimo quoque in circulum infinite par-

zx(a—=)

num abire. Si fuerit ab=ff, erit pp—="5"" et

t-2=V"5" Pun@&um flexus contrarii hoc ergo cafit

incidet in eum locum, wbi et s ax=gxx, feu
vel a—o vel‘II = %. Sin autem fuerit ab=4ff,
erit/—-s—V=Z"; ¢t punétum flexus contrarii ha-
bebitur capiendo a—«V 4.

Scholion %

299. Quo autem appareat, quomodo fpirae
infinitae fint comparatae, fi vis centripeta fuerit

poteftati cuicunque diftantiarum  proportionalis
X" e
feu P—=7;; confiderctur acquatio inter p et x,

p P el SN o
2% T D e Vb
duo diftinguendi funt cafus alter quo n—-1 eft
eft numerus affirmatinus alter quo eft negatiuuvs,
Si n—1 eft numerus affirmatinus fato x—o fit
pp an—[-l H
i : A oc ecr

quae erit

_AM circa centrum C ubit in logarithmicam fpi-

ralem, At fi #-+-1 eft numecrus negativus fato-
x¥—o fit ¥2—x1. His ergo in cafibus curva in C
abit in crculum infinite paruum. Fit his cafibus
torporis ad C accedentis celeritas infinite magna,
ct

7
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le. VI".
I.Fig‘ 3.

et hanc ob rem nifi curua in circulum abiret

‘corpus celeritate infinite magna ad C accederet,

quod effec contra conditionem problematis. De-
terminatis igitur curnis, fuper quibus corpus ae-
quabiliter ad centrum virium accedit , inueftigabi-
mus eas curuas, fuper quibus motu acquabili circa
centrum virium circumfercur, .

PROPOSITIO 33.

Problema

300. Si corpus attrabatur perpetuo ad centrum
wirium C, determinare curvam AM, fuper qua cor-
pus motu angulari cirea centrum C aequabiliter mo-
wetur,

Solutio.

Sit A curuae pun&um fupremum, vbi curua
normalis eritin radium AC; fitque celeritas corporis
in A debita altitudinib et AC=—a, erit motus an-
gularis in A= ¥, cui quantitati motus angularis in
fingulis punctis M debet cffe aequalis. Ponatur
CM=w, cui aequalis capiatur CP, et fit vis centri-
peta in M—P, erit celeritas in M debita altitudi-
ni b—[Pdx, integrali [Pdv ita accepto vt euane-
fecat pofito ¥a—=4 Du&a tangente MT vocetur
perpendiculum ex C in eam demifflum CT—p,
erit x:p==Mm:mn. Hanc ob rem celeritas permn

____g_v_'-'_!;—;fﬂi), et celeritas angularis — "—P-’-’-”—L'éf} »quae
acquaj
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. ! b . . ;
aequalis effe debet ipfi 2. Hinc prodit fequens

. a2 * 2
aequatio ba'=a'bp"—a®p*/Pdx, feu p__w\b_jﬁx,.,
Centro C radio BC =1 defcribatur arcus circu-
li BS, qui dicatur =5, erit x:ds—a: mn, vnde
erit mn—uxads et M m'—"l/((h A ntd s*y i Cum

nunc fit x:p =V (da*42"ds": xds fiet p

xxds
vidoraame  Quo valore in aequatione inuenta

fubftituto habebitur bda®—-ba’ds’=a'bds*—a® ds®

. fPdx, hincque dr—m{f_“;"fr_—_m Ex qua ae-

quatione curua quaefita poterit conftrui. Q.E.I,

Corollarium T1.

gor. Quo minor fit ¥, eo maior fiet b=
fPdx, quare quo minor fit ¥ eo minor quoque

fiet £, feu finus anguli CMT. Eft enim 2 =
xVb
4¥(b—[pdx)

Corollarium 5.

go02. Porro tam ex hypothefi quam hac ae-
quatione & non poteft fieri maior quam a, fie-
ret enim p &> . Qmmobrcm radiorum C M nul-
lus poteft cffc normalis in curuam, nifi qui eft
maximus nempe = AC.

Scholion T,

303. Per fc quidem manifeftum eft in'qua?-

tunque vis centripetac hypothefi circulum cen-
Tom. I1. S tro
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tro C defcriptum fatisficere ; corpus enim fi-
per circulo vniformiter moueri debebit. Etiam-
fi autem aequatio generalis circulum non com-
prehendere videatur, nihilo tamen minus in ea
contentus effe debet; vt iam fupra innuimus.

Scholion 2.

304. Perfpicoum antem eft nullam aliam
eurnam centrum C cingentem praeter circulum
quacfito fatisficere pofle. Nam in huiusmodi cur-
uis fieri non poteft, vt omnes rectaec ex C eda-
Qae et in curuam normales fint inter fe aequales.
Quae igitur curnae -praeter circulum problema
foluunt, eae per ipfum centrum C transire de-
bent, vt plus vno radio MC non fit in curuam
normali. Cuiusmodi ergo fint hae curuac in {e=
quente exemplo videamus.

| Exemplum. .

305. Sit vis centripeta diftantiis a centro
direGte proportionalis feu P—=F erit — fPdv =

- t__x’

o Quo fubftituto pro curua fequens prodit

i e, ——dx VYD dz
aequatio ds =y, ERt vero [y, ar-
2f

x

cus, cuius finus eft % exiftente toto finu = 1.

Notetur hic arcus per A-. Sit finus arcus BS
=1, erit S—A.f; vnde fict A,z = V—;"—’lf,_,&f i

-



/
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(A.1—A =), Secuarcus cuius cofinus eft-Zerit—A.¢
V“—Jﬂb;b. Vande conftructio curuac chilis fluit 4

eritque curua algebraica quoties V * w eft nu-

2b
merus rationalis.  Sit V E3 = m fen 20f=

I Sty
S =T, erit Jioqy = e, cuius integralis per

logarithmos imaginarios eft m/ (¢ V — 1 —-V(1-11))
= J(ERUE= ) fey (2V—1 4=V(x=t2))™ —=
£eViE®—e) - Demictatur ex M in AC pcrpcndn-—
culum MQ=y et pofito CQ=—wu, erit 1:/—xy

N e s
atque #—=. Propterea prodibjt (PX=FHYE00)"

$ 8 .
— -"i'i—}—“—]. Ve fit m—2 feu bf =%, habebi-

i ; = R
tur ifta aequatio (M=AY) — EVES  Quge

a

redu@a dat hanc 2’ =au'—ay’=ax’—24y", feu
IJ=x VS et u—xr V=E'. At fi inter coordi-
natas orthogonales # et y aequatio de{‘dcrctur
ea. erit ordinis fexti haec (y*—~4u") *=da’(u"-*)
In bhac curua applicata erit maxima fi ¥ = ’:,
feu fi fumatur CQ=3aVi=aV}?J, tum enim
erit QU =3¢V . In aliis vero ipfius m valo-

ribus maxima applicata erit vbi eft myV (4'—a)

sl / . 18
PROPOSITIO 34.
Problema.
$06. Sit potentia [ollicitans wniformis g e

whique deorfum tendat, deturque curua AT, inue-
2 nire

Tab, VII,
Fig. 44
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nire curuam AM, fuper qua corpus ita defeendat
wt tempus per arcum guemcungue AM proportima-
le fit radici quadratae ex applicata refpondente P'T
euruve datae AT,

Solutio.

Ponatur abfciffa communis AP—wx, curuae
AT applicata PT =#, dabitur ergo, quia curua
AT datur aequatio inter x ct #, quae talis effe
debebit , vt euanefcente & fiat quoque =0,
quia motus initium in A ponitur, et tempors
a punéto A computantur. Sit porro curnae quies-
fitae AM applicata PM =y, et arcus AM=v.
Debita fit celeritas initialis in A altitudini 2. Erit
ergo celeritas in- M debita alticudini o—4-ga, et
tempus quo arcus AM abfoluitur :ﬂ,——g’_—i_-ﬁ-}—, quod
aequale effe debet ipfi V£ Habebitur ergo haec
aequatio f;,—?g’—+—k-i—,_-: Vit feu ﬁ‘_@:?‘% Vnde
dt®(b—4-ga) == 4tds” = 4tdx"—-4tdy”, atque

__ Jbhdrt4-gads®*—4tdx? :
dy=Y e s 23 Ex qua aequatione , cum

¢ per x detur, curua quacfita A M coaftrui po-
terit. Ita autem eft conftruenda, vt pofito x—e
fiat quoque y—o0, quo curuae AM initium fitin
X0 E. I

Corollarium 1.

307. Quo igitur curua fit realis, oportet,
vt bdi*--gxdi® fit maios quam 424a" feu Ty

>
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> 7% , fiue integrando V¢ >2_‘/(5+gg:ﬂ__gﬂ'

V%)
Si cnim fieric V¢ — WEREI2 oy AM fit

recta verticalis, fuper qua defcenfus fit celerrimus.

Corollarium 2.

308. Si igitur in curua AT, alicubi ﬁat-?d;,!r-
_acquale ipfi \7%:-7-'5':71' ibi tangens curuae A M re-
fpondens erit verticalis. Atque fi infra hunc lo-
cum fit f{-r<—fg’§,-_7x-,', curua. AM non ecousque
defcender, fed habebit punétum reucrfionis in eo
loco vbi tangens eft verticalis.

Corollarium 3.

309. Si angulus ‘quem curua AT in A cum
verticali AP conftituit fuerit acutus, cuius tangens

ORI o, e s ar_ __ mdx
——m, erit in initio A, IZ=m¥, €t 2y == 375%
- vnde m (b—gx) maius effe debet quam

¥ . b4-gx)? ST :
4%, id quod femper accidit fi b non fuerit — o,
! : n—— . . -
Tum autem erit dy =22 +HEm2—4nx)  Pofito jgi-
tur x—o, fiet 3% =, feu his cafibus curuae AM
tangens in A erit horizontalis; nifi it b—o0. At
i b—o0, erit dy:ﬂi‘,—;&m—:ﬁ. Ne igitur curua AM
fiat imaginaria, debet gm mgius effe quam 4, at-
que tum curua AM cum AP in A angulum acutum
: . . Ygm—4)
conftituet , cuius tangens €rit vim=®,
S '3 Co-
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Corollarium 4.

g10. Sin vero angulus , quem curua AT in
A cum verticali AP facit, fit redtus, fic m = ev.
Hoc ergo cafu curuae AM rangens in A femper
erit horizontalis, fiue b fit =0 fiue fecus.

Corollarium 5.

grz. Si celeritas ig A eft — o, et in prin-
cipio A curua AT confundatur cum curua, cuins
aequatio eft z=—=aa™, exiftente # numero affirma-
tiuo, quo crefcente x quoque # crefcat, erit dr—
daVila’en o2 — gax™
2 Vax® "o

Nunc ne dy fiat imaginarium facto x=—o debebit
efle nSan—1, fen n< 1, quibus cafibus fcilicet
curua AT in A eft normalis ad AP. Tum vero

grarrrige et 9y o=

it ndx?V
crit in pun&to A, dy — —-;‘_af ot JiEoEss
2
‘ $+"_t . .
e 2__...__‘/”3, et radius ofculi curnae AMin A=
n—-1 .
bt e,
2287 Ex quo fequitur curu AM, cuiust
2_\”-*_1). q q 1 uruae ] an-

gens in A eft horizontalis, radium ofculiin A de-
bere effe infinite paruum, fi corpus ex quiete fu-
per ea defcendere poffe debeat.Nifi enim radius ofculi -
fuerit infinite paruns, corpus perpttuo in A quie-
fcens permancbit,

CO-_
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Corollarium’ §.

g12. Si igitur corpus ex quicte defcendere
ponatar in A, quo curua A M fiat realis, debe-
bit —4ymaius effe quam fg—ﬂ falcem in 1nitio cur-
; d die .

uae AT. " Quare fi ponatur ;5 — 7% —+ pdx, vbi
p eft quanticas afficmativa faltem nifi & ponatur
nimis magnum, erit V£ — 2—1&-}—[])(?.? » vbi [pdx
ita accipi debet, vt euanefcar fa&to x=o0. Hoc

at . W

autem valore loco 33 fubftituto prodibit /2% =
;df; ~=pdx fen s x—[pdxVgx, procurua quae-
fita AM. Vel inter & et » haec habebitur aequa-
tio y = [dxV(2pVgx—+gppx). Notandum vero
¢t p non tilem effe poffe quantitatem, ex qua

Jpdx praelcripto modo acceptum fiat infinite
magnum,

Corollarium 7.

313. Ex di&is intelligitur, quamdiu p valo-
rem affirmativum retineat , tamdiu curuam A M
defcendere: fi fit p—o, et deinceps negativum, cur-~
ua AM in illo loco habebit cufpidem, et reuer-
tetur furfam.  Sip=e, manente tamen [pda fi-
nito, curua AM ibi habebit tangentem horizon-
talem.

Corollarium §.

'374. Si b non ponatur =o, ex eadem cur-
ua AT innumerabiles inueniri poterunt curuae A Mj
prout enim celeriras initialis ‘muaior minorue acci-
pintur, alia prodit curva AM.

Scho~

-
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Scholion.

315. Problematis huius maximus erit vfus in
- folutionibus fequentium problematum indetermi-
natorum, in quibus omnes curuae requirantur ,
fuper quibus corpus eodem tempore vel ad da-
tam re@Gam vel curuam lincam perueniat. Hanc
ob rem indolem quantitatum # et p diligentius in-
veftiganimus , quo iis in fequentibus vti liceat.

PROPOSITIO 33,
Problema.

e I, 316. Pofita potentia Jollicitante aniformi. g et
& % deorfum directa, inuenire omnes curuas AMC, fuper
quibus corpus in A ex quicte defcenfum incipiens da-

to tempore ad rectum borizontalem BC perueniat.

Solutio.

Ponatur AP—x, PM—y, ¢t AB=a. In curua
AND exprimat PN fupra fomtam quantitatem fpdxy
cuius curuae haec debet effe proprietas, vt in Acum
axe AB concurrat, ciusque applicatae continuo vsque
ad D faltem crefcant, quo fcilicer pdx fit affir-
mativum.  Nunc fumto y=—=fdxV(2pV gx--gppr)
erit tempus per AMC — 31‘“ -+ BD.(g312.).
Quamobrem cum infinitac curua huius indolis in
locum curuze AND fubftitui- queant, ex iis infi-
nitae orientur curuae AMC, .fuper quibus omni-

bus
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bus corpus eodem temporxe ex’’A ad lineam ho-
rlzontalcm BC pertingit.” Ad hoc ergo obtinen-
dum pro fpdx talis qumtrtas atc1p1 “debet, quae
cuanefeat, pofitdw=o, ‘et fiit"=BD'pofito r—a,
tétinente”p vbiqie per AlI\D aﬂ'um.;ndum valo=~
rem. Q - e O LR ivfe T

CorOllarmm

Sl fa&o . x—-(z fiat b HT=0y f'cu i curua
AND in D perpcnd:cularltcr infitat horizonta-
li €D, curua AMC quoque horizontali DC per-
pcnduulamcr mﬁﬁet

Corollarlum e

318. Atquc fi poﬁto x—o0, fiat quoque p—-
0, tangens curuac AMC in A erit verticalis, idem
vero quoque accidit; fi p¥Vx fiat =0 pofito x=—=o.
At ﬁp‘l/.a. fiat infinitum pofito x¥=o, curua A
MC in A habebit tangentem horizontalem.

Scholion T.

8 19. Intelligitur ergo problema hoc maxime effe
indeterminatum , cum infinitis modis infinitae
curuaec AMC poffint inueniri. Quamobrem in fe-
quentibus exemplis modum indicabimus quotcun-
que libuerit feries infinitarum curnarum quacfito
fatisfacientium inueniendi.

Tom.IT. T Exem-
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‘Exemplum 1.

320 Ponatur PN_..fpdx_..z et BD VI!,

ita vt temaup defcenfus eflc debeat. — -‘3 --l—Vb
Sumatur pro curua AND haec aequanq z.....d.x "t
Br, quae hanc iam habet proprietatem y vt [pdx
feu z ecuanefcat pofico x==o0. Nunc qiia fako
x=a fieri debet 2==V/; habebitnr Vb—'“a.a ~+-Bay
hmcquc ﬁ__-;j—aa, ideoque g =ay -{———- — X,
Deinde quia p feu d; affirmatinum femger h.lbcr\a
debet valorem ﬁ ¥4, debeblt eflc 20a-4-% =
ea affirmativum, Qu.u'c 0p0rtct eﬂl Vb >om

ponatur ideo Vb—aas'—aaf erit ﬁ-_—‘:_'_qf Quo
fubftituto habebigur, z_’f-fi"ﬁib, quae aequatio
fubftituendis loco” f innumerabilibus valoribus af-
ﬁrmaums, mﬁmtas dat’ curuas AND. Fiet au-

tem p = i = SR ot pVga— NI i

qua patet omnes hinc orientes curuas AMC tans
gere re@am AB in A. Aequatio vero pro curs
uis AMC erit haec y — f;r.,:;; V(2a(a-f)

(22+f)Vgbx 4-gbx 2x-+/f)7). Quae infinitas
continet curuas problemati fatisfacientes 5 fuper
quibus omnibus tempus defcenfus ad lincam ho-

rizontalem eft :wf- —+ Vb,

Corollarum 3, .
gar1. Hae atem ll edeomrias funt rc&:ﬂcablles.

-. il I" -Vg"l‘-
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Ver. Ef ‘verb"f}dx'lfgx—‘}i' # 3:* :;fwga,

Vndc tota curua AMC arit. == a ‘ (_{""'l—q f) 'Vgab-

i Co'rollanum 4,.

322. Inter has igitur curuas AMC Tlongif-
fima prodit fi /=d, erit enim tum AMC'"-a—l—
Vg-ab Et pro hac erit aequatio_ifta y— /242
V(a rv’gbx-}—gba) Breulﬂima vero habetur fas
&o f—o, tum enim erit AMC-‘a+ Vgab.

Et acquatio ‘pro hac curua cnt y=fo V(zan
bx1-g0%).

Scholion. 2%

323, Omnes curuac- AND fub 2equatione 2

:
z!_{g:-_:{va contentac funt parabolag, adeo vt

per folas parabolas innumerabiles ‘inuentae fint
curuae problemati fatisfacientes. Neque vero o=
mnes parabolae in hac aequatione 'continentur,
fed loco illius aequationis, fi adhibeatur haec,
2* -2V =", quae etiam  infinitas para-
bolas continet, iterum infinitae curuae AMC in-
uenientur, fuper quibus corpus dato tempore de-
fcenfum abfoluit. EX quo intelligi poteft quo-
ties infinitae inueniri queant curuae AMC, fi tan-
tum fectiones conicae in locum curuac AND fub-
T a fticuan~
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fituantur,  Sumta cmm pro curpa AND  hag
aequatione &' 4-azx=p 1" -—'}—'yx—}—'\/ .1-}—5'1 %, quae
ompes continet {ectiones conicas per punctum A

transeuntes, “fieri debet b—{—éé'l/\b——-pa .+-ya+

8aVb, atque -~ et 2:_“,_";’:};’:_‘%”—: debent effe quanti~

tates pofitivac, quod quam infiditis modis fieri
pofiic , facile perfpicitur. = Si deinde omnes cure
vae algebraicae confiderentur , atque poltmodum
quoquc curuae tranfcendentes fimul, maxima co-
pia curu.lrum fimul defcn’ptarum conc1p1 porent

Exemplum 3. _
324. Sumatur pro.curya AND haec acqua-
) a"Vb
tio generalis z_T—, denotante 7 numerum
affirmatiuum quemcunque'; euasefcet = pofito ¥=y,
fictque Z==¥ b!pofito’ ¥==0 Vvt requiritur: praeter~

AL, pat=t Vb,
ea vero quoque ent p feu— REL “quantb
=) ’ v “ 1 xn...'-zvgé

tas aﬁfmntma.. Cum ngtur ﬁtpVgx—“ p

cnt_y — --V(;na" """ng —+n 85-’-'"'")

Quae aequatio infinitas curuas AMC complecti-
tur, quae omnes ferunt reétxﬁcablles. {Erit enim

zm‘“‘?v’gb |
_AM'-'t_—I- (andrs)a™ 1deoquc AMC_.a-l-
G 8 T

Co-
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Corollariums,
538280 fueritin = gerit:y:lmjgﬂlh%é_uﬂ_ﬂ

atque J = LU kb g} AM‘—“v(f-p"’g"’) Qua-
re curua abit m lxneam re&am inclinatam fuper
qua defcenfus fir tempore — Dy Y p, Perlpis
citur ergo dari lincas breumrcs re@a hac incli-
nata , fuper quibus- dorpus dato tempore ex A ad
horizontalem' BC " peruenit: ‘fico enim 7 < 5 li-
nea AMC fit brewior. |

Schohon 3

326, Ceterum fi detur ynica curna AND de~
fideracam curuam AMC pracbens, ex ea ipfa in”
pumerabiles aliae poterunt inueniri. Data enim

vnica acquatione inter z et & capiatur PN ==

(me—tn—1 )z vnde. pro diuerfo ipfius 7 valore in-

numerabiles curuae orientur. - Simili. modo poni

' max"—(m—1x)x"+ )z :
etiam poteft PN_—_( P ) : fit

enim PN —=2=V} {i ponatur *==a. Atque ge-
neraliter fi fuerit Pfundio quaecunque ipfarum x ét'2,
Avero eadem fun&ioquae prodit facto x—aet s =V,
accipi poterit PN=". Debebit autem P tilis cf-
fe fun&io vt Pz euanefcat fao x —o et 2=0,
et diffi. PN divifum per'dx debet effle quantitas
aﬂirmanua, faltem quamdiu eft ¥<a..

s ok dpk Sc'h

XY eluda’l



“‘Tabula 1X,
,l‘| a!
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~Scholion 4.

wa49.  Simili- medo problema generaliffime
foluetur, i defignante P guamcunque fundionem
ipfius » euanefcentem fi et x=—o, et A eam
quantmtcm in quam abit P i fic" .a::;a, “fumatur

=="" pro generaliffima aequatione curuae AND.

Sit, demde dP—Qdx, debebir Q cffe quumtas afﬁr-

mauua, quamdm x pon fuperat,@j erit p_.gi aq

que hinc y = [ V(zAQngx—%——ngQx), quae
et generaliffima aequatio pro curuis AMC, quae
omnes a corpore-defcendente propofito tempo-
re abfoluentur. App.u'et hoc modo curuas trans-
cendentes quoque in locum curnatum AND fub-
ftitui poffe, quibus cafibus tempus, quo quacuis
curvae AMC portio abfoluitur, agebraice non
poteft definiri. ~ Si QVgébx ponatur = R, erity=
f" V(2AR—+RR). Sumto ergo loco R quacun-
que fun&ione ipfius ¥, ad inueniendam A inte-
grari debet %—;—‘f: ita vt euanefcat pofito x—o0, de~
inde poni oportet x=—a, et quod prouenit erit
=A. Hic vero hoc tantum eft monendum Vvt
pro R fumatur quantitas affirmativa, quamdiv x
non excedit @, et caueri debetne [ %5 fiat infinitum
fi pracfcnpto modo accipiatur.

PROPOSITIO 36.
- Problema.
328. Pofita p‘étén'tia Jollicitante wniformi g et
wbigue. deor Jum direita ’ inugnire Omnes U UAs AMC

Juper

{in
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fuper quibus corpus ex A’ dato tempore ad reftam
BC 4d horizomem vtcunque. inclinatam defcendat.

oisenp:Solutiousy maup 11} uism

Exprimat curtae AND applicata BD temps,
quo corpus ex A ad re®tam BC' pertingit, et du-
&a per quodvis pun&um M re@a M‘Qfﬁaraﬂé‘la
retae datae BC fecante xerticalem AB in Q ex-
primat applicata’ QN temptsy' ‘quo corpus partem
‘AM percurrit.” Quare fi infinicae eurmae AND
_concipiantur y quae omnes in B eandem habeant
applicatam BD , hae omnes . generabunt curuas
AMC fuper quibus corpus ‘dato tempore ab A
ad re@am BC peruenit. - Curvae antem AND vt
fupra monitum concurrere debent in A cum ver-
ticali AB; et vsque ad D divergere debent ab AB.
Ponatur nunc tangens anguli ABC =%, fitque
AP—=x, PM=—y, AQ=uty QNz=7, et AP=a erit
PQ=17, ideoque x 4~ 4 = #. Quia autem cele~
ritas in M debita eft altitudini ga 'er_i_t‘h'ti:mpqs
per AM ﬁf’%’:"—dﬁ"quod aequate efle debet ipfi
QN = £, erit adeo dt.':"’i‘-%’:'—d?-:’ et gxdi?—=
dx"—~dy’. At ob curvam AND datam, dabitur
tinu, et cum fit u=x -~ <% dabitur ¢ per x ety
quamobrem habébitur aequatio inter x et 7 pro
curtra quacita AMC. Vel cum it 5 = ka = ka,
Eﬁmg.x’dt'i"r(fk-’—f—l-)d.‘l"“-l'k"fdudx-*—l-'—k'du’y €xX
“qua aegnatione xper ¥ inveémire slicebits Sig ad
hoc dr =pdujesiv gap'du =@’ 4~ x)pda’ — 2k
o dudz
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“duwdx -k du®y atque’ d 4 R Pk

Curua igitur AND talis accipi ‘debet vt\ vbaquc-p
maius fit quam —gxa_k!‘-i-_dt Acquatio illa autem ita
'ﬂebet ;nr.e.gmn vt fa&o, =0, ﬁatx—“o Qug facto
‘quoque eructur acquamo inger x ct_y Bro curu‘a quac-
fica. Q E L

061

B Coroua'rlum I LML
429, Curu-’t AMC tanget in A re&am ABA fitdy
‘=0, pofito ¥=—0; tum vero debebit cfle du=mdx,
‘atque £ V(g (k' 4=1)p*x—k*). Quare hoc eue~
diet fi fiv ppr—7fito x=o. Quiaautem hoc ca-
u'eft y infinities minor quam a, erit in ipfo ini-
tio ¥ = u; ‘ex quo fequitur curnam AMC in A tan-
gere verticalem AB i fuerit ppu=—y pofito u=uy.

_, " Corollarium 2. o
' 330. Deinde c'i;‘rua AMC normalis_erit in QM
£ faerit PQ=F =12 feu dx—=kdy, =k'du—

L ’ 1 o &t - -
k*dv, five du= 3. Hoc vero cueniet vbi erit

] ‘_;. k il G ¢
f‘.‘p"-—-x (h +‘). -'.‘ .-.g_‘

Corollarium 3, =

231, In. 1p('o punéo A cxpr:ﬂio ppx vel ﬁ-
aitum valorem '‘eumgue maiorem quam’ -T-‘_‘_'rhg.
bebit faco x==0; velinfinite magnum.:: In pofte-
siore cafu erit dx'::i wduy et cum fit dx = dx

o

L i i
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- #  erit dy =—kdx. Quibus cafibus tangens
auruac AMC in A parallela erit reae BC.

Exemplum.
332. Sit curua AND parabola quaecunque,

: | 2 : d
ita vt fit 1= ,,g‘::‘ erit dt._jg:, et p....,,g,, vn-

de habebitur ifta aequatio, (k*—~1) dy—k"du=
-+ ““"@”‘;*”“—k’"’ Huius aequationis integralis
o{t C__(-+-1/(or. (' —-1) x—k’u) =AYV u) (Vv

(@' (k*~1) x —k'u) +~-BVu)e. Exiftente A =

L s l} : |
"+ﬂa*-;4-f 1 —a?)k?) et B — a—y(at( 1 :_(1 o?)k*) et M=

2B V.
23 atque ¢ = =5 Cum igitur fit w numerus

negatiuus , erit C (= V (a'(k"~1)a—k "u) - AVu)—=*
=(=+V(¢'k'~4-1) v—k'u) 4-BVu) ¢, ¥bi C deno-
tat conftantem, quae efficiat vt pofito a=—o fiat
#—0. Manifeftum autem eft quaecunque fuerit
conftans , femper fieri =0 pofito x=—o, excepto
cafu quo ¢ vel m euanefcit. At r euanefcere non
poteft, ¢ vero enaneflcit cafu quo a=1, hoc igi-
tur cafu debet effe C—ov, fietque + V (a'(k'~j-1)

x—k*) -+ Vu=0, feu u—x et y—o; quare fu-
tisfacit hoc cafu re@a werticalis AB. Reliquis
cafibus vero ob C. arbitrariam quantitatem ex
voica curna AND innumerabiles curunae AMC in--
veniuntur.  Vaoicus porro cafus elt feorfim tra--

&ndus, i A—B feu £’ __:;(.——:T tum enim erit-
lu—=C — /(r+,) + 7T exiftente r ——
2

'Tam. ? i U '}/(q,‘
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&t‘ﬂ’_-t-;jﬁi:"_’ﬂ, Confequenter pro “hog;calu ha-
bebitur, haecc; aequatio, C=a J(V(a’ (K*3#1) w—k'w)

— alyy, — alyu
+ ) + @k Vbi C quoque de.

terminatione non opus hats;ct. Si.elt a>1 fit
B et hinc quoque,p numerus negatiuus, tum- er-
go deber efle C —=eo.  Hoc ergo- cafin erit vel
AVu =V (a’ (k" 4-L)x—k"u) vel BYu=V(a'(K—-1)

x—k'u). Quae duze aequationes funt pro lineis
‘retis certo modo inclinatis et per A transeuns
tibus: haeque -etiam generaliter fatisfaciunt. Ve
fi fuerit a=1 § erit A...x et B=o, hincque hae

acqmuones u—ux fen y=—o et“‘—“k:_'}:_-“—i—

% fen w=—ky, quae eft linea re&a perpendicula-
ris in BC, haec enim a' corpore codem  tem.
pqre,peg;urmur, quo vcrncahs BC..

Ind |

sistit o) Corollanum 4

332. Nlﬁ igitur fit e —T1 vel eS1, innu-
merablles lineae curuae inueniuntur problemati {a-
tisfacientes;’ quie érgo omnes minore témpore ab-
fdlucmur, quam pcrpend:cnlans AB |

Corollarium 5. .-

333. Cum ergo ex wnica coria AND “infi-
nitae 'Oriri ‘queant curuie AMC, ficile ‘intelligi-
tut infinitics ‘plures ‘curuds’ huic quacflioni fatis-
facere , quam praccedenti.

| -Co- :
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Corollarium g,

334+ Si _a< 1 effici poteft determinanda cons
ftante C, vt curua quaefita per datum pun@um reGae
BC ctranseat. Deinde aliis afflumendis curuis AND
fimili modo infinitae curnae poterunt inueniri,
fuper quibus corpus non folum dato tempore adw
reGtam BC perueniat j fed ad quodvis in ¢a pun-

u.um datum C.

Schohon I.

335 In hec cxemplo cafus quo e=—1 bis
occurrit, prima enimvice linea re@a verticalis tan-
tum fatisficiens eft inuenta, altera vice praeter
hanc re&am alia inclinata , vtroque tamen modo
eadem aequatione generali fumus vfi.  Sacpius au-
tem iam’ huiusmodi cafus obtigerunt, in quibus
acquationes differentiales continent in fe aequa-
tiones integrales , quae mnihilominus per integra-

tiones non eruuntur. Vet in cafu a—r haec ha-

. - - - .  — ’ +
betur aequatio differentialis, et — T

quac ‘integrata dat x—w. Interim tamen perfpl-
cuium eft hane acquanonem kiu = (k' —4-3)a ig
illa quoque contineri, etiamfi per integrationem
non prodeat. Et hanc ob rem pofterior acqua-
tio integralis acque fatisfacit ac prior ¥—w«. Hinc
generaliter colligere licet aequationem differentia-

lcn'{-—f == Vdu, in qua T eft talis' fun&io ipfius
!, quac euancfcat pofito 7=o, et V fun&io quae=
cunque ipfius %, acque comprchendere hanc in-

2 tegra-
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tegralem t=o ac hanc [% = [V du, quae per
integrationem' elicitur. Plerumque quidem cafus
7=0, fi ¢t et fimplex quantitas ncgligi poteft,
at fi 7 eft quantitas compofita vt in noftro cafu,

perperam omittitur.  Similem cafum fupra ha-

buimus $. 300. in aequatione dJ__,,\;fi‘;ia TG FaR)

vbi obfervauimus aequationem a=¢ in ea conti-
neri, etiamfi integratio nequidem poflit perfici.
Nam pofito a—x=¢ erit —dx=dt etV (a'b—bx"
—a’[Pdx) erit fun&ie ipfius 7, quae fit —o fi
fit 7—o0 feu a—a; namque [Pda ita accipi. jube-
batur, vt euancfcat pofito x—«.  Pofita ergo
hac ipfius 2 functione = T erit ds =%, ex qua
acquatione ergo tuto concludi licet, fatisfacere
aequationem #=—o feun x=—«, ideoque problemati
illi fausfacere circulum, vt ibi innuimus, (g303.)

Magis vniuerfaliter vero in hac aequatione Vduy =

f:f, fi T non euanefcit pofito =0, comprehen-

detur ifta aequatio T—o, ex qua erit Z—— con-
ftanti quantinti,idcoque di—0.VndeintelligiturT—es
contineri in acquatione propofita Vdu —4. Atque
hinc fi ¢ fuerit quantitas compofita v. g. ex u et x fta-
tim habetur aequatio mtegrnhs, per integratios
nem vix eruenda.

Scholion 2.

536. Cafus hic fupereft, qui peculiarem re-
folutionem requirit, quando reéta BC fupra pun-
ctum



SUPER DATA LINEA IN VACUO. 154

&um A cem BA concurrit, et quando eft paral-

. lela. Confiderabimus autem fequente problemate

tantum cafum, quo fit BC parallela verticali AB
et in data ditantia pofita; ex quo fimili modo ca-
fum re&ae BC vtcunque inclinatae deducere li-
eebit,

PROPOSITIO 3.

Problema.

a3%. Sollicitetnr corpus perpetuo deorfum i
uniformi g inuenire curuas innumerabiles, [uper qui-
bus corpus ex A motum a qnicte incipiendo , dato
tempore ad retam werticalem EC perueniat.

Solutio.

Sit AMC curua quaecunque quaefitarum, et
pro axe fumatur re&a verticalis AB, "dicatur AP
—x; PM=AQ=y; erit celeritas in M debita al-
titadini gx, et tempus per AM — ‘(593%52—”. Sit
porro AND curua, cuius quaevis applicata QN
exprimat tempus per AM, et fit QN—¢ functio-
ni ipfins y, poterit ex curua A ND data curua
AMC inuecniri. Quare fi infinitae curuae A ND
concipiantur , quac omnes in E communem ha-
beant applicatam DE, omnes producent curuas
AMC fuper quibus corpus dato tempore per DE
expreffo ex A ad CE perueniet. Erit itaque # =
"-ﬂ%‘i—’i’ et pofito d7 = pdy erit gp ady*=dx"

U3 -}

'rab. 'x‘
Fig v 3o
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—+-dy*, atque dx=dy V(gp’ x—1). Quac ita in-
tegrata, vt pofito x=o fiat y—o, dabit curuas
AMC quaefitas, Sit R funcio quaecungque ipfius
Y et [Rdy ita capiatur vt euanelcac pofito y==o.
Tum fiat fRdy=A pofito y =AE —a, et exiften-
te DE=V ) famatur # =¥22 | orie p = 20 441
que dx =% V(ghR>x— A" Quae aequatio ,
quicquid pro.R fubftituatur , dabit innumeras cur-
uas quaefico fatisfacientes, Q. E. L

Corollarium 1.

338. Cafus ergo habetur fimplicifimus, fi
fuerit R—1, tum enim aequatio feparabilis pro-
dit. Erit vero 2=%", ob A—a. Hanc ob rem
fic ;@m_a,) = dy , atque I3 V. (gbx—a’) =y. Qui
autem nullius eft vtilitatis , ‘ob \'Jlorcm ipfius y
imaginarinm,

Corollarium 3.

339. Quia autem V¥ (gblR*x—A’") non poteﬂ:
cile quantitas imaginaria, oportet fit R >
etiamfi +==0. Quare R neque quantitas conﬁans
effc poteft , neque fanétio ipfius ¥, quae euane-
fcat fa&o y=0. Hanc ob rem'R talis effe debet
fun&io ipfius y, quae fiat ==ev; fi pomatur y=—o.
Practerea tamen  eiusmodi effe debet, vi fRdy
non fiat infinitum quod eueniret fi effet Ry Vet
_‘)" ctc.

Exem-
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Exemplum.

340, Ponnmus ergo efle R__.'.:}_—,, erit /R Jj‘.

2Vy et A—'2Vrz Hinc habebitur ifta acgua-,
tio 2dran —=dyV (ghx—4ay). Quae aequatio
quia eft homogenea ponatur ¥==¢y, erit 2 qgdyV a
—~+2ydqVa— d_ng[rq—.*.r:) feu f{gbq__if)__:qw 1
e ?j—ﬂ;. Pofito %,-:’in et Vi{ng—x)—r er1t5,2r
:-;_%“E‘_’%;:T- Quae pofterior formula a quadratura
circuli - pendebit, fi #< 2. Hoc wero cafu erit in-

tegrale /y— IC - m,_-—:)l 1(2r-n+ .'/(n,__,*))

—n—y(n*—4)

gy I er=n=V(n*- 4)).Quae ob r-""“"“‘ abit'in
hanc C(QV(,]J’...])_(”__‘V(” —4)) Vj) n.—-.; nV(n'—4) &

Vini—g)
(2Y (=) -V (—4)) V.y) S5t Vbi pro
C' conftantem quamcunque accipere licet, quia ipfa
aequatio ita eft comparata , vt pofito x = o fiat
y=0. Per methodum autem fupra traditam (335)
€X aequatione dnﬁ'erennah ftatim habetur haec in-
tegralis 2¢gVa=V(gbg—4a) fen 20Va="V (gb

— b —6 4-a" :
xy—44yy) vode oritup -2 — E=YEE » qUac

dat duas lineas reéas, nifi it gb < 84, quo cafu
acquatio eft imaginaris. In cafir quo p== 2 erit
Y= 7254 fen ly=— 2 (r— -, vnde fit Iy

=2 [(V(22—3)~Vy)+ =IVJ+ sy

IC, feu I(V (2 r——y)——Vj’)—-IC-—,,(,x__y,_,,y Vbi etiam.
pro C quantitatem  quamcungue uecipere hccr. Si
n< 2, tum conftruétio curuie partim a. logarith-

¢ mis
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mis partim a quadratura circuli pendet ; fiunt enim
cbV(#'—4 ) imaginarium logarithmi inucnti imagi-
narii. Hoc igitur cafu expedit conftruétionem per-
ficere prae expreflione analytica,

PROPOSITIO 38.
Problema.

Tabula IX, 8 41. Sollicitetur corpus perpetuo deorfum vi uni-
Y84 formi g, datague fit curua quaecunque BSC inueni-
re omnes curuas AMC, fuper quibus corpus defcen- .

dendo ex A dato tempore ad cyruam BSC perueniat,

Solutio.

Sit curuarum quaefitarum quaecunque AMC,
per cuinus quodvis punétum M ducatur cur-
va MQ fimilis curuae BSC refpe&un pun&i fixi A.
et exprimat curnae AN applicata NQ tempus per
arcumAM:exponetergo applicata BD tempus perto-
tam curnam AMC. Quo faéto poterit viciflim ex
data curua AND curua AMC inueniri. Quare fi
infinitae curuae AND concipiantur, quae omnes
in B habeant applicatam BD communem , eae ge-
nerabunt infinitas curuas AMC, fuper quibus omni~
bus corpus ex A defcendendo dato tempore per
BD expreffo ad curnam BSC perueniat.  Sit nune
AB—a, BD =V, et arcui QM abfcindatur
arcus fimilis BS ex curua data BSC, erit AQAB
=PM: RS—=AP:AR=PQ: BR. Ponatur porArg
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AP==x 3 PM=ty; AQ=w; QN=2¢; AR==r; RS
=y, dabitur ob curuam BSC datam aequatio in=-
ter » et s, atque ob curuam AND datam da-
bitur aequatio inter Z et #. At ob fimilitudinem
erit u: a—y: s==x: r, vnde erit y=%, et ¥
*. Celeritas deinde corporis in M debita eft
altitudini ga, ex qua tempus per AM -erit =
jﬁ.éi‘;g‘_‘ﬁ) quod aequale poni debet ipfi #; vnde
oritur ifta aequatio gadt*=dx*—+-dy’. Quiaau-
tem ¢ per u datur fit dt—pdu, et p fit fan&io
ipfius u; atque ob dy=—=Y4rErlt gy gy — Wity
transibit illa aequatio in hanc: garup du =C(udr
—-rdu)" +4-(uds—-sdu)’. At quia curuaBSC dae
tur, erit s fun&io ipfius » fitque ds—g¢gdr, exi-
ftente ¢ functione ipfius » quacunque.  His fubftitu-
tis habebitur aequatio inter u et »ifta garup’du’ —
(udr—-rdu)’ - (ugdr—-sdu)’. Quae radice qua-
T g% ) 2 T,
drata extrada da === S C T o 0)
Ex qua fi aequatio inter # et # inueniatur, inde
habebitur fimul aequatio inter & €t ¥ pro. curua
quaefita. Quod autem ad curuam AND attinet,
fit P fun&tio quaecunque ipfius u, et [Pdu ita
integratum vt euanefcat facto n=—o, et fiat—A pofi-

to u—a, tum fumatur t:‘"’fd", pro aequatione

curuae AND. Erit ergo'p:?%b, vbi pro P fun-
&tionem quamvis ipfins # ponere licet. Q.E. L.

Tom, II. . % Co-
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Corollarium 1.

342. Si # ponatur = o0, co ipfo quoque x
et ¥ euanefcant, nifi forte fiat 7 vel s infinitum.
Illo igitur cafu in integratione acquationis diffe-
rentialis inuentae conftantem quamcunque addere
licet, quia non opus eft vt r datum habeat va-

lorem, i # fit = o.

Corollarium 2.

343. Tum igitur ob conftantem arbitrari-
.am addendam ex vnica curna AND data innu-
merabiles inueniuntur curuae AMC quaefito fatis-
facientes, '

Corollarium 3.

344e Si curua BSC ita eft comparata, vt
nusquam neque 7 neque s fieri queat infinite ma-
gnum , femper vnica curna AND infinitas dabit
curnas quaefitras A M C.  Quae non folum hanc
habebant proprietatem , vt corpora fuper iis de-
fcendentia fimul ad datam BSC perueniant; fed
quoque fimul ad quam vis datae fimilem curuam
QM pertingent.

Corollarium 4.

345. Cum igitur in integratione aequatio-
nis inuentie conftantem quamcunque addere li-
Ceat,
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ceat, ea ita poterit affumi vt curua AMC ad
datum puné&um C curuae datae BSC dirigatur. Hoc-
gue modo infinitae curuae AMC poterunt inues~
piri , quae omnes in dato pun&o C conueniant.

Scholion 1. |
346. Pofuimus curuas Q M fimiles curnae
BSC vt curua ipfa in A ere®a fiat infinite par-
ua et omnia punéa curuze BSC in A conue-
niant, et x¥ et y cuanelcant pofito z—o. Po-
tuiffemus autem eodem modo curuas QM vel
cum BSC congruentes ponere, vel difcrepantes
lege quacunque. Vt fic Q functio ipfius # quae-
cunque euancfcens pofito u==o0, abeatque ea in B,
facto u—a, curua QM ita pendere poterita cur-
va BSC vt fit a=% ety =¥ : namque fa&ko
4—a, curua QM transibit in ipfam BSC, etin A
curua in punétum transibit, nifi curua BSC in in-
finitum progrediatur. At etiam hoc cafu pro Q
talis accipi poterit fun&io, vt etiamfi fiat r—cv,
tamen Qr et Q¥ fiat—o fi #—o. Pofito autem
dQ=Vdu, habebitur aequatio generalis fequens
Qdr(x—+4q9) —-}—Vdﬂ(r-—i—.rq):duV(@-]ff—gg—'-ﬂq—’ VS
—Vrg)’). Quae aequatio latiffime patet, et ex
vnica curua AND infinite infinitas curnas AMC
fuggeret , quin etiam infinitas fuppeditabit, quae
per datum pun@um C transeunt.

X 2 Scho-
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Scholion 2.

347. Quantumuis generalis autem eft hacc
acquatio , tamen curua QM eft fimilis curuae
BSC, quia eft a: y—r: 5. Quare adhuc generalior
folutio poterit exhiberi, in qua curnae QM vtcun-
que diflimiles ponuatur curuae BSC eiusmodi tamen
ve QM in BSC abeant fato w=—a. Obtinebitur
vero haec folutio, fi R fumatur fun&tio quaecun-
que ipfius # euancfcens fito u—o, abeatque R in
D pofito u=—a, fitque dIR=Wdu. Sumatur enim
¥ =% ety =5 ; abibit x in r et ¥ in s fi fat
#—a, atque euancfcente ¥ tam & quam y cuine-
fcent, quicquid fic ». Hinc autem fequens orietur
aequatio generaliffima: dr (D*Q *+-B'R’¢") ~+ du
(D'QVr—+4-B'RWgs)=-4-du V(‘-M—%%%m‘
—B'D*(RVgr—QWs)"). In hac aequatione loco dr
. : ds .
introduci poteft ds ponendo = loco dr, vel etiam
loco r poterit x introduci ponendo loco 7 eius
valorem B(-E, et tum habebitur acquatio inter u et
2. Notandum autem eft quia Q euanefcit facto #
=0, P talem effe debere fun&tionem ipfius #, vt
P'Q pofito u=o, vel fiat quantitas finita vel infi-
nite magna, at tamen canendum eft ne [Pd% debi~
to modo fumtum fiat infinite magnum.

Corollarium 5.

n48. Aequatio in folutione imrenta fit fepara-
bilis, fi fuerit P = ;L', eritA=2Va et p :-ﬂ%»
Habe-
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d d
Habebitur enim ™ — r(1-+-g¢)

v T orsq E VO A gg)-(rg))
dantur enim § €t g per 7.

Corollarium §.

349. Simili modo aequatio Schol. I. fepara-

' tionem admictet, fi fuerit P°'Q=V" feu P=5
dr(x—+-gq)

—_ Jq+V(‘-—-—="'-‘il’ (.r—rq))

Habebitur enim

Y";__, &) in quz indeterminatac# et » funt a fe

inuicem {eparatae.

Exemplum 1.

350. Manente P°Q=V" feu [Pdu—=12VQ
ob Vdu—dQ, erit fatto u=a; A=2VB. Vn-
do _ dr(1+4-q7)
de fit 3 = —_1—S V(L—(t-i-qq)—(.f—?‘q))
bebit ergo [Pdu requifitam proprmtatcm, vt evane-
fcat facto # = o0 ; euanefcit enim Q. Sit nunc
curua BSC circulus fuper diametro AB defcrip-

tus, erit 5_-1/(4?“-? )y et ¢ = w(a o atque

Y99 = T r,), his valoribus loco s et ¢ fub~

flitutis prodibic ifta aequatio

: adr uae aequa-
r-~var-:r)+ﬂ’(gbf-+’” Wiar—r’y Spnas
X g tio
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tio non folum indeterminatas a fe inuicem habet
(eparatas, fed etiam genecraliter per logarichmos
integrari poteft: poteft enim in aequatione %:
mﬂ%&‘;mb:‘*m membrum irrationale ra-
tionale effici. Prodibit autem integralis haec /Q =
4a / 2f(a*rli\’(gb—+rj+f'gab J¥e{gb—47) 4 vgb(a—71
4a—pgb Vr —— ga—gh  yelgb—4r)—Vgbla—r1)
—-/C. Notari hic convenit cafum quo gh=— 4a
feu Vb::%—f, quo tempus per quamvis curuam
AMC aequale ponitur. tempori defcenfus per re-

&am verticalem AB; tum enim erit ‘g —w—

Q
e ar—ay | Sl igitur fignum -~ valeat,
ent a0 - th . =konltc = - ynde fit ‘v =

V(ac—¢") et x: 3=V ¢: V(a—c) uyVe=xV
(a—¢), quae aequatio omnes dat chordas in hoc
femicirculo ex A du&as, quemadmodum jam de-
monftravimus tempora per fingulas chordas effe

inter (e acqualia. Valeat fignum — erit £3—==%"_

—ar—rr)
atque hine Q—* =%, fe .- — g+ Erit ergo Q
=CW*%=, atque ob s—V(ar—r’) habebitur » =
SVVEL er J*:E-VV:‘(«-—}‘)’; eliminata ergo » pro=
dibit ifta acquatio (pofito F=wm) y'4-a"=maV
xy. Hae ergo curuie hanc habent proprietatem,
Vvt arcus earum a femicirculo abfciffae abfoluan-
tur defcendendo eodem tempore, eo fcilicet
tempore, quo fingulae femicirculi chordae per=
curruntur, ;

Co-
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Corollarium 7.

s 5 1.Huiusautem curuae cuius aequatio eft y*—-
xi=maV xy figura et AMFA ; habet nimirum
diametrum AF cum verticali AP angulum femire-
@um conftituentem et in A nodum. At vero o-
mnes hae curuae funt inter fe fimiles, et omnes
ad omnes circulos accommodari poffunt.

Corollarium g.

g352. Si ergo in hac curua fumatur quod-
cunque punétum M et per hoc et A circulus
tranfiens concipiztur centrum habens in vertica-
li AP, corpus arcum AM eodem tempore per-
curret, quo diametrum circuli, feu quo chordam
AM. Quare haec curua hanc habet proprieta-
tem, vt quivis arcus AM a corpore ex A dec-
fcendente abfolvatur eodem tempore, quo fubten-
fa AM.

Corollarium o.

353. Hoc ergo cafi quo P'Q=V" perinde
et five fit Q—u five fecus; eadem enim prodit
aequatio inter & et . Vti tam ex exemplo hoc
quam ex aequatione intelligitur,

Exemplum 3.

354. Manente P'Q=V", vt fit °T —=

dr

Tabuh lx.
Fig, § °

Tabula 1X,
Fig. 4.
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dr(1—+-q9)
—r—iq+ V(& (1-4qq)-(s:79)*)’
culus centro A radio ABzza defcriptus, erit s =
V(&=r") et g== iy atque 1-4-g9 = —,
Quibus fubftitutis prodibit fequens acquatio,“—o——:’:

Q
+-ad
V(E_:r;)’( A0 vbi g b/ maivs effe debet quam

44, quia r non excedere poteft . Hinc ftatim
ille radius innotefcit , qui quaefito fatisficit, po-
b .
nendo ¥ = 4" fen r =%, quo cafn erit s =

SEF=100),  Vnde erit x: y = 4a: V(g'b*—164")

2 s ague
et 2 = Y1990 quae eft tangens anguli illins

radii , fuper quo corpus dato tempore V5 ad pe-
ripheriam peruenit, cum verticali AB. Curuae
praeterea algebraicae non dantur, quia formula
differentialis non effici poteft rationalis.

fic curua BSC cir-

Exemplum 3.

355.  Sumta aequatione generaliffima ex §.
(347.) et ponatur linea BSC re@a horizontalis
fiec r—a et dr —o. Hanc ob rem loco 47 in-
troducatur eius valor &, vbi ¢ erit infinite ma-
gnum. Deletis ergo terminis , qui prae ¢ eua-
nefcunt , proueniet ifta acquauo ABRdJ‘-—I—ABW
sdu—=-+DduV (gBab P'Q—A’4’V". Quae
aequatio ob Wdu — dR et P, Q, et V data per
u integrationem admittit.  Erit nempe 2} =

C+
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C4 fduV (gBabP Q-A’4'V®). Ex qua aeqtm-'
tione ergo invenitur 5. Deinde cum fit y==" 5
at y euanefcere debeat fa®o w—o0, dcbebit efle
C—v0, fi quidem integrale [duV (gBabP'Q—A’a’V®)
ita fumatur vt euancfcat pofito u=o0. Tum ergo
orit v — 3 et y__;w JduV(gBabP’ Q—-A’dV’)
Quae eft aequatio generalis pro omnibus curuis
fuper quibus corpus ex A ad horizontalem datarl
defcendit,

Exemplum 4.

356. Teneatur aequatio generaliffima fuprs
inventa (34%7), et ponatur linea BSC re&a ver-
ticalis parallela ipfi AB et ad diftantiam f ab ea
pofita erit s—f et g=—o. Quare habebitur ifta
aequatio ADQ "+~ADrdQ=—+ duV (gBD*bP’Qr —
A’Bf*W?). Cum autem fit Qr=Bx hoc fubfti-
tuto prodibit ADdx=- duV (gD’6P x—A"[*W?),
vnde invento x erit y —%F. At quia in illa
acquatione indeterminatac x et # non fant a fe
inuicem feparatac, non multum ex ea derinare
licet.

Scholion 3.

35%. Ex gencrali huius problematis folutio-
ne, quando vnica curua AND infinitas dat cur-
uas AMC, colligere licet folutionem huius pro-
blematis , quo infinitae requiruntur curuae, fupcr

Tom. II. 4 qui-
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quibus omnibus corpus ex A ad datum pun&umn
peruenit,  Quaeliber enim curua AND wvnam da-
bit curuam per datum pun&um curuae BSC trans-
cuntem; hocque modo innumerabiles: huiusmodi
curuae obtinebuntur. Sed cum hoc modo folu-
tio nimis effer difficilis et operofa, aliam genui-
nam magis afferre conuenit.  Modus autem, quo
vtemur ita eft comparatus, vt vnam coruam jam
nofle oporteat , ex qua innumerabiles deduce-
re docebimus. Haec ergo curua quae nota efle
debet, ex alterutra traditarum methodo cliciatur
vt ex §. 350, vbi curna per quodvis pun&@um fe-
inicieculi tranfiens inveniri poteft dato tempore

defcribenda.
PROPOSITIO ~9.
- Problema.
Tabuls X, 358,  Sollicitetur corpus perpetuo deorfum wi

Fig. 1, ! :
< wniformi g, dataque fit curua AMC fuper qua cor-

pus ex A ad punttum datum C peruenit , inuenire
omnes curuas ANC Juper quibus corpus eodem tens-
pore ad punftum C ex A defeendit.

Solutio.

Sumta verticali AB pro axe omnium curua-
rum fit curuae datae AMC abfciffa AP—=¢, ap-
plicata PM —u; fitque curua ANC vna quaeficarnms
capmtur in c¢a arcus AN, qui codem tempore

abfols
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abfoluatur, quo arcus AM, jungantur pun®a M
et N reita MN, et conftruatur curva ALDB talis,
vt applicata PL aequalis fit retae M N. Haec
ergo curua A LB occurret axi AB in pundis
A et B; nam incidente pun@o M in A, pun-
@Gum N quoque in A incidet, et pofito Min C
pun&tum N quoque erit in C, quia arcus AMC
¢t ANC codem tempore percurri ponuntur. In-
telligitur autem ex curua ALB inveniri poffe cur-
vam ANC; quare fi infinitac huiusmodi curuae
ALB concipiantur, in A et B incidentes in AB,
carum quaeque dabit curuam ANC, hocque mo-
do innumerabiles prodibunt curuae ANC quaefito
fatisficientes. Sit nunc PL=r, erit r fun&io
quaedam’ ipfius AP=—1¢; curuae autem ANC po-
nitur abfcifla, AQ=x, et QN=—y. His pofitis erit
MN=V((x—1)"+{u—y)")=r, ideoque y—u -+ V
(r"~(x—t)’). Porro quia tempus per AM aequale

dx?4-du®)— (V(dx®~4-dy*
ponitur tempori per AN, erit 5 SR = ?E:"—’

feu xdt*—-xdd*—tdx’~\-tdy*. Eft autem dy—du )
frdr—sdattdeendl=ldD Sit du=pdt et dr—gqdt,
erunt 7, p, et ¢ functiones ipfius 7: ponatur por-
Yo breuitatis gratia ¥ —f—g feu x—7¢-}-2, erit
dy=pdt +TIFEE, et dy'~A-da'=p dt’—~di'~+2

dt*Eapzdtdz 2p2dtt— dtd tdz®
dtdy—-dg* - 2O AAPReE o LUt srdldaidel,
fr’dz.’ __ 2tqrzdtdz—1tq°rdt®

Hinc obtinetur ifta aequmo -, gk
2pxtdtdz - 2pglrdt® z &5
ot HROCEANTAL . 2 tdtdz—-gdt’ —-2p* d1° eX qua
Y a 2
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%z ex t determinetur, habebitur aequatio inter
x et . Quo autem apparcat cuiusmodi funéio
ipfius ¢ loco r debeat accipi, vt 7 euanefeat,
tam pofito =0 quam t=—AB=a«, fit P fundtio
quaecunque ipfius # euanefcens pofito 7—p, et Q
fit etiam talis fun&io euanefcens pofito £ =o,
abeat vero Q in A fi fiat 7——«; poterit ergo poni r
—P(A-Q ). Hocque valore fubftituto quicquid
loco P et Q f{ubfticuatur, habebitur acquatio pre
curuis quaefitis, Q. E. L

Scholion | I.

359. Ex hac quidem aequatione maXime
intricaca parum concludi poteft ad propefitum,
eciamf{i haec methodus genuina effe videatur.
Sacpe autemn aequatio inuenta ad abfurdum de-
ducere debet, vt fi curua data AMC fueric linea
breuiffimi defcenfus, quo cafu non dari poteft a-
lia curua, fuper qua defcenfus fiat eodem tem-
pore. Ad noftrum ergo inftitutum conueniens
videtur de lineis celerrimi defcenfus tradare, ea-
que problemata refoluere, in quibus inter omnes
curuas vel cinsdem longitudinis vel aliam pro-
prietatem communem habentes ea quaeritur,
quae minimo tempore abfoluatar. Atque ctiam
quemadmodum inter omunes lineas, fuper quibus
defcenfus fit eodem tempore, ea fit inuenienda,
quae data quapiam proprietate fit pracdita, E-
tiamfi enim difficillimum fit omnes lincas idem

defcen-
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defcenfus tempus habentes exhibere, tamen ex iis
quaelibet poteft inueniri ex proprietate, quam
prae reliquis omnibus poflidet. Requiritur autem
ad hanc rem pertraG&andam methodus ifoperime-
tricorum, quam vt paflim expofitam hic non ex-
plicabimus,

Scholion 2.

g60. Huius autem problematis folutio per

(348) fequenti modo habetur: erat ibi & ——

dr(x1--qq)
~r=sq V(& (1-40)-(—rg))
ad quod omnes curuae conuenire debent, pona-
turque AE=f et EC=h, fi ergo fit r=f, fieri de-
bet s=—h. Ad hoc fit S fun&io quaecunque ipfius

7, quae abeat in F pofito »—f, quo fi&o po-

natur .f:%’. Subftituatur hic valor in fuperiore

aequatione , eaque ita integretur vt pofito u=—ew
fiat »—f. Deinde ex ea aequatione prodibit aequa-
tio inter coordinatas curuae quaefitae AMC nem-
pe AP—x et PM=—y, ex eo quod eft x =% ct

y="%. Atque arbitrarius valor ipfius S dabit in-

finitas curuas AMC punéta A et C jun-

gentes, et fuper quibus corpus defcendens tem-

pore dato =—V4 perueniet ex A ad C. Sit au-

LS = s Tdryserit gamms %I, atque d—’j e

_____d?'(Fl—%-b:Tz)

~¥r=b ST+ V (EE2 (I =D 1)~ (EbS-FHTr))
p il o

Sit puné&tum C

fen

Tll\ntl ‘x.
Fig. 4.
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du - dr(F'4-b'T?

U T EE =R ST RV (R (M -0"T ) — (b S=hTr))
Quae acquatio ita integrerur, vt pofito v=—a fiat
r=f; quo fa&o ponatur A=< et ¥ :?’;}?: atque .
habebitur aequatio inter a et y pro infinitis cur-
AMC quacfito fatisfacientibus. e .

PROPOSITIO 4o0.

Problema.

Tatula X, 361. I;menh:e legem generalent, [ecundum quam
Fig. 2. curua difpofita effe debet, ut corpus fuper ea defcen--
“dens citiffime perueniat ad quoduis curuae punctum.

Solutio.

_ Sit AMC curua huiusmodi , fuper qua cor-
pus ex A ad C tempore breuiore perueniat,
quam fuper quavis alia curua per punéa A et C
transeunte. Sumtis ergo’ in ea duobus quibusque
M ec ., curna inter ea intercepta ita debet eflfe
comparata, vt corpus in motu fio per AMC,
arcum inter M et pu interceptum breuiore tem-
pore abfoluat quam quemuis alium, fi effet in-
terceptus. Sint nunc punéta M et M proxima
jun&a duobus elementis Mmp., et debebit tem-
pus per Mmp effe minimum; fen per regulas
methodi maximorum et minimorum aequali tem-

pori per elementa proxima M.  Ducantur ad -
axem

%
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axem AP applicatae MP, mp, uwn, fumtisque
elementis Pp, pmw inter fe aequalibus, feu quoque
MG—=mH, ct pm fi opus eft ad » produta, erit
mn infinite paroum refpe&n elementorum Mm
et m. Dcbebit ergo eflc £ Mm—~-t.mpm —t. Mn
-7 nw.  Sit celeritas quam corpus in M habet,
debita altitudini @, qua ergo tam clementum Mo,
quam Mn percurret. Celeritas autem quam in m
habebit debita fic altitudini v-4-du, et celeritas,quam
in 7 habebit debita fit altitudiniv—-du~-ddw; illa au-
tem celeritate percurret elementum s, hac ve-
ro elementum »p. Hinc ergo habebitur ifta ae-

quatio, Slz?‘f‘ftgi_dﬁ):%—i*ﬁ%ﬁm,, elt vero
\"\u_'..:lg_}.jdw}:f(‘:,_i_dﬁr ‘E“&%‘vm, vonde dudtis
centris M et @ arculis mg et nb, erit 35 :Wﬂ%ﬁ'&?l
"*‘2(1::%&1?.%4_;:;)' Porro quia eft oo = &~
A Z:l:'-v B {v-l--i'uiv{v-q-du) — '}._-1!1_:3 hav :.'%g?‘!i: .Quibus, ‘"-c.-':'

gle@is negligendis, fubftitutis oricur 2 v(mb—ng)—=—
mb. du—n. ddw=mb.du—Mm.ddw. Eft vero pro-

pter triangula fimilia #mg, mMG et nmb,mH
vt fequitur 7g: mn=mG: mM, feu ng =" mn
et mbhomn—pH:mpu, feu mb :“‘;:‘_". Quam-
obrem erit w(ﬂ*ﬂﬁ —=®G.dn _Wnddw.—,y diff,

RC  Quac aequatio eft homogenea et determi-

ml

nat patpram curuae AMC brachyftochronae vo-
' catae

"
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catae, fuper qua corpus tempore breuviflimo ex
A ad C peruenit. Q. E. L

Corollarium T.

362. Siergo dicatur MG=mH—dx, mG=dy,
et Mm—V(dx'+-dy")=ds; erit Hpn—=dy+ddy et
mp.==ds—dds. His fubftitutis habebitur 20wd$?
— dde _&ddw  Tn qua i ex potentiis follicitan-

ds mn *
tibus determinentur v, du, et ddw , habebitur
acquatio pro curua brachyftochrona. At femper
ddw ita inuoluet mn, vt mn ex calculo excedat.

Corollarium 2.

363'. Sit radius ofculi curnae Mmp =r is-

que in plagam auerfam ab axe AP directus erit 7=
ds? dy ___ dsddy—dydds ___ dx*ddy

Fadys At eft d 55— === —"57=. Quare
it d dy ___ de hi dibig. 4G uatio o

erit 4. ;== hinc prodaioit ia aequartl o =
d dd . 20 . p

e ‘-‘i,-n—,f‘-" Ubinotandum efteffle =, vim centri-

fugam , qua curua in M fecundum normalem ad

curuam premitur.

Corollarium 3,

364. Si ex potentiis follicitantibus fluat @
—Pdx +Qdy~-Rds; erit du —Pdx—+Qdy +
Rds et ddw = Q.man—-R.ng, quia punéto m in

» translato crefcit dy particula mn et ds particu-
la
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. d -
la ng.Quia autem eft ng = 2 erit 44V — Q-—-

X4, quibus fubftitutis habebitur ifta aequatio 2¥=

Pdy—Qdx
—

Scholion 1.

365. Ex folutione intelligitur formulam in-
ventam latifime patere, atque ad potentias {ol-
licitantes quascunque extendi, etiam refiftentia
nen excepta. Quaecunque enim fuerint poten-
tiae follicitantes, determinari poteft tam du quam
ddw, qui valores fubftituti dubunt aequationem pro
brachyftochrona quaefita. Attamen haec tantum
locum habent, fi potentiarum dire&iones fint
in codem plano3: curua enim inuenta eft in eo-
dem plano fita. Nihilo tamen minus fi poten-
tiae non fuerint in eodem plano, curua brachy-
ftochrona in dato plano opec formulae huius po-
terit inueniri. In quolibet enim plano dato pe-
culiaris erit curna brachyftochrona quaecunque
fuerint potentiae follicitantes. Alia véro quaeftio
eft, fi quaeratur linea brachyftochrona inter om-
nes omnino lincas data duo punéa jungentes,
etiam non in vno plano fitas, Quoties vero po-
tentiarum follicitantium direciones in eodem pla-
no funt pofitae, dubium non eft lineam brachy-
ftochronam in eodem pofitam efle plano. Nam
fi curuae non effent in ¢odem plano potentiae
oblique agerent, et propterea corpus non tan-
tum, quantum fieri poteft, accelerarent. Ex hac

Tom. II. Z ' igitur
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Fig 2.
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igitur folutione tam linea abfolute brachyftochro-
na, fi potentiarnm follicitantium direciones funt
in eodem plano, inuenitur, quam linea, quae
in dato plano eft brachyftochrona, quaecunque
fuerint potentiae follicitantes.

Scholion 2.

366. Quacftionem hanc de linea brachyfto--
chrona feu celerrimi defcenfus primus produxit
Cel. Ioh. Bernoulli, atque plures eius folutiones
extant tam in A&. Lipi quam Transactionibus
Angl. et Comm. Acad. Parif. et alibi wbi hoc
problema tam in hypothefi potentiae follicitan~
tis deorfum directae, quam pro viribus centri-
petis folutum dederunt. Nemo autem problema
fundamentale, quale hic dedimus, tam late pa-
tens praemifit, vt ad potentias quascunque et re=
fitentiam etiam extendi poffet. Sumferunt enim
omnes ddw=—o, quod femper perperam fit, nifi di=
re&io potentiae fit MG vel mH. Et hanc ob
rem Cel. Hermannus cefpitanit, dum tali pro-
pofitione ad brachyftochronas in medio refiftens
te inueniendas eft vins in Comm. Acad. PetrOp=
A. 17293 quasque corre@as dedi in iisdem Coinre.
A 1734. ¢x hoc ipfo problemate.

PROPOSITIO 41,
Problema.

a6. Si corpus perpetud deorfum trabatur v
qua
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quacungue;, inuenire lineam brachyflochronam AMC
Juper qua corpus citifime ex A ad C defcendit.

Solutio.

Pofita AP—x; PM—y; et arcu AM=—y, fit
vis quae corpus in M deorfum vrget —P; erit
v— [Pdx hoc integrali ita accepto vt ecuanefcat
pofito x=—o , fi quidem corpus motum in A ex
quicte inchoare ponitur: atque do —Pda. Erit
ergo du—Pdx—dv et ddw —o, quia dx inua-
ristum manet, eunte m in 7  .Quocirca habe-

g : d ey .
bitur ifta aequatio 2w. d. & = Y2, cuius integralis

et 12— 2 I fen wds*=ady", hincque dx*[Pdx -
—auy'—dy*/Pdx. Quamobrem pro linea bra-
chyftochrona quaefita habebitur ifta aequatio dy

_-:g_t%;g, in qua indeterminatae x et y funt a fe

inuicem feparatae. Curuae autem longitudo ha-
betur ex hac aequatione ds :;(f,l’-‘_j‘-’%m. Q.E.L

Coroﬂarium I.

368.InA igitur vbi celeritas corporis enanefcit
feu fit [Pdx—0, eritdy—o feu tangens curuae in A
erit verticalis incidens in AP. At vbi fit [Pdx
=—a, ibi tangens curuae erit horizontalis,

Corollarium 2.
29

oh 360. Qlliﬁ ddw :dn’ et du—Pdx, erit 5=
<2 (363) Ef vero ?;sy vis normalis, qua cur-

< 3 va
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va in M fecundum normalem verfus axem AP
du@tam premitur. Confcquenter vis normalis eft
aequalis vi centrifugae et in eandem plagam ten-
dens. Quocirca linea brachyftochrona hanc ha-
bet proprietatem, vt tota preflio, quacurua pre-
mitur, fit duplo maior quamvis normalis fola. In fe-
quentibus vero demonftrabimus hanc proprietatem
in omnibus lineis brachyftochronis five in vacuo
fine in medio refiftente locum habere.
Corollarium 3.

370. Propter arbitrariam a dantur infinitae
curuae brachy(tochronae omnes in A initium hy-
‘bentes. Atque hac litera @ effici poteft, vt cur-
va ex A per datum pun&um C transeat, quae
erit lineainter A et C, fuper qua tempus eft mi-
nimum. |

Corollarium 4.

. 8'71. Quia curua AMC alicubi habet tangen~

Tabule X, tem horizontalem, fit ea BC et in C fumatur a-
F18:3- lius axis verticalis CQ. Sit CQ =X, QM=Y
et CM=S, crit dAX—= —dux, dY—=—dyet dS
——dsy arque [Pdv—a—[PdX integrali SPdX

ita accepto vt evanefcat pofito X = o. Ad

hunc ergo axem CQ fi curua referatur, habebi-

S A Xy(a—f PdX — .8Xya
gur ifta acquatio dY:Q%}%a;fz-——) feu dS=yFax:

Corollarmum 3.
¢72, Hae ergo omnes curuae ad vtramque

partem axis CQ duos arcus habent fimiles et aequa-
' Les.
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les. Simili modo ad vtramque partem axis AB
curua aequaliter eft difpofita. * Quamobrem huius~
modi curvae infinitas diametros habebunt inter
fe parallelas, et ad diftantiom BC pofitas; nifi
forte potentia follicitans ita accipiatur, vt fupra A
fit negatina , quo cafu curua CMA furfum tendere
poterit et partem concavam deorfum convertere.

Exemplun 1.

4'73. Sit potentia follicitans vniformis feu P
—g, erit [Pdx = gx; vnde loco « pofito gb pro
brachyftochrona in hac potentiae follicitantis hy-

- pothefi habebitur ifta aequatio dy = $3-Y% fen di=

fﬂ%. At fi aequatio ad axem CQ referatur erit
dY =L=H o dS:"%‘E’ cuius integralis eft S
—2VbsX. EX qua aequatione patet curuam efle
cycloidem fuper bafi horizontali a circulo diametri
b defcriptam et deorfum conuerfam: quemad-
modum hoc a Cel. Ioh. Bernoulli aliisque eximiis
Geometris jam pridem. eft inuentum. Si itaque
dentur duo quaccunque punéta A et M, linea fuper
qua corpus ex A citifiime ad M defcendit, inucnis
tur fi defcribatur cyelois cufpidem in A, et bafem
horizontalem habens, atque per pun&um M tran-
fiens; id quod ex eo, quod omnes cycloides fune
curuae fimiles, ex vnica defcripta cycloide facile

efficicur, Tempus autem, quo. corpus ex A ad M

e &t . dxvb
Perangit, quodque eft minimum, erit :f"@(g,’%f—_-m,s

Z3 el
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et curnae AM longitudo erit = [ —a 2V

v (b—x)
(b—x). Cum autem fic Pl\l:._j':f;,—%’}_-;;,; erit

tempus per AM = P35 — arcui in circulo

diametri 4 cuins finus verfus eft = & ducto in 775

Exemplum 2.

374. Si potentia follicitans P fuerit vt po-
N

teftas quaccunque abfeiffie CQ, nempe P = -3

; b ol bJ

it fREX o it 4 bra-

erit [PdX ey Confequenter curna br

chyftochrona AMC exprimetur hac aequations
: adXV X =1

oY= AT DAY ) feu dS

Xll+l

2 e

dX Vv (n- af® B :
xug_l{'"!) f - ita vt fit S:;:l V(II——}—I)(;ﬁ
Q"“e-ﬁ fuerit vel n—r vel n>x curna CM erit

infinite magna, feuipfa re®a BC. Cufpis autem
curuae A fcu locus in quo motus incipit habetur

fumendo CQ=DBA :“;/—I(rx-f-:)afu. Curuaé pro-

l—2m

dibunt algebraicae i fuerit n— e denotante
m numerum integrum affirmatinum quémcunque,
His igitur cafibus erit # numerus negativus, wvni-
tate minor, ita tamen vt #n-{-1 fit numerus af-
firmatiuus.  Sit m=—1x, erit n—=—y. Quare fiet Y
: _dX

Xy

—— — —
— e ——
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;](xv('s af ?-X?), cuius integralis et Y —
3

I 2 3
2av2a 3 ) s TR RE
J2t — (Paf 3-X3)%). Quac acquatio ab irratio
nalicate liberata fit ordinis fexti. Simili modo
aliae curuae algebraicac inuenientur, quae in cer-

tis hypothefibns funt brachyftochronae.

Scholion T.

375. Ex data problematis folutione fequitur
fimul folutio problematis inuerfi, quo quaeritur
potentia follicitans deorfum direéta, talis vt da-
ta curua fit brachyftochrona. Dcbet autem hae
curua in punéto infimo C habere tangentem ho-
rizontalem, et alicubiin A vbi eft motus initium,
tangentem verticalem. Vt fi fuerit aequatio pro
curua data haec dY=RdX, erit R*/PdX —=u =

JPdX atque [PdX — jei=- Vnde inuenitur P=

2aR P S— i i 11
;a=-:.|c§::1x Md;r‘.d_\ﬁ.iélf._ Si ergo radius ofculi in

ds’ .
M ponatur 7, propter 7=—_-%;4vy habebitur P =

2adyY ; -
Fas- Quare problema hic vnica foluetur analo=

gia: vt radius ofculi curuae in M ad lineam da-
tam; ita finus anguli, quem tangens curnae in M
cum verticali facit, ad potentiam follicitantem ,
quae quaeritur. Altitcudo vero debita celeritati,

aRY

quam corpus in M habet, cft a—[PdX ===

ady
a5ty LY quo fcqmtur CClCl‘lt.‘ltCl’!l COIPOI'IS chc

ili ipfi fipui anguli, quem tangens curuae cum
vertl



Tabula X,

Fig. a.
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verticali conftitnit, proportionalem. Vtfi fit cur-
vi CMA circulus radio ¢ deferiptus; erit r=—¢

— ¢dX—XdX s cdX ;
et dY = Jrex_x% atque S = iy €X qui-

bus fict P— 2°57% — "'—%-‘:—P Vis ergo corpus de-
orfum trahens proportionalis ecffe debet abfciflae

AP, cui ctiam celeritas eft proportionalis.

Scholion 2

396. Inuenta linea brachyftochrona pro hy-
pothefi potentiae follicitantis deorfum tendentis,
ordo requireret, vt lineas brachyftochronas in
hypothefi virium centripetarum determinaremus,
At propofitio fundamentalis (361.) ita eft com-
parata, vt elementa curuae Mm ct mp. ad axem
AP et ordinatas orthogonales MP, mp referan-
tur, quod ad cafum virium centripetarum non
commode quadrat. Videtur quidem elementa
MG et mH vt conuergentia ad centrum virium
confiderari poffe; fed hic ipfe error, qui ex hoc
oritur, quod elementa MG et mH non cffent pa-
rallela, vt propofitio fandamentalis requirit, pers
peram negligitur.  Perfpicaum hoc reddi poteft
determinando radio ofculi, qui i MG ctng fue-
rint inter fe parallela et — MG: d. Jmr”quae
autem expreflio non locum habet, fi MG et mH
ad centrum virium convergunt. Quarc¢ antequam
ad brachyfochronas in hypothefi virium centri-

petarum accedamus , ex propofitione fundamen-
tali
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tali generalem deriuabimus proprietatem cuicun-
que potentiarum follicitantium hypothefi accom-
modatam. Ex quibus perfpicietur Cel. Herman-
num in Phoronomia aliosque, qui brachyftochro-
nas pro viribus centripetis dederunt, efle decep-
tos, dum vfi funt principio cum veritate non
confentaneo, vt mox indicabitur.

PROPOSITIO 42.
‘Theorema.

8477. Quaecunque fuerint potentiae follicitantes,
ea linca erit brachyflochrona, quam corpus [uper ea
motum premit Vi duplo maiore, quam eff vel fola
wis centrifuga, wel fola vis normalis.,

Demonftratio.

Quaccunque et quotcunque fuerint potentiae
follicitantes, eae omnes in binas refolui poffunt,
quarum altera trahat fecundum MG altera fecun-
dum MP. Sit illa fecundum MG trahens—P et
quae fecundum MP trahit — Q, et dicantur A P
—=x, PM—y, et AM=s; itemque altitudo ce-
leritati in M debita — @. Erit ex his duabus
viribus vis tangentialis — "= ot vis normalis
= M2 Hanc ob rem erit Jv— Pdx—Qdy.
Cum hac expreflione comparetur , quod fupra
(364.) eft allatum , vbi pofuimus dov — Pdx
Tom. 11. Aa , Qdy

Tabula X,
Fig. a,
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Qdy-+Rds, erit Q negatiuum et R=—o. Sequitur

. Pd d ) ;
ergo exinde fore 2> — TEXFREE Ar eft Y vig
centrifuga, qua curua in M premitur et ma'?ai’-“

eft vis normalis. Quare cum vis centrifuga fit
aequalis vi normali, tota preflio, quam curua
fuftinet duplo maior eft quam ve¢l fola vis cen-
trifuga , vel fola vis normalis. Q. E. I,

Scholion 1,

3478. In fequente capite demonftrabimus hanc
eandem propofitionem locum etiam habere in
medio quocunque refiftente; id quod quidem ea-
dem opera hic demonftrare potuiffemus: fed
quia refiftentiae fequens caput eft deftinatum, eo
potius hoc theorema transferre vifum eft.

Corollarium 7.

379. Ex hac igitur propofitione ficile erit
in quacunque potentiarum follicitantium hypothefi
brachyftochronas determinare. Hocque ipfum jam
ex aliqua parte fupra praeftitimus, vbi curuas de-
terminauimus , in quibus preffio toralis datam ha-
beat rationem ad vim centrifugam.

Corollarium 2.

380. Cum fit dv = Pdv— Qdy, erit v—[Pdx
—~[Qdy his integralibus ita accipiendis, vt eua=
nefcant
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nefcant fa&is ¥ et y =0, fi quidem motus in
A ex quicte incipere debet.

Corollarium 3.

38r1. Si ergo hic pro v inuentus valor fub-
ftituatur habebitur aequatio pro curua brachyfto.

e ) Pdy d
chrona haec 2L54x=2/Qdy —Po-Qix B verg 9 =

dxddy (363.) fumto dx pro conftantc, quia in

partem oppofitam axi. AP cadere 7 ponitur; vn-

de habetur hacc aequatio: 2exdy (JPdx—/Qdy)

=Pdy+Qdux,

Corollarium 4.

382, Quia hacc acquatio eft differentialis fe-
cundi gradus atque ideo duplicem integrationem
requirit, altera integratione conftans quaevis po-
terit adiici, altera effici debet, vt fadto x—o fiat
quoque y=—0. Infinitac ergo prodeunt curuae
brachyftochronae pro cadem potentiarum follici-
tantium hypothefi.  Atque conftante arbitraria ef-
fici poterity vt curua per datum punctum transcat.

Corollarium s,

383. Tempus, quo corpus ex A ad M per-

' ds 2 dxddy

venit, et = [ grvie—amr =/ rpyaade quae qui-

dem expreflio prius ex aéquatione curuae eft in-
Aa 2 vefti-
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veftiganda; minimum vero hoc tempus effe de-
bet inter omnia alia tempora motuum per cur=
vas omnes punéta A et M jungentes.

Scholion 2.

384. Quemadmodum porro in quacunque
potentiarum follicitantium hypothefi cae curnae
libere defcribuntur, in quibus vis centrifuga aequa-
lis eft et contraria vi normali; ita eae curuae e~
runt brachyftochronae, in quibus vis normalis quo-
que aequalis eft vi centrifigae, fed in eandem
plagam tendens. Atque quemadmodum illa pro-
prietas communis e¢ft omnium coruarum libere
defcriptarum etiam in medio refiftente, ita haec
quoque proprietas ad omnes lineas brachyftochro-
nas in medio refiftente extenditur. |

PROPOSITIO 43.
Problema.

. X 38s5. Si corpus wi quacunque perpetuo traba-
% tur ad centrum wirium C: inuenire lineam brachy-
Sochronam AM, fuper qua corpus ex A citifime ad

M pertingat.

Solutio.

A pun&o A, in quo motus initium ponitur,
ad centrum viriom C ducatur reta AC, item
MC
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MG, et in tangentem MT ex C perpendiculum
CT. Ponantur AC=ae; CM—=y; CT =p; wvis
centripeta in M=P et celeritas in M debita altitu-
dini v. His pofitis erit dv=—Pdy et v=—(Pdy
hoc integrali ita accepto vt euanefcat pofito y
=—a. Vis normalis autem crit——g, cui acequalis
effe debet vis ccntrlﬁlga et in eandem plagam ten-
dens; tum enim proueniet curua brachyftochro-
na, vt Prop. praec. demonftrauimus. Curna igi-
tur debebit effe conuexa verfus centrum C et ra-
dius ofculi in partem averfam a centro C cadet,
Quare cum haec exprefiio ’%;—" exhibeat radium o-
fculi, quatenus verfus centrum cadit, erit vera ra-

dii ofculi expreflio in noftro cafu "—‘ﬁ—". Vis igitur

—2vd p— 2dpfPd . "
centrifuga erit ==57-"—=="77=", cui aequalis po-

i
ni debet vis normalis j’; ¢X quo oritur haec ae-

quatio —f—jﬁg cuius integralis et 2 — —/Pdy,
{en p-—V —bfPdy ; quae eft aequatlo pro curua
quaefita inter y et p. At fi centro C ducatur ar-
cus MP hicque dicatur %, erit nm =% et pp ——

4452

: — _ —apd
ryiyas.  Hinc fiet ds ..._5;,—5:&%:], atque valore

ipfius p ex fuperiore aequatione fubftituto habebi-
w—adyy—bJPdy ot
tur d5 = 70,40 rdyy 0 quae eft aequatio inter ¥ es

arcum circuli § radio @ defcriptum , qui metitur
angulum ACM, ex qua fluit conftru@io curuae
quaefitae. Q. E. L

Al 3 Co-
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Corollarium 7.

386. Quia altitudo celeritati debita elt v =
~[Pdy — %, celeritas corporis in quovis loco
erit vt perpendiculum ex Cin tangentem demif-
fum: fimili modo, quo in motu libero celeritas
¢it huic perpendiculo reciproce proportionalis.

Corollarium 2,
3849. Sit radius ofculi in M =r, erit ¥ =
’—’ﬁ ex conditione problematis. Hinc ergo habe-
bitur 1':"-;-,3}?:251,?. Quia autem in initio curuae
in A eft p—o feu AC tangens curuae, erit ra-
dius ofculi quoque in A=o, nifi forte fimul P vis
centripeta in A euanefcat, :

Corollarium 3.

388, Maximam corpus habebit celeritatem
in loco vbi dp—o, ibi autem ex aequatione pro
curna fit dy=—o. Quare in eo loco corpus celer-
rime mouetur vbi re&ta CM in curuam eft norma-

lis. Curua ergo vlera hoc pun&um a centro C
recedit,

Scholion 1.

389. Ccleritas ergo corporis in fingulis bra-
chyftochronae pun@&is non eft proportionalis fi-
nui anguli, quem tangens curuae cum direétioné
vis centripetae conftituit; huius enim anguliTMC

finus
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finus eft-?, celeritas vero ipfi p inuenta eft pro-
portionalis. Haec quidem proprietas locum ha-
bet, fi centrum virinm infinite diftat et dire@io-
nes vis follicitantis funt inter fe parallelac, vt
ex Prop. 41. intelligitur, vbi celeritas erat vt‘%
i. e, vt finus ang. quem elementum curuae cum
dire@ione potentiae follicitantis conftituit. Hanc
antem proprictatem Cel. Hermannus in Comm.
Acad. Petrop. A. 172%. omnibus brachyftochro-
nis tam in vacuo, quam in medio refiftente com-
munem efle eft arbitratus. Atque hanc ob rem non
folum eae lineae, quas in medip refiftente pro
brachyftochronis dedit, tales non funt, fed etiam
quas in vacuo pro viribus centripetis invenit,
Hoc autem cafu inuenit hanc aequationem '—'—{1‘33

2

— I, a noftra atque vera aequatione prorfus di-
fcrepantem,

Exemplum T. |

890. Sit vis centripeta ipfis diftantiis corpo.
ris a centro proportionalis , fict P:%, Quare
erit [Pdy :”;;’ atque v:";}‘":?;. Quace cft
aequatio pro brachyftochrona in hac vis centri-
petaec hypothefi, inter p et y. Altera vero ae-
quatio inter arcum § radio ¢ defcriptum, qui eft

menfura anguli ACM, et y eft haec ds —=——

—adyyh(a?—y2 . g
,:v(zjji:,_by_];rﬁ- Huius curuae pun&um infimum

feu centro proximum habetur ponendo vel dy—o
- vel
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vel p—y, tum aatem erit y==- b“_‘:f',f, , haec ergo

et minima curuae a centro C diftantia. Radius

ofculi hvius curuae in quovis pun&o eft = Y =

T ﬁ“:"—}. In pun&o ergo centro proximo ra-
dius ofculi eft maximus quippe :,Tbﬁ’:—;ﬁ. Pona-

tur tangens anguli ACM = ¢ pofito finu toto
oo o+ gl 1 {0 _vhat—y?)
=1, erit5, — j5qf 5 PORAtur porro spopnsTmhyiThm

dt . . RN
==¢, habebitur ifta aequatio 3= i m -
b

Ex quo intelligitur curuam toties efle algebrai-

. b
cam quoties ¢ft ;757 numerus quadratus. Lon-
gitudo curuae AM eft porro generaliter =—=

w_;ﬁb‘ﬁdyi s hoc ergo cafu erit AM= f%iﬁ:e{y a’bj

Va2 f(2f —a?
__gqf faﬂzf XAboy—aB). | pog qua acquatione fe-

quitur curuam brachyftochronam AM efle hypo-

cycloidem, quae generatur rotatione circuli cuius

diameter eft == foer concava parte

peripheriae AE centro C radio AC defcriptae.
Cum igitur 4 pro lubitu accipere liceat, apparet
omnes hypocycloides fuper peripheria AE natas
eflc brachyftochronas.

Exemplum 2.

391. Sit vis centripeta reciproce proportxo-
nalis quadratis diftantiarum, vt fic P..‘:_.;n vnde

erit fP dj_--.:"& +'2-:-':-£-’-{.2F1’ atque gy = _ﬂ—l ;‘;’
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3 H ~
L, quae eft aequatio pro brachyftochrona in hac
vis centripetae hypothefi. Altera vero aequatio

; s — —adyVb*a—y)

inter arcum § et ¥ erit 1ﬁa'd5ww_‘_bf,y_am
Huius ergo curnae pun&um infimum pofito dy=
0, determinabitur ope huius aequationis cubicae
ay’ +bf’y=abf’. Ceterum ifta aequatio inter

s et y fufficit ad curuam quaefitam conftruendam.

Scholion 2.

392. Ex his igitur, quaeinhac et praeceden-
tibus propofitionibus allata funt, intelligitur quo-
modo in quacunque potentiarum follicitantium hy-
pothefi ea linea fit inuenienda, fuper qua cor-
pus ex dato punéto ad datum punétum citiflime
perueniat. Nunc ergo ectiam determinari opor-
tet eam lineam , fuper qua corpus a dato pun&o
citiime non ad datum punétum fed ad datam li-
neam perueniat, quae fane curua vna erit ex
infinitis brachyftochronis: at quaenam ea fit infe-
quente Propofitione declarabimus.

PROPOSITIO 44.
Theorema.

303. Corpus a dato punfto A ad quamuis li-
neam datum BM celerrime peruenit fuper linea bra-
¢hyflochrona AM, quae datae lineae BM ad angu-
los reltos occurrit: hocque in quacunque potentiarum
Jollicitantiuin bypotbefi.

Tom, 1I. Bb De-

Tabula X,
Fig, 5%
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Demonitratio.

Sit AM ea linea, fuper qua corpus ex A ci-
tifime ad lineam BM perueniat; perfpicuum eft pri-
mo hanc lineam fore brachytochronam: nam i da=
retur linea, fuper qua corpus citius ab A ad M
perueniret, ea potius quaclito fatisfacerct. Prae-
terea haec linca AM ad angulos recos in M cur-
uae BM occurrit; nifi enim ad angulos re&os
occurreret, dua minima normali mn, ob mn<
mM corpus citius per Amn ad curnam BM per-
veniret, quam per AmM. Quare ne haec exce-
ptio locum inuenire pofiit, neceflfe eft, vt curua
AM datae curuae normaliter infiftat. Confequen-
ter corpus fuper ‘ea infinitarum brachyftochronas
rum ex A ad curuam BM do&arum citiffime ad
curuam BM peruenit, quae curuae BM ad angu-
los redtos occurrit. Q. E. L

Corol]a_rium I.

394 Si ergo infinitae curuae quaerantur,
fuper quibus corpus dato tempore ab A ad li-
neam BM perueniat; oportet vt datum tempus
fit maius quam tempus per brachyftochronam A
M: alias enim problema fierct impofiibile.

Coollarinum 2.

395+ Si accidat vt plares curuze brachyfto-
chronae {int nc males in curnam BM , plura quo-

que
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que prodibunt tempora minima vel maxima.Haec

enim methodus tam minima quam maxima de-
*

clarat.

Corollarium 3,

306. Quia tempus per curuam brachyfto-
chronam AM eft minimum, intelligitur ex me-
thodo maximorum et minimorum, fi duac bra-
chyftochronae proximae concipiantur normaliter
infiftentes curuae BM, tempora per eas effe in-
ter {c aequalia, o

Corollarium 4.

3949. Hinc porro perfpicitur, fi curua BM
fuerit eiusmodi, vt omnes brachyftochronas ex
pun&o A duétas fecet ad angulos re&tos, tems=
pora per omnes brachyftochronas ad curuam B
M vsque du@as fore inter fe aequalia

Corollarium 3.

898. Quamobrem curua quac ab omnibus
curuis brachyftochronis ex puné&to A du&is arcus
ifochronos, feu eodem .tempore percurfos ab-
fcindit , ea quoque omnes brachyftochronas ad
angulos recos fecabit, feu erit illarum traieGoria
orthogonalis.

| Corollarium g,

399. Atque vicifim quoque perfpicitur, fi
curua, quae ab infinitis curnis arcus ifochronos

Bb 2 ab-
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abfcindit, fuerit earum traie@oria orthogonalis
cas infinitas curuas omnes effe brachyftochronas.

Scholion.

400. Facile intelligitur hanc propofitionem
locum quoque habere in medio refiftente; fimi-
li enim modo apparet tempus per elementum
gn normale in curuam BM minus effe quam tem-
pus per clementum mM quod non eft perpendi-
culare 3 in hoc autem totius demonftrationis vis
eft fita. Quare fi, infinitis curuis ex pun&to A
edudtis, lex potentiarum follicitantium et refiften=-
tiae poterit inueniri, in qua cae curuae omnes
fint brachyftochronae, fimul harum curuarum tra-
Je&oria orthogonalis poterit exhiberi quaerendo
tantum curuam ab iis curuis arcus ifochronos ab-
fcindentem. Atque hanc ipfam traiectorias or-
thogonales inueniendi methodum jam adhibuit
Cel. Ioh. Bernoulli, in A&. Lipf. A. 1697.

PROPOSITIO 45.
Problema.

T'pbf;'ax', 401, Inter ommes curuas puntfa A et C jun-
i gentes et aequaliter longas eam determinare AMC
Juper qua corpus celerrime ex A ad C perueniat , in
hypothefi potentiae [ollicitantis wniformis g et deorfum

direclae.
So-
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Solutio.

Du&a verticali AP et horizontali PM dica-
tur AP—xr, PM—y et AM=—y; eritque tempus
quo arcus AM abfoluitur :f‘%. Iam per metho-
dum ifoperimetricorum, de qua peculiarem dedi
differtationem cum formulis generalibus, ex qui-
bus quaecuis problemata facile refolui poffunt, in
Comment. Acad. Petr. A. 17333 duae quantita-
tes confiderandae funt arcus A M=—s=/ds et tem-
pus per AM :j,,—?x, quarum altera alcerius re-
fpe@u debet efle minima wvel maxima. Eodem
enim redit fine inter omnes curuas aeque longas
quacratur ea, quae breuifimum habeat defcenfum,
five inter omnes, fuper quibus defcenfus fiunt
codem tempore ea, quae eft breviffima. Per for-
mulas autem meas dat [ds, hanc quantitaiem diff.
g{ et 1—% dat diff. f‘,‘gx, quarum altera alterius mul
tiplo cuicunque aequalis eft ponenda, Habetur ergo
integrando i{ :ﬁf—“,’i‘— my, feun dy (Va=Vr) =
mdsVx. Sumendis vero quadratis erit 4y (Va—
Va) =m'vdx’~-m*xdy”, vnde erit dy

mdxyx 5 & dx(ya—vx)
v (a—2vax 4-(1—m?*)x) - ds = Yia—2vax—4-(1 —m?*)x)* Ex

quo curua quaefita determinabitur. Q. E. L

Corollarium 1. |
402. In acquatione inuenta duae infunt:quan-
titates « et m arbitrariae, quibus effici poteft vt

curua per datum punum C transeat, et vt fimul fit
Bb 3 datae
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datac longitudinis. Atque tum haec curua celer-
rime abfoluctur inter omnes alias curuas cinsdem
longitudinis per A et C transeuntes.

Corollarium 2.

403, Si ponantur @ et m infinite magna
prodibit cyclois, quae non folum inter omnes
curnas ejusdem longitudinis, fed inter omnes eo-
mnino citifime abfoluitur,

Corollarium 1

404. Si ponatur m=o prodit dy=e; feu re-
¢a verticalis, At fi fiat =0, oritur re@a quaecun-
que per punctum A ducta. Eft enim re@a linea
inter omnes lineas, quae eodem temporc abfol-

vuntur minima fcu breviffima,

Corollarium 4.

405. Si ponatur m—x, prodibit curua alge-

. . . . d . A .
braica , erit enim dy =i %m, cuius integralis
eft = —(+a+1-\fa:c?;l:x )V (e—2 Yax) | ﬂt:-: Hacc curua

. e . 2a
etiam eft redificabilis, namque erit s = 5 ——

=2 Y(a—2Vax). Quin etiam tempus per

arcum AM algebraice porerit'cxpfimi, erit-enim

ds ___ 4va (4Va—2vx)V(a—=2vax :
e e ). " Aequatio vero pro

curua reducta fit ordinis qumti.
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Corollarium 3.

4_04 Si_in hac curua fumatur ¥=2¢, ibi tan-
gens erit horizontalis, atque reca verticalis in co
curuae puné&o erit diameter curuae. Illo autem lo-
co fit y=—%¢, et longitudo curuae ad hoc pun&um
erit — *¢. Atque tempus, quo hic arcus abfol-

vitur eft — ¥, Eodem ergo tempore ‘corpus
recta defcendet: per altitudinem § 4.
Scholion.

40%. Miffis nunc hisce de celerrimo defcenfin
progredimur ad eas curuas confiderandas, fuper
quibus plures defcenfus inter fe comparati datam
teneant relationem. Huc maxime pertinet quae-
ftio de curuis tautochronis, fuper quibus vel omnes
defcenfus ad punétum infimum curuae vsque fiunt

codem tempore, vel integrae ofcillationes. Ad

haec deinde aliae accedere poflfunt quaeftiones

cum difficiles, tum vim methodi, qua vtemur, il-
luftrantes.

_PROPOSITIO 46,

Problema.

408. Inuenire legem gemeralem curvarum tauto-
chionarum, fuper quibus omnes defeenfus ad punctym
A, initio defcenfus wbicunque in curua AM accepro,
abloliantur eodem tempore.’

Sc-

Tabula X1,
Fig.
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Solutio.

~ Sumta re&a AP pro axe, dicatur curnae por-
tio AM—y, fitque altirudo celeritati in A debira
— b, et altitudo celeritati in M debita —o; erit
tempus quo arcus AM abfoluitur = /%, quod in-
tegrale ita eft capiendum, vt euaneicat pofico s
“—9. Tum fi in eo integrali ponatur v—o, ha-
bebitur tempus defcenfus a loco in quo celeri-
tas erat nulla vsque ad pun&um A, feu totum
defcenfus tempus; id quod eadem quantitate ex-
preflum efle debet, quaecunque fuerit quantitas 2.
Haec igitur quantitas 4 neque in expreflione tem~
poris ineffe debet, neque in expreflione pro cur-
va AM, quia haec eadem curua idem defcenfus
tempus producere debet ; vtcunque varietur 4.
Sit jam @ quantitas compofita ex litera £ ad curnam
pertinente, et a curua A M’ cum abfciffa AP et
applicata PM tantum pendente, neque & inuol-
vente; atque ex littera b quae ex 4 et quantitatibus
conftantibus fit compofita. Sit autem o talis ipfa-
rum b et z fun&io vt euanefcat, pofito z—54,
atque vt fiat =5, fi fit z—ab, exiftente « nu-
"mero quocunque.Ponatur porrods=—pdz pro aequa-
tione curnae quaefitae, debebit p talis effe quantitas,
in qua non contineatur & vel b, quia hae litte-
rae in aequationem curuae ingredi nequeunt Ha-
bebimus ergo pro expreflfione temporis per A M,
3;” hoc integrali ita accepto Vt euanefcat pofito
v—bfen z —=ab. Deinde hoc integrale fi in eo

pos
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ponatur z=—»h dabit tempus totids defcenfus, in
quo b inefle non poterit. Hoc vero euenit fi j";,":'
fuerit fun&io ipfarum 5 et z nullius dimenfionis,
feu fi ¥ fuerit fun@io nullins dimenfionis. Sit @

fun&io m dimenfionum ipfaram A et 2z, debebit
m—2
effe p—Cz 72 , denotanite C quantitatem  con-

ftantem a b non pendentem. Quoties ergo pro
v talis funétio fuerit comperta , habebitur pro

m—-2

curua quaefita haec aequatio ds=—=Cz~ 2 dz, feu s

m
':_”—ﬁlf-—l— conft. i opus eft, quo s euancfcat, fi
in & cuancfcat vel x vel y. Q. E. L

Corollarium. T.

409. Quo igitur hacc methodus poffic ad-
hiberi , oportet vt @ quantitatibus finitis fit ex-
preffum: atque vt ea ecxpreffio transmutari pof-
fit in fun&ionem homogeneam ¢x 4 et 2z con-

ftantem, .
Corollarium 2.

410. Hanc ob rem necefle eft vt fiat v=b,
fi ponatur x==ahbj; quo in quantitate conftante
adiecta etiam non reperiatur A. Sufficit igitur &
viderimus fieri v=>¢, fa&o z=ahb neque opus cft,
vt integratio abfoluatur. |

Corollarium 3.

411. Intelligitur ctiam curuam in A habere

debere tangentem normalem in diretionem vis
Tom. I1. Cc folli~
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follicitantis; nifi enim hoc fuerit, tempus per ar~
cum defcenfus infinite paruum , foret quoque in-

finite paruum,
Scholion,

412. Valet haec folutio non folum fi, vti
figura indicat, curua exponatur per coordinatas
orthogonales; nihil enim intereft quibusnam quan-
titatibus naturam curuae exponere velimus; dum-
modo in z non ingrediatur 4. Poteft autem 2z
continere lineas et quantitates quascunque a cur-
va pendentes. Hac igitur methodo in vacuo, in
quacunque potentiarum follicitantium hypothefi,
lineae tautochronae poterunt inueniri, quia fem-
per celeritas per quantitates finitas exprimi po-
teft. At fi, vt in mediis refiftentibus fieri folet,
celeritas non poteft exhiberi finitis quantitatibus;
haec methodus vium habere nequit; fed alia de-
fideratur , quae fuccedit, etiam {i celeritas per
acquationem differentialem tantum detar.

PROPOSITIO 47.
Problema.

413. Si corpus deorfum [ollicitetur ©i quacun-
ques, inuenire lineam tautochronam, fuper qua omnes
defcenfus fiant eodem tempore.

Solutio.

Pofito AP=x, PM=y; et AM=s, fit cele-

ritas in A debita altitudini 4; et in M debita al-

titu-
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titudini .  Sit porro vis follicitans in M=P, erit
v=b~[Pdx integrali [Pdx ita accepto Vvt cuane-
fcat facto a==0. Iam fi ponatur b—b et [Pdx
==z, erit ¥ fun&io vnius dimenfionis ipfarum &
et z, ct euanefcit facto z=—h, fitque v=0 faco
z—0. Erit igitur m—1, ideoque habebitur pro
curua quaefita ifta aequatio ds—S%¥ et s—aVasz

vz
= 2 VafPdx. Si defideretur aequatio inter

- e aPdx __dxy(aP*—fP
& et 9, Snit o) I A Yo pdx) d}‘_...—-—‘,‘ﬁd'

QE. L
, Corollarium 7.

414. Quia euanefcic [Pdx facto x=o; tan-
gens curuae in A erit horizontalis, nifi in A
euanefcat P.  Atque curua alicubi habebit tan-
gentem verticalem, ibique plernmque cufpidem,

hoc euenit vbi erit /Pdx — «P® Ibi enim fit
Ay—o.

Corollarium 2.

415. Huius curuae in punéo infimo A ra-
dius ofculi eft aequalis fubnormali — 3¥—3%,
quia in A s ety fiunt aequalia. Quare in A erit
radius ofculi = 24P, vbi P denotat potentiam

follicitantem in punéto A.

Corollarium 3.

416. Ex radio ofculi in A et potentia fol-
ficitante in A inuenitur tempus afcenfus vel de-
Ccig _ fcen-
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fcenfus per infinite paruum arcum = 4 (192)=x
%V a Huicque tempori tempus cuiusque defcen-
fus eft aequale. 'In hypothefi ergo grauitatis —
1 , pendulum longitudinis 22 defcenfus infinite
paruos ecodem tempore abfoluet.

Exemplum .

417. Sit potentia follicitans vbique conftans
nempe P—g, crit [Pdv=gx atque s=2Vgax, i-
temque dy —=YEE, ynde intelligitur curuam
efle cycloidem deor(fum convexam, prorfus cum
linea brachyftochrona in eadem potentiae hypon
thefi congraentem. Quod autem omnes defcen-
fus fiant eodem tempore fuper cycloide jam fix-
Pra demonftrauimus (x87)..

E’xemplum 2.

418, Sit potentia follicimns vt poteftas quae-
xﬂ"l"l

(n—+1)J®
fi quidem fuerit7—+¥ numerus affirmativus; fin enim

eflet #-{—1 numerus negatiuus,ficret de:......m Eritigi-
ﬂ-'-l.

eunque ipfius ¥, erit P_._ﬁl et [Pdx—=

a2 a
tur §— V - atque dy —
dxV(( f§ |
e )
2 (n-;;.?)la‘r fh). Ex qua aequatione intel-

ligitur eurnam fore re@am vtcunque inclinatam ad
he-
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horizontem, fi fuerit n—1. At fi 251 curua ininitio
A fit imaginaria, quo vsque nimirum J™ incipip
minus effe quam (n—-1) ax®'.

Scholion 1.

419. Ex acquatione generali apparet rectam
AP cffe diametrum curuae. Quare cum in va-
cuo afcenfus fint {imiles defcenfibus, femiofcilla-
tiones omnes fuper curua MA ad alteram partem
vsque producta crunt quoque ifochronac , et con-
fequenter etiam integrae ofcillationes. Deinde cum
ob arbitrariam « infinitae fint curuae tantochronae
AM, duae quieque in puncto A coniunétae, vt ibi
habeant tangert m communem horizontalem, pro-
ducent tam femiofcillationes quam integras ofcil-
lationes ifochronasy fi fcilicet pendulum ita accom-
modetur vt ofcillando huiusmodi curuas abfoluat.

Scholion 2.

420.Intelligitur etiam ex folutione eas curuas,
quas inuenimus, efle folas, quae quaefito fatisfi-
ciont. Nam loco p alia fun&io ipflius 2 fubfticur
nequit, vt in integrali, fi ponutur ¥ =0, prorfus ex
formula excant 4 feu . Id quod aliis methodis,
quibus tautochronae funt inuentae, non fatis liquet,

Scholion 3.
421, Quia eft s= 2V afPdx,erit P= ,:"’;;‘}i

Bx quo apparet, cuiusmodi effe debeat potentia

Ccy {al-
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follicitans,vt data curua fit tautochrona.Scilicet po-

teatia deorfum tendens debet efle proportionalisipfi

sex data curuadefumeo.Quare nifi curua fit re@ifica-

bilis, valor potentize follicitantis non poteft al-
gebraice exhiberi

PROPOSITIO 48.

Problema.

422. Si corpus perpetuo trabatur ad centrum
virium C wi quacunque: inuenire lineam tautochro~
nam BMA , fuper 'qua corpus omnes defcenfus ad pun-
Eum A usque eodem tempore abfoluat.

Solutio.

Dicatur CA=¢, CM=—y, et vis centripcta in
M corpus follicitans = P.  Sit porro celeritas in
debita altitudini » et ea in M altitudini . Su-
matur fPdy ita vt enanefcat pofito y=¢, quo
facto erit v=»b— [Pdy. Sumtis ergo & pro b
et [Pdy pro z, erit fun&io ipfarum % et z, eui
v aequatur, vnius dimenfionis, quarc erit m =
x. Si nunc arcus A M dicatur =5, erit s—2
Vaz—2VafPdy, atque hinc ds= ;%2%. Si
nunc in M ducatur tangens in eamque excentro C
demittatur perpendiculum CT, quod dicatur p,
erit l.yd__;,r,—_:d.r. =Quarc habebitur */Pdy—=(y* —
p*) aP® feu p*=y"LLL aequatio pro curua quae-
fica. Q E. L : -
Co-
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Corollarium 7.

423. In pun&o A vbi [Pdy euanefcit, erit
p—y, feu recta CA erit normalis in curuam, in
eoque propterea celeritas corporis erit maxima,
quia A cft punétum curvae centro C proximum.

Corollarium 2,

424+ Si ponatur p=o , habebitur pun&um
curuae B; in quo re&ta CB curuam tangic. In
eoque puncto, quod erit fupremum, curua cufpi-
dem habebit. Inuenitur vero pun&tum B ex hac
acquatione ¢P*—/Pdy; atque ¥ non poterit effe
maior, quam valor- ex hac aequatione inuentus,

Corollarium 3.

425. Apparet etiam ex aequatione inuenta §
—2VafPdy, quia fignum radicale fignum ambi-
guum inuoluit, curuam duos habere ramos AB
et AD inter fe fimiles et aequales; et hanc ob rem

ofcillationes , quae fuper curua BAD fiunt, effe
inter fe aequales.

Corollarium 4.
426. Radius ofculi in pun@o A eft — 2%F

- ¢c—2gPF*
Et quia eft AC=v, erit tempus, quo vnus de-

fcenfus fuper curuae AB portione infinite parna
abfoluitur = mVa (20%.), huic igitur tempori o-
- mnes defcenfus erunt aequales. Hanc ob rem ofcil-

latio-
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fationes, quae fiunt fuper curua BAD ifoclironae
crunt cum ofcillationibus penduli in grauitatis hy-
pothefi, cuius longitudo cit =2 a4

Exemplum T.

42%. Sit vis centripeta direite proportiona-
lis diftantiis a ceatro' vt fit P===, erit [Pdy =
S n i
4. Hinc ergo erit AM=s=—7V 2*2="", atque
p—yy —H22=2 " Huids curnae radms ofeuli ‘in
punéto M, qui eft J";,-"!Jf'_-',‘inuf:.'ni'tur:".: sa—7 ¥ (24—

3 2 - . .
DNy*~¢%). Ex quo fequitur fi fuerit 24> f cur-
vam verfus centrum C fore conuexam vt exhibet
figura. At fi fuerit 24=f, curua cuadét linca
re@ain A normalis ad reGam AC. Punéum autem B
vbi CB tangit “curnam inuenitur ex hac acquatio-
cs‘f

ne (f—2a)yy=cef, ex qua fit BC =775
Quoties ergo accidit vt fit f> 24 feu curua con-
vexa verfus C, habebit curua cufpidem.in B. At-
que in his cafibus curua erit hypocyclois, quae
generatur rotatione circuli, cuius diameter eft=

'Vf——c#{f—-u)
T fuper concaua parte circuli centro

C radio #W;L.a; deﬁrlptl. Hoc ergo cafu cur-
uae tautochronae conueniunt cuin, brachyftochronis
fupra inuentis (390).At fi 24>/ quo cafi curua eft
~ concaua verfus C,fit BC imaginaria et curua AM non
amplius eft bypocyclois. Tum autem erit p° —

(2@~
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Be—fyytceet - ynde p vbique in A eri

e ; praeter in erit
maior quam AC. Sit ¢=o, fiet p—y V “—f
quare hoec cafu curuae tautochronae erunt omues
{pirales logarithmicae circa centrum C defcriptae,
Corpus fcilicet fuper fpirali logarithmica perpe-
tuo eodem tempore ad centrum C pertinget,
vbicunque defcenfum inceperit. Hac igitur vis cen-
tripetae hypothefi tautochronae erunt,primo omnes
hypocycloides, deinde omnes lineac redtae vtcun-
que du&ae, tertio omnes f{pirales logarithmicae,
et quarto infinitae curvae aliae hac aequatione

contentae p':“—“:‘%{ii‘ic‘i fiquidem fucrit 243> fet
enon—o0.Inhac autem vis centripetae hypothefi pro
tautochronis tantum dederunt hypocycloides Neu-
tonus in Princ. et Hermannus in Phoronomia et
Comment, Acad. Petrop. A. 172%. quamvis hic
acquationem aeque gencralem ac noftram habuerit.

Exemplum 2.

428. Ponatur vis centripeta reciproce pro-
portiunnlis quadratis diftantiarum acentro, vt it P—

”, erit [Pdy==; ff—l—ff fﬂi 9. Curua igitur AM

CyS—y 6
orit. =52 y =2 c_y » atque pp"—m’""f’—l- vnde

:ydy___ 2acfyyiacf f-cys—y+
inuenitur radius ofculi FF==522¥=mrrr ). Vbi

ergo p euanefcit ibi etlam radius ofculi fit —o.Ipfius
"BC valor autem reperietur ex hac aequatione y°
= ¢y —+-acff. Si igitur ponatur BC=#%, erit «
Tom. II. Dd =



s10 CAPUT SECVND. DE MOTU PVNCTI
=%, id quod affumi poteft, quia £ eft quanti-
titas arbltr.lru. Ceterum apparct hanc curuam
intra A et B habere poffe punétum flexus contra-
rii, id quod euenit, fi curua in A eft concaua
verfus C, nempe fi fuerit 24f>¢"

Exemplum 3.

429. Sit vis centripeta vbique conftans feu
P—1, erit [Pdy —y—c. Quare fi centro C radio
CM ducatur arcus MP, erit [Pdy=AP, atque ar-
cus AM —=2Va(y—)=2Va. AP. At erit por-

¥ . ‘ -
1o pt=y U9 @RI =) | ynde inuenitur B
C==a--¢, et curua AM=—2a4—=2BC-AC). Ra-

“ —
dius ofculi vero in punio M erit = 2Z5aH=20e,

In pun&o ergo infimo A erit radius ofculi = 2%
Curua jgitur in A erit concaua verfus C fi 245 ¢
at conuexa fi ¢ > 24, atque radius ofculi in A erit
infinite magnus, fi 2a=¢. Primo cafu, quo cux-
va in A eft concaua verfus C, curua habebit pun-
&um flexus contrarii, vbi et CM=3 (a—t¢)=

BC. Sieft c—o, ita vt pun&um A in centrum C
cadat, fiet ¥ chorda huius curuag, eritque AM —
2V ay, cuius curuae radins ofculi in ipfo centro C
eft infinite paruus =2, curua an-

tem ipfa per quadraturam circuli poteft conftrui.

-

PRO-
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PROPOSITIO 49.

Problema.

430. Si corpus follicitetur a potentiis quibus-
cunque, inuenive curuam AM, fuper qua omnes de-
Jeenfus ad puntum A usque fiant aequalibus tempo-
ribus. '

Solutio.

Quaecunque fuerint” potentiae follicitantes ,
eae omnes reduci poflunt ad duas, quarum altera
corpus perpetuo deorfum trahat fecundum MQ,
altera vero horizontaliter fecundum MP.  Sit vis,
quae fecundum MQ trahit — P, et vis quae fe-
cundum MP trahit = Q: dicantur AP—2x, PM=
7, AM=s, fitque ccleritas in punéto A debita al-
titudini & et celeritas in M debita altitudini 2.
His pofitis erit v=b—fPdx —/Qdy. Quare fi po-
natur h=>b et [Pdx -~/ Qdy =z, erit v functio vnius
dimenfionis ipfarum A et z, et propterea m=—1I
(408). Quamobrem habebitur pro curua quaefita
ifta aequatio s=2Vaz—z2Va([Pdx ~+-[Qdy), feu ds

A d od . g
= ineronr At quia et ds=V(dx’~+-dy") erit

dy __ arQ-+v (/P dx—4-[QdY)(aP:—f Pdx—fQdy4-aQ?) .
dx — JFdx+-JQdy—aQ? . In ipfo

ergo principio A, vbi eft f[Pdx +- [Qdy=o, crit
Pdx—+-Qdy=0, fen dy:dx——P:Q. Atque vt ex
praccedentibus intelligitur tempus cuiusque defcen-
fus acquatur tempori, quo in hypothefi grauita-

d 2 tis

Tabula XIJ.
Fig. 3.
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tis — r pendulum longitudinis 24 defcen{fum ab-
foluit. Q. E. L.

Scholion.

431. Si habeatur curua, fuper qua omnes de-
fcenfus fiunt eodem tempore, facile erit dare
curuas fuper quibus ofcillationes omnes ecodem
tempore peragantur. Nam quia in vacuo afcenfus
fimiles funt defcenfibus, omnis curna, quae eft
tautochrona pro defcenfibus , talis quoque erit

pro afcenfibus. Quare duae curuae tautochronae

coniun@ae in puné&o A dabunt curnam, fuperqua
omnes ofcillationes funt ifochronae. Attamen
hac ratione alterum preblema, quo curuac omnes
ofcillationes ifochronas producentes requiruntur ,
non perfecte {oluitur: dari enim poflunt curuae in=
finitae huic quaeftioni fatisficientes, quarum tamen
partes non fint aptac ad defcenfus folos ifochro-
nos efficiendos. Problema autemm hoc modo pro-
poni poteft: data curua quacunque inuenire aliam,
Guae cum ea coniun&a producat omnes ofcillatio-
nes aequidiurnas. Nunc vero antequam ad haec
progrediamur, aliud problema proferemus, in
quo quaeritur curua datae curuae adiungenda, vt
omnes defcenfus fuper hac curua compofita abfol-
uantur temporibus aequalibus. Quod problema vt
maxime difficillimum mihi quondam erat propo-
fitum aCl Dan. Bernoulli, Attamen hac methodo,
qua in inveftigatione tautochronarum vtor, etiam
iftud problema refolui poteft. $

PRO-
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PROPOSITIO 5o0.
Problema.

432. In bypothefi grauitatis wniformis deorfum
tendentis, fi detur curua ANB, inuenire curuam B
MF ei adiungendam, ut  omnes defcenfus fuper hac
curua compofita ad A usque abjoluantur aequalibus

temporibus , in quocunque curuae BMY punclo defcen-
Jus incipiat.

Solutio.

Si defcenfus incipiat in infimo curuze quae-
fitae pun&o B, defcenfus fiet per datam curuam
BNA tantum, eius ergo tempori, quod etiam da-
bitur, aequalia effe debent omnium defcenfuum
tempora. Sit AD=a¢, AQ=w«, AN=?; dabitur-
que aequatio inter # et #. Pro curua autem quae-
fita fit BP—x et BM=—s. Nunc in defcenfu quo-
cunque fit celeritas in punéto B debita altitudi-
ni &, erit celeritas in M debita altitudini b—ua;
atque celeritas in N debita altitudini ¢ 4 b — u.
Tempus ergo defcenfus per curuam incognitam
eft j‘;-(-—g-’:;—} ita integratum vt euanefcat pofito x
—o, et poft integrationem pofito ¥ =54. Tem.
pus vero per curnam cognitam BNA erit [z,
ita integratum vt cuanefcat pofito u=—o, atque
poft integrationem pofito #—a. Expreflio ergo
ffz;i_-;—) poftquam faGum eft =5, ita debet effe

com-

Tabula XI,
Fig, 4.
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comparata, vt fi addatur ad expreflionem tem-
poris per BNA, ex aggregato penitus cgredia-
tur littera : tum enim totius tempus delcen-
fus erit quantitas conftans neque pendens a & feu
a punco curnac BMF, in quo defcenfus incepit.
Sit integralef;\%i—‘_m poftquam pofitum ecft v—ea
“aequale huic feriei k—4-ab—4-B5 4-yb 446"+
etc. +SVo+WoVhb-00"Vo—4-26"V b 4 etc.
Quare fi defcenfus in pun®o B incipiat, tempus
totius defcenfus erit — 4, ob euanefcentem &.
Ipfi k ergo aequale effe debet tempus totius de-
fcenfus per curuam compofitam, in quocunque
curuae: B M F pun&o ponatur initium defcenfus.
Sit nunc curuae quacfitae BMF natura fequente
ferie exprefla ds = — AdaVa —BadaVy
—Cux’dxVax—Da'dxVx — etc. —Fdx—Grdx—
Ha®de—1a"d x — etc. Ponatur peripheriae ad
diametrum ratio m: 1, quae reuera eft /—=x1:-V—r,

jta vt fit # = =% =V —1l/-1. Eft vero

poft integrationem, pofito a=h, [{5=5=4mAb;

e =Lk mBY [m, = gks mCh’ ete,
Atque [7555 =2FVb; fﬁrﬂ% = J;’.zG&Vb;j?%;%
= 24 2Hp Vb ete. Quogiturhorum terminorum
cum illis terminis coniun&im tempus per BNA ex-
primentibus aggregatum aequetur ipfi £, termini

homogenei & inuoluentes fefe tollere debent, Fiet
igitur 3 TA=a fen A=% 7; fimilique modo B=
n4. B. — 2.4.8 — O & yer SIS
245, C=3%F Yetee Atque F— 35 G=31;

e
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H=3%%. §; I=23%%> 2 etc. Quamobrem cum a,

8, v, 8, etc. &5 My 0, 1 etc. fint quantitates
q

cognitae propter curuam ANDB datam; habebitur

pro curua quaefita BMF ifta aequatio: ds = =%

(FaV &3 g"V’V"f'%'.dg".% v V.4 etc.) —92
(§43nv 35 00" 382 v o’ —=ctc), cuius in-
tegralis eft s—==2 JaxVa—+4-3% 827V .1-_;_,32;:}:%
Y 1/1-+—ctc)~— (Ex +3nma’+3§ 0x’ 4=
R X s *—4 etc.). Cuius fer:ei hanc do” conftru-
Gionem : famatur [y — [yepriita vt cuanefeat
pofito u==o0, tum fiat u=—a, ect prodibit functio
quacdam lpﬁllb b. Ponatur x (1—2) loco & et
quod prodit fit R. Tum integretur L:,—‘? dum w
vt conftans confideretur , ita vt euanefcat pofito
2—9. Decinde ponatur g—1, et prodibit fun&tio
ipius & quae erit =%. Hocque modo prodibit
aeqatio pro curua quacfita. Q. E. L

Scholion 1. |
 433. Conftru&io hacc prorfus fingularis fed fi-
cilis tamen fequitur ex ea methodo, qua v(us
fum in aequatione a C. Riccati quondam pro-
pofita conftruenda, atque hac potifimum gau-
det praerogatiua, quod quaccunque firerit curua
data, quaefita eiuts ope femper poffit conftrui,
etiamfi aequatio ipfa, quae pro curua inuenitur
minime faepe tractari poflic. Dat practerea fta=
tim aequationem finitam eam, quae alias ex fum-
matione ferierum inueniretur.

Co~
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Corollarium T1.

434. Si in .lcqu.ltmnc pro curna BMF in-
venta ponatur ¥—o0, erit ds— 5% ynde inclina-
tio curuae in B ad verticalem BPlnnotCﬁ.lt Quo
igitur appareat, quomodo hae duae curuae inui-
cem cohaereant, oportet quoque pofitionem tan-
gentis curuae ANB in B determinare.

Corollarium 2.

435. Sit DQ=—p et BN—g, erit dt —"-—dq
et a—y—p. Vnde tempus per BNA erit '_fvw-a-pJ
pofito in hoc integrali p—«. Sit in ipfo pun&to
B,dg=Ldp, erit generatim dg—Ldp—+Pdp, ex-
iftente P tali fun&ione ipfius p, quae euanefcat po-
fito p—o. Videamus ergo euanefcente p qualem
terminum haec aequatio fﬁb_,_m__fﬂb_'f’?) produ-
cat. Prodit autem pnﬁtop ay 2LV (b—4a)—2 L
Vb, vnde in ferie initio afflumta prodit terminus
—2 LVb, qui conuenit cum Vb, erit ergo L=
—$ et dq —=42  Ex quo intelligitur curuam da-

tam ct quaefitam in pun&o coniun&ionis B com-
munem habere tangentem.

Scholion 2.
436. Dixi aLV(b+4-4a)—2LV)b in ferie da-
re hunc terminum —2<V4; nam V(b—+a), dat

. b .
terminos hos Va—- ;7= -f-etc. cum aliis compa-
ran-
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parandos. Hic autem folus terminus Ldp dat ter-
minum huius formae J V4  Quare ex €0 tan-
tum de inclinatione curuae in B concludere li-
“nl

Scholion - 3.

43%. Conftru&io curuae quacfitae quam de=
di etiam hoc modo immutari potcﬂ:, fcribatur

poftquam in integrali [yzrer — [ 355 pofitum
eft u—a, loco & hocx z, et vocato eo, quod

Rdz
prodit R, integretur Ti=oy in quo & vt quanti-
tas conftans tractetur, ita vt euanefcat pofito =z

—¢. Tum ponatur z—x, atque id quod proue-
nit , aequetur ipfi 5 ; hacque ratione plerumque
commodgius aequatio pro curua quacfita obtinetur,

Exemplum 7.
438. Sit curua data ANB cyclois ita vt fit

v P cdu . dt dt st

..Ez'l/m, feun dt=5g; erit [7==— art—n =
uyc -~ duve . a—2u—2vy(u*—au)

Y (an—u?) "'./v(:uq-bn-gu‘)-—* V —¢l a ""V"'c

j abmue S Y Ponatur u—a et habebitur

Veeol—1 =V —c 152332 — v/ 0V —c I(V b~
Vi) 4V —¢ lla4b)=nVec+V—c I%EE'E Po-
natur xz loco & et habebitur R=nVe¢ 4V —¢
1750=% quo multiplicato per 722 habebitur

Tdzve | dgy—e JYXZA-Y—G : . 228
Vii=2)+ iy | Trev—a » Cuius integrale eft =—2

VXZa-vV—a 2y—ac JV(z—1)4+VE
TV"(I_Z)“QV"(":'“I) ,fxz—v/-c V& lv’(z—li—ﬂ’-

Tom. II. Ee -

-
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- 2¥—t(a4-2) J¥—al|—2)—vVz/a4-x
Yz ]#—atl—z}—i-\fz\a-c-a:;+27r1/‘("_2v" V-r1.

I—x, qui duo vltimi termini func inter fe acqua-
les ob 7=V —x. /—x. Ponatur nunc g—1 ha-
bebitur "-—'315—‘—1,";—’-‘-&":"-’ m, quod aequale eft po-
nendum ipfi 72, Hinc prouenit ifta aequatio s =
—aVac+2V ¢ (a-+x) feu s+~ ANB—ANBM —2
V¢(AD--BP). Ex quo patet curuam BME effe
continuationem datac AND, ita vt coniun&ae to-
tam cycloidem conftituant; id quod ex natura
tautochronismi, cui cyclois fatisficere inuenta
eft, per fe fequitur.

Exemplum 2.

439. Sit linea data ANB re&a ad horizomn=
tem vtcunque inclinatay erit di—ndu, atqucfw,’:fi),
Ty = anVa—2nV(a—t)—2nV(a—-b)—+-20V (a
b—-u) Ponatur #—a atque b—uxz,erit R—=2n
Va—l—znV'x"—-znV(a—l—xz)' Quamobrcm erit jj";ﬁ;}

B dzva dzv'z dzyla-x2

vl—-z

d
rﬂ/a-—q.nVa( r—z)—}—z?ﬂ-/.l f v(g.iq on f\((a d?_—j—xzdz =

— QX B—=X "
zdz: dz:
Eft vero [250 = 3 Jie—y — V (3-22) =3 T,

poﬂquam in integrali pofitum eft z==1. At

adz—-x2dz
/ jia-amizz.az 1 poft integrationem ponatur z—r,

dat Va-+555 A 2% denotante A. a:f,f arcum

'ci';rculi‘ radii =r, cuivs finus eft 23%. Quocirca

€xit m — 4-;?1'1/'“‘—’.,—:; Y x— 2?31-/4-—"(“"") A LEE
hinc~
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:znyer n a+x} 2vVax .
hincque s—nx A. 7==. Huius ae-
2vax__

quatiqnis dnﬂ'crentuhs cft r!.r:::zm’x nds A 5=

sd d andxvax
’;':_“;" stacex) - Curua haec autem non vltra

datam altitudinem poterit afcendere vt in F vs-
que , vbi erit ds—dx. Pofito igitur ds—=dx,

erit 52 —1 A. 2¥ Fiar ergo vt 7:n—1 itd
femiperipheria circuli cuius radius eft 1, ad ar-

cum eciusdem circuli, cuius cofinus fit m, erit

= atque x—'*“fl,_,’:’. Vt fi fuerit angulus
DAB, 60°, erit m—2 , et m—o0, ideoque BE=
a—AD. Ex quo fequitur, fi angulus DAB fue-
rit maior quam 6o. grad. fore x>a, at fi ille
angulus minor fuerit quam 60°, fore ¥<a. Ce-
terum ex aecquatione differentiali apparet, vt jam
notauimus in pun&o B fore ds—ndx , tum ve-
ro perpetuo fieri ds<ndx, vsque in F, vbi eft

ds—dx.

Corollarium 3.

440. Si linea recta BNA fuerit horizontalis
erit n—o et a=o0. Si autem fit nVa=Vf, erit

Qd Y - ’ . » -
ds—282 _ 295VI% oy gequatione differentiali in-

x me
S — =2 fd P— 1
venta , cuius mtegralc et - = R [T = «1«.{’

ideoque s =X v [fx. Curua ergo erit cyclois,
cuius infimum elementum curuae datae locum
ténet,

Ee 2 Cec-

-
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Corollarium 4.

441. Si acquatio differentialis ds—=ndx —
ndx 2vax . . : s
= A 25 denuo differentictur " pofiro dx con

—nadx?

ftante , prodibit dds = s vexr EX qua acqua-
tione fequitur curuae in B radium ofculi fore in-
finite paruum,
Scholion 4.
442. Ex acquatione generali differentiali ds
..d NS
= (FaVa—4-34 aVa—etc) ~F (¢4-3nas-
etc. fequitur femper fore dds—c pofito ¥ =0, nifi
fuerit a=—o. Quoties igitur non fuerit e—o ra-
dius ofculi curuae quaefitae in B erit —o. Atfi
fuerit a—o0, tum radlus ofcuh curuac BMF in
puncto B inuenitur — ,,, E *—1). Ex quo in
a

quouis exemplo propofico {tatim radius ofculi
curuae in puncto B innotefcit.

Exemplum 3.

443. Si curua data ANB hanc habuerit ae-
quationem , vt fit 42— Cu"™du; erit tempus per

Cu™du '
NA = 17((—‘_1_‘?_—:;3 Ponatur ﬂ-—l—b :f ct f'—#

2 % N ng = o e 'S ﬂ-n"l —
r’ m':t“ar.__.'p’:—.l A i g o W i
Tl B | N D

— 3 p¢ et e du
1. 2.3 S r -~ etc. Cum\cwﬁtmm)

=3 2% j Cu"du i
——24r; cmt Vid—t-bt) — Conft. —2C(fmr—

-l 3

3
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i - N2 10—

L5 il e o % B Rt A o o e e
ctc.). Quia autem haec quantitas euanefcere de-
bet facto uw=—o0 fen r =V f; erit quantitas illa

conftans addenda — 2 C f"*+L (1 — < ek ol o

~ ¥%3."5 -+ etc.). Ponatur nunc w=a fen rr =

Vb, atque loco feriei x—.r, - 271 —etc. po-

natur N, prodibit totum defcenfus per BNA tem=
pus =2 CNf*"+; —-2C (f"Vb—T.,f““‘ bV b
I.ﬂ.—l fn--zb -‘/b %ni-éu-—z f:--g b Vb-{— etc).Re-
ﬁltuatur a-+-b loco f et orietur hoc tempus —
2CN (2™} _‘_(Q’H"_‘}an—l b+f2ﬂ+l)f_:13:ﬂan~;_b'

- (2 fl_-_-l;-?lalf';“-—él{.l’.‘::"'_} aﬂ-‘ b “etc.)—2C (a™V b

+ T ZF an b']/b_i__ 2?:(1;“;-2) arl._nb Vb"l‘- 2?!.{1"!1.3-"‘1 '::-4.]
a"=3p°Vbh—-etc.). Haec igitur feries cum ferie

affumta hoc tempus exprimente comparata dat:
Bafel ot g 2Nateit - —(2n4=1)(2n~1)
k=2CNa"t3; a==5— 2CNa"3; g="=5r ==

_n - on-— 2n—~ L
2CNa™2; -'y__( """;‘: 23 2 CNa™§ ete.

T=1 . """-'-“(“"—"3 n-2
e o

—aC Na"(m (( 2 n-+1)Vua

™ Ya

(zn-pl}(:u—t}wx (2n—-1)2n—1)(2n—3)x v ;
+ . 3.aya + 1. 3.5. a*vya + EtC.)

Catds (2-Ta il e B ectkt L ey
Huius vero feriei pofterioris Iumm1 e{’c Cdx (a

(+r)ﬂ+l
mzrn —.  Quare

Ec 3 poft

etc. Hinc oritur ds —

==a)", huiusque integralis ——

-—
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Cla={-x)*+"-Cq+1

poftintegrationem habebitur s —

_ hatrX .
_ ' 4CNa*Vu (zn—lr—x) (zn-—}—x)(nn—:)r
wVa 3 3. 5.4

(2n4-1 X2n~—1)(2n—3 )x¥ 1
~ Bk Xane —- etc.).  Quae cft aequatio
pro curua quacfita: BMF, quae toties ex ter-
minorum numero finito conftar, quoties 2 fue-
rit terminus huius feriei — 5, %, 3, §, etc. Eft
vero N=fdp(x—pp)™ fi poft integrationem po-
natur p=—r1. Hacque fi&a fubftitutione eft fdp

; — 2(m4-1)
(r=ph) *ttiesice fdp(: —pp)*. Quare fi fue-
rit n——— -5, quia eﬁf,,“_”} = etit-iin=
%) __,F, fi n==3 erit N::;‘;:F; fi n:,i,,_ent?l
— 5% 0 n=3 erit N = 3:53F etc. At~quia
i n=o eft N__.x s erit i n—=1, N=3; iN—2,

: —24 . i p—a- .t — 2,410
erit N=%§; fi n=g5 erit N= 333 etc. Ve fi
curua fucrit cyclois erit #———j% , ideoque erit s

— 2CV (a+x ) — 2 C ¥ a vt fupra inuenimus,
(438.).

Scholion s,

444. Quando igitur eft /t — Cu™du, hic va-
lor pro s inuenitur, atque ex ipfa methodi na-
tura intelligitur: i Jd¢ aequetur aggregato ali-
quot huiusmodi terminorum , tum s aequalem
fore aggregato ferierum “a fingulis terminis pro-
du&arum. Hac igitur ratione, fi curua data fue-

rit
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rit quaecunquey feries eft quaerendd terminorum
huius formae C #"du , ipfi d¢ aequalis. Atque
ex iis omuibus debitus ipfius s valor obtinebi-
tur.. Ve f{i fucrit natura lineae datae ANB haec

duyc duvw
dt =5 -+ = 5 primus terminus dat C—=7Ve¢
et n——1%; vndc fit s=—aVe¢ (d-}-x)— 2 Vac, al-
ter terminus dat C._,,c et n—=% et N=7 vn~
. - ) ‘-2 -
de oritur § = ("*”EW a2z, Curua quaefi-

ta ergo fequente aequatione exprimetur 5§ ——
2(a+= 3 c==x) Y(a4-x)—2 (a3 c) fa-nxqg D
3ye

Exemplum 4.
44-.5 Sit curua data. circulus diametri ¢, erit

'edu - T 1.V u
SR 15 31k : A u
i P Y A ) 55 -f ( V¢u LA ¢Ye

Y ,: ;:f,% -+-ete.) Sumto nunc quolibet termino feor~

fim et inveniatur valor 1pﬁus d sy habebitux colllgen-

1¥(a—4-x)' 18 {a+xl£
dis omnibus ds =522 : .77"'—;)-1— T

2.4.00¢
— 1Yz '{ xvVx
2¢cye 3 4c§v'c ctc,.
—3.1. 30\&:
2.2.4cYe
2ds
Ex qmbus fequens nequancr naf‘cntur T
'Il.dﬂ-;:](i.—-—-a-—-.xj (4[;-»-»:.’1 1/cx) d(y{u-—:‘)
L v Y Wt Y en

Tc;:x;—‘ 2 ¢ve =7 )\— o 2 {T d({ ( v (cx--—.x’) oz -;" 3;‘,,:.. :
x - . .
Tqcrye) — T 2 % d-‘c-’ d (i'(cx-—-x‘ﬁ = Zcye

o g~
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'z .
LR — L3Ry . ete. * Quae expreffio in mul-

tas alias formas transmutari poteft.

PROPOSITIO 57,

Problema.

Wil i a46. In bypothefi grauitatis wniformis deor~
Fig,s, fum tendentis [i detur curua quaecunque A M, inue-
nire curuam AN eiusmodi, vt ofcillationes, quae per-
aguntur fuper curua compofita MAN, fint omnes in-

ter Je ifochronac,

Solutio.

‘Sit datae curuae A M abfciffa AP—w; arcus
refpondens AM=#, dabitur ob curnam datam
aequatio inter # et 7. Deinde in curua quaefi-
ta AN ponatur abfciffa AQ=x et arcus AN=F.
Iam in ofcillatione quacunque fit celeritas in
punéto A debita altitudini 4; eritque tempus per
MAN=/7#% 4 [74"5 Atque fi in hac expre(-
fione ponatur w=6é et x=5 prodibit tempus vnius
femiofcillationis; quod cum debeat effe conftans,
ex formula id exprimente littera 4 prorfus eua-

nefcere debet.  Ponatur dt=% +Pdu et di=

dx Vb . : fo(eillari
e~ — Qdx; eritque tempus vnius {femiofcillatio-

e _duwif dxvh Pdu _ r Qdx

nis '—'f T bu-ut) +I¢(b=-x?l +ff(b-“1 ff (b—x) P()&'

quam pofitum eft u—# e¢t ¥=4. Huius autem
expref-
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expreflionis duo priores termini jam ita funt
comparati, vt b ex iis euanefcat fago =& et
x—b, dant nimirum wVf—4-nVh, denotante
7 peripheriam circuli diametri —1. Quare fi po-
fteriores termini ita fuerint comparati, vt fefe
deftruant, facto #=—=J et x=5&, habebitur id quod
quaeritur 3 at P et Q tales neceffe eft fint quan-
titates, quae 4 non inuoluant, quia inaequationes
curuarum ingrediuntur. At erit f;,r—b‘_i_%,-— 'Tc;li.,—fi_f—,c—,-
=0 fadto u—b et x=b, i Q talis fucrit fun&io
ipfius &, qualis P eft ipfius . Seu cum nihil
impediat , quo minus poni poflit ¥ = u, fiat
x—u; oportebitque effe Q=P. Datur vero P
ex aequatione curuae A M datae, quippe cft P

f . :
=& f,—,;. Quo circa pro curua quaefita haec ha-
. . duyh d
bebitur aequatio ds =% — 4t - :u"f, feu s

—+ t = 2 Vhu—2Vfu; exquaaequatione determi-
natur natura curuae quaefitac AN, Q. E.L
Corollarium T.

447. Sumta igitur A P —u=wx; cum fit A
M=t et AN=s, erit NA+-MA=? 4+ s— 2

(Vf—+Vh) VAP, feu fumma arcuum eidem

abfciffae refpondentium proportionalis eft radici
quadratae ex abfciffa AP.

Zom. II. | Ff CO'

Tabula XV,
Fig, 6

-

-
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Corollarium 2.

448. Curua igitur quaefita AND ita debet
effe comparata, vt {umma arcuum AM 4+ AN
aequalis fit arcui cycloidis eidem abfciffac AP
refpondentis. Ex qua proprictate {ponte fluit,
omnes ofcillationes effe ifochronas.

Corollarium T

449. Tempus ergo vnius ofcillationis, ae-
quatur tempori defcenfus fuper cycloide, cuius
in infimo pun&o radius ofculi eft 2(V/ -V h).
Seu pendulum huigs longitudinis producet f{emi-
ofcillaciones minimas ifochronas ofcillationibus
fuper curna MAN. Pendulum vero long. 3(Vf
-+ V b)", peiaget totas ofcillationes ifochronas.

Corollarium 4.

450. Quia guantitatem » pro lubitu accipe-
re licet , infinitae curuae AND fatisfaciunt: at-
que etiam ea poterit determinari vt tempus ofcillatio=
nis fie datae quantitstis. Ve {i voaoftillatio ifo-
chrona eflfe debeat ofcillationi penduli longitudinis
%5 erit Leca(Vf ==V h), ideoque Vh=Vi~
¥/. Quare L maims efle debet quam =2/

Corollarium_ 5. :
451. Si data curua AM fuerit cyclois fcu

dt_{'%}g, altera curua AN erit quoquc cyclms
quo-
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quaccunque, fit enim ds = £Y2.  Atque fuper
duabus - huiusmodi cycloidibus non folum integrae
ofcillationes erunt ifochronae, fed etiam finguli
afcenfus et defcenfus fuper qualibet cycloide ab-
foluentur codem tempore. '

Exemplum T.

452. Sit curua data AM reéa vtcunque ad
horizontem inclinata, vt fit d¢ — ndu, prodibit
pro curua quaefita pofito V5 loco Vf—+4-Vb hacc
aequatio ds — dfgf‘ —1 u:%—‘i —ndx. Quarc i

=1 . R : L a2nvyL
vocetur PN=y, erit dy=daV (35— 755 +n'—1)
vbi z, denotat longitudinem penduli ifochroni:
ex qua aequatione curua quaefita poterit con-
ftrui. Curva autem in D habebit pun@um reuer-

fionis ibique tangentem verticalem, quod habe-

bitur fumendo AC = 557

% . Curuae vero in
infimo loco A radius ofculi eft —=L. Hic praeter-
ea notandum eft fi #2——1, quo cafu linea AM fit

re@ta verticalis in AC incidens, fore curuam quae-

; ; £ty
fitam algebraicam; erit namque 4y =25 x)’

cuius mtcgl’alls eft = 1. wL-w:xML.-.vL:) feu o
y*—6Ly ___-6L1/2Lx—+- 24.L1.—x6ﬂ/zLx,
quae ab irrationalitate prorfus liberata fit quatuor
dimenfionum. Huius curuae cufpis ID habebitur
fumendo AC=4L, quo cafu fit CD=

Ff 2 Exems
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Exemplum 2.
453+ Sit curua data AM circulus radii @
erit dt— om——=. Hinc pofito V £ loco Vf+4-Vh

duy L adu —dxyL__""ddx T
erit ds =307 — Jamm— Vg T Jizes—atry o BX

qua acquatione fequitur dy =dx V(;\_ xj(a::—"x)

-i—“x__m 1). . Cufpis curnae AND erit vbi eft

L
q‘;x —— I +f(2ax-—-:c*j feu 4-x"'+" QL:L 5_1 6&.1 ‘+

L’x’—BaL:r +24.a x*—gqal’ rt12a *La s
16a'x—+4a’L’° ——8(: L++rz R0 Pon.ltur L
g fipt 2-Ta. ek gty L) -+-r7rz x-—8a
—o0, At fi.L=2a4, erit x'—gdax -|-5a X —2a
¥—a'=0, vnde fit y—¢ — AC. Hocque ca
fu longitudo penduli ifochroni eft %.

Scholion.

454. Si igitur efficiatur, vt pendulum
in huiusmodi curua compofita ofcillationes per-
agat, eius ofcillationes aeque erunt ifochronae,
ac {i in cycloide moueretur. Atque hanc ob rem
quaccunque curua ad tautochronismum adhiberi
poterit.  Reftat in hoc negotio ifta quaeftio ,
quemadmodum curuam datam comparatam’ effe
oporteat, vt inuenta cum data vnam curuam con-
tinnam conftituat, id quod fequente propoﬁt:onc
praeftabimus.

PROPOSITIO ¢».

Problema. :

455 In bypothefi grauitatis wniformis deorfune
ten-
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tendentis inuenire curuam continuam M!m\] y Juper qua
omnes femiofvillationes abfoluantur aequalibus remparzbm.
Solutio.

Sit igitur curua MAN curua continua, in ea=
que AP—x, et AM—¢, e¢ AN=ys. Affumatur
noua indeterminata % atque x¥ et ¢ ita den-
tur in g, vt pofita g afficmatina prodeat curuae
pars AM, at pofita z negatina prodeat curuae pars
AN. Quia nunc pro vtraque parte ¥ cundem obti-
net valorem, debebit x talis ¢ffe functio ipfius 2,
quaec cadem maneat, fiue z affirmative fumatur
fiue negatiue; feu x debet effc funétio par ipfius 2.
Deinde ¢ eiusmodi effe debet funétio ipfins z, vt
prodeat 5, fi ponatur — 2z loco 2. At quia arcus
s in alteram partem axis cadit, eius-valor erit
negatiuus refpeétu curuae A M: quare fi in valo-
re ipfius # ponatur —z loco 2, prodire debet —g.
Sit nunc R fun&io impar ipfius 2, et S eius fun-
&io par; et ponmatur Z=R S, fiet —s——K
.Sy feu s =R — S 3 vnde fitt 4 s—=——
2R.  Sit longitudo penduliifochroni = 4, quia
et V2a=Vf+4-Vbh; debebit eflfe 74—s—2V2an;

hincque erit R=V 241, et £ =7,. Quia autem
x debet efle fun&io par ipfius z; ex hac expref
fione id per fe obtinetur ; cum enim R fit fun-
&io impar, eius quadratum erit fuin@io par. Sit
igitur R=z, erit g==V 24, atque S debebit ef-
fe fun&io par ipfius V 2.2 x feun ipfius ¥ x." Quo
fado habebitur ifta aequatio s—=Vaax—S pro
omnibus curuis continuis tautochronis.  Sit J§

Ff 3 -

dxz
ax

wig
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v-r,f':x, erit T funéio impar quaecunque ipfius Vx.Qua-

e dxy(a*-2 T2-2
propter fiet ds —245=T4% g rque gy — LA 2IHT 200
pofito PN—y. Ex qua aeqnatione infinitac curuae

tautochronae contionae reperinntur, Q. E. I,

Corollarium 1.

456. Curua igitur hoc modo inuenta AN eft
tautochrona cum fui ipfius parte continua A M.
Dantur vero per praecedens problema infinitaealiae
curuae A M, quae cum A Nconiunctae ofcillationes
ifochronas producunt. :

Corollarium 2. °

4547. Per praccedentem propofitionem omnis
curua AM, cuius hwc eft aequatio 2=Vacax - §
feu dt__;g:x-J.—‘,,:x ofcillationes ifochronas cum
curua AN producit. - At harum ofcillationum lon-
gitudo penduli ifochroni eft ="Vl

4
Corollarium 3,

458. Inter has ergo infinitas curuas AM cum
AN ofcillationes ifochronas producentes ea eft
continua cum AN in qua eft ¢c=s. Atque lon.
gitudo penduli ifochroni fit —g, vt affumf{imus,

Corollarium 4.
 459. Si ponatur ¢=¢; erit cum curua AN
quoque tautochrona haec curna AM, cuius aequa-
tio eft dt—=g#% fen t=S. Hocque cafo longitu-
do penduli eft & Quoties ergo eft T =7V 2bax;
to-
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toties quoque linea redta cum AN tautochronis-
mum produc:t, fi ita fuerit inclinata vt anguh MAP

fecansfit V-2 fep cofious = Vo " °
Corollanum S ‘

“460. Quiza curua’ AN in’ pun&o A ad axem
AP normalis effe debet, oportet vt T enanefcat
pofito x=o0. Idem etiam fequitur ex eo quod
a—T debeat eflfe quantitas affirmatina faltem in
initio A. Si enim T fieret infinitum poﬁto X=—0y
id quod infinitis modis accidere poteft, itatamen
vt S euanefcat pofito a=o, curna AN in alteram
axis AP partem cadet,' curunaque in A haberet cu-
fpidem et corpus ‘poftquam fuper MA defcendit
per reflexionem fuper AN afcenderet, 'quod eﬁ'cb
contra naturam ofcillationum.

Corollarium g, 1+
461. Siigitur T e'u.mefcu pofito #=0; ra-
dius ofculi in A qui eft 4 dx, ‘obs=y in hoc loco,

erit —a, ideoque ofcillationes congruent cum ofcil-
htmmbu; minimis penduh longitudinis'z vt affum-

fimus.

f it . “»
11) y 1 ’

Corollarium, 7. ...

462 Curuac portio AN hlbﬁ‘.blt in D tan-
gentem verticalem ibique cufpidem 3 quod punétum
inuenitur ex hac aequatione ws= TV 24axr,, fu-
mendo AC — wvalofi ipfius a.ex hagjacquatione.
Altera quoque parsi'AM habebit cufpideny fi ali-

cubi fuerit ¢ 4-T=V 24x. |
Co-
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Corolltlnum Q. '

4_63 "8 fuerit S=o' et T=0, erit s= Vaaa'
Quare curua erit cyclms atque portio AN aequal
lis et fimilis curaae’ A M. Eftcergo cyclois curua
continua faper qua omnes ofcillaciones abfoluun-
tur codem’ pempores o |

Peu Exemplum.
464. Sit T—V2bx, quo cafu curna AN quog;

eft tqmochrona cum rc(,t.a. angulum AD conftituen-
adx—dxy 2bx

te, cuius cofinus eft V2 e cr:t e s 2 L
A b ' Fahia
S= V2 a2 Habcb;tur autem dy ===
dxy(a?—2ay2 2
ey 2ot s . Quae aequatio etiam congruit

cum €1, quam in prop. praec, pro curua muemmus,
quae cum reda tautochronam conflitnat (452),

modo fcribatur L .pro « et # ' pro V"— Qm re fi f'ne-
rit b—a, curua quoque algebrqlca inuenitur NAM ,
quae eft tautochrona, cuius aequatio eft dy=dx
V S52Y%, ¢t integralis haec gy—a—(Va—2V2x)V (a—
2V 24x)., Quae eft ea ipfa curna, quae cum rea
vemml: tautochronam conftituit, vt (upra inueni-
mus (452). Longitudo vero penduli ifochroni eft
—a, ficorpus in hac curua ofcilletur. At fi mo-
veatur fuper re@ta AC et parte curuae AN, longi-
tudo penduli ifochroni erit $w. Atque fi D fue-
rit cufpis curuae, erit AC= ,a, alter vero ramus
AM in infinituni afcendit. Practer hanc curuam
tautochronam algebrmcam aliae vix inueniri po-

terunt,
CAPUT
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CAPUT TERTIUM.

DE MOTU PUNCTI SUPER DATA LINEA
IN MEDIO RESISTENTE.

PROPOSITIO s3.

Problema.
. : 114 6. . . -

SI corpus [ollicitetur deorfum a potentia wnifor- T’;’::::‘.“‘
g, in‘med:o quocunquerefiflentey, determinare inotum
corporis defcendentis fuper data curua AM,

et preffionemy quam curua an_ fingulis punctis fufti-

anel. 0 :

_ Solutio.,

Ponatur in verticali AP abfciffy —x, appli-

cata Pmi—y et arcus AM=—; fitrque alutndo ce-

leiititi corporis in M debita == o et refiftcntia
in M —R. Manifeftum jom eft ex capite prae-
cedente fi nulla eflce refiftentia fore do—gdux.

Reciiftentia vero minuit hoc celeritatis incremen-

tam, et acquipoller vi tangentiali = R; eiusque

folins effc@us in hoc confilterer, vt foret do—=

~Rds. Quamobrem fi et potentia follicitans g,

et refiftentia R ambae fimul in corpus agunt, erit

de=gdy—Rds, ex quaaequatione celeritas cor-

Poris in quouis punéto M elt ernenda, Atque fi

corpus in A ex quicte defcendar, integratio ita
Lom. 11. Gg eft
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eft inftituenda, vt fa&o a—o prodeat quoque w
—o. Verum fi data cum celeritate corpus in A
defcenfum inceperit, in integratione effici debet,
vt pofito x¥—o, fiat v aequalis alcitudini debitae
illi celeritati initiali. Cum autem inuenta fuerit
celeritas corporis , habebitur fimul tempus, quo
quinis arcus AM abfoluitur fumendo ff—.j Quod
ad preflionem, quam curua in M fuftinet, fpe-
¢tat, curua in M duplici vi premitur, vi centri-
fuga fcilicet, et vi normali. Ponamus curuam
effe conuexam deorfum, et elementum dx con-
ftans, erit longitudo radii ofculi in contrariam

: . ) ds? -
partem normalis MN dire@®i = zgz;— vnde vis

centrifuga erit — %54 qua curua fecundum di=
rectionem MN premitur. Secundum eandem ve=
ro direGionem cura premetur a vi normali,
quae eft =& vis normalis enim a potentia ab-
foluta g tantum oritur, quia dire&io vis refiften-
tiae eft in tangente fita, ideoque nullam vim
normalem gencrat. Confequenter tota vis, qua

curua in M fecundum dire@ionem normalis MN
premitur eft =528 Q. E. I.

Corollarium 1.

466. Expreflio ergo vis curuam prementis
congruit cum ea, quam in vacuo inuenimus,
Neque tamen curud in medio refiftente eadem vi
pn.mztur qua in ‘vacuo, ob celeritatem a qua vis

- cen-



SVPER DATA LINEA IN MED. RES. 235

centrifuga pcndct, quae a medio refiftente va-
riatur,’

Corollarium 2.

467. Inifto defcenfut corpus non vt in vacuo
maximam habet celeritatem in pun&o B, in quo
tangens -eft horizontalis; fed pofito dv=—o, lo-
cus in quo. corpus maximam habet cclerir«tem
muemtur ex hac aequatione gdx—=Rds feu § o
;- in eo punéo,vbi finus anguli,quem tangens curuae
cum linea horizontali conftituit , eft ad finum
totum vt potentia abfoluta g ad refiftentiam in

¢o loco.

Corollarium 3.

468. Celeritas corporis igitur augetur wvs-
que ad hoc pun&um, in quo celeritas eft maxi-
ma; vltra vero hoc pun&um celeritas iterum de-
crcl‘cxr, quia tum Rds excedit gdx, et hanc ob
rem fit dv negatiuum.

Corollarium 4.

469. Si refiftentia fuerit vt poteftas quae-
cunque celeritatum, cuius exponens eft 2m, et
fi medium refiftens fuerit vniforme, cuius expo-
nens fic k; vbi £ eft altitudo celeritati debita ,
qua cum corpus mouetur, refiftentiam. patitur
Vi grauitati aequalem. Hoc ergo cafu erit R=

Um
Gg 2 ET_"
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%,, atque ifta habebitur aequatio ad motum de-
o™ d
finiendum : dv=gdx— i :

Corollarium 3.

470.51 autem abfciffie in axe BQ capiantur, fue-
ritque BQ—x, QM—y, et BM=s, propter ha-
rum quantitatum-  differentialia negatiua relpeétu
priorum; habebitur dv—-gdx—+4-Rds. Quae ae-
quatio ita eft integranda, vt pofito y=o¢ fiat @
=— b, fi quidem celeritas in B, quam corpus in
hoc puné&o obtinet, huic altitudini fuerit de-
bita. At preflio fecundum MN, quam curua fu-
flinet, eft — &5~ 2552

Corollarium 6,

4491.. Si medium fuerit vniforme cuius ex-
ponens fit k,refiftentia vero functioni cuicunque ipfius
v, quae fit V, proportionalis. Sumatur K talis
fun&io. ipfius k, qualis. 'V eft ipfius @, erit refi-
ftentia R = K, 1dcoquc habebitur ifta aeqllﬂtlo
dv—=—gdx—+ %, famto axe BQ.

| Scholion T.
4722 Formulam hic duplicem incrementum
celeritatis ‘exhibentem dedi pro. duobus. axibus AP

cm BQ, quia in fequentibus, mox hac mox illa
y) viemurle.
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vtemur. Scilicet quando defcenfus femper fit ex

fixo punéto vt A, vtemur priore formula AP pro

axe fumente. At fi in eadem curua plures de-

fcenfus ad pun&um fixum vsque B fint confiderandi,

vt in motu ofcillatorio vfu venit, pofteriore fore

mula vtemur, in qua BQ pro axe habetur.
Scholion 2.

473. Quia formula, ex qua motus corpo-
ris fuper data curua determinari debet, ita eft
comparata, vt indeterminatie paucis cafibus a fe
innicem feparari queant, facpe ex ea’ mihil, quod
ad motum fpecat, concludi licet. Quamobrém

eos tantum cafus euoluecre conuenit, quibus ae-

quatio dv=-+gdx —+ Y—,‘é? vel feparari vel inte-

grari poteit. Hi autem cafus omnino ad tres
cafus generales reducentur. Primus eft, quando
linea fuper qua corpus mouetur eft ‘refta, tum
enim ob ds—ndx, aequatio transit in hnncé"—éf—‘;?
—dx, in qua indeterminatae funt a fe inuicem
{cparatac. Secundus cafus eft, quando inV vni-
cam tantum obtinet dimenfionem @, tum enim
acquatio ititegrationcm admictit. Tertius cafus eft,,
quando tam ¥ quam aequatio pro curua ita cft com-
parata , vt in aequatione @ et x, vbique eundem
dimenfionrm numerum conftituant; tum enim per
regulam notam Bernoullianam indeterminatae a (e
inuicem poffunt feparari. Hoc autem. euenit, fi
in Vds vnica fuerit dimenfio: ipfarum o et a.
Praeter hos quidem cafus: effent duo alii ,, intc{-
‘grationem. admictentes, fed qui huc non perti~

Gg) 3 nente.
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nent. Primuseft fi refiftentia euvanefcit, qui vero
cafus in praeccedente Capite iam f{ufficienter eft per-
tractatus. Alcer cafus eft, fi potentia follicitans
£ euanefcit; de quo autem non eft opus vt 3ga-
mus, quia motus fuper quacunque linea congruit
cum motu fuper linea re&a, de quo in pracce-~
dente libro iam fatis eft ditum. Praeterea quo-
que muleis cafibus aequatio feparationem admit-
tit, fi fuerit V=o0", quoties fcilicet aequatio pro
curna ita eft comparata, vt aequatio ad cafum
aequationis , quam quondam Com,. Riccati pro-
pofuit, poteft reduci. Generaliter vero etiam
poteft in hoc cafu celeritas per feriem exhiberi,
atque finita expreflione definiri, quemadmodum
ego generalem aequationis Riccatianae dedi con-
ftructionem. Quoties igitur natura rei requiret,
praecter tres cafus expofitos, fubinde quoque hunc
cafum, in quo refiftentia biquadrato celeritatis
¢ft proportionalis, euoluemus.

Scholion 3.

474. Quia haec de motu in medio refiftente
tractatio per fe eft difficilis et intricata, non ad
plures vis follicitantis hypothefes, vt capite prae-
cedente fecimus, eam accommodabimus; fed nc-
bis perpetuo potentia follicitans erit vniformis
et deorfum dire®a ; neque de viribus centripetis
multum erimus folliciti. Atque cum potentia
follicitans ponatur vniformis, medium refiftens

quo-
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quoque tale poni conueniet; fluidum enim quod
refiftentiam generat, ipfam corporis grauitatem
minuit, et fi id non effet vniforme, potentia
abfoluta non reétc vniformis ponerctur. Deinde
etiam propter eandem rationem curuam in qua
corpus mouetur, totam in eodem plano pofitam
affumemus , quo multas difficultates nullam vti-
litatem afferentes remoucamus.

PROPOSITIO s54.
Problema.

45. Si corpus perpetuo follicitetur deorfum
potentia wniformi g, in medio quocunque rvefiflente,
determinare motum corporis [uper data curna A M
afcendentis et preflioncm, quam curua in fingulis pun=
s M patitur.

Solutio.

In verticali AP pofita abfciffa AP—a; PM
—y et AM=—s; fit altitudo celeritati in A debi-
ta —b; eique in M debita —wv; atque refiltentia
in M—R. Eritigitur dum corpusafcendit tam po-
tentia follicitans £, quam refiftentia R motui con-
traria. Hanc ob rem erit fimili modo, quo in
praccedente prop. dv——gdx —Rds. Ex qua
aequatione v ita debet determinari, vt ficto ¥
—o fiat v—h. Deinde cum refiftentia in prefli-

onem, quam curua patitur, non ingrediatur,
erit

TabulaX1J,
Fig, 2.
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erit vt fupra preflio tota, quam curua in M fe-

. . . i d
cundum directionem normalis MN fuftinet = 42
— 2vdxddy

2d
i pofito dx conftanre; wbi &7 denorat
vim normalem, et -—"‘-ﬁ‘fidd’ vim centrifugim

vtramque juxta MN dircéam. Q. E. L

Corollarium 1.

476. In afcenfu corporis ergo (uper quacun-
que curua celeritas corporis pefpetuo imminuiturg
atque punétum curnae I) reperietur, in quo cor-
poris afcendentis celeritas euvanefcir, fi in aequa-
tivnedv=—gdx—Rdipoitintegrationem ponatur 20,

Corollarium 2,

¢ 4%77. Si corpus fuper curua DMA defiende-
ret, naberetur ifta aequatio do=—-gdx - Rds,
(470 ) ex qua intelligitur aftenfum von effe fi-
nulem defcenfui, ve in vacuo. Sed fi refiftencia
ficret negativafeuaccelerans, tum afcenfus fimilis
forer delcen(ui. Quare defcenfus in medio refi-
ftente congruet cum afeenfu in medio tantums
dem accelerante et viciffim.

Corollarium 3.

4478. Qlﬂﬂi:lm aeqnm[ig pro afcenfu hOC tane-
tum aiffere ab aequitione pro  defcenfu, quod
refitentia R valorem induat negativum ; iotelli-
gitur iisdem cafibus , quibus aequatio pro dcfccx;_f

: u
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fu feparari vel integrari potcft, iisdem quoque
aequationem pro alcentu fimili modo traari poffe.

Corollarium 4.
479. Si fierit R= ), erit pro afcenfu fu-

per curua AM haec acquatio dtv:-—gd.a:—!,%f.
At pro defcenin habetur do = — gdx - L&

Quare fi illa acquatio poterit integrari fimul quo-
que huius acquationis habebitur iutegrale ponen-
do tantum — K loco K.

Scholion,

480. Secundum tres igitur cafus fupra me-
moratos, quibus aequatio inuenta vel feparari
vel integrari poteft, tam defcenfum quam afcen-
fum pertractabimus, fifcilicet detur curua fuper qua
motus fieri ponitur. Deinde autem ex datis po-
tentia follicitante , refiftentia et preflione curuam
inueftigabimus. ~ Tertio fi motus quaedam pro-
priectas fuerit propofita, curnam determinabimus,
quae in data refiftentiae hypothefi fatisfaciat,
Practerea fequentur alia problemata, in quibus
harum quatvor rerum refiftentiae, motus, preflio-
nes et curude dvae dantur, reliquae duae requi-
rontur.,  Habebimus deinceps quoque problemata
indeterminata, quibus omnes curuae requiruntur,
fuper quibus corpus defcendens vel eandem cele-
ritatem acquirit vel eas codem tempore abfoluit,

dom, II. Hh Tum
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Tum fequetur do&rina de lineis brachyftochro-
nis, atque tandem caput concludet de motu of-
cillatorio tracatio.

PROPOSITIO 53,
Problema.

481, In medio refifiente wniformi quocunque éf
hypothefi grauitatis wniformis g, determinare motum
corporis defcendentis [uper linea reffa AMB ad bo-
vizontem wicunque inclinata.

Solutio.

Pofita AP—x erit AM—s—nx; et quia me-
dium refiftens eft vniforme, erit refiftentia R—

x- Pofita ergo altitudine celeritati in M debita

—w, erit dv=gdy -~ (465.). Vade fit 7%

==dx, in qua aequationc indeterminatae funt a
fe inuicem feparatae: erit ergo x — [yxoy , i®
qua integratione efficiendum eft vt pofito ¥=*2
fist v=—o0, fi quidem decfcenfus in A ex quicte in~
cipiat. Sin vero habeat celeritatem initialem haec
per integrationem eft introducenda. Tempus per
fpatium AM cft — “d”. Pofito ergo loco dw
eius valore in o, habeblmr tempus per AM=—
j(gk_“_xf\?m, quod integrale ita eft fumendum, vt
pofita V o = celeritati ‘initiali in A eunanefcat.

Preflio veroquam linea in quouis pun&o M ﬁt{tmcz
€
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et conftans nempe aequalis vi normali — &2 —

53 B8
-
&Y—1) o quia vis centrifuga euanefcit ob ddy==o.

Q. Ek

hY -

Corollarium 7. 3

482. Celeritas corporis ergo tam din acce-
leratur, quam din cft gK>2V. Atfifemel fue-
~rxit gK=—nV corpus neque accelerabitur neque

retardubitur.  Diminuetur vero corporis celeritas
fi in 1nitio A fuerit 2V >gK.

Corollarium 2.

483. Si ergo corpus in A defcenfum a quiete
incipiat motus perpetuo crefcet, ita tamen Vvt
femper fit gK>2V, quippe quae eft vitima ce-
leritas, quam defcenfu per infinitum fpatium de-
mum acquirit.

Corollarium 3.

4%4. Quo maior ergo eft angulus BAC, eo
minor ¢it vitima, quam corpus acquirere poteft
cclericas.  Maximam vero celeritatem vltimam,
qua acquabiliter progreditur, acquirit defcenfu fu-
per reca verticali AC,

Corollarium 4,

4%5. Si refiftentia fuerit vt poteftas indi-
cis 2 m celcnutun* erit V.— o™ et K—=L™, wvnde
Hh 2 ifta
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k™ do
ifta habebitur aequatio x—fgl.:“‘ s atque

nk™do
(gk™—no™)Vo

tcmpus per A M:f

Exemplum T.

486. Refiftat medium in fimplici ratione ce-
Ieritatum, erit am=—rx, atque dv — gdx — 24P,
dovk  __.  2vhv 2gh ] _EVR
Hinc fit x -—-'fgvk—n\fv-—' % TT Bf /S?'J!-—ﬂv"v' vel
2nvyv an?p 2niy2yy
perifeviem r=—"%3 ﬂg A RSEIE Tk T R T
etc. fi quidem defcenfus in A ex quicte inci-
piat. Tempus autem per fpatium A M erit —

ndvvk &5
fgv’kv-—-n?: g 2Vk zgv'k_..n.h, Qllure fi tem pus per

AM ponatur = #, crit na—+2Vkv = g_f;:z. At-

2:1\/1: an* v an*oyv ant o2
que in ferie #=— = 25*VE =S fvhw
—- etc. Si ergo corpus in defcenfu per AB ac-

quifinit celeritatem altitudini & debitam, ex hac

reperitur altitudo AC = =2tk ‘,ff fwl_m

Exemplum 2.

478. Refiftat mediam in duplicata ratione

k
celeritatum, erit m—1 et x“'-fs:fw e lgfk—u'ﬁ’

fi quidem corpus in A ex quiete afcenfum in-

choauerit. Quare fi ¢ fit numerus, cuius loga-
nx

rithmus eft vnita, erit ¢k =Lt atque fv_-’;
&
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—nx

nx
ghiey —I) =g (1 —¢ % ),
ﬂf ) - B
corpus in B habuerit celeritatem altitudini 5 de-

bitam, erit AC :; ]gf;_—n—b Atque fi corpus per

fpatium infinitum delcendat, habebit celeritatem
altitudini & "debitam. Tempus vero per {patium

w Y o8 nkdv .-—\’rlk Ygh—+-vnv "
AM erit =/ giomve — Vg ngk_m,. Per feries

tam {patium &, quam tempus commode expri-
mitur; id quod generaliter pro quouis valore
litterac m in fequente exemplo monftrabimus.

Hanc ob rem fi

Exemplum 3.

4.88. Sit refiftentia vt poteftas exponentis
k“dv

am celeritatum, eritdi—=——r— uac ex-
g m ’

no™dy

preflio in feriem conuerfa dat = ‘% T

gk —+- ete. EXx qua inuenitur x= -%’ ~t-
n‘v‘m—l-l n q‘,ﬂm-l"l ”3q)3m'+~l
(m—i—l)’“km—l— (2m—-1 8 &2’"’—‘—(3 f;—1—1)g"k3’“+
etc. Atque fi ponatur tempus per' A M = dt,
ndx anVo

quia eft d¢ — TP eLit g s

an o™V o andom Yy an*v ™y

(zm—1 )8 ﬂfcm+'(4.::z+ 1) Em +( Gui—t1 )g*k3™
=~ ete,

Hh g PRO-
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PROPOSITIO 56,
Problema.

489. Refiffat medium in ratione quacunque mul-
tiplicata celeritatumy datumque fit puncium A , ¢x
quo infinitae reftae AM fint educlae :  determinare
curuam CMD byiusmodi, ot corpus per quamlibet

weltam AM defeendens in puntto M eandem  habeat

celeritatem.

Solutio.

Sit 2m exponens poteftatis celeritatis, cui
refiftentia eft proportionalis, dicaturque AP—w«
et AM=—z, et ponatur z=na. - Sit altitudo ce-
leritati in M debita —wo, quae debet efle con-

Y ) Y’ (R

ftans fcilicet —5. Erit ergo doy— ——-
L™ —no™
(485.) denorante, vt fupra k exponentem refi-
ftentiae, et g potentiam follicitantem deorfum
tendentem. Ad naturam curnae CM ergo inue-

niendam oportet integrare acquationem dx¥ ==—
k“dv

ita vt pofito v — o fiat quoque X ==

03 tum autem poni 4 loco v atque z loco n,

hocque ‘modo obtinebitur aequatio inter a et 2
naturam: curnae exponens.  Per feriem autem fu-

~pra acquationem, propofitam 1nregranimus (4+88),

vande pofito b loco o habebimus ¥ = -§ "i';
n
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”bm—"‘l 7 262’“"‘[
(m—1 )g’k.m 2k ( mn...l‘_[)g’kﬁ —- etc. Ponatur

g™ loco » et multiplicetur vbique per ¢4, quo
SR 7 s el ThE |
2 ST (1) g k™ o

J2m-+1 g 2m+1

(2m-t1)g &k
lia et dinidatur per bdyg habebitur q—%_d—qﬂ:é—i—
bm bﬁm‘lﬂm kﬂ] . [
g’ km+ kzm gkm_m., feu qd.‘l‘-]-&'dq:
bk™d ‘ : %
g W TR ¥ 1L c[th""_:n et # = - po-

am - €tc.  Sumantur dnffcrcntm- :

2* m—1 'm—--|
natur loco ¢ et prodibits ™ x ™ Jx-i-
" ‘—ﬂ‘b M1 ’ B ez 3
(:z:—:)z'%x—%dx_.ékm” ™™ dy—bkm " .
e 51 o il
‘lﬂ—l .

Quac multrphcata per x“'z ™ ab:t in hanc vdz
‘ bk™xdz—bk™zdx
—}—(m-—-:)zd'r._. gk“‘.x B T ‘Conftru-
&io autem curuae facilios fequitur ex acquatio-
bk™dg
me g% =/ R pmm Supra autem habuimus

fenem ipli ¢ acqualem, €x qua patet fi fueris
vl Lou iRy [
bmt tum 1 acquazx feriei harmomcac

5

L
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I+ o = Fwa ot ideoque effe x infinitum,
oo - : 2 .
Si igitur x eft infinitum, erit g™ = T =

G

ex quo perfpicitur re&am AE fore curuae afym=

m
toton ct cofinum ang. CAE f‘ure -—m Ver-
t:cxc- autem curuae C a pun&o A diftantia AC
b ])m-i-l
acqualis erit huic ferici — (m—i-—x)g v

5 Im—i=1
(2m—=1)g k>™ + Ct(.:'

rio- 6™ L gk™, alias enim vertex C 2 pun&o A
infinite diftaret. Q. E. L

Debet autem ecffe necefla-

Corollarium 1.
490. Si applicata PM vocetur y, erit 2=
V(a'4p7) e ﬂ'z-——'ifﬁ'—_ﬂ;%, quibus valoribus in
aequatione inuenta fubfticucis habebicur a1y dy =

bk"‘,r{_t_r{{:—_fdx)
. gkmx_um y‘gx!—f)s)..

ma’dx 4 (m—1)y* da —

Corollarium ».

491. Ponatur in hac aequatione ¥==p.x, trans<
mutabicar xﬁJ aequatio in hanc xpdp—-mdx-A-mp’ 2

:z -—b”‘Vu—i—pp quac aequatio per(1+pp) P,

mul-
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multiplicata fit integrabilis , habebitur enim
I-—ﬂ‘l’l‘l

k™ dp(!-—}— am
’m(:..;_pp)zm—fgk,{: b’“V(xp-};—)pp) y quae

expreflio per quadraturas effici poteft,

Corollarium 3.

492. Si refiftentia euancfcat, corpusque in
vacuo moueatur fit & mﬁmmm, atque ex fupra
data ferie inuenitur go =% feu 2 = -2, vnde co-
gnofcitur lineam CM fieri rectam horizontalem,

Scholion T1.

493. Quia autem ex hac aequatione gene-
rali parum ad cognitionem curnac poteft con-
cladi, in exemplis fpecialibus hanc disquifitionem
vlterius profequemur. Talia autem affumemus

bk™dyg :
exempla, in quibus formula AT integra-
tionem faltem per logarlthmos admittit, quo ad
exprefliones finitas perueniamus, ex quibus faci-
le erit curaae naturam perfpicere.

Exemplum 7.

494. Sit igitur rcﬁl‘tentia ipfis celeritatibus
proportionalis , erit m = 4. Ponatur AC = «;
qQuia celeritas, quam corpus per AC cadendo ac-
quirit, debita effe debet alticudini & erit ¢a——
Tom. II. Ii 2V ik
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2V bk 4= zgk Zg,,h_% (486.). Deinde vero erit

Vg=%leu g=%, atque gx=/ i, quod in-

tegrale ita eft accxplcndum vt pofito g —« feu
g=r1 fiat x =g vel eius valori affignato, KErit
€rgo qz_mzv‘bkq—i- 2gfd Igfk....qbq) qlme nequal-
tio loco ¢ {ubftituto x: abit im hanc 2'=—2%
ybk—l—ﬂg‘{""" ng:;it-sz Si g3 fit ¥ —a—— -
2Vbk—t-28k | 55 Fiat jautem ¢ =1 - -dg
habebitur dx ~4-xdg ==—dyg ka—l—g::ﬁ: e g%?_:"%y
At quia J; eft cofinus anguli MAC erit Vdg=—=
finui huius anguli. Quamobrem incrementum
ipfius x infinities minus eft , quam incrementum
anguh MAC, incidente MA in CA, exquo fe-
quitar. tangentem curuag in. C effe horizontalem;
humsqua curuae tangens in infinito feu afymtota
erit AE exiftente ang. EAC cofinu wk Cete-
rum haec curua ex altera verticalis AC parte
arcum, habcb;t ﬁmllcm et aequalem ipfi CMD:»

Scholion 2. . :

: 1:95 Generaliter qmdcm etiam oﬂcnd: pOt"
‘eft curuae tangentem in C efle debere horizon=
talem. Pofita enim n....r, in ferie & expl'lmcn-

h % 4 -+ et
c -
te abctur ACE -—-—}— (m Y c. au
gcatur " -elemento Jn habebitur incrementum mo-
=1 d?l gdgter oy
zl_nex:ztaneurln ipfius AC % prmees ey + :

2 b
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2 b2mVdy
(m—-1)g &°" B
guli MAC, ideoque finus = U=~ 2 dn po-
fito x—+dn loco .  Quamobrem incrementum

ipfius AC infinities eft minus quam incrementum

anguli; atque ideo AC normalis erit in'-curuam

. DMC.

- Exemplum 2. 4

496. Sit refiftentia quadratis celeritatum pro=
portionalis erit m—1; pofitoque; AC=¢ erit a=

. }
k LB ST :
k! s a:que b—gk(x—e bz.d Deinde I:nrcrc:)
et g—n="= atque gx=2=/ ity =& | ghmsi=
x

klé_g_._sz . Habebitur ergo e ®=: - 22- | wnde fe-
FaM | = 8 o St igy )
ekbz ekz (¢k—1) _
% = a( z POﬁtO Toco

gklc®k—x) _ ek(ek—1) ;
b eius valore in . Ad curuam autem conftruens-
dam commodifiime adhibetur haec aequatio 2=k

quitur ¥ —

J g%, in qua z eft AM et g eft fecans angu-

i MAC.
Scholion 3.

4949. In folutione problematis ad inuenien-
dam aequationem curnae’ CMD vfi firimus feriei
cuiusdam fummatione ; eandem vero aequationem

I 2 fine

-~ etes  Eft vero & cofinus an-
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fine feriebus fequente modo elicere licets Quia
L™ 40 e y( )
eft x_._.fﬂ;,,—_-m, haecque ipfa aequitio expri-
mit naturam curuae quaefitae, fi poft integratio-
nem ponatur v==b ct  loco 7 Quamobrem fi
jﬂ— differentictur pof
kg™ pofito non folum w
fed etiam # variabili, atque tum ponatur @ con-
ftans =& et = loco n» habebitur aequatio diffe-

rentialis pro curua quaefita. Ad hoc efficien-

» XA km p b4 d v
Pt rodeat v — f sl
dum pono » ___Pms quo p v g ph—g™
1 m g, m > s
- Ponamus breuitatis gratia TR =P, fitque

aequatio - differentialis haec dv=Pdv |- Qdp, fi
etiam p variabilis' accipiatur. Quia autem P eft
fun@io nullius dimenfionis ipfarum o et p erit
¥=Pv—+-Qp, ideoque Q::%—'?. Hoc igitur
loco 'Q valore. fubftituto prodibit pdy —===
kMpm=t dy—k™p™y d ' —L

L gk“’—nwp"" P ~+adp. Reftituatur n ™ loco

mik™ndv--k™vdn ,
gE™—nov™

in qua aequatione # aeque variabilis et affumta

ac v et x¥. Nunc ponatur v=b, dv=—o et n=-

3tque habebitur ifta aequatio: Xdz-+(m—1)2dy—

bk

P, ot orietur mndx—-xdn=—
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bk™(xvdz—2dv)
gkm v—Db™ £
inuenta congruit.

PROPOSITIO 57.
Problema.

498. Si refiffentia fuerit in quacunque multi-
plicata ratione celeritatums inuenire curuam A M C
buius proprietatis , vt corpus defcendens fuper qua~
wis fubtenfa AM dato -tempore ex A ad M per-
ueniat,

quae cum aequatione fupra

Solutio.

Du&a werticali AC ponatur AP—¢, AM—=z;
fitque n=%. Pofitaaltitudine celeritati in M de-

: ; v
bita = o et refiftentia = fit tempus quo cor=-

. A ]
Pus per AM defcendit =¥, quod debet efle quan-'
titas conftans. Habebimus ergo ex praecedenti-
k™dv f nk™do
bus x = i Som et 1= @ —nVe (385.)
Quocu-ca ad naturam curuae AMC inueniendam,
~opus eft vt vtraque aequatio, fi fieri potcft, re
ipfa integretur, et valor ipfius w ex altera acqua-
tione in altera fubftituatur, atque tum loco #
fcribasur 5, quo facto habebitur aequatio inter
li 3 : xet z

TabulaX T1,
Fig. 5.
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¥ et # naturam curuae quaefitae exprimens. At
fi integrationes non commode perfici poterunt,
vtraque aequatio eft differentianda ponendo quo-

que 7 variabili ; et poftquam pofitum eft di—o,

ex duabus aequationibus inuentis eliminari debet
v, quo prodeat aequatio #» et x tantum conti-
nens , quae ob 7= 3 exhibebit naturam curuae

quaefitae. Ad hoc ponatur n:}—,;; y quo ha-
k™p™dv k™do

beamus x = gk’"p"'-—w"‘e”_ Gk ™ —o™) Vo

Quarum acquationum illius fumto quoque p va-

riabili differentialis iam eft inuenta pdax—xdp—

kmpmrvdo—k"pmodp
gkmpm : ‘Dm

(497) Ad alteram aequa-
" : o - X"
tionem differentiandam pono GE T —o" )Vv:P
fitque d¢=Pdv—Qdp. Quia autem P eft fun-
&io ipfarum o et p dimenfionum —m— 5 Crit
(z"‘"‘) t—=Pv=--Qp, atque hinc Q-—('""mn
- ,f—”. Quo valore loco Q fubftituto prodibit pdf=—
km(pdv——wdp) (x—2m)tdp
&kmpm—o™) Vo e 2 ¢
2 V¢ atque d#=—0, habebimus (2m—1) dpVe =
_&™(pdv—vdp)
(k7 =) Vv
acquationibus dv ct prouenict pda—x dp—(2m-1)

pﬂ

Sit func 7—

Eliminetur ¢x his duabus
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pdx—xdp

p™dpV ev feu Vo Tl CT Y POAln . it
dr - . - .n

(em—1)p™2dpVe *pofito x=rp. Subftituatur hic

yalor loco o in aequatione (2m—1)dpV ¢ =

k™(pdv—wvd : gn .o kE( )dv-vd
(gkmpm ,vaT-:/)v'VCI 1n hacpm—-z gk[mpm ,Uff)
Cafu quidem quo m— % feu reﬁﬁentna celeritati=
bus propornonslls erit pdv wdp feu v—oap et
p=b=—ax—}'= %, vnde fequitur fore zz=—aux;
quamobrem in hac refiftentiac hypothefi curua
AMC eft circulus omnino vt in vacuo. In aliis
hypothefibus nifi re ipfa aequatio alterutra inte-
. gretur eliminata @ habebitur aequatia  differen-
‘tio-differentialis inter & ¢t X naturam curuae ex-
primens. Q. E 1.

VI

Corollanum L
499, Si ‘Pﬁﬂﬁ‘m‘i‘ o=upy erit'pdv—vdp =ppdu

| dr :
Atquc hinc erit ¥V u— (am—1)p"3 Ve’ qui valor
' pIT™ b f %
fubftitutus in aequatione dr__gfm — dab;: qe-

quationem inter p et r, €x qua aequatio mter
% ¢t z formabitur, g

Co-
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Corollarium 2.

500. In medio ergo quod refiftit in fimplici ce-
feritatum ratione apparet curnam AMC cfle cir-
culum. Atque ideo in hac refiftentiae hypothefi
tempora delcenfuum per fingulas circuli chordas
ex puncto A ductas funt inter {e aequalia,

Exemplum 1,

sor. Sit'refiftentia quadratis celeritatum pro-

portionalis erit m=1, atque x = /5 feu

-— X
v — f"' (1 —e k). Practerea veroerit t—2V¢=

vnk ] Yek=-vrv rcu e‘ﬁf'—- VER—4=yno

VER—V D . ye—pmai Yade fit w0 ==
L 2V G )
ghkevuk —1 Jat
S = Eliminata ergo o et :-Poﬁto lo-
n(evik 1)
b ’ 24gex ]
ek—1. (e Vkz—1) ,-Vg;r
co # habebitur - e 5 feu .

ek (e YRz ~+1)
1 I——{-—-‘I/(r--ek 7

In hac curua et AC = &

:—V(I——&k
2vge 2 vge —yge
(¢ Ve 1) eV g V o
l T avie _.Ll"——'-"—, fi igitur ponatur
46’ Yk

AC
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g — e
AC=a, erit 2e2k—evkl ~- ¢7vk : vynde erit

,?i‘ — e?*—i—'l/(eh —~1), fen VE:‘- ___I(ezk S T4 (gk
—1)). Erit igitur Vx!(czk RO T4 ¢ )) ==

Vazl(e2k -V(ek—1)) aequatio pro curua AMC.
Si refiftentia fuerit valde parua, erit k quan-

titas vehementer magna, atque ideo é2k <+ v
(F—)=1+ 2+ V(P )=+ Vo

% Vs Sl
2% T+ 2ivk huiusque logarlthmus erit =

= Y TR SRRV, BRI
2%, Simili- modo_erit (e -V e 1)) =

va+ —o¥% 4 Atque hanc ob rem habebitur pro
avax

curua AMC haec aequatio 'Vax—i-— == % -
‘2k feu a‘t‘(x-{—ok lq-4k’)—”+5k+'4_411
Vnde perfpicitur fi  refiftentia prorfus euanefcat

z
~

feu k fiat infinite magnum fore @ x==2 atque
jdeo curuam AMC circulum. At fi medlum ra-

rifimum fuerit, erit aa.(a—}—-tsk)__ﬁk,.. —+z°,
et differentiando adx (a-+6k)=12kadz--33
dz Si nunc fiat zdz— xdx habebitur applicara
PM maxima, feu locus vbi tangens curuae eft
werticalis , “feilicet @'~ 6ak=1x2kx-+gaz fen
= “',:“_i‘;: , vade fit (6"&""“')’ —oe4sk’z’+ 10
k2 --2*, ex qua qequntmnc 1pﬁuszvalor ‘quam

Vv2—5§) = ST
prOXImc eft vtn+ (443h < ) atquc X -,"*.'— .E A

Tom, 11, Kk (372
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[”‘P;‘f et PM= LTX,&J—“- = Curua ergo la-
tihma eft fupra mcdu.mtum, ibique latior .cft
quam “altitudo AC. g4

Corollarium 3.

so2. Si igitur linea reéta vel curua hinc
curuam AMC in M tangat, ita vt tora extra
fpatium AMC fic fita, corpus ex A ad ecam |i-
neam citius peruenict defcendendo fuper chorda
AM, quam fuper quaula .111.1 reta ex A ad cam
lincam: ducta.’ \

Exemplum 2.
503. Sit m numerus affirmatiuus et refiften-
tia valde parua, crit k quantitas vchementer ma-

L |

gna, atque hinc E?’?-—nw"-'-‘g il Qu6-
. § v n;vm—i-l = V.
_cu-ca erit x ZE -~} (i—4-1)8 k™ atque 7—2V¢
_2nVw Can2gm ) : '
_——g i (2m—~+-1)g" km 5 hincque prodlt v
ot A S dt ”gm——éxm-!-%
. (m-i—l)i'“’ et Vo= ng"n(!}:-—i._th
nl2m—-1'g2m-Ly?m+y
llc q) ﬂ.-'—[___ M] ﬂ-i-l % g 2
” - T 2(m—+t-1) k™

His autem valoribus (ubftitutis prodit ifta acqua-
tio
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X _3_‘:___ ” gm‘—‘x n3‘g- 2m—2a x:m
=3 V& ’H—(zm—l— 1)(2:;;-}- 2)4.’“ rddrn m—-2) k2™,
Quia vero eft 7= I, habebitur ifta aequatio Vg

‘)m——llm—l,,Q gcm—-r_m-——zzs
cx =z .
(2;11—1—-1)(’*1)1—-}—-ﬂ)£. (2m—-2) k2m
M M ,.3 €
feu geax—gz +(m—l——x)(h.m—+—1)L"‘ fi medium eft

rariffimum,  Vnde patet fi refiftentia penitus eua-
nefeat fore 2% —gex feu curuam AMC circu-
lum diametri AC.

Scholion.

§04. Si igitur cognita fuerit curua AMC,
et detur linea quaccunque determinari poterit re-
¢ta AM fuper qua corpus ex A celerrime ad da-
tam lineam pertingat. Scilicet conftruenda eft
curta AMC, quae datam lineam tangat v.g. in

"M; eritque reta AM ea recta {uper qua corpus

defcendendo ex A citifime ad lineam datam per-
veniat.  Atque fimili modo in praecedente pro-
blemate fi reda vel curua tangat curuam CMD
in ‘M, corpus ex A defcendendo per AM wvsque
ad lineam tangentem curuam CMD maiorem ac-
quiret celeritatem, quam defcendendo fuper qua-
vis alia re@a ex A ad eam lineam du&a. Ex
his igitur folui poffunt problemata, quibus re-
Quiritur recta ex A ad datam lineam du&a, fu-
PSr qua corpus defcendendo vel maximam acqui-

Kk 2 rat

Tﬂbull XIL
Fig, 4.
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rat celeritatem, vel citiffime ad eam lineam per-
tingat, - Quamobrem hisce problematibus non diu-
tius immorabimur, fed ad afcenfum fuper lineis
rectis confiderandum progrediemur,

PROPOSITIO 53.
Problema.

505. In hypothefi grauitatis wniformis g et me-
dio quocunque refiftente wniformi determinare motum
corporis data cum celeritate initiali ex A afcenden-
tis [uper linea reta AB wtcunque inclinata ad bo-
rizontem,

Solutio.

Du&a horizontali AC et ex M ad eam per-
pendiculari’ MP vocetur PM—x, fitque AM=7%.
Sit altitudo debita celeritati initiali in A—4, etal-
titudo debita celeritati initiali in M—w; refiftcn-
tia vero in M fit :}%. His pofitis erit Ay ——

, nvd —Kdv
gdx—"=" (475.), vade habetur dX ZEhanv At

—Kdv . R

¥ =/ %y hoc _mtcgral{ ita accepto vt euane-
fcat polito w=4. Si deinde ponatur ©=0, pro=
dibit x=BC, vbi in punto B corpus omnem ce-

leritatem amictit* Tempus vero, quO €Orpus per

AM afcendit eft =/ 5Vr, hoc integrali quoque

ita accepto, vt euancfcat pofito v =4, in quo
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fi porro ponatur ¥ =0, prodibit tempus totius
afcenfus per AMB. Preflio autem, quam linea
AMB fuftinet, vbique eft conftans et aequ.lhs Vi

normali = 5—"—“—7” Q E. L

Corollarium 1.

506. Si linea AMB fit horizontalis euane-

fcente angulo BAC fiet 2—c. Pofito igitur AM
—x=—nx, erit 2=/, et tempus quo per AM

r—Kdv
progreditur erit = /55

Corollarium 2.
soy. Si refiftentia fuerit vt poteftas cxpo-
nentis 2m celeritatum erit V—o™ et K=+t ™.
—k™dv
ngmm J
—nk™dv

tempus per AM “’_f(gk"'—i—nfv“‘ﬂ’v

Hoc ergo cafu erit :r:f atque

Corollarium 3.

508. Vtraque haec expreffio in feriem con-

i b—w a2 - i1
vérfa dat ¥ = P, (—-1)Z k™ ge

n?(p2rmt ;Uﬂm'i")
(2m—-1)g % k*™
22 (Vb—V0) 2712“’”"’ K004 g
g T4 i(am—-x)g k™
K'ka 4/

—etc. Atquetempus per AM=




Tabula XII,
Fig 7.
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2!13(1_7”1"'% — g 2M-]

%)

(gm—-x)g 3 k2™

¢ b nh ™4 Rl S ade
U—0 erit BC:‘S;—'(M O e g
— etc. atque tempus totius afcenflus per AB —
anVb an?p™¥y 2 n3) g

7 Gem1)gk™ a (47 —1)g k™

— etc,  Quamobrem pofito

Lo | ctc.

Exemplum 1.

509. Sit refiftentia celeritatibus prop'(‘)rt'io-

nalis, erit m =1, atque fog"_de — 2yBR

'v'k k . Y R—=nyo, n
— 2VRD 2 gVh—-nyv . - ’
T g lswg_f_wb. Hinc erit tota galtitudo .

— 2Vbk
BC ad quam corpus pertingere valet - o

21*& Vh—4-nyb
ar VRS, Tempus vero, quo per AM afcen-

% —ndvyk EVk—4-nvb
dit et =/[rTisamve = 2 Vk ISy, Quare

tempus totius aicenfus per AMB erit — 2 VEk
181’_8&;*,;-1@ Si igitur corpus fuper linea inclinata
AC defcenderit et celeritate in C acquifita afcen-
dat in CB vsque ad B; fitque AC—=N. AD et
BC—=n. BE atque celeritas m C debita altitudi-

ni by crit ::D o il e j:kc—' :
2 aybk __ 2
Qka'—'i— 2&2 lggvﬂ' “NVD (4-&6), BE —_— '?gr

J oot CB =2 Vbk— 2 zﬂ-*-'f“"". Atque

tempus defcenfus per AC = 21/1(.1”,, et
et tempus afcenfus per CB = 2Vk / "™ Vn-

&Yk
de
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de defcenfis et afcenfus fuper liueis re&tis inter
fe¢ compaian pofluag, _

Corollarium 4,

sro. Si hi logurithmi per feries exprimane
tur, patet ficri non polle, vt fit BE=AD, eft
enim in quacunque refiftentiae hypothefi, vr ex
fericbus (508. et 488.) intelligitur, BE <5 ‘et
AD>?%  Fieri autcm poteft vt fic AC._B(..

Corollarium 3.

sr1. Effici autem ficile poteft vt tempus
defcenfus per AC aequale fit tempor1 afcenfus
per CB. Fieri fcilicer debet ngVk=NgVk—+-NnV b,
feu n-_.“‘gf,:”:‘,b Eft igitur 2> N feu ang. BCE
< ang. ACD. Relitio autem inter N et # pen-
det a-celeritate in pun&o C,

Corollarium 6,

s12. Si antem angulus BCE aequalis fuerit
angulo ACD, feu N=» tempus afcenfus per BC
minas erit tempore defcenfus per AC. Atque
hoc generaliter locum habet in quacunque refi=
ficutine hypothefi; elt enim tempus defcenfus per
AC S T 2% ot tempus afcenfus per CB < M

¥i.ex h,ut.bua fupra datis (458, et 508:) appa—
ret.

Exem-



TabulaX1],
Fig, 6.

TabolaX 11,
Fig, 7.
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Exemplum 2.

sr3. Refiftat medium in duplicata ratione
celeritatum, erit m—1. Quare h.lbeblturx—-*f—r:‘_—:;

— k jgkanb 3
5 18 atque BC — ;- /4™, et AB — k
—n kdy__

kt-nb i
I‘—'—';: Tempus vero a{'cenl'us AM erit =[G
= 27X (A. tang. 1/ — A. tang. V) exiftente
radlo T T o 6L A dmomntc arcum circuli. Erit

ergo tempus afcenfus per AB—*”'”’A tang.V g
Si nunc corpus fuper linea lncllnata AC defcen-
derit, et celeritate in C acquifita, quae debita
fit altitudini 4 rurfus afcendat per CB, fuerit-
que AC‘—N AD et BC__.n BE, erit AD =
S I” —or et AC—ki=y Nb y atque tempns de-
fcen(‘us pery AC = %k yekd% (489.).  Porro
vero erit BE"**—’“‘-"i"b BC—k /€572 et tem

pus afcenfus per CB__‘.}’;" A. tang. V

Corollarium 7.

§14. In hac refittentiac hypothefi commo-
de efﬁc1 poteft, vt it AC—=BC: debebit enim
efle ngk==Ngk-+Nnb, feu n—pp iz Eft igi-
tur # >N hincque ang. BCE<ACD.

Exemplum 3.

§15. Sit refiftentia quam minima et propor-

tionalis poteftati 2m celeritatum, erit £ quamitas
vehe-
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vehementér magna. Si ergo’ celeritas in C
fuerit - debita altitudini & et AC = N. A D
atque BC —n BE, corpusque fuper A C de-
fcendat et fuper C B afcendaty erit AD —

b N bm-—i—l
o) et tempus defcenfus per AC=

(m—{-x)g
Q-NVlg 2aN2pmY
(2m—t-1)g° km - (488.). Pro afcenfu ve-
= \3 b 7 hmt+1
10 erit BE:::E- (e a k™ et tempus per
anVb . animvVp

_‘CB:':. Z — (M”_*_I)g?kmisos) Siigitur effici

debeat vt fit AC = BC, oportet efle N =
T2, n2b™

(m+z)gk”‘ =n - m, vnde fit 7= N -}~

Nﬂbm— '

mm 5 propter quantltatem % valde ma-

gnam. At quo tempus defcenfus per AC aequa.

.le. fit tempori. afcenﬁxs per CB, debet effe N}~
CN2A™. p2hm

(zv:—{—:;gk"‘ "_(zm-lr—x)gka’ feu =N -

| 2N2bm

(‘:zm—|—1)gk“‘-

Scholion 7.

. 516 In cafu huius exempli, quo ref‘ﬂ:enna
©ft valde parua, curua AMD poteft determinari
Tam II. ' Ll huius

Tabnla XII,

Fig. 8
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huius proprietatis, vt corpus ex C ccleritate al-
titudini 4 debita afcendendo fuper quavis recta
CM ad curnam AMD pertingat. Pofita enim
CM=2z, et MP=ux, erit n—= 3 atque x — —:--

(m—-1)g2k™
2=(m—-x)gbk™x— (m—l—-r)g'-‘k":« Sit CP—y
Met=1
(ni—-l)gk"" fcribatur f orietur £V (a"—-y")
—bx—gx? feu ffyy=(bb—ff)xn—2gbx® g2
x%. Si ponatur y—o, erit et x—o et x‘:'—";‘f
— CA. Curua ergo etiam per punctum C trans-
it, quae autem eius pars quaeftioni fatisfacere

ceflat , propter fequentes terminos neglectos,

qui perperam negliguntur i # feu %~ fit quoque

valde magnum. Aequatio vero dat curuam elli- -
pfiformem maxime oblongam circa axem mi-
norem A C defcriptam. Vera autem curua habet
formam AMD, cuius afymtoros eft horizontalis CEy
fi quidem eft m>1, c:usquc aequatio haberur
omnibus fumendis terminis, quae erit 'rdz

E™( == '
b 2dx —xdz) Si i curua

Quare habebitur itta aequatio 4™+

et loco

(m—z1)zdxy = Ay

non in infinitum progredietur, fedincidet in CE
k™

fumendo CE:(_:J:W Nam fi m<1 corpus

" horizonraliter non in infinitum progredi poteft, fed

in diftantia finita omnem amictit cclcrztatc?h
cho-
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Scholion 2.

s19. Si medium refiftens non fit vniforme,
tum linea non cffer recta, fuper qua motus fa-
cillime determinari poffct: idem quoque eft no-
tandum fi potentia follicitans non fuerit vnifor-

mis. Vit fit potentia follicitans — P et refiften-

tia :%_, vbi Q talis eft funétio exponentis refi-

ftentiae variabilis ¢, qualis V eft ipfius v: His
pofitis motus corporis fuper quacunque curua ¢x-
primitur hac aequatione dv=—- Pdx—+ Y. Eius
ergo curuae, fuper qua motus facillime dcﬁmtur,
hacc erit aequatio PQdx—Ads, ex qua oritur
fequens =4 = Pdx , motum fuper hac cur-
ua determinans, in qua indeterminatae funt a {e
innicem feparatae. Quare fi etiam huiusmodi hy-
pothefes perfequi vellemus, loco linearum reéia-
rum huiusmodi curuas hac aequatione expreflas
PQdx = Ads affumere deberemus. Sed quia fta-
tuimus hypothefin potentiae follicitantis et refi-
ftentiae vniformis tantum fofins pertra&are, mif-
fis his ad eos cafus progredimur, in quibus v vni-
cam taptum habet dimenfionem, id quod euenit,
fi refiftentia proportionalis fuerit quadratis cele-

ritatum.
PROPOSITIO so.

Problema.

s18. In hypothefi grauitatis vriformis g, et re-
fﬁem‘me quadratis ccleritatum proportionalis defcen-
Ll 2 dat

TabulaX 11,
Fig 1.
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dat corpus fuper curua quacungue AMB; determi-

nare eius motum et preffioncm, quam curua in figu-
lis punctis [uftinet,

- Solutio.

In axe verticali fumatur abfciffa AP=—ua et
ponatur arcus AM=—s, celeritas in M debita al-
titudini @ et exponens refiftentiae k, erit refiften-
tia = . Quamobrem ifta habebitur aequatio mo-
tum corporis exponens dv:ga’x-—'"%“(;‘.ds). Ad

—“- . .
hanc integrandam multiplico per ¢k - eritque in-

5 s
tegralis e® o—=fe kgdx., Tta autem fumi debet
hoc integrale, vt pofito s=o0, abeat w in altitu-
dinem celeritati initiali in A debitam. Si igitur
5
defcenfus ex quiete fieri ponatur, ekgda ita de-
bet integrari vt euanefcat pofito s—o. Hoc ita-

— 5
que facto erit v =ge¢ kfekdx. Vnde tempus

—_5
2k
per AM erit :f—ﬂ;—-—. Pofito nunc PM=J
Vgfekdx
fumtoque dx conftante, erit preflio, quam curua
in M fecundum normalem MN fuftinet :g?;? o

-:z.g'e_ﬁd.rdz{yfe"idx
753 st o Ol B
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Corollarivm’ . -~ @
§19. Preflio, quam cutua fuftinet in hanc

ds " dy .
formam poteft transmutari ’g d D f

ekdydx ds?
dx, qunc, poftquam pro data curua integratum
eft e kdx, commodius ad quosuxs ca(‘us accommo-
datur,
Corollarnum 2
s20. Corpus in defcenfu maximam habet ce-
leritatem, vbi eft v = M Hoc vero euenit
s §
vbi eft ¢kkdx—ds f[e*kdx, feu vbi d. [[fekdx=
%, in quo puno patet tangentem non cfle ho-
rizontalem.

Corollarium 3.

J . s e'ﬂr" ns"'ds
sax. Si fuerit fekdy —. 5 ——etitdrm— gL
stds Pl § %t

-l—b—,-,,_lk atque ¥= ——y -~ TPk Qua-

re fi haec acquatio exprimat curuae quacfitae na-
3%

. 4
turam, erit ¥ = “5=7 et tempus per AM =

2'(2 2 " 2 . » . L]
ey s uidem 7 fuerit mi binario ;
(2=n) Vg fi q inor ’

o b nam
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nam fi #—2 vel 2% 2, curua in A tangentem ho-
rizontalem habebit , atque corpus ibi perpetue
permanebit,

Corollarium 4.

s22. Simili modo etiam perfpicitur, fi x fie-
rit poteftas quaccunquc ipfius s vel huiusmodi po-

teftatum nggregatum, fempcr integrari poffceka’.t
atque ideo celeritatem terminis finitis exhiberi.

Corollarium 5

§23. Si autem abfciffae in axe verticali B
fumantur et celeritas, quam corpus in B habebit
debita fit altitudini &3 praetereaque vocetur BQ

=a et BM=y, erit dv—=—gdx—+ %, cuius inte-
—F S -5
gralis et ek v=b—g fe k dx integrali fcilicet

—

fe kdx ita acccpto vt euanc[‘cnt pofito x = o.

—

Hanc ob rem crntrv-—bek-— e&fe “kdx, ettem-
pus, quo in defcenfu arcus MB abfoluitur ==
ds

g;k )/(b-—gfg :J:dx)

Corollarium 8.

524.Siigitur detur celeritas in pun@o Bnempe
Vb, inucniri poteft in curua B M A punGum A,

ex quo defcendere incepit, vbique celeritatem
- ha-

Pl
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habuit —o. Quaeri dcbet,.fcilicet locus, vbi cl_t

-8

- gty : :

Jie hd.; = g+ ‘Arque etiam expreflio temporis
s - '

Y (b—gfi dsh dabit.‘ tempus totius defcenfus

per AMB, fi poft integrationem ponaturje"ida::g.

Scholion, |
| 525. Duplicem hic motum inueftigandi mo-
dum ideo attulimus, vt tam ad defcenfus ex da-
to pun&to facos, quam ad defcenfus vsque ad da-
tum punétum, vt in motu ofcillatorio fieri fo-
let , accommodari pofiit.

PR.OPOSITIO Qo S

Problema. Bt ¥ GiliBy Sl

526. Ex :ﬁente potentia: follicitante vmﬁmz et TabulaXII,
medio wniformi refifente in duplicata ratione celeri- Oy
tatumy deter minare motum co f'mzc ?zﬁc’ndent:r ﬁtpér
data curua AMD, et prejouem qam curua Jufti-
net in fi ugn/u pmzé‘t’:r '

rarSelutiono! i i 22;

In linea verticali AP pondrut abfciffa' AP=%,.
arcus AM=y; celeritas in A dcbxtq‘,\ajlptﬁmnlb,
et celeritas in~ M- altitidini o: ~S:r-potcmnafol-

licitans deorfum —g et rt.ﬁﬁcntla gt 'H . ho-

fitis erit dv—=—gdx—"¢ (495.), quac ‘mu upﬁ-
" cata
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cata per' e"E dat integrale RG] g fe de i

fumto fe'f dx vt* edaneicat poﬂ:o x =o. = Hine

ob rem erit v =¢ hb—ge“‘éle k[f‘l., atque tempus
ok df L

a{'ccn(ﬁs per arcum AM /-—--————-— Ex in-
' V(b—g [k dX)

uenta celeritate habebitur prqﬂlo, quam_curua in

d
ﬂ:cundup normalem MN patitur , ‘= g7

zmi;d‘iy’(&.”), poﬁitlofPM,..-.} et fumto” dx pro

gongantg,, Qi E- Ty

-0l 1158 . ¢

10354000 WOM Bl 37 ¢
Corollarium 1.

524. Pofitc efgouv_.._uprem gjfhdx::é:
ex qua aequiribhe obtinebitur pundtum D, quous-
que corpus ex A dfceddere poterit.  Atque tem-

W7 'pus totius afcenfus per AMD habebxtur, fi in ex-

._g;ciﬁo_ne_temporis ponatur gfe*a’a. ==,
S AR R . A0 TS . 2eeny YRt 1"
ST Ueoroltatium. 2.
528, Si in formula prcflionem exhibente lo-
co v qms valor mltlcptus fubftituatur, ,lnbcbxtur

-ae"ibdxddy > gdy gge’"qu dayfe kd‘t
R e “arf"""‘"'”’ a5
_Quae transmutan poteft in hanc formam —

A p— ] il z-lc

(L' |

HIL)
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a / d
e kbdiddg+ .E,‘ § djzﬁ’kdt
ds? ekdydn 457

Corollarium 3.

529. Pro defcenfu vero, fi celeritas in A
debita quoque eft altitudini 4, preflio quam cur-
ua m "M fecundum normalem MN {uftinet eft —=~

. nekbdxrfriy ge'Ed.r

Wy e
ds? T dyda w2 Ra%

Corollarium 4.

§30. Si igitur tam afcenfus quam defcenfus
refpectu axis AP definiatur, aequatio afcenfum
determinans transmutari poteft in aequationem
“defcenfus feribendo —k loco k; atque viciffim. Qua-
re fi fuper curua AM defcenfus fuerit determi=
natus, habcbxtur quoque afcenfus et viciflim.

Scholion.

531, Quia formulae afcenfum et defcenfum
‘determinantes tantam inter fe habent affinita-
. tem,afcenfus et defcenfus facile poterunt inter fe
comparari, atque ideo ofcillationes fuper data
curua determinari. Id quod in fequente propo-

fitione, quantum generaliter fieri poteft, prae-
ftabimus,

Tom. II. M m PRO-
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PROPOSITIO 4r.

Problema.

Tr?}lhml- 532. Sint curuae quaecunque M A et NA in
9 infimo puntto A coniunctae, atque corpus defcendat
Juper curua AN in medio refifiente wniformi fecun-

dum quadrata celeritatum, inter fe comparare defcen-

Jum fuper curua MA et afcenfum fuper curua AN.

Solutio.

Sit celeritas in pun&o A debita altitudini /;
atque in axe verticali AP abfciffa AP—x, arcus
- AM—ys. Pro curua afcenfus AN vero fit AQ—¢
et AN—r. His pofitis erit corporis defcenden=

£ 5 =s
tis celeritas in M debita altitudini ¢*b—ge k [oe
dx. (523.) Corporis vero afcendentis fuper cur-

. —_r
pa AN celeritas in N debita eft altitudini e kb—
v il

__r &
ge kfekdt (526). Quare fi celeritates in M et N
euanefcant, ita v¢ MAN fit arcus vna femiofcil-

—_5 r
. ., - b-—-— 2 ~ — "k
latione defcriptus erit -_,J;-—-ff‘ kdx et b= fekdt.
Si nunc concipiatur alia femiofcillatio arcum m
A n abfoluens , in qua celeritas in punéto A de=
=
bita fit altitudini b—4-db, erit b;"g@—‘:.lf kdx =

= = =AM
¢ kdx, hincque e kdax=%, feu ¢ kPp—. Si-

AN
J(n)iliter pro afcenfu erit ¢ k.Qq = Qg. Ex qui=
. bus



SUPER DATA LINEA IN MEDIORES.275

J\M—'—J\-E "
bus fiet ;—z:e k , feu IPP—IQQZM{—-—}—L\-—-.
Dato ergo arcu MAN vna femiofcillatione de-
fcripto, fi corpus in pun&o proximo fuperiore
m defcendere incipiat, inuenietur punétum 2 ad
quod fupra N pertinget: erit nempe Qg ==

Pp
:mm. Q. E. I.
Corollarium 1.

533. Si igitur MAN et mAn fuerint duo
arcus ofcillationibus proximis defcripti, erit fem-
per Q¢<<Pp, eoque minus erit Qg quam Pp,
quo maior fuerit fumma arcuum AM—-AN. Sem-
per igitur quoque erit AQ minor quam AP.

Corollarium 2.

AM-—-AN
534_ In vacuo, quia eft k=co, erit e &

=1, fietque Qg=Pp, atque hinc AQ—AP. Qua-
re corpus ofcillans in vacuo ad tantam afcendit
altitudinem, quanta erat illa ex qua defcendit.

Corollarium 3,

535. Si refiftentia fuerit valde parua, ideo-

AM—-AN
que k vehementer magnum, erit ¢ k = —1-}-
Y. Quare hoc cafu erit Qg 24N2 —pp ¢

que Q?_— prk—-um)

Mma Co-
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Corollarium 4.

§36. Si’ pun®@um O fuerit locus, in quo cor=
pus defcendens maximam habet celeritatem, ibi-

£ 4
quc ponntur AO=y, AS__x, erit ‘%‘Ifkb‘s
ckje kdr, fen b-—gje i dx—}—s'“" Quare {i cor=
pus ex = deflcendat, erit pun&um maximae ce-

leritatis in o, -exiftente d!?.._geT dx -i—‘ﬁ‘—*’ ex

iftente dy—owv et radio ofculi in punCto 0, fcu
—AO .

¢ hS.r-l—

Corollarium s. |
537 Tcmpus vnius itus per MAN habetur;

cszI

fi in integralium {umma f '
'V(&—~gfehdx)

f e”dtr ponatur fe_“idxzﬁ g_tgup_fef ds
Y (b—gfe®dt)
=%, Sicque prodibit tcmpus voius femiofcilla-

tionis. - . 5%

| Corollarlum R

538 Ex di&is alia elegans fequitnr prOPnetas, vt
fi corpus ex A ceteritate V& afcendat ad N at-
que €X N iteram decidat per NA fitque ccleri-

tas quam tum in A habebit debita altitudini .
Dein-~
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Deinde ex A celeritate Aaltitudini b—-db debita

afcendat $ertigg:ltqpc ad »n, vnde ,{lurﬁis .defcen~

- | g . wd & B 5T 3N
dendo in A acquirat celeritatem alticadini ¢ —4=
LR R -~ 2NN N2 LBru0isr X9

d¢ debitam.  Erit ergo ‘3-: =ik .Qq.ret ‘!E.-.-:
AN .
o - : \ waodhadeiria. atr Latho
o *.Qg. -Atque Q7%= 'é%rs,‘ vel ctiam
2AN - P

b < 4 ‘_\-J
7 \.?<]'J ¢ ———e

.. Scholion. . .~ .
539. Reftat vt haec generalia ad exempla
feu datas -curuas. accommodemus, quo, yfiis eco-
rum €0 magis pateat.  Accipiemus dUtém pre

peway - i

—thi=th

PR T
curua data cycloidem tantum’, eo..*‘quod fehd 2

in ea facile poffit exhiberi, et aequatio quoque
inter 5 et x fic algebraica. . Inueftigabimus ‘ergd
tam defcenfus fuper. cycloide factos, quam ofcil:
lationes, quo appareat, quangum ofcililationes,i
quae in cycloide fiunt, ab ifochronismo difcre
pent ;quippe quae in vacuo omnes eodem tempore
abfolui funt demonftratae. ., . =

" PROPOSITIO 62.

Problema.

540. Sit curua data ¢yclgis A CB, fuper bafi va, xmy,

borizontali AB prouolutione circuli diametri €D de-
Jeriptay, corpusque fuper ea ex A dejeendat in medio
vefiffente in duplicata vatione celgritatymy determinare
motuns corporis defcendentis.

Mm 3 So-

Fig I
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Solutio.

~ Pofita 2CD—a, AL:: 'y ‘bt AM=; erit
ex natura cyclmd:s (et B V(a*—24x) feu 2ax

45-,-” Celeritas vero: .in; M debita fit sl.
-_— s

titudini v, eric v=ge’ Tk fekdx. Quia autem eft
[ 4

k’ef kek s

dx—d.f_-—d-—, erit fe kd.‘l.:kek ¥

2 2 3R
—-k-—]f-—-—f* alc—-{—k k;) 4 ak k
; a

lore f'ubfhtuto ent g
e F (akkD).

a :

ﬂbn el’t v Ehdx — 3—’”‘—"—5“ hoc igitur accidit. ybi

= ds

eft ¢ "'k—' a--k fen 1J”-“-':ll1"—:},'—"' Inueniri etigm
poteft pun&um N in quo corpus Sipactn celeri-

. Quo va-

goka-gh*—ghs
a

Maxima corporis erit celeritas

g -
tatem perdlt faciendo =0 feu e * = A feu

"—'—_k1¢+n__:a ex qua aequatione valor ipfius
dat arcum ACN. Tcmpus quo arcus AM defcen-

%) | dsVa
fu abfoluitur eft :f =5
ng(a-—{—l’—-:—e *(ﬂ—i—-l‘-))
Deinde ad prcﬂioncm inuenicndam eft & ds __13_5_23:_—4:1
— "““, vnde’ preflio ipfa in pun@®o M prodit

gVaax zg;ak—i—zgu:—dgh _2gak——oghk
- a avaax

s
ekaVaax
De-
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Determinauimus ergo celeritatem, et tempus, et
preflionem , vnde motus corporis innotefcit. Q.E.L

Corollarium 1.

h— 2 SNNOD
541. Quia eft ¢ o e “, AW
~-etc, fi ponatur a—i—-l:c feu a—c—+% erit

(e=k)v cs as

ek — '+‘—'E lah"'l"lnsT"'cm':xk_"
2
"",:,,‘a-l— i —etc.  Quare erit v—=8 (21,

(a—+-k)s* __ (a—-k)s%
— |.2k+ 1.2,3k" 1.2 3.4k% -{—ctc.

Corollarium 2.

§42. In vacuo igitur, vbi & eft infinitum ,
erit v—=gs— &, =g, vt conftat. ' At fi refiften-
tia tantum fic valde parua et propterea k valde

_ :«
magnum erit v=gs—&; — 4%+ &

3 CiNG

Corollarium 3.

543. In vacuo apparet celeritatem corporis
efle nullam in duobus puncétis vbi eft s—o et s=<
24, i. e. in duobus cufpidibus A et B. In medio

vero refiftente alter locus eft s—o,alter vero ex hac
cs cs? cs? .

aequatione erui debet a=— — i+ 15 e
. . !

— etc, vnde inuenitur ¢'= 2%k _p_ 25k puieth

:‘;‘22"‘ ~- etc.  Si igitur k f'uent valde magnum

zak ik
erit s— 20k -4k —2g—2% quam proxime.

Co-
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Corollarium 4.

54.4. Eadem haec ‘feries inuenta fubftituto

a-4-k loco ¢ transformatlfr in 'h;m"- -‘—""‘“‘%
4
—+ g -:—;;%57 - etc. ex qua valor ipfius s dat ar-

cum ACN, U0, Vsque COrpus jmotu fuo perue-
nire potcﬂ.b :

1L

tn

83 Coroll.lnum 3. 3
S+§' Arcus AO ab -y vsquc ad O, vbiéor-
pus m1x1m.1m lnl:wti ce]éhtatem, eft "'”M“ﬁ-'-—

—

1

a._*_f‘ e 3“ ‘*, "}'fﬂ'ﬂ!‘”- etc. Quue erit ar-
—— ! ! "

cus, QN,_.a ,5;,-i— 9k‘ — Ctc. 0C~—-zzu :m?*’w

~ €40 . Ot —A0+0N-—"3h+ 91:-

4 153

_Corollarium A

546. Cclcrltas vero in puné’to s rcpcr:rur

1; gk’wge‘*'(ak—kkk)
@

G— |3k+1 2 ARV ng sk'+ - 2346!@“"' etc. ).

Vnde, Pcrl‘plcxtur celeritatem in C nunquam poffe
efle cuanc(centcm nam altitudo huic celeritati

dcbita altitudln

k2
_debxta e& __g___ (e t-:[-—*),atque e G l’empcr ma-
; cka .‘
1us (:[I quam 1-}-,,-, exceffua 1utem maior eft

07
quam ﬁ—. Quare altitudo debita celeritati in C
ma-
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ga " . 3
maior eft quam——7, idcoque ACN maior eft

2¢ck
quam A C.
Corollarium 7.
§447. Altitudo debita celeritati maximae in
k'& a k at 3 a*
O eft =gk—5 5 =g (s~ S+ 5p— T+
erc.). Quare exceffus huius altitudinis fupra al-

g 3 . 2 v - a¥
titudinem celeritati in C debitam eft =2 o
-—

v gat 23a8 = s Y —oek (9 a*
;:.3.qk'+|.:.3 4.6.k* etc.) =g¢ (8k+_T*:+
—-etc.Haec nempe expreflio obtinetur,fi in generali

valore ipfius @ fubftituatur k1% loco 5, quip-
pe cui quantitati arcus AO eft aequalis.

Scholion.

548. In folutione huius propofitionis confi-
derandum venit, quod ex formula defcenfum tan-
tum determinante etiam afcenfum corporis fuper
arcu CN deriuauimus; ex quo dubium oriri pot-
eft, an ifte afcenfus legitime fit definitus. Hoc
autem ex ipfa formula afcenfum determinante fa-
cile perfpicitur. Vfi enim fuimus formula hac
dq;_—_:gdx--Rdr, quae punéto M vltra pun&um
C cadente propter dx fa&um negativum abit in
hanc dv——gdx—Rds, quae reuera naturam af-
cenfus continet. Ex his intelligitur continuitas
inter afcenfum et defcenfum, qua nullo interiecto
Tom. II. Nn faltu
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faltu inter fe cohaerent. Vbi enim curua (e furfum
fle®ere incipit, ibi fimul formula defcenfni infer-
uiens transmutatur (ponte in formulam afcenfus,
Atque hiec connexio locum habet in medio quo-
cunque refiftente, vti ex gencralibus formulis ap-
paret, quae tantum figno iplius da difcrepant.
Quamobrem data aequatione pro curua quacun-
que, non eft neceffe vt inquiratur, fuper quanam
parte corpus afcendat defcendatve, fed alterutra
formula ad aequationem accommodata verum da-
bit motum fuper curua propofita. Hoc tantum
eft tenendum, vt abfciffac in axe verticali capi-
antur, atque ea formula fiue afcen(us fiue defcen-
fus adhibeatur , quae cum motus initio congruat.

PROPOSITIO 63.
Problema.

549. Sit curua data ACB cyclois [uper bafe
borizontali AB defcripta et deoifum [pectuns, cor-
pusque fuper ea ofcillationes peragat in medio refiflents
in duplicata ratione celeritatum, delerminare niotum
ofcillatorium.

Solutio,

Ponatur diameter circuli CD=—=%4, in eaque

fumatur abfcifa CP—ux, et arcus*CM vocetur Jy

erit ex natura cycloidis s=V2qx et x—=7; at-

sds
que dy= "5 Delcendat nunc corpus fuper ar-
cu



SUPER DATA LINFA IN MEDIO RES.283

cu MC, fitque ecius celeritas in C debita atitudi-
. LA s
ni b, erit altitudo debita celeritati in M — e ®é&

=y
¥ keds
a

-

—ge kfe "kdx (523.). Eft vero fc:;zfx::

- -5
kz'—kzeﬁﬁk"ke“kﬁ; . .
= = —3 quare altitudo debita cele-

5
YA , 2
clbat b M ol s R ):“gl o L g

s . L
—'k _c— ﬁ J 1] [
kb u(2+2.3k+ 2.3 4.
Arcus ergo in quo integer fit defcenfus habebitur
s

5
s = 2.3.4:.;.123 -+-etc.)

fi ipfius 5 valor ex hac aequatione quaeratur: ek

—- FR*-pks . . . . pas. AZ
=&Y Fier antem hinc in ferie s —A -5

5 4 . .
—5%3—-%—-}—5'—5'}!, - ctc. pofito breunitatis ergo A
loco ¥, Huic ergo feriei aequatur arcus CM,
) S g :
fi quidem corpus ex punio M defcendere ince-
perit.  Celeritatem maximam corpus habebit in
5
= : ati k—_gkt
O fumto CO_;.: ex hac aequatione ¢ =7
feun CO"..:k/E]fz:;g,, atque altitndo huic maximuae
¥ =y : — £k.CO— gh? ek*
celeritati debita eft = &80 /.57 ) — ) -
-}%,—i——i“gf;‘qﬂ etc. Ad tempus detcrminandum
conuenit ad puné&um O celeritatemque maximam
refpicere, et tempus per MO definire.  Hanc ob
rem pono altitudinem celeritati in O debitam =¢,
Na 2 ct
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et arcum MO.._.q, erit CO=j3 et ab=gk?(x

—-GC

~eEk* ), S=% -+ ¢. His fubfticucis erit alutudo

gk +ac+gkr/—-c"gk
a

Quia nunc © minor eft quam ¢, pono ¢—v—=2,
- q BTN

eritque fzfr—}—gk'—l—gkq —ekgk” atque in ferie

2 + 5

F=t+h+ et riop ~+etc.  Ex qua cons
— V2az az azy2ax 2 q%z?

ne:t::nda ﬁl: 7= 3% 35k+135k’\(g .ggg=“i‘+

A,gsgg,-;:%g-g-— cte. Incipiat defcenfus in pun&o M,

c
erit ibi v==o0 et z—¢, ideoque om___ﬂ'c..._e_

Ve 3gk
acy2ge ﬂa’c* d'c"\"‘ac g )
"'l—' 18gk*vg  135g%k° S 1080gtk+yg — CLCs Ex eadem

formula, i ponatar ¢ negatiuum, habebitur motus
per OCNz: at quia perinde eft, fiue ¢ ponatur
negatinum fine &, eric arcus ON), i N fuerit
punéum quucqne‘ corpus afcendit, — "v;"..i_“i
_ acaac « 20%% _a*c*aac
vero per MO hoc modo inueniturs quia eft d g
adz . adz A a[:""a-' 4a‘zdz

o & a*zdzy 2 an
d‘?""‘ Y2paz 33# ™ 2gkwg 13 Gg:‘ k3 i 43282 e

— etc. hoc divifum per Yo — ¥ (¢— 2) dat ele-

mentum temporis _.dzva alz oty

V2 —F hy(c—z)
azdzysa v £ (cz—=z%)  3ghy(

—

debita celeritati in M feu v —==

i a*zlzv. a
V2ER*VE \C&-—--&} 13587 K e—z) 43 28°k% Vg (cz—z?) — CLC.

Quod ita integrari deber vt pofito ©=¢ vel x—¢
euanefcat 5 deinde {i pondtur z==¢ h:bebitur tem-~
pus quo corpus per arcam MO defcendit. Hoe
igitur tempus pofita penphcrmc ad diametrom

ratione
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ati x erit —=7Ve__ 2ave macya_ _,_4a’eyc
ratione 7 ad 03 =¥ LR L

-+ etc. Poflito igitur k negatino erit tempus

; T
quo corﬂiia €x 0;;?“1\1 vsque- afcendit = 77 —-
;—;";f"*".:ak’?ﬁ_i—ﬁ‘&@’}'e“' Tempus crgo per

MCN feu tempus vnius dimidiae ofcillationis eft

—_—NY2a macy2a

— Vg iagkivg oG Qo Ba i Ly

Corollarium 7.

s50. Si ergo celeritas maxima corporis de-

fcendentis fuerit debita altitudini ¢, propter CO
i .s Y200 2ac acv2ad_ __ 2a%?
-—gkf”t MC o s e sty e

2 a - .
Totepyy —ete.  Totus vero afcenfus CN erig
- — Y2ac __ 2ec_, acy2ac 2a%c?
_..?‘N'—-C (3 oz VE 3gk+lﬁgk’fg+|3§g=kf 4=

a%ctvage | . . il - 2 §
1030'5"!1‘#3 ‘_i"‘ €tc, Hlnc erit CN[ _CN— m .

4ac? e acyaac a*c*y2ac
135g7 — otC. arque MCN = =5~ G55 05%kive
-4~ etc. ) ‘

”

Corollarrum 2.

ssr. Si totus arcus delcenfns MC ponatur

—E et fequens arcus afcenfus CN=F, atque al-

| ~x

" titudo debita celeritati inC=}, erit —g—‘:k el
ALIEF I IEF E+ ES 6

(F*+kE) =5 5§~ sop T+ agw — etc

144k
Atque pofito k negatino eodem modo inuenitur
O o B g B o B, e R ¢
¢T3 kT ERETT FoRY T vaane~-ete.  Ex qui-

2E? 4 4E? 6 E* GES
bus fit F=E ~ —57."'1"‘5;':—'"“,;4-:0“. —"etc,

Nng at-
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. - - - . E‘
atque altitudo debita celeritati maximae ¢ = &~

R § 54
— L et -
Corollarium 3.

§52. Quia F eft arcus afcenfus in prima di-
midia ofcillatione, erit idem arcus F arcus defcen-
{us in fequente ofcillatione: cum quo ergoconiun-
getur arcus afcenfus G:E——%ff"i—!;g,{%f—f—t%—:-i—
ot —etc.  Arque fimili modo fequentes ofcil-
lattones quotquot libuenit definiri poffunt,

- Corollarium 4,

553. Ex aequatione tempus exponente appa-
ret tempus quo corpus ex M ad O pernenit (em-
per minus effe tempore quo corpus ex O ad N
vsque pertingit, Simili modo etiam arcus ON
maior eft quam arcus OM, arcus vero CN mi-
nor eft arcu MC.

Corollarium g,

554 Si ofcillationes fuerint infinite paruae,
feu ¢ quantitas euanefcens, congruent ofcillatio-
nes cum ofcillationibus in vacuo fa&is; in fingu-
lis enim expreffionibus iidem termini euancfcent,
qui euanefcerent pofito £=—co. Minimis ergo o-
fcillationibus ifochronae erunt ofcillationes pen-
duli longitudinis @ in wvacuo, follicitati a potentia
£, feu penduli in hypothefi grauitatis =1, cuius
longitudo eft =2

: Co-
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Corollarium §.

555. At fi ofcillationes fiant maiores, tem-
pora ofcillationum quoque fient maiora, quare in
hac refiftentine hypothefi cyclois tautochronismi
proprictate non gaudet. Quo enim in quaque
ofcillatione maior fuerit celeritas maxima, maior
quoque erit exceflus temporis ofcillationis huius-
modi {upra tempus ofcillationis minimae.

Scholion T.

556. Qunod diximus ofcillationes minimas cum
ofcillationibus in vacuo congruere locum habet,
{i @ et k fuerint quantitates finitae magnitudinis.
Si enim « effet infinite magnum, feu k infinite
piraum, fequentes termini tempus exprimentes
T2t T~ etc. non emanclcerent etiamfi ¢,
effec infinite paruum. Tum, igitur tantum ofcil-
lutiones minimae {uper curua quacunqué in vacuo
et medio refiftente inter (e congruent, quando
neque radius ofculi curnae in infimo pun&o fue-
rit infinite magnus, neque refiftentia infinite magna.

Exemplum.

557. Exempli loco cuoluamus cafum, quo
refiftentia tam fit exigua, ideoque k quantitas tam
magna vt fraciones, in quarum denominatoribug
k plures duabus habet dimenfiones, tuti pro nihi.
lo haberi poflint. Di&a igitur altitudine celeri.
tati maximac in O debita ¢, jta vt fit CO = 3;

erit
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. V2 2ac ¥2
erit arcus defcenfus MC=E =~ - 3;k+"lc33,;,,5

v2ac, . 2ac
et fequens arcus “afcenfus’ CN=F =~ 33
&3 B E?
Tisivg . Vnde inuenitur Vo — 76 —EVE-
_1EWg _ EE. gE bt
soivssy fou e = 50— 85 - £5 arque, F=E —

2h‘ . s . »
“'I-*E,. Tempus ergo dimidiae ofcillationis per
n 2 . . T
MCN eft = T4 TS In fequente dimidia

. . - T :\- ,
ofc1llnt10ne e& .l[‘Cllb defcenfus — F = E ~ i%‘ 42

2
i quem fequetur arcus afcenfus G == E— £ -

6 . - -
1;;’%—‘, atque tempus huius dimidize ofcillationis

ﬂ'\fﬂa wE*v2a _ mE}W2a . o [ ]
SLif. == o o7 ZaevE, 18kVg) vbi vltimus terminus
negligi potclt_ ob £’ in dcnominatore. In tertia

femiofcillatione eft arcus defcenfus —G — E — ‘;If:

6 i3 i
o+ s et arcus defcenfus =H—=E— %} -+ 28& 361._3
Atque generaliter in ea femiofcillatione, quae ,n_

dicatur numero 7 ¢ft arcus defcenfus =E —g-{l‘;';,—'-m—i

—1 2R3 2
—+ =S et arcus afcenfus —E— 21 e

Quamobrem poft #{emiofcillationes corpus abinfimo

pun&o C diftabit arcu B~ ~+22E oui minor eft
quam arcus defcenfus pnmac ofcillationis quantitate

anEr _ 4n?ES Y P
3k *;nﬂt . Tempus autem femiofcillationis nu-

3 N 2 e 4 =1
mero, z indicatae erit — T+ Tape — “f"m;,f,;" o

At fi totus arcus pnmae femiolcﬂlauonla MCN
dicatur A, erit A—2E—-2% - 9,,1 et E—=% —+

A
725 cuancfcente fponte termino fequente. Hine
to-
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fequente. - Hinc totus arcus ofcillatione per nu-.
2(2n—1)E?
B2t IE

merum 7 indicata defcriptus erit —2E— 3

s 3 AL ihm
__1_4{ “’;]’""")E#_A .{n I)A’_}_(nglk}:z\‘
Corollanum y 2

558  Si n fiant ofcillationes dimidiae et ar~
cus defcenfus primae ofcillationis fueric E et ‘ar-
cus afcenfus vicimae —L, erit L— Ehmﬂ -
*;‘k, ,quac expreffio, i per feriem propius cnpxa-‘
tur, fere congruet cum progre’fﬁonc geometrica

einsdem initii, hancque ob rem erit L = 3 -
feu gk(E-L)=2nEL. '

Corol]imum 8.

559. ‘Hinc fi peradis ahquor femlofmllatlm
nibus detur arcus defcenfus primae ofcillationisE,
vina cum arcu afcenfus vitimuie L inueniri p()tcﬁ:'

numerus (‘emlofcﬂlmonum noeft, namquc iy =
3h(E—L) i
2LL -

- Corollarium- 9.

‘§60. ‘Patet” ergo diminutionem arcuum nom
a longitudine penduli pendere, fed ex n et E da-
tis idem’ reperitur arcus L quaecunque fuerit lon-
gitudo penduli 2. Atque eft femper n propor-
tionalis ipfi § — &
%  Scholion 1. , |
561. Huiusmodi experimenta circa ofcillatio

nes in medio refiftente multa recenfet Newt. in
Tom, II. Qo Phil.
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Phil. Lib. 1I. vbi notat arcum defcenfus primae,
arcum defcenfus vltimae ofcillationis atque nume-
ram ofcillationum tam in a€re quam in aqua et
mercurio. Quare fi haec media perfe&e refifte-
rent in duplicata celeritatum ratione, congrua
efle deberent cum hisce formulis, 1ta vt decre-
mentum arcus proportionale effet numero ofcil-
lationum et arcui primo et vitimo coniunétim,
Quod etiam locum habere obferuaui in maiori-
bus ofcillationibus, in quibus celeritas non eft ni-
mis exigua. At in ofcillationibus minimis ma-
xima abcrratio ab hac regula confpicitur. Ex quo
colligitur quo maior fuerit corporis celeritas in
fluido, eo propius refiltentiam accedere ad ra=
tionem duplicatam celeritatum , motum autem
tardifimum alii refiftentiae infuper effe obnoxium,
quae in motibus celerioribus prae refiftentia,
quae quadratis celeritatum et proportionalis ,
euanelcat. In hisce quoque experimentis New-
tonus refiltentiam partim fimplici celeritatum ra-
tioni, partim fesquiplicatae, partim dupli:atae pro-
portionalem aflumfit, neque tamen pro motibus
tardiflimis fatisfecit.In vitima veroPhil.Editione ipfe
Newtonus quoque infufficientem priorem theo-
riam fuam agnofcit, atque plaribus rationibus o-
ftendic alteram illam fluidorum refiftentiam effe
conftantem feu temporis momentis proportiona=
lem; quam antea ipfis celeritatibus proportiona-
lem erat arbitratus. Hanc ob rem iftam refi-
ftentiam cum ca, quac quadratis celeritatum eft
' propor-
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proportionalis in fequenti propofitione con-
iun@am confiderabimus; cum praclertim aequa-
tionum refolutio et celeritatum determinatio hac
adie&ione non difficilior euadat.

Corollarium 10,

562. Quod ad tempora ofcillationum et fe-
miofcillationum attinet, perfpicuum eft ea decre-
fcero, quo minores fiant arcus defcripti; atque fi
arcus plane euanefcant tempus dimidiae ofcillationis

L _TY2a
fore =53

Corollarium 11,

563. Exceffus autem cuiusque femiofcillatio-
wis temporis fupra tempus minimae femiofcillae
tionis in cafu refitentine minimae eft %:ﬂ-‘if,;, de-
notante E arcum defcenfus illius femiofcillationis
Quare ifte exceffus proportionalis eft quadrato ar-
cus defcenfus, vel etiam quadrato totius arcus fe-

miofcillatione defcripti.

: Scholion 3.

§64. Cyclois igitur, quae ab Hugenio apta
eft demonftrata ad ifochronismum pendulorum
producendum, hanc proprietatem in medio refi-
ftente in duplicata celeritatum ratione amittit,
¢t hanc ob rem in a€re non inferuit, nifi vel
ofcillationes fint valde paruae, vel inter fe pro-
Xime aequales. Ex hoc vero, quod maiores o-

Qo 2 fcilla-
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fcillationes diutius durent, colligi licet, veram cur-
wam tautochronam in hac refiftentiae hypothefi
magis e¢fle curuam quam eycloidem.  Quemad-
modum f(cilicet cyclois in circulo einsdem radii,
cuius cyclois eft in infimo pun&o, continetur ,
ita quoque vera tautochrona in cycloide conti-
nebitur, atque eius curuedo a pun{to infimo ma-
gis decrefcct, quam curuedo cycloidis.

PROPOSITIO 44.
Problema.

565. Si medii refiftentia partim fuerit conflansy
partim- quadratis celeritatum. proportionalis, deter=

minare. motum ofcillatorium corporis fuper cycloide

MCB, faltem in cafu quo refifientia eft valde parua.
Solutio.

i Sit vt ante diameter circuli generatoris C.P'

—%ay; CP—ux; et arcus i€ M==s. ' Ponatur celg-
ritas in C debita altitudini /, et celeritas in M
altitudini ©. Potentia corpus perpetuo deorfum
follicitans fic —g, pars refiftentize quae eft con-

Mans fic —5, et pars refiftentiae quudrms cele-
pitatum prnportmn.llrs fit — ;- vt ante; erit £

nantitas valde magna refpe@tu v ct § et a; at-
que A valde paruum refpe@u g.  Tam fiat defccn-

fus fuper arcu MC, erit dv——gdx 4 bd s~
5 3 —
‘{T“, atque” hine v = ¢kb = ek f¢ k(gdx—bds

1l - Al
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At quia eft ex natura cycImd:s dy— % er:rfa

gk’ —gk’e ﬁ—g&e Ths
a

gdx= etje'“bbd; *—bk-—b

— 'E‘ P Al s 2 o

ke * ;5 ynde fit o =" ('b—}—bak gk) I:-m.:—l-gk +g’u
i a

Celcrims maxima habetur fi fuerit a’___b+ ('eu

¢ k_gr_—ab_b =+ Dicatur altitudo d:}:lt‘_‘ ce‘lcnm—
ti maximae in O=¢, erit CO — —}-—‘E—,‘: et ab

. i, r=hak—ae
-‘ﬂk"—f)aﬁ—gk’e g ", Ponatur_arcus MO=
q eru: 5...*. -+ zh 4 ¢5 vndc ﬁt v ===
ac+gk —l—-gkq-e kgk

S Qna e o minus eft
quam ‘ pomno, v:-_m;fzas-"crin:&k +gk*+g kg

=56 JngL J Quae aeqnatlﬂ i feriem. conuer(

-dftt vE) fipean Baml = b & s atque g3

O -_l+%~‘ ’flnmpm defcenfus ex M, erit

ibi rb-‘*a"c's g ¢y ideoque MO'= V% L.e=:
Luacy2ac (!

== Y84 32k
Bk Ve ‘Ex'e fdem formuh reperitur arcus .1{cen-

yhac ‘dd acJ*a
fus ON =57 +3«s's+ by vy T .tque cum in his

b non 1epeu.1tur erit vt iupm nerpEnb fcmw(al,-

".'r-y/"n
lationis per MON=" < l"’:“f}:f:g Totus veror

arcus deftenfus MC e: ,t — +420c+-ac+acv ac .

\Sgh 1B gR*VEY
aml.uc.lrcus afcenfus CN=— g—i—v.;g“ 3::-}—,":;;::6
. Qo 3 Quare:
[ ]



294 CAPUT TERTIUM DE MOTU PUNCTI

Quare fi arcus defcenfus MC ponatur E et arcus
afcenfus CN=F, erit F=E— "‘ba £ ﬂE’+4;tiE+

¥+ In fequente fcmmﬁ_ﬂhrmm eft arcus defcen-

2
fus F et arcus afcenfus G= E...&EE tE._;_lBng:!

6
-+ '9,!!;. Atque generaliter in ca femiofcillatio-

ne, quae indicatur numero 7, arcus afcenfus eft

"nbs = ‘angR? 4nhaE 4n*ES — 3¢k kE—-uﬁbnak

re fi pcra&xsn femiofcillationibus dicatur arcus dc-

fcenfus primac E et arcus afcenfus vitimae L, erit

agnEL—3gk (E—L)— 6bnakfeun — 25%51{!:%?“

Tempus vero quo quaelibet femiofcillatio per M
‘CN abfoluitur e[t-—'""“—i—"'“;ﬁ"}';%‘;:—‘—- loco ¢ eius
valore fubftituto. Q. E. L

Corollarium T.

§66. Si ponatur ¢==0, vt locus prodeat in
quo corpus fit quieturum, inuenitur MC = ke
corpus ergo in quiete permanere poteft non {o-
lum in pun&o C, fed extra C quoque in di-
ftantia ‘15 cis et vitra C. Quare in huiusmodi
medio refiftente ex ftatu quietis penduli pon €X-
acte linea verticalis poteft cognofci; fed angulo
cuius finus eft Efubcrrari poteft.

Scholion T.
§6%9. Huiusmodi refiftentiam in aqua Jlocum

habere experimentis ficile euincitur , quippe in
moti-
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motibus tardiffimis refiftentia  quadratis celerita-
tum minime proportionalis obferuatur j in fluido
vero praeter  refiftentiam quadratis celeritatum
proportionalem aliam non dari probabile eft, ni-
fi refiftentiam conftantem, Confirmatur hoc ctiam
experimentis a La Hirio inftitutis , quibus mon-
ftranit pendulum in aqua extra fitum verticalem,
in quiete permanere poffe. Quod fieri non pof-
fct, fi refiftentiaa fola celeritate penderet. Ex ex-
perimentis Newfoni, quae circa retardationem mo-
tus pendulorum in a€re infticuit, concludi poteft
globi plumbei diametri 2 dig. refitentiam con-
ftantem effe circiter partem millionefimam gra-
uitatis , feu 2= Tsa'm*e_- Hic ergo globus filo
fuspenfus a linea verticali aberrare poteft angulo
1077/, qui autem error eft infenfibilis.  Maior
autem et fenfibilis efle poterit hic error, quo
minor fimulque lenior globus adhibeatur.

Corollarium 2.

568. Ad hunc angulum inueniendum infer-

vit ifta aequatio ex fuperiori dedu®a !’—‘—“iu:;"
EL ; £

—_— —

7 — finui anguli, quo pendulum a linea ver-
ticali declinare poteft. At loco E arcum parvum acci-

Pi conuenit, quo termini negle@®i eo magis fiant
infenfibiles.

Corallarium 3.

569. Ex aequatione n = J3ELE= apparet

quo maior fit arcus ofcillatione defcriptus eo mi-
aorem
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norem! fieri terminum 6hak refpedu 2gEL. At~
que ‘hoc in.caufa eft, quod haec refiftcntia tans,
tum in minimis ofallatlombub ﬁ:nuarur. ’

' o Coro]larlum 4

s‘yo Quu b et numerus tum per hypothe-
ﬁ‘n valdc -pacuus, . tum . in fubtlllbn: fluidis, ad
qu,ae Iucc propoﬁno eft accnmmodata, reipfa fe-
re cuamal'wns~ in_expreffione temporis euancicet
quoque ba. prac gE,. .ldCO(]llC ‘tempus vpius femi-
ofcillationis  crit __.W““-i—:ilai; Refiftentia igi-
tur conﬂ;.ms non immutabig :cmpora ofcillatio-

aum. :
Schohon 2

5'71. Etnam{} ergo haec refiftenitia conftans
cum’ réfiftentia quadratis’ celeritatum proportio-
nali coniun&a confiderctur, ‘calculus’eo neque fie
prohxmr neque- ‘difficilior. Nam ex celeritate
maxima V¢ totus arcus vna femiofcillatione de-
feriptus eodem modo determinatur, fiue hacc re-
fiftentia con ans . ade‘;c fine non; vtroque enim
cafu plane eadem obtmctur uequmo. Quamob-
rem. vel ex hoc 1pfo fcqul videtur, hanc refi-
ftentiae legem in natura locum habere, alias ve-
ro refiftentias praeter hanc et eam, quae quadra-
tis celeritatum elt propé:‘tiomha, atu non in-
weniri;  Fluida ‘autem iam pridem. duplicem refi-

ftentiam exercere obfcruata funt, alteram quadra-
is
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tis celeritatum proportionalem, quae in motibus
celerioribus fola obferuetur, alteram in motibus
tardiffimis tantum f{enfibilem. Illa refiftentia ori-
tar a4 vi inertiae particularum fluidi, et per eam
corpus de motu f{uo amittit, quando particulas
eas reimouet; quam quadratis: celeritatum propor-

tionalem  efle dubitari nequit.  Haec vero refilten-
tia -a tenacitate fluidi- ortum -habety «qua particu-
lae ‘fluidi inter fe’ cohaerent et difficulter a fe in=
vicem “feparantur.) Dumoigitar corpus per datum
fpatiom mouetur datus particularum numerus ipfi

fpatio proportionalis a fe inuicem diuelli debet;
quare haec refiltentia congrnit €um potentia ab-

foluta motum corpom retardante; quippe quae
ctiam . per netha fp.ltna aequalem i@uum nume-

rum in corpus exerit.” ‘Haec igitur refiftentiz feu

vis motui_corporis femper cit contrarm, ¢t {e-*
cundum 1p{am dnrc&wpem motus in, corpus agit,

atque ldco eft vis tangcntlalls perpctud conftans ct
rt.mrd.ms. At hoc cafi natura a calculo exce-
ptionem poftul.it, quando corpus quiefcit. Quo-
niam_ enim h'tcc vis eft conftans, .a reque agere de-
bgrct in corpus. quxef‘cens ac in motum; quiefcens
auten}-. corpus, qum fluidi partnculm- non diuellit,
hanc vlm fentire nequit. Accedit ad hoc, quod,
cum haec vis dire@ioni motus fic contraria, ca
ln corpus _quiefcens, quod nullam habeat dire-

é‘tnonem, nullum effedtum habere queat. At fi

motus fuper linea curua inueftigatur, tangens cur-
uic femper pro directione motus habetur, ctiamfi
Tom. I1I. Pp cor-

L%
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corpus a&u quiefcat, atque ideo calculus cffectum
huius vis etiam in corpore quiefcente oftendit;
hoc igitur cafu a calculo exceptionem fieri opor-
tet. Corpus pendulum ergo per aliquod paruum
fpatium circa C in quiete permancre pofle ideo
eft dicendum , quia eius nifus verfus C non fuffi-
cit ad particulas fluidi a fe inuicem feparandas.
Quare corpus quicfcere poteft in quolibet punéto
illius fpatioli, etiamfi calculus oftendat, etiam in
ipfo pun&o C corpus non in quicte perfcucrare
pofle.

Scholion 3,

§72. Ex his quae partim generaliter tradi-
dimus partim de cycloide attulimus, perfpicitur,
quomodo in medio refiftente in duplicata ratio-
ne celeritatum motus corporis fuper quacunque
curua poflit determinari. Confiderauimus quidem
medium refiftens vniforme, et potentiam follici-
tantem quoque aequabilem; fed ex aequatione re-
foluenda apparet, eam quoque integrari pofie,
quomodocunque tum medium fit difforme, tum
potentia follicitans  variabilis, femper enim in
aequatione altitudo celeritati debita © vnicam tan-
tum habet dimenfionem. Progredior igitur ad
alias medii refiltentis hypothefes ; fed quia tum
non pro quauis curua motus poteft definiri, cur-
uae primo funt inueniendac, quae determinatio-

nem motus admittunt,  Afflumimus hic autem iuxe.
ta
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ta infticutum noftrum eas curuas, quae ad aequa-

‘tionem homogencam deducunt, in qua indcter=

minatae vbique eundem obtinent dimenfionum

numerum.  Si refiftentn fuerit poreftati celerita-

sam exponentis 2m proportionalis, habetur ifta
e o™J s

aequatio do—--gdx + 7w quae quo fit ho-

mogenea inter v et x debet effe ds—a—™dx,
: n !
feu s—=a®x'~™, feu ¥x—am—vs —m, Vel fi

ot s datis quantitatibus augeantur vel diminuvan-

m
tur, in curna, cuins haec eft aequatio x—um-»

| m 1
(§==f) V=™~ gm=1f =%, ‘motus quoque determi-
nari poteflt. In medio ergo refiftente in fip plici
ratione celeritatum curua fit cyclois, ideoque mo-
tum fuper ca determinemus.

PROPOSITIO 65.
Problema.

573, In medio quod refiftit in fimplici ratione . gM,

celeritatum, determinare motum ofcillatorium corporis

Juper cycloide ACB, exiftente tam medio quam po--

tentia Jollicitante vniformi,

Solutio.

Sit iterum vt ante diameter circuli genera-
soris CD==ja: abftiffh CP=—ya, et arcus CM=s.

Ppa Pona-

Fl‘o I
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Ponatur celeritas in C debita altitudini b et ce-
leritas in M altitudini @. Potentia corpus per-
petuo deorfum trahens fit —g; et refifténtia =

¥¢.  Fiat fuper parte AMC defcenfus, erit ex

. d ds' |
natura defcenfus do—=—-g dx - :,:h’ =88
WY | Ponatur ¥} =1y erit. v= 4 crdo= “'L“J‘“, vii-

de fit. 2kudu =—gasds + auds, quae aequatio
ita_debet integrari vt fao s=o fiat u_..f,"b Pro
afcenfu vero fuper afcu CN haec habecur aequa-

tio zludn**-—q’ardr—-zmdr. Ponatur z:-'*p.i’,
habebitur pro. defcenfu, 2kp sds—-2kps dp=—
&Ed — ds fi
gasds 4-apsds, feu ,,P_r,,__,ﬂ g {1111(: it
integrando If"—lC—-’ /(p )+an¢‘a=_3£¢&]
HESESEE =1 z==‘w'=,:;::*:°+¢“ L

q.av‘hfu—as-a-w a? 8 '
2y(a —-Sga_ﬁ) qav‘i?' as—-s?i 2 Egak}’ feu IC=1(24"0

} 4avhv—as4-syv(a®* -8 pak)
v L a ;]/r' ——*—-g:” VJ{.) vkd-....?,gak) /;W—ES-—IV{H"_TEHJI)

Ponatur s=o0 et v=»> fiev /C="/24 bV 4; hinc
2avyh—asyv-4-gs2vhk _ 44\’&'0—03-1-51/“’—8 ak) \ =...,
fict Sabvk S e ageh) ) T o)
In altera vero curuae parte CN pro .tlccnl‘u cor-
poris pofito C N =—s habetur haec aequatio
2avVR-4-asyv4-psivk __ 4avhv-as—sv(a? —8gak) “"T_a‘f"'—‘ =

2abyk (4nvizv+as+w(ai—-sgahj)ﬂé PR, Si
altitudo celeritati m.lxmme, qu.w fic in O, de-

glt— —8 pak :
(Izi_i"l'iia._ g: ;) "{“"‘33‘”” Hae autem aequatio-
nes locum non habcnt, nifi fic ¢ > 8gaky fen

f‘u” ¥ k<
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k<, Nam fi k>g; aequationes a logarithmis
ct quadmrura Cll'(.llll hmul pendebunt, Ponamus

s —pdp .-—dp
fle k= eritque & —
efle ﬁg’ que 3 == ‘sz o Qk
a .
412;2—:)' Integrando ergo prodibit /s =/C—

1(p— u}"i"ﬂp—c—-zc I(Nv 4k)+mf;:;;
==/C=l g aV hv—as)— L5+ zavpocae - Fit igis
tur IC —=!4aVkby vnde habebitur: I%{ﬁ sy cn
wviv—- Apparet hinc in defcenfu celeritatem nus-
quam “effe ‘poffe =0, femper enim 4V kv maivs
efic debgt quam 5. Hoc ergo cafu, fi celeritas
in pun&o C' fic realis defcenfus initium fit ima-
ginarium. Quare vbicunque corpus defcenfum iny

“geperit celeritas  in pun@o infimo C erit = o.

Ad motum  igitur inueftigandum fi defcenfus fit

ex punéo dato ' E tuemque O Iyl f, eric /C =

Vi k
l—af~ 14 ideoque +° - :;,‘;w”*; Ex quo in-

telhguur femper eflc aebere 4V Lo <sy quamaobs
rem in puncto C vbi szo deber quoque cffe vz
Maxima celeritas, quae fit in Q. habetur ponendg
Yo=8% feu sisvw,‘ quo pofito prodit /.5
——1, feu s =¢ = C O denotante ¢ numerum
cuius Jogarithmus eft = 1.  His igitor cafibus,
quibus ‘arcus defcenfus eft realis, nullus eft arcus
afcenfus. At fi corpus per arcum CN celeritate
mxmh in C altitudini & debita afccndat, motus

: 2 Pp g@iss lopust Mhae
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" . kv ka3 ¢ e
hac aequatione exprimetur /¥y = Sl ex

qua patet efle s—-4Viv<S 4 Vikbet Vol Vb ik
Tortus arcus afcenfus CN reperitur faciendo v—0,
tumque erit / 7 ==—1, feu CN=%2" §i et
k{ﬁ-{, quem cafum iam tractauimus, refiftentia
adhuc fit maior, quamobrem multo magis cele-
ritas in C erit — o0, fi quidem defcenfus ex pun-
¢to dato fiaty; atque pro data celeritate in € ini-
tium defcenfus erit imaginarium  Quamobrem ae~
quatio quam pro defcenfan dedimus eft imagina-
ria, nifi conftans determinetur ex dato defcenfus
initio.  Sit igitur arcus CE—J erit /C = Igaf*

L —+ a?—8pak) - o ! &
Vk—yo=sian "5;,;,—,&,_—35,,‘-{ factoque s—o erit /&5

— @ Ja—v(a*—B ak) k. e
b v(az:_Tgck} ,Hﬁﬂ"-—-ssﬂk) ﬁ Y non Cﬁ.l.t --—0, nam

fi © eft =0 haec acquatio non wvalet. Appatet
autem hinc aequationem contradictionem conti-
nere, quia 2o naius eflfe deberet quam gff feu
vSE° pofico s pro fi At eft § = 2x atque ita
efflct v > 2708, quod eft ablurdum, nam in vacuo
eft tantum w=—ga, atque in medio refiftente ad-
huc minor effe debet. Pro afcenfu autem infere
uit acquatio inuenta atque ¢X €a totus arcus afcens
fus CN reperitor faciendo v=—o, quo pofito pro-

a
: Y (9—Y(a®—B8gak) J(i—8zak) — £.C g
dit .5'2‘5-——.(3‘:*_‘,,?‘,1;352;,; Vie*—8gaek) — LF‘Q'. Ex hlS 1g1=
tur perfpicitur fi fuerit vel k< g7 vel k:ﬁ, ofcil-
Jationes peragi non poffe, quia poft nullum de-
fcenfum afcenfus fequi poteft. Quare nobis po-
tilimum reliqui eafus, quibus eft £ g3, run:cit:;-
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ueftigandi ; quia enim in his refiftentia eft minor,
atque quantumuis parua aflumi poteft, ofcillatio-
nes vtique perfici poterunt. Fad&is ergo fuperio-
L L MP
5
quae acquatlo pofito g=p— % ablt in Imnc =
_ qdq+-2H
ﬂg"i_ 1'37!_'
et quantitas affirmatiua, eritque /C—Zls =1V (4
+B’)+ﬁf—%:lV(q’+B’)+ﬁiA; $
vbi Az feft arcus circuli cuins tangens eft & exi-
ftente imu toto — 1. Reftituto autem pro q
valore dcbxto erit /C=IV(22vVk—asVv4-gs
Vi) 4+ 35 At Y5, Ponatur ad I C defi-
niendum s=—o et v=—b, erit /IC=1V 2abVL+

ribus fubftitutionibus habemus

Ponatur & — S = B*, quia

v2abyk
+BkAiB‘:,s’ quare erit I#(zamvk-—aw-p-p.gs‘vil——_ Bk
At =iy Pro afcenfu vero per arcum CN

vaabyk ooy o 4Bks
inuenitur lﬂ,qu_,_,wwgs’vki — 4Bk At 4 aykvi-os

Pofito nunc =0 prodit integer arcus defcenfus

MC ex hac aequatione /V gjt:ﬁBk«At 4Bk __

h/sz, Atque totus arcus afcenfus CN inuenie-

i3 2ab a Bk —
tur ex hac aequatione 7V gss — 4Bk At +

“/gw_ Ex his aequationibus quanquam \udean-
tur arcus afcenfus et delcenfus inter fe aequales,

tamen funt inaequales; dantur enim infiniti arcus

quorum tangens eft eadem 2% arque pro afcen-

aQ

fu alius accipi debet alius prodefcenfu. Atque
cum
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cum infiniti dentur arcus tangentis 2% quilibet
corum ad pmpoﬂtum accommodiri potcﬂ His
enim fumtis “arcubus in ordiné prodeunt fucceflis’
ue omn¢<s arcus tam afcenfus quam de(‘cenlus, quam
diu corpus. ofcillationes peragit; nam quia aequa-
tio inuenta cft generalis ea emnia loca oftende-
re debct, in quibus COIpOI‘lb ofcillantis = celeritas
vaquam eft ==o. Quare in hac rehﬂcntlac hypo-
thefi hoc habetur commodum, quod [tatlm pro
qualibet ofeittatione centefima 'v. gr. arcus tam de-’
{cenfus. quam af‘ucnlns poflic definiri. . Sit arcus D

cuius tangens eft * -*-, et pofita ratione diame-
. . 40
tri ad peripheriam iy erit cadem tangens a"

omnium - horum arcoum Dy v 4Dy 27w+ D
3m~+D; etc.  Pro arcu defcenfus nunc primae

ofcillationis MC fumi debet arcus-1),-eritque ;—;3‘,‘
) Di} —D

— 2Bk (en abfciffh arcus MC"‘:L"’B" Abfciffaautem
arcus afcen('ua fequentis feu abfciffa arcus defeenfus fe-
b —a{ﬂ+__)

cundae (emiofcillationis crit g~ € = *% Simi-
h modo ab{’uﬂ'a arcus defcenfus in tertia femi-

3 | eoitEniD)
ofcillatione erit = ¢ an - ABK " Atque genera-'.
licer abfcifla arcus defcen(us in ofcillatione quae in-

—a(nmaD)

dicatur pern—i-1 ¢ft -é e 2Bk T quae fimul eft ab-
fciffa arcus afcenfus . in ofcillatione quae indicatur’
numero 7.« Quod ad tempoea ofeillationum © at-’
tinet, ea fequeati propofitioni referuamus. Q.E.I.
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Corollarium 1.

574 Nifi ergo fuerit £> g%, ofcillationes ab-
folui non poflunty quia finito primo defcenfun

corpus ad quietem redigitur, fi vel k< g vel k

=5z Atfik>ghofcillationes perpetuo durabunty
—a(nm4-D)

. b [
quia expreflio ;¢ 2B peque euanefcere ne-
que negatina fieri poteft. |

Corollarium 3.
 595. Arcus defcenfus fe habet ad arcum fe-

quentem afcenfus in data ratione; eft enim ab-
wDa T2ei{te-D) :

fciffarum ratio -g”—e 23k, ad ,’;_e 2Bk, ideoque

" —Ta

ipforum arcuum 1 ad e 4%k, quae ratio non pen-

det a celeritate data V.

Corollarium 3.
596. Atque fimili modo arcus defcenfus primae
femiofcillationis ad arcum afcenfus femiofcillationis

numero 7 indicatae datam habet rationem, eftenim
mna

“haec ratio vt 48k ad 1. Quare i numcrug femiof-
cillationum duplo fit maior haec ratio fit duplicata,

Corollarium 4,

, §44. Arcus defcenfus quotcunque femiofcilla-
tionum fe infequentium confticuunt progreflionem

-Ta

geometricam decrefcentem in ratione x ad e45k At
que ideo integri etiam arcus femiofcillationibus de-
Tom. 1. Qq fcripti

i
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fcripti erunt in “progreflione geometrica ciusdem
denominatoris.
' Scholion T,

578. Quia autem pro D infiniti arcus acci-
pi poffunt, quo appareat quinam ex iis pro are
cu defcenfus accipi debeat; fumo cafum quo k=

§3) atque arcus afcenfus — ¥ feu eius abfciff
—:-’52 —2%¢~%. Hoc autem caft elt B=0 atque
—~u(m~4-D)

ab(ciffa arcus afccnfus-—g—c’ Ik Debet ergo

Bk B
= tangens arcus 7 D, et cum “a—’f- it =a5

debet m ~ D effe = 0. Ex quo intelligi-

tur 7 —+ D eflc minimum arcum tangenti

4% refpondentem. Dicatur ergo minsimus arcus

tangenti 2% refpondens E, erit D=E-m Quo-

circa in prima femiofcillatione erit abfciffa arcus
a(m—E)

b b -
defcenfus —¢ 2%k = ideoque ipfe arcus
a(me—E)

MC=¢ 43 V 'zz—-"—b. Ponatur £2% feu tangens
arcus E——=7, erit arcus defcenfus primae {emiofcil-

n—E
¢l iGN ===/ ok 112
lationis —e * V%=  Arcus afcenfus primae feu
~E

arcus defcenfus fccundae femiofcillationis — e ™

B ab
VZ2Z,  Atque arcus defcenfus in femiofcillatione
-F—(n—-:—l)'f!
quae indicatur numero n -}- 1 erit — e~ ~
V"’b, qui. eft, ﬁmul arcus afcenfus in femiofcilla-
tione aumero # indicata. Progreffionis geome=
tricae ergo, quam hi arcus afcenfus conftitpunt,

-7
denominator eft e =, Co-
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Corollarium 5.

s79. Ex his etiam in qualibet femiofcillatione
celeritas in punéto infimo C poteft definiri. Sit
enim in femiofcillatione, quae numero 7 indica-
tur, celeritas in C debita alcitudini @8, erit arcus’

—E
..ab

afcenfus —e 7 V22, qui aequalis effe- debet ipfi

. - (ﬂ--——l)‘ﬂ' |¥ 3 - (n—1 )
€ Vg-f’. ' Hihe e "y g e T Vb
Celeritates ergo in punéto C in femiofcillationi-

bus fucceffinis progreflionem geometricam quoque
—TT ;
conftituunt cuius denominator eft ¢ 7.

Corollarium 6.
580. Si 2 ponatur numerus negatiuus femi-
ofcillationes , quae ante primam fadtae effe pof-
fent, cognofcuntur. Vt in femiofcillatione pri-

mam praeccdente arcus defcenfus eflfe debuiflet
QHA-E

=3 "V 2ab
* Corollarium e

s8r. Si in prima femiofcillatione defcenfus

fiat ex pun&o cycloidis fupremo A, erit arcus
m—E
defcenfius —a. Quare eft Vii=e¢ 7 i celeri-

tas in pun&o infimo C feu V2 erit e T 1/5‘

Corollarium §.
582, Si refiftentia fere evanefcat, feu k fire-
rit quantitas vehementer magna erit B= V& et
Qq =2 -
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T = ==~ Cum igitur fit 7 valde magnum

erit E==%, atque arcus defcenfus primae femi-
w

ofcillationis — 27V 2% ot -i—z—'",r)V’?“-’ ¢t arcus

;
2 m )/ 20b
afcenfus = (1—3%) V.5,

Scholion 2.

583. Ex folutione huius propofitionis inter
cetera intelligi poteft , quanta circumfpe&ione fae-
pe opus fit ad conclufiones ex acquationibus de=
ducendas. Nam in cafu k3%, acquationes quas
pro defcenfu et afcenfu inuenimus ita funt com-
paratae, vt ex iis fequi videatur arcum afcenfus
acqualem effe arcui defcenfus; nam facto v—oex vtra-

a

que aequatione prodit &5 = (24 =8 Eor)) WS,
Atque hoc ita fe quoque haberet, nifi defcenfus
neceffario ficeret #—o. Pofito autem b=—o, nul-
lus datur afcenfus et aequatio pro defcenfu pror-
fus eft immutanda. Quare nifi ex cafu quo k==

g7 aduertifitmus. & effc =o', difficulter ex aequa-

tione veritas cognofci potuiffet. Jdem. quoque ac~

cidit , vbi in eadem hypothefi k<5 defcenfn ex

daito  pun&o. fi®o celeritatem in pun&o C

inueftigauimus,. pofite enim §=—g, aequatio

ad abfurdum deduxit. Ita enim eft com-

parata illa- aequatio , vt fao s=—o¢ non oftendit

efle quoque w—o, etiamfi revera fit v—o, ii enim

tantum. termini funt negle@i, in quibus reperic-

batur s, cum reliqui » continentes eodem _iur,f:
: e negligh
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negligi debuiffent.  Inueniri ergo non poteft eflfe
v—o fi s=0, fed quia ex aequatione abfurdum
fequitur, nifi effet v—0, ex hoc concludi pot-
eft effe v—o0 fi s—=o. In aliis vero cafibus, in
quibus abfurdum non tam facile perfpicitur, dif-
ficulter lapfus euitari poterif.

PROPOSITIO 66.
‘Theorema.

584. In medio wniformi, quod refifit in  fim- T"é’,‘g,“?*
plici celeritatum ratione, omnes defcenfus fuper cy-
¢loide AMC fiunt aequalibus temporibus: atque fimi-
liter etiam omnes afcenfus fuper cyeloide CNB aequa-
libus temporibus abfoluuntury fi quidem potentia fol-
licitans fuerit wniformis et deorfum directa.

Demonftratio.

Pro defcenfu fi dicatur arcus CM=—y et al-
titudo dcbita celeritati in M; v, habetur ifta ae-
quatio do=—--&¥_ L Y Ponatur Vv=u, erit »
vt ipfa celeritas: in M, atque ob dv—=2audu ha-
betur i{‘Fa- aequatio au-a’u:—g—;-d-’*’r—-j—zf} in qua #
et § vbique eundem tenent dimenfionum nume-
rum. Quare fi ponatur initium defcenfus in E et
arcus CE=f, et integretur aequatio propofita
ita vt fiac =0 polito s=f, prodibit aequatio in~
tegralis in qua #,f et s vbique eundem dimen-

num numerum conftitnunt, Ex hac igitur aequa~

Qq 3 bicuw
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bitur # fun&ioni wvnius dimenfionis ipfarum fet s
Quocirca elementum temporis 4 erit funcio nul-
lius dimenfionis ipfarum f, s atque elementi 7.
Eius ergo integrale ita acceptum vt eunanefcat po-
fito s —=o, erit fan&io quoque nullius dimenfio-
nis ipfarum f et s, et exhibebit tempus per ar-
cum CM. In hac igitur fun&ione fi ponatur s
=f, euanelcet f vbique ex ea functione, acqua-
biturque tempus totius defcenfus per EC fun&io=
ni ex quantitatibus conftantibus g, 2 et £ tantum
compofitae, in quam neque f neque alia quanti-
tas pun&tum E refpiciens ingredietur. Quamob-
rem tempus defcenfiis per EC eadem exprime-
tur quantitate, vbicunque punéum E accipiatur,
atque ideo omnes defcenfus aequalibus abfoluen-
tur temporibus. Si in formula tempus defcenfus
exhibente ponatur —Vk loco Vk prodibit tem-
pus afcenfus in arcu CNB, quod propterca quo-
que erit conftans, quantuscunque fuerit arcus afcen-
fu percurfus. Q. E. D.

Corollarium 7.

585. Quia z aequalis eft functio vnius dimen-
fionis ipfarum fet s aequabitur % funcioni nul-
lius dimenfionis ipfarum f et's. Quare fi pona-
tur s=nf aequabitur % quantitati conftanti, in
qua non inerit . In variis ergo defcenfibus ce-
leritates in punéis homologis totorum arcuum,

erunt ipfis arcubus f proportionales.
Co-
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Corollarium 2.

586. Cum in defcenfu maxima celeritas fit
vbi eft =% inuenietur pun&um O feu arcus
CO ex aequatione in qua f et s vbique eundem
dimenfionum numerum conflituunt; ex qua ergo
erit s fcu CO ipfi f proportionalis. * In pluribus
ergo defcenfibus tam maximae celeritates ipfae,
quam arcus CO arcubus defcenfuum totis erunt

proportionales.

Corollarium 3.

58+7. Quia tempus per MC aequale eft fun-
&ioni nullius dimenfionis ipfarum fet 53 tempus
quoque per EM aequabitur functioni nullius di-
menfionis ipfarum f et 5, feu etiam ipfius f et
arcus EM.

-

Corollarium 4.

588. Hinc confequitur nen folum tempors
integrorum defcenfuum, fed etiam tempora de-
fcenfuum per partes fimiles arcuum totorum effe
inter fe aequalia.  Similique modo hoc locum
habet in afcenfibus.

Corollarium 3.

. 489, Cum igitur tam omnes _defcenfus
fint ifochroni quam omnes afcenfus; etiam omnes
femiofcillationes aequalibus  abfoluentur tempori-

bus. Atque in cafi k>335 quo corpus perpetuo
ofcil-
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ofcillationes continuat , omnes abfoluentur tem-
poribus aequalibus.

Corollarium &,

590. Cyclois ergo, quae eft curna tautochro:
na in vacuo, eandem proprictatem retinet in
medio quod refiftit in fimplici ratione celcrita-
tum. Praeterea cyclois quoque tautochronismum
obtinet in medio, cuius refiftentia eft conftans,
fen momentis temporum, vt Newtonus loquitur,
proportionalis. (570.)

Scholion T.

so1. Hunc triplicem cycloidis tautochronis-
mum Newtonus quoque demonftraunit in Princ. Phil,
atque quod ad refiftentiam ipfis celeritatibus pro-
portionalem attinet, ex hoc demonftrationem
formauit, quod in diner(is defcenfibus, fi arcuum
partes totis arcubus proportionales accipiantur ,
in iis locis celeritates fint totis arcubus quoque
proportionales. 'Nam f{i celeritates totis arcubus
fuerint proportionales, fi elementa quoque ca-
piantur totis arcubus proportionalia, tempora per
ea erunt inter fe aequalia.

“Scholion 1.

592. Etfi autem ex his appareat, tempora
tam afcenfoum quam defcenfuum inter {e effle ae-
qualia, tamen detérminari non poteft, quantum
fit tempus fiue defcenfuum fiue: afcenfuum neque

ctiam
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etiam tempora-defcenfunum et dfcenfuum inter fe
poflunt comparari. Aequatio enim relationem. in-
ter 5 et yx definiens ita eft complicata, vt ex ea
elementum temporis -d—:, per vnicam variabilem
non poflic exprimi. Praetcrea ofcillationes infi-
nite paruae, quae ante in determinandis tempo=
ribus calculum valde facilem reddideruat, in hac
refiftentiac hypothefi nihil adivuant, Nam etiam

fi arcus totus defcriptus ponatur inﬁnite paruusy

: r v2ack Bk s
in acquatione 7 yrgus i cusegsivk) — 1,“ A.1. -——3—,,_,,“;5

quac ex fuperiori integrata dritur, ne vnicus ter-
minus enanefcit prae ceteris, Pendebit autem tem-
pus afcenfus a quantitatibus «, k et g, at quomo-
do ex his fit compofitum non liquet. Interim
tamen hoc certum eft, quo maior fic g ceteris
Paribus, minus effe tempus, at crefcente @ tem-
PUs quoque crefeere; k vero crefcente diminui,
quia refiftentia  fic. minor. In hac igitur refiften-
tiae hypothefi refiftentia in motibus tardiffimis
non euanefcit, quemadmodum in refiftentia qua-
dratis. éalcrit.xtum proportion.ﬁi. Ex quo confe-
qui videtur, fi refiftentia in maiore quam dupli-
cata celeritatum ratione crefcat, in motibus tar-
diffimis refiftentiam negligi pofle; at fi refiften-
tia fuerit in minore ratione, etiam in motibus
tardiffimis refiftentiam confiderari debere.

Ton 1. Rr PRO-
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Fig. 1,

variabiles z et ¥ a fe inuicem f(unt (eparatac; ita
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PROPOSITIO 67,

Problema. _ -

593. In medio vniformi, quod refiftit in ratio-

ne multiplicata celeritatumy cuius exponens eff 2 m,

determinare motum corporis fuper curua CMA, in

qua arcus quisque C M proportionalis eft poreﬂ:m
abfciffac CP, cuius exponens eff z—m.

Solutio,
Pofitis abfciffa CP—a et arcu CM_'J' erit
ﬂl
43°= rir. Sit celeritas in M debita altitudini

i o & A Q™ r
v, erit refiftentia in M:ﬁ; atque ideo fi cor-

pus defcendere ponatur fuper arcu € M habebitur
ifta aequatio do=— —gdx —!—-a::: 4T “pro afeen-

fu autem fu.per ¢adem curua jnferuit lﬂ:l aequa-
“v“d
T . Vtraque vero aequatio

feparationem admittct, ﬁ ponatur o =171, prodllz;tt
m ;“‘r x
enim pro defcenfu xndt——zdx —gd.».—k—“

—k™dt dx .
K g —4-t) -y 13td5PrO afcenfu haec aequatio

— k™t . ]
E™(g—+1 ) +a™t™

tio: dv—=—gdx-2

feu

In quibus aequationibus

vt

—————. YN

S——
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vt ¢ per x ope quadraturarum poffir determinari.
Conftans in integratione addenda ‘definiri debet
vel ex data celeritate in pun&to C vel ex loco
curude in quo vel defcenfus incipit vel afcenfus
finicor.  Si ponatur abfciflfa toti arcui defcenlus
vel afcenius refpondens f3 aequalis erit @ funcio-=
ni vnius dimenfionis ipfaram f e¢ a tam in de~
fcenfu quam afcenfu propter aequationes differen-
tiailes homogencas, Hanc ob rem Vo aequabitur
fundioni dimidiae dimenfionis ipfarum [ et a.
Tempus igitur defcenfus per MC, quod c¢ft ==

ds dx ; L
B a"‘f — aequale erit funétioni 5 —m
Vo x™Vo

dimenfionum ipfarum fet x. Quiaautem pofito x—f
prodit tempus totius defcenfus vt f5=™; cuieti-
am proportionale eft tempus totius afcenfus, fi
quidem f abfciffim arcus totius afcenfus defignat.
Si ponatur totus arcus vel defcenfus vel afcen-

fus =24, quia eft A vt f'—™, erit tempus to-

- A 1—2m

tum vel afcenfus vel defcenfus vt -f-.Tvcl VtAz-2m
i Jz

Plurivm ergo defcenfuum tempora funt in ratio-

ne ;—;, multiplicata totorum arcuum defcripto-

rum. Atque in eadem ratione funt quoque tem-=

pora afcenfium inter fe; fed tempora afcenfuum

et defcenfuum inter fe non comparantur, QE.L
Corollarium .

~ 594. Quia celeritas feu Vo aequalis eft fun-

Qioni dimidise dimenfionis ipfarum f et x; in

Rr 2 pluri-
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pluribus defcenfibus celeritates in puncto C ac-
quifitae funt in_ fubduplicata ratione alcitudinum,
ex quibus corpus defcendit, Atque altitudines,
ad quas corpus afcendens pertingit, funt in du-
plicata ratione celeritatum initialium in C.

Corollarium 2.

595. Cum tam ‘tempora defcenfus quam af-
cenfis fint vt f4—™; omnes de (cmﬁls aequalibus
abloluentur temporibus , fi fuerit m=4% feu refi-
ftentia ipfis celeritatibus prOportionnlis. Atque
hac hypothefi pariter tempora afcenfoum inter (e
crunt aequalia. Curua autem erit cyclois, vt an-
te oftendimus

Corollarium 3.

: | it i g% x %
6. Quia eft ds =251 erip 5=
596. Q X2 y A=
Ex quo perfpicitur, nif fit m< 1, curvam AMC
fore negatiuam feu quod perinde eft imaginariam.

Semper enim curua maior cffe dcbet quam ab~
fcxﬂ."&.

Corollarium 4.

597. Practerea femper deber eflfe dy >dus
quare quo hoc accidat fi =0 debet m eflc nu-
merus pofitinus.  Hinc noftra propofitio , requirit
¥t 2 inter limites o et ¥ contineatut

. ; Co-
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Corollarum: g,

's98. In his cafibus maximus ipfius & valor
erit «; ibique erit ds='dx, feu tangens vertica-
lis.,  Hocque loco curma habebit cufpidem, altius
enim afcendere nequit, quia fi x2a, foret d:-c,',
dx, quod ﬁen nequxr.

Corollarium 6, ,
599. S: . continetur intra limites 0 et 1 y
curua in C habebit tangentem horizontalem, at-

sds a“"‘x"""""
que radius ofcuh in C eri¢, == 2

I—m

,n

pofito » —o. Quarc radius ofculi in C erit in-
finite paruus fi m<% finitus fi m=} et infinite
magnus fi m';-z

- Co?rollﬁrlum " g S Bl

) aht
600. Tempora minimorum def’cenf’uum ct:
afcenfuum funt mﬁm;e parua, i m<g%, at finita
fi m=—4. Infinite magna dcnrque erunty fi m>%
Tenent ergo mdtorum ofcuh m mﬁmo pun&o
C ranoncm.

Scholion.

6o1. Habemus hic ergo exempla curnaram
Pro refiftentia minorem quam- duplicaram ratio-
Bem céleritatum tenente, fuper quibus motus cor-
Poris poteft determmar: At i medium in ma-

Rr g iore
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iore quam duplicata ratione refiftit, curug nus-
quam habebit tangentem horizontalem, atque ideo
defcen(us et afcenfus nunquam finiri poflunt. Quo
autem in exemplo appareat, qualis fit motus cor-
poris .in medio, quod in maiore quam duplicata
ratione celeritatum refiftic, inueftigare lubet mo-
tum corporis fuper c3c101dc faltem in medio,
quod refiftit in quadruplicata ratione celeritatum,
Hanc vero refiftentiae hypothefin® prac aliis eli-
g0, quia in ea celeritas commode pcr {eriem
poteft dcﬁnm. 2Il9g 2

PROPOSITIO 6§

Problema. -

T, X1, 6o02. In medzo wzzfo: mi, quod refiflit in qua-
Fis * druplicata ratione celeritatum , determinare tam de-
Jeenfum quamafcenfum. corporis guemeunque Juper cy-

cloide AC B

LY

So’lut:o.

Pof‘ta potentia vniformi corpis perpetuo de-
orfam trahente g, et abfafla CP—yx, et arcu
CM=y, erit ex natura cycloidis dx = 4‘-'5- Sit
celeritas in C debita alticudini by et in M alei-
tudini @5 atque exponens _rcﬂ{lentiae k, erit re-
fiftentia in M=%,  Pro defcenfu ergo habebicur
haec aequatio dv=-gd x -3+ — ks udley at

pro afcenfu ifta: do—=—EL—2'F  Ppro defcenfn
3101 po-
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— 2 . ] o 2 A 2
ponatur v:-;’:g-,"-l-’ﬁ; erit dyo—=klddz , kdz pofic

xds z%ds
to ds conftante. Quamobrem habebitur k*ddz ==
2 t [ . . . . :
€55 5 quae aequatio in feriem conuerfa dat z—
e €1 TR0 e bgts!
f-’r'bjf—t'-;-s,ﬂ?f"l—i‘f?mi 2-3-576°‘k‘+5-"*_-g-3"_”‘1
§ . :
A -,:”—_’%—m —+ etc.  Ad conftantés fet b de-

terminandas quaeratur valor ipfius ‘o pofito s=—o;

. 3 ¢ : 2h ) EILEACY R I . 2 ds
crit €rgo b—-"‘"'kf_b!_ Et quia fi s=—0cft dv—="5"
—— AR o ’_’a 1d I‘dﬁ"; 3:_— k’b‘
e bid;’ propter do= T;ds ”"l"sus y LIt o — if

quac aequatio cum illa Congruit erit ergo h=— .
i—f "Hoc f{ubftituto erit o

s f

L e T TR U R S

b 20 3 ak? 2.3.5at i 3 4.6a%k* thl._'
bs . bgst bl 31X il

L - ogsae T gak T Tgeans oSG

Pro afcenfu vero pofito —s loco s habebitur v =

-4 Zsf_ {,—gij ﬁ’»__gi_ bp?s0

b "?;' 3 hf.—l'.»..'i.-.s_._:‘g'h’ 1 3.4-3_%’@1 £y Ex his
O L TN L phal
T—tipa FT3ak® T §.4ak® TV 23760 % Ge 4

acquatiombus- totus arcus: vel defcenfus vel afcen-
fus inuenitur, fi ponatut'@="0, atque valor ipfins
s inqteihg'a:ur, Yt fi ”Z:: fuerit quantitas valde ma-
gna eric arcus d'c('c,cnifus s hip, B2V Sk

5t = v A
1 7a%b%g .
== 5¢5k+yoab T €t At fequens arcus afcenius
2 x achonk 8ab? L 1.70%by,
qlil fic F crit — i iigﬁ"‘l—g;gak«t‘{&z B - etce.

Q. 1.
= e 2 L1 Corolatiumae s

_603. Si ergo refiftentia’ et quam minima
erit fumma arcuum' defcenfus et afcendus fen ar-
cus
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cis vna (emioftillatione’ deferiptus, i. ev E-i—-F.__
.gﬁ.:., qnmv prt)xlme.u. MAnQ *ianelie (3

Aun0s meital ni ] sk
Loloﬂallum 2

604. ],)xfﬁ,rmtm autcm inter arcum afcenfiss
6ab® __ g(E4-F
et defcenfus Aeilicet l;'.p-ﬂF._.-'”:,,._,. f,;‘;,,%. Quare
differentia inter arcuum defcenius et glccniua eft
vt biquadratum fummge arcuums

Scho]iori I.

60s. Ex his perfpicicur in medio rariffimo,
quod refiftic in quadruplicata ratione celeritacum
differentiam inter arcus afcenfus et defcenfus pro-
portionalem effe biquadrato fummae arcunm, feu

E—F—=4%E0" Supra autem vidimus in medio

rarifimo, quod in duplicata ratione celeritatum

2ab
refiftit, efle arcum defcenfus E._" 'b-}-,: %) ‘etars

—Y2ab _ 2ab, —2¥e ab
cumafcenfus F=T= —%35; hinc erit E—-F—=7~

et E—F:;’:i““‘i—)—(s 57.). %are in' hac re-
fiftentia eft differentia inter arcus afcenfus et de=
feenfus vt quadratum’ fummae’ arcuum. ~ Atque in

medio quod in fimplici ratione celeritatum re*

fiftit, fi fuerit rnriﬂ‘nmum elt E:“‘;‘b+:;$:
28 5 : 98—
Tom '-‘L :;:t(saz)o Quare erit E— F::%%—;ﬁ,-'
F)Va_ ;
Jﬂ{:}fk; Seu differentia inter arcus defcenfus ct

afcenfus eft ipfi fummae arcuum proportionalis.
Ex
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Ex quo confequi videtur in medio quocunque ra-
rifimo, quod refiftit in 2 multiplicata ratione
celeritatum, differentiam inter arcis. afcenfus et
defcenfus fuper cycloide proportionalem effe po-
teftati fummae arcuum afcenfus et defcenfus, cu-
ius exponens fit 2m. Atque in hac refiftentiae
hypothefi conieétare licet, fore arcum defcenfus
E:'l/zrzb . 2.4.6---"amab™

¢t arcum af-

¥g  “ 8-5:0 g » (2= x)gh™
g Vaab '2.4_.6 ----- om. ab™ Vad
i Vi LISs) 7----(2'»:—1—-:)gk"" eas
1.2.3-smmmmghit (B F) 27
i Tk 3:5- 7“’-("771-%-1)2*’”“‘ = e

ties ergo m eft numerus integer feu 2 nume-
rus par, affignari potéft aequatio inter E—F et

E—-F: at i w fuerit numerus fracuos valor fra-

Gionis 3=--2=70 s per methodum interpola-

tionem, quam exhibui in Comment. Acud. Petrop.
A. 1730 , inueftigari poteft. Ex qua quidem con-
ftac i 2m fuerit numerus impar valorem huius
fractionis involuere guadraturam circuli, quemad-
modum etiam in cafi, quo 2m—1 reperimus.

Scholion 1. :

606. de quidem ad ipfam propofitionem
attinet, effe differentiam  inter arcus defcenfus
et afcenfus fuper cycloide in totuplicata ratio-

e fummae arcuum , in quotuplicata ratione ce-
Tom, II. Ss leri-
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leritatum fit refiftentia, fi quidem fuerit minima
Newtonus in Princ. demonftrauit.  Avque demon-
tracionem etiam ¢X ipfa aequatione dvz—-‘%f-’
v™d s
_‘;Tri._
,,,,—l—-Q, vbi Q erit quantitas valde parua prae 4
et ia Hmc ob. rem habebltu: - ‘-’-45 }—dQ_., = 0
(-5 2a1)-—g1 w, s
: L (2ak)™
hoc integraliita acccpto vt cuancfcar pefito v==0.

b—gs" )™ ds
Pro dcl'cen"u ergo cnt fu-""b-— +/'(_%.f__£‘__).__u

derinare licet. Ponatur enim @ — ) —

(eak)™
5’ 2
gs (2ab—gs*)™ds
t . L T e = 5 g
et pro 1ﬁ'cnﬁ1 v= 5'. L f (k)™ i
Ponatur ¥:=0, et quia tune proxime eft 5....."35.

v2ab . TS 5t 2
ponatur 5 ==t e gy Orit [0 = =EIEE

(2ab—gss)™ds i (agb_grr)“ﬂ
f Y (awk)™ op ¥ §run q—“vﬂgbf' (zak)™
ﬁqm‘dem poftintegrationem pon.ntnrc‘—V—é LAt quia
in hoc¢ ipfius ¢ vilore ipfarum V' et s funt ﬁm
dtinenfiones habebit ¢ huiusmodi’ formam No™
Quocirca erit arcus dc:fcenius F,_._‘{ ‘;b—+—-Nb’“ (34

arcus a('ccnﬁts F_... \gg —N)™.  Hinc crgo ha-

; m 11?‘
bf.bltur E = F — N!}”’ o 5:::‘:: LAt nu
o i

ab'- s
~merus. N obtinebitur ex formula.?/,‘bf(d A" “g
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fi poft integrationem ponatur..c:"—,_f-;—b.Atquc haec
eft demonftratio illius ipfius, quod in praecedente
(-holio ex indu&tione derivabamus. Erit enim
N pumerus rationalis, quoties m fuerit numerus
integer affirmatinusy at {i 2m fuerit numerus in-
teger impar inuentio numeri N a quadratura cir-
culi .pendebit. Generaliter autem wvalor ipfius ¢
2.4.6----2mab™

cum hac expreffione 55,7 -~ (ami-1 k" co

n-
gruit. :
: PROPOSITIO 6o.

Problema.

60%. In medio, quo refiftit in quadruplicata ra Tab, Xur,
tione celeritatum, fi detur corporis fuper curua AMC ~ F'8 *
ex dato punclo A. defcendentis in fingulis locis cele-
ritas, inuenire celeritatem eiusdem corporis defcenfum
n quocungue alio puntto K incipientis.

Solutio.

Pofito CP=x et CM—y, fit corporis ex A
delapfi celeritas in M debita altitudini », quae
‘quantitas 2 ergo per hyp. datur per x et s Jam
fi corpus defcenfum ex quocunque punéo E in-
cipiat , fit celeritas in M debita altitudini v. Ae-
quatio vero motum determinans erjt v =—g dx

*d ¥\ _ ;
=% , quae dat valorem ipfius v ybicunque de-
~deenfus inceperit; erit ergo. etiam duz=—gdx -+

Ss 2 1‘;2’
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wds .

ws - Ponatur v=u—gq, erit du—dg=——gdx -~

wd : *d ;

i — MRS %% ex qua aequatione propter du

dLL L utds 4 Hiijhe 29

—=—gdx¥— 5 oritur —dg=— ;‘d‘—}—g?fdfcu -
2/uds

d 2 t 2Juds
- #E =& quae multplicata per e K dat
2 fud
, 2fuds e
hanc' integralem e & :cq-—l_—qf-——:;——-, ex.
o 2Juds
. . k e k‘ . .
qua prodit ¢ = Tad—- Quocirca erit y—t—
cJe ¥ ds .
2fuds
ke k* : . g .~ puds
sy il qua gequatione mtegralmf—z;- et
i—-fe ¥ ds
2fuds

Je ¥ 45 ira fint accepta vt euanefcant pofito S=0.
Sit nunc altitudo celeritati in C debita == a, fi
defcenfus ex A fiat; at altitudo celeritati in q
debita fi defcenfus ex E fit —b; erit b—a — %
- p 2uds
(a—b)k e k*
- uds _*
K—-{a=b)fe ® ds
ta ergo celeritate in C nempe V) ingenietul
pun&tum E, in quo defcenfus incepit ex hac acqua~
o 2Juds ,
: (a=b)k "¢ ** Badsis
tione 4= — i ¢x qua valor ipfius &
o
k' —-(a—b)fe ¥ ds ,
dabit arcom CME. Quia igitar datur # per 5
ex hac acquatione celeritas corporis ex quocun~

(Iﬂﬁ

Da-

Ex quo habebitur v=u—
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que alio pun&o delapfi fuper curua AMC inue-
nictur. Q. E. L

Corollarium 7.

608. Si valor ipfius @ ita immutetur vt tam
in numeratore quam in denominatore 4 fine co-

udsd k gll_l%f
uje k* ds—g e
efficiente appareat, prodibit -—( f 2Tuds )
: fe % 43
k*u
(:b'-"'+' 2fuds 2/uds :)
e & —ufe ¥ ds :
> ~. Atque erit v—o0
(b‘_ﬂ"_ a 11(15 )
Je k’ ds
kEu
fi elt a — - :233_ zfuaih_-éh

ufe R ds—k'¢ kT

Corollarium 2,
609. Quia et du— 45 =—gdx, erit huius aequa-

2fuds
tionis per eiﬁ multiplicatae integralis haec y—
Juds Juds  —fuds

ae B —ge K [e kR dy; integralibus ita fumtis
vt cuanefcant pofito s vel xa=—o. Vel etiam eft

“‘ -+~ 5—-’-"““‘“, atque hinc f‘,;"—'f“f" —+[52, Quare
Jgdx

!
erit ¢ k‘:e 2

; vade dx loco ds in acquatio-

we fuperiore poteft introduci.

ok e Co~
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Corollarium 3.

6ro. Si refiftentia fuerit quam minima, cua-
2fuds -
nefcet fe k™ ds prae k*; et ideo erit v —uy—
2fuds
(a—b) e F’ =u—(a—b)(1-2[3¥), propterkquan-

titatem maxlmnm. Quamobrem erit q,':b_+_~_bfud;

afud s

ud "
—a—2 [ 5 "}“u--—(l-i———-* (b—a—+ P
1_ ) _4..._1&‘_4:“4.)

Corollarium 4

611. Cum autem fic V(1 +;ﬂi‘!§ — _lrjudt
erit elementum temporis f—,f,l e e o |
k*ds :

Per acquationem autem

&’ +j!£(f \/) (£+Er-%-:’:71,a;)'
du—=—gdx— 7= eft quam proximeu—a —gx -4
S8 4 ynde erit Juds=[(a—gx)ds, atque 5=

Lids
Frtfla=ga)ds) ¥ (b—apsitrt il
k*ds
(k™= (a—gx)ds V (b— —B e hdiy

-2J)(a— gx)ds

Scholion.

612. Quemadmodum hypothefis refiltentiae
quadratis celeritatum proportionalis prae aliis hy=
pothefibus excepta ea, quae eft conftans, hanc ha-

bet pracrogatiuam, vt corpons {uper quacunque
curul
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curua moti celeritas in omnibus locis ex aequa-
tione curuae poflic definiriy ita haec refiftentiae
hypothefis in hoc prae reliquis excellit, quod cx
dato vnico defcenfu vel afcenfu, fimul omnes de-
fecenfus et afcenfus poflint determinari. In aliis
enim refiltentiis operatio , qua hic vfi fumus ,
non f{uccedit, neque ad aequationem deducit, in
in qua indeterminatae a e inunicem feparari pof-
funt. Hanc ob rem vti refiftentia conflans eft
fimpliciima, eamque fequitur ea, quae quadratis
celeritacum eft propertionalis, ita poft has pro
fimplicifima refiftentine hypothefi e¢ft habenda
ea, quae fit in quadruplicata ratione celeritatum.
Videtur quidem ex his parum commodi ad mo-
tum in hac refiftentiae hypothefi definiendam ob«
tineri, quia vous defcenfus tanquam datas accipi-
tur; qui autem inuentu aeque eft difficilis ac quis-
que alius, At fi plures defcenfus confiderancur,
et intér {e comparantur, acquatio dv——gdx—~
= reipfa tres variabiles implicat, nempe prae-
ter @ et s feu x celeritatem in pun&o C, quae
in variis defcenfibus variatur. Quare cum refolu-

tionem huius aequationis ad hanc aequationem du

u¥ds . - v
=—gdx -7 reduxerimus, quae ad vnicum de-
fecenfum f(peé&at, illud incommodum trium varia~
bilium hoc modo tollitur. Praeterca ope iftius
artificii plures defcenfus inter fe comparari pof-
funt, quod in aliis refiftentiaec hypothefibus ne
quidem fieri poteft. Atque hinc etiam multa pro~

= ble-
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blemata inuerfa pro hac refiftentiae hypothefi re-
folu poflunt, quae in aliis omnino tra&ari ne-
queunt.

PROPOSITIO 7o.
Problema.

613. Si refifientia fuerit quam minima refpectu
potentiae [ollicitantis abjolutae, et proportionalis po-
teflati cuicunque celeritatum determinare motum <or-
poris fuper quacunque curua A M.

Solutio.

Defcendat corpus fuper curua AM, defcenfus -
initio in A exiftente; ponatur{iperaxe verticali ab-
fciffa. AP==x, arcus A M—y; et potentia perpe-
tuo deorfum trahens —g. Sit celeritas in M de=

3 M
bita altitudini @ et refiftentia ibidem = w168

vt refiftentia fit proportionalis poteftati exponen-
tis 2m celeritatum. His pofitis erit do =gdx—

V™ds :
Em > at quia refiftentia ponitur valde parua, erit

m
¢ ds -
terminus —5— vehementer exiguus, atque pro-

pterea ¥=gx quam proxime, Subftituatur galo-

! ) v™ds g™
co v in termino —-o erit :v:g.r—-z-,,;_{x’"df

at-
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—_— vy ) } o &) .. 1 T
atque fimili modo adhuc propius v:gx-—f—- 1*ds
mg.m 1
P —fxm=Vdsfx™ds. Quae integralia ita
funt accipienda vt cuancf‘cnnt pofito a==o. Hinc
m [ 4 M am/ym— M
AT i +_q fa™ds < mg {.1,’“ 'n’.ff.]. ds
Yo Vgx akTEXVES:, 2k3g2aVER
3.2-”‘§f’»“‘df)
8k3"gtx Vg n®

d
AM erit :/‘V;.x gm‘f‘ Ed:fx“‘d; q. pr.

At fi defcenfus ad fixum pun&tum C wvsque defi-
deretur, initio defcenfus ¢x pun&to E faéto, po-
natur pun&i E fupra C altitudo verticalis CD—a;
abfciffa CP—=u- et arcus CM=s; quibus pofitis
hic cafus -ad fuperiorem reducetur, fi ibi loco x
Ponatur g—x et —ds loco ds.  Quare fi altitu-

do celeritati in M dcbita vocetur @, erit v=—g
2m—1

(a—x) + k,,,f(a-—x)’“d.f——l—m‘i,.——f((;_ ¥)®='ds

+

Atque tempus defcenfus per

- Jea—x)mds, q.p- Haec vero integralia ita funt

accipienda vt euanefcant pofito v ==a.  Atque

tempus per arcum EM eft =~ [7;0-5 -

Mm—3 _
%ﬁf (a—x)=3ds [(a=x)™ds. q. pr. vbi iterum

omnia integralia ita {unt capiecnda, vt eunanefcant
Pofito x=—=a. Simili modo fi corpus ex C fu-
per curua CME afcendat tanta celeritate, qua ad

Tom. 11, 5 pun-

Fig 2,
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Fig. 2

_‘%,‘,,f(zz—-x)“‘d‘f q. pr. pofito poft integrationem {u-
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punctum E vsque pertingere poffit, caedem ae-
quationes locum habebunt i modo loco #™ po-
natur —k™. Hanc ob rem erit v —g (4—x) —

f dud mg 2m—1 o
i Jla—x)y™ds 4~ —=—m—f(a—x) ™" ds [(a—x)"ds,q.p.
atque tempus afcenfus per ME — -—f’m‘%“_‘_}‘, ——

m—3 —3 : o
g-_l:'.’_" f(a—x) 2 dsf(a—x)™ds q. pr. omnibus his in-
2

tegralibus quoque ita acceptis, vt, enanefcant po-
fito x—a. Atque hoc modo tam defcenfus cor-
poris fuper curuz quacunque, quam ofcillationes
fuper curua idonea in medio rarifimo poterunt

determinari. Q. E. L

Corollarium 1.

614. Apparet ex his, quod quidem per fe
intelligitur, fi corpus in medio refiftente fuper
curua AM defcendat, fore celeritatem in''M mi-
norem, quam fi corpus in vacuo fuper eadem
curua defcendiffet.. Atque tempus in medio re-
fitente maius eft, quam tempus defcenfus pex
AM in vacuo. 93

Corollarium 2.

615. Altitudo celeritati in punéo infimo
C debita prodibit, fi in expreflione ipfius ¥ po”
natur ¥ = 0. Hoc autem fako fit v =ga —+

pra
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pra praefcripto modo pera&am x=—o. At fi
(a—x)™ds ita capiatur vt eumcfcat pofito x=o,

tum erit in pun&o C, v v=ga— mf(a_x) ds, fi

poft integrationem ponatur x—a Id quod ad
defcenfum pertinet,

Corollarium 3.

616. At pro afcenfu celeritas corporis in C

‘qua ad E vsque afcendere valet debita erit alti-
m

tudini ':iga-—i—%f(awx)“‘ds ,' fi hoc integrale ita

accipiatur vt euanefcat pofito x=¢, atque poft
integrationem ponatur xX=—d.

Corollarium 4.

6145. Sit altitudo debita celeritati in C—=#
quam iam defcendendo per EMC acquifinit, et
qua iterum fuper eadem curua afcendet; ponatur
altitcudo DC defcenfu percurfa vt ante @, et al-
titudo ad quam quam afcenfu pertinget ¢—d, erit

m

d quantitas, valde parua; atque ideo s/— ga-—im

LY dumd

Lﬂl

Jta—ux )’“d.r.__gﬂ-—gd-i—kmj(a—xj dsyet d—=
J(@—x)"ds. Vel etiam d::-ﬁgfﬂ’.

Tt 2 Co-
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Corollarium g,
618. Quia tempus defcenfus p'cr EM eft ——
ds T 3 - B
el - —X ds[(a—x)™d -
ng((z—x)+ v J(a—x) 2dsf(a~x)™ds his in
tegralibus ita acceptis vt euanefcant pofito x—a;

. 25 ds V dasii ;
erit tempus per --Cm_ff](g(a-:—x);m i f(a—a)}
ds fla—x)™ds, fi integralia ita accipiantur vt ena-
ncfcant pofito x=o. ' Atque fimili ‘modo in af-
i~ L LN Ao -
'Vg(a—x)'-'-l_. 2™
fla—x) gd.rf(a—-.t‘)"*rfr-. £3)9

cenfu erit tempus per CM =

Corollarium 6.
619. Integrum ergo tempus vel defcenfus
vel afcenfus per CME habebitur, fi in his pofle-
rioribus formulis ponatur poft integrationem x=4a.

Scholion.

620. Satis iam expofitis jis, quac ad mo-
tum corporis fuper data curua indeniendum per-
tinent, progredior ad quaeftiones inuerfas, in
quibus” ex aliis datis, quae incognita fant, inue-
ftigantur.  Et primum quidem occurrunt huius®
modi problemata, in quibus lex accelerationis fed
fcala ccleritatum d'.ltl.li‘, er curua qm-lcritur, quae

motum illi fcalae conucnicntem producat in I!‘;F'
io
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dio quocunque refiftente; potentiam vero abfolu-
tam vt haéenus conftantem et deorfum diretam
afflumemus, -

PROPOSITIO 1.
Problema.

In medio, quod i refiftit in ratione qua- Tal!; X111,

cunque multzpl:mm celeritatum, inuenire curuam AM, i
jé'_tpe: qua_corpus ita dqﬁendat , Ot in j'm'ulx.r pun-
M ‘celeritatem habeat debitam altitudiniy  quae

acqualis fit applicatae vefpondenti PL datae curuae BL.

Solutio.

Pofita AP=—=x et PL—wo dabitur aequmo in-
ter & et v propter curuam BL datam. Tam fit
drcus AM—s, et exponens rationis multiplicatae
celeritacum 2m, cui rcﬁﬂentm eft propomo-

v™ds
™ ) _de,-
nomnteg potentiam vniformem deorfum trahentem
et k cxpmlcntem refiftentiae. . Ex hac igitur ae-
Shk™dx<k™do ;

e y quae quia v per
& dari ponitur, variabiles habet a {c inuicem fe-
paratas, atque idcircd fufficit- ad curuam: quaefi~
tam AM conftraendam.: At quia ds femper ma=
ius effc debet quam dx3 ne curua AM fiat ima-
ginaria, oportet vt fit gk™dy kmdq;}q;ﬂd x, feu

Tt 3 dx>

nalis; qmbus pofitiss erit dv:gdr-

quatione cft ds—
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o k™dv N _ - AR5
dx > ko amque vbi eft dx"’“gk -

ibi curuae AM tangens fit verticalis; et vbi da<
k™do

gkm—o™

re nequit. Q. E. L

, ibi curua AM omnino partem habe-

Corollarium T
622. Cum vbi curuae BL tangens eft ver-
ticalis, fit dv—o, erit in loco refpondente cur-
k> d :
uaec AL, dsz-;—,;——-, in quo punéo corpus de-
{cendens maximam vel minimam habebit celerita-
tem. Nec igitur hoc curnae AL pun&um fit ima-

ginarium, oportet fit gk™So™, fen w<kVg.

Corollarium 2.

623. Si curua BL alicubi incidat in axem
AP, vt ibi fit ¥=0; erit in loco curnaec AM re-
fpondente ds—oo; fi quidem m fuerit numerus
affirmativus. Hoc ergo loco curua A M habebit
tangentem horizontalem, in quam curua definet:

Corollarium 3.
624. Habeat curua A M alicubi tangentem
horizontale, m cuanefcet illo loco dx prae ds.

' : =k™dv
Quamobrem erit ds———5—. Ex quo apparet

in
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in loco curuae BL refpondente applicatas decre-
{cere debere, atque ibi curnae BL tangentem fo-
re horizontalem, quia dv infinities quoque ma-
ius erit quam dwx.

Corollarium 4,

625. Curuae AM tangens, vt vidimus, eft

ol . kmdo it
verticalis, wbi eft dx:gk"‘-w“‘ Quo igitur cur-
ua in initio A, vbi celeritas fit nulla, habeat
tangentem verticalem, oportet vt ibi fit do =
gdx, feu v=gx. Hoc ergo cafu tangens angu-
li, quem curua BL in A cum AP conftituer,
erit —g.

L]

Corollarium s.

kmdx—k™d
626. Cum fit ds:g :m .

. ds gkmdx—Lk™dv .
mentum temporis &= ST T . Quocir-

z

ca tempus defcenfus per AM erit — -

O 3 , (2m—1)v™3
x

&
+ginf i
: 2

, erit ele-

Scholion T, |
627. Si curua. BL fuper AB afcenderet;

tum curua AM quoque furfum vergeret; atque
loco defcenfus problemati fatisfacerer alcenfus fir-

per
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per illa caria.  Fit ‘enim hoc cafu abfciffaw ne-
gatiua ideoque! et eius elementum da; quamob-
~gk™dx—k™dv

g:.lf-"!v

rem habebitur ifta acquatio di=

. ga o™ds
quae oritur ex acquationé _{l‘v.‘:—-gdl‘—-—?ﬁ—- na-
turam afcenfus continente;, Simili,modo fi cur-
ua BL ita eft comparata, vt rurfus afcendar
tim carua AM quoque furfam dirigetur; et par-
tim: defcenfu  partim .afcenfu: conditioni. praefcri-
ptae fatisfacict. , : e

- Exemplum' T.

628. Si quaeratur curua AM fuper qua cot-
pus aequabiliter moueatur celeritate f{cilicet alti=
tudini & debita; erit. BL linea re&a parallela axi

: , { gkﬂdx
AP atque v = 4. Hanc ob rem erit ds— .
Vnde fequitur lineam A M fore re&am inclinatam,
et cofinum anguli, quem cum verticali AP con-

m t

fituet fore :EE; pofito 1 pro finu toto. Quo

igitur maior fuerit 4, feu celeritas, qud, ‘€OTPUS
ferri debet y co minor erit angulus cum verticali
AP, atque fi fuerit b™=—gi™, tum linea quaefi-
ta ipfa erit verricalis AP. At fi 4™ maior pro-
poneretur quam gk™tum folutio perduceret ad ima-

ginarium; ad angulum feilicet; cuius cofinus ci}"ci
maio
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maior finu toto. Tempus porro, quo lineae por-

. : R ABRN W, AR
tio AM defcenfu abfoluitur, erit =Y Vb

Exemplum 2.

629. Quaeratur curua AM fuper qua corpus
ita defcendat, vt eius celeritas in fingulis punctis
fit vt radix quadrata ex altitudine AP, quae eft
proprietas omni motui in vacuo competens.
Erit igitur v —ax, et dv=adx; hisque fubftitu-

L i, e m
tis habebitur ds -_:gk d:mx:k ek

(g—a)kmyt—m
(x—mjo™
opus i m< 1. At fi m=—1. curua eft trattoria
Afuper linea horizontali per A transeunte defcri-
pta; fuper qua corpus ab infinita diftantia, con-
curfu fcilicet tractoriae cum afymtoto, defcenfum
incipit. Simili- modo fim & 1, curua formam ha-
bebit tracoriae fimilem. Semper autem effe de-
bet a<g; €x quo perfpicitur corpus in medio re-
fitente non tantam acquirere pofle celeritatem
quantam in vacuo. Deinde quia 45 maius effe
debet quam 4w, erit (g—a)k™ S ¢ mp™, corpus
igitur profundius defcendere nequit, quam per al-

| G et . o

, vbi conftantis additione non cft

m
titudinem :%V(g-—a); quo loco curnae tangens

erit verticalis, curuaque pun@um -reuerfionis ha-

bebit, Tempus autem, quo corpus per arcum
Tom, II. Un AM
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AM dc('c::ndit eft :f z{;__:(g——a)k’“.r s
. : Vexy, (I—2m)kPty . °
Quare nifi fit m<} tempus non poteft eflfe fini-
tum; fed eft infinice magoum; nam i »—} cur-
ua erit cyclois deorfum verfd, fuper cuius verti-
ce A corpus perpetuo permancbit

Corollarium 6,

630. Perfpicitur ergo in medio refiftente mo-
tum non vitra datom pun@um pofle continuari,
Ata vt celeritates femper fint in {ubduplicata ra-
tione altitudinum. '

WL 5o 20T e i

~631. Ex his apparet omnes curuas ioc mo-
do inuentas habere in ‘A tangentem horizontas
lem.  Quamdiu ergo radius ofeuli in A eft finic
tac magnitudinis, corpus nunquam defcender. Af
fi radius ofculi fit infinite paruus, quod cuenit
fi m<5, tum corpus defcendere poterity id quod
ex €0, quod tempns fit finitum, intelligitur.

Scholion 2.

632, Si corpus ex A defcenfum iucigi:lt, at-
gue curuac AM in A tangens mon fucrit hori-
‘zontalis, tum ipfo motus ipicie refiftentia eft nul-
da, erit ergo ibi dv=gdwx., Quamobicm quo lo-

co AM curua prodeat mon habens in A tan:ge::';
A i
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tem horizontalem, curua BL, quae in A conue-
nict cum AP, ita debet efle comparata, vt in
ipfo initio fit v==ga; feu tangens curuze BL in
A cum axe AP angulum  conftituere debet, cus
ius tangens fit —g; alioquin enim curua-A M non
angulum acutum cum AP conficeret. Magis au-
tem defcendendo femper efle debet v<{gay (in
medio enim refiftente celeritas ex quacunque al-
titudinc acquifita minor eft celeritate, quae in
vacuo ex eadem altitudine acquiritur. Porro in
medio refiftente corpus maiorem celeritatem ac-
quirere non poteft, quam fi per lincam vertica-
lem delaberetur, quia enim linca verticalis eft bre-
uiffima, et citiffime defcenfu abfoluitur, corpus
quam minime refiftentiaec a&ioni eft expofitum.
Quamobrem in medio refiftente curna BL ita de-
bet effe comparata, vt @ vbique fit minor, quam
altitudo debita celeritati, quac a corpore in eo-
dem medio refiftente per AP cadendo acquiritur.
Vbi enim @ hanc altitudinem fuperat, ibi curua
AM fit imaginaria,

Scholion 3.

633. Simili modo res fe habet fi pro afcen-
fu detur curua BLD, cuius applicatae PL fint al-
titudines dcbitae ccleritatibus corporis afcenden-
tis fuper curnd inucnienda AME in pundis M.
Di&is enim AP=ua; PL=ov et AM =y, erit ds=
—gk™dx—k™dv

‘um

. Ne igitur 45 fit negativum,

Uu 2 opor-

Tab., XHL
Fng 5
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Fig. 6,
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oportet, vt dv habeat valorem negativum, i e.
vt curua BL continuo ad axem AD conuerg:t.
Deinde etiam —do maius effe deber quam gda
feu tangens curuae BL vbique cum axe AP na-
iorem angulum conflituere debet, quam eft is,
cuius tungens eft =—g. Neque vero hoc fufficit,
fed praeterca —dv—gdx maus effe debet quam

m{". " » X ’
?-FE', feu —dov >€££-I—:v )—d—E, fiue differcn=-

tia inter —dv et gdx maior effe debet quam

V™ dy T :

VIRt Haec poftrema conditio huc redit, vt
PL fit minor, quam altitudo debita celeritati,
quam corpus in P haberet, fi ex A celeritate alt.
AB debita, per AP afcendiffet. In afcenfu enim
per lineam verticalem corpus pro ratione altitu-
dinis percurfac minimum celeritatis detrimentum
a refiftentia patitur. In ipfo autem punéto D,
angulus ADB tantus effle debet vt eius tangens fit
=g; quia prope punétum E,in quo celeritas eft
nulla, refiftentine effectus euanefcit: fin vero ifte
angulus effet maior, curua AME in E ranged”
tem haberet horizontalem, vti in pracced. {cho-
lio quoque de defcenfu monuimus.

PROPOSITIO 72,

Problema.

634. Si detur curua A M [uper quacorpus in

Wacuo moucalur 'y inuenire curuam am, Juper qua ‘;;;
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pus in medio refiflente ita defcendat , vt celeritas in
a aequalis fit celeritati in A, et fumtis arcubs A M
et am aequalibus, ot celeritutes in fingulis punilis
M et m fint quoque aequales.

Solutio.

Duétis axibus verticalibus AP et ap, et ho-
rizoncalibus M P, mp; fic AM—am—ys;,; AP=1,
et ap—x; propter curuam A M datam - dab:tur
aequatio inter s et 7z, Iam fint celeritates im
punctis A et # debitae altitudini &, et celerita-
tes in M et m debitae altitudint . Sit poten-
tia abfoluta deorfum follicitans g, et refiftentix ve
poteftas exponentis 2m celeritatum. His pofitis
erit pro motu in vacuo fuper curua AM, do—
—gdt, fen v=>b—gt; et pro delcenfu in medio
refiltente fuper curna ma erit dv—--gd v -4
v "™ds :
w5 in qua aequatione fi loco dv et v fub-

ftituantur valores ex priori acquatione inuenti,

b £ YR,
e il g

prodibit —gdt—=—gdx -~ P

(b-—-q‘t)ml‘f.r — 4 = =
« Quia autem datur aequatio inter

[

ge"
? et 53 fi loco ¢ eius valor in s fubftitnatur, has

bebitur aequatio IBtEr X et § pro curua quaefit
am. Q. E. L '

Un 3 Co-
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Corollarium 7.

635. Si in curua AM pun&um B fuerit ini-
tium defcenfus, ideoque eius altitudo fupra A=

:—-', habebitur quoque in curua am initium defcen-
fus b, fumendo arcum amb=—AM B.
|

Corollarium 2,

636. Ex folutione apparet eflfe femper da’>
dt: quare altitudo @p maior erit quam altitudo
AP; in medio enim refiftente maiore opus eft
altitudine ad eandem celeritatem generandam
quam in vacuo.

Corollarium 3.

63'7. Quia in curuis AM et am fumtis aequa~
libus arcubus, celeritates in illis locis funt aequa-
les; tempora quoque, quibus wequales arcus AM
et am delcribuntur, erunt aequalia. Atque ideo
tempus defcenfus in medio refiftente per bma
acquale eft tempori defcenfus in vacuo per BMA.

Corollarium 4.

6347. Ne curua bma fiat imaginaria, OpOT=
tet vt fic vbique dx<ds. Hanc ob' rem debet
(b—gt)™ds e

efle dt —}—-—-g—i-m)-— 2ds fen gh™dt < gh™ds

(b—gt)™ds, Hoc autem ita fe habctﬁfucrirgﬁ?
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<2 (gk™—b™)ds, qui eft cafos fi # euanefcit et per-
tinet ad pun&tum &, nifi ¢z alicubi habeat valo-
rem negativum. Quocirca ad hoc tantum eft re-
fpiciendum vt punctum a fiat reale, quod eucnit
fi gk™dt non maius fuerit quam (gk™—54™) ds.

Corollarium 3.
639. Ne igitur curua am fiat imaginaria, an-

ki
te omnia necefle eft, vt fit ><kVg. Sitin pun-
&o A di—adt, erit @ numerus vnitate maior;
m
: : n_,m , v/ gla—1)
et ideo erit gk™ < a(gh™—54™) feu bk V EE=L),
Si ergo curua MA in A habeat tangentem ho-

m
rizontalem debet effe JSkVg propter a—oo.

Corollarium g6,
640. Sit autem, fi fuerit ds=—adf in pun-
P4
&o A, b"‘::&'%:i’k"", erit in ipfo pun&o a, dx

=& =8 —gs, Hoc ergo cafu curua am in
a tangentem habebit verticalem.

Corollarium 7.

6431. In initio motus in B fit b=g7, fen
f=%. Pro pun&o b igitur erit dx=d¢ curoa-
rum elementis fumtis aequalibus, Quare tangen-

tes in punélis B et b aequaliter erunt inclina-
tac,

Scho-
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Scholion 1.

642. Quia curua am non abfolute ex curna
AM conftrui poteft, fed praeterea nofle opor-
tet celeritatem in punéo A feu defcenfus initiumB;
fiin carua A M aliud defcenfus initium accipiatur,
alia inuenietur curua @m.  Curuae ergo BMA ct
bma ratione vnici defcenfus tantum ita congruunt,
vt celeritates aequalibus percurfis {patiis fint in-
ter fc aequales; et fi in aliis pundis initia de-
fcenfus ponantur, haec conuenientia non amplius
locum habebit. Non igitur dantur duvuae curnae
fuper quibus defcenfus omnes ad datum pun&um
vsque inter fe congruant, altera in vacuo altera
in medio refiftente conftituta.

-

Exemplum T,

642. Sit AMDB! linea re&a vtcunque incli-
nata ita vt fit § —af; et quaeratur curua amb
fuper qua corpus fimili modo progrediatur in me-
dio refitente, quo fuper AMB in vacuo. Pofi-
to autem ;- loco # prodibit fequens aequatio in-

ds
ter x et § pro curua quaefita amb: dv =75 -~

(ao—gs)™
ga®E®
o h™m=) (ab—gs) ™+

(mt-1)5 4 (m=-1)8" a™k™

ds, cuius integralis eft ¥ =2

Nepun&tum a fiat

ima-

R S Wil e
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m

e b .
irpaginarium oportet vt §+W< r. Nam fi

~x)gk™ :
L )8 curua in @ habebit tan-

fuerit d™—

gentem verticalem ; neque propterea 4 majorem

habere poterit valorem. . Ponatur igitur corpus

fuper linea inclinata BM A ex tanta altitudine de-
mn
fcendiffe , vt flat b=k V€&V erit da—2y-

(kvga"'—‘ (a—1)—gs)™ds
gam}_.m

curua amb, in qua initium defcenfus in 5 eft ca«

piendum, vbieft ds—adx, feu arcus amb erit =k

] gl {25 s [0t 2 - L
VY ——7———. Sircfiftentia fuerit quadratis cele-

y quae eft aequatio pro

ritatum proportionalis eritm—1,ideoquedy = ‘-l—‘-}-
5

ekl Vps — gg 3% et integrando x —§— 75
Quae eft acquatio pro cycloide fuper bafi hori-
rizontali defcripta, cuius circuli gencratoris dia-

meter cft %.

Corollarium 8.

644 Sit ergo fuper bafi horizontali CB de-
fcripta cyclois AMB circulo generatore ANC,
et fit medium refiftens in duplicata ratione ce-
leritatum, cuius exponens fit — k. Si nunc in
circulo ANC fumatur chorda AN =¥ ducatur-
que horizontalis PNM, et ex M tangens MT:
atque duo corpora ponantur defcenderc alterum

Lom.II. Xx fuper

Teb, X1
Fig 70



Fig.6
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fuper MT in vacuo ct alterum fuper curua MB
‘in medio réfitente, ambo ‘haec corpora aequali-

bus temporibus aequalia {patia abfoluent.

Exemplum 2.

645. Sit curua AMB cyclois deorfum fpe-

&ans, cuius circuli generatoris diameter =§; erit
55

ss—azat et t—3% atqie dt="%. His ergo fub-

ftitutis prodibit pro curua amb fequens aequatio
sds  (zab—gss)™ds

R =

= 2 3 vel fi totus arcus
AMB, qui in vacuo defcenfuw abfolui ponitur, vo-
cetur ¢ erit 4=%; ; ideoque pro curua @mb orie-
ods 1 12" ec—g0)dE .
b ROk g i g

Ne igitur haec curua in pun&o « fiat imagina-
ria, oportet fit g™ "¢*™<2™a™k™; vel altitu-

tur ifta aequano it

m
do arcus AB minor effe debet quam E-Vg y nam
me

fi fuerit altitudo arcus AB:;—'V.{{ y tum curuae

amb tangens in b erit verticalis.  Si ergo B fit

cufpis cycloidis, erit ;,—% fen c=a% et fi fit

praeteres g™ ta™—2mk™, quo- curuae amb in a

tangens fiat verticalis, Inbcb.il:ur ifta aequatio da
sds  (aa—ss)™ds

=g, L , quae curux im duobus

punctis # et & habebit tangentes verticales.

CC*_
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Corollarium 0.

646. Cum igitur corpus in vacuo fuper cy-
cloide ita defcendat, vt ecius accelerationes fint
{patiis percurrendis proportionalesy eandem pro-
prietatem habebit defcenfus in medio refiftente
fuper curua dma, fi initium defcenfus fumatur in
pun&o b, quod per aequationem ad curuam amb,
determinatur, erit fcilicet amb=—=c.

Corollarium 10, -

644. Si in curua AMB aliud defcenfus ini-
tium B capiatury tota curua @mb alia reperietur,
quia in eius aequatione longitudo arcus AMB=—¢
continetur. Quare etiamfi cyclois fit curva tau-
tochrona in vacuo, curua amb talis tamen non
crit in medio refiftente: quia pluribus defcenfibus
fuper AMDB totidem curuae diuerfae in medio
refiftente, refpondent.

Scholion 3.

648. Curuae hoc exemplo erutae funt eae
ipfae, quas Clar. Hermannus in Comm. Tom.1L.
pro tautochronis in mediis refiftentibus inuenits
fed fimul ipfe demonftravit eas quaefito fatisfice-
re non poffe. Ceterum ex his intelligitur, fimi-
li modo 'in medio refiftente curuam poffe inue-
niri, fuper qua corpus afcendendo eodem modo

moucatur, quo fuper dato curua in vacuo. Sint
Xx 2 ‘ enim



Fig. 7.
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enim pun&a" Ae t @ initia afcenfus illud in va-
cuo hoc in medio refiftente; fitque celeritas ini-
tialis debita altitudini 4; habebitur pro curua amb

—gt)™d
ifta acquatio dx= dr-'-(bgi-;‘)—-ﬁ; ex qua aequa-

tione intelligitur, curnam @mb non fieri pofle
imaginariam, nifi ipfa curna A MB talis fuerit.
Nam quia, ne curua amb fit imaginaria, effe
debet dx<ds; hic dx minus eft quam dt, quod
per fe minus eft quam ds. -Vt filinea A MB fit
linea verticalis, altera amb poterit aflignari; nam
pofita " AB=c, erit b=—g¢; et s=#; quate pro
quria @ mb  inuenitur ifta aequatio dx=4d s —
Mo Lo\ s
<, (kcm -, d'r, cuius integralis eft x—gs -~
g’m'-'-_t (e5) M1 L g mest  moget :
_ (m=1)k™
aequatio’ ad refiftentiam quadratis celeritatum pro=
portionalem fiet m — 1, ideoque erit A==5 —{-
==t — 285, quae et ad cycloidem hoc
modo: defcribatur - cyclons AMB circulo genera-
tore ‘diimetri- A C =X, fuper bafi hpmon;ahBC,
tum-capiatur. arcus AM=k—c; erit M initium
afcenfus, ex quo puacto, fi corpus MA afcendat
celepitate altitudini g¢ debita, in medio rcﬁﬁcn-
t¢ in duplicata ratione celeritatum eodem mo-
do multebiiur, quo In vacuo eadem celeritate
initiati furfum afcendens verticaliter, "

T -

mind I ‘ | PRO-

-. . Accommodetur hiec

e
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PROPOSITIO 73.

Problema.

649. Si potentia fuerit wniformis et deorfum di- Tab. XIv,

refta, mediumque in ratione quacunque multiplicata
celeritatum refiffaty determinare curuam AM, fuper
qua corpus defcendendo jecmzdum bor zﬂantafem AH
aequabiliter progrediatur.

Solutio.

_ Sit A curuae puné&tum fupremum, per quod
ducatur axis verticalis AP; celeritasque, qua cor-
pus horizontaliter progreditur, fit debita altitu-
dini 4. Sumatur abfciffa AP=—ua, applicata PM
=y et arcus AM=s; fitque corporis in M cele-
ritas debira alcitudini v qua celeritate corporis ele-
mentum Mm=—ds percucrret. Erit crgo vt dsad
dy ita corporis celeritas per Mm, quae eft vt

Yo ad cclenmtem horizontalem V5, - vnde ori-

tur o="%;:. " Tam fit potentia {'olhcitana__g, exe

ponens refiftentiae ky et ipfa reﬁﬁcntm._,!z;n His
\md.r
pofitis erit dv—gdx— pm= s quae aequatio, fi

loto @ .valor d‘;‘: fubftituatur, exprimet naturam

cuiae quaefitae.  Sit autem ds=pdy, erit v=bp’

et dv=dyV(p'—1). Quocirca habebitur 2bpdp=—gdy
bl A= Jy

V(pmx)—w, quae feparata dat dy==

Xx 3 2bk

Flg L 0
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2 bk™pdp
GV )T
quens crit coaftru@io ; fumto y ———==—

2bk™pdp
fgﬂ-m"kl) I_) bmp"m—i-l

2 DA™ pdpV(p°—1) BT
./:g.ml/tpf-__ 1 )__bmj}zm-i-l' Q bt

Curuae igitur quaefitae fe-

erit J. —

Corollarium 1.
650. Si loco pp reftituatur 2, atque per @
definiantur y et ay erit )= gkmi’(v{q—;}/j@mv’v

§ — kmd‘U-‘/(U_—]]) 4 « b
&--fgka(v—b)-—q;‘di;' Similique modo hinc

m
erit arcus .r:/' L doVw <)
gE™V (v—b)y—v™Vo
v : . dyvv - dyv(v=b)
'y loc;wvap erit ds— == et dx = =o=—atqne
ds= — y{v—b*

atque

Sumto autem

Corollarium 2.

k"doVh
g k™Y (0—by—0™V v %
feparata; ex ea folutio particularis quaefito fatis-
faciens crui poteft, ficiendo denominatorem . k™
V(v—b)~v™ Vo0, vnde erit ipfa celeritas Yo

ce™Ve
conftans. Sit ergo w=—g¢ erit 'I/w-é)"""""“—.

651, Quia aequatio dy—-



SUPER DATA LINEA IN MEDIO RES. 3sr

: wegk™dx { :
atque ideo 45 ==—=— pro linca re@a inclinats

¥t fupra iam inuenimus (624).

Corollarium 3.

652. Quo autem corpus data celeritate, quae
debita eft altitudini & horizontaliter progrediatur,
: . A A
ex aequatione 'V(c-—b):zw definiri debet al-
titudo ¢. Qua inuentz habebitur inclinatio rectae
fatisfacientis, et celeritas corporis initialis Ve im

A; qua acquabiliter per rectam defcendet.

Corollarium 4.

655, Si refiftentia enanefcat corpusque in va-
cuo moueatur fiet k=—oo ideoque ¥ = 'd—: fen v
=g(a-+x), atque dy=3imris—p— Integran-
do ergo fiet y=2Vb(ga-gx—0b)—; Vb(ga—b)
quae eft aequatio pro parabola, quam corpus pro-
iectum libere defcribit. -

Exemplun.

654 Si medium fuerit rariffimum, atque
b

gk™vV (v—b)—o™Vo

ideo £ valde magnumy, erit
T . 'Um"V“U'
=D sEeh T P

Banc ob rem

ha-
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Fig. 2
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Vb(v—b v™dvY bo
habebitur y-z S ) fm et &=
v™doV o

fg 2k ™Y (0—by’ Ex hac poﬂcriorl aequatione

m—'.l :].‘t‘Vg‘J:

e[‘c gam proxime v—gx— < :
q P =& f&’“V(g.@, e

valor in aequationc d,y.__,,.u_b, {ubftitutus dat ae-

quationem inter a et y pro curua quacfita.

PROPOSITIO 74.

_Problema.

655. Inuenire curuam AM fuper qua corpus
defcendens in medio quocunque refiftente aequabiliter
deorfum progrediatur  exiflente potentia abfoluta wni-
formi et deorfun directa,

Solutio,

Pofita abfciffa AP—x, AM=—y, fit celeritas
qua corpus vniformiter defcendere debet debita
altitudini 4. Potentia porro vniformis deorfum
dire&2 fit g, et altitudo debita celeritati M—a

L o™ds
atque refiftentia ""k”" erit ergo dm_—:gdv.. e

Debebit autem effe v¢ Mm: MN=Vuo: Vj, va-
de crdxrq tv._zd;-, Ex hac ergo aequatione erit
ds ==, quo valore in sequatione fubftituto ha-
”'"“'d‘i_ y k™doV b

L™V b e o gk™Vo—o™Vor

Quam-

bebitur dx=gdx~—
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k™doV b
' Quamobrem erit’ ¥ = (:gL"‘Vb——v"‘Vv CLECHE
k™dvV v

fg-}_""'l/b——v’"b’ y atque .1ppl¥c:1ta i ek mtron

mdoV (v—b)
k™Vh—o™e
fiructio curuae quaefitae conficitur. Q. E. L

Ex quibus acquationibus con-

- Corollarium T.

6356. Ex his tribus acqunnombus, fi defide-
retur aequatio ex ¥, y et s tantum confiftens,
accipi poteft ca, ex qua valor ipfius @ commo-
diffime poterit inueniri, isque deinceps in alter-
utra reliquarum fubftitui,

Corollariurn %

RIS APV E o
657 Qula aequatxo dx"gk"'Vb 2"V |
determitas a fe inuicem haber {eparatas, poterit '

folutio particularis obtineri ponendo gl"‘Vb——tv
A am
‘va_—_o. Hmc igltur crlt qy-—gnm+1kzm+|b-m+t

. g.m.plk”n—{-ldx :

ldeoque d (PG, Satisfucit ergo li-
o hemesn

nea 1'0&‘1 mclmata, fi corpus data celeritate Vo

fupcr ea moueatur

. i

Tom. II Yy Scho-
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Scholion T.

658. Quod in praecedente et hoc proble-
mate linea reca inclinata folutionem praebeat
particularem, ex eo intelligi poteft, quod in me-
dio refiftente reca inclinata inueniri poffit, fu-
per qua corpus aequabiliter moueatur, vt fupra
(627) oftendimus. Hic autem ipfe cafus vtrique
problemati fatisfacity fi enim corpus fuper redta
aequabili motu incedit, tam horizontaliter, quam
verticaliter aequabiliter quoque promouetur; quin
etiam fecundum quamcunque plagam aequabiliter
fertur.

Corollarium 3.

659. Pro vacuo fit k=—=oco. Quamobrem erit
=% feu o =gx atque ds—=25% et dj—'——"—‘ﬂs"“
2(g x—b)3
3£y 5.3
praebet parabolam cubicalem re&ificabilem vt fu-
Pra iam inuenimus.

quae aequatio integrata daty: et

Exemplum 1.

660. Ponamus refiftentiam ipfis celeritati-
bus proportionalem erit m — %, ideoque x —=
fgj;’;bk —-Vb'”“zm_w fi initium afciffarum in
eo puncto accipiatur, vbi rv cuanefcit, Ex hac

autem aequatione prodit k= S few v=

G 'W:

em
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(ef%F—:)ngkng bk, (1 -;Tf;k) Valore hoc

(fiVE(l—-—{V“‘ Vok
g 7

Vel cum fit ds = g—;};,—‘;—_’*_-“-;, ponatur v—uz" erit s

2d n .
g:bkf:ﬁ_ 85&‘1—‘—‘{}3 —2duV k, quac integrata dat

ipfius v fubftituto habebitur ds— ———

5—-—"&’ bk | Yotk —2Vko, in qua valor ipfius o
1!5=bk—v'o
ante inuentus fubftitui poteft, quo prodeat gae-

quatio inter X et J.
Exemplum 2.
661. Refitat nunc medium in duplicata ce-

leritatum ratione, erit m — 1; ideoque dx —=—

ﬁ%ﬁfz\m et dg = skkgf_*/:’w Huius pofterioris aequa-

__gkyb
tionis mtegralc eft s = 3" lewé‘f 5752 €X qua ori-

—3_“

35
‘.‘.‘.‘.’_"’“:g e 3 atque vE=g k(e k— I)e"‘Vb

—3
._.gk(x-—-e_f)Vb Quocircajerit Vo=V, k(x—e*k)
V& qui valor in acquatione dx__d,,;,' fubftitutus

ddt acquatxonem ll‘ltCI‘ 3B PIO curua unC'
fita,

Scholion 1.

662. Quemadmodum in his duobus proble-
matibus curuas determinavimus fuper quibus cor-

pus motum vel fecundum horizontem vel deor-
fum aequabiliter feratur, ita fimili snodo proble
Yy 2 ma



Tab.

Fig, 3.
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ma_refolui poteft, fi corpus fecundum quamuis
alitm' plagam acquabiliter progredi débear; ipfim
autem quacftionem, quia nihil concinni ex folu-
tione deduci poteft, hic omifi; atque ob eandem
caufam problema ifochronae paracentricae in me-
dio refiltente non attingo. Adiungam vero his,
in quibus celeritatum quaedam lex proponitur,
non parum . curiofum problema, quod a nemine ad-
huc eft tractatum, pro mediis refiftentibus ; quod
pro viacuo propofitum ne problema quidem eft.
Quaeritur fcilicet curua fuper qua corpus ad. da-

tum pun&um maxima celeritate pertingat; in va-

cuo enim corpus fuper quacunque curud motum
in eodem loco femper eandem obtinet celeritatem,

PROPOSITIO 75.
Problema.

X1V, 663, Inter ommes curnas puntta A et C. iune
gentes determinare eam A M Cy fuper qua corpus ex
A ad C defeendens  maximam acquirat celeritatem
exiflente vefiftentia in quacunque multiplicata rating
ecleritatum y et potentia wniformi deorfum tendente.

- Solutio.

Quo corpus ad pun@um C ‘maxima cum ce-
leritate perueniat, ecuruse quaefitae A M C duo
quaeque clementa. M ,mp. ita pofita effe debent,
WYL Corpus. €d percurrendo maximum aceipimlfe_'
eri-
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leritatis incrementum. Nam fi corpus per alia
elementa Mz maius acquireret celeritatis augmen-
tam, maiorcm quoque in C habiturum efler ce-
leritatem. Per. methodum igitur maximorum, po-
fitio elementorum Mm,mpw inueniecur, i eletmen-
ta haec cum proximis M#», np comparentur et
celeritatis augmenta, quae per vtraque generan-
tur, inter fe aequalia ponantur. Ducantur ad hoc
ad axem veruc&lem ‘AP plicatae MP, nmp et
M fintque elementa axis Pp, pm aequalia. Du=
cantur quoque verticales MF, mg, et m curuze
elementa normales mf, ng. Iam fic potentia (ol-
licitans =g, exponens re¢filtentiae —k, ipfa re-
fiftentia in 22 mulciplicata ratione celeritatum, et
altitudo celeritati in M debita-=¢. - His pofitis,
erit incrementum ipfius @ per Mm—g. MF —
o™ Mm

—w et incrementum altitudinis celerltau debi-

tac dum corpus per # progrcditur :zg mG—

ﬂ
(v —-g- ), it Y™ .
h o _+ Dum ergo corpus
i |
clementa Mm et mp conficit altitudo o accipit

o™ Mm

augmentum =— g (MF 4-mG) = k i, P P

(v-+g. MF ——?k—t: Mm) ™ m

| - At clementa M2

kﬂl 4 L&

percurrendo accipict © sugmentum = g(MF--mG)—
Yy 3 V™. n
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m
o™ Mn (v—+g. MF — ?:?; M)
— k? . Quibus fibi ae-

e _

km
qualibus pofitis habebitar o —v™(Ma— Mm ) ~-
(v-+g MF— %Tn. M 2 )™ n p—( =v+g.I\'IF—E—m-Mm)‘“

mp. Eft vero Mn—Mm=nf et (v—~+g MF —

o™ ' mo Am—1
o Mn)" =™+ mgov™' MF—

- Mn atque

(v+g MF — z—,—:;.Mm ) —om g™ . M F—

me 2m—1 ' . : ;
A —Mm. Nunc vero his valoribus {ubftituen-
dis prouenict hacc acquatio v (nf—mg)—mg. MF.
mo™

mg —+ (Mn.np—Mm.mp)=o. At eft Mn.

np—Mm.mp=—=mp. nf—Mm.mg, atque ob trian-
gula nfm, mFM et mgn, p.Gm (milia eft nf=

mF. mn ’ : . 1
e atque mg=" 0, His fubftitutis et per mn
mo™

divifo prodit o (Jn— %) _.mg_’_‘_‘:-i%‘-} =

(mgi:"_M::G)::a. Huius acquationis duo prio-

ra membra funt differentialia primi gradus, ter-
tium vero, quia differentiali fecundi gradus aequi

g2t MF. 1G ; mP
pollet, reiici poteft; fier ergo “llﬂ—l;“—_;_q_-(;%—gﬁ

. MF.mF F
— 0, fiue '1'5-;1;,—"1- -+ wd. ';;,—,;:a. Ex quaaequa-
tione determinatur pofitio elementorum M et
Ao
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mw. Quo autem fymbolis vtamur, fit AP=uw,
PM=y et AM=ys eritPp—=pn—=dx,mF=dy,
et Mm=ds, prodibitque &% 4 o4, 92—, Ae-

2
; 2 s £
quatio vero canonica eft dv:gdx—-—-ﬁ*,m qua

fi loco gdx ex fuperiore aequatione fubftituatur
Eee : d d o™ds
n‘;;‘ d. 2 habebitur dq:-{-% d. §% 4~ — 0,

km
™d
feu " L od. 5{-1—”‘1,,,1—_:0. Sit dy=pds

et o'=™=u, erit vt fequitur pdu—-"F"udp-i-
(x—m)pds .

k™

— 0, ex qua integrata prodit u ==

m—1t
(m—x)p m

kﬂl

go viciffim sv:a'l':'-?l, qui valor in fuperiori ae-
quatione mgpdsV (1—pp) —-vdp=—oc fubftitutus,
dabit aequationem inter p et §, et confequenter
inter ¥ et s. Ad curuam autem conftrucndam
hoc modo computum inftitui expedit ;: Pofito dy
—pds habentur hae duae aequatiomes mgpdsV
' v™dy.

( —PP)fi—fz:dp:b et do :gdsV( ¥ ._pp) T

Ex illa eft ds:"gggﬁ@ﬂ_—j,,;ﬂ_?;i in hac fubftitu-
: v

tus dat mpdv—+-vdp=—r—; ~—,  Haec diuifa

| POV Y A=y (i

per o™+' p? fit integrabilis eritque integrale

(o ant

1 —
[p ™™ ds. Ex hoc # obtinebitur er-
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- TA 3 'Vi(r«-vpf)) - g'*l’.
sz 2 C =y ey L A ’
FRPTES V=g | ChE p—w(:—m
\ ng - ;, Y. 13
- s Quomrca el?t mgds S
V (ap==V(1=pp) -
o 2 AR OLILHT wrsgur X AW ol &
-kdeg ct mgd.t.__. mkd‘b Vg '
P=ppPV (e V) N ap eV ()
atque mgdy = ‘D S —. Ex “qui-

. (x=7 /"Vka '*‘V(‘“I’P)) _
bus acquationibis' ficile’ €ft curnam quaefitam con-
ftrucre. Q. E. L

Corollarium- 1.
664. Si radius ofculi curnae in M verfus axem
diredtus vocetur r, erit d. d""j-d:.,_ Hocque ya-

Jore fubftituto habcuu "_'5:_2 = WL TR

T
Eftivero 22 vis _centrifiiga corpom in hac cnrua
‘motiy o cuius diretio eft ab axe dire®a: ct § eﬂ:
wvist'normalis. - Quare in-curua  quaefita ws cerl-
trifuga cftocontraria vicmormali et fe habet- ad
vim normalcm vt 2m ad r, id eft, vt exponecns
poteftatis celeritatis, - cni rcﬁ{tentm ei'l propor-
tionalis ad vaitatem. - % ik

Gomlkarmd‘f"w :
665. Hie igitur ‘omnes curuae partc ‘conca-

ua funt deorfum directae. Qum enim’ Vis nor-
X mdhb

S

' j-”;
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malis. directio deorfum refpicit, et radius osculi
in eandem plagam. tendit, concauitas curuge quo-
que deorfum refpicere debet,

Corollarium 3.

666. Tn medio refiftente in fimplici ratio-
ne celeritatum erit. 2m—1x. Hoc crgo cafu vis
centrifuga aequalis eft et contraria_vi normali.
Quamobrem curua quaefito fatxsf‘aczem, erit ipfa
proicétoria, quam oorjms proiectum libere de-
feribit.

Corollarium 4.
667.  Quia in aequatione mgds —==—==

—kdpVg

indeterminatae  {unt

1 M

Pla—ppPV(ap—=V (1,-pp))

i'ép1ratac, tres folutiones -particulares inde obti-
nentur.  Primam dat aequatio ap—=7V (x—pp)=10,
quo cafu celeritas fir infinita, et quaeunis recta
fatisfacic. Secunda eft p—1, feu dy=ds, quae
¢ft pro recta horizontali, et tertia eft p—o,
pro recta verticali; quie femper hanc habet pro=
prietatem, Vt corpus in ' ea defcendens maxima
celeritatis augmenta accipiat. '

Exemplum 7.

668. Refiftat medivm in fimplici ratione ce-
leritatum erit m=1. Sumatur ex tribus imuentis
“Tom. 11, Zz aequa-
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aequationibus ea, quae dy continet, erit dy ==

—oghkdp . . L ot
@p+v1—pp) V1 —pp) » CUIUS integralis eft y = C —

@*j{,—f,"_m Cum autem fit p—=42 et V(x—pp)
=%, erit y=C— a—d’;“fu feu negle&a conftante C,
quia curuam non immutat, erit aydy—-ydx—-
2gkdy=o. Quae acquatio per y diuifa et de-
nuo integrata dat ay - —+2gk/y=C. Quae eft
acquatio pro curua logarithmicali ea ipfa, quam
Libr. I. proieétoriam in hac refiftentiae hypothe-
fi inuenimus.

Exemplum 2.

669. Sit nunc refiftentia quadratis celerita-

tum proportionalis erit m=—1. Sumatur aequa-

il };uius au-
Pex-pp)s(ap—+V(x-pp)y

tem . integralis eft s—kl"-‘?i—-—-—:ﬂ’- fiue ¢ * =

tio ifta ds — =

S = el Hmc fit §eFd_y .-adj'_..dx,

atquc ds=dyV (x .+.(egi‘ .a)”).  Quae eft acqua-
tio pro curua quaeﬁta, quae hanc h:;bcb;t pro-
prlentem, vt vis centrifuga corporis fit dupla
maior quam vis normalis, ~ Curua igitur perpe-
tuo furfum premetur vi aequali vel ipfi vi nor-
mali vel dimidio vis ccntrifuigae. In hac vero
curua corpus ita mouebitur v{;- altitudo celeritati
kds
m M debita fit = §k ....g dfidé?'y' -_
¢k Bp Qekdy o
Scho-~
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Scholion T,

6+70. Cum in qum:s refiftentiae hypotluﬁ
pCCI_.lllﬂl'lb ratio inter vim centrifigam et vim
normalem locum habeat; vacuum autem tanquam
cafus cuiusque refiftentiae confiderari queat: fequi-
tur in vacuo quamvis curvam f{atisfacere debere.
Omnes enim, curnae in vacuo hanc habent pro-
prietatem, vt fuper iis ex aequalibus altitudini-
bus aequales gencrentur celeritates; ideoque nul-
la poteft definiri, quae potius quam reliquae quae-
fito fatisfaciant. .

Scholion 2.

6+71. Notatu dignum eft, quod in omnibus

his curuis inuentis nusquam corporis celeritas fit
aequalis nihilo. ~ ‘Atque idcirco problema hac me-
thodo non ita refolui poteft, vt determinetur
inter omnes defcenfis ex A ad C ex quicte fa-
&os is, in quo' corpus maximam acquirit cele-
ritatemy cui quaeftioni fola re&a wverticalis per
C tranfiens et cum horizontali per A duéa con-
juncta fatisfacit. . Noftra autem folutio ita eft
comparata, vt duorum elementorum quorumque
contiguorum poﬁt:onem eam definiat, quae ma-
ximum vel minimum celeritatis augmentum pro-
ducat.  Quamobrem hac methodo ea curua inue-
nitur , fuper qua corpus motum vel maius vel
minus celeritatis augmentum acquirit, quam fu=
Per alia quacunque curua A e¢¢ C iungente, fi
Zz 2 . cors
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corpus ex A eadem ccleritate defcenfum inchoct.
Ex inuentis autem coiligi pozeit hac ratione eam
prodire curuam, fuper qua minimum celeritatis in-
crementum generetur, vel fuper qua corpus mo-
tt maxime vniformi feratur. Atque hoc fenfu
facile perfpicitur, motum ex quiete incipere non
poffe. Quanquam enim certum eft , fi punéta A
et C in linea verticali func pofita, fuper hac ver-
ticali motu in A ¢x quicte faicto maximam in C
generari celesitatem; tamen calculus non hanc
dat folutionem, etiamf{i pracbeat lineam vertica-
lem; fed celeritatem initialem in A facit debi-

- :
tam alt. kVg, quae celeritas tanta eft , vt now
amplius augmentum: aceipere queat. Hac igitur
celeritate corpus aequabiliter ex A ad C defcens
dery hacque ' ratione nullumy hoc eft minimum
capit celeritatis: incrementum..  Problema ergo ,
vt folutioni confentancum  fhiffét,  ita: proponi
debuiffer 3 inter omnes lineas. pun@a A et Ciun-
gentes eam determinare, fuper quUa COrpus mo=
tom: minima accipiat celeritaris augmened y atque
fimul celeritatem: initialem. in A huic qu.;cﬁr.o»m:r
commodatam definire.

Scholion 3.
672 Sccundam' ordinem praefcriptum: fequd
deberene nanc huinsmodi problemata, in quibus
gemporum quadam lege data curuae effent inue-

figandac idoncacs fed cum temporum leges ple-
racque
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saequelad celeritatum leges poflint reduci,hminsmodi
quaeltiones non profero. = Sed vnicam in hoc ne-
gotio quaeftionemr de curuis brachyftochronis tra-
¢abo, quia ea etfi temporis praclcripta eft con-
ditio ad celeritatum rationes, quas iam peruol-
uimus, reduci non poteft. Qua in re iisdeny prae-
mifis vtar, quae fupra circa brachyftochronus im
vacuo funt tradita.

PROPOSITIO 76.
‘I'heorema.

673. In medio quovunque refiflente et potentia- Tab. XIVe
yum abjolutarum bypothefi quacunque ea curva AMC £ kg
gt brachyfiochrona few breuiffimum ab A ad C pro-
dicit defeenfumy in qua wis centrifiga eff acqualis vi
wormali - et in eandem pligam direélas

Demonftratio.

Quaccunque fuerint potentiae abfolutae in cor-
pus in M agentes, eae in duas inter {e norma-
males poffunt refolui, quarum altera fic ML=P,
alters- MN=Q. Sumto curuae elemento Mm=—
ds, ductisque perpendiculis m?, mn, fit Ml—mn
—dv et m/=—Mn=dy. Ponatur altitudo cele-
yitati i M debita ==o et vis refiltentine’ =R ,
atque radius ofculi i M=r, quem pono furfum
directum, itx vt pofito dx conftante fit ?‘-—aiaa';

ELis pu{lr.lb erit dv=Pdx - Qdy — Rds, quia
Zz g Pdx
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D24y et wis tangentialis ex potentiis P et Q
orta. At fupra ex natura brachyftochronismi fi

foetic dv—Pdx--Qdy~-Rds inuenimus fore 5°
— M=% (1 6,), quac formulic ab hac noftra

tantum in figno literae R differunt, haecque in
computum non venit. Denotat autem 5 vim
centrifigam fecundum normalem MO agentem at-
que wf;% eft vis normalis inxta MO agens ex
vtraque vi P et Q orta. Quare fi fuerit vis cen-
trifuga vi normali aequalis, etin eandem plagam

dire&a, curua erit brachyfltochrona. Q.E.D.

Corallarium 1.

674 Si vis normalis, quae oritur ex refo-
lutione potentiarum abfolutarum corpus follici-
tantium, vocetur N et vis tangentialis ex eadem
refolutione orta ponatur T, erit dv—=(T—R)ds
et ::}:N, quae duae aequationes coniunctac da-

bunt curuam brachyftochronam.

Corollarium 2.

675. Quaecunque igitur fuerit refiftentia, erit
femper =%, vnde celeritas corporis fuper bra'-
chyftochrona facile inuenjtur. Erit enim vt VIS
grauitatis r ad vim normalem N ita dimidium
radii ofculi ad altitudinem celeritati in M de-
bitam.

SChO-'
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Scholion.

676. Haec eadem proportio quoque locuin
habet in motu corporum proiectorum libero, eft
enim pariter pro motu libero vis cencrifiga ae-
qualis vi normali. Discrimen autem in hoc con-
fittit, vt in mortu libero vires centrifuga et nor-
malis fint inter t¢ oppofitae; pro curuis brachy-
ftochronis autem confpirantes. Siue in motu li-
bero dire@iones radii ofculi » et vis normalis N
coincidunt ; in brachyftochronis vero inter fe funt

. . ds¥
contrariae. Hanc ob rem hic fumfimus r = 7,
—s?

cum in motu libero fit r=7;,4, .

Corollarium 3.

6797. Cum ex formula brachyftochronismi in-
dolem contincnte prodeat v=—1%"; fi hic valor
vbique loco @ in altera aequatione dv — (T-R)
ds fubfticuatur, habebitur aequatio naturam cur-
uae brachyftochronae exhibens.

Corollarium 4.

698. In quocunque ergo medio refiftente et
quibuscunque follicitantibus corpus potentiis, eae
curuae omnes erunt brachyftochronae, in quibus
tota, quam fuftinent, preffio duplo maior eft quam
vel fola vis centrifiga vel fola ex potentiarum
follicitantium refolutione orta vis normalis.

PRO-
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PROPOSITIO 77,
| Problema.

T XIV.  6v9. In medio wniformi quod refi ipit_in ratio-

ne quaungue muitiplicata celeritatum , et potentia ab-
ju/um exiflente_wniformi et deorjum directa deter-
minare curuam brachyflochronam A M , jupw qua
corpus dejcendens tempore. breuifimo ex A ad M pei-
meniat.

Solutio.
Pofitis in axe verticali ablciffa AP=ux, «i-
que re(pondente applicata PM ==y, arcuque curuae

quafitae A M:—ys; fit. g potentia) deorfum follici-
m '

tans, et refiftentia in M, fi quidem celeritas

in M fuerit debita altitudini o.  His pofitis erit
vis normalis —5?; coiaequalis ¢fTe debet vis cen-
trifuga, quae eft 3"-’_"‘:‘:’,‘“‘7 (6496), fumto dx pro
conftante. Facta ergo aequatione eft fz—"{‘i‘“}g
Acquatio wvero canonica pro defeenfu in hoc me-

o™ds
dio refiftente dat do=gdv——7-. Prior.qutem

aequatio pofito dsdds loco dyddy propter dx

conftans abit in hanc fu_,%‘-,:gu, ex qua fit do=
e+ e

_zd.x "2 mtds"'-—zda dx 2dxdgsh ST
v™ds 2435

gdx — g quae acquatio redudta dat Egia: —

3gdy”
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£ iy T Ay 2™ & 1
5;%-—-— o B AT AT fcu d;&‘ f 3J,d:
g1'!1--—1 d m"' (h A=
2 B LB dy™—" dd ™
paturam-rcuruac quacftae, ; Quac acquatio quo re-
;}ucwug et ad. conitru&tmmm praeplrctur, pono
ds —pdxy veofit dy— rh]/(p -—x), crltgued $
Smdpdx et 12 ahash dxr?d,p A H,‘-“' fubﬁltptls ﬁabc-_

biturifta aequatio pddp-gdp* = T A pp-x )™

zm-ikmdpm—a
Nunc fitporrode=—gdpy €tit ddxr_o:rlgdp—l—-qa'dp
k11ddp,,_r—5§”f", rmpfgurque lnec aequatxo —U e

(;uues*" ‘P"‘?’"ﬂ”}dﬂ(f’; J)"‘*‘ eu=b99= M_g
'3 p 2l sz.’-l“t'i* £, wiisial ‘f.ﬁ 9:!{1 3

ru.- Mg 1 ) .mf—1 ;
= ‘*11f. bﬂx;‘g) _— Multtglue:tur ha:?

=1) ‘hnccq’uc acqumo exponit

upo
nEqunt'io Qo Fategrabilis filr peranp"'n"’f‘mst ha-
lbcbltur —mp—3™ g d? 3’3?_'._‘?—”’{?2#

Y angvtat e —gymen )
‘P Wfﬁi’ _:]\__ 2 cums mteg[al;s e[t pos”

mg= (Lt i g
2:15_-1 L"' p‘.-;p.gn Ponatur-——n'g_;-;—z;—

t 7
S B

T . A vt
f(p : ;) , P»——Pn-» erit P ﬁm&m;.quacdnm
apfins p, et prqmdc dabnq.x cormeﬂ'u faltem qua-
_qrsrurla His igitur pddtm Cerit p *q—P, atque
ﬂ-——-ps Qma vero, eﬂ dy=qgdp’ e;&;&f’;?

10!!! \II - Aa‘h — ..h 19 WA e
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et -s =/ atque y —[TE= " TUnde  confirus
&io curuae brachyftochronae fc.qultur Q E I. :

Corollarium 1.

. 680. Sit A pun&um in quo ‘motus mnpxt
atque celeritas eft, nullay erit ‘ibi v==0" feu’ g Vi
=0y, vndc fit dy =0, quia ds euanefcere non
potelt.” In pun&o A ergo curua habebit tan-

gentem tcrnulcm. Rt e LT TN

g s Coro}lamum 2,
o 63: Qum in ipfo motué’mmo ‘motus'in
medio refiftente a_mbtu'in vacuo non discrepat,
curu.lc AM initium A a cycloxdls -cufpide, quae
[brachyﬁqchl;om in “vacue hon discrepabit.
I coque in A non folum tangens-erit verticalis,
fed etiam radius ofculi in'eo, logo erit lpfimtc
pasnibe;p T TN S
i Corollarmm 3.
'682. Quia in A ¢t dy—o;mtque eft d_y__.
d.x"V(p +1), €rit pro-pundo ‘A, p=1., Exda-
ta ergo curuie’ conftru&ione punétum A obtine-
bitur , fi fiat p—1. ]ntegrulll ergo illa ita de-
ne accip’i vt X, s et yenanefcant pofito.p—r,

prp M3l B 2y? g
Corpﬂanum , CRBLT. .
8 683 Quontam eft v__":‘jii%—,, erit propter

ds—pdx et ds'=dpdux, —E!L‘i;i%‘—'-l-’ atqu;
Sl
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ob dx=qdp, erit v:—ﬁ»‘ﬂ’—‘")”i—-{”_”. Vnde
patet v cuaneflcere fi ﬁl’. p___x

Corollarium 5.

684. Radivs ofculi in pun@o quocunque M
eft —'dxd;;y*—j:ditys Qulrc ob di—pdx crnt’ra-
dios ofculi r—f——‘”? —D—p* QV(P —1)— 4\2—

In punéto ergo A vbz eft p—:,,cm radius ofpu-_
l| r=o.

" Corollarium 6.
. 685. Sit B pun&um brachyftochronae, in'quo
tangeéns ¢ft horizontalis; erit 'ibi 7y = co'idcoque;
p==oo. Punétum igitur B, inuenictur ponendo
p=co. Erit ergo in hoc pundto v =4 et ra-
dins ofculi »=P.

i

. Exemplum ; hdday B

~ 686. Ponamus refiftentiam cuanefcentem ita
vt motus fiat in vacio, erit k=—os, ideoque ha-
bebitur dsd*s—gdds*=o.  Quae aequatio dinifa
per dsdds et integrata dat /dds—glds=—IC.feun,

dds — 1. — a2 :
sy — ax adz Haec ‘aequatio denuo integrata

dat —siss—gizs—+C. Vel mutatis -conftantibue
poﬁthue di—=pdxj erit —g= —ppx-+Cpp, q“‘“
quia pofito p=—1, ¥ debet cuanefcere, abit
hanc 1—._23_’ feup= ;,“,_Hx), ideoque dff_-;r{;‘f?gp-
quae eft acquano pro cycloide vt conftat.

Aaa 2 Exems=
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by ." Exemp]um 2. e 0 da

687. Refitac mediom in duplicata mtromfI
Co dp
celeritatum, erit =33, atque L ~Lj Pﬂ__ — iy

que fic Po= ”_ _ﬂ,;l-,_—f; .mc ob rem erit
— ! kd ¥ — b —_
j;,{kg_,,, et s by fﬁfkpf’a‘, Fit'ergo s= U-;——f’,“
TRIN

arqué ¥t — ’”‘“ 50 ,i,_u,d,_oﬂ'#:..hpdx Porro e:-
g0 "ﬁ‘a’b&ﬁ'&‘fht (ki-a‘)-ei[d"w—kd.\-r-ad“ru quae - intos!

grata dat k(L——a)ek {:kx-i—:u—hk(k-—a), Verelis'
+0 £l10

mingta ; quantjtate, exponentiali ek et ksds——

aafnd;r-a ds~-akdy 7= 0. At ﬁ expouc‘nt_mlem

s Rp ‘,]
¥ per’ ferief’ ‘e*fgnmél[e velimugy eritk (k-a)e®
—ktkE Q) h - A P e e e

- ete). Quae, feries fubflitura- dat SSEP=E (520
B L R R} = reice T quouis puncto -

M eﬂ: v...’f%ﬁap—{;, “Prjd {bhlf)ffﬁ vero 111 quo
N33 N3N nirs maitnafli)ey, o

tangen& eft ‘horizontalis, erit,. t.,.-ﬁ.f’k"—": .mlue f"

Tﬂ;.. K1V, __,.J;,-H emtd?u'ﬁo_,;x_;:—bﬂ—- 1* G,qq,tu,\gﬁw
® % nunc euruds vétmlukumhammﬂw AL VL Q-
ueniatur in. axe BQ; ponatur, ;npfcn[ﬁv BQ=<t, ety

aseus, BN, - His, p&)h&la CEIL AP__t_._T—k-—I—l-t
k’rfb !e )A{_T\‘{Mk:.f L Ll—-—"-kx kﬁ! -ﬂrg”" ehht

£ JT192 LiF J U”D ﬁf( i . l| OO zhllgil
el e a4
%_EI-“ qmbug talornb'ng m qﬁcneqe Je% S

ne fubfticatis pLOdlf)il‘.' L ék --qu..,@’q_w “fe

msxt i R
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gt“"'& ,(Uh—-:) 7Ez. Atque pcr fcncm a: %—

34

“+ 72 3&—+—. o ,,k-z—!— etc. pro curua BNGC; at
pro ramo BMA in quo erit arcusBM, znegr

tiuus crit at=h> (eT' S L Y T

= 34—;; ete/ - Curua vero BNC in C hubebit
quoquétangentem  verticalem , qaod punctum in=
wemitur poaendo dy='de. Fiet Vero: hoa poﬁto

t:__ke'kg Ey. fon2= kf“"f#__B&C' Atq:uc +=CE
— " h"_..g" e —|—§§a—-etc. cum contra fit

AD_._,;-J,— 3k+;gs+ ete. ]:,x quo apparet punétum
A eile athu: puﬁmm quam punéctum C; atque in
X et 'B'turudm Hibére cufpides feu punéta reuer-
fionis., ita- vyt tam AD quam CE fint curnae
diametriy id. quod ex hec ingelligitur, quod fi¢
""Jp—fl;ff"”, vbi V(p'=1) valorem habee tam
aﬂmurmuum quam pegativum, £

JUTRg WE Schohon } Pt

68&Infm pelfplcumr hanc eurnam brachy{to-
chronam congruere éum curua tautochronain eaden
fefifténtiad hypothefi. Hace vero inter ‘motus tau-
tochronos ‘6t brachyftoclironos intereft differentiag
vt ad tlutochronwnump ebnimadum corpus in
ramo CND dcfccndcre in .Jlrero afcendere de-
beie, ‘cum’ & ldoncrario’ ' proe bruehyidchronismo
defcenius per’ AMB “ficrP debeat. (Jnterim tamen

1133 Aia 3 huaec
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haec vtriusque curuae conuenientia attentione di-
gna videtur, cum et in vacuo eadem congrucn-
tia obfeructnr, -3

55,9

Exemplum 3.
689. Refiftat mediam in quadruplicata ra-
tione celeritatcum, ita ‘vt fit, w= 2.  Habebicur
ergo pro curua quaefita ifta aequacio:, d.rd i—g

3
disris= f‘;,ji. Ad conftruendam vero curuam
i .2-—g d kpvin
Pz_,,,j( —j), vade  fic P= ‘—,E-%-f_—a%};,:_,_“)qtquc

JF. kdpv'?n d kdpw/‘zn A —

£ = T fva.p‘-—sn}p .-g-np}’ et x——fﬂg P+"P) ac_y izt
/1 L) |

P,,B(;:_;‘,f;’;_,:,‘p). Huius crgo curuac conftrucio

vti generalis habetur, Qma autem 7 numerum

quemcunque denotat , fit 7= crtt‘y—fp‘,:f,f‘;’._,)

= 2ky/3(2p~1 2k1!
= 20 S B 2 quam conﬂantcm ideo adie-

cimus, quo fiat y::o pofito' p=—1x. Atque pofito
p=—cvoeritapplicata DB—= 2“‘;6;”). Fit autem p—=
:ﬁjﬁ;}-‘fl:h:’i“"g 3 a:(:ue Vp'=1) = g pon e
-24gh%y~ - A5
R oo
(

YVIE~24Ehiyi— ? 1(3:-;5 Tl il ‘ 5% =0 115

1 2RTAY S kIdyVIFEy ROEY Ik
jft9y‘+4k.7\’3 B 24k yfg—"j—g,z ) quae eft aequatlo

inter coordinatas x et y Pro, curug gua,cﬁta. _
“Scholion* 2. "

690. In medio, quod in fimplici celematum
ratione refiftit, brachyﬂochronam fimplicius de-,
termi-
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terminare non licet, quam ftatim ex vniverfali
conﬂrué’honc confequitur, Qu.lmohrem hunc re-
fiftentiae cafum  éxemplo non fumns profecuti,
Quod autem ad’ rehqma huc percineéntes propo-
fitiones attinet, in ‘quibus ‘curna ‘quaerirur, fuper
qua corpus defcendens citiffime ad ‘datam lineam
fine re@am fine curtam perueniat; ea fimili mo-
do pro refifténte medio foluuntur, quo pro vi-
cna. Cum fcilicet -ex éodem pun&o A innume-
rabxles egredmntur curuaebrachyftochronae; ex
iis “ea, eft cllgenda, quae datae lineae fiue re@ae
fiue curuﬁc ad angulos recos occurrat; fuper hac
enim. co:pue ad iftam lmcam breuiﬂlmo tempo-
re peruemre caplte praec. c{t demonftratam. St
mili ratione curua, quae’ oines brachyftochronas
ad angulos rectos traiicit, ab omnibus arcus “ab-
fcindet ifochronosy feu quos conpus’ defcendens ag=
-qualibus ‘temporibus abloluits Haecque'omnida eo-
dem fe:habent modo, quaécunque fueric refiften-
tia, et quaecunque potentmc abfolutac Proble-
ma autem brach &oc,hronarum gencrahﬂime con-
ce_ptum euoluemﬂs. . - 9

PROPOSITIO 73,
Problema.

6o1. In medio vefiflente quocungue; et patek e T
tiis [ollicitantibus quibuscunque;, inueniré curuam bra-
chyflochronam AM, [uper qua corpus defcendens ex
A ad M citifime perueniat,

: So-



396 CAPV'T TERTIVM DE MQTV PVNCTI:

"'f ' Solutlo. il yoo 9

§Lt A motus m,ltngm, pc;; qund ducatnr re-
a;a quiccunque AP pro axe h;bwdl, in qpx {u-
matur_abfcifla AP=x; cui rcfpondcu appllcam
PMI)’ et arcus AM"'f 315 porre. corpons
in M cclcmas dg.bg;a ,.}lt,ll;ljgl‘m o, et t‘g@@cnm
\rtcunquc a. celeritate pendeus_[{ Q.'““’P'J“‘i“e
nung, Corpus, lplllutcnr pnxentfgp .;bﬁ)l;jtilc, ea-
rum loco duae poteqnac fubﬂuu: pofiunt in c|.1t1s
ALire@ionibus ML et MN, quuum 11{3131:1 \P fit
p.lr.xlldx, haec. :urb ad 11 I H(H[nl’haﬁ o i wu-
tem, pprpusmhﬁw um, ML f(xﬁwatans ﬁt -_:'F et
yis fegundnm MNz=Q. Ex j'h viribus oritur dy
Hgdmﬁdey-R.d:, ¥ @tque Huura brachyﬂo
chronismi. dag 22— 2o = s (673.). de-
“potaute » radinm ofculi curnae i M verdus; fi-
“periora dircftum; pro quo ergo fumgo ¥ con-
“finte ‘pomﬁ]iws 5%4—,',, ‘cum’glias deberet ‘efle 1=

-—mﬁﬁ_; Ex his ergo duabus achatmmbus df"""“"

Pdx-Qdy—Rds ct 2P —pyy_ 0 Jv, '§ cli-
minctur o, habebitur aequatio pro carua brqchy-

ftochrona quagficag eft hempe =27 Zoduds®

ius differentiale loco dv, atque ipfum v in re-
fitentia R ﬁ]bﬂltlltum d.lblt acquatlougm pro cur-
ua guacfita, Q E L

4 U M : -"- L5t T ;
~ ' e ey sl - <(:0’
‘l‘ »”

4
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i“Corollarium 1.

. Aequatio pro curua, fi diGo modo o
ehmmctu; fic differentialis tertii gradus. Quare
fi triplex integratio adhibeatur, tres quoque con-
ftantes adiici poterunt, quibus effici poteft vt eua~
nefcente x fimul quoque y et s et v euanefcant,atque
praeterea curua per datum pun@um M transeat,

Corollarium 2,

693. Quia igitur femper curua brachyftochro-
na poteft exhiberi, quae initium habeat in A et
per datum punétum transeat; infinitae curnae bra-
chyftochronae ex pun&o A educi poflunt.

Corollarium 3.

694. Inuenta acquatione pro curua brnchy-
ftochrona A M, innotefcet fimul corporis fuper
¢a defcendentis celeritas in fingulis punctis; erit
lzl:m'lquc’w'—"“t e e

Corollanum 4-

695. Data celeritate determinari ex €a po-
terit tempus, quo corpus arcum A M abfoluit :
el vadxddy

erit [cilicet tempus per A M = e VPdy—adz) »
quod propter aequationem inter A et y iam in-

umentam_poterit {altem per quadraturas exhiberi.
Corollarium s.
696..Si igitur.curua cflet innenienda, quae

‘©omnes brachyftochronas ¢x A edu&as ad angu-
Loy, II. Bbb los
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los re&os traiicere deberet; tum'eius lineae con-
firu@io haberetur, fi ab omnibus abfcinderetur
“;ﬁﬁj‘f%?—xl ciusdem magnitudinis. Hac enim ra.
tione ab iftis curuis infinitis arcus ifochroni ab-
fcinduntur, qui, quoniam omnes curuae funt bras
chyftochronae, terminabuntux ad truiectoriam ox-
thogonalem. |

Exemplun. -
. 697. Sit refiftentia quadratis celeritatum pro-
?ortion'alisf-, atque exponens refiftentiae vtcunque
variabilis ¢; erit R=7. Cum ergo fit dv—Pdx
' AN fds Jds

+foj-—1?’ erit integrando e 72 v—/fe ¢ (Pdx -+
Qdy). Cum autem fit w:w—%‘};—f—“i’r erit 2dx
yiorl o 48 g1y ' 3
ddyfe 7 (Pdx—+Qdy)=e ads’(Pdy + Qdx), in qua
dequatione non amplius incft ©. Interim tamen
haec acquatio fit differentialis tertii gradus, fi dif-
ferentiatione figna integralia tollantur, Indeter-
minati praeterea ipfurah P, Q et ¢ valores in
caufa funt, quo minus aequatio ad confiru@ionem
pracparari queat. 102 ¢ : .

~ Scholien.© + - ol

698. Quae hic ex duabus potentiis P et @
eirca curuas brachyftochronas funt deduétay, latif~
fime patenty quia, quotcunque potentiae’ COrpus

follicitauering, eac omnes in huiusmodi dm&%?f
1 o 'Th t
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funt refolui 3 fi:modo omnium dirediones in €0~
dem plano fuerint pofitae.  Quamobrem in hac
quogque propofitione continentur brachyftochro-
nae pro guacunque viriém centripetarum hypo-
thefi, quas autem, quia neque concinnae, neque
conftruibiles aequationes proueniunt, viterius non
perfequimur. Miffis igitur his, in quibus celeri-
tatum quaedam lex praeﬁ:nbltur, progredlmur ad
fequcntcs‘ quacﬂlones in _quibus coruae requirun-
tur, quae 4 corpore. ﬁipci‘ ils moto datarh fufti-
neant preflionem. = -

PROPOSITIO 79.

E ~Problema.

699. In bypotbef grauitatis vmﬁn mis et me-
dio oniformi, quod in ratione. quacunque celeritatum
refiftit, determz'nm'e curuam aequabilis prefionis AM,
qiae a corpore fuper ea defcendente, <wbique eandem
Juflineat pres fionems ¢

Solutio,

Pofitis AP—=«; PM=y; AM—ys, ct celeri-
tati in M altitudine debita ==« { fit potentia.cor>

pus deorfum fecundum ML trahens = g et vis
-8 ’ '.m F ok Y

refiftentiae in M—z5. Erit ergo dum corpus,

“‘dr

per elementum M progreditur do=gda——T7~ 7P

Ponamus curuam. deorfum effe conuexam, ita vt

Bbb 2 MR_

Tab. XV,
Fig, 1,
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MR fit radii ofcull directio, atque 1p['e radiug

ofculi MR_E-;H— pofito da conftante. * Vis ergo

centrifugae dlrc&:o erit in normali MNj; eius-

que quantitas eft —2%85b  Secondum eandem

vero directionem’ curua premitur a vi normali ex
refolutione potentine ML — g orta, quae eft =

%2 Tota ergo vis qua curna fecundum MN premitur

d 2vdxdd
-_-_—_fu?_;_ o 2;quae cum debeat effe conﬂans po-

mtur ca aequalis ag, habebiturque agd: ‘= gdy
di’+2vdxddy, atque hinc w_“’%;fgz‘i’-’. Sit
di=pdx, atque dy—dxV (p’—1); erit ddy —
?(df_fx His fubftitutis erit v—ﬂ?’d"ﬂg’;‘\’iiﬁ’*tn Vipp-1)
— LI S Sit. porro dx=2 qdp
erit v:::gpq(apV(p ~1)=p*4-1)) vel 9=Pyg,
pofito gp(apV(p*—1)—p*—4-1)=P. Erit ergo
dv=Pdg—+-qdP et v™ =P™4™ Quibus valori-

""a’

bus in aequatione dfv—gdx#wkm fubftitutis pro-
m, ,m

dibit Pdg—+-¢qdP= gda.-—- y zmﬂ Eft vero dx

=apdp.et -ds = prh. apdgdp. Quamobrem
proueniet ifta aequatio: Pdg—-qdP— 2gqdp—
o pm m-l—lpdp
km
bilem p et g, quia P per p datur. Ad hanc ae~

y quae duas tantum continet varia-

. 1
quunoncm conftruendam ponatur = —TaeIno
Pu™

fado obtinebitur ifta acquano du - —ﬂ'—dz ——
amp
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Co2mgfdy y :
nif.f,dp, quae ducta in € F. et integrata abit
2me & e r pdp

in hanc u—= .A:; / >

go inuenitur # pcr P atque u inuento erit g==
2
1 2d 5= 24!:1/(];—1)
5— Atque x—/ et s
Pus ' /P -‘- Pup

Cum antem ﬁt P gp(apV(p = r)-—p *+1) erit 22
=P - e Ty ‘)1tqucf3“3—-lpd-+-a
1(p—+7V(p -x))—‘“*‘.’ JapAgol) op 3mfdt—

Hinc er-

2 P-v(p*—1
—m{g—4=1)
p""'(p——V(p*—x)) « (ap Y 21)ok
amgfdp amgjdp
Popdp e P dmfdp
Eft _vcrof BT = ams ~ g fe  Tdpy
.-.-..mgfdp

p __e. ~xde Pd oo i
Quocirca erit U= gk’“ T f ? g

mie—1) = atet= 1
fpzﬂl(p V(pﬂ_x)) (ai)__‘lf(pn_t)""‘_:.‘i“'?fj-
gE™p 2""‘(,fi'—"‘/(f)z---l)) (ocp—V(p L VI at‘i‘

Cum igitur hoc modo ex p inueniri pofiic uy
curuae quacefitac conftrudio hinc perficietur, QEI

Corollarium 1.

70o. Curua inuenta ergo hanc habebit t pro-
Prictatem, vt in quouis puaco M prematur ver-
, Bbb 3 _ fus
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fus MN vi conftanti, quae eft ad vim grauitatis
ML, g vt a ad x.

Corollarium 2.

“o01. Si pro « fumatur numecrus negatiuus,
curua vbique fecundum MR . dircétionem priori
oppofitam aequabiliter premetur. Hoc ergo ca-
fu curua deber effe concava deorfum, quia vis
centnﬂlga contraria atque maior efle debet quam
vis normahs, cuius direio femper in MN cft
fita.

Corollarium 3. |

902. 'Si ‘a=—o0; tum curua prodibit, quae

nullam omnino preflionem a corpore fuftinet:

Quae ergo curua eft ea ipfa, quam cOrpus pro-
ictum libere motum defcribit.

-

Corollarium 4.

v03. Si a—zx feu tota preflio —g, tum
curua erit conuexa deorfum vbique. Nam quia
vis normalis f{ola vbiquc eft minor quam g nifi
cafu quo. ds=—dy ; vis centrifuga cum ea confpi-
rire debet, ideoque radius ofculi in plagam ipfi
MN oppofitam cadere.

Corollarium s,
amgJfdp

“04. Si ponatur A™e | ® uz amzyeritdz—
: € 2mg
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amgfdp
P M . - . »
i—_f’ 7 p. Particularis ergo folutio, quia in hac

aequatione indeterminatac funt a fe inuicem fe-
paratae, habebitur fi ponatur P—=o0. Hinc autem
fit gp(apV p'—1)—p ' ~4-1)=0; fen ap=V(p"
—1) fine ads=dy. Vnde prodit es—y. Satis-
facit ergo reca angulum cum verticali AP con-
ftituens, cuius finus ¢ft ¢ fumto 1 pro finu to-
to.- Hoc enim cafu vis centrifuga euanefcic, et
vis normalis fit =ag.

Exemplum

vos. Sit a—=1, feu quaeratur curua, quae
wbique vi =g prematur; quo cafu integratio ipfius
amgfdp

&¢ fimplicior euadit: erit enim ¢ . F—p*™
(0= (p*—1) 2" =(rgfiary)* =P PV (' —3))*™
Hanc o p_ @AY (p —x))mdp
nc ob rem eritu=— ™ k™ (p Y (P -—1))2’“-
Quae aequatio quoucs am eft numerus integer
integrationem admittit.  Pofito enim p* —-pV

— T i3

(p"-— 1) :rjg:! 3 erit P= 5y atque u '_2gk“"‘7;7
T r—1)(r—-1)2mgr >
k’“(r-‘l—l 1-mf rVr ) . Eft autem hac

puﬁtnone re=ap’—1—4-2pV(p*—=1), feu Vr=
P-i—V(P —1) Vt fi fuerit m= fcu refiftentia

eelericatibus proportionalis erit’ # == 7 5iF T e
J (1‘"—1 Jar
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f(r!_n)dr_—_— 1 (f-l-l r'.g_a\!r—-g — 27T 6 r4-GYr e
rvr 2eVk 3ra=1)vr /) — Gglremiivkr feu

tath ' co A | e TYre=3Vr4-28
miutata ' conftance € et u = e DofiTy
autem loco . eius valore. erit u==f—F5EPARI-L -
PR Jhlue

e - . a4 " .
~+ FEwETvE._ it §=0; erit

W HEE=E, et propeer P=gp (p—V (p'—1))

” p B .
V(p*—1)), erit Pum™_—p=vip-v)X P2 VNG A VER
svo BIERP
28k

aque ¥ =ypm gy 28k p —1—3pV p'—1)).

Scholion,

706. Similis integratio formulae, cui # eft
acqualis, etiam fuccedit fi a—=—1, quo cafu pro-
dit, concana deorfum in qua vis centrifiga con:
traria eft et maior quam vis normalis, quippe ex-
ceflus eft = g. - Eadem vero ipfa prodit aequa-
tio, quae pro cafu a=—rx, nifi quod fignum ipfius
V(p"—x) debet immutari  Quod ad reliquas quae-~
ftiones huc pertinentes attiner, in quibus aliae pref-
fionum leges proponuntur; eae vel ad nimis pro-
lixos calculos deducunt; vel iam funt pertraéta-
tae. Vidimus enim curuas, in quibus prcﬂ'lo to-
talis it duplo maior, quam vel fola vis centri-
fuga vel fola normalis, effe brachyftochronas, at-
que curnas in quibus alia obtinet ratio, fupra
quoque iam pertraauimus, cum curuas inueftiga-
remus, fuper quibus motus quam minime accele-
raretur. Sequitur ergo, vt ad curnas inuenien-

j das
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das progrediamur, fuper quibus  plures diuerfi de-
fcenfus vel afcenfus datam inter fe tencant leges,
quac quacftiones plunmum difficulcatis in fe ha-
bent. Neceffe enim ‘eft ad huiusmodi problema-
ta foluenda, vt celeritas corporis in fingulis lo-
cis poffic exprimi per quantitates, quibus curuae
natura determinatur. Quod autemi cum non in
quauis refiftentiac hypothefi poffit perfici, vti fu-
pra notauimus ; tales quaefliones tantum pro f{pe-
cialibus reﬁﬂentmc hypothefibus poterunt pro-
poni. Praecipue ergo .ifta tractatio ad refiften»
tiam quadratis, celeritatum proportionalem eft
accommodanda ; quia hoc cafu aequatio canoni-
ca, qua celeritas determinatur, feparationem va-
riabilium admittit, atque ipfa celeritas poteft ex-
hiberi. Tum etiain confiderari pOtCﬂ: refiftentia,
quae biquadratis celeritatum eft proportionalis }
cum pro hac hypothefi celeritas quodammodo
cognofcatur. - Denique quaecunque fuerit refiften-
tiae lex, fi modo refiftentia eft valde parua, hu-
insmodi quqcﬁzoncs folutu faciliores euadent. In
hlb vero problematis vel ratio cclcrltatum, quae
in diverfis defcenfibus fuper. eadem curua acqui-
runtur, inu€ftigatur; vel temporum, quibus diver~
fi defcenfus aut afcenfus abfoluuntur, ratio. At-
que in vtroque genere, ex data vel tgemporum
~ vel celeritatum variis ' defcenfibus acqmﬁtarum ra—
tione ipfi€ curuae fuat inveniendae.

Tom.IT. Cc C. PRO-
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PROPOSITIO go. n oth

Problema. * :

707, In medio vniformi, quod refiflit in dupu.

cata_ratione celeritatum, atque potentia rzb_{b/um de-

orfum tendentey comparare inter fe celeritates in pun-

o A, quae in diuerfis ~defcen fibus corporis Jﬂpﬂ,
curua MA. gequivuntur. -

Solutio.

Sit celeritas in A quam vio defecnfi acquis
finit debita altitudini b, et celeritas in M debita
altitcudini '©.  Pomantur AP=—x, AM=y, poten-
tiz follicitans in M quae fir vtcunque variabilis
=P; atque cxponens refiltentiae—4k. His pofitig

erit dv——Pdx—+", quae aequatio integrata dat
9 s —5 "‘3 .

v =ek(b—fe kPdx) integrali fe kPdw ita acce-
pto vt euanefcat pofito ¥ =o. Sit nunc M ini-
tium defcenfus vbi et ® = o, inuenictur hoc pun~

’ ‘ —
&um ex aequatione b—fe kP4x. lam ponatur
alins defcenfus fieri ex pun&o proximo m, atque
ccleritas in A .xcqumt.l fit debita altitud. b—- 0.

Em ergo b+d5—je hPdy= fammae omninm
¢ *Pdx ab A vsque ad m; in aequatione ¥ero

priore fe “%Pdx fignificat fommam omnium . Th
Pdx ab A vsque ad M tantum. Hla ergeo fum--

ma fuperat hanc {ummam yltimo elemento ek
L Pda
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Pdx ex:ﬁcmc AM=s et Pp=dy. Erit ergo db

— de:c. Ex qua aequatione datur relatio in-
ter arcum MA defcenfn percurfum et inter ce-

leritatem in punétd infimo A acquifitam. Q.E.L

Corollarium 1.
208. Dato’ ergo arcu dc(’cenfus AM::, ent_

altitudo celeritati in A acquxﬁtac debwa, "“fg k
Pdx. Sen i pun&um M et celeritas in A tan—;
quam variabiles quanmates conﬁderantur, erit

aeqmtqo mter cas dh=e *Pd.l

Corollauum 3

<209. Ex hac ergo chmt:one, fi propoﬁta
fuerit quaccunque: ratiointer arcus defcenfus et
celeritates in punéto A acquifitas ; inuenietur ae-
qftifio ‘pro curta AM propofitac condxtiom fa-
tisfaciens.

‘Corollarium 3

o100 8t medium  non  fuerit vniforme fed’
difforme vtcunque, exiftente eius exponente =45

loco acquationis inuearae  prodibit  ifta aequatio
o—-_rdf

db=e¢ aPdx, cuius fimilis et vfis.

Corollarium 4.

'711.Quia valor ipfius ¢ cft vnitate mamr,qﬁippc |
h-'-fd‘ . -5 4

2, 718218284, crit ¢ @ feue E vnitate minor;
Ccca et
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et hanc ob rem db<Pdx. In.vacuo vero effet:
db=Pdx.

Scholion- 1"
712, Simili modo res e habet in afcenfu,

quando corpus celeritate alqltud:m b debita ex A
per jarcum AM=s hfccndxr Tum enim :nc db
Sk s
—e kPrh, vel in medlo daﬂ'oi‘ml db—¢e : qPda,
Quae formulae ex illis defcenfui inferuientibus in-
uenientur ponendo —s loco —-s; qua fubftitu-
tione femper defcenfus in afcenfum transmutatur,
Hinc apparet quemadmodum pro defcenfu femper

erat db< Pd.r, ita fore pro afcenfu femper do3>
'Pdt, qum e'i feu e q eft vnitate maior.

9 eilnaits Corollanurn 5.

'7:3 In mcdlo ergo rcﬁﬂentc neque pro
afcenfn neque pro defcentn effe potcﬂ b=[Pdx

vel b:-;adet, tum enim  foret ek__a, fen s—=
conft, m qua. acquauonc nulla linea contmetur-

ol 2 Coro]lanum 6.

%14, Neque etiam curua poterit inueniri, pro
qua vel in defcen(n vel in afcenfu foret b—fQdx;
denotante Q functionem quameung;ipfarum s et yynifi

Qlta (it CUmparJta vt 3 fiat =1 pofitis s et .z::l'?o. ..
: it
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—+[is fds
Fit enim ¢, aP==Q et ¢ 74 abit in 1 pofito
J:a. i . '
Scho.h_on- 2.

,=15.. Ratio huius eft; quod,pofuimus s eua~

ncfce;e cuanefcente &y atque hanc ob rem aequa-
+ ds

tio db=""aPdx ita debet integrari, vt euanc-
fcat pofito ‘x=o. Si autem b ita detur, vt db
per dx cxprlmatur, aequatio per dx diuvidi _po-
terit. Quoarca ea ad hanc legem non poteﬂ:'
accommodari, nifi forte”{ponte aequatio hac pro-
prietate iam gaudeat. Sin autem datus ipfius &'
valor ‘talis fuerit, vt effet’ db*‘Rn’r fen h—fRds

euanef’éente b faé‘to §ZZ05 tum’ acquatio pro cur-
2 okfide

ua quncﬁta ern; sz’f.-:.: e aPdx, quae femper eft

pro, curua reali, ‘dummodo JRds habeat valo-

+fds
rem nfﬁrmatiuum, 'p‘r'ddeﬂt&;ue di >dx feue @
P}R } - ¢

} il £31101

Exemp]um 1.

v16. Sit potgnm follicitans yniformis , feu
—g, et medium>refiftens vniforme, requiratur-
que  curua, MA,  hanc habens proprietatem, vt
corpus in fingulis delcenfibus ad A, vsque acqui~
rat; celeritates,» guae fint in fabduplicata ratione,
arcunum , defcenfu, percurforum, Er:t ergo Vb vt

b o feu b=ays} vnde fit ads=ge h'dx feu aela’.r:
Cec g =gdx
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s
Z=gdy, cuus integralis eft ak(ck—1)=—guw; ad-
dita conftante, quo fiat x=o euanefcente s. Ha-

5
bebitur ergo ¢k =2+ 4eque £ — I(ak+-gr) —
'?oué.- Quac differentiata dat ‘—I,—f: ;;f_%x; €X quo
intelligitur curuam cffe tragoriam filo longitudi-
nis k fuper bafi horizontali a punéto A deorfum
T‘rl«"fg. ;’f"' diftante interuallo %, Conftruetur ergo curua hoc
modo; fuper bafi horizontali CE et filo BC—#&
defcribatur tradtorian BAj tum ducatur horizon-
e talis DA a CE ad diftantiam DC.:E,!', quo fi-
Go facisfaciet curuae portio BA quaefito. Po-
nimus antem BC verticalem et B pun&tum tra-
&Gorite fummum; ex quo intelligitur « neceffario
minus effc debere quam g. Si enim effet maior
forect: CD > CB, ideoque pun&tum A imaginarium,
Sin autem effet a=—=g, punéum A in B caderer,
adeoque - nonnifi punétum  fatisfaceret.  Si foerit
ee—0, pun&tum A infinite diftaret, et corpus de-
fcendens omnem amitteret celeritatem, Cum igi-
tur debear effe a<g erit 2<gs.

Exemplum 2.

Tab. XV, ° wy4. In fuperiori tam refiftentiae quam po-
Fig. 4 tentiae follicitantis hypothefi quaeratur curua AMF
fuper qua omnes afcenfus ex pun@o A faki ita

fe habeant; vt toti arcus afcenfibus fingulis abfo-

luti fint quadratis celeritatum initialium in A pro-
por-
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portionales., Erit ergo vt ante b=—as;, atque db

- |
—ads. Cum autem pro alcenfibus fit db—ge *

dx , erit ae hds —"*gdx, atque mtcgrando ak( o
-—5
e k) —gx. Hinc 1g1tur habetur e k—&—gﬂf, at-

que é—;_“k__“ feu ( )— k. Ex quo appa-

ret curuam l.maf.memem efle iterum traGoriam
fuper bafi borizontali CE filo longitudinis £ con-
ftrutam; fed deorfum_ fpectantem , cuius cuspis
fit m B exiftente BC—#. Sumatur sutem CD
__5 . ductaque horizontali DA erit A pun&um
in quo afcenfus omnes incipere debent. Hinc er-
go queque intelligitur @ non poffe effe maius quam
&5 quia alias punctum A foret tm.lglmrmm At
fi fueric a—g feu b___gf incidet A in B eritque

arcus quolibet afcenfu percurfus — 4

o
Scholion 3.

718 Plura huiusmodi exempla, quia tam fa-
cile ex vniuerfali formula inuventa refolui poffunt,
hic practermitto; neque etiam huivsmodi quac-
friones pro aliis refiltentiae hypothefibus, quibus
folutio earum inueniri queat, affero; quoniam ta~
les quacftiones neque iam funt agitatae, neque
fatis funt cariofre , vt earum folutiones requiran-
tur. Ad dignioria igitur progredior problemata,
in quibus curuae quaerunrur tavtochronae, fuper
quibus omnes vel afcen{us vyel dcf‘ccn{us aequ ali-
bus abfoluantur temporibus,

PRO-
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Problema.

719, In bypothefi ¢ potentiae fvn{fornur a’za} Jum
diretlae et medio wniformi, quod refiftit in duplicata
ratione celeritatum inuenire curuam tuntochr onuimn AM,
Juper qua omies defenfus: ad punctum A ‘vrqw: ab-
ﬁo/nantur aeqzmbbu.r temporzbm

Tab, XV,
Fig.2,

Solutlo.

Conﬁderctur quicunque dcfccnf‘us, in quo ce-
Teritas quam ‘corpus in pun@o infimo A acqui-
rit, debita fit altitndini 2. Ponantur AP—u;
AM::_,f; altitudo celeritati in M debita = v; at-
que potentia follicitans —g et medii exponen-
==k, ita vt refiftentia in M fit ad vim gruutﬂfis,
vt ¢ ad 1. His pofitis erit rlq:'——-gdt -+—

quae aeqmtio integrata dat o=—¢ "(b -fe "Sd’-')
integrali e~ l’?gn’x ita  famto vt euanef:at pofito
x vel f—o. Ex hac ergo aequationc initium de-

-5
fcenfus inuenitur ponendo =1 feu fe*k‘gdrr:b
Tempus vero quo ‘arcus MA abfoluitur hinc erit

ds
- L €X, quo prodiblt touus de-

e2W (be - hgdx)
fcenfus tempus, fi po(l 1ntegrat10nem fiat e"*gd"

= b, Ponumus breuitatis gratia fe *g dw=1,
et



SUPER DATA LINEA IN MEDIO RES. 393

A8 ) :
et —— —du, ita vt {it tempus totius defcenfus

o 2k
_fﬂb s pofito. poft integrationem z=4. Quo
nunc haec expreflio perpetuo eundem obtineat
obtineat valorem, debebit f‘,-‘;—}rj efle fan&io nul-
lius dimenfionis ipfarum b et £, vt pofito t==b
ex formula 4 euanefcat. Hanc ob rem 4du debet
efle funéio dimidiac dimenfionis ipfius # tantum,
quia 4 a » pendere non poteft. Fieri ergo necefl-
fe eft a’u.__%t exiftente « quantitate conftante &
non continente. Hoc pofito erit tempus vnius
dcfccnfus:af;f—;—‘r_’::m, pofito poft integrationem
t—b. Vel pofita ratione diametri ad periphe-
riam 1:m7 erit tempus vnius defcenfus —am; qui
valor perpetuo idem manet quomodocunque &
feu defcenfus initium mutetur. Curoa ergo. tau-
tochrona quaefita determinabitur ex hac aequacione

5

I - : . '
du— %t = Ha0E , cuius integralis et 2aVi—2%
e2h

'
(1 —e2%) feu 2= _i(r-—e"h) addita {cilicet conftan-
tc, quae ficiat 7 euanelcere pofito s—o. Cum
—1 —5
autem fit 7—[e kgdx, eric dt—e K gdx =X
—F t—§
(1—e2k) e2kds. Ponamus a’g=—=a feu a:V‘-‘;
- ""
erit ﬂdr—-k(c"k—r)rf_r, cuius integralis eft ax

=gk’ (c"‘i-x) ks, quae quidem acquatmncs,
Tom. II. Ddd quia
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quia variabiles s et x a fe inuicem funt fepara-
tac ad curuam conftruendam fufficiunt.  Sin au-
tem aequatio ab exponentialibus libera defidere-

as? 4 s -
tur, quia ex altera aequatione eft £ (e2k—1)=

TR : :
=575 erit hoc valore-in altera fubfticuto axds

-+ ksds = 2akdx. Q E. L

Corollarium I.

720. Quia et a=—=Y-7; erit tempus vnius de-
fcenfus —m V. In vacuo autem et grauitate =r,
eft tempus de[ccnlus penduli f— "”(166) le-
re longitudo pcnduh ifochroni in vacuo ) o

Corollarium 2,

war, Si tgltur-fuent 252z 3166 part. mxlle-

fimaram - pedis Rhenani, defcenfus abfoluetur di-
midio. minuto fecundo; hoc ergo euenit fi fit @
_.1583g ('crUp ped. Rlu:n.
......-Carollarium’ 3.
72: A]quo celentatl in M dcbxta feu 'v

eft —¢ k(b fckgdl)—ek(b —1)- atque .0b Z —

gk (I(z_e‘k) erit v:ﬁ(-*‘aﬂ(’””) ==
ﬂbek——”L (C’;E"'I)

g elr x-a.
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Corollarium . 4,
was, Pofito v==0, prodibit.totus nrcus dee

fcenfus ex hac aequatione ab=—_gk’ (1—e2 J.) . ¥
ergo arcus defcenfus ponatur =f, crit ab_,qk

k
(1—e2 k) Quare dato arcu de(‘ccnfuﬂf erit v—gk .

T ) 8 135 e g rosidods
Corollarium §.
w24. Aequatio’ pro curua haec ax: 2k’

(g..k__.l) ~ks in feriem cxponent:all M conuer-

tendo, quae cft I+~;¢+. 4k2+:n33k3+

etc. abit in hangcax = ‘rs -5y “—}-‘ TR
52 53

+ctc. fcu 2”1——.2—‘}— __ +l 3*4_&!‘-*'_
ctc, 5 P

Schohon oy _

was. Notari hic conuenit hanc curuam fi-
mili aequatione exprimiy qua fupra brachyftochro-
na al'ccnful ml‘cruum cxprlmcb'ltur, ibi enim erat
gf = ﬂ-l-'l 2 3;,-+~l 3.4k —1- ¢tc. (68%), quae
acquatio ab hac noftra pro tautochrona inuenta
in hoc tantum differt , quod hic fit a¢ quod
ibi erat @, atque exponens refiftentiae brachyfto-
chronae duplo maior eft exponente refiftentiae
pro tautochrona. Curua ergo brachyftochrona
quoque ad tautochronismum producendum accom-
Ddd2 moda-
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Fig s.

406 CAPVT TERTIVM DE MOTV PVNCTI

modari poteft; arcu afcenfus defcenfui tributo,
in’ medio refiftcnte, cuius exponens eft duplo mi-
nor.

Corollarium 6,

226, Ad inueniendam continuationem cur-
uac MA vitra A poni debet § negatiuum, quo

facto h.1bcb:tur ar....zk(ezk—x)—Jr- ks vel 2av=

= ._.‘.2.33&_.}_ s *'“, — etc. Quae eadem ac-
quatio proaiifiet, fi & negativum feciffemus. Fa-

&o autem £ negatino defcenfus mutatur in afcen-

fum ; quocirca curua MA vlra A continvata af=
cenfui inferuiet atque fuper ea omnes afcenfus eo-

dem abfoluentar tempore [cilicet w4,

Corollarium 7.

w297, Eadem ergo curua continna BMANC
erit tautochrona tam pro defcenfu quam pro afcene
fu. Namque fuper arca B M A omnes defcenfus
eodem temwpore abfoluuntur, artque fuper arcu A
NC omnes afcenfos. Qaurc omnes dimidiae ofcil-
litiones, quae in arcu BM A incipiunt, erunt in-
tcr e ifochronae, atque tempus vnius femiofcil-

“hitionis erit :27:1/-;;

Corollarium §.

= =2%. Si reliffentia evancfeity, quo cafa & fic

%2, curua haec in cycloidem abire debet, quae
eft
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elt curua tautochrona in vacuo. Hoc ipfum ae-
qumn per -feriem, cxpreﬁ'x indicat , fit enim 24 %

ehaufen 4.::1*.._5 aequatio pro cycloide.

Corollarium 9.
729. Curua ergo BMANC prout eyclois
habebit cufpides verticales in B et C, ad quas
inueniendas  ponatur dx=ds, eritque pro arcu

5
BMA, a—Fk(ek—1) feu s—2k/FL—AMB; at-

Al €
que cius alticudo BD erit :zL--._'!_ T Pro

arcu alccnfus vu'o ANC erit ANC = 2kl4=
et CE=%" ! "-"'—~"L Siue per feries crit BD

2q® -a’

:d-?;-i—?ﬂ"‘;k*_} ctc.  Atque Cb-——ﬂ“'i-su

Corollarium 10,
| ws0. Ex his perfpicitur cufpicem C arcus
afcenfus eleuatiorem effe cufpide A arcus defcen-
fus. Atque arcus ANC cufpis in infinitum abit
fi k=—a; et fi >k culpis C erit imagimaria.Ce-
terum cx aequatione patet, tam BC quam CE
efle diametros curuae inuentae.

Corollarium 1r,

731. Si corpus in dimidia ofcillatione I'lzv
buerit celeritatem altituding 4 debitam, eric arcus

defcenfus = 2“&{;,-—#‘"5 fen per feriem .....?:b:%-;
Dddg agk
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2ab 2abvab
ok~ 3pktyg 1 cte. atque fequens arcus afcenfus =

SikyE—=Vab __ 2vab 2ab ! 2abvad
2kI=0g ~ = Fgk— gk 3geve — CtC

Corollariumy2.
w32. Si ergo defcenfus fiat ex puncto B ita
vt arcus defcenfus fit —AMB=2k/" erit b=
l-ff;,f,,,:, fequentis vero afcenfus arcus erit — 2 %
] 2otk
a4k *

Corollarium 13.

wa3. Ex’aequatione pro hac curua apparet
curuam in punéo A habituram effe tangentem

horizontalem. Cum porro pofito ds conftante
. it dsdy __ dsy(ds®—dx?) .
radius ofculi in M it =75 ="am= — > quit eft

s [
dx—-2(e2R=1)ds, s erit ddx —4; e2kds® et V(ds®
5
-d.r’):dﬂ’(x-’if,(czk—-z)’); erit radius ofculi in M=

V(4 a’—4k’(e’-‘iﬁ — )

. Pofito ergo s=—o erit ra-
e 3k

dius ofculi in pun&o infimo A—z24. In B ve-

ro et C radius ofculi euanefcit. '

Corollarium 14
%34. Radius ofculi non eft maximus in pun-
&o infimo Aj; fed per methodum maximorum

maximus inuenitur in arcu afcenfus, idque in pun-
; &o
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&o O exiftente AO — 9.](.!,;—'?’—. In hoc enim

2_ g2

puné&o eft radius of'culi::;{—kf.ifu—;—). Ex quo con-

cluditur nifi fit £>a, curnaturam curnze ANC
perpetuo diminui, neque puntum O usquam
exiftere.

Scholion 3.

235. Hoc igitur problemate duas inuenimns
curuas, fuper quarum altera omnes defcenfus, fu-
altera vero omnes” afcenfus aequalibus abfoluntur
temporibus. Atque cum fuper tota curua BAC
omnes itus feu femiofcillationes acquadibus pera-
gantur temporibus,fi quidem in curuae portione BA
incipiant; haec curua ad ofcillationes in fluido ifo-
chronas faciendas effet idonea, fi modo reditus
quoque inter fe effent ifochroni, de quo vero
non conftat. Quia autem in fluidis practer refi-
ftentiam quadratis  celeritatum proportionalem
alia infuper obfernatur, quam momentis tempo-
rum proportionalem feu conftantem cffe proba-
bile eft; etiam coniun@im cum jfta refiltentia tau-
tochronam determinare operae pretium efty quod
vero facile ex praeccedente effici poteft. Sit enim
refiftentia conftans —5, erit pro defcenfu do—
-gdx—i—bdf*i—l’gd-s- Quare fi in priore operatione
tantum locogdx vbique gdv—hds fubftituatur, tauto-
chrona fatisfaciens fimili modo obtinebitur; pro

defcenfu fcilicet prodibit ita curna ax:(;j—k)

5
$~4-2k"(e2k—1); atque pro afcenfu vero haec
X
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-—5
ax= (k—%) s+ 2k* (¢Fk~1), quae curua quoque
cum priore eandem curuam continuam conftituit,
abit enim altera in alteram ponendo § negati-
uum. Notandum hic eft fi fucrit Z::_—.Eé’ fore cur-
uam tautochronam tradtoriam BAF alymtotam
habentem horizontalem CE, quae a pun&o A
diftet interuallo AE=2%. Fili autem longitudo,
quo haec tractoria defcribitur, et = 2% Quod
autem fuper huinsmodi curua tangentem horizon-
talem nusqnam habcnte femiofcillatio ablolui pof-
fit, atque alicubi pun&um aequilibrii A exifterc,
mirum non cft; cum, vt fupra iam obferoani-
mus, in tali refittentine hypothefi, corpus in lo-
co fubliftere queat declivi. His autem cafibus ,
quibus curna vitra A defcendere pergit nulli re-
ditus atque ideo nullie ofcillationes peragi pof-
funt, quia corpus, quanquam foper plano decliui
ad quietem peruenire poteft, tamen fuper €o a-
fcendere nequity in quounis enim curuae portio-
nis AF pun&o corpus in guicte perfencrare poteft.
Scholion 3,

236. Non multo difficilior fit problematis
folutio, fi potentia deorfum tendens non con-
ftans, fed variabilis vecunque P, :artque exponens
refiftentiae. etiam variabilis ¢ ponatur.  Huabebi-
tur cnim pro elemento temporis in  defcenfu

ds
¥ e . Si nunc vt ante ponatur

ez 1V(b—fe "1Pdx)
fe—qus
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—fds dr
fe TaPdx—¢; et —— — 7% —du; debebit quoque
e2 q
atdt? o p d'l.
effe du =°% w fen 2 = df«' iy . Quae ae-
e ads’

quatio denuo differentiata pofito 4s conftante et
loco dt eius valore fubflituto dabit L5 —=Pgddx

T
~A-qdPdx—2Pdxds pro curua defcenfus ifochro-
nos habente; Huiusque curuae continua viera A

afcenfibus inferuiet.

Scholion 4,

%34. Tantochronam hanc in hypothefi refi-
ftentiac quadratis celeritatum proportionalis pri-
mus ego dedi in Comment. Tomo IV. vbi ea-
dem, qua hic, fum vfus methodo. Deinceps ve-
ro etiam Cel. Iob. Bernoulli mihi per literas figni-
ficauit, {e quoque in eadem refiftentiae hypothefi
iftam tautochronam reperiffe; cuius methodus
extat in Comm. Acad. Parifi A. 1930. In aliis
vero refiftentine hypothefibus, excepta ea, quae
ipfis celeritatibus eft proportionalis, nemo ad-
huc, quantum mihi conftat, tautochromas deter=
minamt. Quod enim ad eas curuas attinet, quas
in A&. Lipf. A. 1926. tautochronarum nomine
dedi; cac quaefito non fatisfaciunt; wei Cel, Her-
mannus , qui primum in casdem inciderat, atque
cgo poltea monftrauimus, Difficultas autem me=
thodi huius tautochronas inueniendi in “hoc

dom. II. Ece con-
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confiftit y quod in aliis refiftentine hypothelibus
celeritas non poffit vniuerfaliter ex aequatione
canonica determinari. Quomodo vero nihilomi-
nus pro aliis refiftentiis tautochronae inueftigari
queant, ex fequente propofitione colligi poterit;
in qua pro mediis rarifimis in quacunque celeri-
tatum ratione multiplicata refiftentibus tautochro-
nae inueniendae proponuntur.

PROPOSITIO 82.
< ~ Problema.

w384 In medio rarvifime, quod refifit in qua-
cunque multiplicata ratione celeritatum, et bypothefi
potentiae wniformis deorfum tendentis , determinare
curuam_ tautochronam A M, fuper qua wvel omnes de-
Jeenfus wel afvenfus aequalibus abfoluantur temporibus.

Solutio.

Pofitis gbfciffa. AP—x et arcu AM=y; fit
“totus . arcus defcenfu aliquo defcriptus —f. Poten-
tia follicitans deorfum ponatar =g altitudo ce-
leritati im M debita fit —o, exponens refiftentiae

- ¢ h s B .
=k, atque ipfa rcfiftentize vis = zm, Vbi k cft

quantitas valde magna ita vt fractiones, quag in
‘denominatore &  plurium quam m dimenfionum
‘habent, pro euaneflcentibus haberi queant. His

pofitis erit ex natura defcenfus do = — gdv —+
nG) ”m‘i‘.
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vo™ds
km
ta effet cyclois, cuius aequatioeft gx = as’; qunia
autem medium eft rarifimum , curua quaefita non.
multum a cycloide differet; ponaturigitur aequatio

.Jam fi refiftentia prorfus abeffet, curna quefi-

. 58 N
pro curuz quacfita haec ga=—as’—4— e Quia ve-
’“ds " v™ds
ro eft dv__—gdx—}— propter terminum ——- ya

valde paruum erit prox1me v—C-gx.,_Ca.r -
B5Y adid s WS :

T vbi conftans C ex hoc determinatur, quod
fi fit s—=ffiatv==0. ‘Quocirca crit v—a(f —s )t

:m ¢ s e qunm proxime. Ponatur ergo v—ua

(f*=s*)+ 1= i (f“—J") ~+- Q, erit dv——2asds—

nBs"'ds P n8s"~1ds
”"k—m———!—dQ =gl g 2wl
ks (fkm-‘ T 23 negledis rchqms terminis qui

pro o™ poni deberent; quia in iis k plures quam
1 in denomitatore habet dimenfiones. Ex his iam

fequitur fore Q= me(f ~s")™ds integrali hoc
ita accepto vt eunnefcat pofito :-—'f Erit ergo

v=a(f"~5)+ iw (f“-s")-i-kmf(f sT)™ds 5
Ece 2 atque
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. e s B e ™ s mds
atque hinC G =rrFmm) 2a3k™(ff—s55)3

omittendis iterum terminis fequenubus ob memora-

tam rationem.Hinc nunc prodibit tcmpusjwﬁr‘,:}zﬁ,,}

& ds(f"—s™) | a™  def(f=s")mds

203k™) (ff—ss)%  cafk™ (ff— _rr)§

quod ita integratum, vt cu.xnefcat pofito §=o;

dabit tempus, quo corpus defcendens arcum MA’

—s abfoluit. Totum ergo defcenfus tempus per
arcum f obtinebitur, fi poft integrationem pona-
tur s=—/f; quod tempus debet efle conftans fen
ita comparatum, vt non penduat abf.  Primus au~
tem temporis terminus '{?““}"z —% pofito poft in-
teprationem §—jf iam dat huiusmodi exprcﬂio-
nem, in qua non amplius ineft f; predit enim 737,
Quamobrem fi due reliqui termini ita effent com-
parati, vt poftquam pofitum eft s=f fefe de-
ftruant; quaefito foret farisfictum 3 haberctur enim
pro integro defcenfus tempore haec expreflio 55 e

it
ﬁ'—'.f..f)'!

: ? -
B2 amfd f_;?f—-— r,;-)l‘ I’ pofito poft integratio-

(/="
nem s—f, Dat :mumf —
\‘f}

mulnplum potcﬂ*arra ipfius f', cuits exponens cft

s Sy 5
m—2, atque alterum integrale “f_—-——-——-—

(=593
pofs-

quae eft conftans. Debebit ergo eﬂ‘c g

pofito s=f
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pofito s=f dat multiplum poteftatis ipfius f; cu-
jus exponens eft 2m—1x. Fiat igitur n==2m--1,
atque B ita fumatur vt hae duae poteflates ipfius f
quarum VvEriusque exponens erit zm—zx, fefe de-
firuant. Quo autem appareat quales coefficientes
habiturae fint iftae ipfius f potefates; ex cafibus
fimplicioribus concludemus. Integratis igitur fe-
quentibus formulis ita vt euanefcant pofito s=o,

tumque fa{to:_—_freperieturf fé‘ ji;’: Al
(P03 sy, (f‘—;‘)dr
que }"I =52 =3 f 7 AT R

| fﬂm-q-t__jﬁmd-r)d_f
2.4 £3. hincque erit genera iterf( ;
A el F=3

ds(f*—s
B Cia-gm _F AT ivnde etit EJ‘ 3 st
3 ‘ ""'"’(ﬂ'm'-'l} “51)2

8oz 2 B Bf ™1, Alterius termini coefficiens
¢x eadem analogia innotefcet. . Eft enim integra-
tione ita inftituta, vt integrale euanefcat pofito

s—o; per feriem [ (f?—s2)"ds——f2 m(f_f)_}_
58 (1% e iy

—1)(m—2)
-_n_f_q_,lg ST LA™ (f1—5") — etc. Bidec igitur fe-
3 a™ds
ries in — T3

— { mf 21 2!m emim—1) __
pofito s=f, dabic a™f2m—r (y._ 27 | 4™ ki)
am 2”‘-—[
~—. Hisigitur duo-
270 =1 His ig
bus valoribus inter [c aequatis prodit § ===

Ece 3 3.3.5.

--—--.-

—

dufta er integrata atque tum

sm'm—1)(m—2) c.)—
I - etc.)
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135.5.9----(2m—1) a™
2.4.6.8---- 2m(2m—4-1)
fticuto habebitur pro curua tautochrona ad de-
{fcenfus pertinente, pofito J loco « homogenei-

tatis ergo, fequens acquatio g = = A=
1.3.§--=-(2m—1) §3M+!

2.4.6 -=--2am(aem—+1)a™k™ Vel i ex x defi-
deretur s hinc oritur ifta aequatio s =Vgax —
1.3.5---(2m—x)g"ax™
2.4.6---2m(2m—+41)2 k™

cuiusque defcenfus fuper hac curna erit — ¢,
fcu longitudo penduli in vacuo a graunitate natu-
rali =1 follicitati, eodem tempore defcenfus ab-
foluentis erit — §. Eadem aequatio pro curua
tautochrona mutatur in aequationem pro curua
fuper qua omnes afcenfus aequalibus temporibus,
tempore fcilicet =¥ abfoluuntur, fi loco ™ fcri-

batur— 4™ Q. E. L

y quo valore loco B fub-

Atque tempus vnius

Corollarium I.

- %39. Si am—1S2 feu m>%, curuae ra-
dius ofculi in pun&o A idem erit, qui pro aequa-
tione gr =% ; fcilicet . In his ergo cafibus cor-
pus minimum defcenfum abfoluit eodem tempore
quo in vacuoj feu defcenfus fuper infima curuae
portiuncula infinite parua, idem erit in vacuo et
in medio refiftente fi modo m 2> 3.

CO?
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Corollarium 1.
v40. Si m =} in ytroque termino s habe-
bit duas dimenfiones. Quare radius ofculi in A
non amplius erit & fed co erit minor. In hoc
ergo medio, quod in ratione celeritatum refiftic;
tempus defcenfus minimi per arculum circularem
maius erit quam in vacuo; hocque in data ratione.
Corollarium 3.
v41. Si m foerit < §; verum tamen > o,
radius ofculi in A erit infinite paruus; fuper hac
ergo curua in vacuo minimus defcenfus abfolue-
retur tempore infinite paruo; cum in medio re-
fittente finito tempore perficiatur.

Scholion T.

742. Quod ad hunc cafum m <% attiner,
hoc quod diximus quidem ex aequatione fequi-
tur, quam in medio rariffimo quaefito plene fa-
tisficere ponimus. In cafu autem quo Mm< 5y tres
termini, ex quibus aequatio confiftit, etiamfi me-
dium fit rarifimum non fatisfaciunt. Duo enim
termini quibus gx aequatur, confiderari debent
tanquam duo termini initiales f{eriei conuergentis,
in qua {equentes prae primis euanefcant. Tota
vero feries huinsmodi habebit f'ormamg.r::f;—’—}—-
i 2P Bgt™ @ s

amk_rﬁ_+a_:m;|kgm'l‘ “Sﬂi—:'.kiﬂ';_.."i— etc, I

qua
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qua exponentes ipfius § in progreflione arithme-
tica progrediuntur ; haecque forma partim ex ana-
logia partim ea ipfa ratione, qua ad fecundum
terminum inueniendum vfi- fumus, colligi poteft.
Ex hac iam forma apparet curuae in puncto in=
fimo A conditionem, fi m<} ex duobus termi-
pnis primis cognofci non pofle, quantumuis £ fit ma-
gnum. Quia enim exponentes ipfius 5 decrefcunt,
in fequentibus terminis s tandem in denomina-
torem migrabit , ideoque pofito s = o0 fiet
X——oo, €x quo apparet curuam his cafibus
in A, non terminari; neque radium ofculi in hoc
loco poffe definiri. Quod incommodum non ha-
ber locum, fi exponentes ipfius § crefcunt.

Scholion 2.

743. Hinc igitur pater modus curuam tau-
tochronam in medio in quacunque celeritatum
ratione multiplicata refiftente inueniendi; etiamfi
medium non fuerit rariffimum. Cum enim aequa-
tio pro tautochrona fit huius formae gx:f;:—i—
A 5271 Bsam C.f‘m"'

";m'zr'um o ﬂzm——akzm'{_asm—-zkgm"i"‘ etc. quems=

admodum ex conditione tautochronismi valorem
cocfficientis A determinauimus; eodem modo
etiam cocfiicientes reliquorum terminorum pote-
runt definiri. At propter tantopere compofitas
formulas integrales labor fere fit infuperabilis; qut

autem forte fubleuabitur, fi quis tantum vnicum
coef-
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coefficientem B vel ad fummum duos B et C de-
terminandi operam adhibuerit, quoniam fequen-
tes ex analogia concludi poflent. Ad haec ac-
cedit, quod haec feries in cafu, quo m=1x cogni-
ta {'t qmppe ex fuperioribus (724) habemus gx
=%+~ + 7varr + yeoae + otc. quae fe-
nes ad generalem inueniendam non parum fub-
fidii affcret. Terminus vero B inueniri dcbet ex
Gt T )ds. g A

v-—-—l-n?

fequente aequatione Bf sy
([2mHs! §am1y2 ¢ dr(f"’“'*" fm"")fa’s(ﬁ' H‘)’"’

A,
o s s | F—59)%
m(fmj & B b Asfds(ff-ss)m—1 (f2m+1 g 2m4-1)

F (ff—55)% v (ff—s5,3
ds [ ds(ff—s5)™ [ ds( ff—55)™
.._mf & f(_ﬁ;ﬂﬂ) ”)f SF=50) , cuius aequa- .
i)z

tionis integralia ita funt fumenda vt euanefcant
pofito s=—f, quo fi&to poni debet s—o; atque
tum valor ipfius B inuenietur.  Coefficiens ve-
ro A iam cognitus eft; inuenimus enim A =

;:g-’::(;:f;:,.)m . Pro cafu quo m=1, fupc-'
riorem aequationem cuolui inuenique B ==
exiftente A—%, id quod egregic congruit, Si
autem valores coefficientium in infinitum inno-
tefcerent, tum haberetur quidem aequatio ferie
infinita conftans’ pro tautochrona quaefita; quae
autem’ fi eius lex cognita fuerit, per methodum
meam feries fummandi, in aequationem termi-
norum numero finito conftantem transformari po-

Tom. II. Fff terit
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terit. Atque hanc propemodum!l vnicam €t tu-
“tilimam iudico methodum,: cuinos ope itautochror
nac in aliis refiltentiae hypmheﬁbua muenm quea,nt.

'-.') '

4 |
+ 8

Corollarium: 4 p. 1) 83
A r2i+

w44 Siigitur aequauogt - + mEu

Bo4m 11
+W"+°tc‘ exprlmat tautochronam de~

fcenfuum ; afcenfus tautochronos producet ifta cur-

A g2m+t (B s 4™ Cme—' :
" = . — —---u—---——..“‘

™/m + q2m= 1\ pom : agm-—-kam

na ga=* — :

~}- etc, quae oritur ponendo k™ negativum.

Corollarium 5.

745. Perfpicitur hinc quoncs m fuerit nume-
rus integer, toties tautochromam afcenfibus infer-
wvientem ANC efle continuam tautochronae de-
fcenfuum B M A, Eadem enim aequatio oritur
fine £™ fiue s ponatur negatinum, '

Corollarium 6.
w46 Praeterea intelligitur curnam ANC, fu-
per qua omnes afcen{us eodem tempore . abfol-
nuntur, quo defcenfus fuper curua BMA, . minuys
effle curmam quam BM A, et cufpidemy C algius ha-
bere pofitam quemadmodum in medio quod L

duplicata celeritatum ratione; refiftic, _
| Co-
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Corollarium 7.

74,7 In medio quod in fimplici ratione ce-
leritatum’ refiftit, omnes ipfius s exponentes fiunt
= 2; €x quo fequitur tam tautochronam defcen-
fuum quam afcenfium efle femicycloides. Ea ve-
ro pro afcenfu, quia s° minorem habet coeffi-
cientem, quam pro defcenfu maiore circulo erit
genita; fi quidem tempora afcenfunm acqualia cffe
debeant temporibus defcenfuum. Interim vero
eadem cyclois continua femiofcillationes quoque
producit ifochronas, afcenfunm vero tempord
erunt minora quam tempora defcenfuum.

Scholion 3,

948. Si m eft numerus integer facile ex da-
ta forma poteft ipfius A ‘valor definiri. Namque
B m=1 erit A=4; i mw—a ebip A= X et ita
porro. At fi m non eft numerus integer diffici-
lius eft valorem A exhibere; feries enim valo-
rum ipfius A debet interpolari, Pro fractionibus
quidem, quarum denominator eft 2 wvalor ipfius
A per quadraturam circuli poteft definiri. Pofi-
to enim m pro perimetro circuli, cuius diameter
eft 1, erit vt fequitur:

m\'ﬁ, 3 é,' ¥ ctc.
2.1 4.4 2.4 6.
‘A G o J T '\-g" 3 §1 3"? 3.5.9. 4_.“-, etc.

Ex quo P.I.tﬁl fi fuerit, =5 fore A =—=

gﬁd----: n ooy -
it 1-.:'_\:rr+f){rt+1bn y\ratque adeo g ¥ . ==

Fffa . 2.4.6
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2‘4_”6---"‘ 2??- £2n+2
3.5.7~ = (2n+1)(n—+1)ma™™
— 55 Quaccunque autem # fuerit fra&io, erit

exiltente fcilicet m

I
perpetuo A#(2m+1)jd”(l_z)m , hoc integrali
ita acccpto, vt euanefcat pofito 3==0; atque tum
pofito 2==1.  Quemadmodum docui in Comment,

A. 1730, in Diffi de progreﬁiombus transcen-
dentibus,

Corollarium- §.

749. Si nunc pro fingulis mediis refittenti-
bus rariffimis quaerantur tautochronae defcenfuum
eae fc habebunt vt fequitar:

'm_—'..n Zx -":.;—l—-f

M= Z¥= —-—i—-m

. 52
wzx gr= o —i Y ir

M3 EN = ""'"sa - 3wawah
m....2 ga I aﬁ"’("ﬁ;&;&z
M= LX == a o Fgma Tk
m=g|g ¥ =="r 4
Ex his formabuntur tautochronae afcenfuum; fi
vitimi termini fiant ncgmul. |

Scholion 4s:

250. Haec igitur fufficiant de tautochronis
fimplicibus, fuper quibus vel omnes defcenfus tan-
' 2 tum
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tum, vel omnes afcenfus aequalibus  abfoluuntur
emponbus. Practer has autem curuas. etiam aliag
tautochronarum nomine appellan poﬂuut, fupcr
quibus  vel omnes femiofcillationes, vel ctiam {o*

lum omnes, integrae ofcillationes fint ifochronaes

quarum curgaram numerus vti etiam in vacuo
eft infinitus. Quod autem ad integras ofcillationes
attinet, ‘haec quacftio refiftentine’ propria eft, in
vacuo: enim omnes femiofcillationes inter fe funt
aequules. - ana autem in his quacftionibus duae
curuae inueniendae pfopommtur, quarum  altera
ad afcenfus altera ad defcenfus /pertineat; ante-
quam hpiusmodi quacitiones. pro. tautoc,luomamo
foluamus, alizs -faciliores pmpoﬁtloncs circa bi-
nas curuas aftenfum ‘et defcen(um fpe&ﬁnres prae-
mittemus, |

PROPOSI’I‘IO 83. °

Problema. ‘ |

w51, In hypothefi potentiae vmﬁn)ms deo fum
tendentis ‘et medio vniformi, quod refiftit, ‘in duplicata
ratione celer:tamm, data curua MA mhemre alte-

ram AN illi in A mn_ge:.dam buius indolis'y' wt or-

pus per arcum quemcingue MA  fuper curua data
defcendens fuper curua quaefita ajm;fu conficiat ar-
cum AN , qui aequah.; Jit, ar cu; MA.

Solut:o

" Pofitis potentia fnllrcxt‘mteg, exponénte re-
fittentiae &k, ct celeritate in'A, quam’ ex defcen-
Fff 3 fu

Teb, XV,
Fig. 60
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1 acquifivit, quaque fuper curua quaeﬁéa ANaf-
cenfum ‘idchoar,; debita alticitdini’ 4; fit" pro’ curt
ua dath abfciffa 'AP=ux; 'rrcm.. AM::; Pro quae-
fita"Vero ‘fit abfeiffa A Q=17 "atque ‘arcus 'AN=,
H:s pbﬁtis erit alnmdo cclcritm corpons dﬁ{cen-

dent;s in M debita qh (b-gfe kdx) et alti-
tudoy, ce}qnmn corporis, afcendentis in N dequta

*-c"ﬂ(b—gfe"ﬁdr) Intégcr ergo arcus defeen-

fus prouenit ex -hac acquatione b—gfe hd'r, in-
teger .wer arcus afcenfus ex hacacquatione p

._gfcﬁdr Thter arcus” igitur defcenfus b afcen-
fus luec habcblrur qequatlo fe kdx___{c "t fen

huius differentialis e kdx::e dt. Quare cam ar-
cus afcenfus aequn{ls refle” debeat arcui defcenfus
ponatur =153 quo facto PrOdlblt ifta aequatio

—

A Rdxs=dh:, Cum autem curna, MA data fit,
_'dabuur a,cqu\atlo inter 5 et a; ex qua, fi loco
dx_eius: Yglor per s et ds fubftituatur, prodibit
acquatlo inter 7. et 5 fen inter, 7 et propter 7’

quaq dctcrmmabxt nﬂturam curuae quwﬁtae
AN Q E. L :

Corollari‘um' i

o Sy cu;uac th?Q,]MA pprtlo infima ex-

pnmatur aequagwnc & SHei§ s Ot P1'° POIthI&c
ni=

.'!'.l
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L 25 -
f:1ﬁma curune AN fmcc ae% ano dti‘:ane b
i " 1M ¢ 39UEq fl s Aos o
d:. Eﬁ vcro propter § arcum mmmum gLk
vande erit Z—as? Sanets’ (i
Y s —: o T eu tantum
b Ol 1)k

Ok Portmnes ergo Jnﬁmac vtnusquc curuae
erunt inter fe ﬁchs

| | I _'\ l
: A g
Y 1 A e _}JI] 328 4 Minay I “F

CorQuaﬂaum 2.'f Soiil n{ T

801 ) 1 F, Fawat 5] VA Sin .

753 Ex aéquat:onc e ka’x_._a’t intcff:gztur
eflc {emper dtCdeifeuor avt Punétum ergo! N
femper humilius erit pofitum, quam pun&um re-

fpondens M. EX /quo! feqhitur curuam AN mi-
nus, effe curvam verfus ADB, qu.lm curuam. AM

e B § kLU

Corollarlum ; :

] Lo 2
3 754.. Hanc ob curua NC nqln pogq,
rit efie fimilis et a(ggﬁ is c%rnﬁ AM; quia hoc
cafu punéa Miet Noarcus sequales A Miet: AN

terminantia f'orc_nt ;‘g.]efndlcm altitgdinc fita,

“nOGisd m aod ic "E"'

e A 2 3 o

w53, Sa corpus fuper curua MA ,gx altituy
dine infinita dcfceudqret, quia in A .qelcritatem
tantum finitam acquirit ad altitndinem tantum fi-
nitam afcendere poterit,-- Hoc ergo cafu, quo
curua A M in infinitum bo:rlg\ru'r ,[éurun ANC non
"lltr.l datam altitudinem . zfcgledcre poterit , fed
, aflym-
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a.fymtoton habebit hor;zontalem B C. Id quod
etiam. ex hoc apparet, fi fic S=o0 tum enim

prodit fdt*‘o. T, MIDIE 1, 19150719 019V ab

M13°8bnvy ' (5=
SChollon l‘

'756. Quemddmddum ex hac propofrnonc
mtclltgltur, quomodo ex dita Curtia ‘defcenfium
M A inueniri debeat curu:gtafcenfuum AN, ita vi-
cifim hinc facile erit ex'ddta curua AN altcram

definire.  Si enim detur aequatio inter 7 et s,
2%
erit dx..‘-e “kdt, aequatao,;pre curua AM

et - usl

Corollarmm 5'

259. Quia curnac - deftenfuum MA refpondet
curua. afcenfuum AN, cuius haec-e.ﬁ aequatio dz —

-—D

l
P AT (- g hacc curus AN pro curua de-
fcen(’uum 1cc1pmtur erit rcfpbndentu. curu.lc afcen-

fuum abfmﬂ'a ._..fe "a}t;-"fe _Td.x. :
"Corollarium g '«

v58. Si hoc modo vlteriores curuae refpon-
dentcs quaerantar, {obnnt’bitur fe}]uens aequatio-
pum feries. ' :
AﬁfWﬂ'd furrme rcjf)ondm: arcui’ s,
x Ok 3Tl Jing

a—-""r

_ II "_‘“__, k(f;.

111 “.:ft"""i dx’"
v



-,
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—r

IV = fe ™ ®dx

—2(n—1)s
A | s i

Corollarium 7.

w59. Huius igitur feriei duae curvae conti-
guae hanc habebunt proprietatem, wvt, iis in in-
fimo pun&o A coniundtis, corpus fuper priori
defcendens, fuper altera per arcum afcendat ae-
qualem arcui defcenfus. Infinitefima autem hu-

ius ferier curua fa&ko mn—cv, fit recta horizonta-
- 005

lis, quia euanefcit ¢ * 3 ideoque ipfa curuae ab-
fciffa.

Exemplum 1.

»60. Sit linea duata recta verticalis, erit x=r.
Pro curua ergo afcenfuum quaefita ANE cxiftente
AQ=t et AN=—ys habebitur ifta aequatio d7—

—38 P e
e kdsfeut=%(x—¢ k). Atque eliminata quan-
titate exponentiali erit atds—= kds—kdt fiue
Lk=—t)ds

(2 7 —zk  Ex qua acquatione perfpicitur

curvam ANE efle tra&oriam fuper afymtoto hos
rizontali BD filo longitudinis L& genitam. Qua-
re altitudo afymtoti AB erit —4 k. Sinunc haec

ipfa trattoria ANE pro curua defcenfuum acci-*

piatur, ci refpondebit curua quaefita, cuius ab-

Lom. 11 Ggg fcifla

Fig.1.
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—5

fciffa arcui s refpondens erit :fe'TeLd.r; quae er-
go curua iterum erit tra®oria afymtoton hori-
zontalem habens, cuius afymtotos fupra A ele-
uata eft interuallo gk, cui longitudo fili aequatur,
Serici vero fuperioris omnes curua¢ erunt tra-
¢orine, quae filis generantur, quorum longitudi~
nes conftituunt hanc feriem %, %, %, % etc. Re-
¢&a falicer verticalis tanquam tra&oria confidera-
ri poteft, cuius filum generans eft & feu infini-
tum. Vlitima autem huivs feriei tra&oria in re~
¢tam abit horizontalem per A duétam,.

Exemplum 2.

w61. Si linea defcenfuum data fuerit reda
vtcunque ad horizontem inclinata MA, ita vt fit
MA (5):AP(x)=a:1, feu d:r:‘:—}-, habebitur pro

oA
curua quaefita AN ifta aequatio adfi—e k ds,

—25
cuius integralis eft «z =% (x—e * ). Ex quibus
aequationibus coniunétis oritur 2a? ds—kds—akdt fen
o il io qt tra-
o =% Quae aequatio quoque cft pro |
¢oria filo longitudinis % fupcr afymtoto horizon-
tali BD genita; exiftente AB — X ; haecque tra-
¢toria per A transire debet. Seriei fequentes cur-
uaze omnes funt quoque tra&oriae, vt in praece~
dente exemplo, quarum fila generantia funt &»

%) %, %, etc. earum vero alymtotorm a puncto
A
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A diftantiae tenent hanc progreflionem (:a! -}ua
;’;: z= etc. 'Hae feilicet omnes tractoriae cum axe
verticali AB angulum conftituent aequalem an-
gulo PAM.

Corollarium 8.

762. Tradtoriarum harum ea, quae primam
feu retam MA praecedit, hanc ergo habebit pro-
-prietatem, vt corpus fuper ea defcendens, po-
fteaque fuper rea AM afcendens aequalia fpatia
percurrat.

Corollarium .

v63. Ad curuam igitur defcenfuum CA in-
ueniendam, cui refpondeat reta inclinata AM; fu-
per afymtoto horizontali filo longitudinis % de-
fcribatur tradtoria CA, in caque fumstur appli-
cata Ad -:;;*; et ex A confticuatur re&a inclinae
ta AM; eritque C A curua defcenfuum , cui re-
fpondet re&a AM pro afcenfibus.

Scholion 3.

%6 4. Infernire poteft hic cafus inftar exems
pli problematis inucrfi, quo ex data curna afcen-
fuum, curua defcenfoum requiritur.

Ggg 2 Exem-

Ta}". x “rl.
Fig.a,
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Exemplum 3. _
»65. Sit curua defcenfuum data cyclois MA,
cuius natura hac aequatione fit exprefla 24x=ys",
feu circuli genitoris diameter — §. Erit ergo 4

= vnde pro curua altera afcenfuum AN hacc
—-2!
inuenitur aequatio #df—e k sds, cuius integra-
—28 —28
lis eft, at=%(1—e® )—%e * 5, quac propter
—25
. . 1

e ¥ =2 abit in hanc afsds =241 —
‘*;‘". Haec curva in A, vt iam eft diGtum, tan~
gentem habebit horizontalem. Habebit vero etiam
alymtoton BC horizontalem; cuius altitudo BA

reperictur fi § fiat = oo. Fiet autem hoc cafu

-2

¢k =o; quare erit z—AB=Z%' Ex hoc intel-
ligitur curnam alicubi punéum flexus contrarii ha-
bere debere; quod inuenietur fi pofito 4z con-

ftante, ponatur dds—o. Hinc vero prodibit =

=% fen s=% Quare fi fumatur arcus AN =
erlt N pun&um ﬂcxus contrlrii, cui refpondet
abfciffa AQ=—~% %7 feu BQ=24;. Quo circa erit

femper AB: BQ_:.:e 2—2,%71828: 2,

Scholion 3.

%66. Problema hoc propofitnm extat ab a-
nonymo in A&. Lipfi A. x1728. eiusque {olutio=
nem dedit in Comment. Acad. Petrop, A.1729

CL D. Bernoulli, alia -vfus methodo.  Praeter
' hanc
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hanc vero conditionem anonymus ille potifimum
requirit vnam curuam continuam , cuius alter ra-
mus defcenfibus alter afcenfibus inferniat, cuins-
modi curuae dantur innumerabiles, quas in - fe=
quente propofitione detegemus.

PROPOSITIO 84.

. Problema.

w69. Lisdem pofitis wt ante, inuenire curuam ta, xv,
continuam M AN huiusmodi, vt in quauis femiofcilla-  Fig: 6
tioney quae femper in arcu MA incipiat ,  fuper ea
fulla arcus defeenfus MA aequalis. fit arcui afcenfus
Jequentis A N.

Solutio.

Propofitio hacc a praecedente in hoc tan-
tum differt, quod ibi data fuerit curua MA; hic
vero ea quoque quaeri debeat ex hac conditio-
ne, quod vtraque curua MA et AN vnam ean-
demque curuam continuam conftituere debeant.
Sumtis igitur arcubus A'M et A N aequalibus =y,

_-.2‘

et pofita AP=2x atque AQ=1, erit dt=¢ ¥
dxy. Quia autem curua MAN debet effe conti-
| % nua, aequationem inter § et A’ ita oportet efle
comparatam, vt fi in ea loco s ponatur minus

—5, quo cafu arcus AM in arcum’ AN abit; © va-

y =2 W (0D
lor ipfius ¥ fiat =7 feu —f¢ k Jx. Pono igi-

| : nga : tur
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tur dx=Mds, vbi M fit fan&io quacdam ipfius s;
caque abeat in N, fi loco s ponatur —y. Puna-

“tur ergo —s5 loco 5 ‘quo cafu x abit in 2, erit-
que dt==—Nds. Eft vero quoque déd—C k. 2%
_21' 25

—c¢ & Mds, quocnrca emN__—e kM. Sit por-

+
ro M = ¢ P, abeatque P in Q pofito —s loco s
—_5

eritque N=—=¢* Q. Quibus valoribus loco M et
‘N fubftieutis prodibit Q=—P. 'Ex quo apparet
P huiusmodi efle debere funétionem ipfius £, quae
-abeat, in —P pofito —s loco s, quas fun&iones
impares- appellare confueni. Sit itaque P fun&io
quaecunque impar ipfius ¢, cuiusmodi funt e.gr.

s i
a5, as’, as’ etc, eritque M—ekPds feu x—fek
Pds. Quae eft aequatio pro curua quacefita. Q. E.L

Corolldrium I.

%68. Quia eft dy—ehPds erit fumendis lo-
garithmis Jdw=='4 4= /P—4=/d s Differentictar haec
acquatio . denuo. pofito ! 45 conftante, prodibitque
G =C - F feu kPddx =Pdvds —~kdxdP. Quae
aequatio ab exponentialibus eft libera.

Corollarium 2.
: 769,.. Qmm.am P per s dari debet aequatio
inuenta non, habet cvariabiles dnter {e permixtas;
quamobrem ea fufﬁcn ad curu.n, in ea contentas

conﬂrucndaa ‘
¢ 4 Exem-
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Exemplum.

' s
w=0., Ponamus eflc P—-, erit ax—[eksds

s = :
—hkeks—k’e®~-k", quac eft aequatio pro vna
et fortaffle fimpliciffima curua fatisficiente, Haec

s
vero aequatio eliminato exponentiali ¢ ® abit in
hanc axsds—aksdx—k" adx—+k*sds. Vel ex-
5
pofito e ® per feriem prodibit ifta aequatio ax=
4+ 5
g+.ﬁi}fl+,";’,‘p+,.;*_w-+-f::c. Haec ergo
curua in A habet tangentem horizontalem, eius-
que radius ofculi in hoc loco eft .  Quia ne cur-

ua fiat imaginaria effe debet dx<ds debebit effe

7
eik.r<;a. Quo ergo loco fit e®s, quae expref~
fio crefcente s quoque crefcit, aequalis @, ibi
curua. A M habebit tangeatem verticalem -atque
pun&tum reuerfionis. Pro ramo AN pofito — s

_ o
loco —}-s haec habetur aequatio ax — feksds,

—§
e ksds

—
feu dx = — Quare quamdiu fuerit e ks<gq,

-—
curua non fit imaginaria. At fi vsquam fi ¢ &
s==a, ibi curua quoque habebit punétum reuer-
fionis et diametrum verticalem. Fieri autem pot-

—

eft i a fatis magnum accipiatur, vte ks femper
minus f{it quam 2, quo cafu curua AN in infi-
nicum abibit, afymtotonque habebit horizonta-

lem
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)

Iem BC. Fit autem ¢ ks — o0 cafibus, s—o et
§=oco, habebit ergo valorem muaximum, fi cius
differentiale —o, ‘hoc'vero cafu fit £=vs, et
Sl ' -

¢ Tkg—"% " Quare fi fuerit @ >* curua habebit afym-
toton BC, cuius altitudo BA erit =%, At fi
fuerit <% curua AN, wti alter ramus, habebit
quoque’ pundtum reuerfionis, quod ex hac aequa-

—

tione determinabitur, a=—e ks, In priori cafu
curua AN habere debet pun&um flexus contrarii,
quod reperietur ex hac aequatione 1 =j; erit fci-
dicet in N fumto arcu AN=k

PROPOSITIO §s.

Problema.
T}"; :V'. ~91. In bypothefi grauitatis et vefiftentiae prae-
8% cedentr fi data fuerit curua MA, fuper qua defeen-
Jus abfoluantury inuenire pro afcenfibus curuam AN
buius proprietatis, vt afcenfus cuiusque tempus aequa-
le fit tempori defcenfus praecedentis.

Solutio.

Pofitis vt ante potentia follicitante =g; et
medii exponente ==k; fit pro curua MA abfcif-
fa. AP—wx; arcus AM =ys; atque pro curua quae-
fita AN, abfciffa AQ=1#; arcus AN—7. Pona-
tur altitudo celeritati defcenfu quodam in A ac-
quifito debita =4, qua celeritate fequentem af-
cenfum in curua AN abfoluet. His pofitis erit

alti-
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5 -5

aleicudo <celeritati in M debita — e¥(h—g fe kdx)
.—r

et altitado in afcenfu celericati in N debita —¢k

(b-gfﬂdf)- Tempus ergo defcenfus per arcum ‘

: d
MA erit = / —j et tempus afcenfus
"H/(b—— je k(h)

‘ eJdr
#‘/V{ IA-—gfer;)
tempora, fi poft integrationem ponatur gfc:';a'.f
—b, atque gjc_;dt;_:b debent effe aequalia.’ Po-
natur ad lioc obtinendum gfe—'Ed.x— ,gfe%dt

d
=T: atque -;—__ds et e"kd: _..dR, vbi X,
ce2k
T, S et R fint tales fun&mncc, quae cuanef‘cant
poﬁ_to x, 5,¢ et r—=o. Efficiendum ergo eft,

vt haec duo integralia f‘,[}':_x; ctfﬂf““ fiant in-
ter fe acqualia, fi poft integrationem ponatur
X=bet T—b At S et R vti et X et T funt
quantitates a & prorfus non pendentes, atque
eandem inter fe relationem tenere debent, quem-
cunque valorem 5 habuerit. Quacfito ergo fatis-
fiet, fi R fueric talis fun@io ipfius T, qualis.S eft
ipfius X. Vel fumto R =S effe quoque dcbct

T=X. Eft vero S._._:‘.L(x——g_i) et R:nk(c“
Tom ' 148 Hhh | b B

per arcum AN y quac duo
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~—1); fado igitur R =S erit 2= ¢}

-5 —5

—-¢2k, atque r=—2k/(2—¢2k). Quia autem hoc
‘pofito effe debet X =T feu ¢ kdx = ckdt fiet

t=fe~ & dx. Cum vero fit ¢ k= (2—¢2k)"
= TP U dx
=442kt %, ent 1= [ — ==

ek(2—e2k)
dx _ :
;:— Ex quibus ergo conftru&io curuae

. (202k—1)

innotefcit, quia famto arcu ANy—2 Fila-—ai%)
huic refpondet abfcifla AQ::_/" dx

5
(2e2k—1)°

Acquatio vero pro caruz AN commodius inue-

nietur ex data aequauonc B S e X. | INam

quia eft .r—:--zkl(g_ezk) et:;_f d_{__._ s fi
(282k—~1)

lqco s et ¥ hi wvalores fubftitnantur, prodibit
aequatio inter # et » pro curua quaefita AN.

Q E. L :
Corollarium r

S th eft r—:zkl(z—-e Th)etit dr =

-
e2kd ¢
=
(2—22k) .
ginaria effe debeat dr}dt, curua AN cousque
erit

Cum vero ne curua AN fiar ima-
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d:
T < ——, feu ds >

c2k( 2 —¢2k)

erit realis, quousque ds >

dx

n.e?:i -1
Corollarium 2.

s '
7%73. Eft vero e2k {emper maius vnitate
ex quo fequitur vbi fuerit &s>dx eo magis fore ds >
dx ¢ Ts
+—— Quare i curua data fucrit realis, quae-
202k — 1

fita quoque femper erit realis.

Corollarium 3.

794, Cum fit .r::—zkl(z-—ei‘lr'i) enit a3 ==

.
eckdr dr & iz g
— =——+— , vnde fucilius relatio in-

[
(2—e?F) (263k—1)
ter ds et dx in computum duci poteft.

Corollarium 4.

775 Ex folutione problematis fimul ap a-
ret, quomodo eius inuerfum fit foluendum. Si
enim curua afcenfuum A N datur, feu aequatio
inter 7 €t 7, ex ea acquatio inter & et s for-

. : dx
mabitur ope aequationum ¢ :f 3 et r'—

2 c‘ﬂk—x)’

aki(2—e3k),
Hhh 2 - Co-
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Corollarium 5.
776. Ad curuae formam circa pun&um A
indagandam ponantur & et » valde exigua, erit-
—§
que ¢2k—x, vnde fiet dr —ds atque dt—dux.
Ex quo perfpicitur curnarum MA et N A infimas
portiones effe inter fe fimiles er aequales..

Exemplum r.

v49%. Sit linea defcenfuum data recta M A,
vtcunque inclimata, vt fit s—aa feu ds = adx.
dr dt

Cum nunc fit dsirmztie edidp o sy s>
202kh—1 (2e2k—1)*

habebitur inter # et » pro curna quaefita ifta ae-~

dt e
quatio, dr— -—-‘J'L—_-;_--— feu adt—ze2kdr—dr cu~
: 202 k—1

s integralis eft ccf—'4.l(x-—c2h)—-?' Quae ae-
quatio in feriem conuerfadat at=r-y 7%+ 55 ; L4
s ;; —7%3—+ etc.. ideoque in punéto infimo A cff
dr—adt. Curua hacc alicubi habebit tangenteny

horizontalem, qui locus mucmctur ponendo di

—0 tum Vvero erit 2——¢2 k feun r—okla, cut
refpondet awt—2k—2k/2. Atque fi » fint maiug
quam 2k/2 valor ipfius d¢ fier negatiunus, ideo=
que curua iterum defcender, donec —-z{f fiac =di'y

hoc autermh accidit, fi eft x-—au:zc“ fen 1= 2k:

Vot
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J2=. At quia a non poteft effe minus quam
1; fi eft a=—1x tangens verticalis in infinitum ab
A diftabit; atque fi >3 viltra tangentem hori-
zontalem nusquam habebit tangentem verticalem.
Sed antrorfum vltra tangentem habebit vertica-
lem, vbi eft r—=—2k/*F=% Cafu ergo quo li-
nea data eft verticalis, feu a— x fit r=0, feu
tangens in A erit verticalis.

Corollarium 6,

w=8, Sis denotet totum arcum defcenfus, 7
exprimet totum areum fequenti afcenfu {uper cur-
na AN defcriptum. Quare fi detur arcus defcen-

—
fus s reperietur arcus afcenfus 7= 2 k/(2—c2h),
Quoniam enim pofuimus T—X integros arcus
defcenfus et afcenfus litterae s et r demotant.

Exemplunt 2.

779. Sit curna data M A ipfa tautochrona
defcenfuum, quam ante pro epdem refiftentiae
hypothefi inuenimus 3 habebit curua AN hanc pro-
prictatem, vt ommes afeenfus aequalibus quoque
abfoluantur temporibusy iisiem nempe quibus de-
fcenfus fuper MA. Quare eurua AN erit ipfa
tautochroma afcenfoum cum curua M A continua
fam ante inuenta. Quo hioe autem ex ifto cal-
eulo oftendatur, fumamus- aequationem pro cur-

wa tautochrona defcenfuumy quae ‘eft vel adx =k

Hhh g - esE

L 2]

. -

Tab, XV,
Fig.6,
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5 5
(e2k—1)ds vel ax=2k*(e?k—1)—ks. Cum nune
—T
r 5 e2k
——, et 3k = ‘——-— dtque 4¥ =
262 k—1 26 2k—1
dat ) et s adt _
—7— his fubftitutis erit — — T
(2¢2k—1)° (2e2k—1)
-
kdr(x—e2k) g
= feu adt—==*F (1 —e2k)dr. Quae ae-
(2e2k—1x)
quatio ex illa formatur, fi pro a pomatur 7 at-
que —r pro £ Quare haec curua AN eft con-

tinua cum MA atque tautochrona afcenfuum,

e

Corollarium 7.

780. Dato ergo arcu defcenfus s fuper tau-
tochrona defcenfuumy erit arcus afcenfus fequen-

Lot ]

tis fuper tautochrona afcenfuum r=24k/( 2—¢2k)
Atque fi defcenfus a cufpide tautochronae defcen-

$
foum incipiat, cuius locum dat czk:‘i'-,:‘-'—"‘(ﬂp-)

erit arcus afcenfus r—= zk!"},—“_}},}{‘, vt fupra inueni-
mus (732).
Scholion,

281. Cum itaque tautochrona in hac refi-
ftentiae hypothefi quaefito fatisfaciat atque fit cur-

ua continuaj; hinc anfam arripimus inueftigandi
plures
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plures curuas continuas, quarum duo rami vices
curuarum MA et AN fuftinere queant; id quod
in fequente propofitione praeftabimus,

PROPOSITIO gs.

Problema.
w82, Iisdem pofitis vt ante inuenire cafus, qui-
bus duae curuae MA et AN, [uper quibus defcenfus
et [equentes afcenjus aequalibus temporibus abjoluan-
tur, wnam curuam continuam conflituunt.

Solutio.

Manentibus iisdem denominationibus, quibus
in praecedente propofitione vfi fumus, {cilicet
AP=xy AM=.s; AQ=¢ et. AN=r; praeter

T

]

duas aequationes ibi inuentas 2==¢2k--¢2, et
— r i
e kdy— e kdt effici debet, vt aequationes intcr

§ et x et inter r et fub eadem aequatione com-
prchendantor.  Sumamus ad hoc nouam variabi-
lem 2,-ex qua punétum M in curua AM deter-
minetur, ita vt fi % fiat negatinum, eodem mo-
do obtineatur pun&um N in altera curua. Hanc
ob rem s huiusmodi effe oportet fan&tionem ipfius
z, vt cadem, fi loco = ponatur —z, det arcum
AN, qui ob pofitionem negativam eft —r, ita

-—f
vt ¢ a2beat in —r pofito — g loco z. Ponatur ¢2¢

T T i
=1-4Q, erit 63%k=1—Q propter 2=¢% -k
ideo-

Tah XV
Fig, 6.
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ideoque Q erit finéio "impar ipfius 2, quae in fui
—5

neguativam abit f'ufto z negatiuo. Erit itaque ¢ &

=(14Q)" et e k*( 1—Q)% Porro autem effe
debet dx (1+4-Q) =dt(1=Q )", arque x talis effe
debet funétio ipfius 2, quae abit in ¢ pofito 2 ne-
gativo. . Ponatur dx =Mdz, abecatque M in N fa-
¢to & negatino, erit ergo df——Ndz. Quamobrem
fict M(x +Q) ——N{(r-Q). Sit ergo M=P
{1—Q)" exiftente P quoque = functioni impari
ipfius z; atque tum fiet N——P (1-4+Q)";
idcoque aequalia inter fe erunt M (1 Q)"
et —~N(r—Q) vti requiritur, Sumtis ergo pro
lubitu loco P et Q funétionibus imparibus ipfius 2,
erit dx=Pdz(1—Q)" feu x=[Pdz (1—Q) atque.
s==akli15. Vnde innumerabiles oriuntur curuaé
M A, quarum partes continuae AN afcenfus pro-
ducunt ifochronos refpeéine defcenfibus fuper MA
factis.  Quia' autem duae funcliones occurrunt P
et Q, determinetur altera, vt fit Q=—z erit § =
2kl = atque .:L"“de (r—+-2)". " In quarum po-
fteriore aequatnonc valor ipfius 2 ex prmre, qm

et —1—e2 ok fub&xtuatur, habcbltnrquc nequmo
inter x et & pro curua quaefita, Q E. L

Corollarium 1.
%83. Si w=o, fit quoque g =0, Quare in=
tegrale ipfius Pdz( 1 —--2)" ita accipi debet vt cud-
nefcat pofito z-—9. Nam cuanefcente arcu § ab-

fciffa quoque a enanefcere debet:
Cibk
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Corollarium 3,
2kdz

“84. Cum fit ::'zl:l-——; cnt ds :”7—;, et
quia eft d¥—=Pdz (I+ )y 0rit 35— r(.-—z*)n+z)’
nifi ergo P(1—2)’ (x--2) mains fuerit quam 2k

curua erit realis,

Corollarium 3.
%8s, In puncto, mﬁmo A, quia e‘uaneﬁut %
erit ;=% Quare P talis effe debet fundio im-
par ipfius %, vt ea, fi 3=0, minor fit quam 2k
hoc autem euenire non poteft, nifi P ralis fue-
rit fun&io ipfius =z, quae . euanefcat pofito z=o,
hocque cafu tangens in A erit horizontalis,

Exemplum 71,

%86. Quia P debet efle fun&io impar ipfius
z, ponatur P—=Zs  Quo pofito erit x

—5
azdz — _azdz_ o= o2k
St {'cu A= Eft it,:ro X=1—e2k ct
z":_z,,e"kd.r, atque 1 —g=—e2k, Quibus {ubfti-
-—-—S
ac2kdy (1-—e-k)

-5

2Lei
Quae eft aequatio pro curua tautochrona fupra
inuenta, fuper cuins parte MA omnes defcenfus
acqualibus abfolauntur temporibus; fuper parte au-
tem altera A N omunes afcenfus iisdem temporibus.

tutis hnbcbitur dy = (c k- k)

Tom. II. Iii Exem-
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Exemplum 2.°

az—2az?® g __ (6Bazdz—naz%izm
87 Sit | P=T1T=0 0 s-erit xé.‘.ls-—(—,:;.,,;z‘—-—

:?z.“_z;’:i-;“f_.‘. Cumautemﬁtz*—':—e?ﬂ et I —2

I 5 2
o Togerd, a(x—e2k) (4--65") =15
==eok; lepiti e e =a(x—e¢ik)"
€2k,

'] 3 _f‘_ e § Y
(4 e2k—1)=a(4e2k—(g—e2k)"). Quac aequa-

tio in fcncm conuerfa dat. 4% = 554 —

3a 435k3

-+ 9;1; & EroRe i Gty =.b ¥ mutata conftante 4
4hk*
lﬂ 36 - . ¢ iiid
PROPOSITIO 87.
Problema.
Tab, XVE 788. In hypothefi grauitatis wniformis deorfum

Fl . . . . . . . H
© 3 tendentis et medio wniformi in duplicata celeritatums

ratione rvefiffente,  fi detur curua guaccungue M A,
Juper qua corpus defeenfus abfoluat, inuenire curuam
AN ei iungendam ad afcenfus idoneam, ita vt omnes
Jemiofcillationes, quae fuper curua M AN fiunt , ae-
qualibus  abfoluantur temporibus. ‘

Solutio.

Pofitis vt haltenus potentia follicitante, ¢,
et exponente refiftentiae £; fit curuae datae M A
abfciffa AP —x; arcus A M=s; curuae vero quac-
fitac abfciffa A Q==17; arcus AN==7r. Incipiat nunc

defcenfus in quocunque euruae M A pun&o, fit-
que
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que celeritas in A acquifita debita alcitudini &,
qua celeritate fequentem afcenfum in curua AN
abfoluer. His pofitis erit altitudo celeritati cor-

s -8
poris defcendentis in M debita —e®(b—gfekdx),
et altitudo celeritati corporis afcendentis in N

-r r
debita a==e%(b~gfekdt). Ex his erit tempus,
quo in hac femiofcillatione arcus MA et AN per-

ds dr
curruntur — =

efrf(b_gj;ﬁ(f;) e2k V(b—gfeﬂk dr),
quae expreflio’integrum dabit femiofcillationis tem-

"‘
pus, fi poft integrationem ponatur gfe kdx =4,
L

atque gfe kd?=4). Cum igitur hoc tempus de-
beat femper habere valorem conftantem, qui non
a quantitate litterae & pendeat, ex hac conditio-
ne determinari debebit acquatio inter f et 7 ope
datae Jequationis inter ¥ et s. Ponamus breui-

tatis gratia gfe kdx =X ctgfe'i dt=T, atque
d
4 = dR. Quibus fubftitutis habe-

B CL
ek e "k

d
re debebit [ 75 4-f AR valorem conftantem
fi poft integrationem ponatur X—40, et T —4.
Fiat ergo generaliter T—=X , quia T ab X non

pendet, habebimas pro tempore hanc expreffionem;
dS—4-dR
fqu,_..xp quac ita debet cffe” camparata, vt poft

integrationem ficto X =4 litterad prorfus ex
lii 2 calculo
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c.\lculo euancﬁ,at. Hoc autem fiet , fi. fuerit dS

[ ?R-—ﬁx " crlli enim tempus femiofcillationis

= [vie = ma denotante . peripberiam cigs
culi, cuius diameter — xr.  Sit a._.-;;-‘f, denotabit
£ longitudinem penduli in vacuo et grauitate =2
femib(cillationeés minimas codem tempore abfolucn-

Ubaqllﬂlile'feml()fcxll.ltmnes fuper curuis MA et AN
peraguritur (167). ‘Cum igitur fit dS-+—r!R —

erit S+R 2V fX=s zV.ffe kd'c‘ ‘Eft veto
k(r-—eﬁ)ct R-ﬂl'(e"k—x), vnde erit £
:zk——kenk——sz_{a kda., fen e"}*"-e"k-J—--,!;V‘.f

fe kd.x, ideoque fiet 1_.9.&.1(8'*':—4—-'-1/2{_[0 kd.x‘
Huic vero v.:lorx 1p('ms & refpondens yalor 1pﬁgq

1
¢ cx hac, aequmxom determinabitur T=—X feu e H
dx

(a—=e2 % of| kdl.)
ex quibus conﬁruého curlise “innotefeit. Acqua-
tio autem pro curua quacfita AN commodins ex
~ data aequatione inter x €t s obtmcbltur, fi loco

§ fubﬂltuuur-—zk(l(e_k TV a2 ffe kd{) et loco x

d
hic .valorf f —. His enim fubf’utu—

(1 -—-{e"—""ﬂf-&ffc' kdt) Gy
tis orietur Kaec aequatio inter » ct £, quae eft
pr,o curua quaeﬁﬁa) AN Q E. R

: ‘\ v é(ll} !
111019 197 - CO"

At —e ka’x. Ex quo inuenitar £—
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\

2w sedorollariumAy,

- 489, Cum ofcillationes, minimae. congruant
cum ‘ofcillationibus in vacuo; fi curuae M A tan-
gens in A non fuerit horizontalis,: vel fi radius
ofeuli in A fuerit"infinite paruvus, curvuae’ quaefi-
tae AN radius ofculi in A erit.gfi0° Eric enim
hoc cafu tempus defcenfus m:mml,__.o et tempus

1 i
i

thcnfus —_— 1:7?'. A i u-. i .r- 3 IL) .}‘,
oq* 97501 gt R ‘mpl) e oe
Ganollamum, \Bi¥ Bh oY | I

b 790. Sm autem’curuae MA in A radius ofculi
faerit finitae ‘magnicudinis fciticer' b, erit tempus
defcenfus minimi _..."'2"’1,;’(166) Quo igitur'tcm-
- pus femiofcillationis " fit .__1.’;—2—’-' erit radins ofculi
curuac AN in A*(sz—Vb) , debet autem efle
b{q.f, feu f:> b, ne curua'AN fiat imaginaria.
- Corollarium gv 42, PHOLEEP
7971. Curdae ergo’ MA et ANin A et tin-
gentem' hotizontalem ;" et radium ofculi comma-
nem habebune, 6 fuerit f=h. Hoc enim cafu
curuae AN radius ofcuh in A fict quoquc_b

s Bon Schohon Rahit 72 o gd

o =793 Q:emadmodum hic ex data. curua de<
fcenfuum curua afcenfuum detcrmmammus, ita per-
fpicitur fimili modo ‘ex curua afcenfoum data cur-
uam dclccn(uum inueniri pofie; fi cmmdewr aequa-
01104 ’ lii 3 tio

et
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k. o~
tio inter ¢ et r; ‘quia eft s =—2 k/(e2k—%Vaffe kd?)
dt

atque ¥ = / — ——3 his valoribus fub-
(1—%e kR Vafferdt)

fticuendis aequatio pro cufua defcenfunm inter s
et a obtinebitur.

Corollarium 4,

793. Cum f innumerabiles habere poffit va-
lores, modo fit' f®4hb; ad quamuis curuam fiue’
defcenfuum. fine afcenfuum datam innumerae ad-
jungi poffunt ‘curuae, ciusmodi, vt femiofcillatio~
nes fuper iis fadtae fint omnes ifochronae, omni-
no vti in vacuo fieri poteft.

Corollarium s.

794. Quia in folutione pofuimus T—X hac
aequatione relatio continetur, inter quemque ar-
cum defcenfus integrum et arcum refpondentis af-
cenfus, Ita fi arcus defcenfus fuerit s erit arcus

afcenfus = z}cl(eﬁ -“+V sze:f: dx ).

Exemplum 1.
295. Sit linea defcenfuum data reéta verticalis
PA pro qua eft s—uwx. Erit ergo quoque ds—dux,
-f _

atque fe kdx—k(x—e¢k), Vnde igitur fier r—2
—5 -5 7 —8 e ]
Li(ek =4V 2 (1—e¥)) feu e2k=e2k—-V 3 (x1—ck)
Porro
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Porro autem eft #=—/ . ds - feu.

’
(r+e"'iV9f(1_e‘i)) '

1"+s‘
e k& Jt—ds. Eliminato ergo s prodibit pro cur-
ua afcenfuum ifta aequatio s (2f+k,) At=k(af- k)dr-—

2 kf( zf—}—K.)rh 44 fk’e "dz
e2ﬂ/(4,ﬁ+sz—nfke”ﬁ)

les funt a fe inuicem feparatae, quare ca ad cur-
uam conftruendam fufficit. . Integratio vero hu=
jus aequationis a qu-.ldratum circuli pendet. Pro
vacuo eX hac aequatione elicitur faciendo k= oo
ifta aequatio dt—-dr=J5", feu t= 4 f=-r—a¥
2f(2 f—r), quaec aequatio ad eam quam in cap.
praec. inuenimus reduci poteft. :

vy

; in qua variabi-

Exemplum 3.

796. Slt linea defcenfuom data rp(& tauto~
cI;ron; def’cenﬁmm fupra muenta, c‘mus aequatio

eft adx:kd:(eﬂ—!) Erit ergo je dy= —fd.«

(e2h—e "J'“"’(reﬂ-i—,e‘ﬁ)-- (:-—'ézi-) et V
e —e2k
fe hdr_k(;}—). Quamobrem ﬁete“""'eni—i—«
‘sz—e kV-f V2f+-e w(vﬂ_._-V . Ty
s PR "Va : .m;uceﬂk
_ ,,,r--

) A ; ' 2 2k
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-l/ e s E -'/ 1 - .
ek av Vaf et ds—; a8 d’,. it atque adzy—
Ye—ves sz-—ezk}/a

3 oirtumild B '“,,.__gr- \
ake? kdr(fﬂ—za Cum dutem . porro fit ¢k da
(ezkl/a sz)

- kdt, erit ae kd;‘—'ﬂ kesidr (M&_‘I)
- 2ud 3 Vg Ll

akdr (I sve 2*) 1k

CTarVa)y fe ( Vrz—l—‘l/zf) Jt Ldr‘(r ezk)
vbi V2f maius effe debet quam ¥ a6 Haees ‘au-
tem aequatio inuentd comprehendit omnes - tau-
tochronas afcenfuum’y ‘quae enim harumcunque cum
tautochrona defcenfiurm iungasur ; fuper curua ex
iis compofita omnes femiofcillationes debent efle
ifochronae. Si fumuur f=2a, aequatio erit

haec,, ad;...kdr(r-—e 2k) quae cft pro tautochro-
na. a.ft;,cnfuum, fupci'"qua omnes afcenfus eodem
tempore abfoluuntur, quo defcenfus fuper tauto:
chrona defcenfuum data, atque ea eft continuatio

tautochronae derccnﬁmm

I’ ue adt—

Exem R].“,"q 3 B,

=947. Sit lmca defcenfuum  data MA tauto-
chrona afcenfunm, et quaeratur quales curuae cum
ex iuncae’ fcmm{ullmoues ‘ifochronas producant.

Acquitio vero pro hac curua MA cft acb.z.:.‘kds
1—¢
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(x-—#tiJ L.Ei-il;":érlg:d' fﬁq{}j;l’f[fdﬂ( e_% “ﬁ‘%")'—
(§=¢ i '4"‘1"—”7) dat ""(i%le‘rqﬂnlpv;s-)

: 1IR30
RIS YT: Ju) (11—82!) Ex lus oritur. esk-—e"ft

-+-(:—~ezk)V 2f (1 -j-aeah) Afghie # =¥
ds (I—Leﬁkg 'l(‘:l\.}oll
“prreirin /i eX quibus conftru-
(x, (ggk.‘zvﬁf(;#.ggnk»,, it QR
,é‘tllq curuae gOn{cqultUx 251 D . MG

2 lSchohon | |
Ny 8N Hob ‘exemplam  ideo’ -1ttuhmus, vt ap-
parem, éum'quanam corua tautochronam afcen-
fium coniun@&am effe oporteat, ‘quo femiofcilla-
tiones -omnes aequalibus; temporibus abfoluantur,
Ex formulis autem Jnuentis apparet curuam quae-
fitam non  effe  cautchronam defcenfuum ; dequar
tio enim Mr%ﬁw@aﬁmé)hh illis formulis non
continetury quod periculum facienti ftatim pate-
bit.. Quamobrem fi. MA fuerit. tautochrona, . de-
Tcenfium et AN afcenfuum , etiamfi omnes itus
per | MANiisdém) abfolaantut témporibus; tamen
reditus feu femiofcillationes fequentes’ per’ NAM
non erunt ifochronae. Pendulum ergo, quod fe-
cundum’ curads "MA ec ANofeillari efficitur, ofeils
lationes non- fuciét” ifothronas etidmfi alternae fe-
mlofcqllallones, in qfnbus defcenfus in- curua MA
incipit, dequalibus peragantur temponbus "Haec
Tom. 11. Kkk con-
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confequenter curua compofita MAN nou eft ido-
nea ad pendulorum motum in medio refiftente
aequabilem. efficiendum. Optimum vero huic in-
commodo remedium afferretur, fi cafius determi-
naretur,  quo curua AN fimilis' et aequalis cur-
uac M A prodiret.

PROPOSITIO 88.

| Problema.

799. Si curuae MA et AN eam babuerint pro-
prietatem, vt omnes [emiofcillationes, quae in curua
MA incipiunt, fint inter [eifochronae in medio quod
in duplicata ratione celeritatum refiftit determmme

cafus y quibus bae duae curuae coniunifae MA et AN
wnam curuam continuam, conflituunt.

Solutio.
Manentibus iisdem denominationibus, quas in
praecedente Prop. adhibuimusy f{cilicet AP=ux;
AM=—s; AQ=1; et ANz=s, atque f= longitudi-
ni pcnduh ifochroni in vacuo et graumte —g.

Tab. XVIL,
Flgo 3-

inuemmus ibi has duas aequatxoncs I:eT——Leﬂk"'

szfe kdr et eRdt—c kdx, quibus relatio inter
vtramque  curuam continetur, . Jam quia curuae
MA et NA duo debent efle rami curuae conti-
nuae, aequatio inter a et s ita debet efle com-
parata, vt fi x abeat in iz, tum s fiat ==—r pro-
pter fitum negatiuum.  Ad hoc accipiamus nouam

variabilem 2, cuius § et & fint tales funfhonezgt
o
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—5
fatto 2 negatiuo x abeatin z et §in —r, Sit [¢ kdy
V! 10 15mne ) s i1 '

== ; erit ker2k—ke2k=2zV 2f; fa&o enim 2 ne-
gatiuo, quo cafu 7 in —§ et —s in g transit,

-—5 _'J"‘_
prodibit ke2k—ke2k—=—23V 2f quae acquatio cum
priore congruit. Sit' P fun&io quaecunque par
ipfius 2, quae non mutatur 'etiam fi loco 2 po-

— . - s
natur —z; €t ponatur keﬁzﬂngz_fqlP; quo
pofito quacfito fatisfiet. Namque ficiamus z ne-

gatiuum ; abibit —s in 73 atque habebitur kcirfi:
12V 2f3-P; ac kciti—kea::zv_zf;'i'ti requiri-
tur.  Alteri acquationi jczka’t:: e?isdx per hanc
fcfi’d. —2" iam fatisfit; pofito enim 2 negatino et

T -8

dt loco dx atque 7 loco —s prodit [k dt—2"= fe* d .

Ex wvariabili ergo =z, cuius P eft fun&@io  quaecon-

que par; curua quaefita A M, cuius continua eft
iy g | M -Tf’

altera AN ita determinatur, vt fic ¢2k =-2vf

] \ L P
r I _—— -i Py — 8&255‘,’ ” - .
~k Atque dx —ackzd z — (FF-zya s Brit . ergo,

%= 8% [artayamaet. s = ek itz Sit. 8= i,
tum ad formulas fimpliciores efficiendas tum ad
homogeneitaitem commodius producendam, quia
debebit effe # vnius dimenfionis, erit ergo P fun-
&ip par ipfius # vnivs dimenfionis quoque. Quare
habebitur s gk/r atque p AR f i o L

Kkk 2 Co-
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Corollamum I.

§c0. Inﬁmtae ergo curuae tautochronae MAN
muemcntbr,‘ﬁ infiniti varil “valores loco “P, qui
omtcs fint fun&iodes pares ipfitis’ # fubfitnantar.
Acquatio vero inter .- et §- obtmcb!tur, i ex

duabus aequationibus imuentis ¢ = 2k/s2y atque
o "udu

ey (variabilis .. quae retiameip Poineft ,
tl.xmm?t.% s i Prghls

ne

f

Corol‘larmm z |
aor. Qm:t eﬁ J::zU- erit da'__

P—au

).I : "
et eﬁ—- L ‘I'éu P-—-u...ke h Atque eder——'

ok {du.J-__J

2kdal-ap). Log kudie
Poifs e “Cum qua acqlr:r{mne fi alters d:x__m, e
a9 OMHI R TEp . TR,
et yRds
coniupgatur, _prod;b;t e {;‘:";‘i” Quac ae-

quatio ad elumnﬂndum L clt facpc commodiffima,r !

3115 ‘RElirINDY s  oa 1

-nd Schohon I. cp griiite g

" 802, Qma euanefccnne s quoque x euanefcere
debet; p‘rﬁnum inueftigandum ¢ft, quo 1bﬁ u da-
to, valaré cugnefcat. Deinde” intcgralej[-,—__wg *tﬂ_
aecipi dcbcr, vt euanefcat, fi' lo¢o u iHcm \raiorf
fubfticudtur.” Hocque' obferudiidum eft, cum "in
conltrudione curude, quie’'ope’‘duarum inuenm-
ram' zcquationum’ pcrﬁdl pot¢it, tum in conciit-’

natione géquanums inter ‘et 551 qmdém ca
eX
07 e AN
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cx’ aequatione integrata x — L3 ,/(P‘“’ﬂ,, deducatur.
Ceterum fi loco u ct P quaehbct eorum multi-

pla adhxbeantur, loco duarum inuentarum aequa-
tionum. adhiberi poffunt iftae s=ak/3; et ==

"' {P"&:Jz vbi_conftans ¢ eft arbitraria, et idcirco

ll'..l determinari poteft; vt s ecodem cafu euane-
fcat, quo euanefcit . At § euancfat & g=tos

quia eft fe bdxi%,!‘_; Iatque fe ka’x cuanefcit eua-
nefcente §3 quare ¢ aequale effe debet valori ipfius
P (i in eo ponatur #—0. FEodem ergo cafu '
deber ‘euancitere, ex quo conftans in integratio-
ne, valoris ipfius x determinatur. Vel etiam lo-
co P talis fan&tie par-ipfius # accipi debet, quae
fiat =¢ fi penatur u—o.
Corollarium 3.

803. Cum longitudo penduli ifochroni in
vacuo ct granitate —g fit =f; atque ofcillatio-
ncs minimae in medio refiftente non difcrepent
ab ofcillationibus in vacuo: erit radins ofculi cur-

uze in A=f; fi quidem tangens curuae in A fue-
rit horizontalis,

Exemplum 1.

804 Quia P effe debet fundtio par ipfius w,
fit Pconitans —¢—¢; 3 quo pofito u_._o ﬁ\t 5= 0:

Erit ernok——u—'ke ; fcu u——k(x—-e ’*)

Atquc
ob dP==0, habebitur 7_“_'*.'_ 1 (eu y_—_—ﬁ_’__“_”_f-

X A 2ds

e Kkk 3 Ex
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Ex quibus aequationibus conficitur ifta fd* —fd;

5
(e2%k—1). Quae acquatio eft pro ipfa tautochro-
na defcenfuum; quae vitra A continuata dat caus
tochronam afcenfium; atque omnes femiofcillatio-
nes fuper hac curua continua, fi modo in ramo
MA incipiant, erunt ifochronae.

Exemplum .

805.'Sit P =k -7 retinebit P eundem va-

lorem facto u negativo. Hoc pofito erit k-—u
L]

e2kdgs
—+ ‘L’:Le"k, et propter dP=— 2% erit it
dx
s (@

e '13?“’ €x qua aequatione prodit ¥ ——
jn‘d.l

5
2 (ae2kds—-fdx)
' i3 s
quatione fubftitutus dat 2fu’e kdx ds=4.k(ezk-1)

. Qui ipfius # valor in altera ae-

s 5 _ :
(aerkds —|—fd.1: ) = f ac2kdx*; atque extracta radice
s . s s

ae2kd s d(,’ﬂk I-—I-—V ae2k ( ae2k :
N o I 5 5 "I)'
e 4"("2&"1) 4-1’-"635-1) +k(eﬁ_x)

In cafu fpeciali fi fueric a_-—_r,.k ifta aequatio abit

5
+kcz_§df I+“k duas aequatio
jdx — ——=—, quae duasicq
e2 1!—1

nes in (e complc&itur, quarum altera eft fd.r___

gkez kd.r(e&h-r), et altera -—fd.r___,;.keﬂdf(f**
—+1)

in hanc
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~-1). Harum autem pofterior, quia pofito $=0,
non cuanefcit dx, et ob valorem ipfius 4x nega-

tivum, eft inutilis. Prior vero integrata dat fa—16k’
3s d

eale

e2k b 3s e
(__._ — -+ {5) feu g fa=8k (2c4k—3e2h—+—1)
Q_u ae vitra A continuata hac acquatione expri-

£ ~$r0IL0DG ,
mitur 3ft:8}:’(ze?k—3ezh+x) Per feriem

vero habetur ifta aequatio: fa=—% +i-i£+_g_.n3' 9;‘

~4- etc. €t pro altera curuae partet AN hacc: f?
' 2 9%
:;_"‘ ‘l“! ﬂq-k_l— g Ei‘._ €tcC.

Corollarium 4_

806, Quia eft 2= -'-2“ = 3 dx, ent u=V3
—5
Jle ®dx. Eliminato vero u eft P=keZk +Vif

Jekdx. Quare fi ille valor ipfius # in hac ae-
quatione f{ubftituatur, prodibit ftatim acquatio in-
ter 5 et a.

Exemplum 3,

807. Ponamus efle P=V (k*+4u"), fen P°'—=
k*~-u; fubftitutis loco Pet #* valoribus fupra da-

tis, ke k- keiky 2ffe:;dx:k’, feu qufe?dx'
:k(ei"k'—cﬁ ). Hinc quadratis fumendis oritur
affe:{d Nics k’(e?’é—e% Y = k’(g“i:‘_|- g 2).
Haec veroaequatio differentiata dat hanc 2 ﬁ?a!r .-_:kxfs

s



448 CAPY'T TERTIVM DE MOTYV PY'NCTI

D

-—..

(g k-.c k )l‘cu zfa‘x—krfs(e k-1), cuius integralis eft zfx—"

r? gh.
2
dat fx !—|—3,,+“=+,“s+ﬁp+etc.
! 1w 910
‘Scholion 2.
908 Quas m Ius exemplis mm:mmus cumas
tautochronas 'pro medio quod refiftit in duplica-
ta ratione celeritatum, eae ita funt comparatae,
vt arcus MA et AN f'nt diffimiles.. Cum igitug
omnes defcenfus fuper curna M A incipere debeant,
fequentes femiofcillationes, quae in curua NA in-
cipiunt, non erunt tautochronae, id quod in cau-
fa eft, quod hae curuae ad motum ofcillatorium

accommodari nequeant. Huic_ autem  in commo-
do remedium afferretur, G hiasm odi curuarum
MA et NA par inueniretur, quae effent inter fe
fimiles et aequales, hoc epim cafu perinde fuper
veraque curna defcenfus fieri poffet.  Dubium quo=
que nullum eft, quin talis: cafus ‘exiftat ; eiusque
inuentio, quia hiae duse curuae forte - non erunt
continuae, ad praccedentem propofitionem po-
tius. pertinet. Indagari f{cilicet debet curna de-
fcenfuum, cui refpondens curua afcenfoum fimilig
et acqualis fit; haec vero inneftigatio ob defcé’tum
analyfeos ita eft difficilis, vt dubitem, num. quis-
quam ante infignem analyfcos promotionem, ad

hunc fcopum pertingere poflit. Haec vero quae-
: ftio

—ks—%. Quac aequatio in fericm conuerfs
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ftio huc rcducitur} vt inoeftigetur aequatio inter
s et & huius conditionis, vt fi in ca ponatur —

s s &
zkl(eﬁ.-le_j}ﬂedx) loco 53 ct/ %

(x- 2W2ffc'5dx
loco x, eadem prodeat aequatio, quae habebatur
ante. C(mdmo quidem haec multis modis faci-
lior effici poteft; attamen quomodo ei fatisfieri
poflit non video. Si medium fuerit rariffimum,
non difficile ¢t ex allatis cafem inuenire, quo’
duae curnae MA et AN fint inter fe fimiles et
aequales. Ego quidem ad finem perducto calculo
hanc inueni acquationem f.a’x:sd:—{—,’;—k"—';, feu fx
--—-“..|_3613, quae curua fimul vltra A con-
tinnata ramum habet AO fimilem et acqua-
lem arcui AM; quare pendulum in hac curua
ofcillans fingulas fcmio{'cillationes abfoluet aequa-
libus temporibus. Erit autem s ._...,--gk ~+-3kV
(O 4-4fx) et s=V(—9k*—-3kV(9k® 4 fx)
Quia vero k eft quantitas valde magna, erit 5=
sza.-—f“'”” atque d.f:;,%dfx ﬁxf,;f: Hincque fit

J—2x__ f?dx .
d]’“"’dt"v ‘fnkz ¥ == Ponatur J=2aerit
a*xdx

L ,Vm-—: adx 0. adrx—xdx a?xe
jd‘l 3k? v a—x —, Y(ax— x::)_f?i‘\f{ax———-xxb

= (I+3k=)v(ru—~r:r)+(l e °21)f1/ (Eaﬂmdjzn)-

Quae ergo curua eodem fere modo, quo cyclois
defcribi potet ope re&ificationis circuli.

Tom.II. 2 Y ES Co-



Tah. X VI,
Fig. 4.

Tab. XVI,
Fig, 5.
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Corollarium §.

809. Si fumatur e =4V 3 feu f==2kV 3,
curua haec abit in ellipfin, cuius axis horizouta-
lis eft duplo maior quam verticalis, qui eft = £
YV 3. Fieri ergo poteft, vt ellipfis fit tautochro-
na in fluido rarifimo; atque magis fatisfaciat
quam cyclois.

Scholion 3,

810. Conftru@io autem curuae tautochronae
in medio rarifimo in praec. fcholio datae eft vt
fequitur. Super re&a verticali AB=—=a= 5[ de-
fcribatur femicirculus AOB, et ex hoc fuper ba-
fi BD cyclois AFD; quae eadem inuerfo firn de-
fcribatur AGD.  Quibus fa@is curna quaefica AMC
conftruetur fumendis vbique eius applicatis PM =
PF—+%PG; qua ratione curuac infinita pun&a
cognofcuntur. Vel etiam accipi poteft PM=(x
+§‘3;:-:)PO+(I--3—'1:2-=) AQO, ita vt cycloide non fit
opus. Curua autem haec alicubi habebit tangen-
tem verticalem, fen applicatam PM maximam
quae inuenitur pofito dy—=o. Prodibit autem 5=
'—:3',, fen x:;rf{%% cui valori fi AP acqualis ca-
piatur, inuenictur applicata maxima.

PROPOSITIO g9,
Problema.

81, In hypothefi gravitatis wniformis deorfum
tendentis g, data curua quacunque am pro defcenfi-
bus
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bus in wacuoy inuenive curuam AM pro defcenfibus
in medio vefiflente wniformi in duplicata ratione ce-
leritatum buins indolis, wt omnes defeenfus fuper MA
fint ifochroui ?sz::ﬁme omnibus defeenfibus fuper ma;
Ji celeritates in punlis imis a et A fuerint aequales.

Solutio,

Sit pro curna defcenfuum in vacuo am ab-
fciffa ap=:+1; arcus am=—r; pro curua vero de-
fcenfuum in medio refiftente fit AP==x ¢t AM
— s, refiftentiae vero exponens ponatur =—k. Iam
confiderentur - bini defcenfus fuper his curuis, in
quibus celeritates in A et @ acquifitac fint aequales
et debitae altitudini 4. Erit ergo tempus defcen-

fus in vacuo -—f‘,{b —;» i poft integrationem po-
ponatur g£=—24. At pro tempore defcenfus in
medio refiftente fuper curua M A habebitur

d.
. — i item poft integrationem po-
eak V(b——gj e2kdx)

natur gfe dx =, Quamobrem haec tempora

ds

erunt acqualia fi fuerit — = dr et ferx:t;
e2k

his enim pofitis pro vtroque tempore habebitur

dr ds
cadem expreflio ;=5  Cum igitur fit — =
525

dr, erit integrando 2k(!-—ezﬁ):‘:r atque £ik=
Lll a '2";7-5?
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2k—1
o e
quatio fe kdx=t dat ckdv=ds Eft autem ¢k
— ko :};” quo valore fubfticuto habetur da ::(—4,?:';{_;,
ex quo oritur A= e ‘“)z. Data ergo aequatio-
ne inter £ et 77 pro curui «m ope duarum harum ae-
quationum,quibus s et & perzety determinantur,con=
ftrui poterit curua quacfica AM. Aequatio verointer

x et s commodius inuenicturiex dataaequatione inter
-5

t et r; fi in ea loco r fubftituatur 24 (3 —e2k)

et _[e"?zdx koco 5. Qs By ol
Corollarium 1.
8r2. Circa pun&um infimum A vbi £ et
funt qumt:t.:tcs euanefcentes fit 5 == r-}-;,;, et
x:t-.i—[— , feu dx::a’t—-}-"” et d.c__dr-i——’f,i’".
Quare inclinatio curuae M A ad axem in A aequa-
lis erit inclinationi curuae ma in A,
Corollarium 2.
813. Porro radius efculi in pun&o infimo @

fi tangens fucrit ‘horizontalis et ="47; et in A
sds —

5 Vndc prodit J.:..k!gk -, Altera vero ac-

quia tangens quoque erit horizontalis = ;3 =
rdr — 3;;dr ]:,l'lt ereo sds_rdr 2 dr —— rdr
SRR = & af.  4kAt T dt (x ' & kJ’

dt+rdt
Quare ob ¢ infinite paruum erit =i,
Corollarium 3.
$r4. Si ergo curua ma in a habuerit tam-

gentem. Norizontalem ; erit curuae MA tangens in
3 e 4 4 A
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A quoque horizontalis; atque radius ofculi in A
aequalis erit radio ofculi in a.
Corollarium 4.

815. Si igitur in vacuo inucnta fuerit cur-
ua ma; in qua tempora defcenfuum quameunque
habeant relationem ad - celeritates in @ acquifitasy
idem problema pro medio refiftente foluctur cur-
ua MA , quac praefcripta rationec €x curua '@
conftruitur.

.

Corollariunt 5,

816. Si igitur curua me fuerit cyclois few
tautochrona in vacuo; AM erit tautochrona de-
fcenfuum in medio refiftente fupra inuenta, Po-
fito enim r*=—==z2at few rdr—adt; prodibit fub-
ftitutis lioco niees inuentis valoribus ifta aequa-

tm zke“‘a’;(x —e2 k)_._aekdr few adx = zka’:

Exemplum.
819. Sit am linea re&a vtcunque inclinatay

ita yt fit r=at; erit tempus defcenfus, quo ce-

Teritas altitudini & debita generatur _._f,,':ffw =

Inyb
"g. Eandem ergo habebit proprictatem curua

MA, vt tempus cuiusque defcenfus in medio re-

fitente quo celeritas Vb generatur, it = -2% few

proportionale ipfi celeritati génitae. Cum autem
fit r—=nty erit dr—=ndt; in qua {i loco d'r et dt

-y

T:kﬂorcs inuenti fubftitvantur- prodibit. ek s=ne ®
Lily dx
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0
dx {en ndx —e2kds; quae eft aequatio pro tra&to-
ria filo longitudinis 2 % generata, qualis reprae-
fentatur in fig. 2. Tab. XVL nempe curua C A,quae
in A eam habet inclinationem quam recta data ma,
Scholion T1; -

818. Quemadmodum hic curua MA eft deter-
minata,{uper qua omnes defcenfus in medio refiften-
te iisdem abfoluuntur temporibus, quibus delcenfus
in vacuo fuper curua ma, fi celeritates vitimae inA
et a fuerit aequales; ita eodemmodo curua MA pot-
eft definiri, fuper qua omnes afcenfus in medio re-
fiftente iisdem temporibus ahi‘oluuntul,qu:bus fimiles
iisdem celeritatibus incipientes afcenfuis in vacuo fu-
per curua @z Nam cum in medio refiftente defcen~
fus in afcenfum mutetur facto £ negatino; fi ponans

tur AP=a et AM—¢ habebitur = (-,{-_*-:4;'7; ot 5=

5 5
2k/2ET feu inuerfe t—=[ck dx et r—2k (e2k—1).
Ex qu:bus tum facile curua AM potelt conftrui ct
acquatio pro ea inueniri.

Scholion 1.

819. In hoc problemate ex curua defcenfuum
in vacuo data determinauimus curuam defcenfuum in
medio refiftente. Facile autem apparer viciffim ex
data curua AM pro mcdxo reﬂﬂ:unte alteram am nro

vacuo inueniri poffe. Cum eaim ﬁt r:n&(x—-eﬂi)
-5

et t —[ekdyx conftru&io curuae zm ope harum dua-

rum acquationum perficitur,Acquatio yero procurua
am
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am inter ¢ et r commodius ex data aequatione inter

xets rcpentur- fi in ea loco w iubﬁltudtur'{["ﬂ_i'a
et 2k/ 75— loco s.  Quod hic praeterea de detcen-
fibus dlé’tum eft, idem de afcenfibus valet, fi modo

k ponatur negatiuum vtiin Scholio I. monuimus.

Scholion 3.

420. Tradita hic inuentio alterius curuae dua-
rum am et AM ex altera etiam locum habet, fi
datae curuae non habeatur aequatio, fed fi manu
vtcunque fuerit ducta; ex formulis enim inuentis
conftru@io poteft deduci , quae ab acquationc non
amplius pendeat, Quamobrem cum in cap. praec.
(432.) in cafum inciderimus pro vacuo quo cur-

uam ¢m inuenimus cum - data ¢ jungendam, vt
/
omnes defcenfus ex quouis punéto curuae ¢m vs-

que ad ¢ aequalibus abfoluantur temporibus; fi-
milia exempla ex iis pro medio refiftente erui
poterunt, quibus linea ex partibus duarum diuer-
farum curuarum compofita fit tautochrona. Si
enim curua a¢m fuerit huiusmodi curua tantochro-
na pro vacuo, €x ea per folutionem huius pro-
blematis fimilis curua compofita pro medio re-
fitente inuenietur. Scilicet ex ¢ methodo tra-
dita curna AC definiatur; qua inuenta pofita bp
Stk s €t BERSS atque CM—=r; et prae-
terea ab—a,ac—=cet AB—A et AC=C; tum
enim cum dara fit aequatio inter ¢ et 7 erit AP
“"A—f—.::**fi."fc‘f_:, SCAM= C-{—.r::zL!..,,__‘_,.

At

Tab, XVI,
Fig. G,
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At fi pro medio refiftente data fuerit curua AC;
atqne requiratur altera CM eius proprietatis, vt
omues defcenfus fuper MCA aequalibus abfoluan-
tur temporibus; folutio non diflimili modo effi-
cietur, Nam ex data curua AC pro medio re-
fiftente, inueniatur curua ciusdem proprietatis pro
vacuo «¢ per Scholion 2. Qua inuenta quiera-
tur curua ¢ ei adiongenda, quae omnes defcen-
{fus in vacuo ifochronos producat (432.). Deni-
que methodo modo tradita ex curua compofita
acm pro vacuo quaeratur fimilis curua compo-
fita pro medio refiltente ACM, cuius quidem
pars AC iam eft cognita, quippe ex ea lineam
ac defininimus. Idem: ergo problema quod in
vacuo tantum in fe habebat difficultatis,in medio
quoque refiftente refoluitur.Denique hinc caput hoc
finiens Lectorem benenolum rogo, vt antequam
ad caput fequens progrediatur, quae in Cap. I.
ab §. 58. vsque ad finem cap. tradita funt, re-
petere velit,

CAPUT
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CAPUT- 'QUARTUM

DE
MOTU PUNCTI S}JPER DATA SUPERFICIE

'PROPOSITIO 0.
“Problema,
s 31711 | 321-. 0L+
" uta via in fuperficie guacunque Mm i inteni- g gy
re eius pofitionem refpectu plani dati APQ, et  Fig. 1.
radii osculi ‘illus wiae in M tam pofitionem

quam lorgitudinem 5 nec non normalis in fuperfici-
em fitum.

Solutio.

Sumto pro lubitu plano APQ in eoque axe
AP, quorum refpectu pofitio curuae M. fit deter-
minanda 3 ex tribus punc’hs proximis M, m et
datae viae in fuperficic in planum APQ demittantur
perpendicula MQ, mq, g3 atque ex pundtis Q, ¢,
g ad axem AP perpendicula QP, gp et em. Pofito
nunc initio abscisfarum in A, fit AP—x ; PQ=y
et QM=—=z. Quia porro fupcrﬁcies data ponitur,
dabitur aequatio eius haturam exprimens inter tres
has variabiles x, ¥ et 23 quae aequatio fit haec 4%
—Pdy—+-Qdy. Cum hac aequatione fi coniungatur
alia aequatio, exprimetur linea quaedam in ifta fu-
perficie exiftens; quare cum linca Mmpm data

Tom. II. Mmm po-
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ponatur dabitur praeter atquationem dz==Pdx-i-
Qdy infuper alia acquatio , qua curua M»p determi-
natur, quam autem hic repracfentare non eft opus,
Sint ‘¢lementa absciffie Pp, pr—d«’ inter fe aequa-
lia, feu fumatur elementum da conftans. Erit er-
80 pg—y—4-dy'y Re=y~+2dy—-ddy; atque gm=—z—-
dz, et gp=2-2dz—+-ddz. ~His pofitis it MN nor-
malis in (uperficiem in pun&o M, et N punétum
quo haec normalis plano AProcurrit, demittatur
ex N in axem perpendiculum NH; erit AH=x—-
Pz et HN=—Qz~y (68 ). Sit nunc MR poﬁno
radii osculi curuae. M, et R incidentia eius in
planum APQ, erit ex R in axem demiflo perpen.

de(dydd dzld
diculo RX AX“{dxfigy%'#%iﬁly—i—x! atque.

zdx?ddy4-2dz(dzddy—dyddz).
XR*— (dx*4=iy?)ddz—dydzddy o ( 68 ) Lon-
gitudo vero  radi osculi fclll.cet T i
(dt“—i—rh"—}—dz'-‘)?

V(af:r”(daf? 4-ddz?*) 4 (dyddz—dzddy)?*) (72
Denique concipiatur planum, in quo fita funt ele=
menta Mw, m, produéum, donec planum APQ
iterfecce ficque interfecio re&a RKI, cuivex &
eredtd ‘perpendicularis in K oceurrat, et ex P in 'V

inuentum eft fupra-cfle I’V_z—‘fjig—_y (68 ). Cum

nunc fit XR-PV: AX AP_..PV PIS erit Pl—

(AX—-AP)PV . mdx (dyddy--1zddz)
xr-pv -~ Bk "Cf;‘ l?(z{: dAsp_;Wi Trd>?) ddz—dydyddy
__z.f zldyldz{dz :“) Y=zdy z{ddy —ddz? } 3
.l[‘.\.]llc P\.R PV T (dr +Jy=}dd~Z}yt ridy\ le

I —ssrpadxl dyddy4-dzddz ) zdd ddz]
bua fubftitatis erit P10 rna ey }17533%@"' -ad"?)
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— Zdxddy - ydxdds
—— “Tzddy—dyidz avque Al

— _PI—AP—T
Rdxddy~yixddz—xdzddy+-xdyddy | 1AL i A A
yazda_y-—dyddzy . Hinc reperitur AK—

PV, ddy —ydxddz—xdzd dydd= ’ ‘
A B e Doxd¥l%2 " Plani vero in

quo fita funt elementa Mm et mp , inclinatio ad
planum APQ imuenietur, demittenda ex Q perpen-
diculari QS ad inrerfe@ionem R1I; erit enim tan-

gens anguli inclinationis —5% At cum fit IV:PI

V: QS erit illa cangens Sy
by x}ﬁ%ﬁ?ﬂ)’m. Anguli vero NMR’ quem
radius osculi cum normali in fuperficiem conftituit,
tangens eft :f‘:f;iﬁ%&jfffgf_ﬁﬁ;( vz ), ‘Ex
his igitur omnia deducy poflunt, quae ad pofitio-

nem curuae Mmp cognoscendam requiruntur, Q.E.I.

Corollarium T,

1 822, Curuae Mmp proiectio in plano APQ
eft curua Qge, cuius natura exprimitur acquatione
inter ¥ ety. Quare ifta proie&io habebitur, i ope
acquationum dz—=Pdx—--Qdy, et cius, qua ipfa cur-
ua in fuperficie duca determinatur, noua formetur
aequatio eliminanda variabili z, quae fit inter x et
J tantum.

Corollarium 3.
823. Simili modo, fi eliminetur &, vt pro=
deat aequatio inter y et z; hac aequatione definie-
tur proie&io curuae Mm in plano quod cft norma-

le ad axem AX., Atque aequatio in qua non ineft 7,
' Mmm 2 fed
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fed tantum & et 2 dabit proiedtionem curuae Mmp
in plano, quod normaliter pl.mum APQ fecundum
ax m AX interfecat.

A VS

Corollarium 3.

824. Curuae autem Mmp natura ex duabus
eius proietionibus in duobus planis innicem norma-
libus diftincte cognoscitur. Qualem cognitionem
quoque {uppeditit vnica proie&io vna cum ipf fu-
perficie.

Corollarium 4.

825. Quamobrem ad curuam in fuperficie
data’ quamcunque chara&eribus defignandam requi-
ritur, vt practer acquationem dz=Pdx--Qdy,
qua fuperficies determinatur, detur aequatio duas
tantum variabiles muolueqs pro proiectione quipi-
am curuae M.

Corollarium 3.

826. Sifuperficies fecetur plano, fi fimili mo-
do, quo COnlIS ‘ad fectiones conicas produtendqs
fecari foler, curaa ex hac {c&ioné Orta ¢ crlr in co-
dem plano. Quare his cafibus tam pofitio reae
IR erit conftans, quam plani IMR inclinatio ad
planum APQ a2

" Exemplxum‘ 34
g29. 51 igitar ' detdir fupcrﬁc:cs qnaéénnqnc
eaque fecetur plano’ IMR 3 quaeratur -curua hac fec-
tio-
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tione orta.. Ad hoc ponatur Al—aj; AK=0); ct
anguli inclinationis plani IMR ad. ptanum APQ tan-
gens ;. en;quc,.a._%%ﬁ_ﬁﬁ” et b=

gdxddy—ydzxddz—xdzddy4-xdydd = e
Z ~ dxddm » atque m

"‘d"“d”""‘dﬁd’ =02l Ex quibus aequationibus con-
iundtis cum gz de—Qdy natura curua hae feéti-
one gemmc dctcrnuq\ab:tuf ,Ex prioribus wero
duabus aequationipus oritur g 2o DT G dd
ddy —ads: bdx—-ady ; cuius :requ*anom& urteg.ral:s eft
’-Idzzil(bda.-!—-adj)-—-'-fc, few cdz—bdx—+-ady,
et porro ¢ z=bant-ay+tff+.| Iy primy vero aequa-

tione ﬁ loco ddz et ddy coxrum proportiopalia fub-

i
ﬁltuantm, _PI'GJI it —[—1*-—5zdx”*'§3dﬁ"'“’dz few abdz

A-brde—=bzdv1-azd y—aydz, cuius per 2% c{ ylfae_ in-
tegralis eft haec (—2="4Y feu ce=bt-4=ay—-ab
quod ergo ante crat_ﬁ' ic ¢ abﬁ:uﬁ*‘ab Con-
ftantem vero ¢ tertia a& atib deﬁ’met, erit autene
m*%‘—!’i‘-"ﬂf’ feu “-‘EJK erafe* eric

— bdz--ady 7
fuperior lictera ‘-—___’2‘, atque: praefcr aequatio-
nem fuperficiei maturam exprimentem ‘habetur ifta

Mdm#'):bx-{—d]—l—db, ex quibus natura qtmeﬁtlc
curuae eft derinanda, | 13, 3ULemrota Curuy quae-
fita eft in plano IMR, commorﬁ ime ex exprime=
tur acquations inter tOOrd'mntas orthogonales  in
codem 'plano'iumeas. ' Sumto ergo TR proaxe, cx
M in eim demittatuy’ perpemdlcﬁlum MS et vocetur
kS==t'et: MSz=u, ER Vero 1A AKZEJP PV fen” »
V-"“’ = et QV*"“b""b""-f? gl Porrd” cft

e

* Mmm 3 Via*
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2Vla®4=b?) | it
V(a2 4-b?): a=2347-2: QS quare ei;l(:l QS__; et
SV:;:—%. Ex his prod bit M§=u— 2= | atquc
2)—b
[S=r=meVE e Exgun loritur 8yt
et = LlsEnl 7 et fubftitutis his valoribus in
12 “
aequatione WD) — gy —+ay--ab prodibit J=
ﬂa::b:::t}:;-m 3,:) His igitur'valoribas loco x, y et 2
in aequatione ﬁ]PLl‘ﬁClCl fubftititis proueniet aequa-
" tio inter ¢ et w feu coordiddtas* orthogonales cur-
uae quacfitae.”

_ CorOllarium 6,

828. Siinterfe@io plani fecanns IR in 1pﬁ1m
axem AX incidat famaturquelin A ; erit 3= 77553
J"—"v'h-l-m‘) et ¥—1

Coi'bl’lai‘lum o .
829. Si interfe@io IR plani  fecantis SMR
cum plano APQ fuerit normalis ad axem AX erit

b—cv. Qu.xrc prod1bp)1t

P

—a—n@u - 1.—"_,‘;
: —,"v'{l-i—n?}’ = Y(1=pm?)
U XD .o}

Corollarium 8

830. Cum valores loco 2,7 et & fubftituendi
fint vnius dimenfionis ipfurum 2 et.#, perfpicoum
-eft aequationem inter Z et « non plures habere pos-
fe dimenfiones, quam ipfam acquationem inter 2
J et X,

Co-
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mr o@erollatigm " gre> n

83,: q)_uarc fi nequﬁtao inter 2, y et 2 fuerit
duarum dxmenﬁonum, cuinsmodi praeter comcam
innumerabiles dantar fuperficies, omnes. fe&xonea
plano fa&ae erunt fe&mnes conicae.

MAa3e SChOhOn-’ \ il ;

832. 1 ’Cor'nmfnt Tom. IIL ea’ dlﬁ'ertatlo-*
ne, in qua hn'enrp Bremfﬁmam in fuperficie quacun—'
que determinaui, trla prncc:puc ﬁlperﬁclerum ge-
nera fum pcrf‘ecutus, quae}crant cyhndnca, ‘coni-
c1 et tornata feu rotunda.  Aequatio vero genera-
lis dz:Pd:\‘——}-Qdy, dat furperfimes cy]mdncaa ﬁ

cu.mcsclt et Q tantum ab 7 ct z pendeat, ita vt
aequmonem pro hoc fupcrﬁcxcrum genere abscifla
a-non ingrediatur; omnes enim fectiones inter fe
pirallelae funt quoque ncquales; pro his ergo eft
acquatio’ dz—Qdy. Ad' genus conoidicum refcro
omnes eas fuperficies quae genenrantur ducendis
rectis ex fingulis curuae cuiuspiam punctis ad pun-
¢um fixum extra plinum ciys coruaeficum.  Quae
fuperficies hanc habent proprictatem, vt omnes
fectiones parallelae fint inter fe fimiles earumque la-
tera homologa, vt diftantiae feCtionum a vertice
coni.”" Aequationes vero pro huiusmodi fuperficic-
bus, fi quidam vertex poli fuerit in A, ita funt
comparatae, vt &, 7 et 2 coniun@im vbique eun-
dem dimenfionum numerum conftitnane, Superfi-
¢ies denique tornatae feu rotundae mihi funt, quae

gene
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generantur conuerfione cuwidscingue curmae circa
axem, qui, axnsiﬁ,l{ucn;“f\)? !: Buﬁ;o x cosﬁﬁantc
aequauq mrpi- etz blt L cirgu! cf.ntn Qua-
Te 1CquUALio Pro iis hmc 1.1 fblﬁT am dz_- d’r—
5‘ , feu z(!z+_yd_y__z ,d,y) vbi, Pz ab.x tantum
pendet, feu eft Q——2% et P._.f- exiftente X fin-
&ione 1pfius & Q‘Wﬂﬂ odum autem in his fu-
Fgrﬁc:ebus tornat;s omF éﬁon.cs axi normales
ant clrcuh, ita tales’ upcr‘ﬁc:cs foncspn poflunt,
quarum fe&nones axi normalca fint curuae quaecun-
que ﬁmxles. Tales fupuﬁc:es omnes hac contine-
buntur ' proprlctate gcnerali vt funé’uo quaecunque
ipfius ¥ aequahs fit fuq&nom c:usdem vbique dimen-
ﬁonum ipfarum 7 et 2 numeri. Ve 1l ifte dimenfi-
onum . numerus fuerit #; aequanoma Pdx—Rdiz-
Q_d_y pro ea haec erit proprietas vt fit Rz—+Qy
=n[Pdy, vel Rdx+ gy..,,_’-i"%_‘-?m Ex quo,
an_ata aequatio fit ad b piusmodi (upcrﬁcxem, fta-
tim_concludi porcﬂ :

‘PROPOSITIO .
Problema.

833. In [uperficie quacunque data lineam de-
terminare, quaw corpus in ea motum et anullis poten-
biis [ollicitatum. deferibit tam in wacuo quam in medio
quocungue refiflente.

So.."
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Solutio.

Quia corpus a nullis’ potentiis abfolutis fol-
licitari ponitur, linea ab eo in fuoperficie defcri-
pta erit linea breuifima’ in vacuo (62.). Medii
autem refiftentis vis celeritatem corporis tantum
imminuit, ncque: dire&ionem vilo modo - afficity
quare etiam . in medio refiftente via a corpore
in quauis fuperficie defcripta erit. pariter breuil-
fima. Manentibus igitur vt ante AP—ua, PQ—y
et QM=—z, fit dz=Pdx--Qdy aequatio fuper-
ficiet naturam exprimens, atque Mm,m [ duo li-
neae breuiflimac cujuspiam elementa. Ex his fu-
pra- pro linea breviffima ipuenta eft haec aequa-
tio Pdazddy-+-dxddy—=Pdyddz— Qdxddz (69.),
vnde oritur ddy =EEEEEY. At aequatio ad fu-
perficiem  differentiata dat ddzs = dPdx -+ Qddy
—+dQdy, ex quibus coniundis fit ddy ——
QLY LIIID) et ddg — Bdgranldpdeidady) 1y,
to ergo elemento Mm, fequens . in linea bre-
uiffima_inuenictur; erit enim me=PQ-2 4y 4=
ddy et g = QM 4-2dx4-ddz, et ipfarum ddy
et ddx vulores funt ipuenti. Quare hinc fequen-
tis cuinsque elementi pofitio determinatur, atque
ipfius linecae breuiffimae natura per quamcunque
eius proieitionem cognoftitur. Q. E. L

Corollarium 7.
834. Si in aequatione pro fuperficie P et Q

—— —

tantum per x et y dantur, aequatio ddy ===
Tom. I1. - Nan (Pdy
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“"{;;?—iﬁ}f:‘j;‘*f‘%‘-“ﬁ proié@ionem lineae breniffimae
in, pl.mo .&PQ denotat.
13 Sk |
- Corollarium 2.
‘635, Pro linea ergo’ breuiflima Mmp fum=

tis' ‘elementis’axis aequalibus erit ey~ 2dy—~

(Pdy—Qadx){dPdx4=lQ dy) i o ] .
dx&,:_,,a_,_q_,} atquc = -2 d g4
‘?"”d';l_;i‘g“f £ ex quibus, acquationibus pun-

&um . ex duobus pracccdennbus M ¢t m co-
guo‘fqitu:. e TR Tan
-4l & X3 Corollarlum 3 30

'836. Quia pro linea breuiffima angulus RMN

éuanSrcft (71.); incidet R in N, pofitio ergo ra-
dii' ofculi ita {c habebit, vt fit AX—=x—+Pz et

’

XR“'L 2 —7. Longitudo vero radu ofcuh erit
— (dx?4-dy m‘m:q—w) sirdl 1 , %}
L dPdx—-dQdy

Corollarium 4.

83'7 ’Planum vero IMR in_quo fita funt

clﬁmcnta lmcac breuiffimae Mmp. ita determina-

dx4-Pd Pdy—Qd
bltur, vt fit Al S & _.1_5'[”4-@:3;3 y—Qda) o

AK=-y +Q[de ax.:l-ft::{dy 2 Tangens vero

anguli quem. plapum . IMR cum plano APQ con-,

flitnit erie —YUAEETIREILAQER, - Huiusque an-
)
guli fecans eft = Y= M ) | (en cofi-

NS = ST RpeaQ)(daA-dy iz T
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Exemplum 1. *

838." Sit {‘upcrﬁcies cylmdr:ca quaecunque
~axem habens AP, exprimetur eius natora hic ae-
quatione dz=Qdy euanefcente P in generali ae
quatione dx—Pdx—-Qdy.. Quare pro proietio-
ne lineac breuiffimae huins fuperficiei’ in plano’
APQ habebitur ob P—o et 'dP=—0 haec aequatio
ddy "‘—Q—;—,—‘f,_%dz feu 13—-_.__11/(1—}- Y ‘et ady =dy
V(1+Q.), i qmdem ‘Q tantum per’ y detur; at
fi Q per y et z detur variabilis =z eft eliminan-
da ope  acquationis dz.__Qdy Vti in cylindro
circulari in ol eft s’ 4=y —=d" y erit 2=V (&"=")y
er'Qi= 1,,0,_-_;’1) Quare ‘erit: adx__mf__y]' In ge<
nere autem [dyV (1 - Q)rexprimit arcum fe&io=
nis ad axem AP normalis; quare di¢to hoc arcu
St ger="s.  Ex dsn intclligitur, fi talis fu-
perficies in planum explicetur, fore lmcam bre-
ulﬂimam re&am- vei conﬂ-‘ﬂ t jHmid ‘o338

Exemplum p 1

839 Sxt fuperficies ,propofita conica quae-
cunque verticem habens in Aj aequatio pro. tali
fuperficie ita poterit adaptari, vtz aequetur fun-
&ioni vnius dimenfionis ipfarum x et 7. Quare
in aequatione dz de+Qd_y, litterae P et Q
erunt funciones nullius dimenfionis ipfarum a et 7.
Hanc, qb, rem , vti iam alibi oftendi,-erit Py -~
Qr =0, fou Q="37; Vnde fiet dQ= "R,

Nnn 2 AN wies

)
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et Pdy—Qdy M2, geque dPda —+-dQdy
ol % y‘dde+Pny’-;-Py_dey—deP§z__ (ydx—-acdy}},z_c_l_g’-—r dy)

Royis et ik ’ 2,2 2.2 2 4
ct tandem (1—+4-F’—-Q)=2XF2.F=.  Quibus fub-

o
y , . __ P(ydy4-xdx)(ydx—2xdy)(ydP—Pdy)

natur y=—p &; acquabitur P functioni cuidam ipfius
p tantum, quia P eft functio nullivs dimenfionis
ipfarum, x et y. Erit vero dy=pdy--xdp ct ddy

__ P(pPxdx—-px?d p—-xdx) (pxdP—Ppdz—P xdP)x*dp

—":R'J‘:P-\’:d:di‘?;:d 7,94 ‘—:%' AP )
. _PAp(pdxt-piadpoi-dzx) (Ppix 4 PxdP—pxdP) ;

- D DT TP R T P . Ex qua ae-
quatione quidem proic&io difficutter cognofcitur.

Quomodo autem linea brewifima in tali fuper-
ficie fit determimanda fufius docui in Comment.
I p. 120, Ceternm idem de linea breuiffima
eft notandum quod ante, fcilicet quod ea in pla-
num explicata fuperficie conica abeat in rectam.

Scholion.
840. Simili modo in dcterminandis lineig

breviffimis fuper aliis fuperficicrum fpeciebus non
hic immoror, quia in cit. loco hanc materiam '

plenius expofui. Progredior ergo ad inueftigatio-
nem linearum, quae in fuperficic a corpore 2
quibuscunque  potentiis follicicato deferibuntur. An=
tea vero nccefle eft, vt in effe®us cuiusque poO-
-tentiae curatius inquiramus,

DEFINITIO 4.

841. Vim prementem vocabimus: in - fequentibtts
eam vim normakemy cuivs divectio eff normalis ad
ipfam fuperficiem in qua corpus meuctur. Co-
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Corollarium.

842. Haec vis premens ergo vel auget vim
centrifugam vel minuit, prout eius dire&io di-
recioni radii ofculi lineae breuiflimae vel con-
traria eft vel in eam incidit (79.).

DEFINITIO s,

84.3. Vim deflellentem wocabimus in [equentibus
cam wim normalem, cuius direlio eff in plano fuper-
ficiem tangente et perpendicularis in viam a corpore
defcriptam.

Corollarium.

844. Haec ergo vis corpus a linea breuiffi-
ma, quam a nullis potentiis follicitatum defcribe-
ret, deflectit, et vel cis vel vltra eam detrahit
pro eius directione vel cis vel vltra tendente,

PROPOSITIO 92.
Problema.
845. Determinare effetum wis prementis in cor-

pus [uper [uperficie quacunque motum, quod prae-
terea a nullis potentiis [ollicitatur.

Solutio.
Quia haec vis premens eft normalis in fu-
perficiem, ideoque eius direcio MN; ea neque
Nnn 3 cele-

Fab. XV,
Fig, 1,
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celeritatem , neque directipnem motus afficiet,
fed ,tota in ‘preflione fuperficiei confumetur, cor-
pus igitur in eadem linea progredietur, in gaa
fi_haec vis abeffer, moueretur; quae autem eft
linea breuiffima in prop. praec. determinata. Mo-,
uebitur ergo corpus in linea Mmw, cuius radius
ofculi MO incidet in' normalem fuperficiei MN.
Sit ergo. MN dire&io huius potentiae prementis,
quae propterea fuperficiem verfus “interiora fe-
cundum MN premet. Ponatur haec vis premens
— M, premetur ab ea fuperficies fecundum MN
vi —M. At fi radius ofculi MO in eandem pla-
gam incidere ponatur, 'vis centrifuga vi prementi
erit contraria eiusque 'effeGtum minuet. Cum au~

tem Mm fit linea breuifima, eft radius ofculi

MO=- ‘w“%’%—*——g*‘”ﬂ”, per, quem {i diui-
datur dupla alticudo @.celeritati in M debita, pro-

dibit: wis ccentrifuga. - Hanc ob rem erit yis, qua
fuperficies fecundum MN premitur ———=— -
fa;a_—._—@%’%dx:,".jﬁ“i}, ion -+ M. Pofitio’ tandem hu-
s vis prementis per, fuperiora inucnta eft AH=
x-4-Pz et HN= — Q ‘—y; demiflo fcilicet ex
pun@o N, 'in quo nermalis. MN: plano APQ oc-
currit, ad axem perpendiculo NH Q: E. I

Corollanum I.
846. Cum neque altera vis normalis defle-
&cns', neque  vis tangentialis neque vis' refiftentiae,

quae adeft, prefﬁonem in- fuperficiem afficiant;
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1
perfpicitur, a quibuscunque potentiis corpus prae-
terea follicitetur, prcﬂlunem femper tantam effe

~quantam hic affignauimus,

Corollarium 2

o - 7 Quantumuis igitur via a corpore de-
fcr:pu a linea breniflima difcrepet, tamen preflio in
fuperficiem fit fecundum normalem in fuperficiem,
feu fecundum radium ofcoli lineae breuiflimae,
non vero fecundum ipfius curuae defcriptae ra-
dium ofculi, cuius longltudo ctiam : ad prefﬁo—
nem non requiritur.

Scholion.

848. Ob hanc caufam eam radii ofculi lineae
breuiffimae formulam adhibuimus, in qua diffe-
rentialia fecundi gradus non infunt, ne is pen-
deat a pofitione duorum elementorum Mm et mp,
per quae corpus reipfa ‘motictur.  Sed ifte radius
ofculi ex vnico elemento Mm innotefcere debet:
Si enim corpus propter vim defletentem non
lineam breuwiffimam defcribat, differentialia fecun-
di gradus ddy et ddznon ampliusin radinm ofculi
lineae breuifiimae ingredi debent. '

PROPOSITIO 93.
Problema.

849. Vu tangentialts'y .quae [ecundum tangentem
MT vorpus trabit, effectum in corpus. in [uperficie
quacunque motum . determinare. |

' So-

Tab, XVIL
F_ig. Sy



Tab. XVII
Fig. 3.
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Solutio.

Sit haec vis tangentialis =T, corpusque per
elementum Mm progrediatur celeritate alticudis
ni v debita; quia hiec vis motum diminuit, erit
do—=—T. Mm=—TV(dx' ~dy’'+4-ds’),. ma-
nentibus iisdem denominationibus, quibus ante
fumus vfi. Praeterea vero haec vis neque pref-
fionem neque deuiationem a linea breuiffima afs
ficit. Ad pofitionem vero direcionis huius vis
inueniendam, producatur tangens MT donec oc-
currat plano APQ in T; erit T punGum in ele-
mento ¢Q produ&o, Fiat ergo dz: V (da'—dy")
—=z: QT; eritque 'Q T =20"+D)  Ex T de-
mittatur in axem perpendiculum TF; eric V(dx®
—+dy*):dx=QT:PF; quare habetur PF— %% et
AF=222*% Porro ob dx: dy—=%Z: y—FT erit
FT—=y—%2; ex quo pun&um T determinatur.

Q. E. I
Corollarium.

850. Cum refiltentia ad vim tangentialem fit
referenda, ex his intelligitur, quomodo refiften-
tiae effetus fit determinandus. Ve fi fuerit re-
fitentia =R, erit dv—=—(T—~+R)V(dx* + dy’

—~+-dz’)
PROPOSITIO 94.
_ Problema.
$s1. Vis normalis defletentis N effeltum in

corpus [uper [uperficie quacungue motum determinare.
Solu-
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' o', Solutio.

Pofitis vt ante AP—ux, PQ=y et QM=2,
exprimatur fuperficiei natura hac aequatione d=
=Pdx—+Qdy; et moueatur corpus celericare al-
titudini @ daebita per elementum Mm: quo per-
curfo, nifi vis deflectens adefler , progrederetur
per clcmcntum , . fecundnm lineam breuiffimam; 3
foretque me =y — 2dy +‘_”£’§—;‘%T_,{T‘:‘,‘;‘5",“°-"l’ et g
*—z+zdz+‘d"j',ff”_,’f;ri”$m‘”(83s ). - Jam acce-
dat vis normalis defleétens N, qudae directionem
habeat antrorfum.’ "Haec ergo vis eﬁ'icxet, vt cor-
pus defcripto elemento Mm non per m . ince-
dat, fed ab hac directione antrorfum dcfleéar.
Ponamus igitur pergere per mvy, erunt Mm et my
duo elementa curuae a corpore defcriptse. Qua-
re demiffo ex v in planum APQ perpendiculo vos
erit mo==y—t+2dy4-ddy et ov—z - ade—-ddz.

Hinc ergo habebitur o p— PP=alxlirderdei) 4y

dx (1 =P
dict-Pdz (dPdT-4-1
ot pg—vo =R ETERY_ddz Pofito ve-

b (Pdy—Qdx)(dPdx4-dQd 39 _
r&?ﬁfﬁiﬁ?ﬁfdgf" dx(1 4-P24-Q3] W —=dd n et
dx(1+7a  — 446, inuenictur radins ofculi

angulo elementari pmy rcfpondens ------

(do’~+-dy* 4-dz* )§
V((d“ddn-d”df()’ dfddz-i—t{} ddz) ~dx"(dd- dr{;) ~-dx (dde—ddz)" )
Hic érgo fi dicatur —» crit N=2° feu 20=Nr,
quia  hic " angulus codem modo gencratur, quo
corpus a vi normali in plano a linea reéta de-
Tom. II. Qoo flecti-
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fle@itur. Et vero dzddn—dyddd—— (*Jf?rgfcm-;-do.dy)
Atque locoddy et d:/g dcblus \Jlonbu-. {ubtticutis fit

A, (dx’ +d.?’ —l"dz )s (
P =dv ddy —-ddx ) deddy=dy diz) t“‘-*-ﬂn"ﬂ*-ﬁ:_?_gf‘__zi’)
Cum autem per acquitioném dz=—Pdr 4
ﬁt'dex—{'—-ldey-:::dd"—erly, ‘erit in’ fubﬁdlum

hic ipfa gequatione dz="Pda'~-Qdy vOctrta r =

(A’ 4-dy’ +dz )W(H—-P +Q’)
-—ddy\dx—i—sz)—f-da’z(Pa[j Qlx).
erit da’z(de Qdx)—~ddy (dx —]-sz)__.”(dx

+-dy* 4-dz )?V(H—P +Q). " Q E. 1.

Hanc ob rem

Scholion 1.

: 852 . Congruit haec formula cum ea y quam
fupra (79) pro effectu huiusmodi vis determinando
inuenimus.  Differentia enim tantum eft in figno
litcterae N, quam vim ibi negatiue accipiendam effe
apparet. Atquc hic etiam de figno non certi effe
potuiffemus , quia ex quantitate’ radix quadrata,
quam hic extraximus, aeque poteft effc negatiua
ac affirmariva. Hoc vero dubium, fi calculus ad
cafum fpecialem accommodetur, ftatim tollitur;
quia formula eiusmodi effe debet, vt punétum y
cis g cadat fi potentia N antrorfum, vt pofuir ,
mus, fuerit dire®. Ex quo ope. exempli etiam \
fignum radicis quadratae determinaui; atque hanc
ip[a;n.‘formulam inueni. : ‘ '
Co-
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- Corollarium 7,
853 Si'vis defle@ens N enanefcat, corpus
motum fuum’ in'lidea breaiffima’'cértinnabir id

quod 'ipfa - aequatio” quoque’ ‘indicat.” Pofito enim’
N=—o, hibebitur @dy(dx~+Pdz)=ddx (Pﬂ:}-—Qdﬂ.

quae aequ.ltlo eft pru lmea brémﬂ'ima

Cbro]larlum

854_ Quaecunquc ergo vis prcmcns, et vis

tangentialis atque refiftentia corpu> in fuperﬁcnc_

motum follicitet, fi modo nulla aftuerit vis de-

fle@ens; corpus fcmper in Imea brculiﬁma moue-

bitur.

Schblibﬁ 2.

855. Quod .mtem ad m{'tmncm huius vis Tab. Xvii,

deﬂe&mtls N attiger,ea €x. hoc deducetur, quod
ea pofita fit in plino tangénte fuperficiem, at-

que fimul ‘fit normalis ‘curuae’ &c‘l’crqﬁt‘aé it er-
go ‘MG cius directio ¢t G pun&um, in quo pla-
no APQ occurrit; ita vt vis N fecondum MG tra-
here cenfenda fit, dum eam'ante antrorfum vrgere
pofuimus. Primo e¢rgo determinari debet inter-

fectio plani fuperficiem ,in M tangentis interfe-
&io- cum plano APQ, quae fit reta TVG; Haec..

vero inuenietur, fi duae tangentes fuperficiem ad
planum APQ vsque producantur, atque punéta,
in quibus in planum APQ incidunt linea recta iun-
gantur. Sit ergo MT tangens lineae defcriptae,

Ooo 2 quae

Fig. 4.

-
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quae propterea fuperficiem quoque tanget; erit
vt iam muemmus AF — di‘—- &2, ¢t FT.__.J:---—Z
(84.9.). ' Porro, fuperficies feca mtelhgatur pl.mo
PQM, ﬁtquc MV fecionis huius tangens; erit QV

=5, ex aequatione dz—=Pdx - Qdy pofito dx—o.
Innotefcit ergo pun&um V, quocirca reGa TV
produta erit interfectio plani tangentis fuperfi-
ciem in M cum.plano, APQ. - Pupétum ergo G
in quo reta MG plano APQ occurrit, pofitum
erit in rr.&l TV. "Porro in re®a TQ fumacur
QS = it _*_J?j; eritque M S normalis in elemen-
tum Mm delcriptum, — Atque fi ad QS ducatur
normalis SG, ex hac re®a SG omnes re&ae ad
M ductae erunt in elementum Mm perpendicula-
res. Quare cum MG fit quoque normalis in ele-
smentum defcriptum, pun&um G quoque poﬁtum
erit in re@®a SG. Pun&um crgo G erit in in-
terfectione rectarum TV et SG. Eft vero B

Az ey :mg, ELG__ang PQT. Ponatur GE.
—t, erit, LE=52, et PE=22FM422  nyiinde
etiam propter triangula fimilia eft FP: FT--PV
—=PE:GE=PVy hoc eft J5'1 &+ 2 =2ty
t—%~-y. “Hinc: provenit r:-f._‘_if;*'::“’-—y_.GF,
et Al:.::.r+z£;f_:fy}, vnde pum‘}um G deter-

minatur./ ‘Si ergo ducatur re@h’ QG erit' QG

22(dx+4-Pdm? 41 2(dDi4-Q i) 2V Ay * Aty P e A% A2 (4P 2
(Qdx—Pd y? J+ lQ.dx—Pz'ﬁr$efQ.G“‘ L2 Q_d.x-—-Pd_y ,‘_-PQ 3

z((h. +dy Hedz FM—#P +Q)

th P‘f} 11¢
000 PRO-

atque ipfa MG =
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“ PROPOSITIO o5,

Problema.

856. Si corpus f[uper [uperficie motum a quot<
cunque potentiis ' follicitetur, definire wires normales
prementem: fcilicet et d:fleCtentem s atque vim tangen=
tialem ex refolutione omnium ortam.

Solutio.

Quaecunque fuerint potentiae follicitantes
eae ad tres reduci poffunt, quarum direétiones
fint fecundum tres coordinatas x,y &  Sit nunc
vis corpus in M fecundum parallelam abfciffac PA
trahens —E; vis fecundum parallelam ipfi QP tra-
hens —F, et vis fecundum MQ trahens =G. Sin-
gulae crgo hae vires refoluendae funt in ternas,nor-
malem prementem fcilicet, normalem defleéten-
tem et tangentialem. Quia autem hae tres directis
ones funt inter {e normales, ex quaque ipfarum E,
F et G vires normales et tangentialis prodibunt, fi
illae ducantur in cofinum anguli, quem illarum vi-
rium directiones cum iftis conftituunt. Incipiamus
a vi tangentiali, cuius dire&io eft MT exiftente
AF:‘-?;*"" e FT::_y—%Z; atque QT:W(_‘_‘&:-_“?_’!

e o aV(dageady? iz . -
et MT=""572) yade erit cofinus anguli
QMT, quem diretio vis G cum vi tangentiali con-

fo o O dz ‘ .
fticuit — M1 Vila+ly'5-1z5 In quem fi ducator vis
G, prodibit: vis ‘tangentialis ex ea orta ———
S $2%— ' Cofin li sm MT
V{dx2q-1y 4-dz7) us vero anguli , quem

Qoo g3 Con=

Tab. XVIL
Fig, 2.



“Tab. XVII,
Fig. I,
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conftituit cum dire&ione Vis Fj quaeeft ipfi QP pa-
PO_——PT 5 s

rallela et = cof. PQT: _]QMT_ P —

v(dazd_d,“ _,_d,,:, Vls €rgo t,mgt.ntl.tlls ex F orta eft

'—m;_,_u rwrrs o Coﬁnus poOrro .mgull, quern di-
d

ré&io  vis"E: conftituitceum MT eft =ypmayiyirass
d

ideoque vis tangentialis ex'vi E orta _.,,(J,a_,_ﬁyf_,_dz,,

Iam confideretur vis premens,cuius directio eft MN,
exiftente AH—a—P2 et HN=—y-Qz, feu PH=

. Pz et QP-+HN==—Qz. Ex quo erit. QN=2zV (P?

Tab, XVII,

Tab. 4.

-+ Q?) et MN= zV(x—{—-Pz—i—Q“) Anguli ergo,
quem dlrcé’czo pntcntmc G cum MN conftituit, co-
finus eft 3 NM—" — ey ideoque vis premens ex G
orta _h,,(,+9=+o_.) ‘Porro anguli, quem directio
vis F, quae eft parallela ipfi QP, cum MN confti-

tuit, cofinus eft = cof. PQN. fQMN_E%c*ﬁ-;&Q‘?‘___

0- -l
—Tiriiga®  Ergo vis premens ex vi F orta eft

FQ A :

=—yiiergas  Atque fimili modo vis premens ex
. P .

vi £ orta eft :——;{—;-_;}",;;;:5_,—}- Denique cum vis de

fletentis directio fit MG, atque PE= %‘%&:‘Qﬁ‘?} et

3 dx—4-Pd
QP +EG= “&d:_'_?,,g, erit anguli, quem MG cum

direétione vis G conftituit, cofinus
Qdx—Pdy
’ L
(d2"~-dy"+-d2’ )2V (1 4-P'+-Q,)
G(Qdx —Pdy)
: i
(A" A-dy ~+-d5" )V (1+-P'4-Q)

Porro anguli, quem MG cum dire&ione vis F
con-

quare vis defle-

&Gensex viG ortaeflt =
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conftituit, cofinus eft — 12.%(—%?& — e e
ot odanss Bdz i Esus I ETG 2 .88
g, 8 jip ;quamobrem visdefle-
(dx"—+-dy -z )*V(1+P'+-Q7)
&ens ex viFortaeft = F(dx+-Ydz) e

(A% ~-dy" +-dz*)?V 14-P'+-Q")
Denique abguli, quem  diretio vis E cum MG

conftituit, cofihus eft === ':ﬁ'éﬁ —_—— ——
—dy—Qd 13801 i)

! _y Q, it -——- Vis ergo deflectens
(@ -dy =z PV AP QD)
| —E dy—+Qd2)

ex vi Eortaeflt = ey
@y Adz Y (1P Q)
Cum autem ante vim ‘tangentialem ” vocaunerimus
T vim prementem = M et vim defletentem ==N:

ad hds vites tres propofitas E, F, et G reduxi-

: Edx4-F dy—4-Gd «—EP—FQ~+-G
mus; erit namque T= [ GA5 7235 g et M= 755 Lt P

~E(dy—+Qdz)~+F(dv—-Pdz)+-G(Qdv—Pdy)
(dx" -y’ —-dz" 2V (1+P'4- Q7).

atque N=

A
Corollarium . 1,
g57. Siigitur corpus a tribus potentiis E, F
et G follicitetur; erit, pofito @ pro altitudine
debita celeritati in M, do—=—Edx—Fdy — Gdz
(849.), fi loco T ponatur vis tangentialis ex re-
folutione potentiarum E, F et G orta.
. Co-
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Corollarium 2.

858. Si praeterea corpus in medio refiften-
te mouneatur, atque refiftentia in M foerit =R;
erit dv—=—Edx—Fdy—Gdz—RV(dxs—-dy’'+dz’).

Corollarium 3.
850. Siin aequatione §. 85r. inuenta, in
qua effeGus vis defleGentis N eft determinatus,
loco N fubftituatur vis decfle&ens ex refolutione

2vddz(Pdy—Qdx)—2vddy (dX- Pdz)

virium E,F et G orta, prodibit dx edy rdat
= —E (dy+Qdz)+-F(dx—-Pdz)—G(Pdy—Qdx).
* Corollarium 4,

860. Si ergo ex iftis duabus aequationibus
confletur vna eliminanda @; prodibit aequatio’,
quae cum locali ‘ad fuperficiem dz—=Pdx—- Qdy
coniuncta determinabit viam a corpore in {uper-
ficie defcriptam.

Corollarium s.
861. Vis autem, qua fuperficies fecundum
normalem in eam premitur, tam ex vi norma-
li premente M, qunam ex vicentrifuga orta eft =

(C—EP—FQ)dx®+4-dy?+4-dz*)4-2v(dPdx4~dQ dy) :
(dx?4=dy?4-dz? (1| +P24-Q2) e (84.5 ) fubftitu-

- to loco M valore inuento.

Corollarium g,

862. Eft vero ex aequatione coroll. 3. in-

k — (dx?4-dy*-d2?) (E(dy4-Q d2z)~F(dx-4-Pdz)-4-C (Pdy-Qdx))
.ue" ta 20— i (Pdy—Qdx)4-ddy(dx—-Pdz)
quo
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quo valore ibi fubftituto prodibit tota preflio =

(Cdxddy—Fdxddz—+4-Edydde—Edzddy (1 +-F?+4-Q%)
ddz (Pdy—Qdx)—ddy (dx—4-Pdz) =

- Scholion.

863. Quia tres potentiae E, F, G dire&io=
nes habent inuicem mnormales, erit potentia iis
aequinalens =V (E*'~4-F*~4-G’). His vero tribus
viribus aequivalere inuenimus tres M, N et T,
quarum direétiones funt quoque inuicem norma-
les; quare iftis tribus aequivalens vis erit =V(M*
+N'+4T%). Quamobrem fi loco M, N et T
fubftituantur valores inuenti ex E, F et G, pro-
dire debet quoque V(E'4-F'+4-G’); id quod cal-
culo inftituto re ipfa fe habere deprehendetur.
Inferuit autem hoc inftar probationis, vtrum cals
culus prolixus, quo haec refolutio eft abfoluta,
re&e fuerit inftitutus, an vero fecus. Hac vero
probationc inftituta reperientur fe hae formulae
re¢te habere. -

PROPOSITIO o6.

Problema.
864. In bypothefi grauitatis wniformis et deor-
Jum direltae g, determinare lincam, quam corpus fu-
per quacunque [uperficie proietum in vacuo deferibit.
Solutio, | :
Sit APQ planum horizontale, et M pun@&um T, XVII
tam in fuperficie data, quam in linea a corpore i
« Tom. II. Ppp de=



NY¥ 7

" nlh—gE)(dPIxmedQ dY) ~ o OTA £
(G dy A=W e g N Q _.E. T QA 1e

J$2CAPVT OVARTVM DE MOTV PVNCTI
ﬂhéfcri‘pzzi{.‘_ FErit ergo K‘l&ﬁkrtiéal-ié"ef;j’alrbptc"réﬁ
dire@io vis grauitatis g Pofitis AP—=w, PQ =y,
et QM=—z, atque aequatione fuperficiei naturam
exprimente d:-::Pdﬁ&HéJQr!;}"s;lﬁr celeritas in M,
qua’elemedtuth Mo percurritury debita alticudini v.
Cum igitur problemal hog¢ fir cafus praecedentis ;
fit ‘enim G=g, E=0 et F—o; habebuntur hae
duaeraequationes) dvm—gda (857.), atque 2vddy
(Pdy=Qdr)~ 2 vddy(dy ++Pds) -8 (Rdy~ Qdx)
(da T-dy’+dzi)==e. . Sit . porro: altitndo, debis
ta celefitati, quam corpus habiturum- effet; fi in
planum horizontale APQ perueniret, ==& ; eris
p=bh-~gs.! | RBetoaltéram vero aequationem cft 29

| e PRy Qdx) (AP -dyFietiz®)

) s § g - . gg LR
e ey e . ' Quide aeqiiatio’ ope
ﬁ-‘:qual:j,qqis '4,::‘:?4!_&;+Qa‘jv transmutatur in lfanc
5 1z ddz Vg, o ¢ 2NV 1
S i Fip— 4> quie integrata dat /o
T y Pd‘ 3 s St il
— l(dx"+dy ~4-dz")— 2f,;ar;i"@*#- I;x: quouis ergo
cafu fpeciali inueftigari debet, an ;335'_—'_:"@ in-teg_,;a,-
gionem admittat. ‘Quad fi-contigerit, habebitur
v in differentialibus primi gradus; atque cum fit
w—)—gz, orictur aequatio’ differentialis primi
gridus’curuae defcriptae naturam exprimend? Prefl-
'ﬁb"\'"c'i‘ro in fuperficiem fecondum normalem erit ==
2 y AR 2F
'm—;;(%?—“ 1%’?@“ quac fublatis differentialibue
fecundi gradus abit .in hanc ﬂl;fﬂ_‘_@j -

2odaaqal 0t M3

*ab | A1 “50'
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Cerollar_mm sy

§65. Ccleruag ergo; corporis in hypothcﬁ
gt‘ault.lus vaiformis g €t deoffum direcae in fu-
Perﬁcw quacunque moti ex'fola altitdding cogno-
{ci potcft, omnino vt ﬁwrpus 1n codem plano
moueretur. - 7 S ARG swns e

s k|

Coroll:u wm 2,

866. Si tempu('culum, uo elementum Mum

abfolmtur: ponatur ar, ) €Tt t-*"’“"“'"‘”—"-’—"ﬁ—ﬁ'é’.ge,r
& 10 Pd w114
acquauqnem ergo mucntam cnt fq’t.._ mf@;

ddt Pddy
atquc at .--Nj,__quo f 11e110Y

ity 950

“Corollariums 3o 101

864. Ex inuentis hequationibus reperietur dd]

_,g(de—de_)_(gf_:kd_'y’-ﬁ#’] ey (dPdx—+dQ.dy) {I‘dy-—Q_dé;) E 1}
£ QPdy—Qdx) (dac?gedy?-dx?) AP, dQ.d 24— PA2)
a’dz 26&&—5&1-:1”4-%‘ A 39‘;'

15 LB

Hinc erit dzddj—wdyddz“%ﬁwﬂgr’

“L‘-‘%—?’W&) '0Curuae vero defcriptae’ ra-

dxus ofculi ent (100 Dlde2 iy od2?) b g W | 7407

8 Vtz’lwrm xd,z i) AR iy bR (dPdx4-dQdy)® )

Schdlidnlr 0% Penne

JiT1 31

868. Hﬂﬂ!m fOrmul:;rum vfum m cdﬁhus par-

* ticularibus, qmbus certa ‘quacdam’ fpecies fuper-

ficiernm conﬁderatur, in fequentibus problemaps
fufius exponemus, quibus ﬁngulanum fupcrﬁqwrum

excmpla adiungemus:’

Ppp 2 PRO-
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Fig. 1.
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PROPOSITIO o7.
Problema.

869. In bypothefi grauitatis vniformis deorfum
tendentis g, determinare motum corporis in fuperficie
cuiuscunque cylindriy cuius axis fit verticalis.

Solutio.

Quia axis cylindri ponitur verticalis, erunt
omnes feltiones horizontales inter fe aequales
fir igitur ABQC bafis cylindri, in cuius fuperficie
mouetur corpus, Ponatur AP=ux, PQ=y, fitque
z corporis altitudo fuper pun&o Q in fuperficie
cylindri. Natura ergo huius fuperficiei cylindri-

wcae hac exprimetur aequatione 0= Pdx -+ Qdy
feu Qdy—=-Pdx. Haec autem aequatio orictur

ex generali dz—=Pdx +Qdy, fi P et Q fiunt

“quantitates infinite magnae, feu euanefcente co-

efficiente ipfius 42z, fi quem afflumfificmus. Quam-

-obrem in aequationibus ante inuentis P et Q quafi
~ quantitates infinite magnae confiderari debent; cii-

amfi fint finitae magnitudinis. * Erunt autem P et Q
fanctiones ipfarum X et y tantum, neque in i

inerit 2. His ergo in calculum deductis, habebi-
' _ p(Pdy~Qiz)(dz*4-dy*+-dz7)

“tur v=b—g 2, AtqUe 20 = piidy —prdyd d3,+-Qdxdd
" — gldx?4-dy?)(dx?4-dy?4-d27)

— “dydzidy—dytddz—dz*ddz Propter analogiam P:Q=
dy: —dx- At pofterior aequatio logarithmica erit
Io= I dy* ) ~2 [T G = - dy -2

———
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—H(dx® -dy®) H-lo. Vnde fir L= Bbide
b—gz __ iz?

K2 — 1 4 gipgn  Hine oritr (b—c~gz)(da?
-dy?) =¢dz? feu V(d.a:’—l——dj?)—___—_vwd_-”—c‘é_‘g-—;},
cuius integralis eft fV(dx’-{—d_;rﬁ):_E.@:i_C:E%
vbi JV(dx*—-dy?) denotat arcum bafis BQC
motu horizontali percurfum.  Si tempuiculum quo

elementum M~ abfoluitur ponatur dz, erit 4=
3‘3%?”5‘ atque adt=V(dx?*—-dy?), porroque a?
:fl/(dx"’—-}-—dj’). Quare tempora erunt pro-
portionalia arcubus in bafi refpondentibus. Aequa-
tio autem fV(dx’—-l—-dy”)::—if{—b%m, dabit
aequationem pro curua in fuperficie cylindrica de-
fcripta, i haec fuperficies in planum concipiatur
explicata: denotabit enim tum [V (da ? —4-dy2) ab-
fciffam inaxe horizontaliet zapplicatam verticalem.
Proieétionem vero curuae delcriptae in plano verti-
cali planum horizontale iuxta AC fecante habe-
bimus, fi ope acquationis Pdx—+Qdy=o climi-
netur ¥, vt prodeat aequatio inter a et ¥, quae

erunt coordinatae huius proicétionis.  Scilicet ob
—_ DA% o ‘2 2y— d 102,
G N i £ g
\ A ClDme o . .
‘qucj-’—"-*q_t—l—--Tc-E, vbi in P et Qloco y

eius valor in & debet {ubftitui. Preflio vero quam
“fuperficies fuftinebit a fola vi centrifuga orietur,

“‘propter potentiamg in ipfa fuperficie fitam, erit-

— 2(b—gz)(dPdx—4-dQd 9 >
que —-{a"if:.‘:f?‘mtmi{f_%(g;, qua vi corpus ab axe

Ppp s cylin-
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cylindri recedere: conabitur, fi hacc expreflio fue-
rit affiemativa. Q. E. L

; Corollarium 1.

8v0. Curua ergo, quam corpus in fuperficie
cylindri defcribit, fi fuperficies in planum expli-
cetur, abibic in parabolam, ipfam fcilicet proie-
Goriam, guam corpus proic&um in plino verti-
cali delcriberet. -

Corollarium 3.

“8%1. Si motus corporis fuper fuperficie cy-
findrica compofitus confideretur ex motu verti-
cali, quod vel furfum vel deorfum progreditar,
et ex horizontali; erit motus horizontalis aequa=
‘bilis, quia tempora £ proportionalia funt [V (dx?
“-dy?) i e. arcubus horizontali motu percurfis.
Motus vero verticalis erit vel aequabiliter acce~
leratus vel retardatus.

Corollarium 3.

872. Si ergo motus horizontalis euanefcit,
corpus rc&q v¢l afcendet vel defcendet, omni-
no ac fi hbcrlt; aﬁ:cndcret vel defcenderet., Hice

que cafus prodlt, fi fuerit ¢=0, quo V(dx2~+4
dy?) cuancfcxt |

1

Ex.
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Exemplum.
8+3. Sit bafis cylindri circutus cwius, quadrans
fit BQC et radius AB=a; crit x24-p>=d® et
xdx-f-ydy=o. Fiet ergo Pz=x ct Q=y=V(a?
~x2), " Proic&io vero lineaxe in fuperficie cylin-
drica hac defcriptae in plano vcrt'c 2l ex AC erer

&o “exprimetur aequatione [ x:,'_mb';c'm
Si ergo facrit ¢ =0, fiet dv==0, uatquewr= con-
ftanti; quare hoc cafu proieétio eric linea recta.
Curua vero, quae eft proieétio pro quocunque
ipfius ¢ valore, ope rectificationis circuli conftrue~

tur. Prcfﬁo autem, quam fuperficies cylindri fufti-
2)(dxAedy?) __ 2
net eft = (d; dya_h[zi))?— =, propter acquationem

T l d 2
%}: 2 — 2=k Quare preflio vbique cu} cOm-
flans ct lpﬁ ¢ propomomhs-.

Corollarium . 4.

§74. Propter candem aequatronem erit gerrc-
raliter preflio, quam cylinder quicunque fuftinet =
ze(dPdx—+dQdy) nQ”;(dex—]—de‘y)

(d.:\-”-—l-‘d] )V(P2+Q_2)— dxa(P2+Q2)! B
£Q(QIP=TIQ)
dx (P’—-\v-Q_zF

Scholion.
875. Non folum autem ope refolutionis mo-

y lﬁs fuper fupcrficic eylindrica ercéta COrporis mo—
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tus facile poteft determinariy fed etiam fi cylin-
dri axis fuerit horizontalis eadem facilitate mo-
tus corporis cognofcetur. Namque fi corpus non
habeat motum horizontalem ivxta axem cylindri
corpus perpetuo in eadem cylindri fe@ione -per-
manebit, in eaque mouebitur tanquam fuper linea
data. Sin vero accedat motus horizontalis, is
perpetuo idem manebit, neque alterum motum
perturbabit; atque his motibus coniungendis ve-
rus corporis motus facile cognolcetur.

PROPOSITIO o8.

" Problema.

" 896. St corpus moueatur in [uperficie folidi ro-
tundi, cuius axis eft verticalic AL, in wacuo agra-
uitate wniformi g follicitatum; determinare motum cor-
poris [uper buiusmodi [uperficie.

Solutio.

Generetur (olidum rotundum conuerfione cur-
uae AM circa axem verticalem AL, erunt omnes
ecius fectiones horizontales circuli, quorum radii
funt applicatae curuae AM. Aequatio ergo na-
turam huius fuperficiei exprimens erit dg=—22324y
denotante Z fun&ionem quamcunque ipfius 23 erit
enim 2/Zdz=x?-+y*=L M2, Siergo detur ae-
quatin pro curua AM, inter AL=2 et LM=
V2/Zdz; dabitur quoque Z. His praemiffis erit

itaque
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itaque P—7% et ‘Q=-7; qui valores fi fubftituan=
tur, habé¢buntur duae fequentes acquariones, ex
quibus tam curua defcripta quam motus fuper ea
cognofcetury v=—»~ —g 2 atque Jo=—/(dx2-4dy?
—i—dz’)—zf;;f-j‘id;?;;—;:l(dx“—}-dj’-+—d.::=)-—21(x
dy—ydx) —+ conft. Quare erit q):ﬂfﬁ-y‘f__—‘-‘}%@
—=b-gx. Pongtur x?~y?=w?; crit # funéio
quaedam  ipfius 2, nempe #*—2/Zdz; atque fu-
perior aequatio-abibit- in bhanc V(dx?—+4-dy?) =
Vi gt L G t=., . Proieio vero in plano hori-
zoutali per agquationem inter a et y habebitur,
ficex aequatione a3y 2—2/Zdz valor ipfius
% in & et y fubftituatur; huinsque proiedtionisarcus
eft [V(dx?—-dy?). In plano autem verticali ha-

bebitur proie@io eliminanda 73 quo facto prodit
. udx—ddu __ o/dulq-dz? :
AeQUAIO; syenaomy — ¥ impegaizery  QUAC Aequatio fi
per , dinidatyr, conftru&ionem admittic, Preflio
vero . quam .fuperﬁci_e‘“guhi‘nct,a’x“efn“irci_-ﬁs erit ==
.L...L':_Zé et Z(dx?-dy® - 2¢8dZlxdx4-3dy) A 1;
V@ 2% | T ZEdy—ydx w2 T .Q h £ .

Corollarium 1.

877,51 .tfel:l?Puj_'c:u_‘lhm, quo _elementum Mm

abfoluitur ponatur dz; eric 4% = ﬁ%ﬁ;,éuius‘inf

tegralis ‘eft adt —wdy—pdx. Ipfum ergo tempus
erit vt xy—zfydx:; denotante [ydx arcam proie-
étiontis in_plano_horizontali.

: Heosul 1%k M ] aral :

.Tom.H.-‘;L i Qqq r - Co-
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Corollarinm 2.

848. Si corpus in proie&ione;in plavo ho-.
rizontali moueri concipistur;, ' erit: ccleritas eius
in Q debita altittdini’ Wi‘*x‘ ";—43%1?, €X quUO mMotu in
proic&ione ipfe motus in fuperficie inuenictur,

Corollarium  3s07
§979. S_ir'ig:tnr BQC proic&io curna¢ in pla-
no horizontaliy; in qua Moueatur corpus ita vt
motus eius refpondeat motui corporis in fuperfi-
cie ipfa; erit tempus quo arcus BQahfoluuur vt
¥ —fydx feu negatige vt ‘de-? i. e, Vvt area
BAQ duéto radio AQ. '

Corollarium 4,
880. Areae autem BAQ clementam eff ’d‘"@
Du&a ergo tangente QT et demiffo in cah ex
ydxiixdy
A perpendiculo, A T erit, AT....,,M,;—-@,; Q_uarc

altitudo celeritati in-'Q debita - ef’c.._r%...-,«,wpo-*
fito AT=p.

Corollanum s

881. Corpus ergo in prore&nonc motumrpcr-
jnde in ea moucbitur, ae fi libere moueretur ag-
traé’cum vi quadam centripeta ad centrum A,

Corollarium 6.

8$82. Ref‘pondcat pun&um B motus in fo-

perficic fudi initio, et cum detur directio pri-
- '8 B 3 o -T‘a‘“

L 4
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ma motus in fuperficie,’ dabitur perpendiculum in
tangentem in B. Sit ergo AB=f, et perpen-
dieulum in tangemtcm—b eric¢,alcitudo celeritati
in B debita — .

Corollarium 7.

883. Vis ergo centripeta verfus A tendens,
quae faciet, vt corpus m proietione BQC libere
moucatur, erit = 2% pofito u pro V (a'y7).
Acquatio vero mter u et 2z exprimet naturam
curnae, cuius conuerfione genita eft fuperficies
propofita,, ideoque datur.

. Corollarium 8.
884. Eft porro V(da'—=dy )= g5 P,}ctjtf.x
-—xdy.._,m“i';,g) Hi wvalores ﬁ in aeqmtmnc m-
uenta fublhtuantur, dabunt c wdut=c'u’dg’—c'

p dz ._(b-g ) p wdd'y feu p'= 5 ;;u’-:f:’ ud?’—szJ

Corollarium 0.
885. Huius ergo quantitatis — ’dz'td': ‘_I:u:i',"”’
differentiale per du divifum dabit vim  centripe-
tam in A requifitam, vt corpus in proieéione

BQC moueatur libere, motu refpondente motui
corporis in fuperficie.

Corollarium y0,
886. Si ¢—o, fiet quoque p—o0. Quare hoc

cafu proicctio in plano horizontali erit reéta per.

Qqq 2 A
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A transiens. Super qua corpus ad A accedens
—du?(b—pz)
ita  acerahetur ve fic vis centripeta g d. T _,_““

Corollarium rr,

887. Si corporis dire&io prima fuerit hori-
zontalis tangens in B ad ‘AB erit normalis; ideo-
que h==f. Hoc vero. cafu, celeritas in fuperficie
aequalis erit celeritati in proietione; quare fi fue-
rit i valor ipfius 2z, fi.eft u=f; erit b—gi= e

Corollariumy2.

888. Si practerea vis centripeta in B aequa-
lis fucrit vi centrifugae, curaa BQC erit circulus,
et propterea ipfa quoque curua, in fuperficic de-
fcripta, atque motus tam in faperficic quam in’
proiecione acquabilis. Sit vbi et u=f et’z=i,
dz=mduy erit ob p=f, etu=f et z—y inca-
fu, quo circulus deferibitur, act=gmf".

Corollarium 13.

889 Sz ponatur m:x vt peripheria ad dia-
metrum erit circuli noftri penpheru = 27f, quae

divifa per celeritatem. V5 7 i.e. VE; dat tempus
vnius periodi in circulo; quod ergo ent = 2,
Pcndulum ergo integras ofcillationes his periodis
ifochronas abfoluens ‘erit :J;:; in eadem graunita-

tis hypothefi.
Corollarium  14.
890. In fuperficie ergo, quae generatur con-
uerfione curuze AM circa axem vercicalem AL,
Co-
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corpus proie&um circulum radii LM defcribere
poteft eodem tempore, guo pendulum longitu-
dinis — fubnormali L'S integram ofcillationem
abfoluit.

Corollarium 15.

8g1. Siergo curua AM fuerit parabola omnes
periodi per circulos horizontales in conoide pa-
rabolica aequalibus abfoluentur temporibus; atque
penduli, iisdem temporibus ofcillationes integras
peragentis longitudo aequabitur dimidiac partt pa-
rametri.

Scholion T.

892. Quaecunque affumatur curna AM; fi vis
centripeta motus in proiec¢tione verfus A ex da-
ta formula definiatur, eaque aequalis ponatur vi
centrifugae, atque coniungatur cum aequatione b—gi
:.:}’;; ‘prodibit 2¢*=gmf*; hoc enim caf tam
proie&io erit circulus, quam ipfa curua in fuper-
ficie defcripta.  Quo vero hoc melius appareat po-
nmatur dz=qgdu, preuenictque viscentripeta ==
2qdq0E—EEEel) | 20AHAE Tam ponatur u=f}¥==}

u’d_r;[l-i—-q’_.‘::_ L uS (1 g=g?) * ] > o
et b —gf i=+¢" 5 atque g=m; erit vis centripeta =
2cIm4-gmf¥

=oem® s dequalis pofita vi centrifugac }: dat 2¢°=
gmf”.
Exemplum,

893. Sit fuperficies conica circularis feu AM':;:- ’:“':l;:
linea reéta vtcunque inclinata ad axem AL ; quare

- 'Qqq 3 erit
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erit x==mu et dz==mdu. Vis ergo centripeta ad ‘A
teadens , quae faciet vt corpus liberé in proic&ione,
BQC'r’ﬁ'ducafur-;‘- crit":-_g—,f;?;-"_:—%?;‘ﬁfr Haec ergo vis
erit compofita ex vi conftaute et vi reciproce cubis
diftantiarum a centro-A proportionali. Si ¢=o,
tum proiectio erit linea recta per A tranfiens, atque
vis centripeta erit :,—fm fine conftans. Corpus
crgo motu 'lequ..lhlht(.r accelerato ad A aceedet,
motis yero in fuperficie conica congruet cum des-
cenfil ‘vél ascenfu fuper recta inclinata eritque puri-
ter acquabiliter acceleratus.” Sin autem proiedtio.
fuerit curuilinea et t.mgcns in B normalis ad AB,
erit i=mf, atque b—mf P! pofito AB=f. Erit
ergo hoc cafi b=* '}',’“—f—s atque fi corpus in circulo
horizontali reuoluitur, erit infuper ac3zgmf3.
Quo ergo hoc accidat debet effe celeritas corporis
debita altltudlnnf._...‘—gt. Atque periodi in hoc cir-

culo iisdem abfoluentur temporibus, quibus pendu~

li longitudinis & integrae oscillationes. At fi non

fuerit 2¢3=gmf3, verum tamen !;::.'5’-1}———"‘“”, curua
BQC habebit quidem in B tangentem ad AB nor-
malem, {ed proie@io haec non erit circulus, At
fi 2¢3 proxime aequale fuerit ipf gmf3, curua
quoque a circulo non multum difcrepabit; habebit
autem abfides varias, in quibus tangens ad rudium
eft perpendicularis. Harum abfdum vero pofitio
per prop. g1 Libr. pracced. determinatur, Quoni-

u3’
am enim vis centripeta eft %j_’{}‘—‘ , fi haec com=

paretur cum illa vi ccntr:pcta S ob y=u, erit P=
2¢8
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o atque ¥ = sdn e, atque ’—dﬁz
amel4-gud

=~ ideoque_pofito u— f, diftabic. quoque Ii-

ne 1lmdum a praecedente ,;bﬁde .mgulo 180V
c¥
2"'“’1'“3ng graduum,  Quoniam autem proxime eft

gcd=—=gmf*, erit rmgulus inter duas abfides inter-
ceptus —x 30V™ graduum Cum ergo "'LH

femper fit maius qu.un 4 erit angulus intér duas ab—- _

fides interceptus maior quam 103 grad. 557

Scholion 3.

894., Exemplum fuperficiei f{phaericae hie
non admngo, fed motus fuper ea derermitationi
fequentcm propofitionem deftino, quia haec mate-
ria particulari pertracatione eft digna. Si enim pcn—
dulum non fecundum planum verticale impellicur,
tum corpus in fupcrﬁcm {phaerae.mouebitur ; et vel
circulos  defcriber vel alias curuas non parum
elegantes 5, qquadmodum cuiuis ‘experimen-
tum infticuenti innotescet.  Cafus quidem, quo
pendulum cirenlos abfolu;t, a Cel.. Ioh. Berﬂoul,’zl
in A&. Lipf. A. 1719 ijam eft expofitas fub titulo
motus tarbinatorii. At § curug non fuerit c:rculus,

nemo quantum fcio, hunc penduli motum vel con-
fideranit vel determfinawic. . ¢ ¢

DEFINITIO 6.~ .

895. Motus turbinatonus vocatur penduli
non in plano verticali nmpulﬁ motus, Hoc ego calu
pendulum non. in eodem piano vertiali moutur 5 Jed cur=

VA9 -‘.L

uam.



496 CAPV'T QVARTVM DE MOTU PUNCTI

uam quandam deferibet in: fuperficie jpbuer:m, cum;
radius eft :gfa pendulo largz:uda, _/‘mm.. _

~81°0 :
.PROPOSITIO 90.
13 i. 9L UOL ety PrObl ma, |
Teb. XVIL 396 Pendulz ad motum mrbmatormm incitan~

Figt.623s g3 Jetea minare motum et lineam' cuy uam ) quam  in
Juper ficie Jpbacrica deferibit.

- Solutio,

Quia corpus motum pendtﬂo eft nlligntum in
fuperficie fphacnca mouebitur, cuius radivs eft lon-
gitudo penduh Sit haec longitudo feu radius

fphaqrac —"cz, ent g““a—-V’a’-—u’) ex natura circu-

u a2du
ll AM!- Em e:'g’b q__’-/-z-:——-;-;} —
(r’—u’fi
Jdcoque 5:’23:,‘ afjw" "Ex his inténitur vis cenrri-

peta ad A rendens, quae ficit, vt corpus in pro-
Pé&loneBQC libere x;noueazur Lt U
A‘tque b‘ru curua BQ_C.‘ haec habeb:tur aequatio p2—
LIS
-m--'“ o e 3 qu'w ad prow&t-
i’-—]—-(b—ga)(u —-u’)—}-g(a’-—u?)% rosivsshdt
onem BQC cnn{trucndrip fufficit. . Slt tangens in:
B perpendicularis ad radivm AB, i quod femper
alicubi contingere debet, niff proiectio fit linea rec-
ta, quia vis centripeta ‘décrescit, decféscente u.
Ponatur AB=} erit i—a~V (42=f2)," dtque b—ga
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—hgil/(az—fz).;_;u- (Si practerea fuerit 2¢3 =yl Lajs:

corpus in circulo reuoluetur, cuius radius' ¢t f; cé-
leritate debira altitudini ;i::.,\,ff,ij 7% Penduli ve-
ro integras ofcillaciomes  iisdem) témporibus abfol-
uentis lunga tndo eft =V (¢*—f"). Sin autem non
fucnt 2; __ ‘,,f f;,,, dllfegeptm vcro fit,. ,\rpl,d.e €Xis,
guiy cu BQ_ e cu;:g!q ‘non mu[;urn Hlﬁrlrcp,a.-
bit. * u‘ius curuae, quo pol'lnoncs abfidum inue-
nl.lmur, erit iuxta Prop. 9;. 7 1b51 pracced. y—u

et P__ —,( b—ﬂg(z‘h}— 3g'l/(a -—u ) Hmc cﬂ ey
+du_.. pgihsgnduol o1 at llt‘
:fl 1) 3}3&;2.)1“ _.u‘l\_l_3£{9 ]’l: q de 0t ;\l[ 1117

(b 3 gy P A ETF =)' an curua te:c c;lt circu-.
sy P““J‘a‘"‘?;i“—rf’ aaue ab— &“—-v'—?“c*— 728
V(S fP)y= BLTHE | quo fa@o prodibit Yy =g
=i+ Hinc fequmu intervallom inter duas abfides

efle qngulum T*';u_;;]rgmﬂumm') Tanto feilicet
angulo_locus ,. 1n. 1900, pendulum ab. axe ‘maxime
djltnt, dn s, e a locoL;n quo. pcndulum axi

cﬁ Pro unurp Q. E. 1.
Corollanum Io

89%7. Quo._igitur pendulum AB= ~a. motu tur- TabXVlll

bInatono dlrculum BDCE defcribat , oportet vt
cru% cplcntas d@bxta fit. altltudml g 30?

DAL e ILIUE 9410
Corollanum Q.5

. 898. Lon31EULio vero pcnduh1 quod .ofcilla-

txdﬁes rmmmab integras, codem . tempore qbfol-.
Tom - Rrr uit
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uit, quo periodus in circulo BDC E conficitur,
et = AO. :

Corollarium 3.

899. Tempora ergo, quibus diuerfi circuli
motu turbinatorio a pendulo AB percurrantur,
funt in fubduplicata ratione altitudinum A O.

Corollarium 4.

900. Quo. igitur pendulum longitudinis # cir-
culum ‘horizontalem maximum conficiat, cuius
radins e , celeritas infinite magna requiritur;

atque quacque periodus tempore infinite paruo
abfoluitur.

T Corollarium g,
gor. Si radius circuli BO fuerit wvalde par-
uus refpe@u penduli AB=—=a4, congruent period:
motus tarbinatorii cum ofcillatiombus integris eius-
dem penduli

Cor&tlarium’ 6

“goa. Si curna def-ripra mon foerit cnrcnlus,
fed -figura proxima, atque BO valde paroum;
erit angulusvinter doas abfides 9o®, feu re@us,

Corollarium’ 7,

903."Hoc vero' calu curua a corporé deferi=
pta ‘erit “ellip(is centrum habens in“A." Quod cx
- Lt : vi
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vi centripeta colligitury quae tum ipfis diftantiis
fit proportionalis.

Corollarium 8,

904. Quo maior autem eft radius BO; eo
maior quoque erit angulus inter duas abfides in-
terceptus,  Atque fi fiat BO=BA, erit hic an-
gulus 180°. _ |

Corollarium 9.

905. Si angulus BAO fuerit go. grad. erit
BO =4 BA feu f= La. Angulus ergo inter
dLllS abﬁdes interceptus erit \’13 s graduum feu 99°,
so’. Proiettionis ergo in plano horizontali haec
erit figura abedefghik etc. in qua abfides fum-
mae funt in{a,c,e,g,i, et imae in b, d,f, b,k.

Corollarium 10,

906. In hac igitur figura linea abfidum mo-
vetur in confcqucllm, fingulis enim periodis cix-
citer 39° progredietur in conf:.qucntla

Corollanum II.

9o%. Sin autem ille angulus BAO minor
fiuerit quam go. graduum; tum minor etiam erit
abfidum progreffio. Quae quo pro quonis a0gu-

. ‘ -
lo BAO ftatim cognofcatur, fra&ioncm Tae-3/9
Rrra 3R

Fig. 5,
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in feriem refoluo, quae erit fequensy 4 —-EL5
-+--2%'£,+ctc. Vna ergo periodoi lineaabfil
promouetur :1ngulo_'—f;§-i:r .gr‘:}duun},_q. pr. fi f
valde eft parunm. LY :

63 2 1)

( ) 10
>

<« Corollarium 12.
" 908. Ex ‘his ﬁp'phre't”'prombt‘:’oqelﬁ“lin_elag
abfidum in fingulis periodis proxime c¢fit ‘in 'du~
plicata ratione finus anguli BAO.

P AOLEN
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