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PROBLEM WYBORU OPTYMALNEJ
PARYSKIEJ DYWIDENDY DLA PROCESU RYZYKA
TYPU LEVY’EGO - NUMERYCZNA ANALIZA

Streszczenie: W pracy zanalizowano problem wyboru optymalnej dywidendy, kiedy proces
ryzyka jest modelowany przez spektralnie ujemny proces Lévy’ego (przed wyptata dywi-
dend). Dywidendy sa ptacone do czasu tzw. paryskiej ruiny, tzn. do czasu, kiedy proces rezerw
pozostanie ujemny dtuzej niz ustalony horyzont czasowy ¢ > 0. W artykule przedstawiono
warunki dostateczne na to, aby strategia barierowa byl optymalna, gdzie maksymalizowana
funkcja wyptaty jest zdyskontowana faczna suma dywidend. Zidentyfikowano takze optymal-
na barierg oraz dla niej warto$¢ funkcji wyplaty. Skoncentrowano si¢ na badaniach numerycz-
nych dla dwoch specyficznych klas procesow ryzyka: klasycznego procesu Craméra-Lund-
berga oraz ruchu Browna z dryfem.

Stowa kluczowe: prawdopodobienstwo ruiny, dywidenda, proces ryzyka, optymalizacja.
MSC: 60J99, 93E20, 60G51.
SEL: C00.

1. Wstep

W pracy rozwazamy dowolny proces ryzyka typu Lévy’ego. Oznacza to, iz o proce-
sie zaktadamy, Ze ma on stacjonarne i niezalezne przyrosty oraz trajektorie typu
cadlag (prawostronnie ciagle z lewostronnymi granicami). Ponadto ze wzglgdu na
postac roszczen naturalne jest zalozenie, ze skoki tego procesu sa niedodatnie. Za-
tem proces ryzyka rozwazany w tej pracy bedzie spektralnie ujemnym procesem
Lévy’ego, a to oznacza, ze miara spektralna tego procesu ma nosnik niedodatni.
Klasycznym przyktadem spektralnie ujemnego procesu Lévy’ego jest proces Cra-
méra-Lundberga:

P

t

<3 s

.:x+ct_er. (1)

1=1

! Projekt finansowany przez grant N N201 525638 (2010-2011).
2 Projekt finansowany przez grant N N201 394137 (2009-2011).
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gdzie # > 0 jest kapitatem poczatkowym, U;, (i = 1,2, ...) sa niezaleznymi rosz-
czeniami o jednakowym rozkladzie z dystrybuanta [, ktore sa zgtaszane do firmy
ubezpieczeniowej zgodnie z niezaleznym procesem Poissona /V; z intensywnoscia
A. Premia jest naliczana ze stala intensywnoscia ¢. Ponadto zaktadamy tzw. net pro-
fit condition: \U7 /¢ < 1 pozwalajacy na nieograniczony wzrost rezerw firmy ubez-
pieczeniowej. Jest to tzw. przypadek duzych roszczen. Natomiast kiedy zglaszane
szkody sa mate, lepsza aproksymacj¢ daje ruch Browna z dodatnim dryfem
Xy = = + 0 B¢ + ct. Mozna takze rozwaza¢ sumg niezaleznego ruchu Browna oraz
procesu ryzyka (1). Jest to tzw. klasyczny proces ryzyka z brownowskimi perturba-
cjami ptynacymi wilasnie z duza liczba matych roszczen.

Procesy Lévy’ego sa dzi$ jednym z podstawowych narzedzi uzywanych w mo-
delowaniu rezerw firm ubezpieczeniowych. Warto wspomnie¢ ksiazki takich auto-
row, jak Asmussen [2000], Bertion [1996], Kyprianou [2006], Schmidli [2008], oraz
serie prac autorstwa Albrechera [ Albrecher, Thonhauser 2008; Albrecher, Kortschak,
Zhou 2010], Avrama i in. [2004], de Finettiego [1957], Gerbera [Gerber 1969; 1972;
Gerber, Shiu 2004], Kyprianou [Kyprianou, Palmowski 2005; 2007], Landriaulta i
in. [2010], Pistoriusa [2004], Zhou [2005].

Drugim sktadnikiem naszego modelu sa wyptacane dywidendy. Zaproponowa-
ne one zostaly juz w 1957 r. przez de Finettiego [1957] dla klasycznego modelu
ryzyka w czasie dyskretnym, aby ograniczy¢ wzrost rezerw firmy ubezpieczenio-
wej. W modelu Gordona liczba wyptacanych dywidend jest tez miara ryzyka dla
danej firmy — firma w dobrej kondycji finansowej jest sklonna wyplaca¢ wigcej
dywidend i na odwrot — firma przezywajaca kryzys nie wyplaca dywidend, aby
uzyskac¢ ptynno$¢ finansowa. W pracy skoncentrujemy sig¢ na optymalizacji wypta-
ty dywidend z punktu widzenia akcjonariuszy. Bedziemy zatem maksymalizowaé
ich zysk. Tak znaleziona funkcja wyplaty moze stanowi¢ $wietna miar¢ ryzyka
(zob. [Asmussen i in. 2000]).

Precyzyjnie w pracy bedziemy rozwazaé proces ryzyka kontrolowany przez
pewna strategi¢ wyptat dywidend z:

Uf = X, — L.

gdzie Xo = x > 0 oznacza poczatkowy kapitat firmy ubezpieczeniowej, L] zas jest
niemalejacym, adaptowalnym, lewostronnie ciaglym procesem, ktory opisuje taczna
wielko$¢ wyplaconych dywidend do czasu ¢. Adaptowalnos¢ tego procesu impliku-
je, ze decyzje dotyczace liczby wyptaty dywidend sa podejmowane na podstawie
dotychczasowej historii rezerw firmy ubezpieczeniowe;.

Funkcja, ktora bedziemy maksymalizowaé, opisuje zdyskontowana taczna wy-
ptate dywidend do czasu ruiny o™:

™

v (z) = E;r[jfa eqqiLf], )
0
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gdzie q jest stopa dyskonta w czasie ciagtym. Dolny indeks przy mierze lub wartosci
oczekiwanej bedzie oznaczal, ze proces ryzyka startuje z Xy = x. Indeks ten be-
dziemy dalej opuszczac, jesli x = 0.

Celem tej pracy jest zidentyfikowanie strategii (bgdziemy ja dalej nazywac opty-
malna), ktéra maksymalizuje powyzsza funkcje wyptaty, czyli szukamy:
U*(’E) = sup Uﬂ(m)v 3)
mell
gdzie 1T jest zbiorem dopuszczalnych strategii II = { LT, ¢ > 0}, ktore sa adapto-
walne, oraz L} — LI < U/, czyli nie wyptacamy w postaci dywidend wigcej, niz
dysponujemy w danym momencie czasowym.

Dotychczas analiza (3) dotyczyta przypadku, kiedy moment ruiny byt klasyczny,
tzn. byl pierwszym momentem, kiedy proces rezerw stal si¢ ujemny:
7 = inf{t > 0 : UF < 0}. Badania zainicjowata seria §wietnych prac Gerbera
[1969; 1972], w ktorych podal on dla klasycznego procesu ryzyka (1) optymalna
bandowsa strategie, ktora dla okreslonych band mowi, ze nalezy wyptaca¢ w postaci
dywidend wszystko ponad okreslony poziom (powyzej pewnej bandy) albo jesli pro-
ces przekroczy w dot okres§lony inny poziom, wyptaci¢ impulsowo réznicg pomig-
dzy biezaca pozycja procesu rezerw a nastepna wysokoscia bandy pojawiajacej si¢
zaraz ponizej tej pozycji. Okazalo si¢ tez, ze dla procesu ryzyka (1) z wyktadniczymi
roszczeniami optymalna strategia jest tzw. strategia barierowa, ktora wyptaca w po-
staci dywidend wszystko powyzej okreslonej bariery a. Jest to najprostsza optymal-
na strategia, ktora byla analizowana przez wielu autorow, m.in. Irbdcka [2003]
i Zhou [2005]. Szczegdlnie Gerber i Shiu [2004] oraz Jeanblanc i Shiryaev [1995]
udowodnili podobny rezultat dla ruchu Browna z dryfem. Hallin [1979] uzywat row-
nan catkowo-rézniczkowych do znalezienia optymalnej funkcji wyptaty. Albrecher
i Thonhauser [2008] brali takze pod uwage state oprocentowanie odsetek. Dyfuzyjne
procesy ryzyka byly rowniez doktadnie przebadane przez Asmussena i in. [2000]
oraz Paulsena [2007] (zob. tez spisy literatury pojawiajace si¢ w tych pozycjach).
Ponadto wprowadzane sa takze funkcje uzytecznos$ci (zob. [Grandits i in. 2007]).

Procesy Lévy’ego pojawity si¢ po raz pierwszy w przetomowej pracy Avram
1 in. [2004]. Rezultaty te zostaly p6zniej uogodlnione w serii prac Loeffena [Loeffen
2008; Loeffen, Renaud 2010]. Avram i in. [2010] udowodnili, ze zawsze dla procesu
ryzyka typu Lévy’ego optymalng strategia jest strategia bandowa. Znalezli tez wa-
runki dostateczne na to, aby strategia barierowa byta optymalna.

Ta praca koncentruje si¢ na innym momencie ruiny niz klasyczny
¥ = inf{t > 0: UF < 0}. Mianowicie znajdziemy w tej pracy warunki dosta-
teczne na to, aby strategia barierowa 7" z bariera a byla optymalna (3), kiedy mo-
ment ruiny jest zdefiniowany poprzez tzw. paryska ruing:

o™ =inf{t > 0:t —sup{s <t:UT >0} > ¢, UF <0} 4)



Problem wyboru optymalnej paryskiej dywidendy dla procesu ryzyka typu Lévy’ego... 25

Nazwa ,,paryska ruina” pochodzi od paryskiej opcji, ktora jest aktywowana, jesli
cena akcji pozostaje powyzej lub ponizej wczesniej okreslonej ceny dhuzej niz usta-
lony horyzont czasowy (zob. [Dassios, Wu 2009a; 2009b; 2009¢; 2009d]).

Problem dywidendy z op6znieniem paryskim dotychczas byt tylko rozwazany
w pracy Dassios i Wu [2009c¢]. Praca ta jednak dotyczy tylko klasycznego ryzyka
Craméra-Lundberga (1) z wyktadniczymi roszczeniami oraz innego opdznienia, kto-
re nastgpowato pomiedzy decyzja o wyplacie dywidend a sama jej wyptata. Wiado-
mo jednak z ogolnej teorii rozwinigtej dla klasycznej ruiny i klasycznego procesu
ryzyka, ze taka strategia nie jest optymalna i jako taka jest zatem mniej interesujaca
(zob. [Avram i in. 2007]).

Rozwazanie paryskiej ruiny ma jeszcze jedna dodatkowa przewage. Pozwala
bowiem modelowa¢ mozliwo$¢ przetrwania firmy ubezpieczeniowej pomimo ujem-
nych rezerw tylko na ustalonym skonczonym horyzoncie czasowym. W tym miejscu
nalezy zaznaczy¢, ze ze wzgledu na brane pozyczki proces ryzyka, kiedy rezerwy
sa ujemne, powinien statystycznie r6zni¢ si¢ od tego, kiedy proces rezerw jest dodat-
ni. To jednak mozna uwzgledni¢ w podanych formutach, biorac np. inne parametry
procesu Lévy’ego, kiedy pozycja wskazuje na to, ze przebywa on na ujemnej potosi.
Ze wzgledu na przejrzystos¢ formut zdecydowalismy si¢ nie uwzglednia¢ jednak tej
mozliwosci.

Rozwazanie tak og6lnej rodziny proceséw ryzyka i ogdlnie postawionego pro-
blemu dywidendowego ma jeszcze jedng ogromna zaletg. Pozwala wyrazi¢ wartosc¢
funkcji wyptaty w jednolitym jezyku tzw. funkcji skalujacych W (), ktérych trans-
formata Laplace’a jest dana przez charakterystyke procesu ryzyka. Uzyskujemy za-
tem bardzo prosty mechanizm identyfikacji strategii optymalnej: zamiast dla kazde-
go procesu ryzyka rozwiazywac problem optymalizacyjny, jak to dotychczas bylo,
wystarczy teraz zidentyfikowac funkcje skalujaca odpowiadajaca danemu procesowi
ryzyka oraz zastosowaé gtdwny rezultat zanotowany w tej pracy. Warto dodac, ze
funkcje te sa znane dla wielu szczegdlnych procesow ryzyka. Kilka przyktadow zo-
stato podanych rowniez w tej pracy. Te wzory oraz pakiet Maple pozwalaja z kolei
znalez¢ rézne wyrazenia numeryczne, ktore wskazuja na bardzo ciekawe zaleznosci
wyboru optymalnej bariery od parametrow procesu ryzyka. A przeciez takie jest
m.in. zadanie modelowania matematycznego: zidentyfikowa¢ nie do konca jawne
zalezno$ci, ktore moga sig pojawi¢ w §wiecie rzeczywistym. Oczywiscie nasz model
jak kazdy inny daje tylko wskazowki dla sekcji menedzerskiej przy ocenie stanu
firmy ubezpieczeniowej czy przy strategii wyplat dywidend i jako taki nalezy go
traktowac. Konsekwencja tej filozofii jest tez swiadomy wybor modelu — zamiast
rozbudowywac go przez dodawanie wielu sktadnikow (jak podatki, rézne systemy
wyptat dywidend w zaleznos$ci od kraju itp.), staramy si¢ bardziej ogolnie modelo-
wac proces rezerw, pokazujac, jak zmienia si¢ optymalna strategia, kiedy dopuscimy
mozliwos$¢ paryskiego opdznienia w momencie ruiny, czyli dajemy firmie ubezpie-
czeniowej mozliwos¢ ponownego uzyskania ptynnosci finansowe;j.
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2. Preliminaria

Zacznijmy od podania gtéwnych faktow z teorii fluktuacji proceséw Lévy’ego. Zna-
komite podsumowanie tej teorii mozna znalez¢ w ksiazkach Bertoina [1996], Ky-
prianou [2006] czy Sato [1999] i spisach literatury tamze zawartych .

W tej pracy rozwazamy spektralnie ujemny proces ryzyka Lévy’ego X = {X; }i>a,
czyli taki, dla ktorego miara skokow Lévy’ego v spetnia (0, 00) = 0. Poniewaz
skoki procesu sa niedodatnie, funkcja generujaca momenty £/ [ex t] jest dobrze zdefi-
niowana dla wszystkich 6 > 0 i z twierdzenia Lévy’ego-Chinczyna jest dana przez
E[e?X] = ¢ dla wyktadnika Laplace’a 1)(6), ktory jest dobrze zdefiniowany
przynajmniej na nieujemnej poltosi, jest wypukly i zbiega do nieskonczonosci dla
argumentow zbiegajacych do nieskonczonosci. Oznaczmy przez ¥ uogoélniona funk-
cje odwrotng do 1. Bedziemy takze rozwazaé proces dualny: X; = —X; z miarg
skokow 7 (0,y) = v (—y, 0). Dalej wszystkie wielkosci liczone dla procesu dual-
nego beda oznaczane przez daszek ponad odpowiednikiem dla procesu X.

Zdefiniujmy teraz nowa miarg poprzez pochodna Radona-Nikodyma:

= exp (X —(6)t). )
dP |, \ SIITE
gdzie F; jest prawostronnie ciagla naturalna filtracja X. Na nowej przestrzeni pro-
babilistycznej proces X jest nadal spektralenie ujemnym procesem Lévy’ego z wy-
ktadnikiem Lapace’a:
Po(s) = (s +0) —(0). (6)

Dalej dla uproszczenia bedziemy zaktadaé, ze albo proces Lévy’ego ma kompo-
nentg brownowska, albo skoki maja gestosc¢.

Dla p >0 mozemy teraz zdefiniowa¢ tzw. p-ta funkcje skalujaca
w) . [0,00) — [0, 00), ktdra jest rosnaca i ciagla funkcja z transformata Laplace’a
JoT e W@ (y)dy = (1p(0) — p) * dla 6 > @ (p).

Dziedzina W (P) jest rozszerzona na ujemna poto$ przez polozenie tamze warto-
$ci zero. Nalezy wspomnie¢ ciekawg wlasnos¢ funkcji skalujacej — jest ona roznicz-
kowalna (chociaz niekoniecznie w sposob ciagly).

Funkcje skalujace stanowia podstawe do rozwigzania tzw. problemoéw wyjscia,
ktore podaja rozklad pierwszych momentow wejscia X do przedzialow [a, co) oraz
(—o0, —a):

rh=if{t >0: X, >a}, 7, =inf{t > 0: X, < —a}.

Szczegolnie:

—p7t, +6X _ - u w)
B[ o < o] e (7000 o)),
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gdzie Wéu) oraz Z éu) sa funkcjami skalujacymi liczonymi wzgledem miary PP,
u=p— () oraz u/P®(u) jest rozumiane w sensie granicznym dla v = 0. Funkcje
skalujace na nowej przestrzeni probabilistycznej mozna tatwo zwiaza¢ z tymi liczo-
nymi wzgledem oryginalnej miary P w nastepujacy sposob: ¢?* Wﬁ(U) (2) = W) (2)
oraz

) p N /’Z 3

gra )/ N g
dig %) = l-r/u‘/ e Wi y)ay.
0

Majac zdefiniowane funkcje skalujace, mozna takze zidentyfikowaé prawdopo-
dobienstwo braku paryskiej ruiny dla procesu X , ktore definiujemy w nastgpujacy
sposob:

¢ =inf{t >0:t —sup{s <t:X,>0} > X, >0} (7)

Szczegolnie twierdzenie 1 podane w pracy Czarnej i Palmowskiego [2010] podaje
nastgpujaca reprezentacje.

Twierdzenie 1.
Prawdopodobienstwo braku paryskiej ruiny jest rowne:

- 7 0 \ n 7/ — N T O \
Pt = 00) = Pu(ry = 00) P(7* < 0)
/ £00 \
/4 ¢ W\ [ | N+ o AN = v ~ 2. 8
T (4 (7T <XO)JiL—q LT, = Q)i2(Ty \U\J,—/xq_h—cuhc),()
\ Jo ? /

P.(ry = o0) =4 (0+)W(x),
/ e ds/ P(r > s)Pu(1y <00, =X - € dz)
0 0

L ODW() 1 g, [ (-8 4 (~0)
= 9 8" Za) (2) + mw«b(e) (x) ).

Dodatkowo zachodza nastepujace tozsamosci identyfikujace prawdopodobien-
stwo paryskiej ruiny z zerowym kapitatem poczatkowym w zalezno$ci od wtasciwo-
$ci trajektorii tego procesu.

e Jesli proces X jest o ograniczonym wahaniu, to:

I PlrT™ > (VP < o0, — _ Edz)
R . Jjo 4\T, = ()47 ~ 00, —A - L dz)
FiT> < o0) = —= - - - —
N / a4l T D+ S ADPI-T Ao c A
LT T g U S5y S Y, T AL TRl
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e Jesli proces X jest o nieograniczonym wahaniu, to

{J(bv C) - "1’("'7 OO)
P(r° < o0) = lim AR
b0 q(0,¢)
gdzie
roo rOO O’Y){/A?\(-f‘ (/.'\( _/.l\
I l A_Wse_th(S t) d.ll: ds o IIl/\W}Y \w! \// W/
, —
Jo S Pw(@(B) — P (w))
P(

dla normalizujacej stalej n oraz niezaleznej zmiennej losowej e., o rozkladzie wy-
ktadniczym z parametrem w oraz X, = infy<,<; X,.

3. Glowne rezultaty

W tym rozdziale podamy warunki dostateczne na to, aby strategia barierowa byta
optymalna. Przypomnijmy, Ze strategia barierowa 7 polega na wyplacie minimalnej
liczby dywidend tak, aby proces regulowany po jej wyplacie zawsze byt ponizej
bariery na wysokosci a. Z rozwazan geometrycznych tatwo jest zauwazy¢, ze regu-
lowany proces ryzyka U™ wzgledem miary P, ma taki sam rozklad jak proces
{a =Y, :t>0}dla

}/[ =aV 7[ — X[’
ktory jest tzw. procesem odbitym w przesztym supremum:

X, = sup X,.
0<s<t

PrzyjeliSmy powyzej nastepujaca konwencje y V 0 = max{y,0}. Szczegoty
mozna znalez¢ w pracy Avrama i in. [2007]. Bedziemy rozwaza¢ dwa rodzaje funk-
cji wyplat: do czasu klasycznej ruiny 7§ i do czasu paryskiej ruiny o™ ¢, Robimy to
po to, aby pozniej moc porownac, jak zmienia si¢ liczba wyplaconych dywidend
oraz dla jakiego opdznienia paryskiego jestesmy w stanie zauwazy¢ znaczng rézni-
ce. Zatem dla = > 0 bedziemy rozwaza¢ dwie funkcje wyplaty:

[ rr \
v(z):=E, | [ e dL™ ) )
o \Jo )

oraz

l’\ | }‘. (10)
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W obu przypadkach L7" = a V X; — a jest matematycznie czasem lokalnym w
supremum. Wyptacona faczna liczba dywidend jest zatem niczym innym niz tacz-
nym zdyskontowanym czasem lokalnym liczonym do czasu ruiny. Klasyczna ruina
odpowiada matematycznie pojawieniu si¢ pierwszej wycieczki od supremum z gie-
bokoscia wigksza niz a. Ta interpretacja pozwala znalez¢ nawet rozktad wyptaco-
nych dywidend (zob. [Kyprianou, Palmowski 2007]). Nasza funkcja wyptat polega
jednak na znalezieniu tylko wartoséci oczekiwanej. Mozemy zatem uprosci¢ analizg.
Korzystajac bowiem z mocnej wlasnosci Markowa, uzyskujemy dla < a:

oraz

Dodatkowo wiemy, ze funkcja wyptaty powinna by¢ dostatecznie gtadka. Szcze-
goblnie chcemy, aby:

v'(a) =1,

bo taka jest pochodna dla © ~> @,
To daje nastgpujaca funkcje wyptaty:
£ va(a) .
vy \\‘b}
W(Q>’<g) ?

&

IA

E )

)

v (g) (N
o a | vy \(l,) :L. >
T wilara)

=
=

C
P
&3
S’
I
,——_./\___

Podobna analize mozna przeprowadzi¢ dla dywidend ptaconych do czasu pary-
skiej ruiny. Zatozmy, ze X — oc p.w. Wtedy na mocy mocnej wlasnosci Markowa
oraz faktu, ze nie ma skokow dodatnich, czyli nasz proces rezerw w gor¢ wedruje w
sposob ciagly, mamy:

- s/ \ ~ 7/ L N 7 O \
F ™ = V= F (77 <7V (175 = 0o0)
EY Q) Fe\Tqg < T7 )80\ Q).
Zatem:
D (- + ¢ Py(r¢ = o0)
Pty <T°)= 57—
alT> = 00}

1
Uzywajac zamiany miary (5) dla § = ®(q), opcjonalnego twierdzenia o czasie
zatrzymania oraz faktu, ze wzgledem nowej miary probabilistycznej pea) proces X
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zbiega do nieskonczonosci prawie wszedzie (poniewaz @/)&)(q) (0+) = (®(q)+) >0

na mocy wypukto$ci wyktadnika Lapace’a), dla 2 < a uzyskujemy:

B [pat o+ ] - V@)
@ |_ ) J V(q)(a)7
gdzie
V(@ () — 2z p2(q) (¢ _ ~n)
Vv (L) (& P (7 ).

Korzystajac z tych samych argumentoéw jak poprzednio, mozna uzyskac naste-
pujaca funkcje wyptaty:

V(@) (z)
V(@ (a)> r <a,

va(z) = (12)
V(Q)(a)
Tr—a-+ V@ (a)? T > a.

Biorac pod uwagg prace Avrama i in. [2007] oraz Czarnej i Palmowskiego
[2010], mozna uzyska¢ mocniejsze twierdzenie. Wiadomo przeciez, ze rozwiazanie
optymalnej strategii polega na rozwiazaniu systemu Hamiltona-Jacobiego-Bellma-
na. W pierwszym przypadku wyglada on nastepujaco:

TF(rYN— aflr) < 0O odv r >
I'f(z) —qf(z) £ 0,gdy z >0,
!/
fx) > lgdy =20,
a w drugim przypadku:
Lj{Z)—qjx) < u,gay =& n,
f'lx) > 1.ody =z € R,
gdzie
aZ ) 7o ) -
Diley= — (&Y + oo F () + | Ul +u) — oY+ {2 ulo ) vidy)
J o\ 7/ r)J \ /7 Y a2 \ 7 ' " s\ D J o\ / J \ a4 AR | \ D
= J — OO

jest generatorem procesu ryzyka X oraz v jest miara skokow, o2 oznacza wspotczyn-
nik gaussowski oraz po = ¢ — [ 91 yv(dy). Teraz tylko wystarczy wstawi¢ znalezio-
ne funkcje wartosci dla strategii barierowej w odpowiedni problem wariacyjny i
znalez¢ warunki dostateczne na to, aby te systemy byly spelnione. Daje to nastgpu-
jacy rezultat.

Twierdzenie 2.
Przypu$émy, ze dla x > 0 miara skokow dla procesu dualnego ma gestosé¢ 77 ()
monotonicznie malejaca, wtedy strategia barierowa jest optymalna dla obu proble-
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mow optymalizacyjnych z klasyczna ruing i ruina paryska. Szczegolnie optymalna
bariera dla problemu (9) z klasyczna ruinag wynosi:

K

a L0 W@ <« W@ LN Ala wervs tlich
w v

|'n1|:4rn > < o wrarvatlcich 0 >
1111 Lb(/ ~ « ¥y \w/ _\ vy \!(j} iicuv vy ULJJ [SAVEANANA S § y /_

v J\"
za$ dla problemu (10) z paryskim opdznieniem w momencie ruiny:

« s -~ T
g =mfda >0:1

(N . \ R N . - - o~
D) < VD) dla wezyetkich o > 0L
I N/ - T Y

\eJ / T T I — )

!

Szczegolnie jesli W (@) e 2 (R) (a tak jest np. kiedy mamy brownowskie perturba-
cje), to optymalne bariery rozwiazuja nastepujace rownania:

W@ (g*y =0,  V@'(g~) =0,

4. Analiza numeryczna
4.1. Klasyczny proces Craméra-Lundberga z wykladniczymi roszczeniami

Zatozmy teraz, ze proces ryzyka X (jeszcze przed wyptata dywidend) jest klasycz-
nym procesem ryzyka (1) z wyktadniczymi roszczeniami F(dz) = £e~%* dz i z in-
tensywnoscia ich zglaszania \. Z twierdzenia 2 wiemy, ze optymalng strategia jest
zawsze strategia barierowa. Znajdziemy teraz jej optymalna wysokos$¢. Wtedy
wzgledem P2(@) dla

g+ A—=Ce+ g+ r—=&c)

D ()
\4) 9.

ey

proces X; jest ponownie klasycznym procesem ryzyka ze zmienionymi parametra-
mi, mianowicie roszczenia maja teraz rozklad wykladniczy z parametrem
&, = &+ ®(q), za$ intensywno$¢ zgtaszania szkod zmienia sig na A, = A/, (jest
to konsekwencja (6) i bardzo prostych rachunkow).

Z definicji funkcji skalujacej mozna uzyskac, ze wtedy:

W@y — o~ 4 at e q a (@)
4% \r)==¢ |\n+o A_E /| N
X Lat(g . .. .
gdzie Ay = qf(;l\’“_q(i)(q) z qt(q) = ®(q) oraz ¢~ (q) bedacy najmniejszym rozwia-
zaniem rownania ¢ (0) = q:
g = AT AT VG + X = €02+ deql

2c
Stad rozwazajac klasyczna ruing optymalna, nalezy stwierdzi¢, ze wysokoscia barie-
ry jest:
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Dodatkowo twierdzenie 1 identyfikuje paryska funkcje skalujaca:

(9) — () s L9224y AyD
v (x)_e <1 6( ) <C§q_/\q(1_D)>)7

gdzie
rC e
T | [CSq  —(Ng+c€)ti=17 rar /7N o\ s
=1 | v C v i{diy/eAg§)at
Jo | ¢

oraz I (z) jest zmodyfikowana funkcja Bessla pierwszego rodzaju (zob. [Czarna,
Palmowski 2010] w celu uzyskania detali tych rachunkéw). To daje nastepujaca
optymalna barierg:

r bu!

» ¢ [/ \ D N /et — AN

o NG - T | g V1 4 g ) |
ot =———log | —— =\l ——— 1 |-

g = A [\ = A1 =D}/ \ c®(q) / |

Jestedmy teraz w stanie dokona¢ numerycznych obliczen. Bierzemy nastgpujace
parametry procesu ryzyka: £ = 2, A = 2,q = 0.1, ¢ = 2.5, ktdre pojawiaja si¢ czesto
w serii numerycznych prac Albrechera, Thonhausera [2008]. Latwo policzy¢, ze w
tym przypadku a* = 3.78. Dodatkowo tab. 1-4 beda analizowa¢ rézne opdznienia
paryskie: ¢ = 0.1,0.3,0.7, 2 i r6Zne rezerwy poczatkowe dla z = 2,5, 10, 50.

Tabela 1. Analiza r6znych paryskich opdéznien

¢

0.1

0.3

0.7

a*7<

3.54

3.09

2.40

0.84

Zrodto: opracowanie wilasne.

Tabela 2. Analiza roznych kapitatow poczatkowych dla klasycznej ruiny

X

2

5

10

50

v()

12.57

15.71

20.71

60.71

Zrodto: opracowanie wiasne.

Tabela 3. Analiza r6znych kapitatlow poczatkowych dla paryskiego opoznienia

x

2

5

10

50

Vg ()

13.38

16.40

21.40

61.40

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Tabela 4. Analiza kapitalow poczatkowych dla klasycznej ruiny i paryskiego opdznienia

7 2.69 5.69 10.69 50.69
X 2 5 10 50
v(21) = vyec(2) 13.38 16.40 21.40 61.40

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Tabele 3 14 sg liczone dla ( = 3.

Z powyzszych obliczen numerycznych mozna wyciagna¢ nastgpujace wnioski.
Po pierwsze, zastosowanie paryskiego opoznienia pozwala na to, aby optymalna
bariera byta blizej zera. Oczywiscie w miar¢ zwigkszania paryskiego opdznienia
wysokos$¢ optymalnej bariery obniza sig, co przedstawia tab. 1. Nizsza optymalna
bariera oznacza wigksze dywidendy przy takim samym kapitale poczatkowym, co
mozemy zaobserwowacé, analizujac tab. 2 i 3. Jednakze tak samo jak w przypadku
paryskiej ruiny tutaj nalezatoby zastanowic si¢ nad rozsadnym ograniczeniem czasu
opdznienia. Z analizy numerycznej zaobserwowaliSmy, ze dla powyzszych danych
juz przy ¢ = 2.88 optymalna bariera jest ujemna, co w praktyce oznacza, ze to opdz-
nienie i wszystkie wigksze nie maja sensu. Ciekawa wydaje si¢ tab. 4, ktora pokazu-
je, jakie zwigkszenie kapitatu poczatkowego w przypadku klasycznym daje tyle
samo dywidend co przypadek paryskiego opdznienia.

4.2. Ruch Browna z dryfem

Rozwazmy teraz przypadek, kiedy proces ryzyka jest ruchem Browna z dodatnim
dryfem:
=x+ 0B + ¢t

" n
Pa v D¢

~ n

gdzie x, 0, ¢ > U oraz B; jest klasycznym ruchem Browna. Z twierdzenia 2 wiemy,
ze optymalna strategia jest zawsze strategia barierowa. Znajdziemy teraz jej opty-
malna wysoko§¢. Wzgledem P2@ dla ®(q) = cf,;': proces X jest dalej ruchem
Browna z dryfem ¢, = 1/c? + 2qo?, czyli X; =z + 0B, + ¢,t. Definicja funkcji

skalujacej daje:

gdzie §=0"2/c2 + 2qo? oraz w = ¢/o”.

Stad rozwazajac klasyczna ruing, nalezy stwierdzi¢, ze optymalna wysokos$cia barie-
ry jest:
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Z twierdzenia 1 mamy:

, s N\
/ 7 I\ N\
/ Y o\ . Jem \
1 aur I 9 /AT | 9 JA-RAT |
I Y o1 A/ 51 A TS 1
1 \ o Vv Z2 1 o \J Z 1
/N Y | PN N \ v / v i
A WA SN Pig)r 1 1 —l4cqa0 ) \ / ]
VD () — o®@r | o (200077) i
\*J ~ | ~ /7 —\ | I
[ / T\ I i
1 S N Y I | co (w1
1 ur I .75 1 1 9 .7 5" I
\ b | Al 51 T A/ 5 1
\ \ o Vv 21 a \/ Z !
\ \ v J v /
\ \ y, /
gdzie
_ N — - — — .2
AU ) By vy WY SR L) VY S I T L
WL ) — 4N/ LIV VN L) — A/ 7L T €
N/ v \ /7 v

oraz N (.) jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego (zob. [Czarna, Pal-
mowski 2010]). To daje nastepujaca optymalna bariere:

— 7/ N\ —

1 { I \ I 1

I ~ I /7 0\ o N 1

P =e, /sy Za /8 ‘)I

2 | \ 5\ 2] =\/ 2 7/ a. N\ 2|

- (8 1 \ A\ / A\ 1 L, \ 1
*.( 1 | \ / I 1 q 1 1
a’v = 100 1 1 — [
9. O / —\ — \ P

“tq b fca /€Y 4 ca /¢m N g v/

[ A | Al 5 1 A/ & 1

I \O’ v A/ (o2 v Z |

L\ y J

Tutaj dokonamy podobnej analizy numerycznej jak dla klasycznego procesu ry-
zyka, wybierajac ¢ = 2 oraz c = 2.5. Wtedy a¢* = 5.28. Dodatkowo tab. 5-8 beda ana-

dla z = 2, 5,10, 50.

Tabela 5. Analiza r6znych paryskich opdznien

C 0.1 0.3 0.7 2
a*c 4.48 3.89 3.12 1.17

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela 6. Analiza ro6znych kapitatéw poczatkowych dla klasycznej ruiny

x 2 5 10 50
v(x) 20.49 24.72 29.72 69.72

Zrodto: opracowanie wiasne.

Tabela 7. Analiza r6znych kapitatdéw poczatkowych dla paryskiego opdznienia

x 2 5 10 50
Vgwre () 23.00 26.11 31.11 71.11

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela 7 jest liczona dla ¢ = 0.3.
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Tabela 8. Analiza kapitatéw poczatkowych dla klasycznej ruiny i paryskiego opdznienia

1 3.40 6.39 11.39 51.39
x 2 5 10 50
(1) = vgec () 23.00 26.11 3111 71.11

Zrodto: opracowanie wlasne.

Analizujac tab. 5-8, dochodzimy do takich samych wnioskow co w przypadku
procesu Craméra-Lundberga: zastosowanie paryskiego opoznienia pozwala na to,
aby optymalna bariera byta blizej zera. W poréwnaniu z wynikami dotyczacymi
procesu Craméra-Lundberga tutaj mozna zauwazy¢, ze paryskie opdznienie bardziej
istotnie wptywa na zwigkszenie wysokosci dywidend.

5. Podsumowanie

W tej pracy zajmowalisSmy si¢ znajdowaniem optymalnej strategii wyplaty dywi-
dend, gdzie funkcja wyptaty opisywala taczna zdyskontowana sumg ich wyptat do
momentu ruiny. RozwazaliSmy dwa momenty ruiny: klasyczny i paryski. Znalezlis-
my m.in. warunki dostateczne, aby strategia barierowa (placaca z rezerw wszystkie
fundusze ponad okre§lony poziom a w postaci dywidend) byta optymalna. Pokaza-
lismy, ze w prawie wszystkich ciekawych przypadkach ta wiasnie strategia jest opty-
malna. Glowne rezultaty nie tylko identyfikuja optymalna wysokos¢ bariery, ale tak-
ze znajduja funkcje wyptaty. T¢ z kolei tak jak w modelu Gordona mozna traktowac
jako kolejna miarg ryzyka oceniajaca dana firme ubezpieczeniowa. Dokonalismy
takze réznorodnych poréwnan numerycznych, ktoére pokazuja, jaki wplyw ma do-
puszczenie paryskiego op6znienia w momencie ruiny. ZauwazyliSmy m.in., ze w
poréwnaniu z przypadkiem klasycznej ruiny zastosowanie paryskiego opoznienia
pozwala na to, aby optymalna bariera byta blizej zera. Ponadto w miarg zwigkszania
paryskiego opdznienia wysokos¢ optymalnej bariery obniza sig, a nizsza optymalna
bariera oznacza wigksze dywidendy przy takim samym kapitale poczatkowym. Zna-
lezlismy takze gorne ograniczenie na wielko$¢ paryskiego opoznienia, ktére dane
jest nastepujacym wzorem: o = sup{¢ > 0: att > 0}. Warto zwrocié¢ uwagg,
ze opoOznienie paryskie jest jak najbardziej uzasadnione aplikacyjnie. Pozwala ono
bowiem uzyska¢ ptynnos¢ finansowa na okreslonym horyzoncie czasowym z wyko-
rzystaniem pozyczek lub innych mechanizméw finansowych. Model rozwazany w
tej pracy jest prosty, ale wciaz nie odpowiada na wiele pytan. Pozostaje przeciez
pytanie o optymalne strategie, kiedy nasze warunki dostateczne nie sa spelnione.
Wierzymy, ze taki przyktad mozna ,,wyprodukowac”, rozwazajac klasyczny proces
ryzyka (1) z erlangowskimi roszczeniami. Pierwsza probg tego rodzaju dla klasycz-
nego problemu dywidendowego mozna znalez¢ w ksiazce Schmidli [2008]. Jak na
razie nic nie jest wiadome w tej kwestii dla problemu dywidendowego z paryskim
opo6znieniem w momencie ruiny. Wydaje si¢ takze, ze jest mozliwe rozwazanie tzw.
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procesu rozszczepionego, kiedy tylko czes¢ rezerw powyzej danego poziomu jest
przekazywana w postaci dywidend do akcjonariuszy. Te i wiele innych problemow
beda przedmiotem dalszych badan.
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NUMERICAL ANALYSIS OF DIVIDEND
PROBLEM WITH PARISIAN DELAY
FOR A SPECTRALLY NEGATIVE LEVY RISK PROCESS

Summary: In this paper we consider a dividend problem for an insurance company whose
risk evolves as a spectrally negative Lévy process (in the absence of dividend payments) when
Parisian delay is applied. The objective function is given by the cumulative discounted divi-
dends received until the moment of ruin. In this paper we find necessary conditions for barrier
strategy to be optimal. We focus on numerical analysis of few examples of risk process such
as Cramér-Lunberg process (large claim size case) and Brownian motion with drift (small
claim size case).
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