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SKEADKA W MODELU RYZYKA INDYWIDUALNEGO
Z ZALEZNYMI ROSZCZENIAMI
OPISANYMI FUNKCJAMI LACZACYMI

Streszczenie: Model indywidualny — obok kolektywnego — jest jednym z gtdwnych i najstar-
szych modeli wykorzystywanych w teorii ryzyka. Klasyczny model ma nierealne zatozenie
o niezalezno$ci wyptat. W praktyce prawie zawsze rozpatrywane portfele zawieraja polisy,
ktorych ryzyko nie jest wzajemnie niezalezne. W przypadku modelowania zalezno$ci wyjat-
kowo atrakcyjne i nieskomplikowane w symulacji wydaje si¢ uzycie koput. Funkcje te, zwane
réwniez funkcjami taczacymi, pozwalaja na nieparametryczne badanie zalezno$ci zachodza-
cych migdzy zmiennymi losowymi. W pracy przedstawione zostaly wyniki komputerowych
symulacji sktadek ubezpieczeniowych dla polis z portfela, w ktérym zalezno$¢ modelowana
jest funkcjami taczacymi (Claytona, Gumbela itp.). Wysokosci sktadek porownano dla wyptat
o rozktadach zarowno lekko-, jak i cigzkoogonowych.

Stowa kluczowe: model ryzyka indywidualnego, funkcje taczace, zalezne roszczenia.

1. Wstep

Poprawne wyliczanie sktadki jest jednym z najwazniejszych zadan firmy ubezpie-
czeniowej. Stosowanie najprostszych metod, zaktadajacych niezaleznos¢ roszczen,
moze prowadzi¢ do btednych wynikéw. W celu uniknigcia tego btedu nalezy
uwzgledni¢ zalezno$¢, jaka wystgpuje miedzy polisami w badanym portfelu.

2. Podstawowe pojecia
2.1. Funkcje lgczace

Funkcje taczace umozliwiaja badanie i modelowanie zalezno$ci zachodzacych mig-
dzy zmiennymi losowymi. Sa tacznikiem migdzy rozktadami brzegowymi a rozkta-
dem tacznym danych zmiennych losowych.

Definicja 1 [Heilpern]. n-wymiarowa funkcja taczaca C nazywamy dystrybuan-
tg tacznego rozktadu w przestrzeni R” o jednostajnych na [0,1] rozktadach brzego-
wych U,,....,U, .
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Prezentowane ponizej twierdzenie jest zwane twierdzeniem Sklara. Mozliwe, ze
jest ono najwazniejsze w calej teorii funkcji faczacych. Twierdzenie to jest wykorzy-
stywane do modelowania zaleznos$ci zachodzacych migdzy zmiennymi losowymi.

Twierdzenie 1 [Heilpern] (Sklara). Niech F bedzie n-wymiarowa dystrybuanta
faczna o dystrybuantach brzegowych F,F,,...,F,. Wowczas istnieje funkcja facza-
ca C(u,,u,,...,u,) taka, ze dla kazdego (x,,x,,...,x,)€R"

F(xp,%5...%,) = C(F (%), F5 (x,)... F,(x,).

Jesli F,F,,...,F,sa ciagle, to funkcja C jest wyznaczona jednoznacznie. Z dru-
giej strony, jesli C jest funkcja taczacq oraz F,, F,,...,F, sa dystrybuantami jednowy-
miarowymi, to funkcja F zdefiniowana powyzszym wzorem jest n-wymiarowa dys-
trybuanta taczng o dystrybuantach brzegowych F,F,,....F, .

Powyzsze twierdzenie jest narz¢dziem, ktore pozwala nam wyrazi¢ ciagla wie-
lowymiarowa dystrybuantg¢ w jezyku jednowymiarowych dystrybuant brzegowych.
Funkcja C opisuje zalezno$¢ migdzy zmiennymi losowymi, ktorym odpowiadaja
dystrybuanty brzegowe. Mozliwe jest rOwniez, na podstawie twierdzenia Sklara,
wyznaczenia funkcji C. Mowi o tym nastgpujacy wniosek:

Whiosek 1 [Heilpern]. Jesli G jest wielowymiarowa dystrybuanta z ciaglymi
dystrybuantami brzegowymi F,F,,..., F,, to odpowiadajaca im funkcje taczaca de-
finiuje si¢ wzorem:

C(x,,%,,...x,)= G(Fl_l(xl),F{l(xz),...,Fn_l(xn)),

gdzie F~'(x)oznacza uogolniona funkcje odwrotng dystrybuanty F(x) dana wzo-
rem:

F'(x)=inf{y e R: F(y) > x}
dla x €[0,1].

2.2. Algorytmy symulacyjne zmiennych losowych o zadanej funkcji laczacej

Ponizej omoéwione zostang metody generowania wektora losowego (X, X,,...,X )
o dystrybuantach brzegowych F,,F,,...,F i funkcji taczacej C. Symulacja zmien-
nych opiera si¢ gtdwnie na twierdzeniu Sklara. W wyniku zastosowania ponizszych
algorytmow otrzymuje si¢ wielowymiarowy wektor U =(U,,U,,...,U,) ze struktu-
ra zalezno$ci opisana funkcja taczaca C, gdzie U, sa zmiennymi losowymi o rozkla-
dzie jednostajnym na (0,1). Na koniec w celu uzyskania wektora (X,,X,,...,X,)
uzyta zostanie metoda odwrotnej dystrybuanty.

Algorytm 1 — wielowymiarowa funkcja laczaca Gaussa [Schmidt 2007]

1. Wyznaczy¢ macierz korelacji R.

2. Przedstawi¢ macierz R w postaci A4A”, gdzie A jest macierza trojkatna dolna
(algorytm Cholesky’ego).
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3. Wygenerowa¢ n niezaleznych zmiennych losowych z,,z,,...,z, z rozkladu
N(0,1).

4. Wyznaczy¢ wektor x =Az, z=(z,,2,,...,2,), X=(X,X,,...,X,) .

5. Wyznaczy¢ u, =®(x;), i=12,...,n, gdzie ® oznacza dystrybuantg standar-
dowego rozktadu normalnego.

Algorytm 2 — wielowymiarowa funkcja laczaca £-Studenta [Schmidt 2007]

1. Wyznaczy¢ macierz korelacji R.

2. Przedstawi¢ macierz R w postaci AA”, gdzie A jest macierza trojkatna dolna
(algorytm Cholesky’ego).

3. Wygenerowac¢ n niezaleznych zmiennych losowych z ,z,, ...,z z rozktadu N(0,1).

4. Wygenerowa¢ liczbg losowa { z rozktadu y; z k stopniami swobody niezalez-
nie od z.

5. Wyznaczy¢ Wektorxz\/gAz, Z=(2,,255..,2,) 5 X=(X,Xy,...,X,) .

6. Wyznaczy¢ u, =t,(x;), i=1,2,...,n, gdzie ¢, oznacza dystrybuantg standar-
dowego rozktadu ¢-Studenta z k stopniami swobody.

Algorytmy symulacji archimedesowych funkcji taczacych beda podane tylko dla
rodzin funkcji Claytona, Franka i Gumbela. Dla tych funkcji taczacych funkcja od-
wrotna generatora ¢ ma prosta reprezentacje jako transformata Laplace’a pewnej
funkcji G. Korzystajac z tej wlasnosci, przekonujemy sig, ze algorytm generowania
zmiennych losowych znacznie sig upraszcza. X

Jezeli G oznacza dystrybuantg, to transformatg Laplace’a G okresla sig jako:

G(t)=[e"dG(x) dla 120 i G(e0)=0.
0
Jesli wygeneruje si¢ zmienna losowa V o dystrybuancie G, niezalezne zmienne
losowe X,,X,,...,X, otym samym rozktadzie U(0,1) 1 niezalezne od V, to wektor

. A —In X, .
u=,U,,..,U,),gdzie U, = G(%} , ma strukturg okreslong przez archime-

desowa funkcje taczaca o generatorze ¢ = G

Algorytm 3 [Schmidt 2007]
1. Wyznaczy¢ zmienng losowa V o dystrybuancie G:

— dla funkcji faczacej Claytona: V' ma rozktad gamma G(l,l}, a G(t) =(1+0)7"",
a
—a\k
— dla funkcji faczacej Franka: V' ma rozktad dyskretny P(V = k) = (l_k#’
a
k=12,..,a G@)= —lln[l +e'(e™ -1,
a

— dla funkcji taczacej Gumbela: V' ma rozklad a-stabilny S, (1,7,0), gdzie

y= [cos (in , G(t)=e™"",
2a
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2. Wygenerowac n niezaleznych zmiennych losowych X o rozktadzie jednostaj-
nym na [0,1].

A~ =In X,
3. Wyznaczy¢ U,,:G( r;/ ’J,izl,Z,...,n.

2.3. Miary zaleznosci

Funkcje taczace opisuja zaleznos$ci zachodzace migdzy zmiennymi losowymi.
W praktyce znacznie czgsciej stosowane sa liczbowe wspdtczynniki zaleznosci. Do
najpopularniejszych naleza: wspdélczynnik liniowej korelacji Pearsona oraz wspot-
czynniki rangowe — Kendalla i Spearmana.

2.3.1. Wspélczynnik korelacji Pearsona

Dzigki tatwosci obliczania wspotczynnik ten jest czegsto stosowany. Ma on jednak
istotne wady. Po pierwsze, nie jest on niezmienniczy ze wzgledu na nieliniowe, ros-
nace przeksztatcenia o : R — R, tzn. w wigkszos$ci przypadkéw mamy do czynienia
znierdéwnoscia p(a(X),a(Y)) # p(X,Y). Wiadomo, ze funkcje taczace sa niezmien-
nicze ze wzgledu na rosnace przeksztalcenia. Pary zmiennych losowych zwigzanych
ta sama funkcja taczaca moga wigc mie¢ rozne wspotczynniki korelacji Pearsona. Po
drugie, w przypadku gdy zmienne losowe maja nieskonczona wariancje, nie istnieje
wspotczynnik liniowej korelacji. Jest to znaczna wada w sytuacji, gdy chcemy badaé
ta metoda zmienne losowe o rozktadach cigzkoogonowych.

2.3.2. Rangowe wspolczynniki korelacji

Wspotezynniki korelacji rangowej, w odroznieniu od wspotczynnika Pearsona, mie-
rza monotoniczna zalezno$¢ miedzy zmiennymi, a nie tylko liniowa zaleznosc.
Wspotczynniki korelacji rangowej sa bardziej odporne na obserwacje odstajace.
Najczesciej uzywanymi wspotczynnikami korelacji rangowej sa wspotczynniki Spe-
armana (p, Spearmana) oraz Kendalla (z Kendalla). Wspotczynniki te mozna bezpo-
srednio przedstawic¢ za pomoca funkcji taczacych. Dzigki tym wlasnosciom wspot-
czynniki rangowe Spearmana i Kendalla moga by¢ alternatywa dla wspotczynnika
korelacji liniowej jako miary zaleznosci nieeliptycznych dystrybuant, dla ktorych
wspotczynnik liniowy jest nieodpowiedni.

2.3.3. Wspélczynniki korelacji Spearmana i Kendalla

Definicja 2 [Embrechts i in. 2003]. Wspotczynnik korelacji Spearmana p zmien-
nych losowych X1 Y o dystrybuantach F, i F, okreSlamy wzorem:

ps(X,Y) = p(Fy(X), F,(Y)),
gdzie p oznacza wspotczynnik korelacji Pearsona.
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Definicja 3 [Embrechts i in. 2003]. Wspoétczynnik zaleznosci Kendalla zmien-
nych losowych X1 Y okreslamy wzorem

o(X,Y)=P{(X -X)Y-Y)>0}—P{(X - X)¥ -Y)<0},
gdzie (X,Y)jest niezalezna kopia (X,Y).

Warto$ci wspotczynnikow Spearmana i Kendalla, podobnie jak wartosci wspot-
czynnika Pearsona, zawieraja si¢ w przedziale [-1, 1]. Wspotczynniki te przyjmuja
wartos$¢ 0 dla niezaleznych zmiennych losowych (wlasciwos$¢ w przeciwna strong
nie jest prawdziwa), wartos¢ 1 w przypadku wspotmonotonicznosci zmiennych lo-
sowych oraz —1 w przypadku ich przeciwmonotoniczno$ci. Znajac posta¢ funkcji
faczacej C, mozna wyznaczy¢ wspotczynniki korelacji Spearmana i Kendalla. Wy-
korzystuje si¢ wtedy fakt, ze wspotczynniki te, podobnie jak funkcje taczace, sa
niezmiennicze ze wzgledu na rosnace przeksztalcenia. Tabela 3 zawiera niektdre
funkcje taczace wraz z odpowiadajacymi im wspotczynnikami.

Tabela 1. Miary zalezno$ci wybranych funkcji taczacych

Rodzina 7Kendalla Ps Spearmana
Clayt
ayiona @ ; 0<7<1 skomplikowana; 0< pg <1
a+2
Franka®
l—i(l—Dl(a)) ; —1<7<1 1—E(Dl(a)—D2(a)) ; —1< pg <1
a
Gumbel
umbeta l—i; 0<zr<l1 brak jawnej postaci; 0 < p, <1
a
Y
agera 1- 2 ; —1<7<1 skomplikowana; —1< pg <1
a
Gaussa
3arcsinp; -1<r<1 garcsin(g]; -1<p, <1
V4 T
t-Studenta
g 3arcsinp; -1<7<1 Earcsin(ﬂj, -1<p, <1
V4 T
. . kit
Funkcje Debye: D, (x) :TI —dt .
xve -1

0

Zrédto: [Heilpern.

Analizujac wyniki z tab. 1, tatwo zauwazy¢, ze nie dla kazdej funkcji taczacej
wspotczynniki Spearmana oraz Kendalla przyjmuja wartosci z zakresu od —1 do 1.
O ile we wszystkich przyktadach wspotczynniki Kendalla wyrazaja si¢ prostym
wzorem, o tyle wspotczynnik Spearmana w niektorych przypadkach ma dosé skom-
plikowana posta¢ lub nie da si¢ go przedstawi¢ w jawnej postaci.
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2.4. Model ryzyka indywidualnego

Model ten jest czgsto stosowany w pewnych rodzajach ubezpieczen, np. zdrowot-
nych, na zycie. Ogromna zaleta modelu jest prostota jego matematycznego zapisu.

Definicja 4. Zalozenia modelu

1. Badany portfel sktada si¢ z ustalonej liczby polis.

2. Wyptaty generowane przez ubezpieczone zdarzenia sg niezalezne.

3. Z kazdej polisy moze by¢ dokonana co najwyzej jedna wyplata.

4. Catkowita wyptata S dla catego portfela ztozonego z n indywidualnych wyptat
wyraza si¢ wzorem

S=X+X,+...+ X,

2

gdzie X, oznacza losowa stratg generowana przez i-ta polisg, i=1,2,...,n.

Zalozenie niezalezno$ci zmiennych X, X,,...,X,, cho¢ wygodne w oblicze-
niach, nie odzwierciedla w sposéb zadowalajacy rzeczywistosci. W dalszej czesci
pracy zostana przedstawione dystrybuanta i momenty dla modelu, w ktérym dopusz-
czamy zalezno$¢ zmiennych X, X,,..., X, . Zalezno$ci migdzy wyplatami bgda opi-
sywane za pomocg funkcji aczacych. Dla rozr6znienia suma wyplat w m(;delu ryzy-

ka indywidualnego dla zaleznych roszczen bedzie oznaczana przez S = ZX .

Zatozmy, ze catkowita wyplata z portfela S opisana jest indywidualﬁ}lfm mode-
lem ryzyka, tzn.

X, X,,...,X, sa zaleznymi zmiennymi losowymi o takim samym rozkladzie,
za$ struktura zaleznosci jest opisana za pomoca funkcji taczacej C. Dystrybuanta
oraz momenty catkowitej wyplaty z portfela wyrazaja si¢ ponizszymi wzorami. We
wszystkich ponizszych wzorach catki sa skonczone.

1. Dystrybuanta zmiennej S .

x— :':l X,
F)=PS<x)= [ [ h(x.%,....x,)dxdx,...dx,

(00" 0
gdzie h(x,,x,,...,x,)oznacza ggstos¢ rozktadu n-wymiarowego o dystrybuancie
F(x,%5,...x,) = C(Fy (x,),Fy (x,)... Fy (x,)), tzn.

o

h(-xl’x2$'.-jxn) =mF(xl,x2,...xn)=
o"

ZWC(FXI (), Fy (3,)... Fy (x,))=

OF oF, Ok,

n

ox, Ox, Ox,

b

= C(Fy (0),Fy, () Fy (x,))

jezeli F, jest dystrybuanta jednowymiarowa zmiennej losowej X..
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2. Momenty rozktadu zmiennej S'.
— warto$¢ oczekiwana

ES =nEX =ES,

— wariancja
VarS = E(S — ES)? =I(x—E5')2f§(x)dx=
0

. n-1
= J. (x—ES)zh(xl,xz,...,x—le.)dxn ...dxdx.
i=1

[0,00)"

3. Symulacje

Do podstawowych zadan matematyki aktuarialnej nalezy kalkulacja sktadek oraz
wyliczanie rezerw. Wyznaczenie sktadki przeznaczonej na pokrycie wyptat polega
na przypisaniu zmiennej losowej — opisujacej strate — pewnej wartosci. Bardzo czg-
sto zaklady ubezpieczeniowe stosuja zasade wartosci oczekiwanej. Zasada ta polega
na wyliczeniu sktadki netto:

P=ES=E(X,+X,+--+X)),
a nastegpnie powigkszeniu jej o pewien dodatek — OES.

Parametr 6 wyznaczany jest tak, aby zebrana sktadka z calego portfela pokryta
wyplacone odszkodowania z prawdopodobienstwem 1 — &, tzn.

P(S<(1-0)ES)=1-e¢.

Dla niezaleznych zmiennych losowych sktadka z narzutem na bezpieczenstwo
wyznaczona dla calego portfela przyjmuje wtedy postac:

II=ES+u, Vars§,

gdzie u,  oznacza kwantyl rzedu 1 — & standardowego rozktadu normalnego N(0,1).

Firmy ubezpieczeniowe, liczac w ten sposob sktadke, uwzgledniaja zmienno$¢
wyplat z portfela. Jest to proba zabezpieczenia si¢ zaktadu przed wyptatami odbie-
gajacymi od $redniej. Sktadka IT powigkszona o marzg na zysk i ponoszone koszty
jest sktadka brutto. Wysoko$¢ marzy jest kwestia indywidualng kazdego zaktadu
ubezpieczeniowego, dlatego rozwazana bedzie jedynie sktadka IT przeznaczona w
catosci na pokrycie biezacych i przysztych roszczen.

W celu odroznienia sktadek w modelu z zaleznymi roszczeniami od modelu
z niezaleznymi roszczeniami wprowadzmy odpowiednie oznaczenia. Jezeli sktadka
IT bedzie dotyczy¢ modelu ryzyka indywidualnego S dla niezaleznych roszczen, to
bedziemy ja oznacza¢ I1, = ES +u,_,+/Var S . Jezeli sktadka bedzie dotyczy¢ mo-
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delu z zaleznymi roszczeniami, oznaczac ja bedziemy przez I1, = ES + u, . Var S.
W obu przypadkach sktadka netto jest taka sama, wigc bgdzie oznaczana tak samo,
przez literg P. Podany wczesniej wzor na wariancje zmiennej S dla wyptat zalez-
nych nie pozwala w sposob przejrzysty ukazaé, jak zatozenie o zalezno$ci migdzy
wyplatami (opisane za pomoca funkcji taczacych) wplywa na wariancje wyptaty z
catego portfela. Sktadnikami sktadek IT, oraz I1, sa wariancje odpowiednio zmien-
nych S oraz §, dlatego poréwnanie ich staje si¢ trudne i czasochtonne. W celu zo-
brazowania tego, jak zalezno$¢ migdzy wyptatami wptywa na warto$¢ rozwazanych
skfadek, dokonano symulacji komputerowych sktadek IT, oraz IT,.

Badanie przeprowadzono przy zatozeniu, ze catkowita wyptata z portfela ubez-
pieczen opisana jest indywidualnym modelem ryzyka dla » =10 . W przypadku mo-
delu z zaleznymi wyptatami zatozono, ze zaleznos¢ opisana jest pewna funkcja ta-
czaca. Wyniki zostaty uzyskane za pomoca metody Monte Carlo dla 1000 powtorzen.
Parametry zmiennych losowych X, dobrano tak, aby EX, =1. Przyj¢to ponadto, Zze
e=0,051u_ = 16449, zas dla wszystkich par zmiennych losowych (X, X)),_;
wspotczynnik korelacji Kendalla  ma taka sama dodatnia warto$¢. Wszystkie obli-
czenia zostaty wykonane przy uzyciu programu Matlab.

3.1. Skladki a zalezno$¢ wyplat

Symulacje oraz analizg sktadek IT i IT, wykonano osobno dla wypfat opisanych
rozktadami lekko- i cigzkoogonowymi. Podzial ten wydaje si¢ stuszny, gdyz rozkta-
dy ciezkoogonowe lepiej modeluja sytuacje, w ktdrej wartosci ekstremalne sa osia-
gane z ,,duzym” prawdopodobienstwem. Sytuacja taka w rzeczywistym $wiecie
moze by¢ kataklizm, ktory powoduje wyptate przez ubezpieczyciela ogromnych
sum odszkodowan.

W tabeli 2 przedstawione zostaly wyniki symulacji sktadek IT dla wyplat X,
o zadanych rozktadach lekkoogonowych i r6znych wspotczynnikach r Kendalla. Za-

Tabela 2. Sktadka IT dla réznych funkcji taczacych i lekkoogonowych rozktadow roszczen

Wspotezynniki korelacji 7 Kendalla
Rodzina | Rozktad [—
niezalezne 0,01 0,1 0,3 0,5 0,7 0,95
Claytona Exp(1) 15,171 15,314 | 16,860 | 19,548 | 21,495 | 23,361 | 26,032
We(1,1) 15,218 15,366 | 16,907 | 19,520 | 21,702 | 23,429 | 25,853
Gumbela | Exp(1) 15,273 15,586 | 18,755 | 22,164 | 24,292 | 25,921 | 26,838
We(1,1) 15,157 15,685 | 18,782 | 22,456 | 24,621 | 25,649 | 26,323
Gaussa Exp(1) 15,246 15,524 | 17,813 | 21,204 | 23,394 | 27,148 | 27,766
We(1,1) 15,251 15,830 | 18,065 | 21,070 | 23,391 | 26,266 | 26,064
t-Studenta | Exp(1) 15,129 17,412 | 18,270 | 21,377 | 24,053 25549 26,117
We(1,1) 15,216 17,038 | 18,459 | 22,161 | 24,463 | 24,811 27,179

Zrodto: opracowanie wlasne.
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lezno$ci miedzy roszczeniami byly modelowane za pomoca wybranych funkcji ta-
czacych.

Wysokos¢ sktadki IT w sposob istotny zalezy od wspotczynnika korelacji .
Z danych wida¢, ze w miarg wzrostu wartosci wspotczynnika 7 Kendalla ros$nie war-
tos¢ sktadki I1. Dla rozktadu zarowno wyktadniczego, jak i Weibulla wartos$¢ tej
sktadki rosnie bez wzgledu na wybrana funkcje¢ taczaca.

Dla rozkfadu wyktadniczego Srednia wartos¢ sktadki I, wynosi 15,205. Na pod-
stawie otrzymanych wynikow wida¢, ze sktadka II, dla = 0,95 stanowi przeszio
175% wartosci sktadki IT,.

Warto$¢ teoretyczna sktadki I, w modelu ryzyka indywidualnego S z wyptatami
o rozkladzie wyktadniczym Exp(1) wynosi

IT, = ES +uygs/Var S =nEX +uy4+n Var X =10+1,64494/10 =15,201 .

Zatem blad Sredniokwadratowy symulacji sktadki IT jest rowny 0,0035, czyli
0,35%. Jezeli przyjmiemy, ze btad ten jest taki sam dla kazdego 7, to wartos$¢ sktadki
dla 7= 0,95 bedzie zawiera¢ si¢ w przedziale [26,594, 26,781].

Dla rozktadu Weibulla We(%,%) sktadka z narzutem na bezpieczenstwo I1

N

wynosi srednio 15,211, dla z = 0,95 za$ sktadka IT, jest juz rowna 26,355. Oznacza
to, ze skfadka IT , stanowi ok. 173% warto$ci sktadki IT,.

Na podstawie uzyskanych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze jezeli wyptaty w indy-
widualnym modelu ryzyka maja rozktad lekkoogonowy, to w miarg wzrostu zalez-
nos$ci migdzy nimi wartos¢ sktadki ubezpieczeniowej I1 rosnie. To, jak duze sg r6z-
nice migdzy sktadkami, zalezy od odchylenia standardowego zmiennych losowych
X. Jezeli warto$¢ odchylenia standardowego ro$nie, to rowniez réznica migdzy
sktadkami bedzie wzrasta¢. Analogicznie, gdy odchylenie maleje, rdznica staje si¢
coraz mniejsza.

W tabeli 3 przedstawione zostaly wartosci tych samych sktadek, ale dla rozkta-
déw cigzkoogonowych. Rozklady te sa czgsto stosowane w finansach i matematyce
aktuarialnej. Uzycie rozktadu o ciezkim ogonie pozwala nam modelowaé i wyliczac
sktadki dla portfela, w ktérym pojawiaja si¢ wyptaty znacznie odbiegajace od $red-
niej (ubezpieczenia od katastrof lub nieszczes§liwych wypadkow).

Sktadki netto P dla rozktadow We(%,%] i Pa (%%
ku rozktadow lekkoogonowych) maja podobne wartosci, bez wzgledu na to, jaka
funkcja taczaca zostata uzyta do modelowania zalezno$ci miedzy zmiennymi lo-
sowymi X, oraz jaka byta wartos¢ wspotczynnika korelacji 7 dla tych zmiennych.
W przypadku sktadki I1, uwzglgdniajacej odchylenie standardowe zmiennych loso-
wych X, réznice w cenie polis sa znacznie wigksze niz w analogicznych cenach
polis w przypadku rozktadow lekkoogonowych. Jezeli wyplaty X, sa z rozkladu

j (podobnie jak w przypad-

We(l,l) oraz sg niezalezne, to srednie warto$ci sktadek IT, 1 I1, dla = 0,95 wy-
2°2
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Tabela 3. Sktadka IT dla r6znych funkcji taczacych i cigzkoogonowych rozktadow roszczen

Wspodtezynniki korelacji 7 Kendalla

Rodzina Rozktad
niezalezne 0,01 0,1 0,3 0,5 0,7 0,95

Claytona 11
W@[E,EJ 21,512 21,817 | 23,296 | 26,181 | 29,467 | 33,188 | 42,604
Pa@,gj 21,187 21,460 | 22,555 | 25,804 | 26,420 | 29,926 | 36,535

Gumbela 11
We(E’EJ 21,448 22,807 | 30,449 | 38,710 | 44,896 | 45,785 | 46,240
Pa@,gj 20,893 22,026 | 28,164 | 39,190 | 41,102 | 41,333 | 47,244

Gaussa 11
We(gg] 21,691 22,305 | 25,320 | 31,621 | 37,789 | 42,475 | 46,054
Pa@%j 21,516 20,961 | 22,272 | 37,721 | 35,772 | 42,211 | 44,621

t-Studenta 11
We(E,E] 21,869 27,686 | 39,666 | 37,940 | 39,012 | 45,362 | 48,564
Pa@,%] 21,077 21,822 | 28,157 | 32,408 | 36,272 | 40,873 | 42,241

Zrbdto: opracowanie wiasne.

nosza odpowiednio 21,630 i 45,865. Wida¢ stad, ze skfadka II ,. stanowi 212%
sktadki dla niezaleznych zmiennych losowych. Juz niewielki wzrost zaleznosci po-
woduje znaczne powigkszenie sktadki I1. Dla 7z = 0,1 sktadka IT, stanowi srednio
137% sktadki IT,.

Na podstawie wynikoéw z tab. 3 mozna stwierdzi¢, ze jezeli wyplaty w indywi-
dualnym modelu ryzyka maja rozktad ci¢zkoogonowy i maja wariancje, to wraz ze
wzrostem zaleznosci migdzy nimi warto$¢ sktadki IT rosnie. W przypadku rozkta-
déw cigzkoogonowych, dla ktérych wariancja nie istnieje, stwierdzenie takie bytoby
juz bledne, gdyz warto$¢ sktadki I1 zalezy od odchylenia standardowego, ktdre moze
by¢ dowolna liczba.

Ciekawe jest spostrzezenie, iz wartos$¢ sktadki IT moze zaleze¢ rowniez od wy-
boru funkcji taczacej. Na przyktad wartosci sktadek z narzutem na bezpieczenstwo
sa nieco nizsze, jezeli zmienne losowe sa powiazane funkcja Claytona. Pewne od-
stepstwa wida¢ rowniez w sytuacji uzycia eliptycznych funkcji taczacych. Widac
stad, ze wybor funkcji taczacej ma rowniez wplyw na otrzymane wyniki.

Badajac sktadke w modelu ryzyka indywidualnego dla wyptat o rozktadach cigz-
koogonowych, warto rowniez przeanalizowac, jak grubos¢ ogona rozktadu wplywa
na jej wartos¢. W tym celu rozpatrzymy sytuacjg, w ktorej wyplaty X' maja rozktad
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We(a, p) dla < 11 funkcji taczacej Claytona. Im mniejsza S, tym ogon rozktadu jest
cigzszy, a co za tym idzie — zmienne X, przyjmuja wartosci ekstremalne z wigkszym
prawdopodobienstwem. W tabeli 4 przedstawiono warto$¢ sktadki IT oraz odchyle-

Tabela 4. Sktadki P i I1 oraz odchylenie standardowe ./Var S w zaleznosci od grubosci ogona
i wspolczynnika 7

Parametry Wspoltezynniki korelacji 7 Kendalla
Sktadka |—
We(a, ) niezalezne | 0,01 0,1 0,3 0,5 0,7 0,95
a= % Var S 50,262 | 39,698 | 43,224| 60,081 | 52,787 | 49,530 64,817
£=0,2 nl 93,464 | 74,954 | 80,999 | 109,914 | 96,586 | 92,258 | 117,18
a=0,5 Var S 7.014| 7263| 7,972 9,783 | 11,842 14,271 19,246
£=0,5 Ini 21,528 | 22,066 23,119 26,196 29,468 33,417] 41,542
oe—Lt | [Vars 4657| 4,706| 5,628 7471 9,151 11,1141 13,211
ra7/7)
£=0,7 I 17,657 | 17,774 19,287 22,322 25,089 | 28,376 31,479
ge—t Var S 3,473 | 3,605| 4,527 6,175| 7,604 | 8,954 10,643
19/9)
£=0,9 I 15,701 | 15,936 | 17,397| 20,193 | 22,390| 24,725 27,468

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Tabela 5. Sktadki P i I1 oraz odchylenie standardowe +/Var S w zaleznosci od grubosci ogona
i wspotczynnika 7 — ujgcie procentowe

Parametry Wspoltczynniki korelacji 7 Kendalla
Sktadka
We(a, B) 0,01 0,1 0,3 0,5 0,7 0,95
1 JVar S
a=— L 78,98 | 86,00 119,54 105,02| 98,54 | 128,96
r'(6) Jvar S,
£=02 I, /11, 8020 86,66| 117,60| 103,34] 9871 12538
Jrar S,
a=0,5 ﬁ 103,55| 113,66 139.48| 168,83 | 20346| 274,39
B=0,5 ar Sy
m, /I, 102,50 | 107,39| 121,68| 136,88 | 15523| 192,97
1 JVar S
a= Z 101,05| 120,85| 160,43| 196,50 238,65| 283,68
r{7/7) Jar s,
£=07 ,/II, 100,66 | 109,23 | 12642| 142,09| 160,71| 178,28
1 JVar S
a= Z 103,80 130,35| 177,80| 218,95| 257,82| 306,45
r(19/9) Jar s,
£=09 I, /1, 101,50 | 110,80 128,61 | 142,60| 157,47| 174,94

Zrodto: opracowanie wiasne.
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nia standardowego /Var S dla rozktadéw Weibulla o r6znej grubosci ogona 1 r6z-
nych warto$ciach wspotczynnika 7 Kendalla. W przypadku sktadki I1 wraz z po-
wigkszaniem si¢ grubosci ogona widac jej wzrost nawet w sytuacji, gdy zmienne
losowe X sa niezalezne. Dla f# = 0,9 sktadka II, wynosi 15,701, podczas gdy dla
L = 0,2 juz 93,464. Jest to rezultat wigkszego odchylenia standardowego, ktore
ro$nie wraz z grubo$cia ogona. Oczywiscie sktadka IT wzrasta rowniez w miarg
wzrostu wspotczynnika 7. I tak dla f= 0,9 1 7= 0,01 sktadka IT wynosi 15,936, a dla
L£=0217=0,95juz 117,182. W tabeli 5 przedstawiono stosunek procentowy skta-
dek IT, do sktadki IT, ktorych wartosci znajduja sig w tab. 4.

Wida¢, ze dla coraz cigzszych ogonow i wigkszych wartosci wspotczynnika
t warto$ci skltadek 11, rosna. Na przyktad dla g = 0,51 7= 0,95 warto$¢ sktadki IT,
stanowi az 192,97% sktadki IT,.

3.2. Skladka II, jako funkcja wspélczynnika korelacji  Kendalla

Z wczesniejszych obliczen wiadomo, ze w miarg¢ wzrostu wspotczynnika korelacji 7
ro$nie wartos¢ sktadki I1, niezaleznie od rozktadu zmiennej opisujacej wielko$¢ od-
szkodowania z polisy. Roznica migdzy I1, a [T, moze by¢ bardzo duza. Interesujace
wydaja si¢ wigc pewne pytania. Jak doktadnie wyglada owa zalezno$¢? Czy jest ona
taka sama dla roznych funkcji faczacych? Przy analizowaniu tego problemu dokona-
no pewnych zatozen. Badany portfel sktada sig z 10 polis i opisany jest indywidual-
nym modelem ryzyka §. Wyplaty z tego portfela maja rozktad wyktadniczy Exp(1).
Rozpatrzono dwa przypadki: w pierwszym zalezno$¢ migedzy wyptatami opisana jest
funkcja taczaca Gumbela, a w drugim funkcja taczaca Claytona. Wspdtczynnik 7 jest
okreslony na przedziale [0,05,0,095].

Na poczatek rozwazmy sytuacje, w ktorej roszczenia powiazane sg ze soba funk-
cja taczaca Gumbela. Jako mozliwe postacie dopasowywanej funkcji wzigto pod
uwagg wielomiany stopnia drugiego

f(X)=a+b-x+c-x°
1 czwartego
g(x)=a+b-x+c-x’+d-x +e-x*
oraz funkcj¢ wyktadnicza postaci
h(x)=a-exp(b-x)+c-exp(—d - x).

Na rysunkach 1, 2 i 3 przedstawione zostaly wykresy danych wraz z dopasowa-
nymi do nich funkcjami oraz odpowiadajace im wykresy residuow o. Sktadka II,
zostala otrzymana w wyniku symulacji metoda Monte Carlo (10000 powtorzen) i ma
nastgpujace parametry:

ETl, =23,424, VarTl, =9,126, ¢, =24,533,

gdzie g, oznacza mediang.
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Residua
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Rys. 1. Dopasowanie funkcja f

Zrodto: opracowanie wiasne.

Residua

. .
: i | —— dopasowanie funkeja g

Rys. 2. Dopasowanie funkcja g

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Rys. 3. Dopasowanie funkcja £

Zrodto: opracowanie wiasne.
W wyniku estymacji parametrow a, b, ¢, d, e metoda najmniejszych kwadratow
funkcje f, g 1 / przyjety nastgpujaca postac:
f(x)=16,3+24,63x —15,1x7,

g(x)=15,37+37,79x —59,02x> + 51x° —18,73x",
h(x)=26,83exp(0,01115x) —11,44exp(-3,269x).

W tabeli 6 przedstawiono gtdwne charakterystyki dopasowanych funkcji.

Tabela 6. Parametry dopasowanych funkcji oraz kwadrat residuow

Parametr Funkcja f Funkcja g Funkcja &
Srednia 23,507 23,503 23,512
Wariancja 8,847 8,908 8,911
Minimum 16,544 15,742 15,760
Maksimum 26,3434 26,479 26,603
D res} 13,33 7,201 7,205

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Wszystkie podane wyzej funkcje maja podobne (czgsto rézniace si¢ dopiero na
drugim miejscu po przecinku, co w ujgciu procentowy nie przekracza 1%) wartosci
sredniej oraz wariancji. Na podstawie tych informacji mozna powiedzieé, ze wszyst-
kie trzy funkcje przyblizaja wartosci funkcji I (7) z podobna doktadnoscia. W celu
uzyskania doktadniejszych wynikéw dokonana zostanie analiza residudw, ktorych
wykresy znajduja si¢ na rys. 1, 2 i 3. Residua wszystkich dopasowanych funkcji
oscyluja wokot prostej y = 0 oraz wszystkie oprocz jednej naleza do przedzialu
[1, 1]. Wykresy residudéw funkcji g oraz 4, mozna powiedzie¢, sa prawie identyczne,
a wartosci residuéw obydwu funkcji znajduja si¢ bardzo blisko wartosci 0. W przy-
padku residuéw funkcji f mozna zauwazy¢ wigksze wychylenia dla 7 < 0.1. Jako
kryterium wyboru odpowiedniego dopasowania zastosowano badanie sum kwadra-
tow residuéw. W ostatnim wierszu tab. 6 znajduje si¢ porownanie tych wartosci.
Najnizszy wynik osiagany jest w przypadku dopasowania do danych wielomianu 4.
stopnia. Jednakze roznica dzielaca tg warto$¢ od liczby przypisanej funkcji wyktad-
niczej jest bardzo mata i wynosi 0,004. Mozna zatem uznac¢, ze wielomian 4. stopnia
oraz funkcja wyktadnicza najlepiej przyblizaja funkcjg I1().

Dla coraz wigkszych wartosci 7 sktadka IT, ro$nie coraz wolniej, za$ dla matych
7 wystepuja wzglednie duze réznice w wysokosci sktadki. Moze to powodowac
pewne komplikacje przy wyliczaniu sktadki dla portfela, w ktorym wyptaty sa zalez-
ne od siebie w matym stopniu.

Rozpatrzmy teraz strukture zalezno$ci opisana funkcja taczaca Claytona. Na
podstawie wykresu przedstawionego na rys. 4 mozna si¢ spodziewaé, ze szukana
funkcja przyblizajaca I1 (7) bgdzie funkcja liniowa.

A T T ! T ! ! ! ! !

Rys. 4. Wykres funkcji I1 (7)

Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Dopasowania bgdziemy wigc szuka¢ w grupie wielomianéw 1. stopnia, czyli
funkcji postaci:

f(x)=a+bx.

Wykres na rys. 5 przedstawia dopasowanie funkcji liniowej do modelowanych
danych.

s T T T T T T T T T e
24

2+

20r X dane
dopasowanie

0.1 nz2 03 0.4 04 0.6 07 g 049

Rys. 5. Dopasowanie funkcja f

Zrbdto: opracowanie wiasne.

W wyniku estymacji parametréw a i b metoda najmniejszych kwadratow funk-
cja f przyjmuje postac:

£(x)=10,76 +16,04x.

Na rysunku 5 mozna dostrzec, iz przy koncach przedziat wykres danych oddala
si¢ od wykresu dopasowanej funkcji. Spostrzezenie to potwierdza wykres residow
przedstawiony na rys. 6. Wida¢ na nim, jak dla niskich 7 warto$ci residow odchylaja
si¢ od wartosci 0.

Residua
05

0.5

—+— dopasowanie

-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0.1 0z 0.3 0.4 05 08 07 0.8 ng
T

Rys. 6. Residua dopasowania funkcja 1

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Wynik ten jest jednak calkiem satysfakcjonujacy dla 7 z przedziatu [0,2,0,7].
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4. Podsumowanie

Z przeprowadzonych w pkt 3 symulacji komputerowych wynika, ze w indywidual-
nym modelu ryzyka wystgpujaca migdzy wielko$ciami wyplat zalezno$¢ ma bardzo
istotny wplyw na sktadke ubezpieczeniowa liczona wedtug zasady wartosci oczeki-
wane;j.

Przyjecie zalozenia o ich niezalezno$ci moze prowadzi¢ do niedoszacowania
sktadki i by¢ powodem ogromnych strat finansowych. Szczegdlnie dobrze widaé to
w odniesieniu do wynikow uzyskanych przy badaniu sktadki dla wyptat o rozktadzie
cigzkoogonowym (tab. 3). Niejednokrotnie warto$¢ sktadki dla wyplat zaleznych
w takim modelu byta dwukrotnie wyzsza od wartosci sktadki dla wyptat niezalez-
nych.

Otrzymane wyniki sugeruja, ze na wysoko$¢ sktadki moze mie¢ rowniez wptyw
rodzaj funkcji taczacej, jaka zostata uzyta do modelowania zaleznosci. We wszyst-
kich przypadkach (tab. 2 i 3) wartosci tych sktadek, dla ktorych struktura zaleznosci
wyplat byta modelowana funkcja taczaca Claytona, sa zdecydowanie nizsze. Rysun-
ki 1-5 réwniez pokazuja, ze wybor funkcji taczacej moze mie¢ wplyw na otrzymane
wyniki. Jezeli wartos¢ sktadki IT, potraktujemy jako funkcjg wspotczynnika korela-
cji 7, to okaze sig, ze zalezno$¢ ta moze wygladac inaczej przy zastosowaniu réznych
funkcji taczacych.
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INSURANCE PREMIUM IN INDIVIDUAL RISK MODEL
WITH DEPENDENT CLAIMS DESCRIBED
BY COPULAS FUNCTIONS

Summary: The individual model — apart from collective — is one of the main and oldest mod-
els in the risk theory. The classic model has unreal assumption about independence of payouts.
In practice, a portfolio with dependent risks is very often considered. In case of modelling
dependence, using of copulas is attractive and easy in simulation. These functions make it
possible to do unparametric research of dependence between random variables. The results of
computer simulations of insurance premiums for policies from portfolio, where dependence is
modelled by copula functions (Clayton, Gumbel etc.), are presented in this paper. The prices
of insurance premiums are compared for random variables with light-tailed and heavy-tailed
distributions.

Key words: individual risk model, copula, dependent claims.



