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WLASNOSCI SKEADKI MEAN-VALUE
PRZY ZNIEKSZTALCONYM PRAWDOPODOBIENSTWIE

Streszczenie: Celem pracy jest przedstawienie whasnos$ci sktadki mean-value przy znieksztat-
conym prawdopodobienstwie bez zalozen o wklgstosci i réozniczkowalnosci funkceji uzytecz-
nosci u 1 funkcji znieksztalcajacej prawdopodobienstwa g. Takie funkcje u i g pojawiaja sig
w najnowszych pracach ekonomistow analizujacych problem optymalnych wyboréw. Do-
tychczasowe wyniki (zob. np. [Gerber 1979]) sprowadzaly si¢ do rozwiazywania rownan roz-
niczkowych, podczas gdy wyniki w tej pracy zostaty osiagnigte przez rozwiazywanie rownan
funkcyjnych.

Stowa kluczowe: sktadka mean-value, znieksztatcone prawdopodobienstwo, teoria perspek-
tywy.

1. Wstep

Teoria oczekiwanej uzytecznosci von Neumana-Morgensterna stanowi prosty model
opisujacy ludzkie zachowania w warunkach ryzyka i niepewnosci. Oparte na tej
teorii sktadki mean-value oraz zerowej uzytecznosci sa powszechnie analizowane w
literaturze ubezpieczeniowej. Wedtug naszej wiedzy, sktadki te zaproponowat Pratt
[1964], cho¢ Hardy, Littlewood i Polya [1952] juz wczes$niej rozwazali funkcjonat
quasilinear mean-value u ' (Eu(X)). Wyznaczane sa one na podstawie pewnej funkcji
uzytecznosci u. Gerber [1979], Goovaerts, De Vylder, Haezendonck [1984] oraz
Rolski, Schmidli, Schmidt, Teugels [1999] dokonuja analizy wtasnosci sktadek
mean-value i/lub zerowej uzytecznos$ci, zaktadajac wklegstos¢ (wypuktosc) funkceji
u i/lub jej dwu- lub nawet trzykrotna rozniczkowalno$¢. Stynne paradoksy (np.
[Allais 1953; Rabin 2000; Yaari 1987]) ukazuja ponadto stabo$¢ klasycznej teorii
oczekiwanej uzytecznos$ci i prowadza do innych klas funkcji uzytecznosci, ktore sa
nierdzniczkowalne.

Friedman, Savage [1948] proponuja wykorzystywanie funkcji uzytecznosci,
ktore cho¢ sa rozniczkowalne, to maja dwa punkty przegiecia. W krytyce tej pracy
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Markowitz [1952] uznaje za rozsadne stosowanie funkcji uzytecznosci, ktére maja
tylko jeden punkt przegigcia, zlokalizowany w poblizu obecnego majatku inwestora.
Gillen i Markowitz w [2010] na podstawie tych prac sugeruja pewna klasg funkcji
uzytecznos$ci, rozniczkowalnych w kazdym punkcie, ktore sa jednak kawatkami
wkleste 1 wypukte. Analizujac odpowiednie podklasy tych funkcji, jesteSmy w stanie
okresli¢ znaczenie posiadanego majatku przez dana osobg, jak rOwniez scharaktery-
zowac chec ryzyka badz awersje do niego. Schmidt i Zank w [2007] wykorzystuja z
kolei kawatkami liniowe, a zatem nier6zniczkowalne, funkcje uzytecznosci w celu
doboru odpowiedniego portfela inwestycyjnego oraz ustalenia potrzeby reasekuracji
w firmie ubezpieczeniowe;.

W przetomowej pracy Kahneman i Tversky [1979] proponuja stosowanie funk-
cji uzytecznosci wypuktych dla argumentow ujemnych i wklegstych dla argumentow
dodatnich, takich ze u_ (0) <u_(0), gdzie u_ i u_ oznaczaja pochodne prawostronne
i lewostronne funkcji u. Te¢ klase funkcji Kahneman i1 Tversky wyr6znili na podsta-
wie licznych doswiadczen majacych na celu zbadanie ludzkich zachowan w warun-
kach niepewnosci. Opisana przez nich teoria perspektywy doczekata juz si¢ pew-
nych modyfikacji.

W uzupehieniu do teorii perspektywy Kdészegi i Rabin [2007] zauwazyli, ze
podejmowanie decyzji w warunkach niepewnosci zwigksza awersj¢ do ryzyka, jeze-
li wezesniej spodziewamy sig tego ryzyka. Wprowadzili oni pojecie punktow refe-
rencyjnych, ktore stanowia punkty odniesienia decydenta przy podejmowaniu decy-
zji w warunkach niepewnos$ci. Punkty referencyjne wyznaczane sa na podstawie
aktualnych przekonan danej osoby dotyczacych mozliwego wyniku i moga by¢ wy-
znaczone w sposob losowy. Podjecie odpowiedniej decyzji polega na maksymaliza-
cji nastgpujacego funkcjonalu E Fju(w| r)dG(r) gdzie u jest funkcja uzytecznosci
zaproponowana przez Kahnemana i Tversky’ego, w jest majatkiem o rozktadzie F,
G zas$ jest dystrybuanta rozkladu dyskretnego o skonczonym nosniku zmiennej loso-
wej R. Wowecezas funkcja w — I u(w|r)dG(r)jest nier6zniczkowalna w wielu punk-
tach i ma liczne punkty przegigcia.

Kahneman i Tversky postulowali ponadto, ze prawdopodobienstwo przy podej-
mowaniu decyzji w warunkach ryzyka ulega znieksztatceniu. Odkrycie to stato si¢
motywacja dla innych ekonomistow (zob. [Yaari 1987; Segal 1989; Puppe 1991;
Abdellaoui 2002]), ktérzy zbadali i uzasadnili te zjawiska. Schmidt, Starmer i Sug-
den [2008] uogodlniaja wyniki Kahnemana i Tversky’ego, opisujac referencyjne mo-
dele uzytecznosci, przy jednoczesnym skupieniu uwagi na poréwnaniu, jakie konse-
kwencje wynikaja z podjecia konkretnej decyzji. Wykorzystywane funkcje
uzytecznosci zaleza od referencji uzytecznosci, sa kawatkami wkleste i wypukie
oraz nier6zniczkowalne w wielu punktach. Wyniki te uzyskane sa przy zalozeniu, ze
prawdopodobienstwa przy podejmowaniu decyzji sa znieksztalcone przez pewna
funkcjg.

Na bazie tych obserwacji powstat rank-dependent utility model (zob. np. [Segal
1989]), w ktorym zaklada sig, ze prawdopodobienstwa charakteryzujace zmienna
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losowa X sa zaburzone przez pewna funkcje g:[0, 1] — [0, 1], taka ze g(0) = 0,
g(1) =11 g jest niemalejaca, nazywana funkcja znieksztalcajaca. W dalszej czg$ci
bedziemy oznaczali g € G, gdy g jest funkcja znieksztatcajaca prawdopodobien-
stwo, spelniajaca wspomniane trzy zalozenia. Dla ustalonej funkcji g oraz zmiennej
losowej X niech

E X = T (g(P(X >1))—1)dt+ ]O g(P(X >1))dt,

o ile obie calki wystgpujace we wzorze sa skonczone. Wowczas E, X nazywamy catka
Choqueta. Jezeli zmienna losowa X przyjmuje skoficzona liczbg wartosci x, < x, <...<Xx,

- x, ), gdzie

i+]

n-1
z prawdopodobiefistwami P(X =x,)=p,;>0,t0 E X =x, + Zg(ql.)(
n i=1

q, = Z py; szezegolnie dla n = 2, mamy E, X =x, (1-g(p,))+g(p,)x,. Catka
Chocﬁg‘éa jest funkcjonatem addytywnym dla ryzyka komonotonicznego, dodatnio
Jednorodnym, monotonicznym (tzn. £, X 2E,Y oile X>Y p.w.)oraz E (c)=c
dla ceR. Ponadto E, (-X)= —E; (X), gdzie g(x)=1-g(1-x) (zob. [Denneberg
1994)).

2. Skladka mean-value

Zatozmy, ze u:R — R jest pewna funkcja, X za§ — dowolna nieujemna zmienna loso-
wa. Rozwazmy podmiot, ktory dysponuje pewnym majatkiem w >0 i jest narazony
na strat¢ losowa w wysokosci X. Aby uchroni¢ si¢ przed ta strata, podmiot wykupu-
je polisg ubezpieczeniowa, ktora w przypadku zaistnienia szkody wyptaca ubezpie-
czonemu jej rownowarto$¢. Przy ustalonej warto$ci w oraz funkcji g € G sktadka
mean-value H(X) za ubezpieczenie ryzyka X jest rozwigzaniem réwnania

u(w-H(X))=E, [u(w-X)]. (1)

Zaktada¢ bedziemy w dalszej czg$ci, ze wszystkie zmienne losowe okreslone sa
na pewnej przestrzeni probabilistycznej (Q,A,P). Ponadto bedziemy oznaczali
XeX,,gdy PX=0)=1-¢q, P(X =s)=gq, gdzie s >0 orazq € [0, 1].

Sprawdzimy, jakie minimalne zatozenia nalezy poczyni¢ odnosnie do funkcji u,
aby sktadka H(X) istniata i byla wyznaczona jednoznacznie. Powszechnie akcepto-
wanym zalozeniem jest, aby funkcja u byta niemalejaca. Gdyby jednak funkcja u
byta stala na pewnym przedziale, to sktadka nie bytaby wyznaczona jednoznacznie.
Stad istotne jest zatozenie, ze u jest funkcja rosnaca. Okazuje sig, ze istotnym zato-
zeniem jest ciagtos¢ funkcji u. W przeciwnym wypadku réwnanie (1) moze nie mie¢
rozwigzania. Bez zmniejszania ogdlnosci mozemy przyjaé, ze u(0)=0. Reasumu-
jac, bedziemy rozwazali funkcje u takie, Ze u jest rosnaca, ciagta i u(0)=0. W dal-
szym ciagu bedziemy oznaczali u € U, jesli funkcja u spehia te trzy zatozenia. Bg-
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dziemy pisali ponadto wueU,, jesli wu(x)=cx, u(x)=(e"-1)/a lub
u(x)=(1-e)/a dlawszystkich x €R oraz pewnych a,c>0.

W przypadku gdy funkcja uzytecznosci jest liniowa, to prawa strona rownania
(1) ma posta¢ E, [u(w—X)]|=cE, [w-X]=c(w+E,(-X))= c(w=E_(X)). Stad
H(X)= EQ(X) dla u(x)=cx.

Wtasnosci sktadki wyznaczonej ze wzoru (1) badat Luan [2001] przy dodatko-
wych zatozeniach wklgstosci i dwukrotnej rézniczkowalnosci funkcji g. Te silne za-
lozenia pomijaja pewne istotne rodziny funkcji znieksztatcajacych prawdopodobien-
stwo. Na przykltad funkcja g(x)=1 odpowiadajaca sktadce VaR nie jest ciagta,
za$ funkcje

(I+r)x, 0<x<0,5
g(x)=
r+(1-r)x, 0,5<x<1

{x>p}

x
oraz  g(x)=11-«
1, x>1-a

, x<l-«a

opisujace odpowiednio sktadki Denneberg absolute deviation principle oraz CVaR
nie sa rozniczkowalne (zob. np. [Wang 1996]).

W dalszej czesci pracy oméwimy wilasnosci sktadki H(X) bedacej rozwiazaniem
rownania (1).

3. Wlasnosci skladki mean-value

1. Brak nadmiernego tadowania bezpieczenstwa, tzn. H(X) <sup X .
Warunek ten zachodzi dla dowolnych funkcji u €U oraz g e G. Poniewaz
w—X >2w-—sup X, wigc z monotonicznosci u oraz catki Choqueta mamy

u(w—H(X))zEg [u(w—X)]Z E [u(w—sup X)]=u(w—sup X).

Stad H(X)<supX .

2. Brak nieuzasadnionego tadowania bezpieczenstwa, tzn. H(a) =a dla wszyst-
kich a >0 . Warunek ten réwniez jest spetniony dla wszystkich u €U oraz g € G.
Mamy

u(w—H(a))=E [u(w-a)]=u(w-a).

Stad H(a)=a.
3. Zgodno$¢, tzn. H(X +b)=H(X)+b dla wszystkich b>0.
Z rownania (1) mamy
u(w—b—-H(X))=E, [u(w-b—-X)]=E, [u(w- (X +b))]
=u(w—H(X +b)=u(w-b—-(H(X +b)-D)).

2

Z monotoniczno$ci u mamy, ze H(X +b)=H(X)+b . Zauwazmy jednak, ze w
pierwszym réwnaniu we wzorze (2) sktadka jest wyznaczana przy kapitale poczat-
kowym w — b, w ostatnim za$§ réwnaniu we wzorze (2) sktadka wyznaczana jest przy
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kapitale poczatkowym w. Zatem na podstawie powyzszej obserwacji mozemy wy-
wnioskowac, ze sktadka jest zgodna, gdy nie zalezy od warto$ci kapitatu poczatkowe-
go w. Na przyktad dla funkcji g(x)=1 vl wystepujacej przy sktadce VaR sktadka

H(X) ma posta¢ H(X) =-F,(-a), gdzie Fi(l-a)=infixeR:F,(x)>1-a}.
Poniewaz H(X) nie zalezy w tym przypadku od w, wigc jest zgodna. Dalsze wyniki
dotyczace zgodnosci sktadki podaje twierdzenie 1.

Twierdzenie 1. Niech u €U i g €G.
(1) Jezeli u € U, to sktadka H(X) jest zgodna.
(11) Jezeli g jest ciagta oraz sktadka H(X) jest zgodna, to u €U ,,.

- . . . +
Lemat 1. Jezeli u jest funkcja rosnaca i ciagla, to lim ux+y) =
. N . = u(x)
go b >0, oile granica ta istnieje i jest skonczona.

Dowod lematu mozna znalez¢ w [Katuszka, Krzeszowiec 2012].

Lemat 2. (zob. [Polyanin, Manzhirov 2007, s. 16]). Niech a,b >0, za$ ce R
Jedynymi rozwiazaniami réwnania funkcyjnego u(x+a)=>bu(x)+c, x>0 (lub
x<0,lub x € R) sa funkcje:

e™” dla pewne-

(@) u(x) = p(x) +5x gdy b=1,
a

(b) u(x) = p(x)b*'* +ﬁ gdy b#1,
gdzie ¢ jest dowolna funkcja okresowa o okresie a.
Dowéd twierdzenia 1. (i) Jezeli u(x)=cx,to H(X)= Eg(X ) oraz
H(X+b)=Ef(X+b)=E7X+b=H(X)+b

a wigc skfadka jest zgodna. Jezeli u(x) = (e — 1)/a, to H(X) = ——1n(E e "). Stad
oraz z dodatniej jednorodnosci catki Choqueta mamy

H(X +b)= ——1n(Ege‘c<X*b)) = ——[—cb +In(E e )] =b+H(X),
C C

co dowodzi zgodnosci sktadki H(X). Analogicznie warunek zgodno$ci pokazujemy
dla u(x) = (1 — e™)/a.

(ii) Zatozmy teraz, ze H(X +b) = H(X)+b dla dowolnego b > 0. Rozwaz-
my zmienng losowa X € X, . Wowczas dla w =0 z rdéwnania (1) mamy

(o) = UEHX)
g(q) = aCs)

Poniewaz H(X)=0dla g =0 oraz H(X) = s dla g =1, wigc z monotonicz-
nosci oraz ciaglosci u wynika, ze H(X) jest ciagta i niemalejaca funkcja prawdopo-
dobienstwa ¢, zatem przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu [0, s]. Ze zgodnosci
sktadki H(X) rownanie (1) dla zmiennej losowej X +b ma postaé

3)
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u(~H(X)~b)=(1-g(@)u(-b) + g(q)u(~s ~b). @

Wstawiajac (3) do (4), oznaczajac x =—H(X), y =—b i dzielac stronami
przez u(x)u(—s) , otrzymujemy po przeksztatceniach rOwnanie

S, )= f(=s,9) )

dla wszystkich y <0, §>0 i —s<x<0, gdzie f(x,y)=w(x+y)—u(y)/
/u(x). Ktadac s =1 w (5), mamy

S y)=f(=Ly) (6)
dla wszystkich y <0, —1<x < 0. Przyjmujac x = —1 w (5) otrzymujemy
f(_Say)=f(_1ay) (7)

dla wszystkich y <0 i —s < —1.Ze wzorow (6) i (7) mamy f(x,y)= f(-1,y)dla
kazdego x,y <0, zatem przy ustalonym ) mamy

u(x+y) = c(yu(x) +u(y) (®)

dla wszystkich x <0, gdzie ¢(y) jest jaka$ funkcja. Rozwazmy dwa przypadki:
(a) u(—o) > —o. Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan mozemy przyjac, ze
u(-0) =—1 Przechodzacz x — o we wzorze (8) mamy c¢(y) = u(y)+1. Po pod-
stawieniu tej zaleznosci do (8) otrzyrnu]emy u(x+y)=u(x)u(y)+u(x)+u(y) da
wszystkich x, y <0, co po podstawieniu /4(x) = u(x)+1 daje A(x + y) = h(x)h(y)
dla wszystkich x,y < 0. Funkcja /4 jest rosnaca i ciagla, wigc jedynym rozwiaza-
niem jest A(x) = e* dla wszystkich x <0 i pewnego a > 0 (zob. [Kuczma 2009]).
Stad jedynym rozwiazaniem rownania (8) jest u(x) = e*— 1 dla wszystkich x <0
i pewnego a > 0.
(b) u(—o0) > —o0. Dzielac stronami rownanie (8) przez u(x) i przechodzac do

. +
granicy z x — —oo, mamy c(y) = lim @ Z lematu 1 i ze wzoru (8) mamy
X—>—00 ulx
u(x+y) =u(x)e™” +u(y) ©)

dla wszystkich x,y <0 ipewnego b <0. Jezeli b =0, to otrzymujemy rownanie
Cauchy’ego, ktérego jedynym rozwiagzaniem ciaglym i rosnacym jest funkcja
u(x) = cx dla wszystkich x <0 i pewnego ¢ >0 (zob. [Kuczma 2009]). Jezeli
b > 0, to z lematu 2 dowolne rozwigzanie rownania (9) ma postaé

_ —bx lxl(y)
u(x)=@, (x)e™ + —
dla wszystkich x <0, gdzie ¢ ) () jest dowolna funkcja ciagla i okresowa o okre-
sie y. Wykazemy, ze x > ®, (x) jest funkcja stala dla kazdego y < 0. Dla dowolnych
Y1 # Y, mamy
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un) _ u(y) j )

l—e™ 1—e™

9, (X)-9, (x)= eb"(

dla wszystkich x < 0. Zauwazmy, ze funkcja po prawej stronie rownosci (10) jest
u(y,) " u(y,)

1— e—”y; 1— e—byz ?

nieograniczona ze wzgledu na zmienna x, gdy podczas gdy

roznica funkcji ciaglych i okresowych nie moze by¢ funkcja nieograniczona. Stad
u(y)
l1—e™
a,b>0.
Zdefiniujmy teraz funkcjg

funkcja jest stata, a wiec u(x) = (1 — e*)/a dla wszystkich x <0 i pewnych

u(x) =u(w+x)—u(w) (11)

dla x £ 0. Poniewaz H(X) jest zgodna, wiec u jest funkcja liniowa lub wyktadnicza
dla argumentoéw ujemnych. Ktadac x = —w, w (11) mamy z dowolnos$ci w, ze u jest
liniowa lub wyktadniczadla x 2 0. Stad u € U,,.

4. Proporcjonalno$é, tzn. H(aX)=aH (X) dla a>0.

Twierdzenie 2. Niech u eU1i g €G.

(1) Jezeli u(x) = cx dla pewnego ¢ >0, to H(aX) =aH(X) dla wszystkich
a>0.

(ii) Jezeli g jest funkcja ciagta i H(aX) = aH (X) dla wszystkich a >0, to
u(x) = cx dla wszystkich x €R i pewnego ¢ > 0.

Dowéd. (i) Jezeli u(x) = cx, to tatwo sprawdzi¢, ze sktadka H(X) jest proporcjo-
nalna.
(if) Zatozmy, ze H(aX') = aH (X). Wtedy z (1) dla X € X, mamy

u(-ah) = g(q)u(-as) (12)

dla wszystkich a > 0, gdzie & = H(X). Ktadac f(x) = —u(—x) oraz wyznaczajac
g(q) z réwnania (12) przy a =1, rownanie (12) mozemy zapisa¢ w postaci
S (h)

f(ah)=f(as)m (13)
dla wszystkich s >0, 0 <h <s. Wowczas kladac s =1 we wzorze (13) i dzielac
stronami przez u(—1), mamy z(ah) = z(a)z(h) dla wszystkich 0< A <1 i a>0,
gdzie z(x) = f(x)/u(-1). Jesli potozymy h=1 w (13), to otrzymujemy
z(a)z(s) = z(as) dla wszystkich s 21 i a > 0. Z ostatnich dwoch réwnah wniosku-
jemy, ze z(ax)=z(a)z(x) dla wszystkich a,x>0. Z ciagloSci z mamy, ze
z(x)=x" dla wszystkich x>0 i pewnego d >0 (zob. [Kuczma 2009]). Zatem
u(x) =—c(-x)" dla wszystkich x <0 oraz pewnych ¢=-u(-1)>0 i d >0. Poloz-



Wtasnosci sktadki mean-value przy znieksztalconym prawdopodobienstwie 143

my #(x) =u(x+w)—u(w) dladowolnych x<0 i w>0.Z proporcjonalnosci sktad-
ki H(X) mamy

u(x +w)—u(w) = —c(-x)". (14)

Ktadac x =-w, w (14) mamy, ze u(w)=cw’ dla wszystkich w>0. Zatem
u(x)=cx|x|"" dla wszystkich x eR. Ktadac x=-1i w=1/2 dla tak wyznaczo-
nej funkcji u, w rownaniu (14) mamy 2/2¢ =1. Stad d =1.

5. Addytywno$¢ dla ryzyka komonotonicznego

Twierdzenie 3. Niech u € U, g € G za$ bedzie ciagta. Wtedy sktadka H(X) jest
addytywna dla ryzyka komonotonicznego wtedy i tylko wtedy, gdy u(x)=cx dla
pewnego ¢>0.

Dowdd twierdzenia 3 mozna znalez¢ w [Katuszka, Krzeszowiec 2012].

6. Addytywnos$¢ dla ryzyka niezaleznego

Twierdzenie 4. (i) Jezeli g(p) = p oraz u eU,, to sktadka H(X) jest addytyw-
na dla ryzyka niezaleznego.

(ii) Jezeli g(p)= p oraz sktadka H(X) jest addytywna dla ryzyka niezaleznego,
touel,.

(iii) Niech u €U,. Jezeli g e G jest funkcja prawostronnie ciaglta w 0, lewo-
stronnie ciaglta w 1 oraz ma pochodna lewostronna w 1, to sktadka H(X) jest addy-
tywna dla ryzyka niezaleznego wtedy i tylko wtedy, gdy g(p)=p.

Lemat 3. Jezeli dziedzina funkcji u jest [0,1/ 2], to rozwiazaniem ogdlnym row-
nania u(2x)=2u(x) jest funkcja u(x)=xh(Inx), gdzie & jest funkcja okresowa o
okresie In2 oraz 0-/A(—w0)=0. Jezeli zalozymy dodatkowo, Ze # ma pochodna pra-
wostronna w x =0 (przy czym pochodna ta moze by¢ skonczona badz nie), to jedy-
nym rozwiazaniem jest u(x) =cx dla pewnego ¢ > 0.

Dowod lematu mozna znalez¢ w [Katuszka, Krzeszowiec 2012].

Dowdd (i) Latwo sprawdzi¢, ze odpowiednie sktadki sa addytywne dla ryzyka
niezaleznego.

(i) Dowod przeprowadzimy, opierajac si¢ na pomysle Gerbera [1979]. Zat6zmy,
ze H(X+Y)=H(X)+ H(Y) dla dowolnych niezaleznych rodzajow ryzyka X, Y.
Szczegolnie jesli X jest dowolnym ryzykiem, zmienna losowa Y za$ jest stala, tzn.
P(Y =d)=1 dlapewnego d > 0, to z zalozenia o addytywnosci dla ryzyka niezalez-
nego oraz z braku nieuzasadnionego tadowania bezpieczenstwa wnioskujemy, ze
sktadka H(X) jest zgodna. Z twierdzenia 1 mamy zatem, ze u €U,.

(iii) Niech u(x)=cx. Zaktadamy, ze sktadka H(X) jest addytywna dla ryzyka
niezaleznego. Zaldozmy, ze X,Y € X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi oraz
P(X=1)=p, P(Y=1)=q. Wtedy

H(X)=g(p), HY)=g(q) (15)
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oraz _ _
H(X +Y)=g(p+q-pq)+2g(pq). (16)

Z zatozenia o addytywnosci dla ryzyka niezaleznego na mocy (15) i (16) mamy
g(p+q-pg)+g(pg)=g(p)+g() (17)

dla wszystkich 0< p,g<1. Potézmy g=c—p, gdzie 0<c<1. Utworzmy ciag
(p, )neN , taki, ze p,=c/2 oraz p,,, = p,(c—p,). Jest to odwzorowanie logistycz-
ne (zob. [Polyanin, Manzhirov 2007]). Z (17) mamy

glc—p,)+e(p,.)=glc-p)+g(p,)=..=2g(c/2). (18)

Poniewaz p,,,/c=c-p,/c-(1-p, /c), gdzie ¢<1, wigc lim Py
n—>x0 C

lim p, =0. Funkcja § jest ciaglta w 01w 1, a wigc przechodzac z n — o, we wzo-

=0, a stad

rze (18) mamy
8(c)=2g(c/2) (19)
dla wszystkich 0 <c <1. Poniewaz § ma pochodna prawostronng w 0 (dopuszcza-
my, by §'(0) =), wigc z lematu 3 mamy §(p) =p, azatem g(p)=p.
Zatozmy  teraz, ze u(x)=(-e¢“)/a, gdzie a,c>0. Wowczas
H(X)= lln(EgeCX ). Stad dla niezaleznych zmiennych losowych X,Y € X, , takich,
ze P(X:cs)zp i P(Y =s)=¢, mamy

H(X)= %m(l re(p)e® ~1), H(Y)= élna L@@ -1, (Q0)
H(X+Y)= éln(l +g(p+q-pg)e” —D+g(pg)e” -1) (1)

dla wszystkich 0< p,q <1. Z zatozenia o addytywnosci z (20) i (21) mamy

2(p)+2(a)+ g(P)g(a)e” ~1)=g(p+q-pa)+g(pg)e” ~1).
Z dowolnosci s wynika, ze funkcja § spetnia warunek (17).

Podobnie dowodzi si¢ przypadku, gdy u(x)=(e” —1)/a, dla pewnych a,c > 0.
7. Subaddytywnos¢, tzn. H(X +Y)< H(X)+ H(Y).

Twierdzenie 5. Niech u(x) = cx dla pewnego ¢ >0,zas g e G. Wowczas sktad-
ka H(X) jest subaddytywna wtedy i tylko wtedy, gdy g jest funkcja wypukta. Dowdd
twierdzenia mozna znalez¢ w [Katluszka, Krzeszowiec 2012].

8. Zachowanie porzadku stop-loss, tzn. X <, Y = H(X)<H(Y).

Wlasnos¢ ta jest zachowana badz nie w zaleznosci od rodzaju funkcji u. Jezeli
u €U jest wypukta, to wlasno$¢ ta zachodzi. Dowod mozna znalez¢ w [Katuszka,
Krzeszowiec 2012].
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9. Iteracyjno$¢, tzn. H(X)=H(H(X|Y)) dla dowolnych rodzajow ryzyka
X, Y.

Twierdzenie 6. Jezeli u e Ui g €G jest ciagla, to sktadka H(X) jest iteracyjna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy g(p)=p.

Dowéd. Jezeli g(p)= p, to tatwo sprawdzi¢, ze sktadka jest iteracyjna (zob.
[Gerber 1979]). Dla v(x):=u(w—x) mamy H(X )=v’l(Egv(X )). Ponadto
H(X|Y)=v"(E,(W(X)|Y)), gdzie

Eg(X|Y)=_Tg(P(X>S|Y))ds+_(f(g(P(X>S|Y))—1)ds

© ey 8

g(P(X >s|Y))ds — Tg(P(—X >s5|Y))ds.

Warunek H(X)=H(H(X |Y)) jest rtownowazny warunkowi
VIENMX) =v  (Ep(H (X V)=V (E,(E,((x)|Y))),
czyli iteracyjnosc¢ jest rtOwnowazna temu, ze
EV(X)=E (E,(W(X)]Y)). (22)

Niech Z =v(X) iwektor (Z,Y) ma rozklad taki, ze P(Z=-1,Y =1)=1/2-a,
P(Z=-1,Y=2)=1/2-b,P(Z=1,Y=1)=a, P(Z=1,Y=2)=b dla0<a<b<1/2.
Wowczas

E,Z=(1-g(a+b))-(-)+g(a+b)=2g(a+b)-1,
E (Z]Y =1)=2g(2a)-1,
E (Z|Y=2)=2g(2b)-1.
Warunek (22) mozna zapisa¢ w postaci
(1 —g(l/ 2))g(2a) +g(1/2)g(2b)=g(a+b)

dla wszystkich 0<a<b<1/2. Poniewaz g(0)=0, wigc ktadac kolejno a=0 i
b =0, otrzymujemy

g(1/2)g(2b)=g(b) oraz (1-g(1/2))g(2a) = g(a)

dla wszystkich 0<a<b<1/2. Zatem g(a)+g(b)=g(a+b) dla 0<a<b<l1/2,
co z symetrii daje, ze

g(a)+g(b)=gla+b) (23)

dla wszystkich 0<a,b<1/2. Jesli zalozymy, ze g jest ciagla, to jedynym rozwia-
zaniem (23) spelniajacym warunek g(0)=0 jest funkcja g(x) =x dla 0<x<1/2
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(zob. [Kuczma 2009]). Dla x >1/2 istnieja liczby x,,x, <1/2 takie, ze x = x, + x,.
Zatem dla x>1/2 z (23) mamy g(x)=g(x, +x,)=g(x)+ g(x,) =x.

10. Warunek zysku netto, tzn. H(X) > E(X).

Jezeli wlasnos¢ ta jest spetniona, to oczywiscie zadna firma ubezpieczeniowa nie
zdecyduje sig sprzeda¢ ubezpieczenia. Podamy teraz twierdzenia, ktore charaktery-
zuja warunek zysku netto przy zatozeniu istnienia funkcji znieksztatcajacej prawdo-
podobienstwo.

Lemat 4. Jezeli u jest niemalejaca funkcja wypukla, to dla dowolnej funkcji g € G
oraz dowolnej zmiennej losowej X takiej, ze E, | X |<co, mamy £ M(X) 2 u(E, (X))
Gdy u jest funkcja wklgsta, to w tezie lematu otrzymujemy nierd6wno$¢ przeciwna.

Dowdd lematu mozna znalez¢ w [Heilpern 2003].

Twierdzenie 6. Jezeli u €U jest wklegsta, g e G jest taka, ze g(p)<p dla
p€[0,1], to H(X) > E(X).

Oczywiscie w ogolnosci warunek H(X) > E(X) jest spetniony wtedy i tylko wte-
dy, gdy E(X)<w—u'(E u(w—X)). Poniewaz prawa strona tego wzoru moze by¢
trudna do obliczenia, wigc podajemy rdzne warunki wystarczajace dla nieujemnego
tadowania bezpieczenstwa.

Twierdzenie 7. Zat6zmy, ze ueU, ge G za$§ jest nieujemna i ograniczona
zmienng losowa oraz w < s =sup X. Wowczas sktadka H(X) spelnia warunek

H(X) = E(X), gdy
E(X)<w—u"[g(P(X <w) u(w)+ g(P(X =5) u(w—s)]. (24)

Gdy X przyjmuje jedynie warto$ci ze zbioru {0,w, s}, to warunek (24) jest row-
nowazny warunkowi H(X) > E(X).

Twierdzenie 8. Zatézmy, ze u €U, za§ g € G. Wowczas H(X) > E(X), gdy
E(X)<w—u"' (u(w)g(P(X <w))). (25)

Gdy P(X =0)+P(X =w)=1, to warunek (25) jest rownowazny warunkowi
H(X) > E(X).

Zauwazmy, ze w twierdzeniu 8 nie zaktadamy, ze zmienna losowa X jest ograni-
czona. Podamy teraz warunek wystarczajacy na to, ze klient si¢ nie ubezpieczy, gdy
jako funkcje uzyteczno$ci przyjmuje funkcje Kahnemana-Tversky’ego.

Twierdzenie 9. Niech g € G, za$ u € U bedzie funkcja wypukta dla argumentow
dodatnich, wklgsta dla argumentéw ujemnych oraz u, (0) <u_(0). Niech 0< X <,
gdzie s> w. Jesli

E(X)2w—u" ((w(w)/ w)g(P(X <w)—u (0)E (X —w), ) (26)

to H(X)<E(X).Gdy P(X =0)+ P(X =w)=1, to warunek (26) rownowazny jest
H(X)<E(X).
Dowody twierdzen 6-9 mozna znalez¢ w [Kaluszka, Krzeszowiec 2012].



Wtasnosci sktadki mean-value przy znieksztalconym prawdopodobienstwie 147

Literatura

Abdellaoui M. (2002), A genuine rank-dependent generalization of the von Neumann- Morgenstern
expected utility theorem, ,,Econometrica” no 70.

Allais M. (1953), Le comportement de [’homme rationnel devant le risque: critique de postulats et
axiomes de [’ecole americaine, ,,Econometrica” no 21.

Denneberg D. (1994), Lectures on Non-additive Measure and Integral, Kluwer Academic Publishers,
Boston.

Friedman M., Savage L.P. (1948), The utility analysis of choices involving risk, ,,Journal of Political
Economy” no 56.

Gerber H.U. (1979,) An introduction to Mathematical Risk Theory, Homewood, Philadelphia.

Gillen B.J., Markowitz H.M. (2010), 4 Taxonomy of Utility Functions, [w:] Variations in Economic
Analysis, red. J.R. Aronson, H.L. Parmet, R.J. Thornton, Springer, New York.

Goovaerts M.J., De Vylder F., Haezendonck J. (1984), Insurance Premiums: Theory and Applications,
North-Holland, Amsterdam.

Hardy G.H., Littlewood J.E., Pdlya G. (1952), Inequalities, Cambridge Mathematical Library, 2nd edi-
tion, Reprinted 1988.

Heilpern S. (2003), 4 rank-dependent generalization of zero utility principle, ,,Jnsurance: Mathematics
and Economics” no 33.

Kahneman D., Tversky A. (1979), Prospect theory: An analysis of decisions under risk, ,,Econometri-
ca’ no 47.

Katuszka M., Krzeszowiec M. (2012), Mean-value principle under Cumulative Prospect Theory (praca
przyjeta do ,,ASTIN Bulletin”).

Kdszegi B., Rabin M. (2007), Reference-dependent risk attitudes, ,,American Economic Review”
no 97.

Kuczma M. (2009), An Introduction to the Theory of Functional Equations and Inequalities, Second
edition, Birkhduser, Berlin.

Luan C. (2001), Insurance premium calculations with anticipated utility theory, ,,ASTIN Bulletin”
no 31.

Markowitz H.M. (1952), The utility of wealth, ,,Journal of Political Economy”’ no 60.

Polyanin A.D., Manzhirov A.H. (2007), Handbook of Mathematics for Engineers and Scientists, Chap-
man & Hall/CRC Press, Boca Raton, London.

Pratt J.W. (1964), Risk aversion in the small and in the large, ,,Econometrica” no 32.

Puppe C. (1991), Distorted Probabilities and Choice Under Risk, Springer, Berlin.

Rabin M. (2000), Risk aversion and expected-utility theory: A calibration theorem, ,Econometrica”
no 68.

Rolski T., Schmidli H., Schmidt V., Teugels J. (1999), Stochastic Processes for Insurance and Finance,
John Wiley & Sons, New York.

Schmidt U., Starmer C., Sugden R. (2008), Third-generation prospect theory, ,,JJournal of Risk and
Uncertainty” no 36.

Schmidt U., Zank H. (2007), Linear cumulative prospect theory with applications to portfolio selection
and insurance demand, ,,Decisions in Economics and Finance” no 30.

Segal U. (1989), Anticipated utility theory: a measure representation approach, ,,Annals of Operations
Research” no 19.

Wang S. (1996), Premium calculation by transforming the layer premium density, ,,ASTIN Bulletin”
no 26.

Yaari M.E. (1987), The dual theory of choice under risk, ,,Econometrica” no 55.



148

Marek Katuszka, Michat Krzeszowiec

PROPERTIES OF MEAN-VALUE PRINCIPLE UNDER
RANK-DEPENDENT UTILITY MODEL

Summary: The aim of the article is to present the properties of the mean-value principle
under rank-dependent utility theory with possibly weakest assumptions about the utility
function. So far, the analysis of principles based on the theory of expected utility (mean-value
and zero utility principle) has used the utility function which is concave and twice differentiable.
However, these assumptions are far away from the reality, which is supported by numerous
papers of economists written between 1979 and 2010. The next important observation is that
probabilities while making decisions under risk and uncertainty are not linear but they are
distorted by some non-decreasing function. The expected utility is then evaluated using
Choquet integral. From the mathematical point of view, the proofs of theorems rely on solving
functional equations instead of differential equations.

Key words: mean-value principle, distorted probability, theory of perspective.



