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UBEZPIECZENIA NA ZYCIE ZE STOCHASTYCZNA
TECHNICZNA STOPA OPROCENTOWANIA
— ZASTOSOWANIE MODELU HULLA I WHITE’A

Streszczenie: Uzyskano zaleznosci na jednorazowa skladke netto oraz wariancj¢ obecnej
warto$ci przyszlego swiadczenia dla klasycznych ubezpieczen na zycie. Kalkulacjg wymie-
nionych wielko$ci przeprowadzono z uwzglednieniem stochastycznej technicznej stopy opro-
centowania. Funkcje biometryczne wyrazono explicite albo przez wielkosci wystepujace
w tablicach trwania Zycia. Obliczenia przeprowadzono dla przypadku, gdy suma $wiadczenia
wynosi jedna jednostke pieni¢zna, a Swiadczenie jest wyptacane w momencie zaj$cia zdarze-
nia ubezpieczeniowego. Rozpatrzono zmienna intensywno$¢ oprocentowania bgdaca suma
zmiennej losowej o zadanym rozktadzie i procesu stochastycznego, o ktérym zatozono, iz jest
opisany modelem Hulla i White’a.

Stowa kluczowe: chwilowa natychmiastowa stopa procentowa, model Hulla i White’a, mo-
menty obecnej wartosci przysztego swiadczenia w ubezpieczeniu na zycie, tablice trwania
zycia.

1. Wstep

W obliczeniach aktuarialnych korzysta si¢ z zatozen demograficznych oraz finanso-
wych. Zalozenia finansowe dotycza m.in. tzw. technicznej stopy oprocentowania,
uwzglednianej przy kalkulacji sktadki ubezpieczeniowej. Cecha charakterystyczna
og6hu uproszczonych modeli ubezpieczen na zycie jest to, iz wspomniana stopa opro-
centowania jest deterministyczna i stata w catym okresie ochrony ubezpieczeniowe;.
Dzieje si¢ tak bez wzgledu na dtugos¢ tego przedziatu czasowego, a moze to by¢ na-
wet kilkadziesiat lat, jezeli za jednostke obierzemy jeden rok. Wspomniana stopa
procentowa stanowi wynik pewnych usrednien zrealizowanych w przesztosci stop
procentowych oraz przewidywan ich ksztattowania si¢ w przysztosci. Techniczna sto-
pe oprocentowania ustala si¢ na bezpiecznie niskim poziomie z dwoch powodow. Po
pierwsze, przeszacowanie mozliwosci osiagnigcia zysku z posiadanego kapitatu spo-
woduje strate dla zaktadu ubezpieczen. Po drugie, w wyniku niedoszacowania ubez-
pieczenia stana si¢ nie dos¢ konkurencyjne na rynku finansowym.

Niniejszy artykul prezentuje modele ubezpieczen na zycie z uwzglednieniem
losowo zmieniajacej sig¢ w czasie technicznej stopy oprocentowania, czyli bedacej
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procesem stochastycznym. Wszystkie metody stochastycznego modelowania opro-
centowania, a wigc sposoby wykorzystujace teori¢ proceséw stochastycznych, moz-
na podzieli¢ na dwie grupy (zob. [Parker 1993b; Ostasiewicz 2004]). Jedna z nich
tworza metody modelujace intensywno$¢ oprocentowania. Druga za§ — metody
modelujace funkcje intensywnos$ci oprocentowania. Ten oto artykul reprezentuje
pierwsze podejscie. Rozpatrywany jest model Hulla i White’a stopy krotkotermino-
wej. W klasie tego typu modeli jest on jednym z najbardziej popularnych, a co za
tym idzie — dobrze zbadanych i opisanych pod katem wtasno$ci. Motywami rozwa-
zenia akurat tego modelu sa jego wazne teoretyczne (m.in. dos¢ duza ogdlno$¢ mo-
delu, znajomos$¢ rozktadéw probabilistycznych) i praktyczne (m.in. mozliwos$¢ kali-
bracji) zalety.

Problematyka modelowania ubezpieczen i rent zyciowych w zmieniajacym sig
srodowisku ekonomicznym byta i nadal pozostaje przedmiotem badan wielu na-
ukowcow. W swiatowej literaturze fachowej odnalez¢ mozna liczne publikacje po-
$wigcone temu zagadnieniu. Wymienmy chociazby prace Bellhouse’a i Panjera
[1980], Giaccotto [1986], Beekmana i Shiu [1988], Freesa [1990], Norberga [1990;
1991; 1993], Beekmana i Fuellinga [1990; 1991; 1993], Papachristou i Watersa
[1991], Parkera [1993a; 1994] czy autorow, takich jak Perry, Stadje i Rami [2003],
Koch i De Schepper [2007] oraz Jang [2007].

2. Chwilowa natychmiastowa stopa procentowa
opisana modelem Hulla i White’a

Chwilowa natychmiastowa stopa procentowa (inne okreslenia to: krotkoterminowa
stopa procentowa, stopa kasowa, stopa spot) 7(¢) (instantaneous interest rate, short
term rate, spot rate) reprezentuje oprocentowanie pozyczki rozpoczgtej dzisiaj
i trwajacej przez dowolnie maty okres [z, ¢ + dt]. Proces r(f) wyraza biezacy stan
rynku stop procentowych. Zaktadamy, ze r(¢) jest jednowymiarowym procesem dy-
fuzji. Przypomnijmy, ze procesem dyfuzji nazywa si¢ dowolny proces stochastyczny
0 mocnej wlasnosci Markowa i ciaglych trajektoriach. Pogladowo mowiac, nalezy
stwierdzi¢, ze procesy te maja wtasno$¢ ciagtosci zmian w tym sensie, ze prawdopo-
dobienstwo wystapienia istotnych (duzych) zmian w krotkim czasie jest bardzo
male.

Zatozmy, ze dynamika procesu r(¢) opisana jest nastepujacym stochastycznym
réwnaniem rozniczkowym

dr(t) = ¥(r(t), t)dt + p(r(t),t)dw (1), (1)
gdzie: Y(r(t), t) — chwilowy dryf procesu #(?),

[p(r(t),t)]* — chwilowa wariancja procesu 7(?),
W — jednowymiarowy, standardowy proces Wienera.
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Tak okre§lone modele stopy krétkoterminowej tworza liczna klase. Sa one opar-
te na pojedynczym zrodle niepewnosci (procesie Wienera). Dlatego tez zaliczamy je
do klasy modeli jednoczynnikowych, zwanych rowniez jednofaktorowymi.

Istotnym zalozeniem jest m.in., by funkcje y i p byly dostatecznie regularne, np.
byty lipschitzowskie, i spetnialy warunek liniowego wzrostu ze wzgledu na pierw-
sza zmienna. Wowczas, przyjmujac jeszcze pewne dodatkowe techniczne zatozenia,
stwierdzamy, ze rownanie (1) z warunkiem poczatkowym 7, > 0 ma jednoznaczne
(silne) rozwiazanie.

Wspomnijmy teraz nieco o krotkoterminowej stopie procentowej w kontekscie
rynku stop procentowych. Mianem struktury terminowej stop procentowych (ferm
structure of interest rates) okresla si¢ wplyw czasu na stopy procentowe. Pojecie to
jest zazwyczaj definiowane jako zalezno$¢ stop zwrotu wolnych od ryzyka obligacji
zerokuponowych od ich terminow wykupu (zob. [ Weron, Weron 1999, s. 203]).

Jak juz nadmieniliSmy, proces r(f) wyraza biezacy stan rynku stop procento-
wych. Wigksza porcj¢ informacji zawieraja inne matematyczne sposoby opisania
struktury terminowej tego rynku:

e krzywa dochodowosci YTM(t, T) (vield curve),
e proces ceny obligacji zerokuponowej P(t, T), gdzie P(t, T) — cena w chwili ¢ ze-

rokuponowej obligacji o warto$ci nominalnej 1 i terminie wykupu 7,

e proces chwilowej stopy terminowej f(t, T) (instantaneous forward rate). f(t, T)
reprezentuje oprocentowanie pozyczki trwajacej dowolnie krotko [7, T + df]

w przysztosci.

Trzy ostatnie metody charakteryzacji rynku stop procentowych sa rownowazne,
co wynika z ponizszych wzorow:

_ dlnP(tT)
fOT)=—-——F—,
P(t,T) = e:aq::{—_l';lr f(t,s) ds},
YTM(£T) = — —— I P(tT) = —— [ f(t,5)ds.

Ponadto prawdziwa jest rownos¢ f(¢, t) = r(¢). Chwilowa stope forward f{(z, -)
mozna interpretowac jako oczekiwana przez rynek w chwili ¢ ewolucje stopy ().
Niepewnos¢ przysztych reakcji rynku na rézne, opcjonalne bodzce natury spotecz-
no-ekonomicznej lub politycznej sprawia, iz f(z, T) traktuje si¢ jako proces stocha-
styczny z nielosowym warunkiem poczatkowym £(0, 7). Analogiczna argumentacja
przemawia za losowoscia (¢) oraz P(¢, T).

Powrd¢my teraz do problematyki matematycznej formy chwilowej natychmia-
stowej stopy procentowej (¢). Rozpatrzmy zatem konkretny model, a mianowicie
model Hulla i White’a (inna nazwa to rozszerzony badz tez uog6lniony model Vasic-
ka, zob. [Hull, White 1990]) zdefiniowany przez rdwnanie rézniczkowe postaci
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dr(t) =[68(t) — ¢(t)r()]dt + y(t)dW (1), 2
gdzie r(0) = 1.

Model Hulla i White’a, tak jak wszystkie modele gaussowskie, dopuszcza przyj-
mowanie przez stopg procentowa ujemnych wartosci. Wtasnos¢ ta powoduje wyste-
powanie mozliwos$ci arbitrazu (tzn. mozliwosci osiagania nieograniczonego zysku
bez ponoszenia ryzyka) w tym modelu. Moga si¢ rowniez pojawi¢ inne mankamen-
ty. Wérdd nich chociazby zdarzenie polegajace na tym, ze P(¢, T) > 1 dla pewnych
t < T. Niemniej model ten ma réwniez niebagatelne atuty. Oté6z wspolczynniki
w opisujacym go rownaniu dyfuzji sa zalezne od czasu, a to jest zgodne z wymogami
praktycznych zastosowan. Oprocz tego wazna cecha rozwazanego modelu jest moz-
liwos¢ jego dopasowania (czyli tzw. kalibracji) nie tylko do poczatkowej struktury
terminowej danej na podstawie obserwacji rynku obligacji, ale takze do catej krzy-
wej rentownos$ci. Takie dopasowanie mozna osiagna¢ przez odpowiedni wybor
funkcji 6, ¢ 1y (zob. [Jakubowski i in. 2003, s. 236]). Ponadto w niektérych sytu-
acjach model Hulla i White’a pozwala uzyska¢ analityczne rozwigzania na ceny
wigkszosci typowych instrumentow pochodnych (szczeg6lnie dla obligacji zeroku-
ponowej 1 opcji na te obligacje). W istotny sposdb wptywa to na mozliwo$¢ zastoso-
wania danego modelu w praktyce.

Zauwazmy, ze W rozwazanym przez nas przypadku funkcja intensywnosci opro-
centowania (funkcja intensywno$ci akumulacji), oznaczona jako X(z), rowniez jest
funkcja losowa, czyli procesem stochastycznym. Jezeli #(¢) jest ciaglym (wzgledem

czasu) procesem stochastycznym, to X (t) = _Ir; r(s)ds.

Rozwiazujac rownanie (2), a nastepnie catkujac obustronnie po przedziale [0, ]
[0,t], otrzymujemy

y X(t) = 1, AQ0,8) + [J 8(s)A(s.t)ds + [ y(s)A(s, t)dW(s),
gdzie

A(s,t) = _I': exp{— _I': b [z]dz} dr. 3)

X (t) jest procesem gaussowskim ze $rednia ptrgye (£) 1 wariancja ﬂ;iw} (t) wyra-
zonymi nastgpujaco

B (B) = 1y A(O,t) + f 8(s)A(s, t)ds,

J;iew} (t) = J- v2(s)A%(s, t)ds.
o

Zauwazmy, ze cztery popularne modele krétkoterminowej stopy procentowej sa
szczegolnymi przypadkami modelu Hulla i White’a (zob. np. [Koch, De Schepper
2007]). Mowa mianowicie o modelu Browna, modelu Ho-Lee, modelu Vasicka
i moscie Browna.
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Otéz przyjmujac, ze ¢ (t) = 0 oraz 8(t) i ¥(t) sa stale, tzn. 8(t) = G i
¥(t) = ¥, otrzymujemy model Browna opisany nastepujacym stochastycznym row-
naniem rozniczkowym

dr(t) = pdt + odW(t).

Przy tak okreslonym procesie » = {r(f)} wyznaczamy parametry procesu X = {x(¢)}.
Ze wzoru (3) uzyskujemy, ze A(s,t) = t — 5, astad

-
s

ut
Mg (t) = it + BN
. ot?

Zaleta tego modelu jest to, ze wyznaczanie na jego podstawie réznych wielkosci
nie nastrecza raczej trudnosci rachunkowych.

Natomiast przyjmujac, ze ¢ (t) = Q1 tylko ¥(t) jest stata, otrzymujemy mo-
del Ho-Lee okreslony przez nastepujace stochastyczne rownanie rozniczkowe

dr(t) = 8(t)dt + ydW(t).

W tym przypadku dla procesu X = {x(#)} na podstawie wzoru (3) mamy, ze
A(s,t) = t— s Stad uzyskujemy

4

gy () = 1ot + f 8 ()(t — 5)ds,
o

-}.r: 3

3

Z kolei by uzyska¢ model Vasicka, zaktadamy, ze trzy funkcje 8(t), ¢(t)iy(t)
sa stale, tzn. B(t) = 8, @d(t) = @diy(t) = ¥, przy czym 8, @, ¥ — state dodat-
nie. W tym modelu dynamika procesu 7(f) opisana jest nastgpujacym stochastycz-
nym réwnaniem roézniczkowym

dr(t) = (6 — ¢r(t))dt + ydW (t).

Przy tak okreslonym procesie = {r()} wyznaczamy parametry procesu X = {x(f)}.

J:if_[.} (tj =

Wykorzystujac wzor (3), obliczamy A(s,t) = _I': exp 8r=2) dr § uzyskujemy
Bt g

T
Hiya (8) = ;Ii (1-e %)+ 5 @

(r— % (1— o)+ % (1- e-wr)).

(1—e %),

-
s

=

J;E-’A}[t] = qﬁ:
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Proces dyfuzji zaproponowany przez Vasicka ma ceche powracania do $redniej
(meanreverting). Ponadto r(f) jest procesem gaussowskim o stacjonarnym rozkladzie.

1
Jesdli za§ ¥(t) = 11 zdefiniujemy 8(t) % oraz ¢(t) = 7, to bedziemy
mie¢ do czynienia z mostem Browna. Dla tego modelu dynamika procesu 7(¢) moze
by¢ opisana nastgpujacym stochastycznym rownaniem rézniczkowym
dr(t) = = ) gt + dW(t), 0=t =T,

T-t

gdzier, = (T). W tym przypadku dla procesu X = {x(#)} wyznaczamy na podsta-
1 ((r— s)F (r-g?

wie wzoru (3) A(s, t) = ) Stad otrzymujemy

T—= 2 2
T2 (T-—t)? t*
Hee (1) = 1y (?_ T)Jr e o1
. 4T — 3t)¢?
o & =
12T

Przystapmy teraz do zastosowania modelu Hulla i White’a chwilowej natych-
miastowej stopy procentowej w wybranym dziale matematyki aktuarialnej.

3. Stochastyczna techniczna stopa oprocentowania
zastosowana do kalkulacji jednorazowej skladki netto

3.1. Wprowadzenie

Naczelna idea ubezpieczenia jest wspolne (wzajemne) pokrywanie przez ubezpie-
czonych potrzeb powstalych w wyniku zajscia zdarzen losowych. Wedtlug definicji
prawnej, ubezpieczenie jest umowa, w ktorej zaktad ubezpieczen zobowiazuje sig
spetnic okreslone Swiadczenie w razie zajscia przewidzianego w umowie zdarzenia,
a ubezpieczajacy podejmuje si¢ zaplaci¢ sktadke. Sktadka ubezpieczeniowa jest to
cena ochrony ubezpieczeniowej, jaka ponosi ubezpieczajacy za zapewnienie osobie
ubezpieczonej tego rodzaju ochrony.

Matematyczna teoria ubezpieczen zyciowych przyjmuje zatozenie, iz srodki pie-
nigzne sa przez caty czas produktywne, tzn. zmienia si¢ ich warto$¢ w czasie. Ubez-
pieczenia zyciowe stanowia przyktad dtugotrwatego inwestowania kapitatu. Z tego
powodu towarzystwa ubezpieczen na zycie, odgrywajace w tym przypadku rolg in-
westorow, stosuja oprocentowanie ztozone.

Ze wzgledu na to, ze ubezpieczenia na zycie sg ubezpieczeniami dtugotermino-
wymi, podstawowym czynnikiem przy kalkulacji sktadki, poza ocena ryzyka wyni-
kajaca z losowosci dalszego trwania zycia osoby ubezpieczonej, jest zaktadany zysk
z kapitatu, na ktéry mozna liczy¢ w okresie pomigdzy wptywem sktadki a wyptata
swiadczenia. Wspomniany dochdd odzwierciedla tzw. techniczna stopa oprocento-
wania.
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Dla uproszczenia niektdrych obliczen matematyka ubezpieczeniowa operuje po-
jeciem jednorazowej skiadki netto (wartosci aktuarialnej $wiadczenia — net single
premium). Sktadka ta jest warto$cia oczekiwana obecnej wartosci przysztego swiad-
czenia, bowiem obecna warto$¢ przysztego §wiadczenia z danej polisy jest zmienng
losowa. Dzieje si¢ tak m.in. ze wzgledu na to, iz wyptata §wiadczenia wiaze si¢ na
0go6l ze $miercia ubezpieczonego, a wigc z jego przyszlym czasem zycia. Opisana
kalkulacja sktadki opiera si¢ na tzw. zasadzie rbwnowaznosci:

E(wartos$¢ obecna przysztych wptat) = E(warto$¢ obecna przysztych wyptat).

Przy ustalaniu sktadki netto potrzebna jest znajomo$¢ przypuszczalnej dtugosci
zycia osoby objetej ochrona ubezpieczeniowa i przypuszczalnego okresu ptacenia
sktadki, a takze przypuszczalnego oprocentowania sktadki obecnie oraz w przyszto-
$ci tzw. technicznej stopy oprocentowania.

W praktyce ubezpieczyciel pobiera sktadke brutto. Sama sktadka netto nie
wystarcza na pokrycie przysztych swiadczen. Nalezy powigkszy¢ ja o dodatek na
ryzyko begdacy pewnym procentem sktadki netto. Jaki to ma by¢ procent, decyduje
wariancja obecnej warto$ci przysztych swiadczen. Wspdtczynnik narzutu na bezpie-
czenstwo wyznacza si¢ tak, aby z zadanym prawdopodobienstwem zagwarantowac
wyplacalnos¢ towarzystwa ubezpieczeniowego. W tych obliczeniach wykorzystuje
si¢ Centralne Twierdzenie Graniczne (zob. [Btaszczyszyn, Rolski 2004, s. 107]).
Ponadto w sktadce brutto uwzglednia sig¢ koszty obecne oraz przyszte prowadzenia
ubezpieczenia.

Wprowadzmy teraz kilka oznaczen. Mianowicie niech b(¢) oznacza funkcje wy-
platy (wielkos¢ $§wiadczenia w momencie £). W przypadku zaistnienia wypadku
ubezpieczeniowego taka wiasnie kwote wyptaca osobie uposazonej zaktad ubezpie-
czeniowy. Niech ponadto v(f) oznacza funkcje dyskontujaca (funkcje dyskontowania
kapitatu jednostkowego w chwili 7). Geneza omawianej funkcji wiaze si¢ nieroze-
rwalnie z pytaniem: ,,Jaki kapitat nalezy zainwestowa¢ w chwili ¢, = 0, zeby w chwi-
li £ > 0 uzyska¢ 1 jednostke pieni¢zna?”. Ten kapitat oznacza si¢ whasnie jako (7).
Natomiast przez Z oznaczmy zmienna losowa wyrazajaca obecna wartos¢ swiadcze-
nia z danej polisy (momentem aktualizacji kapitatu jest chwila zawarcia umowy
ubezpieczeniowej). Oprocz tego niech z, 0znacza wartos¢ obecna wyplaty (zaktuali-
zowana na moment zawarcia umowy ubezpieczeniowej wielko$¢ swiadczenia wy-
ptaconego w momencie ). Zatem

2, = W(O)b(0).

Poniewaz czas przyszlego zycia osoby ubezpieczonej, bedacej w chwili wyku-
pienia polisy w wieku x, jest zmienna losowa 7(x), wigc aktualna warto$¢ §wiadcze-
nia jest zmienng losowa Z g, ktora w tym przypadku oznaczamy przez Z. Anali-
tyczny model ubezpieczen zyciowych bazuje woéwczas na rGwnaniu:

Z = zZgy = v(T(x)) b(T).
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Uwzgledniajac powyzsze rozwazania oraz fakt, iz jednorazowa sktadka netto
(sktadka ptacona w catosci na poczatku okresu ubezpieczenia) jest obliczana na pod-
stawie zasady rownowaznos$ci, dochodzimy do implikacji:

Z = zZpy) = jednorazowaskladka netto = E(Z).

Zaktadamy, ze sktadka jest jednorazowa — ptacona w catosci na poczatku okresu
ubezpieczenia, S$wiadczenie bedzie jednorazowe i nastapi w momencie zaistnienia
zdarzenia ubezpieczeniowego. Zaktadamy réwniez, ze wyptata bedzie jednostkowa,
innymi stowy — suma ubezpieczenia = 1 j. p. (jedna jednostka pieni¢zna).

Rozwazamy sytuacje, gdy losowa intensywnos$¢ oprocentowania A jest zaburzo-
na przez proces stochastyczny, przy czym P(A<d) =F,(§)dla0 <= § < L,
gdzie L stanowi gérne ograniczenie intensywnos$ci oprocentowania.

Niech zatem R(s) = A + r(s),0 = 5 < 00, bedzie zmienna intensywno-
$cia oprocentowania (zmienng intensywnos$cia akumulacji kapitatu), gdzie r(s) jest
procesem stochastycznym opisanym modelem Hulla i White’a.

Zaktadamy, ze A jest zmienna losowa niezalezna od zmiennej 7(x) oraz od pro-
cesu {X(?), t € [0, )}. Przyjmujemy takze zatozenie, ze T(x) jest zmienna losowa
niezalezna od procesu {X(¢), t €[0, «)}.

Poniewaz funkcja dyskontujaca v(f) wyraza si¢ w tym przypadku wzorem

v(t) = exp {— _r; R[s]ds} = exp{—At —X(t)},
zatem

v(T(x))= exp{— AT(x) — X[T[x])}

Z = b(T(x)) v(T(x)) = b(T(x)) exp{— AT(x) — X(T(x))},

Postac funkcji wyplaty b(¢) i zmiennej losowej Z zaleza od typu kontraktu ubez-
pieczeniowego. Wigcej informacji na temat réznych rodzajow ubezpieczen zycio-
wych znalez¢ mozna np. w [Ostasiewicz 2000b], natomiast o matematyce aktuarial-
nej w [Bowers i in. 1986].

Tabela 1. Posta¢ funkcji wyptaty b(¢) i zmiennej losowej Z dla wybranych ubezpieczen na zycie
z wyplata §wiadczenia w momencie zaistnienia zdarzenia ubezpieczeniowego

Nazwa Funkcja Zmienna
ubezpieczenia wyplaty b(t) Losowa Z
1 2 3
Whole-Life i exp{— AT(x) — X(T(x) )}
n-Year Term [l dat=n exp{— AT(x) — X(T(x))} dlaT(x) = n
Terminowe 0dlat=n 0 dlaT(x) = n
na wypadek $mierci
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1 2 3
n-Year {[] dlat <n IEI dlaT{x) =n
Pure Endowment 1 dlaf =n Exp{— An— Xi(n)} dlaT(x) = n
Terminowe
na dozycie
qeﬁl; f:vzolgr;ezze | {Exp{— AT(x) = X(T())} dlaT(x) <= m
i dozyoio Y exp{— An — X(n)} dlaT(x) = n
i= Zu—‘:’Eir Term T Zu—‘:’Eﬂr Pure Endowment
n-Year Term (E+1] dat<n [T(x) + 1lexp {— AT () — X(T(G) )}
Increasing Annually 0 dlat ==n dlaT(x) < n
0 dla T(x) =n
(gdzie[t]l = k. k=t <k +Lk=0.£1..)
n-Year Term {'n —[t] dlat=n [n— T{x:]]exp{— AT(x) — X{T{x:] }}
Decreasing Annually 0 dlat =n dlaT(x) < n
0 dla T(x) =n
(gdzie[t] = kk=t<k+1Lk=04+1,..)

Zrodto: opracowanie wlasne.

3.2. Warto$¢ oczekiwana i wariancja obecnej wartoS$ci przyszlego Swiadczenia
w tradycyjnych ubezpieczeniach na zycie

Ciagtla i nieujemna zmienna losowa 7(x) oznaczajaca przyszly czas zycia osoby w

wieku x (niekiedy uzywa si¢ rowniez okreslenia: dalszy czas zycia osoby w wieku x)

ma gesto$é g(f) wyrazajaca si¢ wzorem g(t) =, P, f s, 0 = t < 00, Wiel-

ko$¢ ,p, oznacza prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku x przezyje ¢ lat, natomiast

[ .2, — intensywno$¢ umieralnosci (natgzenie wymierania) osoby w wieku x + ¢.
Ponadto zaktadamy, ze

Iy E(e™*®)dt < oo, I E(e®®)dt < oo

Rozwazmy ubezpieczenie bezterminowe na wypadek smierci. Ubezpieczenie to
moze by¢ okreslone jako zobowiazanie ubezpieczyciela do wyptacenia osobie upo-
sazonej w chwili $mierci ubezpieczonego ustalonej z gory kwoty pieni¢znej, nieza-
leznie od tego, kiedy ta $mier¢ nastapi.

Wykorzystujac zatozenia niezaleznosci oraz twierdzenie Fubiniego, otrzymu-
jemy

E(Z) = E, E; [E; (ZIR, M) |A]=

=T e, s, E(e7F9) de dF, ().
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gdzie (por. [Parker 1993b])
E(e _X':r}) = exp {— E[X(t)] + = Var [X(t]]}

Analogicznie wyznaczamy jednorazowa sktadke netto £(Z) dla innych typow
ubezpieczen na zycie.

Tabela 2. Jednorazowa sktadka netto dla wybranych ubezpieczen na zycie z wyplata $wiadczenia
w momencie zaistnienia zdarzenia ubezpieczeniowego

Nazwa
ubezpieczenia D
n-Year Term Lem o
J. J. e Py Hapse E[:e"""t ) dt dF, (&)
] o
n-Year L . i
Pure Endowment J. e” " v, E[E_xl‘n})dfrﬂ (&)
o
n-Year Endowment E':z:] = E': zu—‘:’ear'f‘erm :] + E{zu—‘:'ear Pure Endowment :]

n-Year Term

L poo
Increasing Annually J. J. [t+ 1] E_Errpx Hosy E[e_xl‘ﬂ) dt dF, (&)
o Y0

(gdzie[t] = kk=t=k+1k=0.4+1,.)

n-Year Term L

Decreasing Annually J. J. (n—1[t]) e” atr Do Mopsy E[e—k’(t}) dt dF, (§)
o 0

(gdzie[tl = Lk=t<k+1k=041..)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Rozpatrujac nadal ubezpieczenie bezterminowe na wypadek §mierci i wykorzy-
stujac zatozenia niezaleznosci oraz twierdzenie Fubiniego, otrzymujemy

E(Z%) = E, E; [E; (Z%|R, A)|A] =
L poo  _ax —a 5
=[S e by s E(e72F ) dt dF, (8),
gdzie (por. [Parker 1993b])

E(e %) = exp {— 2E[X(8)] + 2 Var[X(£)]}-

Analogicznie otrzymujemy £(Z*) dla innych rodzajéw ubezpieczen na zycie.
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Tabela 3. Drugi moment obecnej wartos$ci przyszitego swiadczenia dla wybranych ubezpieczen
na zycie z wyplata $wiadczenia w momencie zaistnienia zdarzenia ubezpieczeniowego

Nazwa
ubezpieczenia

E(2)

n-Year Term

L prn
J J. e Zérr Px Haxesr E[E_EXI:r}) dt d'F:’.‘. (5}
o <0

n-Year

L
Pure Endowment J. e” 2'5”” P E[:e_z‘?':”})dFﬂ (&)
o

n-Year Term

L pee
Increasing Annually J. J. [t+1]° e_mrrpx Ioey E[:e—:.%’ur}) dt dF, (&)
o o

(gdzie[fl = bk <t<k+1k=041...)

n-Year Term L

Decreasing Annually J. J. (n — [t]jg e—:a‘rr Do lhoss E(e—zxir}) dt d.F:,_.‘ (5}
oo

(gdzieltl = kk=t<k+1Lk=041,.)

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Uwaga. Dla ubezpieczenia terminowego na zycie i dozycie mamy
Var(Z) = Var(Z,) + Var(Z;) — 2E(Z,)E(Z;), gdzie Z1= Z, vearTerm »
Z,=1Z

n—Year Pure Endowment -

3.3. Wartos$¢ oczekiwana oraz wariancja obecnej wartosci
przyszlego Swiadczenia wyznaczone na podstawie tablic trwania Zycia

Historia badan demograficznych i aktuarialnych wielokrotnie odnotowuje préby
analitycznego opisania $Smiertelno$ci wystepujacej w danej populacji. Niestety mo-
dele analityczne nie aproksymuja wiernie rozkladéw zycia obserwowanych w rze-
czywistosci. Dlatego w praktyce ubezpieczeniowej korzysta sig¢ z tablic trwania
zycia skonstruowanych dla danej populacji. Tablice te zawieraja wylacznie dane
dla 0sob w wieku nie wigkszym niz w (dla Polski jest to 100 lat, dla innych krajow
np. 110).

W tej pracy pod uwage brane sa ubezpieczenia zyciowe o §wiadczeniu wyplaca-
nym w momencie zaistnienia zdarzenia ubezpieczeniowego, a wigc w dowolne;j
chwili czasu ¢. Tablice umieralno$ci dostarczaja natomiast informacji o rozktadzie
trwania zycia tylko dla ¢ oraz x bgdacych nieujemnymi liczbami catkowitymi. Pro-
blem ten zostanie rozwiazany dzigki szacowaniu prawdopodobienstwa zgonu w czg-
$ci roku, a nieco doktadniej dzigki zastosowaniu interpolacji.
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Istnieje kilka zatozen o rozkladzie zgondéw w ciagu roku. Sa to m.in. zalozenie
o stalosci intensywnosci umieralnosci, o jednostajnym rozktadzie Smierci w ciagu
roku oraz zatozenie Balducciego (zob. np. [Btaszczyszyn, Rolski 2004 s. 61; Osta-
siewicz 2000b, s. 96]). Dla populacji ogotem wykazano (zob. [Jasiulewicz 2001]), ze
w przedziale wieku x od jednego roku do szesédziesigciu lat rozpatrywane w cyto-
wanej pracy zalozenia interpolacyjne (w tym i uprzednio tu wymienione) prowadza
do uzyskania oszacowan niewiele si¢ rozniacych od siebie. Pokazano réwniez, ze
w kazdej metodzie maleje doktadno$¢ aproksymacji prawdopodobienstwa zgonow
dla starszych rocznikow (x > 60). W tym podrozdziale zostanie zaprezentowane oraz
wykorzystane najprostsze i jednoczesnie najbardziej przyjazne pod wzgledem obli-
czeniowym zatozenie: zalozenie o jednostajnym rozkladzie $mierci w ciagu roku.
Oznacza to, ze

4.=1q,t€[0, 1], czyli prawdopodobienstwo g _jest liniowe wzglgdem ¢

iy

i H’x+t= 1_;q‘_’te[03 1],

gdzie .q, = 1—,p ., — prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku x przezyje ¢ lat.
qxa 1px =oan px-
Powrdoémy do rozpatrywania ubezpieczenia bezterminowego na wypadek $mier-

ci. Poniewaz przyjeliSmy zatozenie o jednostajnym rozktadzie $mierci w ciagu roku
1 zachodza réwnosci

Przyjmujemy oznaczenia 1q, ="="

a
x+1

[4 [ .
Qe = r _T’px_l_qx_ )

H_}.px: _:I'px't px+_:l"

gdzie j € {1,2, ...} oraz [ — liczba osob dozywajacych wieku x sposrod poczatko-
wej populacji, otrzymujemy zatem

L ~100-—x
E(Zj N J_ j e ért px F‘x+r E[:E_XI:r}) dt dFﬂ ('5] =
o -0

Lm0 —x—1 pi¥l )
= J Z J_ e 5 b, tos E(e7¥9) dt dF, (6) =
o J

i=e

L‘ 99_1 1 oo - r }
= J Z j e m‘t+}}t+_;l' P F’x+t+_;l' E[E—XI*'_J ) dt de_‘. ('5] =
o o

=0

L 99 —x . 1 ) qx+' i 3
= J- E e_‘”}-px J- e_“rpx_” —=0 E(E_X‘HJ )dtdf’ﬂ (&)=
o =0 o 1—tg,.;
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L 99 —x 1. 1 ) L
N f 2oy T f e™% E(e™**)) dt dF, (8) =
0 x o

e
i=o

bpss—= 1. d. .. Y _. .y
= J- Z gmol 2 X7 J- g~ ot E[e_x'*tﬂ:')drdf'ﬂ (&).
o j=o o

l::: l:n+_:|'

Stad

Pl o -
E(Z)= f A_Z e~ d,,; f e~ % E(e ¥+ dt dF, () =
0 “x j=o ]

1 99-x Lot .
=T Z e %d,,; f (J- e~ 5t p(e~¥4) dt) dF, (8) .
X =0 o o

Mamy ponadto
i 1 99-x Lot e
E[E‘:] — i_ Z g~ 28] dx+_;l' f (J- g~ 26t E[e—‘mrﬂ}) dt) dF}_.. (5} )
x =0 ] o

Analogicznie otrzymujemy formuly na E(Z) i E(Z*) dla innych rodzajow
ubezpieczen na zycie.

Tabela 4. Jednorazowa sktadka netto dla wybranych ubezpieczen na zycie z wyptlata §wiadczenia
w momencie zaistnienia zdarzenia ubezpieczeniowego

E(Z) dla x< 100—n

n-Year Term

1 n—1 . L 1 . . ;
- Z o= 8J dx+_;l' J. (J. e Bt E’[:e_x"r“]) dt) dF, (&)
x Jj=0o ] o

n-Year Pure Endowment

g~ &n j"“ﬁ E(E—-’i’in})

l

4

n-Year Endowment
E(Zj = E( Zn—‘:’ear Term j + E(Zn—‘:'ear Pure Endowment j

n-Year Term Increasing Annually
1 n-1 .
— J+1)e % d.y; J.

‘F‘x =0

L (J.le—Sf E[E_g(r+_ﬂ') dt) dFﬁ (5)

V]

n-Year Term Decreasing Annually

1 Zn—l 5 L
LYot [ ]
lx J=0 - o 0

Zrodto: opracowanie wlasne.

1

o= Bt E[:e—x(tﬂ'}) dt) dF, (8)
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Tabela 5. Drugi moment obecnej wartosci przysztego $wiadczenia dla wybranych ubezpieczen
na zycie z wyplata $wiadczenia w momencie zaistnienia zdarzenia ubezpieczeniowego

E(Z%) dla x<100—n

n-Year Term

1 n-1 e L
L2 e U
x j=o o o

n-Year Pure Endowment

e~ 2é6n I'xj E[e—zx(n})

l

X

1

o=25t p(o-2%(t47) dt) dF, (8)

n-Year Term Increasing Annually

R 0 ans L
S e [
i:r: J=0 o o

n-Year Term Decreasing Annually

1 n—1 0 s Leret e
— Z (n—j)*e s J (J g~ 2ot E[e"‘g'*r'”)) dt) dF, (&)
L, £aj=g o ‘o

Zrodto: opracowanie wlasne.

1
o= 26t E[e—?"‘":f"'-"}) dt) dF, (6)

Uwaga.
Dla  ubezpieczenia  terminowego na zycie 1 dozycie mamy

Var(Z)= Var(Z,)+ Var(Z,)— 2E(Z,)E(Z;), gdzie £Z,= Z
Z,=Z

n—Year Term >

n—Year Pure Endowment -

4. Podsumowanie

Uzyskano zaleznos$ci na jednorazowa sktadke netto oraz wariancje obecnej wartosci
przysztego §wiadczenia dla klasycznych ubezpieczen na zycie. Kalkulacje wymie-
nionych wielkosci przeprowadzono z uwzglednieniem stochastycznej technicznej
stopy oprocentowania. Funkcje biometryczne wyrazono explicite albo przez wielko-
$ci wystepujace w tablicach trwania zycia.

Wszelkie rozwazania prowadzone byly dla polis z suma ubezpieczenia rowna
1 j. p. Oczywiscie uzyskanie jednorazowej sktadki netto dla ubezpieczenia z inna
wielko$cia $wiadczenia, nazwijmy ja dla ustalenia uwagi b,, wymaga jedynie po-
mnozenia odpowiedniej, uzyskanej w pracy, formuty na E(Z) przez b , natomiast
zmodyfikowana wariacja to iloczyn okreslonej zalezno$ci otrzymanej w pracy i blz.

Na zakonczenie pozwolimy sobie przedstawic kilka, sposrod wielu mozliwych,
propozycji kierunkow dalszych poszukiwan w rozwazanym obszarze badawczym.
Ot6z mozna przeprowadzi¢ analiz¢ symulacyjna na podstawie uzyskanych do tej
pory wynikéw teoretycznych. Ponadto otrzymane rezultaty moga stanowi¢ kanwe
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obliczeniowa innych kalkulacji, da¢ poczatek nowym wynikom teoretycznym.
Mowa m.in. o zaleznosciach na jednorazowe sktadki netto dla okreslonych typow
rent zyciowych, a takze o okresleniu postaci rocznych, czy tez ogdlnie okresowych
(najbardziej popularnych), sktadek netto kalkulowanych przy stochastycznej tech-
nicznej stopie procentowej. Oprocz tego mozna zmodyfikowac rozwazany model
stochastycznej technicznej stopy oprocentowania i rozpatrzy¢ obcigta stochastyczna
techniczna stopg oprocentowania, uwzgledniajac kilka funkcji obcigeia. Koncepcja
obcigtej stochastycznej stopy oprocentowania (zob. [Koch, De Schepper 2007]) jest
uzyteczna przy adaptacji ogdlnych modeli stochastycznych do specyficznych po-
trzeb i wymagan ekonomicznych. Idea ta pozwala réwniez wyeliminowa¢ wady nie-
ktorych klasycznych modeli. Wspomnijmy bowiem, ze np. w odniesieniu do modelu
Hulla i White’a zastosowanie odpowiedniej funkcji obcigcia powoduje, ze modelo-
wana w ten sposéb stopa procentowa nie przyjmuje ujemnych wartosci, co jest cecha
nader pozadana. Mozna takze pokusi¢ si¢ o rozwazenie stopy krotkoterminowej mo-
delowanej procesem dyfuzji ze skokami (zob. np. [Jang 2007]).
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LIFE INSURANCE WITH STOCHASTIC INTEREST RATE
— AN APPLICATION OF THE HULL AND WHITE MODEL

Summary: The article presents a model which can be used when interest rates are random and
which concerns certain life insurance contracts. Expressions for the mean values and the var-
iances of a future life insurance payment are obtained. Life Table is applied to the calculation
of the net single premiums and variances of a future life insurance payment.

Key words: instantaneous interest rate, Hull and White model, moments of the present value
of a future life insurance payment, life table.



