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Agnieszka Poblocka
Uniwersytet Gdanski

REZERWA IBNR
W UBEZPIECZENIACH MAJATKOWYCH
— PRAKTYCZNE METODY JEJ SZACOWANIA*

Streszczenie: Rezerwa IBNR to najwazniejsza z rezerw ubezpieczen majatkowych. W Polsce
do tej pory byla ona szacowana gtownie metodami deterministycznymi, jednakze ze wzgledu
na nowelizacj¢ europejskich wymogow wyptacalnosci zaktadow ubezpieczen bedzie obo-
wiazkowo, od 1.11.2012 r., estymowana metodami stochastycznymi. W artykule scharaktery-
zowano rezerwg IBNR oraz przedstawiono wybrane metody jej szacowania ze szczegdlnym
uwzglednieniem modeli stochastycznych. Autorka zastanawia sig takze, ktore metody nalezy
wykorzysta¢ w praktyce?

Stowa kluczowe: rezerwa IBNR, trojkaty szkod, deterministyczne i stochastyczne metody
szacowania rezerwy IBNR.

1. Wstep

Zaklady ubezpieczen prowadzace dziatalno$¢ na terenie naszego kraju zobowiazane!
sa do zawiazywania funduszu rezerwowego, zwanego rezerwami techniczno-ubez-
pieczeniowymi (TU), ktory przeznaczony jest na pokrycie biezacych i przysztych zo-
bowiazan wynikajacych z zawartych uméw ubezpieczenia®. Srodki te stanowia istotny
instrument zarzadzania gospodarka finansowa towarzystw ubezpieczeniowych (por.
[Gasiorkiewicz 2009, s. 228-229]). Najwazniejsza z rezerw TU w ubezpieczeniach
zyciowych (dtugoterminowych) jest rezerwa skladki, jej odpowiednikiem w ubezpie-
czeniach majatkowych (krotkoterminowych) jest rezerwa z tytutu zaistniatych szkod
niezgloszonych do dnia tworzenia rezerw, tzw. rezerwa IBNR (Incurred But Not Re-
ported). Wptywa ona istotnie na poziom funduszu ubezpieczeniowego® — stanowi od

* Projekt zostat sfinansowany ze srodkow Narodowego Centrum Nauki.

I Art. 149 Ustawy z dnia 23 maja 2003 r. o dziatalno$ci ubezpieczeniowej, DzU 2003 nr 124,
poz. 1154.

2 Wedlug stanu na dzien 31 grudnia 2009 r., warto$¢ rezerw TU brutto zakladow ubezpieczen
ogbétem prowadzacych dziatalno$¢ na terenie Polski wynosita w cenach nominalnych 100 mld zt
(Dziat I - 71 mld zt, Dziat IT — 29 mld zt).

3 Fundusz ubezpieczeniowy to rezerwy TU na udziale wlasnym nazywane rezerwami TU netto.
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1991 r. ok. 17-22% rezerw TU na udziale wlasnym dziatu II (por. [Pobtocka 2010,
s. 60-63]).

Celem niniejszej pracy jest krotka charakterystyka rezerwy IBNR, zarys histo-
ryczny metod jej szacowania oraz prezentacja zastosowania wybranych modeli
w ubezpieczeniach majatkowych.

2. Charakterystyka rezerwy IBNR i zarys historyczny
metod jej szacowania

Rezerwy TU powinny by¢ zawiazywane na poziomie zapewniajacym gwarancje
ochrony ubezpieczeniowej oraz wyptacalnos$¢ zakladow ubezpieczen, przy ktorym
nie ukrywa si¢ rzeczywistych dochodow towarzystw ubezpieczeniowych (por.
[Monkiewicz 2003, s. 205; Ronka-Chmielowiec 1997, s. 128-129]). Ich wartos$¢ no-
minalna i ich udziat w PKB jest znaczny* (rys. 1 i 2) i dlatego wymagaja one odpo-
wiedniej kontroli od strony zarzadéw zaktadow ubezpieczen oraz od strony pan-
stwa.
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Rys. 1. Rezerwy TU ogolem (dziat I i dziat IT) i ich udzial w PKB (w mld zl, %)

Zrodto: Biuletyny roczne KNF (Rynek ubezpieczen — zagregowane raporty finansowe zaktadow ubez-
pieczen) oraz Raporty GUS.

W ubezpieczeniach majatkowych od poczatku lat 90. XX wieku najwigkszy
udziat w rezerwach TU ma rezerwa z tytutu niewyptaconych odszkodowan i §wiad-
czen, tzw. rezerwa szkod (stanowi ok. 55-72% rezerw TU, rys. 3). Obejmuje ona
rezerwy z tytutu szkdd zarejestrowanych i oszacowanych (RBNS — Reported But
Not Settled), rezerwy z tytulu zaistniatych szkdd niezarejestrowanych (IBNR — Incu-

4 Udziat sktadki przypisanej brutto w PKB (tzw. wskaznik penetracji rynku ubezpieczen)
w 2007 roku dla Polski wynosit 3,7%, a dla Panstw OECD 9,7%, a dla EU (15 panstw) 10% wedlug
raportu OECD z 2008 r. (por. [Pobtocka 2009, s. 49-68]).
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Rys. 2. Rezerwy TU brutto dziatu II i ich udziat w PKB (w mld zt, %)

Zrodto: Biuletyny roczne KNF (Rynek ubezpieczen — zagregowane raporty finansowe zakladow ubez-
pieczen) oraz Raporty GUS.
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Rys. 3. Udzial rezerwy szkdd w rezerwach TU brutto i w sktadce przypisanej brutto (dziat 11, w %)

Zrédto: Biuletyny roczne KNF (Rynek ubezpieczen — zagregowane raporty finansowe zakladow ubez-

pieczen).

red But Not Reported), rezerwy z tytutu zarejestrowanych szkod jeszcze nieoszaco-
wanych (IBNER — Incured But Not Enough Reported) oraz rezerwy z tytulu szkod
wznowionych’. W strukturze rezerwy szkdd najwigkszy odsetek ma rezerwa RBNS
(ok. 35-50%). Drugi z kolei udziat ma rezerwa IBNR (ok. 30-37%), ktora utozsamia-
na jest ze zmienna losowa (o nieznanej wielkosci, czasie wystapienia i rozktadzie
prawdopodobienstwa) i dlatego jest identyfikowana z najwigkszym ryzykiem ubez-

> Art. 81 ust. 2 pkt 6 lit. A Ustawy o rachunkowos$ci z 1994 r., DzU 1994 nr 121, poz. 591

z p6zn. zm.
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Rys. 4. Udziat rezerwy IBNR w rezerwach TU brutto i w rezerwie szkod (dziat II, w %)

Zrodto: Biuletyny roczne KNF (Rynek ubezpieczen — zagregowane raporty finansowe zakladow ubez-
pieczen).

pieczycieli majatkowych, ktorego niedoszacowanie moze przyczyni¢ si¢ do niewy-
ptacalnosci. W zwiazku z tym od poczatku lat 30. XX wieku rozwijaja si¢ metody
szacowania tej rezerwy. Pierwsza deterministyczna technike jej kalkulacji przedsta-
wit Tarbell [1934]. Pierwszy klasyczny model stochastyczny dla nieskumulowanych
danych szkodowych wprowadzit Verbeek (1972), uogoélnili go Kremer [1982], Ren-
shaw 1 Verall [1994], a dla skumulowanych danych szkodowych zaprezentowali
Kramreiter oraz Straub [1973], rozwingli go za$ Zehnwirth [1989] oraz Mack [1994;
1993]. Pierwszy nieklasyczny model stochastyczny oparty na teorii zaufania (credi-
bility theory) zaprezentowali De Vylder i Goovaerts [1979]. Hierarchiczny model
bayesowski dla nieskumulowanych danych szkodowych wprowadzit Verrall [1990],
natomiast dla danych skumulowanych Scollnic [2001]. Pierwszy bootstrapowy mo-
del symulacyjny wyprowadzit Lowe [1994], rozwingli go England i Verrall [1999,
s. 281-293] oraz Taylor [2000].

W polskiej literaturze przedmiotu deterministyczne metody estymacji rezerw
szkodowych badali m.in. Pobtocka [2008, s. 368-376; 2009, s. 117-131], Wolny
[1999; 2000; 2005], Wieteska [2004]; a modele stochastyczne analizowali m.in. Ja-
siulewicz [2008], Tomaszewska [2003], Karwanski i Szczgsny [2008].

W polskim prawie ubezpieczeniowym wyrdznione zostaty trzy metody kalkula-
cji rezerw TU: indywidualna, ryczaltowa oraz aktuarialna®. W literaturze aktuarial-
nej mozna znalez¢ inne klasyfikacje metod szacowania rezerwy IBNR. Pierwsza
z nich jest np. podzial metod na uproszczone, ryczattowe, rytmu ptatnosci szkod

¢ Rozporzadzenie Ministra Finansow z dnia 27 grudnia 1990 r. (oraz z dnia 29 grudnia 1994 r.
iz dnia 27 grudnia 2003 r.) w sprawie szczegdlnych zasad rachunkowosci zaktadéw ubezpieczen.
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oraz aktuarialne (por. [Ronka-Chmielowiec 1997, s. 130]). Druga klasyfikacja jest
podziat metod wedtug wystepowania zmiennych losowych, zmiennych op6znionych
w czasie, struktury modelu, metod szacowania parametrow modeli (por. [Taylor i in.
2003; Taylor 1986]). Inng klasyfikacja jest podziat metod statystycznych na staty-
stycznie proste i statystycznie zaawansowane (por. [Wolny 2005]). Jeszcze inna kla-
syfikacja jest podziat metod szacowania rezerw szkodowych na metody oparte na
skumulowanych i nieskumulowanych danych szkodowych, metody symulacyjne
(m.in. bootstrapowe, MCMC) i bayesowskie (por. [Charles, Westphal 2006]). Po-
wyzsze klasyfikacje $§wiadcza o istnieniu wielu réznorodnych metod estymacji re-
zerwy IBNR. W zwiazku z tym mozna zada¢ pytanie: ktora metodg nalezy zastoso-
wac w praktyce dla danego jednorodnego portfela ubezpieczen, tzn. wedtug jakich
kryteriow wybra¢ najlepszy model z punktu widzenia obranej przez zarzad danego
zaktadu ubezpieczen strategii inwestycyjnej?

W Polsce organ nadzoru nie narzuca metod szacowania rezerw TU, a tylko wy-
maga, aby wybrana metodg stosowaé w sposob ciagly i nie zmieniac jej bezpodstaw-
nie. W praktyce dla roznych grup ubezpieczen do oszacowania rezerwy IBNR stoso-
wane sa rozne techniki obliczeniowe. Oznacza to, ze jeden zaktad ubezpieczen
majatkowych moze wykorzystywac od kilku do kilkunastu metod jej szacowania.
Na przyktad: dla grup 3 1 10 (AC i OC posiadaczy pojazdow mechanicznych) oraz z
tytulu wielkich szk6d komunikacyjnych stosowana moze by¢ technika chain-ladder;
dla grup 6 1 12 (ubezpieczenia morskie) mozna korzysta¢ z metody $redniej rucho-
mej z ostatnich kilku lat, a dla grupy 15 (ubezpieczenia gwarancji) mozna zastoso-
wac¢ metody oparte na wspotczynniku szkodowosci. Obecnie wedtug Bijaka i in.
[2006] najczesciej stosowane w naszym kraju sa: technika chain-ladder (CL) oraz
metoda Bornhuettera-Fergusona (BF), a w Europie, oprocz nich, znajduja zastoso-
wanie metody uogdlnionego modelu liniowego (por. [Wuthrich 2007]).

Przepisy regulujace wyptacalnos¢ zaktadow ubezpieczen dziatajacych na pol-
skim rynku dostosowywane sa do standardow wyptacalnosci Unii Europejskiej.
W ramach programu ,,Wyptacalnos¢ I (Solvency I) w 2002 r. wprowadzona zostata
nowelizacja wymogdw kalkulacji marginesu wyplacalnosci oraz rozpoczegto prace
nad programem ,,Wyptacalno$¢ II” (Solvency II), w ktérym konstruowany jest sys-
tem kompleksowej oceny wyptacalnosci firm ubezpieczeniowych dziatajacych na
terytorium Unii Europejskiej. Wraz z implementacja projektu Solvency II (planowa-
na na dzien 01.11.2012 r., por. [Bijak 2009]) rezerwy TU beda zawiazywane wedtug
najlepszego oszacowania (best estimate). Oznacza to, ze metody deterministyczne
zostang naturalnie zastapione metodami stochastycznymi. Zaktady ubezpieczen
beda mialy oszacowac roczne ryzyko dziatalnosci (m.in. roczna zmiang rezerw TU,
tj. roczny btad prognozy — volatility), ktore zostanie uwzglednione przy ocenie kapi-
talowego wymogu wyplacalnosci (SCR). Obecnie rezerwy TU szacowane sa do
konca okresu odpowiedzialnosci (ultimate).
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3. Przyklad estymacji rezerwy IBNR

Metody szacowania rezerwy IBNR bazuja gtéwnie na historycznych danych szko-
dowych przedstawionych w trojkacie szkod (nieskumulowanym lub skumulowa-
nym, the run-off triangle). Jest on ,,specyficznym szeregiem czasowym”, tzn. troj-

katna macierza [X] lub [Cij =y XikJ (dlaij=0,1,...,n—1)zawierajaca

y k=0

informacje o (liczbie lub wielkos$ci) wyptaconych odszkodowan i §wiadczen z tytutu
szkod zaistniatych lub zgloszonych w i-tym okresie wypadkowym (dane pozio-
me) oraz wyptaconych z op6znieniem o j okreséw (dane pionowe), czyli do konca
i +j— 1 okresu kalendarzowego (dane na przekatnych, por. [Wolny 2005]). Trojkat
szkéd mozna budowac¢ dla réznych okresow, np. rocznych, kwartalnych, miesigcz-
nych. Szacowanie rezerwy IBNR polega na uzupehieniu brakujacych danych w
trojkacie szkod.

Rozwazmy trzy popularne metody deterministyczne szacowania rezerwy IBNR.
Technika chain-ladder (CL, por. [Hossak i in. 1992, s. 206-237]) bazuje na troj-
kacie skumulowanych szkod [Cij ]m . Z niego wyznaczane sa wspotczynniki przej-
$cia:

c,
fi=1= c

i,j-1

ktorych czgstym oszacowaniem jest

Na ich podstawie szacowane sa przyszte szkody: C  =C, ,f, oraz rezerwa
. pCL _\"" (A
IBNR: R =" (C,-C,., ),

- k
gdzie: f, = H fi
i=1

Stad metoda CL nazywana jest metoda fancuchowa. Metoda ta cieszy sig¢ popularno-
$cia na catym $wiecie.

Metoda Bornhuettera-Fregusona (skrot BF, por. [Wieteska 2004, s. 101-103])

bazuje na trojkacie skumulowanych szkod [Cl.j] , Z ktérego wyznacza sig¢ wskaz-
niki podziatu
1
p=l-—r

H‘/:O f./' .
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Na ich podstawie szacuje si¢ przyszite szkody oraz rezerwe IBNR, odpowied-
nio:

AP _ A pBF _ \N" L AP
Ci _Cipi > R _Zizoci >
gdzie: C; to iloczyn skfadki zarobionej brutto 1 wskaznika szkodowosci brutto.

Metoda grossing up (skrét GU, por. [Wolny 1999]) bazuje na trojkacie skumulo-
wanych szkod [Cij] , Z ktorego wyznacza si¢ wspotczynniki catkowitej szkody:

C,,
Jo = C_Oj'
Na ich podstawie szacuje si¢ skumulowane przyszte szkody oraz rezerwe¢ IBNR
odpowiednio:

~

Ci,n—i— 5 nl A
G =t R =T )
gdzie: C,

a1 Znajduje sig¢ na przekatnej z i-tego okresu, k to liczba okresow
»zamknigtych”, w ktorych znana jest catkowita warto$¢ wyplaconych odszkodowan,
C, to catkowita skumulowana warto$¢ szkod w zamknigtym okresie wypadkowym,
C,,; totaczne szkody wyptacone do j-tego okresu, po ktorym nie wystapi juz w przy-
sztosci zadna wyptata odszkodowania.

Rozwazmy rzeczywisty nieskumulowany trdjkat szkdd (tab. 1) z tytutu ubezpie-
czen komunikacyjnych wyrazonych w dol. zaczerpnigty z pracy [Charles, Westphal

Tabela 1. Trojkat nieskumulowanych szkod z tytutu ubezpieczen komunikacyjnych (w dol.)

g Okres op6znienia w wyptacie odszkodowania (j)
2 Sktadka
§ przypisana
1 2 3 4 5 6 |z | 8 | o | w | Pmwe
S

1 | 5946975 | 3721237 | 859717 | 207 760 | 206 704 | 62 124 | 65813 | 14850 | 11 130 | 15 813 | 15537 469
2 | 6346756 | 3246406 | 723222 | 151797 | 67824 | 36603 | 52725 | 11186 | 11 646 15 156 408
3 16269090 | 2976223 | 847 053 | 262 768 | 152703 | 65444 |53 545 | 8924 14 617 287
4 [ 5863015 (2683224 | 722532190653 | 132976 | 88340 |43 320 14 155 682
5 | 5778885 | 2745229 | 653 894 | 273 395 | 230 288 | 105 224 14726 509
6 | 6184793 | 2828338 | 572 765 | 244 899 | 104 957 15307 599
7 | 5600184 | 2893207 | 563 114 | 225517 15218 096
8 | 5288066 | 2440 103 | 528 073 14 835 369
9 5290793 | 2357936 14 648 731
10 | 5675568 15491 250

Zrodto: [Charles, Westphal 2006].
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2006], na podstawie ktorego oszacowana zostala rezerwa IBNR ww. metodami de-

terministycznymi.

Szacowane rezerwy zaprezentowane w tab. 2 (oraz na rys. 5) rdznig sig istotnie.
Najwyzsze wartosci uzyskano metoda GU. Byly one prawie o 250 tys. dol. wyzsze
od wartosci uzyskanych w metodzie BF, ktére byty o ok. 900 tys. dol. wyzsze niz w
technice CL. Poréwnujac uzyskane wyniki, trudno wskazaé, ktory z modeli naleza-
loby wybra¢ w praktyce, gdyz aby zaobserwowac¢ jakies prawidtowosci w badanych

metodach, trzeba by wykona¢ wigcej symulacji.

Tabela 2. Szacowane rezerwy IBNR (w dol.)

K Metoda
Okres wypadkowy CL - P
2 14 907 4 472 566 15174
3 25 541 1259 249 25 851
4 34074 529 304 36 711
5 84 382 319 024 95 700
6 155 815 172 015 154 116
7 285 091 94 521 325463
8 448 460 37 856 458 138
9 1038 823 26 050 1 142 309
10 3945 689 15 872 4929 422
Razem IBNR 6032 783 6926 459 7 182 883

BF* catkowita szkoda Ci = skfadka przypisana brutto * wskaznik. szkodowosci (72%).

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie tab. 1.
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Rys. 5. Oszacowane rezerwy IBNR (w tys. dol.)

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie tab. 2.
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Metody deterministyczne, chociaz sa proste do zastosowania (nie wymagaja
skomplikowanych zatozen dotyczacych struktury modeli), to jednak nie pozwalaja
ocenia¢ doktadnosci oszacowan i wykonywaé prognozy’. Modele stochastyczne
umozliwiaja szacowanie rezerw szkodowych oraz wykonywanie ich prognozy wraz
z ocena ich zmiennos$ci. Dotychczas byly one rzadziej stosowane w praktyce, m.in.
ze wzgledu na swoje zatozenia strukturalne (np. sztywne zatozenie méwiace, ze roz-
ktad reszt modelu jest zgodny z rozktadem normalnym). Z wejsciem programu Wy-
ptacalnos¢ Il metody stochastyczne zastapia metody deterministyczne. Dodatkowo
w pracy [Karwanski, Szczgsny 2008, s. 125] podkresla sig, ze modele stochastyczne
bazujace na nieskumulowanych danych szkodowych zdecydowanie lepiej od mode-
li opierajacych si¢ na danych skumulowanych szacuja wartosci rezerw szkodowych,
przez co sa bardziej odpowiednie do zastosowania.

W modelach stochastycznych rezerw IBNR opartych na nieskumulowanych da-
nych szkodowych przyjmuje sig, ze kazda szkodeg ubezpieczeniowa mozna przedsta-
wi¢ w postaci iloczynu X, ~, 8,7, , (dla i, j=1,..,n;i+ j<n), gdzie: i to okres
wystapienia (zgloszenia) szkody, j to okres rozwoju szkody (op6znienia w rozlicze-
niu), a k =i+ j—1 to aktualny okres kalendarzowy, a. to efekty i-tego okresu wypad-
kowego, B to efekty j-tego okresu rozwoju szkody, y, to efekty k-tej przekatnej (dia-
gonalnej, =i+ J — 1). Dla parametrow a, ,B 7, wprowadzane sa pewne
ograniczenia w réznych modelach. Mozna je estymowac klasycznymi metodami
estymacji, np. metoda najmniejszych kwadratow (MNK), metoda najwigkszej wia-
rygodnosci (MNW) lub technikami heurystycznymi (np. ,,metoda mechanicznego
wygladzania). W wigkszo$ci modeli zaktada si¢, ze zmienne losowe opisujace
szkody ubezpieczeniowe X, sa niezalezne o rozkladzie nalezacym do dyspersyjnej
rodziny wyktadniczej, ktorych warto§¢ oczekiwana mozna przedstawi¢ jako

EX, = E( exp(loga +log B, +logy, )) Stad przyszite szkody szacuje sig¢ zgodnie

ze wzorem Xl ~ 4, ﬂ Pieja - W trojkatach szkod, w ktorych brak danych y,, poza

diagonalng dla k -tego okresu kalendarzowego, dla k > ¢t mozna przyjac, ze platnosci
w danych okresach kalendarzowych zmieniaja si¢ z postgpem geometrycznym y, oc y*
dla pewnych wartosci rzeczywistych y.

Ocena doktadnosci rezerwy IBNR w metodach stochastycznych czgstokro¢ jest
trudna do kalkulacji i czgsto moze by¢ tylko aproksymowana, zaktadajac, ze pierwot-
ny model zostal dobrze zdefiniowany. Ten mankament metod stochastycznych jest
glownym powodem rozszerzajacej si¢ od konca XX wieku popularnosci technik prob-
kowania danych (bootstraping), zdefiniowanych w pracy [Efron, Tibshirani 1993].

Rozwazmy kilka stochastycznych metod szacowania rezerwy IBNR.

Model Macka bazuje na trojkacie skumulowanych szkod [Cij] (por. [Mack
1993]). W technice CL skumulowane szkody spetniaja warunek C, . = f; ,C, ;. (dla

7 To wynika takze z tego, ze w zaktadach ubezpieczen majatkowych rezerwy nie musza by¢ kal-
kulowane przez aktuariuszy, tylko sa szacowane metodami aktuarialnymi.
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i=1,2,..,n/=2,3,...,n—i+1),gdze: f, ; to wspolczynniki przejscia. Mack
[1991] uogolnﬂ WW. metodq do modelu stochastycznego zakladajac, ze C, ; to sa
zmienne losowe o skofczonej wartosci oczekiwanej £ [ ] SiE [ i 1] i skon-
czonej wariancji Var[ ] o; C ,dlal<sj<n-— 1) gdzie: f,, ..., f, , to nie-
znane parametry. Wykaza1 takze Ze dla C,=0model E|C [ ] fiE [ s 1] opie-
rajacy si¢ na skumulowanych danych jest rownowazny z modelem stochastycznym
opartym na danych nieskumulowanych, w ktérym E[X l.,j] =a.p,(dla 1<i,j<n),
gdzie: o, (1<i<n) oraz ﬁj (1< j<n) to nieznane parametry oraz zachodzi
B, +...+ B, =1. Estymator wariancji i standardowy btad prognozy rezerwy IBNR sa
réwne odpowiednio:

1 n—j+1 C )
) i,
0; = : Z Cija [C_j

n—7j iz i,j-1

2
5 R A 1
—f}, MSE(R)~C,} > =2 —+——
! () it fra| G 2 Coa

Model Christofidesa (tzw. regresji logarytmiczno-liniowej, por. [Christofides
1990, s. 5.1- 5.54]) bazuje na trojkacie nieskumulowanych szkod [X ]m Zostal
on wprowadzony jako model regresji wielorakiej (multiple regression model, por.
[Stanisz 2007, s. 59-97]). Model ten zakfada, ze zmienne losowe X, opisujace in-
dywidualne wartosci szkod sa niezalezne o identycznym rozkladzie i mozna je
przedstawié jako X, =<, (dla kazdego i, j=1,...,n;i+ j <n ). W modelu tym
przyjmuje sig:

Y, =X, =h(ap& )=na,+np +né

L,J
iid

Y, =a+b +e €~ N(O,O'Z), a,=b =0.

i,j?

Parametry a,,b, mozna estymowac technikq CL lub klasycznymi metodami esty-
macji (np. MNW), a nieznana wariancja o> jest zazwyczaj szacowana MNK. Trans-
formacja zmiennych funkcja logarytmicznag wymaga, aby wartosci w trojkatach
szkéd byty nieujemne, a zatem nie daje mozliwosci uwzgledniania w analizie regre-
sOw, co jest niedogodnoscia tego modelu. W dodatku powoduje to takze obciazenie
estymatorow, co podkreslono w [Renshaw 1989; Verall 1991].

Przyszte szkody X, ;i ich wariancja sa rowne odpowiednio (por. [Christofides
1990, s. 5.11-5.13]):

)A(l.qj = exp(fl.,j + 0.5Var2.’j) , Var[)%i’j ] = )A(i’j2 (exp(Var}A’iJ ) - 1).

Wartosci Y ;5a réwne sumie estymatorow g, b a WarlanCJanrY wyzna-
cza si¢ z macierzy wariancji-kowariancji o° X, (X X ) -, gdzie: X, to ma-

cierz przysztych warto$ci, X7 to macierz transponowana, X' to macierz odwrotna,
o’ to wariancja empiryczna.
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Model Poissona GLM (tzw. stochastyczny model chain-ladder, por. [Kass i in.
2001, s. 208-211; Renshaw, Verrall 1994, s. 283]) jest szczegdlnym przypadkiem
uogolnionej regresji liniowej (Generalized Linear Models — GLZ) wprowadzonej
przez Nelder i Wedderburn [1972, s. 370-384] i opisanej przez McCullagh i Nelder
[1989]. Zaktada on, ze nieskumulowane szkodyXiJ (dlakazdego i, j=1,...,mi+ j<n
) sa niezalezne i sa zgodne z rozkladem Poissona z parametrem /1” ()%',j =a.p, ),
gdzie: a. to rozmiar catkowitych szkod zgtoszonych w i-tym okresie wypadkowym,
,B to ud21a} szkdéd w j-tym okresie rozliczenia szkéd w catkowitej szkodzie z i-go

okresu z B, =1, co mozna zapisa¢ (por. [Tomaszewska 2003, s. 274-275]):

X, =a.B7:; Vi, =1

Y, =X Y., ~Pois(4,), EY, ;=4 =ap,

Y, s Em g te s, e, ; €over-dispersed Poisson distribution

EY =m,,, Vary, ; = ¢V(mi’j)= m, ., ¢=1, V(m,.j)z m .,
logm, , =7, ,, n.,=uK+a +b,

a,=b =0 = EY,=m, = eXp(/J)-

Parametry o, f, y, , {,; definiowane sa jak powyzej, e, ;to czynniki losowe, m,
to skladnik deterministyczny, jego logarytm jest roéwny funkcji wiazacej n,, (link
function) opisywany przez: u —ogo6lna $rednia efektow w skali logarytmicznej (over
all mean effect), a, — efekty glowne okresu wypadkowego (the residua effect due to
accident year), bj — efekty glowne okresu rozwoju szkody (the residual effect due to
development year). Przyszte rezerwy i ich btad prognozy w okresach wypadkowych
sq rowne:

A

X, =m; exp(O.SoA'2 ) = exp(ﬁ[ ;+0.56° ) = exp([t +a, +bAj + 0.56‘2) ,

e[, =0, 2, o, - om, o )
2

Var(nl 1) mijar(ﬁi’j) ,

Var[Xl.’j] = Var[Yi’j] =¢m, ,, Var[)z'i’J =

77[,./'

A

gdzie: X, to estymator rezerwy /IBNR, MSE [)A( i,j:| to $redni kwadratowy biad
prognozy, Var(ﬁi’j )to wariancja uzyskiwana z macierzy kowariancji estymatorow
szkod zaistniatych i prognozowanych, ¢ to parametr skali. Parametry x, a,,b ;, mozna
oszacowac w przypadku kompletnych danych statystycznych standardowymi metoda-
mi estymacji, korzystajac ze statystycznych pakietow regresji zawierajacych uogol-
nione model regresji GLM (zaktadajac nieistnienie wyrazu wolnego a, =b,=0),
a w przypadku niekompletnych danych statystycznych mozna skorzysta¢ z algoryt-
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mu rekursywnego Kremera (tzw. E-M algorytm, expectation maximization of the
likelihood, por. [Pinheiro i in. 2000, s. 4-5; Zehnwirth 1989, s. 1.4-1.5]).

Laczna wielko$¢ rezerwy IBNR 1 jej blad prognozy sa rowne odpowiednio (por.
[England, Verrall 1999, s. 284]):

R = Zi,jeA Xi,j ’

MSE[R]=Y _ MSE[ X, ]+ 22,-,]_,:? mm, -(exp(Cov(?]i ) 1),

gdzie: Zi 1os OZNACZA sumowanie po wszystkich prognozowanych elementach tréj-

kata szk6d. Wyniki estymacji rezerwy metoda Poissona GLM sa podobne do techni-
ki CL.

Model gamma GLM (tzw. model Macka, Renshawa i Verralla)

Do modelowania wielkosci szkéd Mack uzyt rozktadu gamma. Pomyst ten roz-
wingli Renshaw i Verrall [1994] na podstawie modelu uogélnionej regresji liniowe;j.
W modelu tym nieskumulowane szkody X, (dla kazdego i,j=1,...ni+j<n) sa
niezalezne i opisuja $rednie warto$ci odszkodowan wyptaconych w okresach i, j oraz
sg zgodne z rozktadem gamma z parametrami ¢, Bj . Model ten spetnia nastgpujace

zatozenia (por. [England, Verrall 1999, s. 283]):
Xy=aBVys 7y =]

Y, =X, Yl.,j~gamma(07i,ﬁj), EY,

Y,=m+e,, VarY, =& /p = ¢V(mi,./) ’

eij:E[eij]zo, Var[eij]zaz,

n,; =nm,

i,j°

3

-
o~

~

S

= =
ST

3

M, =H+a +bj’
a,=b=0 == EYl,lzml,l:exp(/u)'
Przyszte rezerwy i ich btad prognozy wyznacza si¢ nastgpujaco:

X, =m, exp(O.Sc}2 ) = exp(ni,j + 0.5&2) = exp([z +a, +l;j + 0.56'2) ,

MSE[ X, |= E[(Xl.,j -X, )2} =Var[ X, , |+Var[ X, |=gm’ +m’ Var(3,,),

2
Var [Xl.j] = Var[Yl.j] =gm’,, Var [)A(U] ~ Z’Zz‘_i

Var(ﬁ,.j) = ijVar(ﬁU) )

tj

Parametry ww. modelu sa zdefiniowane jak w modelu Poissona GLM. Model
gamma GLM uchyla zatozenie o rozktadzie sktadnikéw losowych i rdzni sig
od modelu Poissona GLM tym, ze wariancja jest proporcjonalna nie do $redniej,
a do jej kwadratu. Laczna wielko$¢ rezerwy IBNR i jej btad prognozy sa row-
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ne odpowiednio (por. [England, Verrall 1999, s. 284]): f(’zZUeA)A([’j,

MSE[ﬁ ]:Zi’jeAMSE[ U:|+2Zt/€AmU m,, (exp(Cov(n”,nlk)) 1),

gdzie: Z _ oznacza sumowanie po wszystkich prognozowanych elementach
i,jeA

trojkata szkod. W symulacjach mozna przyjac, ze parametr dyspersji jest rowny

jednej setnej ¢ = 0,01, a szacowany parametr w rozkladzie gamma jest rowny

100 (o, =a=1/¢).

Model bayesowski Verralla zostal wprowadzony przez Verralla w 1988 . jako
przyktad bayesowskiego modelu hierarchicznego, opierajacego si¢ na modelu Pois-
sona GLM, w ktorym rozktady a priori parametrow a., ﬁj zdefiniowane zostaly na-

stepujaco:

X, = ailg_/%',_/’ Vi, =1
Y, =X, Y, ~ Pois(4,,), EY, =1, =ap,
Y, =m , +e , e, ; € over-dispersed Poisson distribution

Np. ¢, ; ~ N(0,1000000000),

al.~N(9j,Ti) dlai=1,..,noraz j=1,..,n-1,

0, ~N(p,7,),  #o~N(1,0.001), z,~N(0.001,0.001),

T.=T-W, T~F(0.001,0.001),

B, ~T(z,), r,=7-w;,  t~I(0.001,0.001).

Metoda bootstrapping chain-ladder (por. [Efron, Tibshirani 1993; England,
Verrall 1999]) to metoda taczaca model Poissona GLM i technike symulacyjna prob-

kowania danych, tzw. bootstrapping. W metodzie tej na wstgpie do danych szkodo-
wych dopasowuje si¢ model Poissona GLM (lub technikg CL). Nastepnie wyznacza

. (P) Xij_mij Xij_mij
sig¢ nieskalowane reszty Pearsona. 7, ;O ET= — =
Var(Xl]) NKLT
reszty Pearsona (uwzgledniajace liczbg stopni swobody): 7, ; (P = =7, ) / . Na
n—p
(P#)

oraz skalowane

. QN
ich podstawie wyznacza si¢ pseudodane: X, '/ =r, ; ; +m, ;, z ktérych sza-

cuje si¢ przyszie szkody wraz z ich ocena zmiennosci, np.: standardowym bledem
predykcji szkod czy standardowym bledem estymatora Sredniej rezerwy rowne odpo-

wiednio: SE()A(i,j)=\/¢R+ n R). SE(R)=\/%Z:I(mi(*)_nA1)2 gdzie:
n—p

zrw)z

-p

()

to estymator $redniej szkody, m."’ to bootstrapowy estymator $redniej, ¢ =

parametr skali, R to laczne szacowane rezerwy.
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Tabela 3. Trojkat nieskumulowanych szkod z tytutu ubezpieczen komunikacyjnych (w tys. dol.)

Ol((ir)es Okres opdznienia w wyptacie odszkodowania ()
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 [357848| 766940 | 610542 482940 | 527 326 | 574 398 | 146 342 | 139 950 | 227 229 | 67 948
2 | 352118 | 884021 | 933894 | 1183289 [445745 (320996 |527 804 |266 172 | 425 046
3 1290507 (1001799 | 926219 |10 116 654|750 816 | 146 923 | 495992 | 280 405
4 310608 1108250 | 776189 | 1562400 272482 |352 053|206 286
5 443160 | 693190 | 991983 769 488 | 504 851 | 470 639
6 [396132| 937085 | 847498 805 037 | 705 960
7 440832 | 847631 1131398 | 1063269
8 1359480 (1061 648 | 1443370
9 [376686| 986608
10 | 344014

Zrodto: [Taylor, Ashe 1983, s. 37-61].
Rozwazmy rzeczywisty nieskumulowany trojkat szkod zaczerpnigty z pracy
[Taylor, Ashe 1983] (tab. 3). Na jego podstawie ww. metodami stochastycznymi

oszacowane zostalty rezerwy IBNR (wraz z btedami prognozy, por. tab. 4).

Tabela 4. Oszacowane rezerwy wraz z blgdami ich prognozy [w min dol., %]

Metoda
Okres - -
wypadkowy | M0 |y | Chiisofidesa | PO | gmma | bayesowska | bootirap

2 95 93 (80) 111 (54) 95 (116) 93 (48) 96 (49) 117 (117)

3 470 447 (26) 482 (39) 470 (46) 447 (36) 439 (36) 420 (46)

4 710 611 (19) 661 (32) 710 (37) 611 (29) 608 (30) 527 (36)

5 985 992 (27) 1091 (28) 985 (31) 992 (26) 1011 (27)| 1042 (31)

6 1429 | 1453(29) 1531(26) | 1429(26)| 1453(24) 1423 (25)| 1537(26)

7 2178 | 2186(26) 2311 (26) | 2178(23)| 2186(24)| 2150(25)| 2236(23)

8 3920 | 3665(22) 3807 (28)| 3920(20)| 3665(26)| 3529(27)| 3928(20)

9 4279 | 4122(23)| 445231)| 427924)| 4122(29)| 4056 (30)| 4770 (24)

10 4626 | 4516(29) 5066 (40) | 4626(43)| 4516 (37)| 4340(38)| 6068 (43)
Laczne IBNR | 18682 | 18085 (13) | 19512 (16) | 18682 (16) | 18 085 (15) | 17 652 (15) | 20 644 (16)

Zrédto: [England, Verrall 1999, s. 281-293].

Zauwazmy, ze klasyczne metody stochastyczne (model Macka, uogdlnionej
regresji liniowej, gamma GLM i Poissona GLM) daja zblizone wyniki (tab. 4).
Metody nieklasyczne daja skrajne warto$ci rezerw. Najwyzsze uzyskano w modelu
bootstrapowym chain ladder, a najnizsze w bayesowskim Verralla (co wynika praw-
dopodobnie z przyjetego rozktadu a priori).
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4. Podsumowanie i wnioski

Przeprowadzona analiza szkodowosci w zakresie szacowania rezerwy IBNR pozwa-
la wnioskowac, ze poziom rezerwy zalezy od przyjetej metody szacowania (réznice
pomigdzy uzyskanymi wynikami sa istotne). Metody deterministyczne nie pozwala-
ja oszacowa¢ bledu prognozowanych rezerw, ktore ,,z natury” sa wynikiem metod
stochastycznych. Doktadnosci szacowanych tacznych rezerw w metodach stocha-
stycznych zmieniaja si¢ od 13 do 16 pkt %, co $wiadczy o tym, Zze otrzymano zbli-
zone wyniki tacznej zmiennosci. Jednak analizujac oceng zmienno$ci w poszczegol-
nych okresach wypadkowych, przekonujemy si¢, ze wystepuja istotne rdéznice w
dyspersji (od 20 do 117 pkt %). Warto zatem si¢ zastanowi¢ i rozwazy¢ problem
decyzyjny, ktora z ww. metod powinno si¢ wybrac (dla danego portfela ubezpieczen
i posiadanych danych szkodowych) w praktyce. Rezerwy TU zgodnie z projektem
Wyptacalnosci Il nalezy szacowaé zgodnie z zasada najlepszego oszacowania.
W projekcie tym preferuje si¢ model Macka (w analizie w modelu tym uzyskano
najnizsza warto$¢ tacznej rezerwy i najnizszy taczny btad szacunku), chociaz inne
modele daja zblizone wyniki szacowanych rezerw (np. model gamma GLM). Autor-
ka artykutu nie probuje znalez¢ rozwiazania tego problemu, a tylko go sygnalizuje i
podkresla, ze najnizsza warto$¢ rezerw TU moze nie zapewni¢ realnosci ochrony
ubezpieczeniowej. Wprawdzie zgodnie ze statystyka i ekonometrig nalezatoby wy-
bra¢ model najdoktadniejszy, tj. minimalizujacy (wybrany) btad oszacowan rezerwy
IBNR, jednak w przypadku rezerw ubezpieczeniowych warto bytoby wybraé¢ inne
kryterium optymalizacji, np. inng niz kwadratowa funkcje celu. Zgodnie ze staty-
styka matematyczng nalezy wybiera¢ te metody, w wyniku ktérych uzyskuje sig es-
tymatory nieobciazone, o minimalnej wariancji (BLUE). Powinno si¢ to jednak
uczyni¢ dla tacznej rezerwy (przyszlych zobowiazan ubezpieczycieli) czy rezerw w
poszczegdlnych okresach wypadkowych? Podsumowujac, nalezy zaznaczy¢, ze
zgodnie z celami zawiazywania rezerw najwazniejsze jest to, aby byty one zawiaza-
ne na bezpiecznym poziomie gwarantujacym zapewnienie ochrony ubezpieczenio-
wej 1 wyptacalnos¢ zaktadom ubezpieczen. A zatem moze w projekcie Solvency 11
powinno si¢ uwzgledni¢ inne metody tak, aby zawiaza¢ wyzsze rezerwy TU w celu
zapewnienia srodkéw na przyszte zobowiazania.
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IBNR RESERVE IN NON-LIFE INSURANCE.
PRACTICAL METHODS OF ITS ESTIMATION

Abstract: IBNR reserve is the most important reserve in non-life insurance. So far it has been
estimated in Poland using mainly deterministic methods. However, it will change in near
future, when Solvency II will become obligatory. This article presents characteristic IBNR
reserve and some statistic (deterministic and stochastic) methods for its estimation. The au-
thor thinks which methods should be chosen in insurance practice.

Key words: IBN reserve, run-off triangle, methods of estimation of IBNR reserve.



