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Streszczenie: Analiza glownych sktadowych jest metoda transformacji zmiennych pier-
wotnych w zbiér nowych wzajemnie nieskorelowanych zmiennych zwanych glownymi
sktadowymi. Sktadowe nieskorelowane nie gwarantuja niezalezno$ci ukrytych zmiennych.
Sktadowe niezalezne wyznacza si¢ za pomoca niezaleznej analizy glownych sktadowych
(independent component analysis). W artykule przedstawione zostana podstawowe podo-
bienstwa i roznice klasycznej i niezaleznej analizy glownych sktadowych. Walor oryginal-
nosci pracy polega na przedstawieniu przyktadu zastosowania niezaleznej analizy glownych
sktadowych.

Stowa kluczowe: analiza gtdwnych sktadowych, zmienne niezalezne, analiza niezaleznych
glownych sktadowych.

Summary: Principal component analysis is a method of transformation of original variables
in the new set of uncorrelated variables called principal components. Uncorrelated compo-
nents do not guarantee the independence of variables. Independent component is determined
by an independent component analysis. The paper presents the basic similarities and differ-
ences between classical and independent component analysis. The originality of the work is
to present the use of an independent component analysis.

Keywords: principal component analysis, independent variables, independent component
analysis.

1. Wstep

Analiza glownych skladowych zostata opracowana przez H. Hotellinga w 1933 r.
[Harman 1975; Zakrzewska 1994]. Jest to metoda transformacji zmiennych pierwot-
nych w zbiér nowych nieskorelowanych zmiennych zwanych gtéwnymi sktadowymi.



Analiza niezaleznych gtéwnych sktadowych 223

Analizg gtdéwnych sktadowych stosuje si¢ [Gorniak 2000] w przypadkach, gdy:

» celem analizy jest rozpoznanie struktury zbioru danych lub przedstawienie graficz-
ne tego zbioru w przestrzeni dwu- badz trojwymiarowej przy mozliwie najlepszym
zachowaniu relacji pomiedzy danymi, lub okreslenie minimalnej liczby wymiarow,
za pomocg ktorych mozna wyjasni¢ zatozong czes¢ wariancji zmiennych,

« wariancja specyficzna i wariancja wynikajgca z btedu jest mata lub gdy analizuje
si¢ duzo skorelowanych zmiennych badz korelacja migdzy zmiennymi jest dos¢
wysoka,

o celem rozwazan jest wyznaczenie nieskorelowanych gtéwnych sktadowych
i zastosowanie ich w dalszych analizach wielowymiarowych (np. regresji lub
dyskryminacji).

W Kklasycznej analizie gtownych sktadowych wyodrebnia si¢ nieskorelowane
sktadowe, ktére nie zawsze sa niezalezne. Jesli dane posiadajg rozktad Gaussa, to
gtowne sktadowe wyodrebnione za pomoca analizy gtoéwnych sktadowych sg nieza-
lezne. Natomiast dane nieposiadajace rozktadu Gaussa daja sktadowe, ktore sa tylko
nieskorelowane. Analiza niezaleznych gtéwnych sktadowych polega na wyznaczeniu
statystycznie niezaleznych sktadowych nawet w przypadku danych nieposiadajacych
rozktadu normalnego [Hagai Attias, Keck 1999].

W artykule przedstawiono podstawowe podobienstwa i1 rdznice klasycznej
i niezaleznej analizy gtdéwnych sktadowych, ktore zobrazowano na przyktadzie empi-
rycznym dotyczacym szkolnictwa na poziomie ponadgimnazjalnym.

2. Klasyczna i niezalezna analiza gléwnych skladowych

Model analizy gléwnych skladowych mozna zapisa¢ wzorem [Crawford, Lomas
1980]:

pm"~ mi

m
z, =b,s;+b,5), +...+b,s =prjsﬁ, (1
j=1

gdzie: z,, — warto$¢ p-tej zmiennej dla i-tej obserwacji pe€ {1, 2, .., m},
i€{l,2,..,n}; s, — warto$¢ j-tej glownej skladowej dla i-tej obserwacji
je {1, 2, .. m} ; by — wspotczynniki gtownych sktadowych.

W zapisie macierzowym model analizy glownych sktadowych przyjmuje postac:
Z=BoS, (2)

gdzie: Z=[Z,,Z,,...,Z,]" - macierz standaryzowanych zmiennych, Z  =(z,,,z, .,

s Z,,) 5 1 — liczba obserwacji; B :[b pf:l — macierz wspotczynnikow

mxm
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gtownych sktadowych; S=[S,.S,.....S,, ]T — macierz glownych sktadowych;
S, = (sjl,sﬂ,...,sjn) ; DE {1, 2,y m} — numer zmienngj; j € {1, 2, m} —
numer gtéwnej sktadowej 7, — znak transpozyc;ji.

W celu wyznaczenia wspotczynnikow gtownych sktadowych stosowany jest al-
gorytm glownych sktadowych Hotellinga [Pluta 1986]. Wspoétczynniki sktadowych
w tej metodzie okre$la si¢ w sposob iteracyjny. W pierwszym kroku ustala si¢
wspotczynniki pierwszej sktadowej S, poprzez maksymalizacj¢ udziatu tej sktado-

wej w wariancji wszystkich zmiennych (W), tzn. maksymalizujac funkcje:
=35, 3)
p=1

za pomocg mnoznikow Lagrange’a, przy ograniczeniu R =BB’ (gdzie R jest macie-
1z kowariancji). W drugim kroku oblicza si¢ macierz pozostatosci kowariancyjne;:

R, =R-BB/, 4)
gdzie w miejsce B, :[ble , pe{l, 2, ..., m} podstawia si¢ wartosci tadunkow

pierwszej skladowej. Okreslong w ten sposob §1 podstawia sie¢ w miejsce R do
réwnania R = BB’ i wyznacza si¢ tadunki drugiej sktadowej gtownej S,. W analo-
giczny sposdb wyznacza si¢ tadunki trzeciej i nastgpnych sktadowych gléwnych, az
do osiggnigcia wymaganego lacznego stopnia wyjasniania przez nie wariancji
zmiennych (np. 85%) lub do momentu, gdy udziat kolejnej sktadowej jest nie mniej-
szy niz wczesniej ustalona warto$¢ (np. 5%).

Wspotczynnik korelacji, wykorzystywany w klasycznej analizie gtownych skta-
dowych, sprawdza si¢ jako miara niezaleznosci sktadowych tylko w przypadku wie-
lowymiarowego rozktadu normalnego. Z tego powodu w metodzie skladowych
niezaleznych do badania niezaleznosci sktadowych wykorzystuje si¢ miary oparte na
entropii. W statystyce entropi¢ interpretuje si¢ jako $rednig wartos¢ funkcji okreslo-
nej na zbiorze prawdopodobiefistw wszystkich mozliwych realizacji pewnego do-
swiadczenia [Liu i in. 2016]. Funkcja ta okresla ilos$¢ informacji, jaka niesie pojedyn-
cze zdarzenie. Oznaczmy przez H(X) entropi¢ zmiennej X, wowczas

H(X)= H(X):_Zpi log, p;, (5)

i=1
gdzie p, to prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia x,. Entropia jest zawsze

nieujemna i réwna zeru tylko w takim przypadku, gdy jedno zdarzenie wystepuje z
prawdopodobienstwem rownym jednosci, a pozostale majg prawdopodobienstwa
rowne zeru. Natomiast osigga warto$¢ maksymalng w przypadku, gdy prawdopodo-
bienstwa wszystkich zdarzen sg rowne.
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Aby okresli¢ stopien zaleznosci migdzy zmiennymi, konstruuje si¢ miare okre-
$lang jako wzajemna informacja [(X), ktorej podstawa jest entropia poszczegdlnych

zmiennych. Wzajemna informacja obliczana jest jako suma rdznic migdzy entropia-
mi gestosci rozktadow brzegowych zmiennych.

1(X) =2 (H(X)) = H(X)). (6)

Miara ta jest modyfikacjg funkcji odlegtosci Kullbacka-Leiblera dla dwdch roz-
ktadéw prawdopodobienstwa, w ktorej nie jest wykorzystywana entropia.

W praktyce do mierzenia zalezno$ci zmiennych stosuje si¢ negentropie J(X p),

czyli miare, ktora okresla, jak bardzo r6zni si¢ rozproszenie i koncentracja cechy o
dowolnym rozktadzie od cechy o takiej samej wariancji, ale podlegajacej rozktadowi
normalnemu. Podstawg poréwnania jest rozktad normalny, poniewaz zmienna pod-
legajaca temu rozktadowi charakteryzuje si¢ najwigksza entropia.

J(X,)=H(Y,)-H(X,), (7

Y, jest losowg zmienng podlegajacg rozktadowi normalnemu o takiej samej warian-
cji jak X - Negentropia jest nieujemna i mierzy odleglos¢ rozkladu sktadowej X,

od rozktadu normalnego.

Niezalezna analiza glownych skltadowych, a wilasciwie analiza niezaleznych
glownych sktadowych (Independent Component Analysis — ICA) zakltada, ze zmien-
ne obserwowalne sg liniowg kombinacjg wzajemnie niezaleznych ukrytych sktado-
wych [Come i in. 2010]:

X=SocA+E, (8)

gdzie: X= [X1 , Xy, .,Xm] — macierz standaryzowanych zmiennych,

X, = (xlp,xzp,. . .,xnp), n — liczba obserwacji,

A= [a o ]mxm — macierz wspotczynnikow gltownych sktadowych,

S= [Sl,Sz,...,Sm] — macierz gtdéwnych sktadowych (inaczej sygnaty zro-
dlowe), S, = (sjl,sjz,...,sjn),

E= [EI,EZ,. . .,Em] — macierz zawierajaca szumy,

pE {1, 2, .., m} — numer zmiennej,

je {1, 2,y m} — numer gtownej sktadowe;.

Poniewaz zmienne sg standaryzowane, to oczywiste jest, ze kolumny macierzy X
majg $rednig rowna zero.
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Zaleznos¢ miedzy rozktadami obserwowalnych i ukrytych zmiennych jest wyra-
zona rownaniem [Hagai Attias, Keck 1999]:

¥ = g A7), ©)

Roéwnanie (9) narzuca zatozenie — macierz A jest nieosobliwa.

Celem metody jest wyznaczenie macierzy W takiej, ze kolumny macierzy
S = X o WT s niezalezne (czyli gtéwne sktadowe sa niezalezne).

Niech AT = P o R, gdzie R jest macierza rotacji ortogonalnej, oraz Q = P~1, to
Y = X o QT mozna zapisa¢ W = R o Q. Celem jest wyznaczenie ortogonalnej rotacji
R, takiej, ze estymowane kolumny macierzy S = Y o R sg niezalezne.

Macierz odwrotna do macierzy tadunkow sktadowych estymowana jest za po-
mocg np. formuty log-likelihood:

LW, X) =%; 3; log(f¥((Wx;)))) + nlog(det(W)). (10)

3. Przyklad empiryczny

W celu zobrazowania omawianych metod czynnikowych zostanie przytoczony przy-
ktad empiryczny. Celem badania jest pordwnanie wojewodztw ze wzgledu na sytua-
cje szkolnictwa poziomu 3 ISCED. Dane pochodza z Banku Danych Regionalnych,
dotycza 2015 roku. Zmienne uwzglgdnione w badaniu:

X1 — uczniowie obowigzkowo uczacy si¢ jezyka obcego/uczniowie licedw
ogolnoksztatcacych.

X2 — uczniowie dodatkowo uczacy si¢ jezyka obcego/uczniowie liceow ogolno-
ksztalcgcych.

X3 — absolwenci licedéw ogolnoksztalcacych/uczniowie liceow ogolnoksztat-
cacych.

X4 — wspodtczynnik skolaryzacji brutto w % (16-18 lat).

X5 — zdawalnos$¢ egzaminéw maturalnych w %.

X6 — uczniowie licedw ogolnoksztalcacych/nauczyciele pelnozatrudnieni i nie-
pelnozatrudnieni w przeliczeniu na etat.

X7 —uczniowie przypadajacy na 1 oddzial w szkotach ogolnoksztatcacych.

X8 —uczniowie liceow ogodlnoksztatcacych/szkoty ogdlnoksztatcace razem.

X9 — oddziaty w szkotach ogo6lnoksztatcacych/szkoty ogdlnoksztatcace razem.

Przed przystapieniem do procedury analizy gtéwnych sktadowych dokonano se-
lekcji zmiennych, obliczajac miary adekwatnos$ci doboru kazdej indywidualnej
zmiennej — MSA (tabela 1).

Na podstawie MSA wyeliminowano z badania zmienne X3 i X5. Wskaznik Kai-
sera-Meyera-Olkina dla pozostatych zmiennych wynosi 0,6. Na podstawie wykresu
osypiska (rys. 1) za pomoca analizy gléwnych skladowych wyodrgbniono dwie
sktadowe, ktore wyjasniajg 85% zasobu zmienno$ci wspolnej wszystkich zmiennych.
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Tabela 1. Miary adekwatno$ci doboru kazdej indywidualnej zmiennej

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9
0,441 0,567 | 0,337 | 0423 0399 | 0,533 0,463 0,515 | 0,520

Zrédto: obliczenia wiasne z wykorzystaniem programu R.

Wartosci wiasne

o——o
o o
I ] [ [ I [ I
1 2 3 4 5 6 7

Gtéwne sktadowe

Rys. 1. Wykres osypiska

Zrédto: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.

Pierwszg sktadowa gtowng opisujg zmienne: X7 (uczniowie przypadajacy na 1
oddziat w szkotach ogolnoksztatcacych), X8 (uczniowie licedbw ogo6lnoksztal-
cacych/szkotly ogodlnoksztalcagce razem), X9 (oddzialy w szkotach ogolnoksztatca-
cych/szkoty ogolnoksztalcace razem) — jest zwigzana z zapleczem dydaktycznym
szkoty. Druga skltadowg glowng opisuja zmienne: X1 (uczniowie obowigzkowo
uczacy si¢ jezyka obcego/uczniowie licedbw ogolnoksztatcacych), X2 (uczniowie
dodatkowo uczacy sie jezyka obcego/uczniowie licedbw ogdlnoksztatcacych),
X4 (wspotczynnik skolaryzacji), X6 (uczniowie licedow ogodlnoksztatcgcych/na-
uczyciele pelozatrudnieni i niepelnozatrudnieni). Druga skladowa opisuje
liczebnos$¢ uczniow.

Na podstawie wynikow PCA (rys. 2) mozna wyrézni¢ wojewodztwa odstajace:
podkarpackie i malopolskie; mazowieckie oraz tddzkie. Pozostale wojewodztwa
tworzg grupg obiektow podobnych do siebie pod wzglgdem badanych zmiennych.
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Rys. 2. Wykres obiektow w przestrzeni sktadowych gtéwnych PCA

Zrédlo: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.
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Rys. 3. Wykres obiektow w przestrzeni sktadowych gldwnych ICA

Zrédlo: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.
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Nastepnie przeprowadzono analize niezaleznych gléwnych sktadowych. Tutaj
takze wyodrebniono dwie sktadowe. Pierwsza skltadowa gtowna opisuje liczebnosé¢
uczniow (X1, X4). Druga sktadowa gtéwna jest zwigzana z zapleczem dydaktycz-
nym (X7, X8).

Wojewodztwami odstajacymi, podobnie jak w przypadku PCA, sa podkarpackie
1 matopolskie; mazowieckie oraz t6dzkie (rys. 3). Dodatkowo mozna zauwazy¢, ze
podlaskie i lubelskie reprezentujg podobna sytuacje, podobnie jak zachodniopomor-
skie 1 wielkopolskie oraz dolno$laskie i pomorskie.

4. Zakonczenie

Podstawy teoretyczne wskazujg przewage stosowania analizy niezaleznych
glownych sktadowych nad klasyczng analizg glownych sktadowych:
» bardziej sensowne skladowe otrzymane z optymalizacji warunku niezaleznosci
(ICA) niz z maksymalizacji wariancji (PCA),
« warunek niezaleznosci obejmuje nie tylko niezaleznos¢ liniowg — nieskorelowa-
nie, ale takze np. wyktadniczg, wielomianowa,
« ICA moze potencjalnie wyodrebni¢ dodatkowe informacje ze zbioru danych.
Wyniki otrzymane za pomoca niezaleznej analizy glownych skladowych daty bar-
dziej szczegdlowy obraz zaleznosci migdzy zmiennymi, a takze relacji miedzy bada-
nymi obiektami. Jednak analiza niezaleznych gloéwnych sktadowych daje mniejsze
fadunki gtéwnych sktadowych, co czgsto prowadzi do trudno$ci w ich interpretacji.
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