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Streszczenie: W badaniach statystycznych braki odpowiedzi stanowia jedno z gtéwnych
zrodet bledow nielosowych. W literaturze przedmiotu wskazuje si¢ na dwie grupy metod
statystycznych, ktorych zastosowanie przyczynia si¢ do eliminacji negatywnego wplywu
brakow odpowiedzi na proces estymacji nieznanych parametrow w populacji generalnej:
imputacja i kalibracja. Szczegélna role odgrywa tutaj kalibracja, ktora polega na skorygo-
waniu wag wynikajacych ze schematu losowania proby, tak aby odtworzone zostaty warto-
$ci globalne wszystkich zmiennych pomocniczych. Gtownym celem artykutu jest przedsta-
wienie analizy sktadowych glownych jako metody doboru zmiennych pomocniczych w po-
dejsciu kalibracyjnym w badaniach statystycznych z brakami odpowiedzi. W artykule skon-
centrowano uwage na pokazaniu teoretycznych powigzan mi¢dzy podej$ciem kalibracyjnym
a analiza skladowych gtownych z uwzglednieniem faktu, ze w badaniu wystepowaé moga
braki odpowiedzi. W tym celu opisana zostanie konstrukcja odpowiednich wag kalibracyj-
nych wykorzystujacych metodg sktadowych gtownych.

Stowa kluczowe: analiza sktadowych gtéwnych, podejscie kalibracyjne, braki odpowiedzi.

Summary: Missing data are one of the major types of non-random errors in statistical sur-
veys. Two main statistical techniques of eliminating the negative effect of nonresponse are
considered in the literature: imputation and calibration. The main idea of calibration in-
volves adjusting design weights in order to reproduce exactly known population totals of all
auxiliary variables. The main purpose of this article is to present Principal Component
Analysis (PCA) as a method for choosing auxiliary variables in the calibration approach in
surveys with nonresponse. Special emphasis will be placed on showing theoretical links be-
tween the problem of finding calibration weights and the PCA methodology in the context
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of surveys with nonresponse. In particular, it will be shown how calibration weights can be
constructed using PCA.

Keywords: principal component analysis, calibration approach, nonresponse.

1. Wstep

W badaniach statystycznych wystepowanie btedow nielosowych w postaci brakow
odpowiedzi rodzi szereg problemoéw zwigzanych z procesem estymacji nieznanych
parametréw w populacji generalnej. Nalezy do nich zaliczy¢ przede wszystkim fakt
znacznego wzrostu obcigzenia 1 spadku precyzji stosowanych estymatorow. Jest to
zazwyczaj konsekwencjg rdznic pomi¢dzy respondentami (osobami, ktore odpowia-
daja na pytania zawarte w ankiecie) a nierespondentami (osobami, ktore nie udzielajg
odpowiedzi na wszystkie lub wybrane pytania zawarte w ankiecie). Braki odpowie-
dzi nie maja bowiem na og6t charakteru losowego, a istnieje pewien ukryty mecha-
nizm ich powstawania.

W literaturze przedmiotu zaproponowano rézne metody radzenia sobie z brakami
odpowiedzi. Generalnie dzielg si¢ one na trzy grupy. Pierwsza z nich stanowig meto-
dy prewencyjne wywodzace si¢ z nauk o zachowaniu si¢ jednostek (psychologia oraz
socjologia). Zwigzane jest to z faktem, ze proces zbierania danych wymaga kontaktu
z respondentem. Metody prewencyjne obejmuja odpowiednie przygotowanie kwe-
stionariusza ankietowego i przeszkolenie ankietera oraz wlasciwy sposob przygoto-
wania operatu losowania. Druga grupe¢ stanowia techniki redukujace frakcj¢ brakow
odpowiedzi. Mozna do nich zaliczy¢: wysytanie monitow z prosbg o wzigcie udziatu
w badaniu, ponowny kontakt telefoniczny, stosowanie bodzcow finansowych, zaste-
powanie jednostek, ktore nie wyrazaja checi wzigcia udziatu w badaniu, innymi itd.
Ostatnig grupe metod wykorzystywanych w badaniach z brakami odpowiedzi stano-
wig techniki statystyczne, do ktorych mozna zaliczy¢ imputacje czy metody wyko-
rzystujace korekte wag, w tym kalibracj¢. Metody te sa czgsto wykorzystywane,
gdyz na og6t techniki prewencyjne czy redukujace frakcje brakéw odpowiedzi nie
eliminujg problemu braku danych. W zalezno$ci od charakteru brakow odpowiedzi
(pozycyjne czy jednostkowe) wykorzystuje si¢ imputacje lub kalibracje [Piasecki
2014]. W przypadku pozycyjnych brakéw odpowiedzi (item nonresponse), tj. gdy
jednostka, ktora wzigta udzial w badaniu nie udzielita odpowiedzi na niektdre pyta-
nia, zazwyczaj wykorzystywana jest imputacja w réznych odmianach. W sytuacji
gdy mamy do czynienia z jednostkowym brakiem odpowiedzi (unit nonresponse), tj.
gdy nie mamy odpowiedzi na wszystkie pytania w kwestionariuszu, stosuje si¢ zwy-
czajowo korekte wag w postaci kalibracji. Mozliwe jest takze taczne wykorzystanie
imputacji i kalibracji celem eliminacji negatywnych skutkéw brakow odpowiedzi w
badaniach statystycznych [Sérndal, Lundstrém 2005].
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Kalibracja jako metoda korygowania wag stosowana jest na szeroka skale w bada-
niach reprezentacyjnych prowadzonych przez krajowe urzedy statystyczne i osrodki
badania rynku. Jej idea polega na wykorzystaniu zmiennych pomocniczych w taki
sposob, aby odtworzy¢ poprzez system wag kalibracyjnych ich znane warto$ci global-
ne (ze spisow, rejestrow administracyjnych czy oszacowanych na podstawie danych
pochodzacych z samego badania reprezentacyjnego). Wybor zmiennych pomocni-
czych wpltywa jednak na koncowa posta¢ wag kalibracyjnych, a w efekcie na caty
proces estymacji. Z tego punktu widzenia szczegdlnego znaczenia nabiera zagadnienie
odpowiedniego doboru zmiennych pomocniczych w podejsciu kalibracyjnym. Szcze-
g0lng rolg w tym obszarze zaczeta odgrywaé metoda sktadowych gtownych, ktora
stanowi obecnie nowy nurt w zakresie wyznaczania wag kalibracyjnych.

Glownym celem artykulu jest przedstawienie analizy sktadowych gtownych jako
alternatywnej metody doboru zmiennych pomocniczych w podejsciu kalibracyjnym.
W ujeciu teoretycznym pokazane zostang powigzania pomigdzy podejsciem kalibra-
cyjnym a analiza sktadowych glownych z uwzglednieniem faktu, ze w badaniu wy-
stegpowac mogg braki odpowiedzi.

2. Kalibracja w badaniach statystycznych z brakami odpowiedzi

Teoretyczne podstawy kalibracji w badaniach statystycznych zostaty sformutowane
przez Devilla i Sdrndala [1992]. Koncepcja wykorzystania podejscia kalibracyjnego
w badaniach statystycznych z brakami odpowiedzi zostata nastepnie szeroko omo-
wiona w monografii Sdrndala i Lundstroma [2005]. Zgodnie z definicja zapropono-
wang przez Sirndala i Lundstroma [2005] kalibracja to metoda polegajaca na kory-
gowaniu wag wyjsciowych wynikajacych ze schematu losowania proby, tak aby
spelnione byly odpowiednie rownania kalibracyjne w odniesieniu do zmiennych
pomocniczych. W efekcie jej zastosowania najczesciej udaje si¢ zredukowac obcia-
zenie 1 wariancj¢ wykorzystywanych w uogolnianiu wynikéw estymatorow. Bardziej
formalny zapis zagadnienia wyznaczania wag kalibracyjnych zostatl przedstawiony
ponizej.

Niech dana bedzie N-elementowa populacja U = {1, ..., N}. Z populacji tej losu-
jemy zgodnie z okreslonym schematem losowania n-elementowa probe s € U. Niech
T, oznacza prawdopodobienstwo inkluzji k-tej jednostki do proby, a dy = 1/1Tk
odpowiednig wage wyjSciowa wynikajacg ze schematu jej losowania dla k =
1, ..., N, ktéra informuje o tym, ile jednostek z populacji jest reprezentowanych przez
dang jednostke z proby. Celem badania jest oszacowanie wartosci globalnej zmiennej

y, okreslonej wzorem:
N
Y=y M
k=1
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gdzie yy oznacza warto$¢ zmiennej y dla k-tej jednostki badania, k = 1,...,N. Do
szacowania wartosci globalnej (1) bardzo czgsto wykorzystuje si¢ estymator Horvit-
za-Thompsona dany ponizszym wzorem:

fir = ) dicvie @
k=1

Jezeli w badaniu nie uzyskalismy odpowiedzi od wszystkich jednostek bioracych
w nim udzial w odniesieniu do zmiennej y wowczas sumowanie we wzorze (2) od-
bywa si¢ jedynie po zbiorze respondentdow r € s, ktorego liczebnos¢ m spetnia wa-
runek m < n. Wéweczas tak okre§lona wazona suma (2) jest zazwyczaj niedoszaco-
wana w stosunku do wartosci globalnej (1). W takim przypadku nalezy dokonac
korekty (kalibracji) wag wynikajacych ze schematu losowania proby dy,.

Niech x = (x4, X5, ...,Xp)T oznacza wektor zlozony ze zmiennych pomocni-
czych wzietych pod uwage w procesie wyznaczania wag kalibracyjnych, a X =

T . o .
(xlk, Xok ...,xpk) niech oznacza wektor warto$ci zmiennych pomocniczych dla
k-tej jednostki badania, k = 1, ..., n. Zaktadamy ponadto, ze znany jest wektor war-
tosci globalnych X zlozony z wartosci globalnych poszczegdlnych zmiennych po-
mocniczych, tj.

N N N T
X= (Z X1k.zX2k,---,Zka> = Zxk' )
k=1 k=1 k=1

keU

Wartosci tego wektora znane sg najczesciej z badan petnych, takich jak spisy,
czy z innych zrodet, takich jak rejestry administracyjne. W przypadku gdy dla jakiej$
zmiennej pomocniczej 1 nie jest znana jej warto$¢ globalna, mozna jg zastgpic jej
oszacowaniem z wykorzystaniem wzoru (2), tj. XIHT = Yieq di Xk

Niech wy oznacza nowag wage (kalibracyjng), ktora zostanie wykorzystana
W procesie estymacji wartosci globalnej (1) z zastosowaniem formuty (2). Zgodnie
z ideg kalibracji wagi wy powinny by¢ bliskie (w sensie przyjetej funkcji odlegtosci)
wagom dy oraz powinny odtwarza¢ wartosci globalne wszystkich zmiennych po-
mocniczych wzietych pod uwage w podejsciu kalibracyjnym.

Zadanie poszukiwania wag kalibracyjnych mozna sformutowaé w nastepujacy
sposob:

Tglvli(n z Gy (wy, dy), (4)

ker

przy spelnieniu ponizszego warunku:
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Z WXy = Z Xk (5)

ker keU

okreslanego mianem réwnania kalibracyjnego, przy czym Gy jest pewng funkcja
$cisle wypukla, rézniczkowalna, dla ktorej G(dy, di) = 0 oraz Gi (1) = G,'(1) = 0.
Wykorzystujac metode czynnikéw nieoznaczonych Lagrange’a, mozna pokazac, ze
wektor wag kalibracyjnych wyraza si¢ wzorem [Deville, Sérndal 1992]:

Wik = dka(ATuk), (6)
przy czym Fy jest funkcjg odwrotng do funkcji Gy’ (wy, dy), gdzie:

0G (wy, dy)
aWk ’

G{((Wkr dk) = (7)
uy jest tzw. wektorem zmiennych instrumentalnych, ktory w najczgstszych zastoso-
waniach jest okre§lany jako u, = Xi. W praktyce bardzo czgsto przy wyznaczaniu
wag kalibracyjnych korzysta si¢ z tzw. funkcji chi-kwadrat G opisanej wzorem:

(wi — di)?
Gre(Wio di) = ———"—, ®)
2dg
dla ktorej koncowa posta¢ wag kalibracyjnych wyraza si¢ wzorem:
Wi = dk + dk)LTUk, )

przy czym wektor AT okreslony jest jako:
1

. .
AT = (x - z dkxk> ( Z dkukxg> . (10)

Ostatecznie estymator kalibracyjny wartosci globalnej (1) jest postaci:

m
Yeal = Z Wy V- (11)
k=1

Wz6r na wariancje estymatora (11) oraz sposob jej konstrukcji przedstawiony
jest szczegotowo w pracy Séarndala i Lundstroma [2005].

3. Teoretyczne podstawy analizy skladowych glownych
Analiza sktadowych glownych (principal component analysis — PCA) jest wielowy-

miarowa metodg transformacji  obserwowalnych zmiennych pierwotnych
W nowe, wzajemnie ortogonalne zmienne, tzw. skladowe gtéwne. W metodzie tej,
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ktora jest jedng z najczgséciej wykorzystywanych technik eksploracyjnej analizy da-
nych, dokonujemy tzw. redukcji wymiarowosci. Zastgpujemy w niej bowiem orygi-
nalny zbior, zazwyczaj skorelowanych cech, przez stosunkowo matg liczbg nieskore-
lowanych zmiennych — sktadowych gléwnych (sktadowe gléwne sg kombinacjami
liniowymi wej$ciowych zmiennych), ktore wyjasniajg prawie catg zmiennos¢ da-
nych. Pierwsza skladowa gléwna wyznaczana jest w taki sposob, aby wyjasni¢ naj-
wigcej catkowitej zmienno$ci. Z matematycznego punktu widzenia pierwsza skla-
dowa glowna mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa oryginalnych zmiennych
X1,Xg, ) Xp W postaci:

Zl = allxl + 312X2 + -+ alpxp = aIX. (12)

Wektor a;, ktory maksymalizuje wariancj¢ s%l = aJSa,, gdzie S jest macierza ko-
wariancji z proby i spetnia warunek aJa; = 1, jest wektorem charakterystycznym
odpowiadajacym najwigkszej wartosci wlasnej A;macierzy S, tj. jest najwiekszym co
do wartos$ci pierwiastkiem rownania:

IS — Al = 0. (13)

Druga sktadowa z kolei wybierana jest tak, aby nie byla skorelowana z pierwsza
1 wyjasniata jak najwigcej pozostatej zmiennosci. W celu wyznaczenia drugiej skta-
dowej gtéwnej Z, konstruujemy zatem kombinacje liniowa postaci:

ZZ = dp1X1 + dooXH + -+ aszp = aEX (14)

w taki sposob, ze jest ona nieskorelowana z Z;, ma maksymalng wariancje s%z =
alSa,, i spetnia warunek ala, = 1. Wektor a, jest wektorem whasnym macierzy S,
odpowiadajacym drugiej wartosci wlasnej A, < A4, ortogonalnym do wektora a,
i unormowanym, tj. ata, = 1.

Proces ten kontynuuje si¢ tak dlugo, az otrzyma si¢ p sktadowych gléwnych
wzajemnie nieskorelowanych o wariancjach Ay = A, ..., = A, przy czym w prak-
tycznych zastosowaniach bierze si¢ pod uwage kilka pierwszych sktadowych gtow-
nych, ktore wyjasniajg duza zmienno$¢ oryginalnych danych.

4. Konstrukcja wag kalibracyjnych wykorzystujaca
metode¢ analizy skladowych glownych

W podejsciu kalibracyjnym kluczowsa role w procesie wyznaczania wag wy stanowi
odpowiednio dobrany zestaw zmiennych pomocniczych. W przypadku duzej liczby
potencjalnych zmiennych pomocniczych istotnym zagadnieniem jest zatem redukcja
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tego zbioru do najwazniejszych zmiennych. W procesie doboru zmiennych pomocni-
czych oraz konstrukcji odpowiednich réwnan kalibracyjnych mozna wykorzystac
przy tym zaro6wno kryteria merytoryczne, jak i statystyczne. Mozna rowniez w po-
dejsciu kalibracyjnym w zakresie doboru zmiennych pomocniczych wykorzysta¢
opisang powyzej metodg analizy sktadowych gtoéwnych. Ponizej przedstawiony zo-
stanie sposOb wyznaczania wag kalibracyjnych z wykorzystaniem analizy sktado-
wych gltéwnych.

Zalozmy w dalszej czgéci, ze jesteSmy zainteresowani oszacowaniem wartoSci
globalnej (1). W tym celu chcemy skorzysta¢ z estymatora kalibracyjnego okreslo-
nego wzorem (11). Ze wzgledu na istniejace w badaniu braki odpowiedzi w odnie-
sieniu do zmiennej y nalezy skorygowa¢ wagi dy, wynikajace ze schematu losowania
proby. Zalozmy, ze X4,Xy, ..., Xp $3 zmiennymi pomocniczymi, ktore wykorzystane
mogg zosta¢ w procesie poszukiwania wag kalibracyjnych wy. W oryginalnie sfor-
mutowanym problemie poszukiwania wag kalibracyjnych spelniony musi by¢ waru-
nek (5). Oznacza to, ze wyznaczone wagi kalibracyjne wy po ich zastosowaniu do
wszystkich zmiennych pomocniczych x4,Xy, ..., Xp odtwarzaja doktadnie ich znane
warto$ci globalne (3). W podejsciu kalibracyjnym wykorzystujacym analize sktado-
wych glownych w procesie kalibracji wag bierzemy pod uwage kombinacje liniowe
zmiennych X4, Xy, ..., X, uzyskane na bazie tej techniki. Zatozmy w dalszej czgsei, ze
sposrod wszystkich p sktadowych glownych w dalszej analizie wzigto pod uwagg
| pierwszych sktadowych gtownych Z4,7Z,, ...,Z;,1 < p. Problem wyznaczania wag
kalibracyjnych dla nowych zmiennych pomocniczych, ktére stanowig sktadowe
glowne, mozna sformutowac w nastepujacy sposob:

+ (WI1) minimalizacja funkcji odlegtosci:

PCA
D(wPC,d) = ZE(W =9, i, (1)

o (W2) rébwnania kalibracyjne:

m N
Z wlChz, = Z Z, (16)
k=1 k=1

. T
gdzie zy = (Z1k,sz» ...,Zlk) oraz WPCA to waga kalibracyjna przypisana k-temu

respondentowi i uzyskana z wykorzystaniem metody sktadowych glownych. Jest to
zatem problem poszukiwania wag kalibracyjnych sformutowany podobnie do zagad-
nienia (4) przy warunku ograniczajacym (5). Zauwazmy, ze W zaproponowanym
podejéciu nie wymaga si¢, aby znane byly wartosci globalne oryginalnych zmien-
nych pomocniczych xy,Xj, ..., Xp dane wzorem (3). Wymaga si¢ jednak, aby znane
byly wartosci jednostkowe wszystkich zmiennych pomocniczych x4,X3, ..., Xp na
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poziomie populacji celem wyznaczenia odpowiednich wartosci globalnych wszyst-
kich sktadowych glownych wzietych w procesie konstrukcji wag kalibracyjnych.

Twierdzenie o wagach kalibracyjnych WPCA.

Rozwigzaniem zadania minimalizacji zadania (15) przy warunku (16) jest wektor

A _ (W{’CA’ WECA’ .

wag kalibracyjnych wP© PCA) ktorego sktadowe spetniajq

rownanie:
-1

PCA dk + dk (z Zy — ) (Z dkzk Zk> Zy, (17)

k=
przy czym:

m m m T
2 = (Z delk, Z deZkJ ey Z delk> . (18)
= k=1 k=1

Wagi kalibracyjne wPCA o ktorych mowa w powyzszym twierdzeniu, mozna la-

two wyprowadzic, korzystaj ac z metody czynnikéw nieoznaczonych Lagrange’a. Co
wigcej, wariancj¢ tak otrzymanego estymatora kalibracyjnego, wykorzystujacego
w konstrukcji wag metode¢ analizy sktadowych glownych, mozna uzyska¢ analogicz-
nie jak w przypadku estymatora (11) [Sarndal, Lundstrom 2005].

Wagi kalibracyjne, o ktérych mowa w powyzszym twierdzeniu, mozna réwniez
otrzymac, wykorzystujac inne znane w literaturze przedmiotu funkcje odleglosci.
Przeglad wykorzystywanych w praktyce funkcji odlegltosci mozna znalez¢ m.in.
w pracy [Deville, Sdrndal 1992]. Wykorzystanie innych, anizeli w przedstawionym
artykule, funkcji odleglosci prowadzi na og6t do nieco innych rozwigzan. Co wigcej,
dla niektorych funkeji odleglosci nie jest mozliwe wyznaczenie wag kalibracyjnych
w jawnej postaci i do ich poszukiwania wykorzystuje si¢ metody numeryczne. Zaletg
przedstawionej funkcji odlegtosci chi-kwadrat jest to, ze umozliwia uzyskanie wek-
tora wag kalibracyjnych wprost ze wzoru. Z tego powodu jest ona w praktycznych
badaniach prowadzonych przez krajowe urzedy statystyczne na calym $wiecie naj-
czesciej] wykorzystywana (de facto jej przyjecie prowadzi do uzyskania tzw. estyma-
tora GREG). Pewng wadg jest to, ze mozliwe jest uzyskanie wag ujemnych badz
ekstremalnych. Przy odpowiednim doborze zmiennych pomocniczych problem ten
udaje si¢ jednak bardzo czgsto wyeliminowaé. Jest ona réwniez, oprocz innych funk-
cji odlegtosci wskazanych w pracy Deville’a i Sérndala [1992], oprogramowana w
wielu programach statystycznych. Przykltadowo program R na potrzeby kalibracji
oferuje pakiety laeken, survey czy sampling. Z kolei w programie SAS dedykowane
kalibracji jest makro CALMAR, w ktorym ta funkcja odleglosci jest rowniez zaim-
plementowana.
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5. Podsumowanie

W artykule przedstawiono od strony teoretycznej konstrukcj¢ wag estymatora kalibra-
cyjnego wykorzystujacego metode analizy sktadowych gtéwnych. Opisana koncepcja
moze by¢ szczegolnie interesujagca w badaniach statystycznych z brakami odpowiedzi,
gdzie ze wzgledu na istnienie tego rodzaju btedow nielosowych, zachodzi potrzeba
odpowiedniej korekty wag wynikajacych ze schematu losowania proby. Moze by¢ ona
réwniez przydatna w sytuacji, gdy dysponujemy ,,duzym” zbiorem potencjalnych
zmiennych pomocniczych i zachodzi konieczno$¢ jego redukeji, a takze gdy nie dys-
ponujemy dla wszystkich rozwazanych zmiennych pomocniczych ich warto$ciami
globalnymi. Pewng wade stanowi natomiast konieczno$¢ posiadania danych jednost-
kowych dla wszystkich oryginalnych zmiennych pomocniczych, tak aby mozliwe bylo
wyznaczenie wartosci globalnych wszystkich sktadowych gtéwnych.

Rozwazania teoretyczne przedstawione w artykule warto zastosowa¢ w prak-
tycznych badaniach prowadzonych przez Gtoéwny Urzad Statystyczny, gdzie braki
odpowiedzi stanowig powazny problem (np. Badanie Budzetéw Gospodarstw Do-
mowych, Badanie Aktywno$ci Ekonomicznej Ludnosci czy Europejskie Badanie
Dochodéw i Warunkéw Zycia). Stanowié to bedzie jednak przedmiot rozwazan auto-
ra w kolejnych etapach i artykutach o charakterze naukowym. Jak pokazuja nieliczne
prace w tym zakresie, zastosowanie wag kalibracyjnych wykorzystujacych koncepcje
metody analizy sktadowych gléwnych moze w badaniach z brakami odpowiedzi
przyczyni¢ sie do redukcji obcigzenia i wariancji estymatoréw, bedacych skutkiem
istnienia tych btedow nielosowych [Kassaye, Yigit 2012]. W tym miejscu warto
podkresli¢ jednak, ze prace te byly prowadzone na sztucznie wygenerowanych zbio-
rach danych, ktore nie uwzgledniajg catej specyfiki danych rzeczywistych. Tym bar-
dziej warto rozwazy¢ w realnych badaniach opisang koncepcje estymatoréw kalibra-
cyjnych wykorzystujagcych wagi otrzymane na bazie metody analizy sktadowych
gtownych. Bedzie to przedmiotem prac badawczych autora w przysztosci.
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