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Streszczenie: Powszechng praktyka w taryfikacji ubezpieczenn komunikacyjnych jest
wykorzystywanie systemoéw bonus-malus (BM) bazujacych na jednorocznej historii szkod
ubezpieczonych. Zaktady ubezpieczen prowadzace w Polsce ubezpieczenia komunikacyj-
ne OC posiadaczy pojazdéw mechanicznych — OC p.p.m. lub AC maja mozliwo$¢ wery-
fikowania wieloletniej historii szkodowej swoich klientéw w bazie danych Osrodka In-
formacji UFG (OI UFG). W artykule podj¢to prob¢ modelowania liczby szkod w okresie
wielu lat za pomocg wielowymiarowych rozktadéw dyskretnych (Poissona, uogélnionego
Poissona, ujemnego dwumianowego i ujemnego wielomianowego). Rozpatrywane wie-
lowymiarowe rozktady zostaly wykorzystane do skonstruowania sprawiedliwych ze
wzgledu na reguly przejscia systemoéw BM opartych na wieloletniej historii szkdd. Roz-
wazania teoretyczne zostaly zilustrowane przykladami numerycznymi wykorzystujacymi
dane szkodowe zgromadzone w bazie danych OI UFG.

Stowa kluczowe: ubezpieczenia komunikacyjne, wielowymiarowy rozktad liczby szkéd,
system bonus-malus z wieloletnig historiag szkodowa, system bonus-malus sprawiedliwy
ze wzgledu na reguly przejscia.

1. Wstep

W pracy uwaga zostata skoncentrowana na ubezpieczeniach, w kto-
rych sktadka kalkulowana jest w zaleznosci od klasy taryfowej, do
ktorej zaliczany jest ubezpieczony (ubezpieczajacy) na podstawie
wieloletniej historii przebiegu ubezpieczenia. Rozpatrywane sg umo-
wy okresowe (np. roczne) odnawialne. Do tej kategorii ubezpieczen
naleza m.in. ubezpieczenia komunikacyjne OC posiadaczy pojazdow
mechanicznych (OC p.p.m.) oraz ubezpieczenia autocasco (AC) ze
sktadka ustalang przy wykorzystaniu systemow bonus-malus (syste-
mow BM). W centrum uwagi sg ubezpieczenia jednej osoby o dtuz-
szej niz roczna historii ubezpieczenia (jednego lub wielu pojazdow).
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O tym, ze zagadnienie to moze by¢ istotne dla zaktadéw ubezpieczen,
swiadczg dane przedstawione w tab. 1, dotyczace zapytan kierowa-
nych do bazy Ol przez zaktady ubezpieczen.

Tabela 1. Struktura zapytan o histori¢ ubezpieczen i histori¢ szkod AC i OC p.p.m.
ze wzgledu na dtugos$¢ okresu historii (w %)

Liczba lat AC — historia AC — historia OC - historia OC - historia
historii ubezpieczenia szkod ubezpieczenia szkdd
1 4 4 5 4
2 4 4 4 4
3 5 2 5 3
4 13 15 12 14
5 4 6 4 7
6 13 10 13 10
7 4 5 4 6
8 2 4 3 4
9 1 1 1 1
10 8 8 7 8
>10 42 41 42 39

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych UFG — stan na wrzesien 2016 r.

W praktyce zaklady ubezpieczen wykorzystuja histori¢ szkod
ubezpieczonego do wyznaczenia jego sktadki podstawowej przy tary-
fikacji a priori. W ramach prezentowanego dalej podejscia mozna
uwzgledni¢ dhuzsza niz tylko jednookresowaq historie szkod w syste-
mach bonus-malus (systemach taryfikacji a posteriori), tworzac
obiekty taczace osoby (ubezpieczone podmioty) z okresami.

Niniejszy artykul stanowi kontynuacje rozwazan przedstawionych
w pracy [Bijak 2015], w ktérej omowiono taczenie systemow bonus-
-malus okreslonych dla réznych obiektow (wielu ubezpieczajacych
jeden pojazd, wiele pojazdow ubezpieczonych przez jednego posiada-
cza, jednego posiadacza pojazdu o wieloletniej historii ubezpieczenia
itp.).

W kolejnych punktach pracy sformalizowano opis ubezpieczen z
wielookresowym systemem taryfowym a posteriori, omdéwiono kwe-
sti¢ racjonalnego podejscia do konstrukcji systemoéw bonus-malus z
wieloletnig historig szkodowg (systemow sprawiedliwych) 1 ich mode-
lowania za pomoca tancuchow Markowa. Wprowadzono tgczny sys-
tem bonus-malus, opierajac si¢ na systemach brzegowych dla po-
szczegblnych lat historii ubezpieczenia. Nastgpnie przedstawiono wy-
korzystanie dwuwymiarowych rozktadéw prawdopodobienstwa: Pois-
sona, uogolnionego Poissona, ujemnego dwumianowego oraz ujem-
nego wielomianowego jako rozktadéw do modelowania liczby szkod
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zwigzanych ze szkodami z poszczegdlnych lat historii ubezpieczenia.
Rozwazania teoretyczne zilustrowano przykladami empirycznymi
opracowanymi na podstawie danych OI UFG. W pracy uwage skupio-
no na dwuletniej historii szkodowej w celach ilustracyjnych. W odnie-
sieniu do ubezpieczen AC okres ten mozna uzna¢ za wystarczajacy ze
wzgledu na krotki tzw. okres rozwoju szkdd w czasie (2-3 lata).
W przypadku ubezpieczen OC p.p.m. w rzeczywistych systemach
taryfowych powinna by¢ brana pod uwage dtuzsza historia szkodowa.

2. Umowy ubezpieczenia z systemem taryfowym zaleznym
od wieloletniej historii szkod

W dalszych rozwazaniach interesowac nas bedzie klasa uméw ubez-
pieczenia krotkookresowego (np. rocznych) odnawialnych, w ktérych
wysokos¢ sktadki zalezy od wieloletniej historii ubezpieczenia.

Przyjmujemy nastepujace zatozenia dotyczace ubezpieczenia:

e ubezpieczeniem objeta jest jedna osoba majaca co najmniej k + 1-let-
nig histori¢ ubezpieczenia (k = 0,1,2, ...);

e historia ubezpieczenia opisana jest przez ciag wielowymiarowych
zmiennych losowych Ny = (N¢_,, N¢_ic41, -, N) dla t > k, gdzie
N,;_, oznacza liczb¢ szkod zasztych w okresie [t — 17— 1,t — 1),
t=0,1,2, ..., K, zgloszonych do momentu analizy t1;

e w momencie t ustalana jest sktadka P; na okres [t,t + 1) na pod-
stawie sktadki podstawowej P, .

Dalej przyjmowac bedziemy, ze sktadka P, wyznaczana jest przy
wykorzystaniu systemu bonus-malus, w ktérym bierze si¢ pod uwage
wieloletnig histori¢ ubezpieczenia i odpowiednie mnozniki sktadki.

Na system BM z k + 1-letnig histori¢ ubezpieczenia stosowany
przez zaktad ubezpieczen do indywidualnej oceny ryzyka zwigzanego
z ustalonym ubezpieczonym sktadaja sie*:

e ustalona skonczona liczba klas taryfowych [;, i = 1,...,s, przy
czym klasa taryfowa o numerze 1 jest klasg o najwyzszej znizce,
natomiast klasa o numerze s o najwyzszej zwyzce sktadki’; wy-

' W momencie t zaklad ubezpieczen zna liczbe szkod zasztych w okresie [t — 1,t)
zgloszonych w tym okresie, zasztych w okresie [t —2,t — 1) zgloszonych w okresie
[t — 2,t) itd. Oznacza to, ze cze$¢ szkdd zasztych w okresie [t — 2,t — 1) jest zglaszana
w okresie [t — 1, t).

2 Por. np. [Lemaire 1995, s. 3-10; Denuit i in. 2007, s. 165-171].

3 Klase, jezeli nie bedzie to prowadzié¢ do nieporozumienia, bedziemy dalej utozsa-
mia¢ z jej numerem.
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rozniona jest rowniez tzw. klasa startowa [; . Zbior klas taryfo-
wych oznaczmy L = {l;, L,, ..., l;};

zasada, ze sktadka za dany rok zalezy od klasy, do ktoérej zostat
zaliczony ubezpieczony;

zmienna losowa L; okreslajgca numer klasy taryfowej, do ktorej
jest zaliczany ubezpieczony w momencie t o wartosciach zalez-
nych wylacznie od numeru klasy, do jakiej byl on zaliczony
w poprzednim momencie wyceny ubezpieczenia, oraz od liczby
szkod zasztych 1 zgloszonych do momentu t z poszczegdlnych lat,
tzn. realizacji zmiennej N;

wektor mnoznikéw sktadki r = (14, ..., 75) o elementach spehniaja-
cych nastgpujace warunki 1y, = nydlai=1,..,s —lorazr =1,
gdzie mnoznik sktadki r; zwigzany jest z klasg taryfowa o numerze i;
reguty przejscia okreslajace zasady zaliczania ubezpieczonego do
klasy taryfowej na podstawie jego klasy taryfowej ustalonej
w poprzednim momencie wyceny umowy oraz liczby szkdd zgto-
szonych do momentu analizy zasztych w poprzednich latach.
Niech A;; oznacza zdarzenie zwigzane z historig ubezpieczenia, kto-

rego zrealizowanie si¢ powoduje lub nie powoduje zmiany przypisania
ubezpieczonego do klasy taryfowej w momencie t na podstawie historii
ubezpieczenia z poprzednich x + 1 okresow. Oznaczmy dodatkowo
przez A = [cﬂi f]sxs macierz tych zdarzen. Reguly przejscia w systemie

BM moga wiec by¢ okreslone za pomocg macierzy zdarzen A.

Przyjmijmy, ze

A;j = @, gdy nie nastgpuje zmiana przypisania ubezpieczonego
z klasy i do klasy taryfowej j lub ubezpieczony nie pozostaje w tej
samej klasie i w ciggu jednego okresu,

A;j # @, gdy nastgpuje zmiana przypisania ubezpieczonego do klasy
taryfowej (z klasy o numerze i do klasy o numerze j) lub ubezpie-
czony pozostaje w tej samej klasie i w ciggu jednego okresu.

Dla kazdego i, i =1,...,s mamy A;; N A;jr =@, gdy j # j' oraz

fe1 A =Q, gdzie Q=2 XQX..XQ=Q" oznacza iloczyn

K+1

kartezjanski k + 1 zbiorow
Q={012,-}.

Macierz zdarzen A moze by¢ okreslona na podstawie:
poszczegélnych okresow [t—7—1,t—1), 7=0,12, ..,k
z K + 1 — okresowej historii ubezpieczenia,

historii ubezpieczenia z catego okresu [t — k — 1,t).
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cierze A;_; = [cﬂfj_f]sxs zdarzen c/litj_f zwiazanych z historia szko- | wr 1sa1

dowa z jednego okresu t — t,7 = 0,1,2, ..., X, przyjmujac, ze

. c/litj_T = @, gdy w momencie t nie nastgpuje zmiana przypisania
ubezpieczonego z klasy i do klasy taryfowej j lub ubezpieczony
nie pozostaje w tej samej klasie i po jednym okresie w zwigzku
z historig szkodowa z okresu t — 7,

o Jlitj_T # (@, gdy w momencie t nastgpuje zmiana przypisania ubez-
pieczonego do klasy taryfowej (z klasy o numerze i do klasy
o numerze j) lub ubezpieczony pozostaje w tej samej klasie i po
jednym okresie w zwigzku z historig szkodowg z okresu t — 7.
Dla kazdego i oraz T = 0,1,2, ..., Kk mamy Jlitj_T N o‘lfj_ff = @, gdy

j # j' oraz U§=1cﬂfj_r =0=1{0,1,2,---}.
Niech k € Q. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

o k+ciaggliczbk,k+1,k+2 ...,

o {k+}={neQn=k}

e k=k pierwszy element ciagu k +.

Przyklad 1

Rozpatrzmy system BM o szesciu stanach z dwuletnig historig szkod.

Przyjmijmy, Ze identyczne reguly przej$cia dla roku ¢ — 1 oraz t
. . 4

oznaczone jako —1/+2 sg opisane w tab. 2”.

Tabela 2. Reguty przejscia —1/+2

Liczba szkod w okresie Ny
Klasa L;_q 0 1 | 2 >3
Klasa L,
6 5 6 6 6
5 4 6 6 6
4 3 6 6 6
3 2 5 6 6
2 1 4 6 6
1 1 3 5 6

Zrédlo: [Denuit i in. 2007 s. 169].

* Oznaczenie —1/+2 stanowi zakodowang informacje o regulach przejécia miedzy sta-
nami w ciagu jednego okresu. Jezeli ubezpieczony zaliczany byt do klasy o numerze i w
momencie t — 1, to w momencie t zostanie zaliczony do klasy o numerze max{i — 1,1},
gdy nie zostanie zgloszona szkoda, lub do klasy o numerze max{i + 2n, s}, gdy zostanie
zgloszonych n szkod w okresie (t — 1, t].
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Przy przyjetych zalozeniach macierze A;_4, A; sg postaci:

(0} ¢ {1} ¢ {2}{3+}]
(0} 9 o {13 ¢ {2+}
¢ (0} 0 ¢ {13{2+}
6 0 {0} 0 0 {1+}
o 0 ¢ {0} 0 {1+
(0 0 0 @ {0}{1+}.

Zdefiniujmy iloczyn macierzy zdarzen w nastepujacy sposob:

A=A =

Definicja 1. Iloczynem macierzy zdarzeh B, = [Bilf]sxs oraz

B, = [ng]sxs nazywamy macierz
B=8B,B; = [Bij]sxs' 8

gdzie
s
p=1

Latwo zauwazy¢, ze jezeli macierze B; oraz B, s3 macierzami
zdarzen, to réwniez macierz B = BB, = [Bi j]s><s jest macierza zda-
rzen, tzn. dla kazdego i, i =1,...,s zachodzi B;j NB;;y = @, gdy
j # j' oraz Uj_; B;; = Q, gdzie Q = Q°.

Zgodnie z przyjetymi zalozeniami zmian¢ przypisania ubezpie-
czonego do klas taryfowych w ciggu jednego okresu na podstawie
historii k + 1-okresowej okresla macierz

A=A A1 Ay

Niech (1, k) € Q2. Wprowadzmy nastgpujace oznaczenia:

(lk +) ciag par liczb (lk), (Ik + 1), (lk + 2) ...,

(I + k) ciag par liczb (lk), (I + 1k), (I + 2k) ...,

(I + k +) ciag par liczb (lk), (Ik + 1), (lk + 2) ..., (L + 1k),
(U+1k+1),(I+1k+2) ..,

{(k )} ={(mn) e Q> m =1,n = k},
{Ul+k)}={(mn)e?>m=>1Iln=k}

{+kH)}={(mn) €eQ?:m=>1n=>k},

(‘E) = (lk) pierwszy element ciggow (lk +), (Il + k), (L + k +).
Powyzsze oznaczenia tatwo uogolni¢ na uktady liczb o wiekszej
liczbie elementow (trojki, czworki liczb itd.).
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Dla danych z przyktadu 1 macierz A = A,_, A, jest postaci’: Nr 1521)
[£(00)} {(10)} {(01)} {20)}  {(02),(11), (3 + 0)} {(03 +),(12 +), (2 + 1 +)} ]
{(00)} @ {(01)(10)} 1) {(02),(2 +0)} {(03+),(1+1+)}
Aq= |0 o o {0}  {2+0) {(02+),1+1+)}
o {(00)} ? U] {(01), (10)} {(02+),(1+1+)}
p o {00} 0 {@+0) {01+), (1 +14)}
1) [ [ {(00)} {(1+0)} {(014),(1+14)}
Przyklad 3

Rozpatrzmy system BM wykorzystujacy trzyletnig histori¢ szkodowa
o macierzach zdarzen dla poszczegolnych lat postaci:

{0} {13 {2+}]
cﬂ1=d‘l2=d‘l3= {0} @ {1+}.
@ {0} {1+}]
Macierz A jest postaci:
A Az Ais]
A= cflld‘lzcﬂ3 = fﬂ21 fﬂzz fﬂ23 ,
Aszr Aszp  Ajzsl

gdzie

A1, = {(000),(010), (100), (2 + 00)},

A, ={(001),(02 + 0),(101),(114+0),(2+ 1+ 0)},

A3 ={(002+),(011+),(02+14),(102+),(11+1+),
(2+401), 2+1+1+)},

A, = {(000),(010), (1 + 00)},

Ay, = £(0,014), (01 +0), (1 + 1+ 0)},

Ay ={(002+4),(0114),(02+1+),(1+01+),(1+1+1+)},

Az; = {(000), (1 + 00)},

Az, ={(001),(01+0),(1+1+0)},

Az ={(0024+),(01+1+),(1+01+),(A1+1+1+)}

Jezeli przyjmiemy, ze macierz zdarzen A budowana jest na pod-
stawie historii ubezpieczenia z catego okresu [t — k — 1, t), to powin-
na ona wtedy mie¢ pewne pozadane wlasno$ci gwarantujgce np. spra-
wiedliwos¢ systemu BM oraz ergodycznos¢ tancucha Markowa beda-
cego modelem systemu BM [Podgorska, Kryszen, Niemiec 2008].
Kwestia sprawiedliwosci systemu BM omawiana jest bardziej szcze-
gblowo w kolejnym punkcie pracy. Ogolnie nalezy stwierdzié¢, ze

> W przyktadach empirycznych omawianych w dalszej czesci artykutu macierz ta be-
dzie oznaczana jako A1.
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sprawiedliwy system BM ma gwarantowaé, aby mniej ryzykowny
ubezpieczony nie byl karany wigksza zwyzka skladki niz bardziej
ryzykowny, i odwrotnie, aby bardziej ryzykowny nie byt nagradzany
wieksza znizka niz mniej ryzykowny. W przypadku pewnych macie-
rzy zdarzen A nie powinno by¢ watpliwosci, czy system o takiej ma-
cierzy bedzie sprawiedliwy.

Przyklad 4

Rozpatrzmy system BM z dwuletnig historig szkodowa, w ktorym za
brak szkody w ciggu dwodch lat przyznawana jest minimalna znizka
sktadki, natomiast za co najmniej jedng szkode w tym okresie przy-
znawana jest maksymalna podwyzka sktadki. Macierz zdarzen
AMIN/MAX ] systemu sze$ciostanowego bedzie postaci®:

cﬂMIN/MAX:
(00} 9 o ¢ ¢ {(01+),(@1+0),0+1+H}
o)y ¢ o o ¢ {(014H),1+0),A+1+)}
_| o {00} ¢ o ¢ {(01+4),(1+0),1QA+1+)}
o ¢ {000} @ @ {(01+4),(1+0),A+1+H)3}
o ¢ 0 {(000} @ {(01+),(1+0),(1+1+)}
o o ¢ 0 {00}©1+),(1+0),1+1+)}

System BM mozemy wiec oznaczy¢ jako SBM(L,1,A,N). Do-
datkowo mozemy okresli¢ brzegowe systemy BM dla okreséw t — 7,
T = 0,1,2, ..., x historii ubezpieczenia, ktore oznacza¢ bgdziemy jako
SBM(L,1;_7, Ai—7, Ne—z). W pracy pominigto kwesti¢ wyznaczania
wektorow mnoznikéw sktadki r,7r._,, 7 =0,1,2, ...,k oraz wzajem-
nych relacji miedzy nimi.

3. Sprawiedliwe systemy bonus-malus

W pracy [Podgorska, Kryszen, Niemiec 2008] podano definicje sys-
temow BM sprawiedliwych wedlug sktadki oraz wedtug klas. Rozwa-
zania byly prowadzone przy zalozeniu, ze przej$cia migdzy klasami
zalezg od realizacji jednowymiarowej zmiennej losowej okreslajacej
liczbe szkod zgloszonych w roku przez ubezpieczonego lub poszko-
dowanych.

8 W przyktadach empirycznych omawianych w dalszej czesci artykutu macierz ta be-
dzie oznaczana jako A3.
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Mozna okresli¢ systemy BM sprawiedliwe m.in.: STATYSTYCZNY
e ze wzgledu na reguly przejscia, Nr 15¢1)

e 7ze¢ wzgledu na reguty dojscia.

Uogolnienie definicji systemoéw BM sprawiedliwych na przypadek
systemow, w ktorych wykorzystuje si¢ wieloletnig histori¢ szkodowa,
wymaga przyjecia pewnego porzadku w zbiorze Q = Q¥ od ktore-
go bedzie zalezata restrykcyjnos¢ systemow.

Okreslmy dla przyktadu system BM sprawiedliwy ze wzgledu na
reguty przejscia i reguly dojscia, przyjmujac, ze szkody z lat wczes-
niejszych mozna uzna¢ za mniej istotne niz z lat pdzniejszych.

Definicja 2. Mowimy, ze (L li—ys1 - 1¢) € Qt1 poprzedza
(keorckioers k) € QY (loclimer 1) < (Rpmickposern - ke)
w.iw, gdy Yr=olt—r < XYi=o ki V (ezeli Yr_oli =
Yr=okez,to (Lt <k V(U =k Nly <ke 1)V =keA
Loy =k g Ny <keg) VU = ke A A1 = Keyerr A
le— < ki)

Jezeli dla kazdego T = 0,1,2, ...,k mamy l;_, = k;_,, to méwimy,
ze  (L—wlicwqq 1), (Ke—yki—yy1--ke) sa  sobie  rowne
(Uemicltoers - Ue) = (Reckiorerr ko).

Definicja 3. Mowimy, ze ciag o pierwszym elemencie (l;_,li_yc41 - l¢)

poprzedza ciag o pierwszym elemencie (K;_ki_yq1 ---K¢) W.1w., gdy
(lt—Klt—K+1 lt) < (kt—Kkt—K+1 kt)-

Niech A oznacza podzbiér niepustego zbioru A € Q¥*1 o ele-
mentach niebedacych elementami ciggdw lub o pierwszych elemen-
tach kazdego ciggu. Na przyktad w przypadku zbioru A;, =
{(001), (02 + 0),(101),(1 + 1 + 0)} z przyktadu 3 mamy A;, =
{(001), (020), (101), (110)} € A;45.

Definicja 4. Mowimy, Ze niepusty zbiér A c Q**1, lezy blizej”
punktu (00 ...0) o x + 1 wspdirzednych réwnych 0 niz niepusty zbior
Bc Q! (A <B) w.iw., gdy dla kazdego (li_li—ys1 L) € A,
(kt—xke—r1 - ke) € B zachodzi (Li—yclp—rer1 - le) < (Kp—rckiicrr - Ke)-

Definicja 5. Mowimy, ze system BM SBM(L,r,A, N) jest sprawie-
dliwy ze wzgledu na reguly przejscia w. i w., gdy dla kazdego

i,j,k = 1,2 ...,S,jeZeli cﬂij,cﬂik +* @ OraZj < k, to cﬂu < "Aik'
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Przyklad 5

Dla danych z przykladu 2 mozemy sprawdzi¢, ze system BM
SBM(L,r,A,N) jest sprawiedliwy ze wzgledu na reguly przejscia.
Przyktadowo dla i = 2 mamy B

Ay < Ayz, gdyz Ay = {(00)}, Ay ={(10),(01)}i (00) < (10),
(00) < (01), B B

Azz < Az, gdyz Apz = {(10), (01}, Ay = {(20)}i (10) < (20),
O1) < (20), )

Aas < Az, gdyz Ays = {(20)}, Aze = {(11),(21), (03)}

1(20) < (11),(20) < (21),(20) < (03).

Definicja 6. Mowimy, ze niepusty zbior A c Q¥*! lezy nie dalej”
od punktu (00 ...0) o x+ 1 wspotrzednych rownych 0 niz niepusty
zbior B € Q"1 (A < B) w.iw., gdy dla kazdego (li_li—rsq - L¢)
€A, (ke—ike—ysr - ke) EB zachodzi Lemliciesr 1) <
(keorckeorcrr - klub (Leolisepr o le) = (kemickemiers - ke

Niech jmn = min{j:a‘lij #* (D} ij = max{j:cﬂij #* (D} ozna-
czaja odpowiednio najnizszy i najwyzszy numer klasy, do ktorej moze
by¢ zakwalifikowany ubezpieczony w momencie t bedacy w momen-
ciet—1wklasie i =1,2...,s.

Definicja 7. Mowimy, ze system SBM(L,1, A, N) jest sprawiedliwy
ze wzgledu na reguly dojscia w.iw., gdy dla kazdego i,i',j =
1,2..,s, jezeli i<i', to jMm < jiimjjmex < jmax § jezeli
c/qij,c/qi’j * @, to dqi’j < c/qU

Latwo sprawdzi¢, ze system BM SBM (L, r, A, N) o macierzy zda-
rzen z przyktadu 2 jest sprawiedliwy ze wzgledu na reguty dojscia.

Zaklady ubezpieczen, uwzgledniajac wieloletnig histori¢ szkodo-
wa w taryfikacji, zwykle mniejszag wage nadajg informacjom o szko-
dach z lat wczesniejszych. Ogolnie mowige, cheielibySmy, aby dla
okresow tq,t,, gdzie t; < t,, brzegowy system SBM (L, r, A, Ny 1)
byt mniej restrykcyjny niz brzegowy system SBM (L, r,A,, Ntz), tzn.
karal mniejszymi lub rzadszymi zwyzkami lub tez nagradzal wick-
szymi lub czgstszymi redukcjami sktadki. W tym kontekscie warto
zwrdci¢ uwage na tzw. skrajne przypadki systeméw BM sprawiedli-
wych ze wzgledu na reguly przejscia. W pracy [Podgorska 2008]
przedstawiono cztery skrajne przypadki systemoéw BM: maksymalne;j
znizki 1 minimalnej podwyzki sktadki MAX/MIN, maksymalnej zniz-
ki 1 maksymalnej podwyzki sktadki MAX/MAX, minimalnej znizki
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symalnej podwyzki skladki MIN/MAX. Poszczegdlne systemy cha- |y, 1sar)
rakteryzuja nastepujace macierze zdarzen:

{0}14+} 0 - 0 O
{0} ¢ 14} 0 @
MAX. |
AMN=10r ¢ 0 14} 0 |
0y o 0 ¢ {1+}
{0} 0 © & 0 {1+}
[0y o o {1+h
|{o} ¢ - 0 {14}
AMAX/MAX — | o (14},
{0} o ¢ {14}
L0} o o {1+
{0}{1+} ¢ 0 © O
0} ¢ (1+}~0 0 @
wy [0 (0) 0 0 0 0
AMIN = | : : P : N
o ¢ © o{l+} O
o ¢ © {0} 0 {1+}
lg 0 o o {0} {14}
{0} 0 ¢ - @ {1+}]
{0}0 ¢ - 0 {1+}
AMIN/MAX — (D{O}@ 0) {1.+}
000 01+
o ¢ 0 {0}{1+}]

Znajac macierze zdarzen dla skrajnych przypadkow systemow
BM (MAX/MIN 1 MIN/MAX), mozna si¢ pokusi¢ o konstruowanie
systemoéw BM z wieloletnig historig szkodowa o dowolnym stopniu
restrykcyjnosci  dla  systeméw  brzegowych. Przyjmujac np.

MIN

MIN/MAX MAX , -
A, /max AMAY dla systemu sze$ciostanowego otrzymamy’

7 W przykladach empirycznych omawianych w dalszej czeéci artykutu macierz
A= Jlf’_liv/ MAX c/lf”N/ MAX bedzie oznaczana jako A2, natomiast macierz A =
AMAXIMIN _MAX/MIN

t

—1 jako A4.
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MIN/MAX MIN/MAX
A = AYMAX YN

[{(00)} @ o o {(1+0)}H(O1+),(1+1+H)}
{000} 0 o o {(A+0)HO1+),(A+1+)}
_|{ooy ¢ o o {A+0HO1+),A+1+)}

p {000} ¢ @ {A+0)}H(O1+),A+1+H)}
1) @ {(00)} @ {1+0)}HO14+),A+1+)}
1) 1) @ {(00)}(1+0)}(01+),(1+1+)}

Skrajne przypadki systemoéw BM sprawiedliwych ze wzgledu na
reguly przejscia mozna uog6lni¢ na przypadek systemow wielowy-
miarowych, w tym systemow o wieloletniej historii szkodowe;j.
W przykladzie 3 powyzej przedstawiono macierz zdarzen dla dwu-
wymiarowego systemu BM (z dwuletnig historig szkodowa) o mini-
malnej znizce 1 maksymalnej podwyzce sktadki (MIN/MAX) dla sys-
temu szes$ciostanowego.

4. Lancuch Markowa w modelowaniu systemu BM
z wieloletnig historig szkod

Niech L; oznacza zmienng losowg okreslajaca numer klasy taryfowej
przypisanej ubezpieczonemu w momencie t = k, gdzie k > 1. Zakla-
damy, ze rozktad zmiennej L, zalezy jedynie od realizacji zmiennej w
poprzednim momencie t — 1 i nie zalezy od realizacji zmiennych
Li_y, L¢3, ...,Ly. Zatem proces przypisania do klas taryfowych {L,},
t =k,k+1,.. mozemy opisa¢ za pomoca jednorodnego tancucha
Markowa®.

Prawdopodobienstwo tego, ze nastgpi zmiana klasy taryfowej z klasy
o numerze i na klase o numerze j w kolejnym okresie jest rowne”:

pij = Pry(Ay) = Pr(N € Ay),i,j =1, ...,5.

Macierze prawdopodobienstw przej$¢ tancucha {L,} oznaczmy
przez Il = [pif]sxs' Wprowadzmy dodatkowo operacje na macierzy

zdarzen zdefiniowang nastgpujaco:
Py(A) = [Pry(A;)]
Mozemy wowczas zapisac, ze macierz Il wyraza si¢ wzorem:

I = Py(A).

sxs’

8 Por. np. [Kemeny, Snell 1976; Iosifescu 1988].
° Dalej zakladaé bedziemy, ze rozktad zmiennej N, t = 1,2, ... nie zmienia si¢ w czasie.
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Macierz II jest macierzg stochastyczng z zerowymi elementami p;;;
w przypadku, gdy przejscie z klasy i do klasy j lub pozostanie w danej
klasie nie jest mozliwe. Macierz Il zalezy od rozktadu x + 1 wymia-
rowej zmiennej losowej N.

Niech e, oznacza wierszowy wersor o s wspoirzednych z elemen-
tem rownym 1 na miejscu o numerze I, odpowiadajacym klasie star-
towej [; 1 pozostatymi elementami rownymi 0. Rozktad zmiennej L,
po t > k okresach ubezpieczenia mozna wyznaczy¢ ze wzoru

= eont: (2)
gdzie m, (1) = [myq, ..., Mss] Oraz my; = Pr(L; = i).
Rozktad stacjonarny (o ile istnieje), opisany wektorem

T =[my,.., mg] = P_}r(r)lo T,

mozna wyznaczy¢ ze wzoru [Rolski 1 in. 1999, s. 288]
() =e(Il—-M+E)7}, 3

gdzie e oznacza s-wymiarowy wektor o wszystkich wspotrzednych
rownych 1, macierze I oraz E wymiaru s X s — odpowiednio macierz
jednostkowa oraz macierz ztozong z jedynek.

W systemie BM ubezpieczony, ktory w momencie t zaliczony zo-
stat do klasy taryfowej [;, ptaci sktadk¢ P, za ubezpieczenie na okres
[t,t + 1), rOwna:

P, =1 Py,

gdzie P, oznacza sktadke podstawowa ustalong na podstawie taryfi-
kacji a priori.

Do syntetycznego opisu systemow BM wykorzystuje si¢ wiele
charakterystyk. W dalszej czeg$ci pracy wykorzystywane beda:
e Srednia sktadka biezagca w momencie t:

7 =T
e Srednia sktadka stacjonarna:

¥ =mrl.

SLASKI
PRZEGLAD
STATYSTYCZNY

Nr 1521)
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STATYSTYCGZNY § - 5, Modelowanie wieloletniej historii szkodowej
Nr 15021) w systemach bonus-malus

5.1. Laczny rozklad liczby szkod

Do modelowania tacznego rozktadu wektora losowego N, =
(N¢—yo Ne—ye41, -, Np) wykorzystamy m.in. wielowymiarowy rozktad
ujemny wielomianowy oraz rozktady okreslone za pomoca nastgpuja-
cego uktadu rownan:

Ni_y =K + Ky
{Nt—lc+1 = K; + Kyei1
“ss , (4)
I Ne_q = Ky + Kiye1
th = Kip1 + Kiyepr + Kopegr + -+ Keiq

gdzie zmienne losowe Ky, K,, -+, K,y 1, K111, » Kicier1 S8 niezalezne.

W ukladzie rownan (4) zmienna N,_, oznacza liczb¢ szkod za-
sztych w okresie [t — T — 1,t — 1), T = 1,2, ..., k, rOwng sumie liczby
szkdd zgtoszonych do momentu t — 1, oraz liczby szkdéd zgloszonych
w okresie [t — 1,t). Natomiast zmienna N, oznacza liczbe wszystkich
szkod zgloszonych w okresie [t — 1, t) niezaleznie od okresu, w kto-
rym doszto do szkody.

Na potrzeby dalszej analizy przyjmijmy upraszczajace zatozenie,
ze t =2, k =1, tzn. ze interesuje nas dwuletnia historia szkodowa
opisana wektorem losowym N = (N;, N,). Zat6zmy dodatkowo, ze

N]_ = Kl + Klz
{Nz = K, +Ky) ®)

gdzie zmienne losowe K;, K, K;, sa niezalezne.

Opisany mechanizm mozna zinterpretowaé nastepujaco. W mo-
mencie t zaklad ubezpieczen zna liczbe szkdd zasztych w okresie
[t —1,t) i zgloszonych w tym okresie — K, oraz zasztych w okresie
poprzednim zgloszonych w tym okresie K;,. W okresie poprzednim
zgloszono K; szkod zasztych w tym okresie. Przyjmujac dwuletni
okres rozwoju szkod, co jest realistycznym zatozeniem w przypadku
ubezpieczen AC, dostajemy, ze N; oznacza liczbg szkod zasztych
w okresie [t — 2,t — 1), natomiast zmienna N, oznacza liczbe szkod
zgloszonych w ostatnim okresie.

Rozwigzmy uktad rownan (5) dla ustalonych wartosci N; = ng4,
N, =n,
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k12
ze wzgledu na wartosci zmiennych K, K,, K;,. Jako rozwigzanie do-
stajemy
[ ‘ = [nz - l‘, =0, ..., min{n,,n,}.
k12

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze N; = n,,N, = n, jest wiec
rowne

Pr(N; = ny, N, =ny)

min{n{,n,}
= Z PT(K1 =ny — l)PT(K1 =n,; — i)PT(KlZ == l)
=0

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej N; sg odpowiednio réwne
E(N;) = E(K;) + E(Ky2), Var(N ) =Var(K;) + Var(K;,), i = 1,2.
Site zaleznosci migdzy zmiennymi N;, N, mozna okresli¢ za pomoca
wspolczynnika korelacji rownego
Var(K;,)

\/(Var(Kl) + Var(KlZ))(Var(Kz) + Var(Klz)) |

p(N, N;) =

Modelowanie gcznego rozktadu wektora losowego N = (N, N,)
szkdd z dwoch lat poddano analizie empirycznej. Dopasowanie rozpa-
trywanych rozktadéw prawdopodobienstwa odbyto si¢ do danych
szkodowych zgromadzonych w bazie Ol UFG. Analizie poddane zo-
staty szkody z umow ubezpieczenia OC p.p.m. i AC dla zdarzen, ktore
wydarzyty si¢ w latach 2010-2015. Analiza zostata przeprowadzona
w odniesieniu do 0sob fizycznych wedtug ponizszych warunkow:

e badaniu poddano okresy dwuletnie historii ubezpieczenia
(w kazdym roku dwuletniego okresu istniata historia ubezpiecze-
nia podmiotu),

e analizowano rok polisowy ubezpieczenia — dwuletni okres liczono
od momentu rozpoczgcia pierwsze] umowy ubezpieczenia,
w pierwszym roku weryfikacji.

Srednio w kazdym dwuletnim okresie histori¢ szkéd wyznaczono
dla okoto 10 mIn rekordow w odniesieniu do ubezpieczenia OC p.p.m.
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oraz okoto 2 min rekordéw w przypadku ubezpieczenia AC. Oceny
parametrow rozkladu dla poszczeg6lnych lat analizy oraz w podziale
na rodzaj ubezpieczenia wyznaczono numerycznie, maksymalizujac
warto$¢ funkcji wiarygodnosci. Empiryczng oraz teoretyczng liczbe
obserwacji w poszczegdlnych grupach wykorzystano do wyznaczenia
warto$ci testu zgodnosci y? (dobroci dopasowania).

5.2. Dwuwymiarowy rozklad Poissona (DRP)

Jezeli zmienne losowe K, K;, K;, sa niezalezne 1 majg rozktady Pois-
sona Poiss(A,), Poiss(1,), Poiss(A,,), to méwimy, ze wektor
(N1, N,), gdzie N, = K; + K;,, N, = K, + K;, ma dwuwymiarowy
rozklad Poissona’ (oznaczany dalej jako DRP) o funkcji rozktadu
prawdopodobienstwa

min{ny,n,}

Pr(N; =n,,N, =n,) = e~ (hitdz+13) Z (
i=0

Nni—iNy—iqj
At A AL

n, — ! (n, — i’

dla ny,n, = 0,1,2, . /’11,12,).12 > 0.

Wartosci oczekiwane i wariancje sg rowne E(N;) = A; + 45,
Var(N;) = A; + A4, i = 1,2. Wspoélczynnik korelacji migdzy zmien-
nymi Ny, N, jest rowny
_ A1z

Vi +212) Az + Az)

W tabeli 3 1 4 przedstawiono wyniki uzyskane dla omawianego
rozktadu na podstawie danych OI UFG.

p(NliNZ)

Tabela 3. Wartos$ci parametrow w dwuwymiarowym rozkladzie Poissona
wraz z wartoscig testu y? otrzymane dla ubezpieczenia AC

Lata analizy A4 1, A2 g;ﬁj;g
2010-2011 0,138672 0,139111 0,009424 96 835
2011-2012 0,140408 0,140845 0,008786 158 990
2012-2013 0,13805 0,137156 0,009125 138910
2013-2014 0,123031 0,121458 0,008362 57 343
2014-2015 0,108949 0,107802 0,007282 29 884

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie danych UFG.

0 por. np. [Johnson, Kotz, Balakrishnan 1995, s. 133; Kawamura 1984, s. 211].
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Tabela 4. Wartosci parametrow w dwuwymiarowym rozktadzie Poissona STATYSTYCZNY
wraz z wartoscig testu y? otrzymane dla ubezpieczenia OC p.p.m. )
Nr 15(21)
Lata analizy Ay A, A Warto$é testu x>
2010-2011 0,061642 0,059404 0,005746 163 340
2011-2012 0,060551 0,062567 0,005118 267 130
2012-2013 0,062809 0,057988 0,005276 244 820
2013-2014 0,058218 0,05327 0,005305 110 940
2014-2015 0,05373 0,048992 0,004999 61944

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych UFG.

5.3. Dwuwymiarowy uogélniony rozklad Poissona (DURP)

Moéwimy, ze zmienna losowa N ma rozklad uogoélniony Poissona
(GPoiss(4,1)), gdy funkcja rozktadu prawdopodobienstwa jest postaci

A+ n9) 1t
n! ¢

-nd-71

)

Pr(N =n) =
dlan=012,..,4>0,0<9<1.

Jezeli zatozymy, ze rozktady zmiennych losowych K, K,, K, sa
uog6lnionymi rozktadami Poissona GPoiss(4,9,), GPoiss(4,,9,),
GPoiss(A4,,9;,), to wektor (N, N,) ma dwuwymiarowy uogdlniony
rozkltad Poissona'’ (oznaczany dalej jako DURP) o funkcji rozktadu
prawdopodobieﬁstwa12

Pr(N, =n,,N, =n,) = /11/12/112e—(/11+/12+/112+81n1+82n2)

min{ny,n,}

Z A1+ (g — D97 (4, + (np — )9,)™27 7 (A, + i9;,) ' oi(01+95-912)
2, = 0! = D! i :
=

dla ny,n, = 0,1,2, . /’11,12,).12 > 0, 0 < 191 < 1, 0 < 792 < 1,
0<9,<1.

Wartoséci oczekiwane sa rowne E(N;) =

Aq A1z
(1-9y) + 1-9,0)"" =1z
Site zaleznosci migdzy zmiennymi N;, N, mozna okresli¢ za pomoca
wspolczynnika korelacji rownego

My -
1-9
p(Ny, Np) = ( 12) )
( A1 + }\12 )( A2 + }\12 )
(1- 191)3 (1-912)° (1 92 (11— ll312)3
gdzie Cov(Ny, N,) = Var(N;) = 4tz =1,2.

(a- ,9 2)3’ (a- 8)3 (1-9, )3’

1 por. np. [Johnson, Kotz, Balakrishnan 1995, s. 133; Famoye, Consul 1995, s. 129].
2 Dwuwymiarowy uogolniony rozktad Poissona mozna uogolni¢ na wigksza liczbe
wymiaréw (por. np. [Vernic 2000]).



24 Wojciech Bijak, Piotr Dziel

SLASKI
PRZEGLAD e : . .
STATYSTYCZNY W tabeli 5 1 6 przedstawiono wyniki uzyskane dla omawianego

~r 1sen | Tozktadu na podstawie danych OI UFG.

Tabela 5. Warto$ci parametréw w dwuwymiarowym uogoélnionym rozktadzie Poissona
wraz z wartoscig testu y? otrzymane dla ubezpieczenia AC

Lata Warto$¢
analizy M 4 A1z 91 ke Y12 testu x?

2010-2011 ] 0,119187 | 0,119515 | 0,008145 | 0,141597 | 0,141952 | 0,119236 3583
2011-2012 | 0,114573 | 0,114638 | 0,007571 | 0,181699 | 0,183784 | 0,175296 12 159
2012-2013 | 0,113831 | 0,113196 | 0,008053 | 0,173444 | 0,172685 | 0,148569 14 884
2013-2014 | 0,108575 | 0,10678 0,007793 | 0,116407 | 0,119751 | 0,084612 3778
2014-2015 | 0,099581 | 0,098469 | 0,006866 | 0,085107 | 0,085686 | 0,070306 1951

Zrédo: opracowanie wiasne na podstawie danych UFG.

Tabela 6. Warto$ci parametréw w dwuwymiarowym uogoélnionym rozktadzie Poissona
wraz z wartoscig testu y? otrzymane dla ubezpieczenia OC p.p.m.

Lata Warto$¢
analizy M 4 A1z 91 92 Y12 testu x?

2010-2011 ] 0,056013 | 0,051493 |0,004989 |0,095557 | 0,137352 | 0,085982 9107
2011-201210,052114 | 0,051419 |0,004308 |0,142355 | 0,180962 | 0,121706 19 432
2012-2013 1 0,051422 | 0,051144 |0,004357 |0,183691 | 0,120808 | 0,144246 20 819
2013-2014 [ 0,05126 0,049403 | 0,00463 0,122254 | 0,075739 | 0,096187 6913
2014-2015 1 0,049676 | 0,045855 |0,004532 |0,07777 0,066591 | 0,067995 5593

Zrédo: opracowanie wiasne na podstawie danych UFG.

5.4. Dwuwymiarowy rozklad ujemny dwumianowy (DRUD)

Jezeli zmienne losowe K, K,, K;, sa niezalezne i majg rozktady ujem-
ne dwumianowe UD(qq, @), UD(q,, a3), UD(q42, @15), to moéwimy,
ze wektor (Ny,N,), gdzie Ny = K; + K;,, N, = K, + K;, ma dwu-
wymiarowy rozktad ujemny dwumianowy'’ (oznaczany dalej jako
DRUD) o funkcji rozktadu prawdopodobienstwa

qalqa’zqa’lz
Pr(N, =n, N, =n,) = 1 Y2 Y12
A N CH O
min{ny,n,}
Z 2 F(Ot1 +(ny — i)) F(a2 + (n, — i)) T(@z +1) i ny-i g
" (ny —0)! (n, —i)! i P1 P2 DPiz
i=

dla ny,n, =0,1,2,..., a1,a,,a,,>0, 0<5¢; <1, p;=1—¢q;,i=
1,2,0<q12 <L, p2 =1—qq.

"3 Por. np. [Shi, Valdez 2014].
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ne E(N;) =n;=+n, =2, Var(N) =n; 5 +n,5, i = 1,2, .,k | s s
qi d12 ‘H qi2

Sit¢ zalezno$ci migdzy zmiennymi N;, N; mozna okresli¢c za pomocg

wspolczynnika korelacji rownego

p(Ni, N;) = :
p1 m)( p1 @)
n +n n +n
( Yaf " e\ i T P4,

W tabeli 7 1 8 przedstawiono wyniki uzyskane dla omawianego
rozktadu na podstawie danych OI UFG (wartosci p; nalezy wyznaczy¢
zewzorup; =1—gq; i =1,2).

Tabela 7. Warto$ci parametrow w dwuwymiarowym rozkladzie ujemnym
dwumianowym wraz z wartoscig testu y? otrzymane dla ubezpieczenia AC.

arl;éflziy A Az A1z q1 qz q12 :Z;:(;;g
2010-2011 | 0,397331 | 0,397452 |0,032624 | 0,741054 | 0,740506 | 0,778961 3510
2011-2012 | 0,291737 | 0,288334 |0,02017 0,675695 | 0,672434 | 0,687378 10 854
2012-2013 | 0,304615 | 0,304322 |0,025624 | 0,688647 | 0,689836 | 0,730522 13792
2013-2014 | 0,445254 | 0,424963 |0,044623 | 0,783722 | 0,777944 | 0,839689 3 760
2014-2015 | 0,566901 | 0,556441 |0,047412 | 0,838929 | 0,837842 | 0,865164 2 020

Zrédo: opracowanie wiasne na podstawie danych UFG.

Tabela 8. Wartos$ci parametrow w dwuwymiarowym rozkladzie ujemnym
dwumianowym wraz z wartoécia testu y? otrzymane dla ubezpieczenia OC p.p.m.

Lata analizy A A, A1z 91 q: q12 :Z;T;g
2010-2011 ]0,283226 |0,178037 |0,028037 | 0,820584 | 0,748922 | 0,836935 9837
2011-2012  0,173532 |0,132363 |0,016899 | 0,740663 | 0,6783 0,774917 19122
2012-2013  ]0,13025 |0,20248 ]0,014266 | 0,674021 | 0,776821 | 0,736954 | 20310
2013-2014 ]0,200331 |0,317926 |0,023172 | 0,774287 | 0,856076 | 0,818903 7378
2014-2015 0,310996 |0,336465 |0,03246 0,852372 | 0,872597 | 0,869644 5944

Zrédo: opracowanie whasne na podstawie danych UFG.

5.5. Dwuwymiarowy rozklad ujemny wielomianowy (DRUW)

Mowimy, ze zmienna losowa N ma dwuwymiarowy rozktad ujemny
wielomianowy (oznaczany dalej jako DRUW) o parametrach
n,q,p1, P2, gdzie g + p; + p, = 1, gdy funkcja rozktadu prawdopo-
dobienstwa jest postaci'*:

“ Por. np. [Johnson, Kotz, Balakrishnan 1995, s. 94].
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n+(n,+n,)—1

Pr(N =m) = P(n,mp) = (" 171 T )

) q"p; vy’
dlan; =0,1,2,..,i =1,2.

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej N; s3 odpowiednio
rowne E(N;) = n%, Var(N;) = nq—; , 1 = 1,2. Sile zaleznosci miedzy

zmiennymi N;, N, mozna okresli¢ za pomocg wspotczynnika korelacji
rownego

P1D2

PN, N2) = (q+p)(g+p)°

W tabeli 9 1 10 przedstawiono wyniki uzyskane dla omawianego
rozktadu na podstawie danych OI UFG.

Tabela 9. Warto$ci parametrow w dwuwymiarowym rozkladzie ujemnym
wielomianowym wraz z wartoécia testu y? otrzymane dla ubezpieczenia AC

Lata Warto$¢
analizy n 1 P1 P2 testu x?
2010-2011 0,659123 0,689636 0,154952 0,155412 30 808
2011-2012 0,511239 0,631109 0,184176 0,184715 61737
2012-2013 0,529511 0,643417 0,178834 0,177749 51522
2013-2014 0,698914 0,727939 0,136849 0,135212 16 159
2014-2015 0,832205 0,7825 0,109289 0,108211 6720

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie danych UFG.

Tabela 10. Wartosci parametrow w dwuwymiarowym rozktadzie ujemnym

wielomianowym wraz z wartoécia testu 2 otrzymane dla ubezpieczenia OC p.p.m.

Lata Wartos¢
analizy n 1 P1 P2 testu y?
2010-2011 0,329599 0,713206 0,145819 0,140975 36070
2011-2012 0,249639 0,651811 0,171463 0,176727 91171
2012-2013 0,255329 0,660313 0,176077 0,16361 87 269
2013-2014 0,343102 0,737538 0,13655 0,125913 23511
2014-2015 0,402996 0,781431 0,113878 0,104691 6186

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych UFG.

W tabeli 11 przedstawiono informacj¢ o liczbie szkod zaszlych
oraz zgloszonych dla obserwacji z lat 2014-2015 w ubezpieczeniu AC
wraz z wyznaczonymi czg¢stosciami ich wystgpowania. Dodatkowo
wskazano analogiczne czesto$ci wystepowania na podstawie najlepiej
dopasowanych rozktadow uogdlnionego rozktadu Poissona oraz roz-
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ktadu ujemnego dwumianowego. Roznice w czestosci miedzy dopa-
sowanymi rozktadami a czgstosciami obserwowalnymi wynosza mak-
symalnie setne czgsci procenta.

Tabela 11. Czgstosci wystgpowania szkod zasztych oraz zgloszonych dla obserwacji
7 1at 2014-2015 w ubezpieczeniu AC wraz z czgstosciami
z rozktadu uogolnionego Poissona oraz ujemnego dwumianowego (w %)

N,
Czestoscei Ny 0 1 2 3 4 5
rzeczywiste 81,51 7,38 0,89 0,09 0,04 0,00
DURP 0 | 8147 7,36 0,91 0,13 0,02 0,00
DRUD 31,48 735 0,93 0,13 0,02 0,00
rzeczywiste 7,48 1,13 0,16 0,02 0,01 0,00
DURP 1 7,45 1,20 0,13 0,02 0,00 0,00
DRUD 7,44 1,19 0,13 0,02 0,00 0,00
rzeczywiste 0,89 0,16 0,04 0,01 0,00 0,00
DURP 2 0,92 0,13 0,05 0,01 0,00 0,00
DRUD 0,94 0,13 0,05 0,01 0,00 0,00
rzeczywiste 0,10 0,02 0,01 0,00 0,00 0,00
DURP 3 0,13 0,02 0,01 0,00 0,00 0,00
DRUD 0,13 0,02 0,01 0,00 0,00 0,00
rzeczywiste 0,04 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00
DURP 4 0,02 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
DRUD 0,02 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
rzeczywiste 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
DURP 5 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
DRUD 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Zrédo: opracowanie whasne na podstawie danych UFG.

Przedstawione powyzej wyniki analizy dopasowania lacznego
rozktadu wektora losowego (N;, N,) do danych empirycznych pozwa-
laja na sformutowanie nastgpujacych wnioskow:

e zarowno dla ubezpieczenia OC p.p.m., jak iubezpieczenia AC
najlepiej dopasowane rozklady to dwuwymiarowy uogélniony
rozktad Poissona oraz dwuwymiarowy rozktad ujemny dwumia-
nowy,

e czgstosci empiryczne niewiele si¢ r6znig od czestosci uzyskanych
z oszacowanych rozktadow,

e najlepiej dopasowane do danych empirycznych sg rozklady sza-
cowane na podstawie danych z ostatnich lat obserwacji,

e oceny parametrow uzyskane na podstawie danych z réznych lat
ro6znig si¢ od siebie, co moze wskazywac¢ na zmienno$¢ rozktadow
W czasie.
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6. Laczne systemy BM o dwuletniej historii szkodowej

Wykorzystajmy oszacowane taczne rozktady wektora losowego
N = (N;, N,) — liczby szkdd z dwoch lat 2014-2015 — do analizy wy-
branych systeméow BM. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze
SBM(L,1,A,N) jest systemem szesciostanowym o wektorze mnoz-
nikéw sktadek r = [1, 2, 3, 4, 5, 6] o macierzy zdarzen A odpo-
wiednio rownej A1, A2, A3, A4.

Sktadka stacjonarna w zalezno$ci od rozktadu zmiennej N oraz
macierzy zdarzen A dla ubezpieczen AC przedstawiona zostata w tab.
12, natomiast dla ubezpieczen OC p.p.m. w tab. 13.

Tabela 12. Srednia sktadka stacjonarna — AC

Rozklad/ Al A2 A3 A4
macierz przejscia
DRP 1,525 2,389 3317 1,129
DURP 1,530 2,291 3,181 1,117
DRUD 1,531 2,291 3,181 1,117
DRUW 1,537 2,293 3,175 1,125
Zrédto: opracowanie wiasne.
Tabela 13. Srednia sktadka stacjonarna — OC p.p.m.
Rozklad/ Al A2 A3 A4
macierz przejscia
DRP 1218 1,734 2,339 1,060
DURP 1,226 1,687 2,259 1,056
DRUD 1,226 1,687 2,259 1,056
DRUW 1,228 1,684 2,252 1,058

Zroédlo: opracowanie wlasne.

Na podstawie danych przedstawionych w tab. 12 i 13 mozna
stwierdzi¢, ze zréznicowanie sktadki stacjonarnej dla ubezpieczen AC
1 OC p.p.m. niewiele rozni si¢ dla poszczegdlnych rozktadéw zmien-
nej N. Fakt ten dla ubezpieczen AC ilustruje rys. 1.

Srednia sktadka stacjonarna jest natomiast istotnie zréznicowana
w zaleznos$ci od macierzy zdarzen A wykorzystywanej w poszcze-
gblnych systemach, gdyz od niej zalezy restrykcyjno$¢ systemu.
Zaleznos¢ ta zostala przedstawiona na rys. 2 i 3. Mozna zauwazyc,

ze najmniej restrykcyjny jest system z macierza zdarzen A4 =

Jlltw_"llx/ MIN o‘lItVIAX/ MIN " hatomiast najbardziej restrykcyjny jest system

z dwuokresowa historig szkdd z macierza A3 = AMN/MAX  System,
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Rys. 1. Srednia sktadka stacjonarna — AC, w zaleznosci od przyjetych rozktadow
prawdopodobienstwa zmiennej N

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 2. Srednia sktadka stacjonarna — AC, w zaleznosci od przyjetych macierzy zdarzen A

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 3. Srednia sktadka stacjonarna — OC p.p.m., w zaleznosci od przyjetych macierzy
zdarzen A

Zroédto: opracowanie wlasne.
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w ktorym macierza zdarzen jest A2 = c/lltw_ulv/ Max c/lltmN/ max, Jest

mniej restrykcyjny niz system z macierza A3, co wigze si¢ z mniejsza
wagg nadawang szkodom z roku poprzedniego.

Restrykcyjnos¢ systemow uwidacznia si¢ rowniez, gdy porowna-
my rozklady stacjonarne . W tabeli 14 1 15 przedstawione zostaly
rozktady stacjonarne i dla ubezpieczen AC i OC p.p.m. w zaleznosci
od macierzy zdarzen przy rozktadzie dwuwymiarowym uogdlnionym
Poissona (DRUP). Na uwage zastuguje fakt, ze z najwigksza koncen-
tracja rozkltadu  mamy do czynienia w przypadku ubezpieczen za-
rowno AC, jak i OC p.p.m. przy macierzy zdarzen A4, natomiast z
najmniejsza w przypadku macierzy A3, co jest zgodne z poprzednimi
wnioskami.

Tabela 14. Rozklad stacjonarny m — AC wedtug klas taryfowych w zaleznosci
od przyjetych macierzy zdarzen A przy rozktadzie DURP

Macierze Klasa taryfowa

zdarzen A L L A Is I
A1 0,756 0,081 0,091 0,031 0,028 0,013
A2 0,597 0,066 0,070 0,081 0,085 0,100
A3 0,359 0,082 0,100 0,123 0,151 0,185
A4 0,900 0,084 0,014 0,001 0,000 0,000

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 15. Rozklad stacjonarny m — OC p.p.m. wedtug klas taryfowych w zaleznosci
od przyjetych macierzy zdarzen A przy rozktadzie DURP

Macierze Klasa taryfowa

zdarzen A L A I3 Is I
A1 0,884 0,046 0,047 0,010 0,010 0,003
A2 0,778 0,040 0,042 0,044 0,046 0,049
A3 0,606 0,064 0,071 0,078 0,086 0,095
A4 0,951 0,042 0,006 0,000 0,000 0,000

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Posta¢ macierzy zdarzen A decyduje réwniez o szybkos$ci zbiez-
nos$ci $redniej sktadki biezacej do Sredniej sktadki stacjonarnej. Zalez-
no$¢ ta zobrazowana zostala na rys. 4 dla ubezpieczen OC p.p.m. przy
rozktadzie DRUP.

Na zakonczenie warto poréwnac otrzymane wyniki dla macierzy zda-
rzen A1 z wynikami, jakie mozemy uzyska¢ w przypadku dokonania
potaczenia jednookresowych systemow BM SBM,(L,r, A _1, Ni_1)
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Rys. 4. Srednia sktadka biezaca — OC p.p.m., w zaleznosci od przyjetych macierzy
zdarzen A dla rozktadu DRUP

Zrodlo: opracowanie wlasne.

i SBM,(L,r,A;,N;) w system SBM(l_Z)(LOL,rCD(qJ)r,Jlt_l ®
A, (NlNz)) z dwuokresowa historig szkdd za pomocg operacji ztacze-
nia opisanej w pracy [Bijak 2015]. Rozpatrzmy nastepujace funkcje:
o(1.1): 01 (ry 1) = 11y, @2 (1) = 13+ 15, @31y, 77) = max{r, 1},
(p4(rl-,rj) = (rl- + rj)/Z, (ps(ri,rj) = min{ri,rj}, i,j=1.2,..,s.
Przyjmijmy szesciostanowe systemy o macierzach A;_,,A; z przy-
ktadu 1, wektorach mnoznikow sktadek r =11, 2, 3, 4, 5, 6].
W tabeli 16 przedstawione zostaly $rednie sktadki stacjonarne dla

ubezpieczen OC p.p.m. przy zalozeniu, ze zmienna losowa (N, N,)
ma rozktad DRP lub DRUP.

Tabela 16. Srednia sktadka stacjonarna — OC p.p.m. w ztaczonym systemie SBM, (1,2)

Funkcja @ (1, 1;
Rozktad ) (p(L ])

P1 () @3 Pa Ps
DRP 1,488 2,414 1,382 1,207 1,032
DRUP 1,519 2,435 1,402 1,218 1,033

Zrodto: opracowanie wlasne.

Warto w tym miejscu przypomnie¢, ze przy macierzy zdarzen A1
srednia sktadka stacjonarna dla rozktadow DRP i DRUP wynosita
odpowiednio 1,218 i 1,226. Oznacza to, ze w rozwazanym przypadku
sktadki te odpowiadaja rzedem wielkosci wynikom dla zlaczonego

systemu BM przy funkcji ¢, (rl-, rj) = (rl- + 1”]-)/2.
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7. Zakonczenie

Systemy bonus-malus sa popularne w Polsce w ubezpieczeniach ko-
munikacyjnych. Jak pokazuja dane UFG (por. tab. 1), zaktady ubez-
pieczen zainteresowane s3 wielookresowa historig szkodowa ubezpie-
czonych. Dane na temat historii szkodowej klientéw wykorzystywane
sa przede wszystkim w procesie taryfikacji a priori. W niniejszej pra-
cy pokazano, w jaki sposdb moga one wzbogaci¢ taryfikacje a poste-
riori dokonywang za pomocg systemow bonus-malus.

W artykule przedstawiono ogélne zasady konstruowania syste-
mow BM z wieloletnig historiag szkodowa, zwracajac szczegdlng uwa-
ge na ich sprawiedliwos¢ ze wzgledu na reguly przejscia i reguly doj-
scia. Wskazano przy tym, ze istotng kwestig jest okreslenie porzadku
w zbiorze Q = Q¥*1 porzadku, ktéry decyduje m.in. o restrykcyjno-
sci budowanych systeméw. Dokonano réwniez uogoélnienia na przy-
padek wielowymiarowy macierzy zdarzen dla systemoéw skrajnych
opisanych w pracy [Podgorska 2008].

Do modelowania tacznego rozktadu wektora losowego N opisuja-
cego liczbe szkdd w poszczegolnych latach na podstawie danych z OI
UFG wykorzystano dwuwymiarowe rozktady: Poissona, uog6lniony
Poissona, ujemny dwumianowy oraz ujemny wielomianowy. Najlep-
sze oszacowania uzyskano dla rozktadéw dwuwymiarowego uogo6l-
nionego Poissona oraz dwuwymiarowego ujemnego dwumianowego
dla danych z okresu 2014-2015. Przeanalizowane przyktady empi-

ryczne wskazaty, ze najmniej restrykcyjny byt system o macierzy zda-

rzen A4 = o‘lItVI_AlX/ MIN o‘lItVIAX/ MIN, a najbardziej restrykcyjny system

z macierzg A3 = AMN/MAX W pracy przedstawiono rowniez porow-
nanie $redniej sktadki stacjonarnej uzyskanej zgodnie z prezentowa-
nymi w niej modelami ze $rednig sktadka stacjonarng uzyskang dla
systemu ztaczonego BM uzyskanego zgodnie z metodyka opisang
w pracy [Bijak 2015]. Wyniki okazaty si¢ zgodne co do rzgdu wielko-
sci przy funkcji agregujagcej mnozniki skladek postaci (p4(rl-,rj) =
(rl- + rj) /2.

Poza zakresem niniejszej pracy pozostato wiele interesujacych za-
gadnien, takich jak np. okreslenie sposobow wyznaczania wektorow
mnoznikow sktadek, analiza problemu taknienia znizek w zwigzku
z uwzglednianiem wielookresowej historii szkodowej, okreslenie spo-
sobow pomiaru efektywnosci systemow BM z wieloletnig historig
szkodowa oraz zbadanie wlasnosci systemow sprawiedliwych przy
roznych porzadkach w zbiorze = Q**1,
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MULTI-YEAR BONUS-MALUS SYSTEMS

Summary: The common practice in designing the tariff structure for motor insurance is
using bonus-malus systems which are based on one year of claims history. The insurance
companies operating in Poland in scope of automobile insurance have an ability to verify
claims history of their clients in database held by Information Centre of Insurance Guar-
antee Fund (OI UFG). This article is devoted to modelling claim counts for multi-year
period using multivariate discrete distributions (Poisson, generalised Poisson and negative
multinomial). Multivariate distributions considered in the paper are used to construct fair
by transitions rules bonus-malus systems based on multi-year claims history. A numerical
illustrations of theoretical considerations based on claims data from database held by OI
UFG are presented in the paper.

Keywords: automobile insurance, multivariate claim distribution, multi-year bonus-malus
system, bonus-malus system fair by transitions rules.





