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Streszczenie: Praca poswigcona jest modelowaniu struktury zalezno$ci. Przedstawione
zostaly podstawowe informacje dotyczace funkcji taczacych (copula), podstawowego
narzedzia wykorzystywanego do modelowania struktury zalezno$ci. Omowiono gtowne
rodziny tych funkcji: archimedesowe i eliptyczne. W drugiej czeSci pracy zaprezentowano
przyktady modelowania zalezno$ci w wybranych zagadnieniach aktuarialnych: ubezpie-
czeniach malzenskich, procesach ryzyka oraz reasekuracji. W ubezpieczeniach matzen-
skich skupiono si¢ na wyznaczaniu warto$ci aktuarialnej renty. Oprocz funkcji faczacych,
wykorzystane zostaly tancuchy Markowa. Natomiast w procesach ryzyka poruszono
zagadnienia dotyczace teorii ruiny. Podczas omawiania reasekuracji wprowadzony zostat
i wykorzystany zalezny rozktad dwumianowy. W modelach tych rozszerzono klasyczne
podejscie zaktadajace niezalezno§¢ wystepujacych zmiennych i procesow losowych.
Ponadto przedstawiono zagadnienie dotyczace symulacji wykorzystujacej funkcje tacza-
ce. Praca ma charakter przegladowy.

Stowa kluczowe: funkcja taczaca, renta malzenska, ruina, reasekuracja, symulacje.

1. Wstep

W klasycznych zagadnieniach aktuarialnych w zasadzie wszystkie
zmienne czy procesy losowe byly niezalezne. Zalozenie to jest bardzo
wygodne od strony obliczeniowej, matematycznej, przydatne przy
udowodnianiu wlasnos$ci czy twierdzen, jest jednak czgsto niereali-
styczne. W praktyce rozpatrywane zmienne sg zwykle mniej lub bar-
dziej zalezne.

Praca ma charakter przegladowy. Przedstawia wybrane metody
modelowania struktury zaleznosci. Metody oparto gtéwnie na funk-
cjach laczacych (copula), podstawowym narzedziu umozliwiajagcym
badanie i modelowanie wystepujacej w rozpatrywanych zagadnie-

! Praca naukowa finansowana ze $rodkow na nauke w latach 2013-2016 jako projekt
badawczy nr DEC-2013/09/B/HS4/00490.
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niach struktury zalezno$ci. Umozliwiaja one ujawnienie podstawo-
wych wlasnosci i charakteryzacje struktury zaleznosci poprzez elimi-
nacj¢ wpltywu rozktadéw brzegowych. Ponadto istnieje $cisty zwigzek
migdzy funkcjami taczacymi a wspolczynnikami korelacji Kendalla
1 Spearmana. Waznym zagadnieniem jest wybor wihasciwej funkcji
taczacej, najlepiej dopasowanej do danych.

Zaleznosci migdzy badanymi zmiennymi czgsto wystepujg w mo-
delach aktuarialnych. Na poszczeg6élnych uczestnikow umowy ubez-
pieczeniowej dziataja wspolne czynniki zewnetrzne: naturalne, poli-
tyczne czy spoleczne, powodujac wzajemne zaleznosci. W ubezpie-
czeniach matzenskich na wielkosci $wiadczen istotnie wptywa wza-
jemna zalezno$¢ dtugosci zycia poszczego6lnych matzonkow, mimo ze
nie jest ona zbyt duza. Znaczng rol¢ odgrywaja tu wspdlne czynniki
oddziatlujgce na matzonkow, jak rowniez psychologiczne czynniki, np.
tak zwany syndrom zlamanego serca.

W procesach ryzyka w zagadnieniach zwigzanych z teorig ruiny
rowniez spotyka si¢ zalezno$¢ zmiennych czy proceséw. Wspodlne
czynniki oddziatujace na ubezpieczonych powoduja zaleznos¢ wielko-
sci wyptat. Zjawisko to ma istotny wptyw zaréwno na wielkos$¢ praw-
dopodobienstwa ruiny, jak i na warto$¢ szkod pokrytych przez rease-
kuratora. Mozna tez zaobserwowac zaleznos$¢ okreséw migdzy wypta-
tami a wielko$cia sasiedniej wyplaty. Zjawisko takie moze wystapi¢
np. w przypadku trzesien ziemi. Zwykle po dhuzszej przerwie migdzy
wstrzagsami wystepuja silniejsze wstrzasy.

2. Funkcje lgczace

Podstawowym narzedziem wykorzystywanym w naszej pracy do mo-
delowania struktury zaleznos$ci beda funkcje taczace (copula) [Sklar
1959; Nelsen 1999]. Przedstawimy teraz podstawowe informacje do-
tyczace funkcji laczacych. Funkcja taczaca n zmiennych jest tgczni-
kiem mig¢dzy dystrybuantg taczng F' a dystrybuantami brzegowymi F:

F(Xl, ceey xn) = C(Fl(xl)a (RRE] Fn(xn))'

W przypadku cigglych dystrybuant brzegowych jest ona jednoznacz-
nie okreslona. Mowi o tym tzw. twierdzenie Sklara. Gdy dystrybuanty
brzegowe sa dyskretne, jednoznaczno$¢ wystepuje jedynie dla punktow
skoku tych dystrybuant. Ponadto funkcja taczaca jest dystrybuantg taczna
okreslong na [0, 1]" o jednostajnych rozktadach brzegowych.

Prosty iloczyn argumentow funkcji taczacej, tzn. funkcja

M "(uyy oy uy) =uy - ... " Uy,
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datnia zaleznos¢, czyli wspotmonotonicznos¢, modelowana jest za |y, isa
pomocg funkcji minimum, tzn.

M'(uy, ..., u,) =min(uy, ..., uy,).

Kazda funkcja taczaca C jest ograniczona z dotu i z gory przez
funkcje W" i M":

W' uy, ..., u,) < Cluy, ..., u,)) <M'(uy, ..., u,),

gdzie W'(uy, ..., u,) = max(u; + ...+ u, —n + 1, 0). Sg to tzw. dolne i
gorne ograniczenia Frecheta-Hoeffdinga. Dla n > 3 " nie jest funkcja
taczaca. Natomiast dla dwoch wymiaréow W? odpowiada $cistej, ujem-
nej zalezno$ci, przeciwmonotonicznosci zmiennych losowych. Jest to
istotna réznica migdzy przypadkiem dwu- a wielowymiarowym. Nie
istniejg bowiem trzy zmienne losowe parami przeciwmonotoniczne.

W przypadku ciaglych zmiennych losowych dwuwymiarowa
funkcja taczaca jednoznacznie wyznacza wspotczynniki korelacji
Kendalla 7 oraz Spearmana p. Okre$lone sg one wzorami:

7= 4“'C(u,v)dC(u,v)—l ,

p= 12j.j.C(u,v)dudv—3.
00

Niestety warto$¢ klasycznego wspotczynnika korelacji Pearsona,
jak 1 kowariancji zalezy rowniez od rozktadow brzegowych, czyli
sama funkcja taczaca nie wyznacza tego wspotczynnika. Zachodzi
bowiem wzor [Pfeifer, Neslehova 2004]:

Cov(X,, X,) = [ [ (C(F(x),F,(») = F(x)F,(y))dxdy.

—00 —00

W zagadnieniach ubezpieczeniowych, zwlaszcza w ubezpiecze-
niach zyciowych, czg$cie] wykorzystuje si¢ nie dystrybuanty, a funk-
cje przezycia:

S(x1, ooy X)) = PX3 > x1, .., X > X5).
W tym celu okresla si¢ funkcje taczaca przezycia wzorem
Sty +ees X)) = C(S1(x1), - o Suxn))s

gdzie Si(x;) = P(X; > x;). Funkcja C” spetnia wszystkie wasnosci funk-
cji taczacej, czyli jest dystrybuantg okreslong na [0, 1]" o jednostaj-
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e 1sen | dwie funkcje faczace zwigzane s wzorem
Cu,v)=u+v—1+C(1-u1-v).
Analizujac kontrakty ubezpieczeniowe dotyczace zdarzen ekstre-

malnych, katastroficznych, mozemy wykorzysta¢ tzw. wspolczynniki
zaleznosci ekstremalnych. Dolny wspoétczynnik okreslony jest formuta

A, (X.Y) = lim PX < ;)] < F;' () = lim S0,
u—0" u—0" u
a gbrny wzorem
Cd-ul-u)

2,(X,Y)=limP(X > F;'(u)|Y > F,' (1)) = lim
u—>1" u—1" —
Przedstawiaja one zalezno$ci migdzy zmiennymi w tzw. ogonach
rozktadow. W przypadku gdy otrzymujemy 4, = 0 (4 = 0), to mowi-
my, ze zachodzi niezalezno$¢ dolna (gorna).

3. Rodziny funkcji lgczacych

W zagadnieniach teoretycznych, jak rowniez w zastosowaniach zwy-
kle rozpatruje si¢ rodziny funkcji faczacych indeksowane parametra-
mi. Przedstawimy teraz w duzym skrécie dwie podstawowe rodziny
funkcji aczacych, czesto wykorzystywane w praktycznych zastoso-
waniach: archimedesowe i eliptyczne.

3.1. Archimedesowe funkcje laczace
3.1.1. Dwuwymiarowe archimedesowe funkcje laczace

Zaczniemy na poczatku od przypadku dwuwymiarowego, ktory na-
stepnie uogdlnimy na wigksza liczbe wymiaréw. Archimedesowe
funkcje taczace (AC) majg prosta, quasi-addytywng posta¢ indukowa-
ng przez funkcje ¢ nazywang generatorem [Nelsen 1999; Heilpern
2007a]. Zachodzi wtedy zaleznos¢

Clu, v) = ¢ Mp(u) + p(v)),
gdzie ¢: [0, 1] — [0, ], (1) = 0 oraz jest $cisle malejaca i wypukia
funkcja, a o™ jest funkcja pseudoodwrotna do ¢:

_ ! (u dy 0<u<e(0
Ay =19 W edy 2(0)
0 gdy @(0)<u<o
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W przypadku gdy ¢(0) < oo, to otrzymujemy stabg AC. Natomiast [| STATYSTYCZNY
w przeciwnym razie mamy silng AC. Funkcja pseudoodwrotna jest | n, isa
wtedy zwykla funkcja odwrotng oraz zachodzi zaleznos¢

P(Clu, v)) = p(u) + p(v).

Funkcja taczaca IT opisujaca niezaleznos$¢ jest archimedesowa z
generatorem ¢@(u) = — In(u). Dolne ograniczenie Frecheta-Hoeffdinga
W jest rowniez funkcjg archimedesowg z generatorem ¢(u) = 1 — u.
Jak tatwo zauwazy¢, funkcja II jest silna AC, a funkcja W slaba. Na-
tomiast gorne ograniczenie nie jest AC. W przypadku archimedeso-
wych funkcji taczacych generator ¢ wyznacza nam wspotczynnik ko-
relacji Kendalla za pomoca wzoru:

1
r=1+4] 20 4.
A

Niestety nie mozna poda¢ podobnego wzoru dla wspotczynnika
korelacji Spearmana.

Przedstawimy teraz cztery gldwne rodziny archimedesowych
funkcji taczacych, czgsto wykorzystywane w zastosowaniach. Za-
czniemy od rodziny Franka. Funkcja taczaca nalezaca do tej rodziny
opisana jest wzorem

C,(u,v) = —lln(l GRS —}3(6’“” —1)} ’
(24

e’ -1

gdzie parametr & € R\ {0} . Dla granicznych wartosci tego parametru
otrzymujemy trzy podstawowe funkcje tgczace:

Co=W, Co =11, Co=M.

Natomiast wspotczynniki zaleznos$ci ekstremalnych wynosza A, = Ay =
0, czyli mamy niezalezno$¢ w ogonach rozktadow.

Druga rodzing AC bedzie rodzina Claytona z elementami opisa-
nymi wzorami

C,(u,v)= max((u_“ +v % — 1)71/0{ ,Oj ,

gdzie o €[-1,0)\{0}. W granicznych przypadkach otrzymujemy
podobne jak dla rodziny Franka wyniki:
C_1:VV, C():H, Cw:M.

Dla a > 0 wspotczynniki zalezno$ci ekstremalnych wynosza od-
powiednio 4; = 2% oraz Ay = 0, tzn. mamy tutaj dolna zalezno$é¢ w
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ogonie. Natomiast dla & €[-1,0) zachodzi niezaleznos$¢, poniewaz A,

= Ay =0. W odrdznieniu od rodziny Franka mozemy w tym przypadku
W prosty sposob obliczy¢ warto$¢ wspotczynnika Kendalla:

(2

T= .
a+2

Widzimy, ze dla « €[-1,0) otrzymujemy ujemne zaleznosci.
Elementy rodziny Gumbela przedstawione sa wzorami

C,(u,v)= exp(— ((—lnu)“ +(=Inv)* )I/aj ,

gdzie a e[l,0). W tym przypadku funkcje tgczagce modeluja jedynie
zalezno$ci nieujemne, poniewaz w granicznych przypadkach mamy
¢, =11, Co=M.
Funkcje taczace Gumbela sg zalezne w gérnych ogonach rozkta-
déw, zachodza bowiem zalezno$ci A, = 0 oraz 1y = 2 — ol Wspot-
czynnik Kendalla rowniez przedstawia si¢ prostym wzorem:

T=1- E .
a
Rodzina Ali-Mikhail-Haqa (AMH) okres$lona jest wzorem
uy

C,(u,v)= ,
I-a(l-u)(1-v)

gdzie a €[-1,1). Dla a = 0 otrzymujemy niezalezno$¢. Elementy ro-

dziny AMH sa niezalezne w ogonie, poniewaz 4, = Ay = 0. Wspot-

czynnik korelacji Kendalla przedstawiony jest juz bardziej skompli-

kowanym niz dla rodzin Claytona i Gumbela wzorem

2 2(-a)

r=1- >

In(l1-«).
3a 3a ( )

W odréznieniu od wczesniej omawianych rodzin AC rodzina
AMH modeluje jedynie stabe zaleznos$ci, zar6wno ujemne, jak i1 do-
datnie. Zachodzi bowiem zaleznos¢ (5 — 8In2)/3 < 7 < 1/3. Dolne
ograniczenie jest w przyblizeniu rowne —0,182.

3.1.2. Wielowymiarowe archimedesowe funkcje laczace

Dwuwymiarowe AC mozemy w prosty, naturalny sposéb uogdlni¢ na
wiekszg liczbe wymiardéw, wykorzystujac zaleznos¢ [Nelsen 1999]:

(D(C(uls L) l/ln)) = (/’(“1) .ot (D(un)a
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k

dt _
(-1 F‘P (=0,

Nr 1521)

dla kazdego k=0,1,2,...,noraz0<¢<1.

Jednak przypadek liczby wymiaréw wigkszej niz 2 jest istotnie
rozny. Na generator natozone zostaly silniejsze warunki. Inaczej nie
otrzymamy funkcji taczacej. Ponadto aby taczny rozktad wektora (X,
..., X;,) mozna bylo opisa¢ zaleznos$cia

F(xi, ..., x,) = C(F(x1), ..., Fu(xy)),
gdzie C jest archimedesowg funkcjg taczaca, wszystkie pary zmien-

nych musza by¢ jednakowo, nieujemnie skorelowane, czyli dla kaz-
dych i, j, k, l musi zachodzi¢

T<A37)C):: TCX%,)G)Ei(l
Jest to bardzo silny warunek, istotnie zawe¢zajacy wykorzystywa-
nie AC w przypadku wigkszej niz 2 liczby wymiarow.
Dla AC zachodzi jednak dos¢ wygodna w rozwazaniach teoretycz-
nych wlasno$¢. Istnieje bowiem ukryta, nieujemna zmienna losowa ©

(fraitly), taka ze jej transformata Laplace’a Le(s) jest indukowana
przez funkcje odwrotng do generatora [Joe 1997; Nelsen 1999], tzn.

Lo (s) = Te"%dF@ @) =97 (s).
0

Wtedy zachodzi

F(1%,) = 07 (9(F (i) + o+ (F, (5,)
— [exp(-0@(F (x))) + .+ p(F, (x,))dFo (6)
0

= [T Texp(-0p(F, (x,)dFy (6)

0 i=1

Podstawiajac Fjg(x;) = exp(—0p(F(x;))), otrzymujemy

[ Fip (6)dFo (6) = Lo (L (Fy(x,))) = Fy(x,)
0

oraz

F(xysx,)= OJ? - Fo(x,)dFg(0) =TF9(x1,...,xn )dFy(0) .
0 0

i=1
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Zmienne losowe X; sa wtedy warunkowo niezalezne dla ustalonej
realizacji € ukrytej zmiennej losowej ®. Zachodza wtedy wygodne
zaleznosci:

Fo(xp5esx,) = Fig(x)).. Fp(x,) -

Ukryta zmienng losowa ® mozemy interpretowaé jako wplyw
czynnika zewngtrznego, oddziatujacego w jednakowym stopniu na
wszystkie zmienne losowe X;.

3.1.3. Hierarchiczne archimedesowe funkcje laczace

Jak mozna byto zauwazy¢ w poprzednim punkcie, proste wieclowy-
miarowe AC majg niestety duze ograniczenia uniemozliwiajace w
duzym stopniu sensowne ich zastosowanie. Czg¢sciowym rozwigza-
niem tego problemu sg hierarchiczne archimedesowe funkcje taczace
(HAC). Sag to archimedesowe funkcje laczace o argumentach beda-
cych warto$ciami innych HAC [Hofert 2011]. Wyznacza si¢ je za
pomoca n — 1 dwuwymiarowych AC. Po ustaleniu rodzin tych dwu-
wymiarowych AC nalezy jeszcze wyznaczy¢ n — 1 parametrow.

Szczegdlnym przykladem HAC sa catkowicie zagniezdzone AC
(FNAC). Okresla sig je rekurencyjnym wzorem:

Ci(ur,u2) =1 (@, () + 9, (12))

Coi(W =0, (0, () + Coa 1+ -+ 115)) (1)

gdzie u = (u, ..., u,). Niestety i w tym przypadku definicja FAC
wymaga pewnych ograniczen, spetnienia okreslonych warunkow.
W przeciwnym razie okre§lona wzorem (1) funkcja nie bedzie funkcja
faczaca. Warunki te powoduja, ze na ogdt wszystkie archimedesowe
funkcje taczace C; tworzace FNCA muszg naleze¢ do tej samej rodzi-
ny. Rzadko kiedy mozna taczy¢ rézne rodziny. Na przyktad generato-
ry ¢m+1, @ nalezace do rodzin Claytona i Gumbela nigdy nie beda
spelnia¢  wspomnianego warunku. Natomiast rodziny Claytona i
AMH, gdy parametr € rodziny Claytona speinia nieréwnos$¢ 6 > 1,
spetniaja ten warunek. Wiecej informacji na ten temat mozna znalez¢
w pracach [Hofert 2008; McNeil 2008].

Ponadto odpowiadajace sktadowym funkcjom taczacym C; wspot-
czynniki korelacji Kendalla z; spetniajg nierownosci [McNeil 2008]:

N202...2 Tl
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tych rodzin: Nr 15(1)

012 922 2 9}1-1.

Nie sa to jednak az tak restrykcyjne jak w przypadku zwyklych
wielowymiarowych AC zatozenia.

Innym przyktadem HAC sg cze$ciowo zagniezdzone AC (PNAC).
Przyktadowo dla n = 4 PNAC przyjmuje postaé

C(ll) = C3(C1(u1, l/lz), Cz(l/l3, u4))

ERRE

catkowicie zagregowane AC

C(u) = C3(C(Ci(uy, up), u3), uy)

) ) ]
czesciowo zagregowane AC
C(u) = C5(Ci(uy, up), Colus, ua))

Rys. 1. Hierarchiczne archimedesowe funkcje taczace

Zrédto: [Hofert 2011].

Aby tego typu funkcja byla funkcjg taczaca, sktadowe AC musza
spetnia¢ te same warunki jak w przypadku FNAC. Rysunek 1 przedsta-
wia zaleznosci sktadowych AC dla czterowymiarowych PNAC i FNAC.

Wspotczynniki korelacji Kendalla odpowiadajace sktadowym AC
dla HAC przedstawionych na rys. 1 muszg spetnia¢ nastepujace zalez-
nosci: 1) > 17, > 73 w przypadku FNAC oraz 7; > 73, 7, > 73 dla PNAC.
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3.2. Eliptyczne funkcje laczace

Innym rodzajem funkcji faczacych sa funkcje eliptyczne. Przyjmuja
one postac:

C(u) = (D} (u))s-... D' (un) »

gdzie @ jest dystrybuantg n-wymiarowego rozktadu eliptycznego, np.
normalnego, #-Studenta, logistycznego czy wyktadniczo-potegowego,
a ®; dystrybuantg jednowymiarowego rozktadu eliptycznego tego
samego typu.

Parametrami tych funkcji taczacych sa elementy macierzy korela-
cji R rozktadu ®. Mamy wtedy n(n — 1)/2 lub n(n — 1)/2 + 1 parame-
trow. W tym drugim przypadku dochodzi jeszcze liczba stopni swo-
body k (funkcja laczaca ¢-Studenta). Dwuwymiarowa, normalna
(Gaussowska) funkcja taczaca jest niezalezna w ogonach, czyli zacho-
dzi 4, = Ay = 0 dla |r| < 1. Natomiast dla funkcji taczacej studenta
otrzymujemy zalezno$¢

1L=/1U=2?k£vk+1,/l_r],
1+r

gdzie 1 funkcjg przezycia rozkladu 7-Studenta z & stopniami swobo-
dy. Jest ona wigc zalezna w ogonach.

3.3. Inne funkcje laczace

Funkcja taczaca Farlie-Gumbela-Morgensterna (FGM) okreslona
jest prostym wzorem:

Co(u, v) =uv + ouv(l —u)(1 —v),

gdzie parametr a€[-1, 1]. Niezaleznos¢ otrzymujemy, gdy a = 0.
Wspotczynnik korelacji Kendalla wyznaczony jest wzorem t = 2a/9,
co pociaga za sobg, ze funkcja faczaca FGM modeluje jedynie mate
zaleznosci, zarowno dodatnie, jak 1 ujemne, poniewaz zachodzi —2/9 <
7 < 2/9. Ponadto jest ona niezalezna w ogonach.

Funkcje laczaca FGM mozemy uog6lni¢ na wigkszg liczbe wy-
miaréw. Jednak w miar¢ wzrostu liczby wymiaré6w wzor opisujacy
funkcje jest coraz bardziej skomplikowany. Dla dowolnego n przyj-
muje on nastgpujacg posta¢ [Mari, Kotz 2001]:

C(u)= [1 + i ) a;.. li[l(l —u; )JHMJ >

s=2 1< <.<i;<n Jj=1
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gdzie parametry g, , speiniaja warunek STATYSTYCZNY

A
Nr 1521)

1+ Z Z arl,..,r ng R 0 >
s I j

s=2 k<n<.<r<k,

gdzie |g,f [<1,dlal <k <k,<nikolejnodlam=2,3,...,n

Innym rodzajem funkcji taczacych s kombinacje wypukte pod-
stawowych funkcji taczacych. Jedna z nich, funkcja taczaca Spear-
mana, jest kombinacja funkcji laczacych niezaleznosci I1 oraz
wspotmonotonicznosci M [Heilpern 2014a]:

Clu, v) = (1 —p)l(u, v) + pM(u, v).

Wspoélczynnik kombinacji p €[0,1] jest rdéwny wspotczynnikowi
korelacji Spearmana dla tej funkcji taczacej. Funkcja ta umozliwia w
prosty sposob modelowanie dodatniej zalezno$ci miedzy dwiema
zmiennymi losowymi. Ponadto wspotczynnik korelacji Kendalla jest
wtedy réwny

1 .
T =§p(2+ p-sign(p)).

Funkcje¢ 1aczaca Spearmana mozna rozszerzy¢, dotaczajac funkcje
przeciwmonotonicznosci W:

Clu, v) =mW(u, v)+ mll(u, v) + msM(u, v).
Jest to funkcja taczaca Mardii. Jej parametry sg odpowiednio rowne:
1 = 0,54%(1 = f), m = (1 - ), m3 = 0, 55°(1 + ),

gdzie: -1 < f < 1. Mozna wtedy modelowa¢ dodatkowo ujemne zalez-
nosci. Wspotczynnik korelacji Spearmana jest wtedy rowny p = f8°
[Denuit i in. 2001].

3.4. Wybor funkcji laczacej

b

W praktyce niezmiernie waznym zagadnieniem jest ,,dopasowanie’
odpowiedniej funkcji taczacej do danych, tak aby jak najlepiej oddac¢
rzeczywistg strukturg zaleznosci miedzy zmiennymi. W pracy [Ge-
nest, Rivest 1993] autorzy zaproponowali nastepujaca metod¢ wyboru
odpowiedniej dwuwymiarowej funkcji tgczace;:

1) ustalamy rodziny funkcji taczacych,

1) na podstawie danych empirycznych wyznaczamy wspolczyn-
nik korelacji Kendalla z,
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STATYSTYCZNY ii1) z kazdej rodziny wybieramy funkcje taczaca odpowiadajaca 7,
Nr 15@1) iv) stosujac odpowiednie kryterium, wybieramy sposrod reprezen-

tantow wylonionych w punkcie iii) ,,najlepsza” funkcje¢ taczaca.
Kryterium stosowane w punkcie iv) moze by¢ oparte na funkcji
Kendalla:

Ke()=P(CU, V) <),
gdzie zmienne losowe U i V' maja rozktad jednostajny na [0, 1]. Wy-
bieramy wtedy funkcj¢ taczaca, dla ktorej funkcja Kendalla jest ,,naj-
blizsza” empirycznej funkcji Kendalla K,(¢), czyli speinia nastgpujace
zadanie optymalizacyjne:

2
dK o(t) > min.

S = j|\/Z(Kn(t)—Kc(t))

Dla archimedesowych funkcji faczacych funkcja Kendalla okre-
slona jest w prosty sposdb za pomocg generatora: K(¢) = —% .
@
Inne kryterium oparte jest na empirycznej funkcji taczacej Cx
[Aas, Berg 2009]:

S= g(é‘n(ui)—cn(ui))z — min.

Wybieramy wtedy funkcje¢ taczaca najlepiej dopasowana do dys-
trybuanty empiryczne;j.

Bardziej uniwersalna metoda oparta jest na funkcji wiarygodnosci
[Joe 1997]. Mozna jg stosowac nie tylko w przypadku dwuwymiaro-
wym, ale 1 dla wigkszej liczby wymiaréw. Wybieramy wtedy funkcje
faczaca maksymalizujaca nastgpujace kryterium:

10)= Y loge, (Fe (X)), (X,)) > max,
i=1

gdzie ¢y jest gestoscia funkcji taczacej Cp, a Fy (X ) Fy (X ;) empi-
rycznymi dystrybuantami brzegowymi.

4. Ubezpieczenia malzenskie

Oznaczmy symbolem 7 dalsze trwanie zycia x-letniego mezczyzny,
a symbolem T, yK y-letniej kobiety [Gerber 1995]. Prawdopodobien-

stwo, ze x-letni mezczyzna przezyje jeszcze ¢ lat, wynosi:
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P = P(TM > 0= P > x| T > x)= D00 > x40
: : P(TY > x) Nr 1521)

Podobnie okreslamy prawdopodobienstwo ,py =P(T, >1) dla

y-letnich kobiet. Obydwa prawdopodobienstwa mozemy okresli¢ za
pomoca zmiennych losowych opisujacych ich dalsze trwanie zycia od

wieku x oraz y, czyli zmiennych 7" i T, yK jak 1 od ich urodzenia, czyli
zmiennych 7, i T,*. Ponadto mozna je opisaé, korzystajac z inten-
Sywnosci zgonu:

t t
o ool -t |. ot o] -fu).
0 0

Klasycznie do opisu dalszego Zycia matzonkow wykorzystuje si¢
dwie zmienne losowe

T(xy)=min(T}",T,") i T(xy) = max(T,",T,"),
ktorych funkcje przezycia ,p , 1, p; zostang przedstawione ponizej.

Prawdopodobienstwo, ze oboje malzonkowie przezyja jeszcze ¢
lat, mozna obliczy¢ za pomocg funkcji przezycia opisujacych trwanie
zycia od urodzenia:

tPxy =P(T(xy)>t):P(TOM >x+l,TOK >y+t|T0M >X,TOM > )

_ ColeuPo sy
CO(xp(])M’ypé{)

gdzie C, jest funkcjg taczacg przezycia opisujacg strukture zaleznosci

zmiennych losowych 7, i T,X. Prawdopodobienstwo wspélnego
przezycia mozna réwniez obliczy¢, korzystajac z funkcji laczacej
przezycia C:y generowanej przez taczny rozktad zmiennych 7V i T yK :

* M K
tpxy = ny(tprynpny) ]

* M K
Co(x1P0 > yPo )

- jest
C()(xp(j)‘/la ypg)

gdzie tp%sz(TOM Sx+t| T >x,1f > y) =

warunkowym rozkladem brzegowym lacznego rozkladu (7,T)).

W podobny sposob okreslamy prawdopodobiefistwo brzegowe |, prx
[Spreeuw 2006].
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Ne 13D Y rowniez wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze przynajmniej jedno z
matzonkow przezyje jeszcze ¢ lat:

P =P(TGP)>0)=1-P(T} <0,Tf <1)
M K
=1- ny (l_tpry 91_tpny)

_ GGy’ 3P0) + Co (20" 2ya0) = Co (ealo a0
Co(Py ,P0)

W przypadku renty wdowiej potrzebne bedzie nastepujace praw-
dopodobienstwo [Youn, Shemyakin, Herman 2002]:

Py =PI <t TS >0)= P <x+1,T) > y+1| T >x,T) > y)

*o M K * M K
_ Co(xPo sy+:P0 )= Co(essP0 5y1P0 )
- M K )
Co(xPo »yP0 )

4.1. Renty malzenskie

Przedstawione na poczatku punktu 4 prawdopodobienstwa taczne
umozliwiaja wyznaczenie wartosci aktuarialnych podstawowych rent
matzenskich. Pierwsza z nich polega na statym wyptacaniu przez n lat
jednej umownej jednostki pieni¢znej, gdy oboje matzonkowie zyja. Jej
wartos$¢ aktuarialna jest wtedy réwna:

n
_ k
axy;;‘ _];v kpxy ’

gdzie v=(1+ &), a &jest techniczng stopg zwrotu. Natomiast warto$é
renty ptaconej przez n lat, gdy przynajmniej jeden wspotmatzonek
Zyje, wynosi

n
Nk
e —gv kP

Innym przykladem renty malzenskiej jest renta wdowia, ktorej
warto$¢ aktuarialna jest rowna

n
_ k
Ay —];V k Py -

Rent¢ wdowig mozna uogdlni¢, uwzgledniajac dzieci. W pracy
[Rakkolainen 2011] autor rozpatrzyl nastepujacy kontrakt. Niech x
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$mierci mgza wdowa dostaje jedng umowna jednostke, a syn dostaje | n; 1sar)
0,2 jednostki. Gdy wdowa umrze, to syn dostaje 0,6 jednostki. Syn
dostaje rente do wieku z + n, gdzie n przykladowo moze by¢ czasem
nauki. Oprocz standardowych, wczesniej przedstawionych oznaczen,

oznaczmy symbolem 7, czas trwania zycia syna od jego urodzin.
Laczna funkcje przezycia zmiennych losowych 7., 7.}, T,) mozna
przedstawi¢ za pomoca funkcji taczacej przezycia:

S22 =C o’y po 220" ):

Wtedy warto$¢ aktuarialna uogdlnionej renty wdowiej jest rGwna
[Heilpern 2016]

Ayyz = kz‘i"k (L2, Por1+4Poro + 0,6, Poo1) +/{Z:’k k Por>
= =n+
gdzie

S, y+k,z+k)-S(x+k,y+k,z+k)
S(x,y,2)

k Po1o :P(TOM SX‘}'k,TOK >y+k,T0S §Z+k|TOM >x,T0K >y,TOS >Z)

b

S, y+k,z)-S(x+k,y+k,z)-S(x,y+k,z+k)+S(x+k,y+k,z+k)
S(x,y,2) ’

k Poo1 =P(TOM Sx+k,TOK Sy+k,TOS >Z+k|T0M >x,T0K >y,TOS >Z)

S, y,z+k)-S(x+k,y,z+k)-S(x,y+k,z+k)+S(x+k,y+k,z+k)
S(x,y,2) ’

S, y+k,z)-S(x+k,y+k,z)
S(x,y,2) ’

4.2. Model Markowa
W przypadku gdy mamy do dyspozycji dane szczegoétowe dotyczace

dhugosci zycia matzonkéw, to do wyboru odpowiedniej funkcji tacza-
cej mozemy skorzysta¢ z metod przedstawionych w punkcie 3.4.
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e 1sen | swiaca strukturg zaleznosci zycia maizonkow na podstawie danych
pochodzacych z cmentarzy brukselskich. Zastosowali kryterium opar-
te na funkcji Kendalla i otrzymali funkcje taczaca Gumbela z parame-
trem a = 1,1015. Natomiast Heilpern [2011b], wykorzystujac dane
z cmentarzy wroctawskich, otrzymat funkcje taczaca AMH z parame-
trem a = 0,5879.

Jednak w wielu przypadkach w praktyce nie mamy dostepu do da-
nych szczegotowych, dysponujemy zwykle danymi zagregowanymi,
np. danymi pochodzacymi z GUS-u. Wtedy w celu modelowania
struktury zaleznosci zycia matzonkéw mozemy wykorzysta¢ model
Markowa [Denuit i in. 2001]. Jest to czterostanowy model przedsta-
wiony na rys. 2.

Symbolem p;(t, s) bedziemy oznacza¢ prawdopodobienstwo przej-
Scia ze stanu i, gdy proces jest w tym stanie w momencie ¢, do stanu j
w momencie s. Prawdopodobienstwa te mozemy przestawi¢ za pomo-
cg intensywnosci przejscia p;;. Zachodza wtedy wzory:

Poo(t,5) = eXP(‘j(ﬂm (u) + tyy (“))d“j )
pi(t,s)= eXP(_ j(/lw (“)duJ ’

Poi(t,s) = ,[poo (t,u) pto; (W) pyy (u, s)du
t

gdzie i = 1, 2. Natomiast funkcja przezycia wektora losowego (7", T,°)
Wynosi:
P00(0,5)+ P (0,1) oy (1,5) 0<t<s

P(TXM>t,TyK>s)={ )
pOO(Oat)+p00(0as)p02(5,t) 0<s<t

maz i zona zyje 0O

I

mgaz umart 1 zona umarta 2

\/

maz i zona nie zyja 3
Rys. 2. Przestrzen standéw modelu Markowa

Zrédto: [Denuit i in. 2001].



Modelowanie struktury zaleznosci w modelach aktuarialnych 131

SLASKI
L . L. PR?EGLAD
W pracy [Denuit i in. 2001] autorzy zatozyli, ze markowskie in- [| STATYSTYCZNY

tensywnos$ci przejscia sa proporcjonalne do intensywno$ci $mierci | y, isa
poszczegbdlnych malzonkow. Wyrazajg sie¢ one wzorami:

po1(®) = (1 + ag) prs,, pa3(®) = (1 + o3) s,
,ll()z(l) = (1 + 0(02) IU)I»(H > ﬂ13(l) = (1 + 0(13) ,U)I,{H .

Jesli zmienne losowe opisujace dtugosci zycia matzonkow sg nie-
zalezne, to wspolczynniki a; = 0. Ponadto prawdopodobienstwo
wspolnego przezycia jest rowne [Heilpern 2011b]:

[+ [+
P =Poo 0.0 =, 2 pE S

Estymacj¢ parametrow a; mozna przeprowadzi¢, stosujac estyma-
tor Nelson-Aalena. Wigcej informacji na temat estymacji tych para-
metréw czytelnik znajdzie w pracach [Denuit i in. 2001; Heilpern
2011b]. W Belgii na podstawie danych ze spisu powszechnego ludno-
sci w 1991 otrzymano w pracy [Denuit i in. 2001] nastepujace warto-
$ci intensywnosci przejscia:

o) = 0.9071 1, o) = 12410 %,
,Ltoz(t) = 098783 /u)1;<+ta ,Lt13(t) = 190413 #fﬂ .

Widzimy, ze belgijska populacja charakteryzuje si¢ wzrostem in-
tensywnosci $miertelnosci po $mierci jednego z matzonkow. Wickszy
wzrost wystepuje u mezezyzn niz u kobiet — odpowiednio 24,10%
14,13%.

Natomiast z danych GUS-u ze spisu powszechnego z roku 2002
dotyczacego catej Polski otrzymano warto$ci [Heilpern 2011b]:

por(f) = 0,9294 1, , p3() = 1,2817 pay,
fox(t) = 0,8845 y1y f3(t) = 0,9788 1y, .

W tym przypadku obserwujemy odmienng sytuacje. Co prawda in-
tensywnos$¢ $miertelno$ci u mezczyzn rowniez wzrasta po $mierci
zony — o 28,17%, ale u kobiet nastgpuje spadek intensywnosci — o
2,12%. Na podstawie danych ze spisu w 2011 uzyskano nastepujace
wyniki:

po1(H) = 0,8743 p1y], ps(?) = 1,0972 pay!,

Uoa() =0,7991 lLlfH, u13(8) =0,9789 ,U;it .
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Intensywnosci o, oraz uy, zostaly wyznaczone w [Heilpern
2014b]. Obserwujemy tutaj, oprocz u3, spadek intensywnosci $mier-
telnosci w poréwnaniu z 2002 rokiem. Ponadto dla wojewddztwa dol-
noslaskiego, wykorzystujac réwniez dane ze spisu w 2011, okreslono
wartosci parametréw [Heilpern 2015], otrzymujac:

poi(?) = 0,9388 ™, us(®) = 1,3037 u,,
#o2(2) = 0,9008 2y, f3(t) = 0,9746 1y, .
5. Procesy ryzyka

Bedziemy rozwaza¢ nastgpujacy, ciagly proces ryzyka [Kaas 1 in. 2001]:

N(t)
Ulty=u+ct-Y X,,
i=1
gdzie u jest kapitalem poczatkowym, c¢ intensywno$cig naplywu
sktadki, X; wielkoSciami wyplat, a N(f) procesem liczacym wyplaty.
Zaktadamy, ze wielkosci wyptat X; sa zmiennymi losowymi o tym
samym rozktadzie i wartosci oczekiwanej E(X) = 1/f; rdowniez okresy
migdzy wyplatami W; maja ten sam rozktad oraz E(W;) = 1/A. Wtedy

NO=D1,.,
k=1

gdzie T, =) W, jest momentem zrealizowania n-tej wyplaty.
i=l
Ruing bedziemy nazywaé sytuacje, gdy proces ryzyka przyjmuje
wartos$ci ujemne, a moment gdy proces osiggnie ruing po raz pierw-
szy, czyli

T =inf{s: U(f) <0},

momentem ruiny. Interesowac nas bedzie prawdopodobienstwo ruiny
w nieskonczonym horyzoncie czasowym:

y(u) = P(T < oo U(0) = u)

dla ustalonego kapitatu poczatkowego u. Prawdopodobienstwo ruiny
nie jest zdarzeniem pewnym, tzn. y(u) < 1, gdy zachodzi nieréwnos¢
cf> A

W klasycznym modelu ryzyka przyjmuje si¢, Ze zmienne losowe
X; oraz W; sa niezalezne. Ponadto zaklada si¢, ze N(?) jest procesem
Poissona, czyli zmienne W; maja rozktad wyktadniczy z dystrybuanta
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Fyf) = 1 — ¢ [Rolski i in. 1999; Ostasiewicz (red.) 2000]. Wtedy [ STATYSTYCZNY
prawdopodobiefistwa ruiny dla zerowego kapitatu poczatkowego oraz | v, 1sa1
nieskonczenie duzego sg odpowiednio réwne:

w(0) =2, (o0) = limy (u) = 0.
C,B U—>0

5.1. Zalezne wyplaty [Heilpern 2010]

Dopusémy teraz zalezno$¢ wielkosci poszczegélnych wyptat, czyli
zalezno$¢ zmiennych losowych X;. Dodatkowo zalozymy, ze struktura
zaleznosci opisana jest archimedesowa funkcja laczaca, a proces li-
czacy wyplaty N(?) jest procesem Poissona. Istnieje wtedy zmienna
losowa O taka, ze X; sg warunkowo niezalezne dla jej wartosci 6, a dla
ustalonej warto$ci 6 otrzymujemy proces ryzyka z niezaleznymi wy-
platami Xj4:

Udt)=u + ct — SA1),

N(z)
gdzie S,(1)= > X,,. Ukryta zmienna losowa ® moze w tym przy-

i=l1
padku oddawac¢ wptyw czynnika zewnetrznego na proces ryzyka U(?).
Moga to by¢ ekstremalne zjawiska pogodowe, pozary, trzgsienia zie-
mi, karambole na autostradach czy kryzysy gospodarcze wptywajace
jednoczesnie na wysokos¢ wszystkich wyplat.

Oznaczmy symbolem 1) warunkowe prawdopodobienstwo rui-
ny dla ustalonej wartosci 6. Niech m(6) bedzie warunkowa, oczekiwa-
ng wartoscig wyplaty, czyli m(6) = E(X;9). Mozna pokaza¢, ze funkcja
m(60) jest nierosngca [Heilpern 2010]. Wtedy wy(u) = 1, gdy € < 6,

. . . . , . C .
gdzie 6 jest rozwigzaniem réwnania m(6) = rh Natomiast bezwarun-

kowe prawdopodobienstwo ruiny mozemy wyznaczy¢, korzystajac ze
wzoru:

W) = [, (0)dFo (0) +Fo ().

6,

Wynika z niego, ze dla nieskonczenie duzego kapitatu poczatko-
wego prawdopodobienstwo ruiny nie musi by¢ rowne zeru, poniewaz

()= Fg(6,) -
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Twierdzenie [Heilpern 2010]

Niech wi(u) bedzie prawdopodobienstwem ruiny dla klasycznego pro-
cesu ryzyka, gdy wielko$ci wyptat sg niezalezne, wtedy dla skrajnych
warto$ci kapitatu poczatkowego zachodza nastepujace nierownosci:

¥(0) < y(0), Y(0) > (o).

Gdy Fy(6,) >0, to otrzymamy ostre nierownosci.
Przyklad 1. Niech zmienne losowe opisujace wielkosci wyptat X;

2
maja rozktad Pareto z funkcja przezycia F(x):(%j , ¢ = 24,
X+

A = 4, a struktura zaleznosci opisana jest funkcja taczaca Claytona.
Wykresy prawdopodobienstw ruiny dla réznych warto$ci parametrow
funkcji taczacej odpowiadajacych wartosciom wspoiczynnika korela-
cji Kendalla rownych 0; 0,25; 0,5 i 1 przedstawione sg na rys. 3.

0 100 200 300 400 500 600

— piczal. = = ()25 ecccce. 0,5

zal.

Rys. 3. Wykresy prawdopodobienistwa ruiny
Zrédto: [Heilpern 2010].

Widzimy, ze nie ma wigkszych regularnosci na tych wykresach.
Dla matych wartosci kapitatu poczatkowego u prawdopodobienstwo
ruiny maleje wraz ze wzrostem stopnia zaleznosci, a dla duzych war-
tosci kapitatlu relacja jest odwrotna. Natomiast dla srednich wartosci
kapitalu poczatkowego nie ma monotonicznosci, najwigksze wartosci
prawdopodobienstwa ruiny obserwujemy dla posrednich stopni zalez-
nosci, niekoniecznie dla niezaleznosci czy Scistej zaleznosci.
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, ., , . ... , . . | Nr15@1)
Dopusémy teraz zalezno$¢ okresoOw miedzy wyptatami i wielkosciami ‘

nastepnej wyplaty, czyli zalezno$¢ zmiennych losowych W; i X;. Na-
tomiast wektory losowe (W}, X;) beda niezalezne.

5.2.1. Rodzina dwuwymiarowych rozkladéw wykladniczych

W pracy [Ambagaspitiya 2009] autor zalozyl, ze tacznym rozkladem
zmiennych W; i X; jest dwuwymiarowy rozklad wyktadniczy z funkcja
tworzaca momenty, wynoszaca

1

MW,X(SI’Sz): >
L5 [1_32j_rslsz
( ﬁj r) o pA

gdzie r jest wspolczynnikiem korelacji Pearsona, a parametry £, 4 > 0.

Funkcja prawdopodobienstwa ruiny przyjmuje wtedy postac

w(u) = Be™,

Lo M (e 1
I E A

gdzie

2
C—H\/(C—lJ +4(1-r)-S
A p N4 B PA
Parametr 7, jako wspotczynnik korelacji, oddaje stopien zalezno$ci
zmiennych losowych W; i X;. Mozna pokaza¢, ze gdy stopien zalezno-
sci r rosnie, to prawdopodobienstwo ruiny maleje. Dla » = 0 mamy
niezalezno$¢ zmiennych, a prawdopodobienstwo ruiny wyrazone jest
znanym wzorem:

A —(f-Alc)u
u)=——e .
wo(u) B

Natomiast dla $cistej zaleznosci, gdy » = 1, prawdopodobienstwo
ruiny jest rowne zero, tzn. y(u) = 0.
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M eOE 7atozmy teraz, ze zmienne losowe X; maja rozklad wyktadniczy z

parametrem f, a struktura zalezno$ci zmiennych W; i X; opisana jest
funkcja taczaca C. W przypadku funkcji taczacej Farlie-Gumbel-
-Morgensterna z parametrem o mozemy wyznaczy¢ transformate La-
place’a funkcji prawdopodobienstwa ruiny [Cossete, Marceau, Marri
2010]. Jest ona postaci

71(8)+7,(s) )

Val) = O —hs)

gdzie

(s)—i ! [z—sj—as LN
4 ¢ s+p\ ¢ s+28 s+p))

72(s) = %(71 O)s—9)—7(9s).

a J jest pierwiastkiem rownania /4;(s) — h,(s) = 0, dla ktorego Re(9) > 0.
Przemno6zmy licznik i mianownik (2) przez (s + f)(s + 2). Trans-

formata Laplace’a w(u) przyjmuje wtedy postac

L(s)

M(s)’

w,(s)=

gdzie mianownik M(s) jest wielomianem stopnia 4, z miejscami zero-
wymi R, R;, 0, 3, gdzie Re(R;) < 0, a licznik L(s) jest wielomianem
stopnia 3, z miejscami zerowymi R, 0, § [Cossete, Marceau, Marri
2010]. Wtedy mozna ja zapisa¢ w prostszej postaci

a(s—R)

Ve = R -R)

gdzie

2cf —afc+ fIc+202L8+9)

a=21 >
B (B+H2L+I)
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Odwracajac transformate Laplace’a, otrzymujemy jawng postac [ STATYSTYCZNY
funkcji prawdopodobienstwa ruiny Nr 15Q21)

a

Vo) == ((R=R)e™ + (B, - )e™).

2 1

I w tym przypadku, gdy stopien zaleznos$ci o rosnie, to prawdopo-
dobienstwo ruiny maleje.

Funkcja taczaca FGM oddaje stabe zaleznosci migdzy zmiennymi.
Chcac rozszerzy¢ modelowanie struktury zaleznosci, nalezy wykorzy-
sta¢ inne funkcje laczace. Najprostszym przyktadem jest funkcja ta-
czgca Spearmana z parametrem p [Heilpern 2014a]. I w tym przypad-
ku mozna dla wykladniczego rozktadu wyptat X; wyznaczy¢ funkcje
prawdopodobienstwa ruiny

) = ()",
gdzie
-~ —\g’ 4cfial
s(p) =8 \/gzc(a”” PR = (ep -2,
1
8(p) = = 3ci+ cfip+ = - 7,
v, (0)= 2kp)  h(p) = Bi(1 - p).

ay + h(p)+4cpAal +(h(p) - aP)?
W przypadku niezaleznosci zmiennych, gdy p = 0, otrzymujemy

. A s . e .,
znany wzor Wo(u):—ﬁe (F=4/em - Natomiast dla $cistej zaleznosci,
C

p = 1 prawdopodobienstwo ruiny jest zerowe.

Tak jak dla przypadku funkcji taczacej FGM, gdy struktura zalez-
nosci opisana jest funkcja Spearmana, to gdy stopien zaleznosci p
rosnie, to prawdopodobienstwo ruiny maleje.

5.2.3. Modele dwuwymiarowe [Yuen, Guo, Wu 2002; 2006]

Dwuwymiarowy proces ryzyka rozpatrywany w pracach [Yuen, Guo,
Wu 2002; 2006] przyjmuje nastepujaca postac:

[L lz(t)J (ulJ ( lJt (Sl(t)j
(t) 2 C2 Z(t) ’
N, (1)

gdzie S,(H)= X X, , N(t) = M) + My(f) oraz i = 1, 2.
=

i b
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Autorzy zatozyli, ze zmienne Xj; losowe sg niezalezne, a dla usta-
lonej klasy i = 1, 2 wielkosci wyptat maja ten sam rozktad. Procesy
liczace My(f), dlai =0, 1, 2, sa procesami Poissona z intensywnoscia-
mi ;. Sg one niezalezne i niezalezne od wielkosci wyptat X;;. Wynika
stad, ze procesy Ni(¢), i = 1, 2, rbwniez sg procesami Poissona z inten-
sywnosciami 4; + 4y. Jednak mogg by¢ one zalezne. Zalezno$¢ powo-
dowana jest przez wspolny skladnik M(#). Sktadnik ten moze by¢
interpretowany jako wplyw wspolnego, zewnetrznego czynnika. Na-
tomiast wplyw czynnikéw indywidualnych, wewnetrznych oddaja
procesy M(t),i=1, 2.

Oznaczmy symbolem 7; = inf{z: U(f) < 0} moment ruiny dla pro-
cesu ryzyka Uq(?), a wi(u;) prawdopodobienstwo ruiny dla Uy(r). Be-
dziemy rozpatrywac trzy rodzaje prawdopodobienstw ruiny. Prawdo-
podobienstwo wystapienia pierwszej ruiny przybiera postac:

Worlu1, uz) = P(Tor < 00| Uy(0) = w1, U(0) = u2),

gdzie T,, = min{T7}, T»}. Prawdopodobienstwo wystgpienia obydwu
ruin:

Wand(u1, U2) = P(Tana < 00| U1(0) = uy, U2(0) = u),
gdzie Tyg = max{T,, T}, oraz prawdopodobienstwo ruiny dla sumy
procesow ryzyka:
wi(u) = P(Ts < oo U(0) = u),
gdzie U(t) = Ui(¥) + Us(2), a T, = inf{z: U(¢) <03}.

Zbadajmy teraz wptyw zaleznos$ci na prawdopodobienstwo ruiny.
Wprowadzimy w tym celu pomocniczy model ryzyka:

[@(r)J:[chl}_(@(r)J
U.@)) ) &) (8:00)

gdzie Mi(t) ,1=20,1, 2, sg procesami Poissona z intensywno$ciami
A; spelniajacymi warunek A+ A =i +2o, a wyplaty X; maja ten
sam rozktad co Xj;. Wartosci 4 1 Ao oddaja stopien zaleznosci proce-
sow Ny(t), i = 1, 2, oraz odpowiednio N,«(t). Nierowno$é Ao > Ao
wskazuje nam wigkszy stopien zalezno$ci dwuwymiarowego procesu
ryzyka (Uy(¢), Ux(t))" niz dla procesu (Ui(¢),U1(¢) ). Prawdziwe sa
wtedy nast¢pujace twierdzenia:
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Jesli zachodzi nierdwnosé Ao < Ao, to Nr 1521)

Vo 1) 2y () Oraz wq (u) Sy oy (u) .

Twierdzenie 3 [Heilpern 2009]

Jesli zachodzi nierdéwnoséé Ay < Ao , to
v @) <y ().

6. Reasekuracja

Rozpatrzmy portfel sktadajacy si¢ z n szkéd X, ..., X, oraz prog re-
tencji d. Niech

;o X;sd
T X >d’

a p; = P(I; = 1) bedzie prawdopodobienstwem pokrycia szkody przez
reasekuratora oraz ¢; = 1 — p; [Kolev, Paiva 2005; Heilpern 2007b].
Oznaczmy symbolem

K=Y1,

j=1

liczbe pokrytych szkod przez reasekuratora oraz symbolem
L=31Z,
j=1

wartosci szkod pokrytych przez reasekuratora, gdzie Z; = X; — d. Dystry-
buanta indykatora /; przyjmuje w punktach skoku nastepujace wartosci:
i,=1

1
FG)=u.= .
Vi) =u, {q.,- i =0

Natomiast dystrybuante tgcznego rozktadu indykatorow (I, ..., I,)
mozna przedstawi¢ za pomocg funkcji taczacej C w nastgpujacy sposob:

Fl(il, cee ln) = C(l/ll, vee u,,).

Indykatory /; s3 zmiennymi losowymi dyskretnymi, wiec funkcja
faczaca C wyznacza jednoznacznie wartosci dystrybuanty F' jedynie w
punktach skoku. Wtedy rozktad liczby K szkod pokrytych przez rea-
sekuratora mozemy okresli¢ wzorem:
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P(K =k)=Y(-1)’ (1),
Nr 15(21) ( ) Z(:)( ) { J J/ﬂgk:j I( A)

gdzie 4 < {1, ..., n}, |A| jest liczebno$cig zbioru 4.

Nalezy zwroci¢ uwagg, ze jesli struktura zalezno$ci zmiennych lo-
sowych X;, oddajacych wielkosci szkod w portfelu, opisana jest funk-
cja taczaca C, to zaleznos$¢ indykatorow /; rowniez mozemy przedsta-
wi¢ za pomocg tej samej funkcji taczace;.

Przyjmijmy teraz upraszczajace zalozenia, ze indykatory 7y, ... , I,
majg ten sam rozklad, a funkcja laczaca C jest wymienialna (exchan-
geable), tzn. dla kazdej permutacji z zbioru {1, ..., n} zachodzi

C(u1, vee u,,) = C(u,f(l), ey 1/17[(,,)).

W tej sytuacji faczna dystrybuanta Fy przyjmuje te same wartosci
dla ciggu o tej samej liczbie jedynek, tzn. Fi(14) = Fi(1p), gdy |4| = |B|.
Oznaczmy symbolem

Fk,n :FI(IA) :P([k+1 = 0, vee sy In: 0) = C(l,...,l,q,...,q) N
k n—k
gdy |A] = k. Wtedy rozklad liczby K pokrytych szkéd przyjmuje juz
prostsza postac

n!
F,_. .
(n—k) ik — )t "

k .
P(K=k)=> (-1 2
j=0
Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej K jest roéwna E(K) = np,
wariancja V(K) = npq + (n* — n)(C(q, q) — ¢°), wspotczynnik korelacji
Pearsona wynosi

C(q.9)—q° _

pU,.1)) =
pq

Jezeli wielkosci szkdd X, a co za tym idzie — zmiennych /;, sg nie-
zalezne to liczba szkodd K pokrytych przez reasekuratora ma rozktad
dwumianowy:

k

Mozemy wigc nazwac rozktad liczby szkod pokrytych przez rea-
sekuratora, opisany wzorem (2), w przypadku dopuszczajacym zalez-
no$ci zaleznym rozktadem dwumianowym. Dla $cislej zaleznosci roz-
ktad zmiennej losowej skupiony jest w dwoch skrajnych punktach:

P(K — k) — (n]pkan .
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P(K=k)=70 0O<k<n. Nr 15Q21)

p k=n

Natomiast gdy funkcja laczaca jest archimedesowa, to Fj, =
¢ ((n—k)p(q).

Przyklad 2. Niech portfel sktada si¢ z n = 20 szkdd, prawdopodobien-
stwo pokrycia szkody przez reasekuratora bedzie rowne p = 0.4,
a struktura zalezno$ci opisana przez funkcj¢ laczaca Claytona. Na
rysunku 4 przedstawione sg wykresy rozkladow liczby pokrytych
szkod K dla wartosci parametru funkcji taczacej o rownej 0; 0,86; 4
oraz «. Odpowiada to warto§ciom wspotczynnika korelacji Kendalla
7. 0;0,3; 0,671 1.

Niestety, rozklad wartosci pokrytych przez reasekuratora szkod L
ma juz bardziej skomplikowang posta¢. Dystrybuanta tej zmiennej
losowej jest kombinacjg wypukla splotow dystrybuanty zmiennej lo-
sowej Z

F(x)= z[kij ().
k=0

. n . n
gdzie f,, = P(L, =1, ... . 1,=1,L;;1 =0, ..., [,=0) = ;O(—w [kjF"‘-”” )

Zmienng losowg K mozemy uogolni¢, przyjmujac, ze liczba szkod
N jest losowa, czyli

N
K=le.
Jj=0

Wtedy w przypadku archimedesowej funkcji taczacej z generato-
rem ¢ funkcja tworzaca prawdopodobienstwa tej zmiennej losowe;j
jest postaci

P (1) = [Py (7 + (1= r)0)dFy (6),
0

gdzie r = ¢”?, a ® jest ukryta zmienna losowa indukowana przez
archimedesowg funkcje¢ laczaca. Natomiast w przypadku funkcji ta-
czacej Spearmana otrzymujemy

Py (t)=(-p)Py(q+ pt)+p(q+ pPy(?)) .
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. .. . . . . Nr 15(21)
Znajomo$¢ funkcji taczacej znacznie utatwia symulacje losowych

wartos$ci brzegowych wielowymiarowych rozktadow. Zaczniemy od
dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, X3), gdzie strukture zaleznos$ci
opisuje funkcja tagczaca C. Ogodlna metoda generowania wartosci lo-
sowych oparta bedzie na warunkowej dystrybuancie

G(t: u) = P(Ur < 1| Uy = u) = aiC(u,t),
u

gdzie U; 1 U, s zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na
[0, 1], a ich aczny rozklad ma dystrybuante C. Procedura ta jest na-
stepujaca:
i. Generujemy niezaleznie par¢ (v, v,) z rozkltadu jednostajnego
na [0, 1].
ii. Ktadziemy u, = v, oraz u, = G'l(vz; u).
iii. Ktadziemy x; = Fl'l(ul), Xy = Fz'l(uz).
Punkty x, x, traktujemy jako losowe wartosci zmiennych loso-
wych X; oraz X;, o dystrybuantach odpowiednio F; i F>.
W przypadku archimedesowych funkcji taczacych wartos$¢ u, jest
rozwigzaniem rownania

_ (o) (p(u) + p(uy)) ‘
(™) (p(u)))

W niektérych przypadkach mozna poda¢ konkretne rozwigzania
tego réwnania, np. dla rodziny Claytona warto$¢ ta wynosi

2

u, = (vz’“/(”“)uf“ —u “+ 1)_l/a .

Powyzsze procedury mozna uogdlni¢ na wigksza liczb¢ wymia-
row. Wigcej informacji na ten temat czytelnik moze znalez¢ w pracach
[Nelsen 1999; Romano 2002; Heilpern 2007a].

Generowanie losowych warto$ci, gdy struktura zalezno$ci zmien-
nych losowych Xj, ..., X, modelowana jest za pomoca eliptycznych
funkcji taczacych, opiera si¢ gtdéwnie na dekompozycji Cholesky’ego
R = AA" macierzy korelacji. Przyktadowo dla gaussowskiej funkcji
taczacej mozna stosowac nastepujaca procedurg:

i. Losujemy niezaleznie n wartosci #, ..., t, ze standardowego
n-wymiarowego rozktadu normalnego.
il. Kladziemyy = At, gdziey = (yy, ..., y,) oraz t = (¢, ..., t,).
iii. Kladziemy x;=F'(®()),i=1, ..., n.
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Okreslenie dokladnego rozktadu rozpatrywanej w punkcie 6
zmiennej losowej L czy uogo6lnionej zmiennej K z losowg liczba szkod
jest na ogdt niemozliwe. Rowniez ogromne klopoty natury numerycz-
nej napotkamy, wyznaczajac rozktad podstawowej zmiennej K ze
wzoru (2) dla duzej liczby szkdd n. Bledy obliczen moga by¢ dos¢
duze. Dlatego tez lepiej wtedy korzysta¢ z metod symulacyjnych.

Przyklad 3. Przyjmijmy, ze mamy » = 1000 szkod, prawdopodobien-
stwo pokrycia szkody jest rowne p = 0,6, struktura zaleznos$ci opisana
jest funkcja taczaca Claytona z parametrem a = 4 (t = 0,67), a szkody
X; maja rozktad wyktadniczy z warto$cig oczekiwang x = 5. Na rysun-
ku 5 przedstawiony jest rozktad tacznej wartosci pokrytych szkod L
uzyskany za pomocg symulacji.

0,25 1
0.2 -
0,15 -
0,1 -

0,05 A

o-hmwmwwwwmuﬂmm

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500

Rys. 5. Wykres tacznej wartosci pokrytych szkod L
Zrédto: [Heilpern 201 1a].

8. Zakonczenie

W pracy przedstawiono metody modelowania struktury zalezno$ci w
wybranych modelach aktuarialnych. Metody te oparte byly gléwnie na
funkcjach faczacych. Oméwione zostaty zagadnienia dotyczace ubez-
pieczen matzenskich, procesow ryzyka, glownie zwigzane z teorig
ruiny oraz reasekuracji, gdzie wprowadzony zostatl i wykorzystany
zalezny rozklad dwumianowy. W zagadnieniach tych rozszerzono
klasyczne podejscie, uwzgledniajac mozliwos¢ wystapienia zaleznych
zmiennych czy procesow losowych. Praca ma charakter przegladowy,
a poruszane w niej zagadnienia s3 w zasadzie jedynie zasygnalizowa-
ne. Nie sg to oczywiscie wszystkie mozliwe modele, w ktorych wy-
stepuja zaleznos$ci. Przyktadowo rozpatrzono jedynie ciggle procesy
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ryzyka, nie poruszono zagadnien dotyczacych zarzadzania ryzykiem
oraz ubezpieczen katastroficznych. Skupiono si¢ tez wylacznie na
dwuwymiarowym procesie ryzyka oraz symulacjach wykorzystuja-
cych dwuwymiarowe funkcje taczace, nie rozpatrujac wigkszej liczby
wymiarow.
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MODELLING OF THE DEPENDENT STRUCTURE
IN THE ACTUARIAL MODELS

Summary: The paper is devoted to the modelling of the dependent structure. The basic
information about copulas, the primary tools used for modeling the dependence, are pre-
sented. The main families of copulas: Archimedean and elliptical are discussed. The
examples of the modelling of the dependence in the selected actuarial issues: insurance of
spouses, risk processes and reinsurances are shown in the second part of our paper. We
focus on determining the value of pension in the insurance of spouses. In addition to the
copulas, the Markov chains are used in them. The issues concerning the theory of ruin are
studied in the risk processes. The dependent binomial distribution is introduced and used
during the discussion of reinsurance. The classical approach assuming the independence
of occurring variables and random processes is generalized in these actuarial models. The
issue of simulations using the copulas are discussed, too. The paper is a review.

Keywords: copula, spouse anuity, ruin, reinsurance, simulations.





