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Streszczenie: Wydluzajacy si¢ czas trwania zycia stawia nowe wyzwania w roznych
obszarach ekonomicznych i ma kluczowy zwiazek z obowigzujacym systemem emerytal-
nym. W celu ograniczenia ryzyka zwigzanego ze starzejacym si¢ spoleczenstwem po-
trzebne jest okreslenie, jak bardzo ten czas si¢ wydtuza. Celem artykutu jest badanie
zmian zachodzacych w trendzie procesu natgzenia $miertelnosci poprzez zagadnienie
optymalnej detekcji. Na podstawie konstrukcji tzw. uogélnionej statystyki Shiryaeva-
-Robertsa zbadano, jak zmieniato si¢ natgzenie $miertelnosci populacji Polski w latach
1990-2014. W artykule logarytm z nat¢zenia $miertelno$ci modelowany jest ruchem
Browna, ktoremu w pewnym losowym, nieobserwowalnym momencie dochodzi dryf.
Skonstruowano optymalny moment zatrzymania i opisano algorytm detekcji zmiany dryfu
w wersji dyskretnej. Przedstawiono kalibracj¢ modelu oraz przeanalizowano dane dostar-
czane przez GUS. Narysowano tez wykresy i sporzadzono wnioski dotyczace modelu
detekcji oraz jego parametrow.

Stowa kluczowe: natgzenie $miertelnosci, detekcja, statystyka Shiryaeva-Robertsa, ruch
Browna, tablice trwania zycia.

1. Wstep

Na $wiecie stale obserwuje si¢ wydtuzanie si¢ $redniego czasu zycia
ludzkosci. Jest to niewatpliwie zwigzane z rozwojem cywilizacji, me-
dycyny, z coraz wicksza wiedza o czlowieku. Podobna sytuacja ma
miejsce w Polsce — ludzie w naszym kraju rowniez zyja coraz dtuzej.
Stawia to wiele wyzwan przed dynamicznie rozwijajacym si¢ rynkiem
ubezpieczen i1 systemow emerytalnych. Produkty ubezpieczeniowe
dotycza przysztosci, ktérej nikt nie jest w stanie przewidzie¢, trzeba ja
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dele nie mogg opiera¢ si¢ jedynie na dzisiejszej wiedzy — musza by¢
na biezaco dostosowywane do zmieniajgcego si¢ w trakcie lat $wiata.
Jednym z podstawowych powodow, dla ktérych modele musza by¢
dostosowywane, jest zmieniajace si¢ co pewng liczbg lat tempo wy-
dluzania $redniego czasu zycia.

Na tym wtasnie tempie skupiono si¢ w niniejszym artykule. Przyj-
rzano si¢, jak zmienialo si¢ natezenie $miertelnosci populacji Polski
w ciggu ostatnich 25 lat, 1 przedstawiono metod¢ pozwalajacg wykry-
wacé okresy coraz szybszego zmniejszania $miertelnosci oraz okresy
stabilizacji. Okreslenie, jak bardzo wydtuza si¢ czas zycia, a tym sa-
mym zmniejsza natezenie $miertelnosci, jest kluczowym wyzwaniem
zaroOwno polskiej, jak i §wiatowej gospodarki. Zrozumienie tego pro-
cesu jest niezmiernie istotne migdzy innymi w celu poprawnej kon-
strukcji instrumentow finansowo-aktuarialnych, jak rowniez jest $cisle
zwigzane z systemami emerytalnymi. Aby uzmystowi¢ sobie powage
problemu, wystarczy powola¢ si¢ na przypadek Francji, ktéra w 2006
roku dokonata korekty krajowych tablic trwania zycia, stworzonych w
roku 1998, co spowodowato potrzebe wzrostu o 8% planowanych
wydatkéw w systemie emerytalnym.

W artykule zaprezentowano algorytm detekcji, oparty na uogo6l-
nionej wersji tzw. statystyki Shiryaeva-Robertsa, ktory bedzie uzyty w
celu wykrycia zmian tendencji (dryfu) w modelowanym procesie na-
tezenia Smiertelnosci. Bedzie si¢ obserwowac, jak dla ustalonego wie-
ku x lat zmieniala si¢ jego intensywnos¢ $miertelnosci podczas lat
1990-2014 na podstawie tablic trwania zycia udostgpnianych przez
Glowny Urzad Statystyczny i na podstawie tych danych pokazane
zostanie, jak dziata algorytm detekcji. Uwaga zostanie rowniez zwro-
cona na istotno$¢ pewnych parametrow wchodzacych w sktad oma-
wianego modelu.

Samo zagadnienie detekcji siega lat 50. — wowczas to Kotmogo-
row wraz z innymi rosyjskimi naukowcami rozwazat jego zastosowa-
nie w problemach inzynieryjnych, m.in. do oddzielania nadchodzace-
go sygnatu od szumu. Sformulowano wtedy wersj¢ tego zagadnienia
opartg na ruchu Browna, ktoremu w pewnej losowej chwili dochodzi
dryf. Artykut ten oparto na podobnym sformutowaniu problemu od
strony matematycznej, jednak innym — aktuarialnym — zastosowaniu.
Optymalne rozwigzanie problemu (wraz z pelnym, matematycznym
sformutowaniem 1 wyprowadzeniem) w swoich pracach podaje Shiry-
aev [1978; 2006].
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W dzisiejszych czasach zagadnienie optymalnej detekcji jest coraz
szerzej uogolniane od strony matematycznej. Badane s3 jego rdozne
sformutowania; czesto zamiast ruchu Browna stosowany jest proces
Poissona, rowniez ztozony. Analizowane sg takze rozne kryteria op-
tymalno$ci rozwigzania (oprocz podejscia Bayesowskiego, jak w tym
artykule, czasami rozwaza si¢ tez podejScie minimaksowe). Przykta-
dowe prace na ten temat to [Peskir, Shiryaev 2002; Gapeev 2005; El
Karoui, Loisel 2015].

2. Sformulowanie problemu

Przedmiotem badan jest natezenie SmiertelnoSci 1, , o ktorym zaklada
sig, ze jest pewnym obserwowanym przez nas procesem losowym.
W praktyce model nat¢zenia y, moze w ciagu lat ulega¢ zmianom.
Moment wystapienia istotnej zmiany ,,charakteru” tego procesu bgdzie
oznaczany przez 6. Chwila ta zazwyczaj bedzie losowa. W skrocie

bedzie ona nazywana momentem zmiany procesu. Mozna wigc zapi-
sa¢ natgzenie $miertelnosci w nastepujacej postaci:

i <o,
BT >0,

gdzie 1> 0. Przyjete zostanie, Ze nat¢zenie to sktada si¢ z nielosowe;,

deterministycznej czgéci 7, — niezmiennej, tzn. tej samej dla g i
u?, oraz losowej perturbacji, ktorej ,,charakter” ulega zmianie w

momencie zmiany €. Aby moc uzyska¢ wartosci ujemne w modelo-
wanym przez nas procesie perturbacji, na natgzenie $miertelnosci na-
lozony zostanie logarytm. Zapisujac symbolicznie:

log 4 =log 11, + X", (M

log " =log i1, + X7,
gdzie X i X? s3 losowymi perturbacjami, bedzie si¢ zaktada¢, Ze
przed momentem zmiany $rednia warto$¢ perturbacji wynosi 0, a po
zmianie bedzie ona réwnar #0. W jezyku wartosci oczekiwanych
mozna zapisa¢: EX" =0 oraz EX? =rt. Podkresli¢ nalezy, ze przez
proces X =(X,),., jest rozumiany taczny (ulegajacy zmianie w chwili
0) proces perturbacji, tj.:
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(= ’ (2)
Nr 15(21) X® >0
) =0.

O przedstawionym problemie nalezy mysle¢ w ten sposob: obser-
wuje si¢ natezenie $Smiertelnosci dla ustalonego wieku x lat (np. dla
piec¢dziesigciolatkdéw) zmieniajace si¢ poprzez lata (czyli w roku 1990,
1991, 1992, ...) i chce si¢ stworzy¢ metodg statystyczng, ktéra pozwoli
w optymalny sposdéb wybra¢ moment, w ktorym ,,zachowanie” tego
obserwowanego procesu ulega zmianie. Powstaje zatem pytanie: jak
w tym kontek$cie rozumiec ,,optymalny sposob”?

Jedno z podstawowych kryteriow zaproponowanych przez Shiry-
aeva uwzglednia zarowno $rednie opdznienie wykrycia zmiany, jak i
prawdopodobienstwo ,,falszywego alarmu”. Bedzie wigc rozwazne
kryterium nastepujacej postaci:

B(c) =inf{P(r <) +cE(r-0)"} 3)

i poszukiwane takie 7, ktore bedzie czasem zatrzymania realizuja-
cym powyzsze infimum. Ten moment bedzie nazywany optymalnym
czasem zatrzymania (innymi stowy 7~ opisuje strategie, na podstawie
ktorej podczas obserwacji procesu X mozna zadecydowac o ,,zglosze-
niu alarmu”, a zatem o tym, ze ,,charakter” obserwowanego procesu
ulegl zmianie).

W tej pracy procesy X" oraz X sa procesami Lévy’ego, tj. pro-
cesami o stacjonarnych i niezaleznych przyrostach. Klasycznym przy-
ktadem takiego procesu jest ruch Browna i ten przyktad zostanie uzyty
do analizy numerycznej w dalszej czesci artykutu, tzn.:

_{JW, 1<80,

= 4
oW, +r(t-0) t=0,

t

gdzie W, jest standardowym ruchem Browna, o jest parametrem
zmienno$ci (odchylenia standardowego), a » stala odpowiadajaca za
dryf. Rozwazany bedzie czas t > 0.

Od tego momentu autorzy beda si¢ skupia¢ na tym wlasnie
przykladzie problemu detekcji, 0znaczonym numerem (4).

Wprowadzone zostang podstawowe zalozenia dotyczgce momentu
wystgpienia zmiany procesu . Zastosowane zostanie podejscie Baye-
sowskie, w ktorym jest to zmienna losowa o zadanym rozktadzie
a priori. Po pierwsze, zostanie dopuszczona mozliwo$¢ wystapienia
momentu zmiany juz od poczatku z pewnym prawdopodobienstwem:
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Po drugie, jezeli moment zmiany nie wystapi w chwili 0, autorzy ¥ ¢V

chca, aby miat on rozktad wyktadniczy z parametrem A, tzn.:
PO@>t|0>0)=e¢".

Kluczowa role w rozwazaniach odegra prawdopodobienstwo a po-
steriori (wzgledem obserwacji procesu X, ), ktore oznaczono jako:

7r,=P(0St|FtX),

gdzie przez F* rozumiana jest historia procesu X, od chwili 0 do

chwili ¢.

Mozna pokazaé, ze uzywajac powyzszego prawdopodobienstwa a
posteriori r,, kryterium optymalnosci sformutowane w (3) da sig
przeformutowaé. Przyjmuje wtedy nastepujaca forme:

B,(c) = inf Eﬁ[(l —7)+e J.Orﬂsds}, (5)

gdzie 7 w indeksie dolnym oznacza, ze 7, = P(6 =0)= . Tej for-
my bedziemy uzywac w dalszej czesci tekstu.

Wprowadzone zostanie jeszcze kilka dodatkowych oznaczen.
Oprocz miary probabilistycznej P, uzywanej powyzej, na tej samej
przestrzeni (oznaczono ja standardowo (Q,F)) bedzie si¢ rozrozniac
tez takie miary (probabilistyczne), w ktorych moment wystgpienia
zmiany 6 jest ustalony i nielosowy. Miary te oznaczone beda przez
P, gdzie s moze by¢ dowolng nieujemng liczbg rzeczywista lub na-
wet nieskonczonoscig — wtedy P (6 =s)=1. Przede wszystkim wy-
roznia si¢ dwie z tych miar: Fj 1 P, . Pierwsza z nich oznacza, ze
zaburzenie wystapito juz w chwili 0, a wigc juz od poczatku obserwa-
cji procesu X, wida¢ tak naprawde proces X ®. Analogicznie zgod-
nie z miarg P, zaburzenie nigdy nie nastg¢puje (tzn. nastapi dopiero
,,W nieskonczonosci), a wiec przez caly czas obserwacji mamy do
czynienia z procesem X [(') .

W problemie detekcji niezwykle istotng role odgrywa iloraz wia-
rogodnosci tych dwoéch szczegdlnych miar. Begdzie on oznaczany

przez L,:
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gdzie F,X jest naturalng filtracja procesu X. Na tym ilorazie wiarogod-
nos$ci oparty jest jeszcze jeden bardzo istotny proces, ktory jest powig-
zany z tzw. statystyka Shiryaeva-Robertsa, o ktorej mowa w dalszej
czgsci tekstu. Proces ten bedzie oznaczony przez ¢, i definiowany

jako:
T
¢ =—— (6)
-7,

Mozna pokazaé, ze powyzszy proces mozna zapisa¢ W nastgpujacej

postaci:

oLl g4l -7

¢ =e"L| ¢+ -[OL_SS - b (7

W tym miejscu warto napisac, ile wynosza L, i ¢, w rozwazanym
modelu (4). Mamy mianowicie:

2

H r

r
=e !, H=—X ——
o 20

L £,

t

pravey t _(As+H)
9, =¢,-e " t+ﬂJ-Oe( s ds.

Zauwazy¢ nalezy jeszcze w tym miejscu, ze dla wszystkich >0
mamy r, €[0,1], a wtedy (wylaczajac przypadek 7, =1) wzor (6)
mozna odwrdcié, otrzymujac:

T, = 4 .
1+,

(8)
Obserwacja ta bedzie przydatna w dalszych rozwazaniach.

3. Uogolniona Statystyka Shiryaeva-Robertsa

Glownym celem tej pracy jest konstrukcja i zastosowanie uogolnionej
statystyki Shiryaeva-Robertsa (w skrocie bedziemy ja oznaczaé przez
USR). Zacza¢ nalezy od tego, czym jest klasyczna statystyka SR.
W literaturze statystycznej jest ona zapisywana jako:
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Zauwazy¢ trzeba, ze mozna jg otrzymaé¢ z wprowadzonej w (7)
formy ¢,. Mianowicie przy zalozeniu, ze 7 =, =0, otrzymuje si¢

tez ¢, =0, a wtedy:

W tej pracy autorzy chcg przyjac¢ ogoélniejszg postac tej statystyki
i konstrukcje¢ USR oparli wiasnie na ¢,. Nalezy przyjrze¢ si¢ blizej

ilorazowi L,. Trzeba ustali¢ chwile ¢ 1 podzieli¢ odcinek [0,7] na n
rownych czesci punktami 0 =1, <t, <t, <...<t, =t. Mozna wtedy
zapisac:

2

”

7)(0 n X, =X, '(ti”i_l)
I I -1 2

— ec eo g 1 20 .

Dla prostoty zapisu przyjeto, ze dla wszystkich ie{l,...,n}
t.—t_ =1, tzn. t,=0,t,=1,¢t,=2,...,t, =n. Przyjeto tez ozna-
czenie dla przyrostow x, =X,—X,, dla wszystkich ie{l,...,n}
oraz ze X, =0. Wtedy mozna zapisa¢ krocej:

#2

o Sty
— o 20
L, Ile .

i=1

Dla i =0 przyjeto, ze L, =1. Mozna zauwazy¢, ze L, w takiej
postaci faktycznie jest ilorazem wiarogodnosci — tatwo da si¢ spraw-
dzi¢, ze oznaczajac przez f(x) i g(x) gestosci rozkladéw normal-

nych odpowiednio N(r,6>) i N(0,0°), otrzyma si¢ dokladnie:
H S(x)
Lglx)

Rozktady te odpowiadaja rozktadom przyrostow procesu X, w

miarach odpowiednio F, 1 P, (w jednostce czasu). Otrzymano zatem
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Nr 152D T mozna wyprowadzi¢ dyskretng wersje dla ¢, :

; n—1 e—ﬂk
¢, =e ”L{%mz ]z

k=0 k

_ ﬂan +lz A(n— k)H f(x;)

i=k+1 g()C)

)

Powyzsza statystyke mozna zapisa¢ roéwniez w postaci rekuren-
cyjnej dla n =1 (przy zadanym ¢, ):

ACH)
g(x,)

Ta wlasnie dyskretna wersja statystyki ¢, ne N, bedzie na-
zywana uogoélniong statystyka Shiryaeva-Robertsa (USR) i bedzie
uzywana do analizy numerycznej w dalszej czeSci artykutu.

Powracajac do szukania optymalnego czasu zatrzymania dla pro-
blemu (3) (réwnowaznie (5)) w modelu (4), nalezy stwierdzi¢, ze
zgodnie ze standardowg teorig znajdywania rozwigzan zagadnien op-
tymalizacyjnych (przedstawiong szeroko w monografii [Peskir, Shiry-
aev 2006]) rozwigzanie tego zagadnienia sprowadza si¢ do znalezienia

funkcji ¥ () ipunktu 4™ € (0,1) spetiajacych uktad:

¢, =(A+9, e (10)

AV(n)=-c-m, me[0,4),
Vir)=1-n, re(4d 1],

gdzie A oznacza generator procesu 7, . Do podania rozwiazania po-

(11)

trzebne jest zadanie pewnego dodatkowego warunku — bez wnikania
w szczegoty (réwniez sg one czescig standardowej teorii) dla proble-
mu sformutowanego w (4) jest to tzw. smooth fit:

V(4" =-1. (12)

Twierdzenie 1. Optymalnym czasem zatrzymania dla problemu (3) w
modelu (4) jest:

T =inf{t>0:7,> 4},
gdzie punkt A" €(0,1) oraz optymalng funkcje wartosci V(x) nalezy
wyznaczy¢ z uktadu (11) przy dodatkowym warunku (12).
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niejszych modeli postaci (2), gdzie A jest tzw. pelnym generatorem, || x 1sa1y
a warunek (12) moze zostac zastgpiony tzw. continuous fit.

Twierdzenie to przybliza juz znacznie do przeprowadzenia calej
procedury detekcji obserwowanego procesu. Majac bowiem wypro-
wadzong statystyke USR (10) dla kolejnych chwil n=0,1,2,... ko-

rzystajac z (8), mozna wyliczy¢ wartosci 7, . Zgodnie z twierdzeniem
optymalna detekcja (,,zgltoszenie alarmu”) nastepuje, gdy =, = A,
trzeba zatem jeszcze tylko znaé prog A" . Okazuje si¢, ze wyznaczenie
tego progu (rozwigzanie uktadu (11)) stanowi w ogdlnosci trudne za-

gadnienie. Jednakze dla przyjetego w tym artykule modelu (4) zostato
ono rozwigzane i podane przez Shiryaeva [1978; 2006]. Zgodnie

. . * . . . . ’
z nim optymalna bariera A jest wyznaczana jako rozwigzanie row-
nania:

A . du
CJ‘ o MO )-Gw) 1,

0 u(l-u)’ -
gdzie:

Gy=in L A= A ee
l-u u r'/(2oc”) r’/(2o”)

Ponadto optymalng funkcja wartosci jest:

V()= (l—A*)—LA y(x)dx, mel[0,47],
-7, weld 1],

gdzie:

_ * AG-Gay AU
y(x) Cj-oe ()

Otrzymano juz calg procedure, ktorg mozna stosowa¢ dla kolej-
nych chwil n=0,1,2,3,... wiedzac, ze znajduje ona optymalny czas
zatrzymania w sensie rozwazanego kryterium (tj. rownowaznie (3) i
(5)). Jedyne, co pozostato do zrobienia, aby moc stosowaé t¢ procedu-
r¢ do analizy faktycznych danych, to kalibracja modelu.
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4. Kalibracja modelu

Kalibracja modelu zalezy przede wszystkim od charakteru procesu,
ktory chee si¢ analizowaé. Polega na dopasowaniu parametrow teore-
tycznego procesu do analizowanych danych. Inaczej bedzie wygladata
kalibracja procesu ciaglego, skokowego oraz mieszanki obu. Dlatego
tez zamiast opisywac ogolne zasady kalibracji, skupiono si¢ na rozpa-
trywanym w tym artykule modelu (4), czyli kalibracji ruchu Browna.
Na poczatek krotko o tym, jak w ogoéle liczy¢ natezenie $miertel-
no$ci. Jak wiadomo, jest to wielko$¢ okreslajaca ,,tempo” wymierania
okreslonej populacji w konkretnym wieku. Bedzie ono liczone na
podstawie tablic trwania zycia (z ktorych konkretnie — o tym w kolej-
nym rozdziale). Dla ustalonego wieku x lat, majac dane prawdopodo-
bienstwo przezycia roku p , natezenie Smiertelnosci bedzie liczone,
zakladajac hipoteze przedziatami stalego natezenia zgonéw (HCFM)
jako u, =-logp , gdzie n odpowiada rokowi, dla ktérego sporza-

dzono dang tablice trwania zycia. Nalezy zwrdci¢ tu uwage na nieco
niestandardowe oznaczenie: dla modelowanego natezenia $miertelno-

sci u, ustalony jest wiek x, a zmienng jest rok obserwacji n, nato-
miast prawdopodobienstwo p_ oznaczane jest standardowo 1 nalezy

rozumie¢ przez to prawdopodobienstwo, ze w danym ustalonym
n-tym roku x-latek przezyje rok; liczone jest jako / ,, /1 .

Niech beda dane obserwacje procesu x, do kalibracji — oznaczono

x+1

je Ay, ..., ft, . Nalezy przez to rozumie¢ ,,dane historyczne” na ko-
lejne lata, wartosci procesu przed rozpoczeciem obserwacji w celu
detekcji punktu zmiany (nieformalnie: przed chwilg 7 =0). Odwotujac
si¢ do postaci (1), trzeba przypomnie¢ dwie rzeczy. Po pierwsze, tak
naprawde modelowany ma by¢ logarytm z natezenia $miertelnosci,
czyli uzywane beda wartoSci log f,...,log , . Po drugie, we wzorze
wystepuje nielosowa sktadowa logz, . W niej chciano zawrze¢ war-
to$¢ poczatkowa log x4, (czyli warto$¢ logarytmu natgzenia $miertel-
nosci na poczatku obserwacji w celu detekcji, czyli w chwili 1=0 —

tak, aby spetnione bylo zalozenie X, =0), oraz dryf — celem bowiem
bylo, aby EX" =0,1>0, a wigc zeby ,,na poczatku” obserwowany
proces X, miat zerowy wspotczynnik dryfu. Zeby skalibrowaé dryf,
policzono przyrosty powyzszych logarytméw ,historycznego” pro-
cesu:
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a nastepnie wyciagnieto z nich $rednia:

1 k
m —z;mi.

Tym  samym  otrzymuje si¢ skalibrowany  proces
log 1, = log p, +m-t, ktéory mozemy odja¢ od danych historycznych,
otrzymujac przetransformowane dane postaci:

log zi; = log 1, —log pt, —m -1,
ktoérych mozemy juz bezposrednio uzy¢ w celu kalibracji samego pro-
cesu perturbacji X, .
Mowiagc o kalibracji ruchu Browna, nalezy podkresli¢, ze podsta-

wowym parametrem do wyznaczenia jest jego odchylenie standardo-
we o. Nalezy zauwazy¢, ze w przyjetym modelu przyrosty procesu:

X,-X,, X,-X,,... maja rozktad normalny z wariancja réwna o”.
Zatem estymator parametru o zostanie wyznaczony nha podstawie
przyrostow obserwacji ,,historycznych” log i, ktore oznaczone zo-
stang przez y, =log i, —log/, ,,i=1,...,k. Przyjeto standardowy nie-
obcigzony estymator odchylenia standardowego postaci:

. 1< =2
o= —E =y),
\/k_li_l(yl y)

gdzie y oznacza Srednig arytmetyczng przyrostow y,,...,», .

W modelu wymagane jest rowniez podanie parametru dryfu » do-
chodzacego po momencie zmiany procesu. Jest to parametr o tyle
problematyczny, ze ciezko go skalibrowac¢ na podstawie danych histo-
rycznych, skoro dotyczy dryfu, ktory wystapi dopiero ,,w przyszto-
sci”. Trzeba go zatem w pewnym sensie zgadna¢. Do jego wyznacze-
nia mozna jednak podej$¢ w bardziej praktyczny sposob. Mianowicie,
majac dany pewien instrument finansowy czy aktuarialny, ktoérego
warto$¢ zalezy od natezenia $miertelnosci, mozna przeprowadzi¢ dla
niego analiz¢ wrazliwosci na ten wiasnie parametr. W ten sposob
mozna okresli¢, przy jakim dryfie » nat¢zenie $Smiertelnosci zmieni-
oby si¢ na tyle istotnie, ze w istotnym dla nas stopniu zmienitaby si¢
tez cena rozwazanego instrumentu, i ten dryf przyja¢ do modelu.
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W tym artykule nie rozwaza si¢ zadnego konkretnego instrumentu,
dlatego tez trzeba przyja¢ pewne przyktadowe wartosci parametru 7.
Odniesiono wigc te wartosci do poziomu odchylenia ¢ i badano dwa
warianty: bardziej ,,rygorystyczny” —z r=2-0 , oraz ,,tagodniejszy”
— z r=o. Istotna jest tez kwestia znaku tego dryfu: dla analizowa-
nych w kolejnym rozdziale danych przyjeto dodatni, gdyz obserwo-
wane natezenie $miertelnosci, mimo ze wcigz maleje, to wraz z upty-
wem lat wydaje si¢ male¢ coraz wolniej.

Ostatnimi parametrami, ktore trzeba wyznaczy¢, zanim przejdzie si¢
do obliczen, sg: intensywno$¢ A w rozktadzie momentu zmiany @ oraz
dwa parametry, od ktorych zalezy rozpatrywane przez nas kryterium (3)
lub (5), czyli ¢ i 7. Jesli chodzi o A, to podobnie jak z » beda badane
dwie jego wartosci zadane ,,z gory”. Odpowiada on za $redni czas ocze-
kiwania do wystgpienia momentu zmiany dryfu w modelu (ktory jest
jego odwrotnoscig), arbitralnie zatem zbadane zostang wartosci 4 = 0,25
i A=0,1. Co do wartosci 7, czyli prawdopodobienistwa wystapienia
zmiany juz w chwili rozpoczecia obserwacji, to rowniez arbitralnie przy-
jeto 7w =0,1 — tak aby procedura nie zatrzymywala si¢ od razu zbyt cze-
sto, ale tez aby model byt pehny, przyjeto wartos¢ niezerowa.

Na koniec ustalona zostanie wielkos¢ c¢. Zwroci¢ nalezy uwagg,
ze odpowiada ona za stosunek wagi ,,falszywego alarmu” do wagi
sredniego opoznienia wykrycia momentu zmiany w rozwazanym kry-
terium. Wigksze ¢ spowoduje, ze $rednie opdznienie bgdzie istotniej-
sze 1 czgScie] bedziemy dostawali ,,falszywe alarmy”, natomiast
mniejsze poskutkuje dluzszym S$rednim opodznieniem wykrycia mo-
mentu zmiany. Nalezy przypomnie¢, ze wybrane kryterium uwzgled-
nia prawdopodobienstwo wystgpienia ,,falszywego alarmu”, a wigc
warto$¢ tylko z przedziatu [0,1], oraz opdznienie, ktdre moze przyj-
mowa¢ dowolnie duze nieujemne wartosci. Zatem rozsadne (oraz po-
parte doswiadczeniami empirycznymi) jest wedlug autorow przyjecie
wartosci ¢ =0,5. Mowigc w uproszczeniu, mozna to rozumiec tak, ze
dwuletnie opdznienie bedzie miato ten sam ,,koszt” co wystgpienie
,fatszywego alarmu”.

5. Detekcja zmiany dryfu nate¢zenia SmiertelnosSci
populacji Polski w latach 1990-2014

Majac przedstawiong calg teori¢, mozna przejs¢ do analizy faktycz-
nych danych. Wykorzystane zostang polskie tablice trwania zycia
dostgpnych w Internecie na stronie Gléwnego Urzedu Statystycznego
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[GUS 2015], dotyczacych lat 1990-2014. Jak juz wspomniano wczes- | STATYSTYCZNY
niej, uwaga zostanie skupiona na ustalonym wieku x lat i zbadaniu, |y, 1501
jak zmieniato si¢ dla niego natezenie $miertelnosci w ciggu tych lat.
Na poczatku doktadniej zostanie opisany jeden przypadek (zestaw
parametréw), by dalej porownaé go z innymi.

Najpierw autorzy przyjrza si¢ natezeniu $miertelnosci kobiet w
wieku 65 lat — obrazuje ja ponizszy rys. 1.

natezenie $miertelnosci dla wieku: 65 lat (k)

0.014-

natezenie $miertelno$ci
S
<
N

0.010-

1990 1995 2000 2005 2010 2015
rok

Rys. 1. Natezenie §miertelnosci kobiet w wieku 65 lat, okres 1990-2014

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

Zgodnie z przypuszczeniami nat¢zenie to ma tendencje malejacag —
kobiety w Polsce w wieku 65 lat umieraja stosunkowo coraz rzadziej
— mozna jednak zauwazy¢, ze w pierwszej dekadzie XXI wieku po-
ziom natg¢zenia $miertelnosci wydaje si¢ stabilizowaé, podczas gdy
w latach 90. XX wieku wyraznie si¢ obnizal. Zanim uruchomiony
zostanie algorytm na te dane, trzeba okresli¢, ktore obserwacje postu-
73 do kalibracji modelu, a na ktorych bedzie juz przeprowadzana pro-
cedura detekcji zmiany dryfu. Aby danych do kalibracji nie bylo zbyt
mato, a zarazem zeby bylo ich wystarczajaco w drugiej grupie — do
detekcji, ustalono punkt podzialu w roku 2000. Inaczej, zgodnie
z oznaczeniami z poprzednich rozdziatow, za chwile =0 przyjmuje
si¢ rok 2000. Dane z lat 90. postuza do kalibracji modelu. Za jednost-
ke czasu (jeden krok algorytmu) przyjmuje si¢ jeden rok.

Zgodnie z opisem w rozdziale dotyczacym kalibracji dane te naj-
pierw zostang zlogarytmowane, po czym odjety zostanie od nich wy-
znaczony dryf i wyznaczone odchylenie standardowe przyrostow.
Zlogarytmowane dane z lat 90. po odjeciu dryfu obrazuje rys. 2.
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Nr 15(21)

0.03-

warto$¢
)
S
S

0.01-

1990.0 1992.5 1995.0 1997.5 2000.0
rok

Rys. 2. Logarytm z natgzenia $miertelnosci kobiet w wieku 65 lat, po odjeciu dryfu —
okres 1990-2000.

Zrédto: opracowanie whasne.

Odchylenie standardowe przyrostow powyzszych danych wynio-
sto 0=0,022.

Majac skalibrowany model, mozna przejs¢ do detekcji. Zbadane
zostang jednoczesnie przypadki r=1-c oraz r=2-o0. Dla pozosta-
tych parametrow ustalono nast¢pujace wartosci:

1=0,25, ¢=0,5 =,=0,1.
Na rysunku 3 czarng jednolitg linig oznaczono, tak jak poprzednio,

historyczne natezenie $miertelnosci w latach 1990-2014. Pionowa

detekcja natezenia $miertelno$ci dla wieku: 65 lat (k)
1
1 1

1
1
1
0.014- 1
1
1
1
1

natgzenie $miertelnosci

0.010-

rok

Rys. 3. Detekcja zmiany dryfu natgzenia $miertelnosci kobiet w wieku 65 lat —
okres 1990-2014

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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linia na poziomie roku 2000 (sktadajgca si¢ na zmiang¢ z kresek i kro-
pek) pokazuje chwile =0, czyli moment rozpoczecia algorytmu.
Kropkowana uko$na linia pokazuje sam dryf, skalibrowany zgodnie z
danymi z lat 90. Wreszcie dwie grubsze pionowe, przerywane linie
pokazuja wykryte przez naszg procedure detekcji momenty zmiany
dryfu (dla wigkszej wartosci parametru » detekcja nastepuje pdznie;j).

Jak wida¢, dla parametru »=1-o zmiana zostata wykryta w roku
2004, a dla r=2-0 w roku 2007. W obu przypadkach algorytm wy-
kryt zmiang, cho¢ w réznych chwilach.

Zanim doktadniej opisane zostang uzyskiwane wyniki oraz ich za-
lezno$¢ od ustalonych parametrow, nalezy si¢ przyjrze¢ wigkszej liczbie
wykresow. Na rysunkach 4 i 5 oznaczenia sg takie same jak powyzej
1 rowniez badany jest dryf »=1-0 1 r=2-0, gdzie zawsze dla wigk-
szej wartosci 7 detekcja wystepuje pozniej badz w tej samej chwili co
dla mniejszej. Jezeli wystapita w tej samej chwili, to jest tylko jedna
linia przerywana. Jezeli dla ktorej$ (badz obu) wartosci » detekcja w
ogole nie nastgpita, to przerywana linia narysowana jest na samym kon-
cu wykresu (z prawej strony). Pierwsza kolumna odpowiada wartosci
parametru A =0,25,adruga 1=0,1.

Na rysunku 5 przedstawiono podobne wykresy dla m¢zczyzn — dla

wieku x =55, 60 1 65 lat.
Na podstawie rys. 4 i 5 mozna wyciaggna¢ pewne wnioski. Pierwsza
obserwacja jest fakt, ze dla wigkszej wartosci parametru dryfu » de-
tekcja nastepuje pozniej niz dla mniejszej (badz w tej samej chwili).
Nie moze nastgpi¢ wczesniej, poniewaz statystyka oparta jest na ilora-
zie wiarogodnosci dwoch rozkladow normalnych o tej samej warian-
cji, zatem im bardziej przesunigty jest dryf, tym bardziej badane dane
muszg odbiega¢ od rozktadu o Sredniej 0. Podobng zalezno$¢ obser-
wujemy dla parametru A:gdy jest mniejszy, to detekcja nastepuje
pbézniej (lub nie wczesniej). To tez nie dziwi — A odpowiada za war-
to$¢ srednig (jest jej odwrotnoscig) rozktadu a priori momentu zmiany
0, a nasza statystyka jest rozkladem a posteriori. Zmniejszajac wiec
A, opdznia si¢ Sredni moment wystgpienia zmiany, a wigc zmniejsza
prawdopodobienstwo, ze zmiana juz wystgpita dla ustalonej chwili
obserwacji .

Zauwazy¢ tez nalezy, ze rézne warto$ci parametréow r i A moga
dawac¢ bardzo r6zne wyniki, ale moga tez dawac takie same. W przy-
padku kobiet w wieku 60 lat detekcja nastagpita we wszystkich 4 przy-
padkach w tym samym 2003 roku. Z drugiej strony, dla kobiet w wie-
ku 65 lat dla wszystkich 4 par tych parametrow detekcja wystgpita
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w roznych latach (ale zawsze wystgpita). Wybor tych dwoch parame-
trow okazuje si¢ jeszcze istotniejszy, gdy spojrze¢ na wykresy dla
me¢zezyzn. Dla wieku 55 oraz 60 lat na pierwszy rzut oka mozna po-
wiedzie¢, ze okoto roku 2005 wida¢ wyrazng zmian¢ dryfu, jednak
algorytm ja wskazal jedynie w przypadku »r=1-0. Dla r=2-0
algorytm nie wykryt zmiany dryfu na zadnym z 6 wykresow. Nie
oznacza to jednak, Ze nalezy zawsze wybiera¢ jak najmniejszg warto$¢
parametru » — patrzac na wykres mezczyzn dla wieku 65 lat, raczej
nie jest pozadane wskazanie zmiany dryfu, a dla » =1-0 procedura
wykryla moment zmiany w roku 2006.

Mozna wigc wyciagna¢ wniosek, ze parametry do algorytmu de-
tekcji nalezy dostosowa¢ do potrzeb. Chcac mie¢ procedure, ktora
wykryje cho¢by niewielka zmiang dryfu, ale za to akceptujac czestsze
,falszywe alarmy”, przyja¢ nalezy mniejsze wartosci » i wicksze A .
Chcac reagowa¢ dopiero na wyrazne zmiany i ustrzec si¢ przed
»fatszywymi alarmami”, nalezy postapi¢ odwrotnie.

6. Podsumowanie

Analiza przeprowadzona w artykule wskazuje, ze algorytm optyalne;j
detekcji skonstruowany na podstawie uogdlnionej wersji statystyki
Shiryaeva-Robertsa jest w stanie wskaza¢ moment zmiany dryfu
procesu. Zbadane dane pochodzace z polskich tablic trwania zycia
z lat 1990-2014 pokazuja, ze taka zmiana dryfu w procesie natezenia
smiertelnosci w niektoérych przypadkach ustalonego wieku x lat
wyraznie wystgpuje i opisywana procedura ja wykrywa — z réznym
opoznieniem zaleznym od kalibracji parametrow. Jak pokazano,
z doborem parametréw nalezy by¢ ostroznym roéwniez ze wzglgdu na
mozliwo$¢ wystapienia ,,fatszywego alarmu”.

W ramach dalszych badan w tym obszarze autorzy planuja przyj-
rze¢ si¢ tez innym danym dotyczacym nate¢zenia $miertelnosci, czy to
siegajacym wigcej rocznikow wstecz, czy tez dotyczacym innych kra-
jow. Takie dane czgsto sg duzo bardziej nieregularne niz te zbadane
w tym artykule, z widocznymi ,,skokami”, co powoduje, Ze nie nadaja
si¢ do modelowania ruchem Browna. Dlatego tez kolejnym krokiem
w rozwoju procedury optymalnej detekcji jest znaczne uogolnienie
samego modelu, tak aby uwzgledniat skoki. Stawia to nowe wyzwania
natury zard6wno czysto matematycznej, jak i analityczne;j.
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DRIFT CHANGE DETECTION IN MORTALITY RATE MODELS

Summary: Nowadays the insurance industry is facing huge challenges related to longevi-
ty risk, i.e. the risk that the trend of longevity growth significantly changes in the future.
One of the crucial steps in dealing with it is identifying the change of the mortality rate
drift observed in prospective life tables. The purpose of this article is to identify this
change by casting the problem of quickest detection in the framework of optimal stopping
theory. We construct generalized discrete-time Shiryaev’s-Roberts statistics and we use it
in the analysis of Polish life tables from years 1990-2014. We model the logarithm of the
mortal intensity by the Brownian motion that changes the zero drift into nonzero one at
some random time. For this case we construct optimal stopping rule detecting substantial
change of this drift. We also present calibration of above model using Central Statistical
Office data and we carry out extensive statistical analysis showing huge potential of
described statistics.

Keywords: mortality rate, detection, Shiryaev-Roberts statistics, Brownian motion, life
tables.





