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Streszczenie: Artykut jest poSwigcony problematyce szacowania wymiaru fraktalnego finan-
sowych szeregdw czasowych. Ze wzgledu na mnogos¢ metod szacowania owego wymiaru
zasadne jest pytanie, czy oszacowania uzyskiwane za pomocg odmiennych metod cechujg si¢
podobnymi wlasnosciami w sensie statystycznym. Gtownym celem artykutu jest zatem uzy-
skanie odpowiedzi na tak postawione pytanie w odniesieniu do metody segmentowo-waria-
cyjnej, podziatu pola oraz metody Higuchiego. Badania zostaty przeprowadzone w oparciu
o ceny akcji notowanych na Gietdzie Papierow Wartosciowych w Warszawie. Oszacowania
dostarczane przez metod¢ podziatu pola okazaty si¢ istotnie odmienne w poréwnaniu z osza-
cowaniami uzyskiwanymi za pomocg pozostatych metod. Ponadto sformutowano konkluzje,
ze hipotez o wyktadniczym badz liniowym zwigzku pomi¢dzy oszacowaniami otrzymywany-
mi za pomocg metody segmentowo-wariacyjnej i podziatu pola w §wietle dostepnych danych
nie mozna odrzucié.

Stowa kluczowe: wymiar fraktalny, metoda segmentowo-wariacyjna, metoda podziatu pola,
metoda Higuchiego.

Summary: This article is devoted to the problem of proper estimation of fractal dimension.
Three methods of estimation are discussed: variation method, division of area method and
Higuchi method. In the second part of the article real financial time series are used to examine
properties of estimates received using abovementioned methods. These are closing prices of
shares quoted at Warsaw Stock Exchange. Multiple statistical tools were used to describe
properties of empirical distributions of fractal dimension estimates, i.e. normality tests,
goodness of fit tests, etc. It was shown that estimates received using division of area method
are strongly different than others.

Keywords: fractal dimension, variation method, area division method, Higuchi method.
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1. Wstep

Metody badawcze opierajace si¢ na idei obiektow fraktalnych od czasu wydania
fundamentalnego dzieta B. Mandelbrota (zob. [Mandelbrot 1983]) zaczgto wyko-
rzystywa¢ w analizach najrozmaitszych zjawisk i procesow. Obecnie uczeni positku-
ja sie nimi zardbwno w naukach przyrodniczych, np. w geofizyce [De la Torre i in.
2013], astronomii [Movahed i in. 2006; 2011], naukach spotecznych (np. w nauce
o komunikacji spotecznej) [Mularczyk, Zdonek 2013] oraz medycynie [Harne 2014].
Metody te znalazty takze zastosowanie w naukach ekonomicznych [Klonowski i in.
2004].

Wsrod zagadnien analizowanych w oparciu o pojecie fraktala i samopodobien-
stwa obiektow nalezy wymieni¢ kwestie oceny ryzykownosci podejmowanych
decyzji inwestycyjnych — szczegolnie odnoszacych si¢ do lokowania kapitatlow na
rynku finansowym. Przyjmuje si¢ bowiem, ze finansowe szeregi czasowe, w tym cen
czy stop zwrotu z papieroOw wartosciowych, cechuja si¢ samopodobienstwem
(w sensie statystycznym). Fakt ten umozliwia dokonanie ich analizy i opisu z wyko-
rzystaniem metod oraz aparatu pojeciowego wlasciwego geometrii fraktalne;j.

Pojeciem kluczowym w badaniu finansowych szeregdw czasowych w ujeciu
fraktalnym jest wymiar fraktalny. To obszerne okreslenie obejmuje cate spektrum
rozmaitych miar, z ktérych kazda opisuje struktur¢ badanych obiektow. W odniesie-
niu do twordow abstrakcyjnych (o naturze zarowno stochastycznej, jak i determini-
stycznej) mozliwe jest (nawet jesli byloby to niezmiernie skomplikowane) okresle-
nie teoretycznego wymiaru fraktalnego danej struktury. Dla fraktali naturalnych jest
to zasadniczo niemozliwe, co wymusza uciekanie si¢ do korzystania ze stosownych
metod estymacji wymiaru fraktalnego.

Dotychczas powstato wiele metod szacowania wymiaru fraktalnego, przy czym
nalezy nadmieni¢, ze niektore sa wykorzystywane wtasciwie sporadycznie. Ponadto
cze$¢ metod skutkuje uzyskaniem oszacowan wielkosci powigzanych z wymiarem
fraktalnym jedynie pod warunkiem spetnienia okreslonych zatozen. Z tego tez
wzgledu przedmiotem badan autora s3 metody odwotujace si¢ bezposrednio do defi-
nicji wymiaru fraktalnego, tj. metoda segmentowo-wariacyjna, metoda podzialu
pola oraz metoda Higuchiego.

Gtownym celem artykutu jest zbadanie, czy poziom oszacowan wymiaru frak-
talnego finansowych szeregéw czasowych jest niezalezny od wyboru metody esty-
macji. Z tak sformutowanym celem zasadniczym w naturalny sposéb wigze si¢ cel
czastkowy, jakim jest okreslenie, czy odkryta uprzednio przez autora na drodze roz-
wazan teoretycznych zalezno$¢ miedzy oszacowaniami wymiaru fraktalnego otrzy-
mywanymi wskutek zastosowania metody segmentowo-wariacyjnej oraz Higuchie-
go a za pomocg metody podziatu pola wystgpuje w odniesieniu do danych
empirycznych.

Majac na wzgledzie zakre§lony cel badan, autor sformutowat zasadnicza hipote-
z¢ badawcza nastepujaco: oszacowania uzyskiwane za pomocg metody podziatu
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pola oraz pozostatych metod r6znig si¢ istotnie. Wspomniana rozbiezno$¢ dotyczy
zardwno typu rozktadu, jak i parametrow cechujacych odnosne rozktady. Ponadto,
nawigzujac do czastkowego celu artykutu, probie falsyfikacji poddano hipoteze glo-
szaca, ze miedzy wymiarem fraktalnym szacowanym za pomocg metody podziatu
pola oraz pozostalymi wystepuje zalezno$¢ wyktadnicza.

Ze wzgledu na konieczno$¢ dokonania wyboru odpowiedniego zbioru danych
podlegajacych analizie autor podjat decyzje o badaniu szeregow czasowych stop
zwrotu z akcji notowanych na Gieldzie Papierow Wartosciowych w Warszawie.
W obliczeniach wykorzystano logarytmiczne stopy zwrotu dla cen zamknigcia.
Wszelkie kalkulacje autor prowadzit z wykorzystaniem pakietu Microsoft Excel
oraz jezyka programowania Visual Basic for Applications, a takze positkujac sig
programem Statistica.

2. Wymiar fraktalny i jego zastosowanie
w pomiarze ryzyka inwestycyjnego

Poczawszy od drugiej potowy XIX wieku, poczatkowo wsrod praktykow, a nastep-
nie takze wsrdd uczonych pojawito si¢ dazenie, by fluktuacje cen instrumentow fi-
nansowych scharakteryzowaé¢ w sposob ilo§ciowy. Juz w pierwszych pracach po-
$wieconych owej problematyce zaproponowano wykorzystanie statystycznych
miernikow opisujacych empiryczne rozktady prawdopodobienstwa — w szczegdlno-
$ci popularne i szeroko wykorzystywane wowczas odchylenie prawdopodobne,
a takze odchylenie kwadratowe (czyli wedtug obecnej nomenklatury — odchylenie
standardowe) [Regnault 1863; Buta 2014]. Idea ta zostala nastgpnie utrwalona
w pracach L. Bacheliera [Bachelier 1900], by sta¢ si¢ fundamentem wspotczesne;j
teorii inwestycji zapoczatkowanej przez H. Markowitza [Markowitz 1952]. Mimo
jej ogromnego i niezaprzeczalnego wptywu na rozwoj i biezacy stan wiedzy w owym
zakresie, mozna stwierdzi¢, ze w swej klasycznej postaci ma ona w chwili obecne;j
znaczenie jedynie teoretyczne, stosunkowo nikle za$ praktyczne'. Model btadzenia
losowego cen papierow wartosciowych, ktorego prawdziwo$¢ stanowitaby istotng
przestanke do stosowania metodyki Markowitza, rowniez jest obecnie kwestiono-
wany. Jednocze$nie nie wydaje sie prawdopodobne, by ktorakolwiek z konkurencyj-
nych modyfikacji modelu wyjsciowego zdobyta choc¢by zblizony status. Wspomnia-
ne wzgledy sprawiaja, ze w ramach dotychczasowego paradygmatu mozliwosci
eksplanacyjne wydaja si¢ zdecydowanie niewystarczajace’. Z tego tez powodu na

' Nie mozna jednak orzec o owej koncepcji, ze zostata sfalsyfikowana, jak bowiem zauwaza
W. Sharpe, ,,Przyjeta w finansach klasyfikacja odrdznia teorie normatywne (preskryptywne) i pozytyw-
ne (deskryptywne). Przetomowa teoria portfela oparta na $redniej i wariancji stworzona przez Marko-
witza (1952) niewatpliwie nalezy do pierwszej kategorii [...]” [Sharpe 1991].

2 Co zgodnie z koncepcja Thomasa Kuhna winno prowadzi¢ do jego zmierzchu i powstania nowe-
go paradygmatu [Kuhn 2011].



12 Rafal Buta

znaczeniu zyskuje koncepcja zaktadajagca wykorzystanie poj¢¢ i metod wiasciwych
geometrii fraktalne;j.

Najistotniejszymi pojeciami w owej koncepcji sg pojecia obiektu fraktalnego
oraz wymiaru fraktalnego. Wérdd definicji obiektu fraktalnego mozna odnalez¢ za-
rowno okreslenia sformalizowane, jak i sformulowane mniej rygorystycznie,
uwzgledniajace zmienny przedmiot badan. Za najdogodniejsza w analizie finanso-
wych szeregéw czasowych autor uznat definicje gloszaca, ze ,,Ogolnie rzecz biorac,
fraktale matematyczne i naturalne to obiekty, ktorych chropowato$¢ i rozdrobnienie
nie zanika ani nie fluktuuje, lecz pozostaje nie zmienione w istotnym stopniu przy
kolejnych przyblizeniach” [Mandelbrot 2010]. Na potrzeby niniejszego artykulu
przyjeto zatem, ze mianem fraktali nalezy okresla¢ obiekty cechujace si¢ pewnymi
formami samopodobienstwa (z konieczno$ci o charakterze statystycznym). Jako ze
przedmiotem odnos$nych badan sa finansowe szeregi czasowe, zaklada si¢, ze mozna
je opisa¢ jako samopodobne, a zatem jako obiekty o wlasnosciach fraktalnych. Owo
zatozenie ma charakter przyjetej w pewnym sensie apriorycznie hipotezy naukowe;j,
ktorej potwierdzenie badz falsyfikacja mogg nastagpi¢ dopiero w drodze obszernych
i intensywnych badan. Poniewaz jej odrzucenie nie jest w chwili obecnej mozliwe,
autor uznaje jg na potrzeby prowadzonych badan za niefatszywa, a co najmniej za
potencjalnie uzyteczna.

Wsrod charakterystyk opisujacych strukture fraktali najistotniejszg jest wymiar
fraktalny’. Sposrod rozmaitych definicji tej wielko$ci za najbardziej uzyteczng ze
wzgledu na obrany przedmiot badan autor uznat wymiar pudetkowy (pojemnoscio-
wy, Minkowskiego-Bouliganda, nazywany czasem entropiag Kolmogorowa czy wy-
miarem entropijnym), stad tez w dalszych rozwazaniach okreslenia ,,wymiar fraktal-
ny” i ,,wymiar pudetkowy” bedg stosowane zamiennie. Okresleniem rownowaznym
podanemu przez tworcoéw tej wielkosci, a nie zmuszajacym do positkowania si¢ po-
jeciem pokrycia Minkowskiego, jest nastepujace®:

gdzie N, (X ) jest liczba hiperszesSciandw siatki o boku ¢ majgcych co najmniej jeden
punkt wspolny z analizowanym obiektem X. Zapisane w innej postaci:

Ng (X) Ng-dimB(X)

dlag — 0. Wymiar pudelkowy obrazuje zatem fluktuacje liczby kwadratow nie-
zbednych do pokrycia analizowanego obiektu w sytuacji, gdy dtugos¢ boku siatki
kwadratowej zmniejszamy w granicy do zera.

W zalezno$ci od konstrukcji danego tworu wymiar fraktalny moze opisywac
strukture jedynie lokalnie badz globalnie. W odniesieniu do graficznej reprezentacji

3 Lac. fractus — ztamany.
* Mozliwe jest takze inne, ekwiwalentne zdefiniowanie N, (X, jednak ze wzgledu na specyficz-
ny przedmiot badan niniejszego artykutu pozostate okreslenia sa mato uzyteczne [Falconer 2003].
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proceséw stochastycznych® mozna uznaé, ze wymiar fraktalny charakteryzuje glo-
balne fluktuacje danej wielkosci, jezeli mamy do czynienia z procesem o0 samopo-
dobnych stacjonarnych przyrostach, tj. spetniajgcym warunek:

X (t,+7)-X(1, i_H[X ty+17) ] t,=0

dla dowolnegor >0orazz >0, gdzie X (t),t >0 jest rozpatrywanym procesem,
a H wyktadnikiem samopodobienstwa powigzanym z wymiarem fraktalnym relacja
H =2-dim, (X ) Gdy prezentowana zalezno$¢ pozostaje prawdziwa jedynie dla
7 — 0, wowczas wymiar fraktalny opisuje zachowanie procesu wytacznie lokalnie,
dla zmian zachodzacych w relatywnie krotkich okresach.

X(t)

X(t)

X(t)

t

Rys. 1. Szeregi czasowe o zréznicowanym wymiarze fraktalnym: 1,2; 1,5 oraz 1,8
uzyskane w drodze symulacji

Zrodto: opracowanie wlasne.

Jezeli analizuje si¢ proces skumulowanych stop zwrotu® z pewnego instrumentu
finansowego, cechujacy si¢ wspomnianymi wiasno$ciami w ujegciu globalnym, to
wowczas wymiar fraktalny procesu jest $cisle powigzany z poziomem zmiennosci.
Jesli utozsamia si¢ zmiennos$¢ z ryzykiem, to, jak wykazano [Buta 2013] dla nie-
skonczenie krotkich horyzontéw inwestycyjnych, wzrost wymiaru fraktalnego skut-

> Sformutowanie ,,wymiar fraktalny procesu stochastycznego” jest uproszczeniem, w rzeczywi-
stosci bowiem chodzi o wymiar fraktalny krzywej przedstawiajacej trajektori¢ procesu.

¢ Najczesciej wykorzystuje sie w tym przypadku stopy logarytmiczne ze wzgledu na ich addytyw-
nos¢.
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kuje zwigkszeniem si¢ poziomu ryzyka. Z kolei w nieskonczenie dtugiej perspekty-
wie czasowe]j wzrost wymiaru fraktalnego powoduje zmniejszenie si¢ ryzykownosci,
ktora obarczony jest rozpatrywany instrument finansowy. Wymiar fraktalny jest za-
tem istotnym, cho¢ jeszcze niedostatecznie rozpoznanym miernikiem ryzyka [Buta,
Pera 2015].

3. Metody estymacji wymiaru fraktalnego

Istotnym problemem zwigzanym z badaniem finansowych szeregéw czasowych
w ujeciu fraktalnym jest fakt, ze ich reprezentacje graficzne nalezatoby zaliczy¢ do
klasy fraktali naturalnych stochastycznych. Ze wzgledu na niemoznos¢ aprioryczne-
go okreslenia praw rzadzacych fluktuacjami badanych wielkos$ci, niemozliwe jest
takze obliczenie wymiaru fraktalnego i z koniecznos$ci trzeba si¢ positkowaé odpo-
wiednimi metodami estymacji. Dotychczas zaproponowano wiele rozmaitych me-
tod, sposrod ktorych autor w niniejszym artykule, ze wzgledow opisanych uprzed-
nio, wykorzystat metod¢ segmentowo-wariacyjng, metode¢ podziatu pola oraz
metode Higuchiego. Kazda z uzytych metod reprezentuje odmienng filozofi¢ kalku-
lacji: w przypadku krzywych potozonych na plaszczyznie w metodzie segmentowo-
-wariacyjnej analizowana jest zalezno$¢ miedzy polem prostokatow pokrywajacych
dang strukture w kolejnych segmentach a dlugoscig ich podstawy, w metodzie
podziatu pola — miedzy kolejno uzyskiwanymi polami, w metodzie Higuchiego zas
— miedzy dlugoscia krzywej a dlugoscia podstawy segmentu.

Metoda segmentowo-wariacyjna stanowi modyfikacje metody wariacyjnej za-
proponowang przez M. Zwolankowska (zob. [Zwolankowska 2000; Zeug-Zebro
2015]). Opiera si¢ ona na zalezno$ci wiazacej ,,0bjetos¢” (w szczegdlnosci zatem
pole) hiperszescianow majacych co najmniej jeden punkt wspolny z analizowanym
obiektem:

2
dimB(X)zz_limlnrg(X) =limlnr€(X)/‘9

£—0 Ine £-0 Int
&

b

gdziel’, (X ) jest wspomniang ,,objetoscia” dla hiperszescianéw o boku ¢ . Dla empi-
rycznych szeregéw czasowych kluczowe jest wlasciwe oszacowaniel’, (X ) W me-
todzie segmentowo-wariacyjnej wykres szeregu’ przeskalowuje si¢ tak, by pierwsza
obserwacja przypadata na chwil¢ zerowa, a ostatnia — na koniec okresu jednostko-
wego. Nastepnie jest on dzielony na segmenty obejmujgce m obserwacji (ostatni
segment moze zawiera¢ ich mniej niz m). I, (X oblicza sie jako®:

[(n-1)/(m-1)]
L(X)=" D h-e+h-(1-g],
i=1

7 W sensie tamanej zbudowanej z odcinkow taczacych kolejne punkty reprezentujace obserwacje.
8 ‘W niniejszym artykule symbol |.| jest wykorzystywany wytacznie do oznaczenia cechy liczby.
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gdzie n to liczba obserwacji, h, — roznica migdzy maksymalng a minimalng wartoscig
danej wielko$ci w i-tym segmencie, ¢ — dtugo$¢ segmentu, 42’ — roznica migdzy mak-
symalng a minimalng wartoscig danej wielkoSci w segmencie zawierajagcym mniej
niz m obserwacji (jeslim —1dzieli n —1bez reszty, to mozna przyjac 2’ =0). Poste-
powanie to powtarza si¢ dla wielokrotnosci m (przy czym liczba segmentéw nie
moze by¢ mniejsza niz dwa). Wymiar fraktalny jest szacowany za pomocg regresji
liniowej InT, (X)/g2 wzgledem In+. Dlam=2,m=3,m=5,m="7uzyskuje sie
kolejne oszacowania wymiaru fraktalnego. Jesli ich $rednia arytmetyczna wynosi
1'4, wowczas za finalne oszacowanie przyjmuje si¢ 1'%, gdy $rednia jest mniejsza —
warto$¢ minimalna, gdy wigksza za§ — maksymalna.

Rys. 2. Przyktadowy podziat na segmenty wykresu szeregu czasowego w metodzie
segmentowo-wariacyjnej

Zrodto: opracowanie wiasne.

Metoda podziatu pola opracowana przez G. Przekote (zob. [Przekota 2003])
opiera si¢ na zaleznosciach wystepujacych migdzy polami kolejnych prostokatow
pokrywajacych wykres badanego szeregu. W pierwszej kolejnosci jest on pokrywa-
ny prostokatem o bokach réwnoleglych do osi kartezjanskiego uktadu wspotrzed-
nych, przy czym wysoko$¢ jest rowna roznicy miedzy maksymalng a minimalng
warto$cig obserwowanej wielkoSci, podstawa za$ — dlugosci szeregu’. Nastepnie
dzieli si¢ go na potowy, a prostokatami sg pokrywane fragmenty wykresu znajdujace
sie w kazdym z segmentow. Finalnie oblicza si¢ sume ich pol (p) oraz pole prostoka-
ta pierwotnego (P). Zaleznos¢ postulowana przez Przekote jest postaci:

p =dim, (X)-£-

? Rozumiangj jako liczba obserwacji pomniejszona o jednostkeg.
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Powtarzajac opisang procedurg i traktujac nowo powstate prostokaty jako pier-
wotne, uzyskamy zbidr punktéw postaci (%, p) umozliwiajacy otrzymanie oszaco-
wania wymiaru fraktalnego za pomoca regresji liniowej (bez wyrazu wolnego).

Rys. 3. Idea podziatu prostokatow pokrywajacych wykres szeregu czasowego w metodzie podziatu pola

Zrodto: opracowanie wiasne.

Metoda Higuchiego opiera si¢ na badaniu dtugosci analizowanych krzywych
[Higuchi 1988]. W tym celu obierane jest pewne naturalne &, a nastgpnie z szeregu
pierwotnego X (l),X (Z)X (n) tworzy si¢ k szeregéw postaci:

X(m), X (m+k), X (m+2k),.., X(m+[52]- k), m=123,...k .

W kolejnym kroku oblicza si¢ dtugos$¢ odpowiedniej krzywej dla kazdego podsze-
regu:

L (k)= [’jk;];["j]mm )= X+ - 1K) /k

oraz $rednig tak uzyskanych wielko$ci (L(k)) Wymiar fraktalny uzyskuje si¢ z za-
leznosci <L(k)> ~ Jgdimn (X ), korzystajac najczesciej z metody najmniejszych kwa-
dratow dla In(L(k)) ~ dim (X )In L.

W artykule [Hasegawa i in. 2013] zaproponowano takze modyfikacje metody
Higuchiego polegajaca na przypisywaniu wickszego znaczenia obserwacjom naj-
nowszym. W tym celu wykorzystano wagi wyktadnicze':

10 We wzorze podanym w [Hasegawa i in. 2013] zbedne jest w mianowniku czynnika korygujace-

TN
g0 wyrazenie [T} .
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a1z
L (0)=""E5 (- e e (m o+ i) - x(m+ (- 1)k) /c

kA S

n—m

gdzie A=1 (1 - (1 - a)[T]) Wartos¢ wspotczynnika o uzalezniona jest od liczby do-
stepnych obserwacji — w niniejszym artykule autor przyjat za Hasegawa, ze o =+.

Rys. 4. Idea konstrukcji krzywych w metodzie Higuchiego

Zrodto: opracowanie wiasne.

Wspomniane metody sg coraz cze¢sciej stosowane w badaniach empirycznych
do okreslania wymiaru fraktalnego najrozmaitszych wielkosci. Jednocze$nie w nie-
dostatecznym stopniu rozpoznano wlasnosci oszacowan uzyskiwanych za ich po-
mocg. Dotychczasowe badania pordwnawcze odnosily si¢ do wielkosci uzyskanych
w drodze symulacji stochastycznej Monte Carlo, natomiast w przypadku danych
empirycznych dotyczyly niezmiernie szczuptych zbiorow danych [Buta 2012a;
2012b].

Z powyzszych wzgledow w kolejnym punkcie zostana zaprezentowane wyniki
badan dla zdecydowanie liczniejszego zbioru danych. W tym celu za pomocg przed-
stawionych metod autor zamierza oszacowa¢ wymiary fraktalne wybranych empi-
rycznych szeregdw czasowych. Nastepnie uzyskane rezultaty zostang poddane ana-
lizie pordwnawczej z wykorzystaniem instrumentarium statystycznego, by mozna
byto otrzymac¢ odpowiedz na pytanie, jakie sg ich podstawowe wtasno$ci oraz jakie
zachodza miedzy nimi relacje.
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4. Wyniki badan

Przedstawione metody zastosowano do oszacowania wymiaru fraktalnego szeregow
czasowych logarytmicznych stop zwrotu z akcji notowanych na Gietdzie Papierow
Warto$ciowych w Warszawie. Dane wykorzystane przez autora zostaty udostepnio-
ne przez serwis stooq.pl. Motywacja do positkowania si¢ kwotowaniami dostarcza-
nymi przez ten serwis jest fakt, ze w odniesieniu do akcji ich notowania sg systema-
tycznie przeliczane wstecznie tak, by uwzgledni¢ wyplate pozytkow, a zatem
odzwierciedlajg rzeczywisty poziom dochodowosci inwestycji.

Wedhtug stanu na 31 lipca 2016 r. na Gieldzie Papierow Wartosciowych w War-
szawie notowano 482 spotki [Biuletyn statystyczny GPW 2016]. W obliczeniach
positkowano si¢ danymi dziennymi. Wykorzystano notowania, poczawszy od 3 paz-
dziernika 1994 r. (od kiedy to sesje na warszawskiej gietdzie maja miejsce codzien-
nie). W sktad tak okreslonej populacji spétek wchodza jednak podmioty, ktorych
historia notowan jest relatywnie krotka badz pomiedzy kolejnymi notowaniami wy-
stepuja przerwy o znacznej dugosci. Jako ze takie zjawiska mogltyby zaburzaé uzy-
skiwane oszacowania, wyjsciowy zbidr spotek postanowiono ograniczy¢. W tym
celu sformutowano trzy kryteria — pomini¢to w analizach (przy zatozeniu, ze w roku
odbywa si¢ 250 sesji):

a) spoitki, ktorych historia notowan obejmowala mniej niz 1250 obserwacji
(. mniej niz 5 lat),

80%
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Rys. 5. Udziat spotek, dla ktorych przecigtna liczba notowan w ciggu roku byta nie mniejsza niz 225

Zrodto: opracowanie wiasne.
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b) spotki, dla ktorych przecigtna liczba notowan w ciggu roku byta mniejsza niz
225 (tj. o wigcej niz 10% teoretycznej liczby notowan),

¢) spotki, w przypadku ktorych cho¢ jeden odstep pomigdzy notowaniami byt
dhuzszy niz 21 dni.

Analiza danych w §wietle kryterium dostatecznej liczby obserwacji, minimalne;j
przecietnej liczby notowan w ciggu roku oraz maksymalnej dtugosci przerwy po-
miedzy kolejnymi notowaniami wskazuje bowiem, ze dla przyjetych wielkosci gra-
nicznych nastepuje pewna stabilizacja liczby spotek spetniajacych wspomniane ob-
ostrzenia. Z tego tez wzgledu autor zadecydowatl o sformutowaniu wspomnianych
kryteriow w prezentowanym brzmieniu.

Ostatecznie badaniom poddano 280 spotek notowanych na Gietdzie Papierow
Wartosciowych w Warszawie. W analizach wykorzystano dzienne logarytmiczne
stopy zwrotu oraz skumulowane logarytmiczne stopy zwrotu obliczone na podsta-
wie cen zamknigcia w okresie 3.10.1994-31.07.2016.

0%

N /=,=t:r-—-f__,_,_._""-_‘—-"
} =
. o /

Udziat spotek spetniajacych kryteria

A
J

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 3

Maksymalny odstep migdzy notowaniami w dniach handlowych

‘ Minimalna przecigtna liczba notowan w ciagu roku —e—225 ——200 —— 175 |

Rys. 6. Udzial spotek, dla ktorych liczba dostgpnych notowan byta nie mniejsza niz 1250

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Wykorzystujac dostepne dane, w pierwszej kolejnosci oszacowano wymiar frak-
talny wykresow szeregdow czasowych skumulowanych logarytmicznych stop zwrotu
za pomocg przedstawionych uprzednio metod. Podstawowe statystyki opisowe uzy-
skanych oszacowan przedstawiono w tab. 1 oraz na rys. 7.

Mozna zauwazy¢, ze oszacowania uzyskiwane za pomocg metody podziatu pola
cechujg si¢ nizszym przecigtnym poziomem, a jednoczesnie wigksza dyspersja
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Tabela 1. Statystyki opisowe uzyskanych oszacowan wymiaru fraktalnego

ezf;rtgf;i T | Me [ Min [Maks| Q | Q | o | v |JB | A
SW 14276 | 1,4254 | 12861 | 1,5916 | 1,3933 | 1,4555 | 0,0507 | 0,0355 | 0,23 | 3,35
PP 13591 | 1,3741 | 1,0908 | 1,5349 | 1,302 | 1,4246 | 0,0908 | 0,0668 | —0,64 | 2,99
Higuchi 14369 | 1,4314 | 1,3405 | 1,6238 | 1,4020 | 1,4650 | 0,0488 | 0,0340 | 0,71 3,72
Higuchi (wykl) | 1,4353 | 1,4282 | 1,3359 | 1,6232 | 1,3997 | 1,4623 | 0,0490 | 0,0341| 0,73 | 3,78

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 7. Wykres pudetkowy dla oszacowan wymiaru fraktalnego uzyskanych za pomoca metody
segmentowo-wariacyjnej, podziatu pola i Higuchiego

Zrodto: opracowanie wlasne.

w stosunku do oszacowan otrzymywanych z wykorzystaniem pozostatych metod.
Podobne wnioski mozna sformutowac¢, analizujac histogramy.

Nastepnie zbadano, czy rozktad oszacowan wymiaru fraktalnego mozna uznaé
za normalny. W tym celu (ze wzgledu na stosunkowo pokazng liczbg obserwacji)
wykorzystano test ¢?, Jarque-Bera oraz Shapiro-Wilka. Ponadto ewentualne odchy-
lenia od normalnosci zilustrowano na wykresach typu kwantyl-kwantyl.

Hipotezy o normalno$ci rozktadu nie udato si¢ odrzucic¢ (dla poziomu istotno$ci
0,05) jedynie w odniesieniu do oszacowan uzyskanych za pomocg metody segmen-
towo-wariacyjne;j.
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Rys. 8. Histogramy oszacowan wymiaru fraktalnego uzyskanych za pomoca metody
segmentowo-wariacyjnej, podziatu pola i Higuchiego

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela 2. Rezultaty testow normalnosci rozktadu

T Metoda estymacji
est SW PP Higuchi Higuchi (wykt.)

. 5,68 20,79 6,10 9,42
p-value 0,128 0,002 0,107 0,024
Jarque-Bera 3,78 18,85 28,99 31,13
p-value 0,151 0,000 0,000 0,000

W 0,991 0,966 0,971 0,970
p-value 0,078 0,000 0,000 0,000

Zrbdto: opracowanie wilasne.

W nastgpnym kroku postanowiono zbadac, czy za uprawniong mozna uznac hi-
poteze, iz rozktad oszacowan wymiaru fraktalnego jest niezalezny od wyboru meto-
dy jego estymacji. W tym celu wykorzystano zaré6wno testy nieparametryczne (Kot-
mogorowa oraz znakow), jak i parametryczne, w odniesieniu do oszacowanych

$rednich i wariancji.
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Rys. 9. Wykresy kwantyl-kwantyl oszacowan wymiaru fraktalnego uzyskanych za pomoca metody
segmentowo-wariacyjnej, podziatu pola i Higuchiego

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela 3. Rezultaty testoéw zgodnos$ci rozktadow

Metoda estymacji

Test Test - .
znakow Kolmogorowa SW PP Higuchi Higuchi
(wykt.)

SW - 4,39 0,76 0,63

Metoda PP 47 — 4,90 4,94

estymacji | Higuchi 120 51 - 0,21

Higuchi (wykt.) 124 54 76 -

Pogrubiong czcionkg oznaczono wyniki skutkujace odrzuceniem hipotezy o zgodnosci rozktadow
dla poziomu istotnosci wynoszacego 0,05.

Zrodto: opracowanie wiasne.

Ponadto postanowiono dodatkowo zbada¢, czy mozna uzna¢ wartosci oczekiwa-
ne oraz wariancje opisujace owe rozktady za rowne. Jako ze apriorycznie mozna
zaktada¢, ze oszacowania sg silnie ze sobg skorelowane, sporzadzono macierz kore-
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Tabela 4. Macierz korelacji oszacowan wymiaru fraktalnego

Metoda estymacji
Wspoltezynnik korelacji
SW PP Higuchi Higuchi (wykt.)
SW — 0,608 0,626 0,607
Metoda PP — — 0,244 0,227
estymacji | Higuchi - - - 0,997
Higuchi (wykt.) — — — —

Pogrubiong czcionka oznaczono wyniki skutkujace odrzuceniem hipotezy o zerowym wspotczyn-
niku korelacji dla poziomu istotno$ci wynoszacego 0,05.

Zrodto: opracowanie wiasne.

lacji. Wszystkie wspolczynniki okazaty si¢ istotnie rézne od zera (dla poziomu istot-
nosci 0,05), dlatego tez klasyczne testy rownos$ci srednich i wariancji nie majg zasto-
sowania. Z tego tez wzgledu wykorzystano testy wilasciwe dla zmiennych
polaczonych, tj. test # oraz test Morgana, poniewaz rozktady okazaty sie jednak zbli-
zone do normalnego.

Tabela 5. Rezultaty testow rownosci srednich i wariancji

Test Morgana Test ¢ Metoda estymacji
rownosci réwnosci
Wariancji $rednich SW PP nguChl ngllChl (Wykl)
SW — 15,83 0,79 0,70
Metoda PP -12,96 — -14,13 -13,69
estymacji Higuchi -3,63 11,36 - 7,84
Higuchi (wykt.) -2,91 11,24 0,85 —

Pogrubiong czcionka oznaczono wyniki skutkujace odrzuceniem hipotezy o rowno$ci parametrow

dla poziomu istotnosci wynoszacego 0,05.

Zrédto: opracowanie wlasne.

Tabela 6. Przecigtna warto$¢ bezwzgledna roéznic oszacowan

Bezwzgledna
Przecigtna warto$§¢ -
e Metoda estymacji
bezwzgledna réznic
SW PP Higuchi  |Higuchi (wykt.)
SW — 0,0779 0,0343 0,0348
Waeledna Metoda | PP 5,7% — 0,0914 0,0906
£ estymacii | Higuchi 2,4% 6,7% - 0,0031
Higuchi (wykt.) 2,4% 6,6% 0,2% —

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Przeprowadzone testy wskazuja na koniecznos¢ odrzucenia hipotezy o zgodno-
sci rozktadu oszacowan wymiaru fraktalnego uzyskanych za pomoca metody po-
dziahu pola oraz otrzymanych z wykorzystaniem pozostatych metod — rozktady owe
roéznig si¢ istotnie zarowno ksztaltem, jak i parametrami. W przypadku oszacowan
otrzymanych za pomoca metody Higuchiego wydaje sie, ze stosowanie mechanizmu
wyktadniczego wazenia obserwacji w niewielkim stopniu wptywa na uzyskiwane
rezultaty. Efektem jest co prawda istotne statystycznie obnizenie przecig¢tnej warto-
$ci oszacowan, jednak przy zblizonym ksztalcie rozktadu oraz praktycznie jednost-
kowej korelacji''. Wydaje si¢ zatem, ze do celow praktycznych mozna uznaé¢ owe
oszacowania za nieodrdznialne.

Porownujac rozktad oszacowan wymiaru fraktalnego uzyskanych za pomoca
metody segmentowo-wariacyjnej oraz Higuchiego, nalezy stwierdzi¢, ze metody te
dostarczaja, przecigtnie rzecz ujmujac, zblizonych oszacowan. Réznice pomigdzy
tymi rozktadami wynikajg z wigkszej dyspersji rezultatow otrzymywanych metoda
Zwolankowskiej (cho¢ w liczbach bezwzglednych — stosunkowo nieznacznej), dla-
tego tez hipoteza o zgodnosci owych rozktadow musi zosta¢ odrzucona. Rozstrzyg-
nigcie, ktora ze wzmiankowanych metod nalezy uzna¢ za preferowana, pozostaje
problematyczne.

W toku prowadzonych rozwazan teoretycznych autor sformutowat hipoteze
o wystepowaniu wyktadniczej zaleznosci miedzy wymiarem fraktalnym szacowa-
nym za pomocg metody segmentowo-wariacyjnej oraz Higuchiego a otrzymywa-
nym z wykorzystaniem metody podziatu pola. Postulowany zwigzek ma postac:

D=2"

gdzie d oznacza wymiar szacowany metoda Zwolankowskiej badz Higuchiego,
D za$ — metoda Przekoty. Wykorzystujac zgromadzone dane, przeprowadzono takze
analize ukierunkowang na zweryfikowanie hipotezy o istnieniu takiej zalezno$ci
badz zwigzku liniowego. W tym celu oszacowano parametry regresji w odniesieniu
do zaleznosci:

D =a,+ad +¢,,
-1
D, =a,+a,-2" +¢,

log,D, =a,+a,d, +

przyjmujac, ze zatozenia lematu Gaussa-Markowa sa w przyblizeniu spehione.
Uzyskane rezultaty przedstawiono w tab. 7.

Obliczone wielkosci sktaniajg do odrzucenia hipotezy o wystgpowaniu rzeczo-
nej zalezno$ci — zarowno wykladniczej, jak i liniowej — w sytuacji, gdy zmienng
objasniajacg jest wymiar fraktalny szacowany za pomocg metody Higuchiego. Nato-

1 Jesli poming¢ réznice miedzy $rednimi owych rozktadow, statystyka testowa testu znakow
przybiera warto$¢ 129, co oznacza brak przestanek do odrzucenia hipotezy o zgodnosci rozktadow.
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Tabela 7. Wyniki analizy regresji

Typ Metoda Wielkosé
zaleznosci estymacji | &, a, G Ls t; R

D =a,+ad +¢& SW ~0,1965 | 1,0897 | 0,0722 | 1,61 1,05 | 0370

D =a,+ad +¢& Higuchi | 0,7061 | 04544 | 00882 | 4,54 504 | 0,060

D =a,+ad +¢ Higuchi |~ 7566 | 04198 | 0,0886 | 4,87 536 | 0,051
(wykt.)

Di=a,+a,- 2" +& | SW ~0,1981 | 1,1571 | 00724 | 1,61 1,72 | 0366

D, =a,+a, 2" +& | Higuchi | 0,7115 | 0,4781 | 0,0882 4,61 4,59 0,060

D =ay+a,-24" g | TBUChi | 2600 | 04428 | 00886 | 4,93 489 | 0,052
(wykt.)

log,D, =a, +a,d, +& | SW ~1,2431 | 1,1785 | 00791 | 1,82 191 | 0364

log,D, =a, +a,d, +& | Higuchi | —0,2524 | 04814 | 0,0963 | 4,40 439 | 0,056

log,D, =a, +a,d, + & | T8N |6 1051 | 04421 | 00068 | 4,74 472 | 0,048
(wykt.)

Pogrubiong czcionkg oznaczono wyniki skutkujace odrzuceniem hipotezy zerowej dla poziomu
istotno$ci wynoszacego 0,05.

Zrédto: opracowanie wlasne.

miast w przypadku metody segmentowo-wariacyjnej nie udato si¢ odrzuci¢ zadnej
ze wspomnianych hipotez. Ustalenie, czy zwigzek miedzy tymi zmiennymi ma cha-
rakter liniowy, czy tez nie, wymaga zatem przeprowadzenia dodatkowych analiz.

Warto jednoczesnie zauwazy¢, ze rozktad oszacowan wymiaru fraktalnego nie
jest rozktadem jednopunktowym skoncentrowanym w 1%, co sugerowatby klasycz-
ny model btadzenia losowego. W rzeczywisto$ci na gietdzie mamy do czynienia
z catym spektrum wymiaréw fraktalnych, przy czym zdecydowanie dominujg tu sze-
regi czasowe o charakterze persystentnym (udziat spotek o wymiarze fraktalnym
mniejszym niz 1% wynosi od 89% do 98% w zaleznosci od metody estymacji).
Uwzglednienie tego stanu rzeczy w metodyce kwantyfikacji ryzyka inwestycyjnego
jest problemem wymagajacym podjecia intensywnych badan.

5. Zakonczenie

Rozwazania oraz wyniki badan przedstawione w niniejszym artykule sktaniaja do
sformulowania kilku podsumowujacych wnioskow.

Po pierwsze, zaprezentowane metody estymacji wymiaru fraktalnego dostarcza-
ja zréznicowanych rezultatow. Oszacowania otrzymywane za pomoca metody po-
dziatu pola sg zdecydowanie nizsze oraz cechujg si¢ wicksza dyspersja niz uzyskane
za pomocg pozostalych metod. Rezultat ten stanowi potwierdzenie dotychczaso-
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wych wnioskow z badan autora prowadzonych w oparciu o dane otrzymane wskutek
zastosowania symulacji stochastycznej Monte Carlo, sugerujacych stosowanie owej
metody co najmniej z daleko idgcg ostroznoscig.

Ponadto pokazano, ze w praktyce positkowanie si¢ zaproponowanym przez Ha-
segawe 1 in. mechanizmem wyktadniczego wazenia obserwacji w metodzie Higu-
chiego nie prowadzi do zdecydowanie odmiennych rezultatow. Ewentualne réznice
W przecietnym poziomie oszacowan (cho¢ statystycznie istotne) sa na tyle mato
znaczace, ze nie moga skutkowaé uznaniem owych metod (w sensie uzyskiwanych
wynikdéw) za rdéznigce sie.

Niezbedne sg natomiast dalsze badania dotyczace metody segmentowo-waria-
cyjnej i metody Higuchiego. Cho¢ zblizone w sensie warto$ci przecietnej, to jednak
otrzymane oszacowania sg na tyle istotnie rdzne, ze nie mozna ich ze sobg utozsa-
mia¢. Pozostaje zatem rozstrzygnigcie kwestii, ktorg metoda i w jakich warunkach
nalezy si¢ postugiwacé, by otrzymywac warto$ci mozliwie najblizsze rzeczywistym.
Ta kwestia musi si¢ sta¢ przedmiotem dalszych badan.

Jednoczesnie analiza materiatu empirycznego nie sktania do odrzucenia hipote-
zy o wyktadniczym badz liniowym zwigzku pomigdzy oszacowaniami otrzymywa-
nymi w metodzie podzialu pola i segmentowo-wariacyjnej. Taka hipotez¢ nalezy
natomiast odrzuci¢ dla metody Higuchiego. Problem, czy wyprowadzona na gruncie
teoretycznym 1 dla przypadku granicznego zalezno$¢ pomigdzy analizowanymi
oszacowaniami wystepuje w odniesieniu do danych rzeczywistych, pozostaje zatem
nadal nierozwigzany.

Nalezy jednoczesnie podkresli¢, ze przedstawione czastkowe rezultaty dotycza
okreslonego (cho¢ stosunkowo licznego) zbioru spotek i ich uogdlnianie bez prze-
prowadzenia dodatkowych badan jest nieuprawnione. W szczegdlnos$ci autor uznaje
za celowe przeanalizowanie danych dotyczacych innych rynkéw — zarbwno w od-
niesieniu do przedmiotu obrotu, jak i w ujgciu geograficznym.

Na marginesie rozwazan metodycznych trzeba podkresli¢, ze wymiar fraktalny
jest istotnie zroznicowany w populacji badanych akcji. Stwierdzenie to jest przestan-
ka do podwazenia rozpowszechnionych w nowoczesnej teorii finanséw metod
kwantyfikacji i zarzadzania ryzykiem inwestycyjnym. Problematyce tej autor po-
swigci odrebne opracowanie.

Literatura

Bachelier L., 1900, Théorie de la Spéculation, Annales Scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure,
3¢ série, tome 17, s. 21-86.

Biuletyn statystyczny GPW, 2016, https://www.gpw.pl/pub/statystyki miesieczne/201608 GPW.pdf
(dostep 19.09.2016).

Buta R., 2012a, Aspekty metodyczne szacowania wymiaru fraktalnego finansowych szeregow czaso-
wych, [w:] Kuczera M. (red.), Mtodzi naukowcy dla polskiej nauki, Creativetime, Krakow.



Analiza wymiaru fraktalnego spolek notowanych na Gietdzie Papieréw Wartosciowych... 27

Buta R., 2012b, Metoda podziatu pola a metoda segmentowo-wariacyjna szacowania wymiaru fraktal-
nego, [w:] Kuczera M. (red.), Nowe trendy w naukach humanistycznych i spoteczno-ekonomicz-
nych, Creativetime, Krakow.

Buta R., 2013, Ryzyko inwestycji a wymiar fraktalny, Studia Ekonomiczne, nr 155, s. 450-466.

Buta R., 2014, O teorii spekulacji i inwestycji Julesa Regnaulta, Studia Ekonomiczne, nr 204, s. 7-29.

Buta R., Pera K., 2015, IIpumenenue xonyenyuu ¢ppaxmanvnoi pazmepnocmu OJisi OYeHKU UHGECTNU-
YUoHHO20 pucka Ha punancosvix pwinkax, [w:] benoszepor C.A. (red.), Mesxcoynapoonwlii sxkonomu-
yeckuil cumnozuym — 2015: mamepuanvt MexcoyHapoOHbix HAYUHbIX KOHpepeHyull, NOCEIUeHHBIX
75-nemuio sxonomuueckoeo gaxyromema Cankm-Ilemepbypeckoeo 20cy0apcmeeHno20 YHUeepCu-
mema 22-25 anpensa 2015 e. Coopnux cmameii, Ckudus-npunt, Cankr-IlerepOypr, s. 217-235.

De la Torre C., Gonzalez-Trejo J., Real-Ramirez C., Hoyos-Reyes L., 2013, Fractal dimension algo-
rithms and their application to time series associated with natural phenomena, Journal of Physics,
vol. 475, s. 1-10.

Falconer K., 2003, Fractal Geometry, John Wiley & Sons, Chichester.

Harne B., 2014, Higuchi Fractal dimension analysis of EEG signal before and after OM chanting
to observe overall effect on brain, International Journal of Electrical and Computer Engineering,
vol. 4, no. 4, s. 585-592.

Hasegawa S., Anada H., Kanagawa S., 2013, Pursuit fractal analysis of time-eries data, https://arxiv.
org/pdf/1310.3564v1 (dostep 18.07.2016).

Higuchi T., 1988, Approach to an irregular time series on the basis of the fractal geometry, Physica D,
vol. 31, s. 277-283.

Klonowski W., Olejarczyk E., Stepien R., 2004, ‘Epileptic seizures’in economic organism, Physica A,
vol. 342, s. 701-707.

Kuhn T., 2011, Struktura rewolucji naukowych, Aletheia, Warszawa.

Mandelbrot B., 1983, The Fractal Geometry of Nature, W.H. Freeman & Company, New York.

Mandelbrot B., 2010, A Geometry Able to Include Mountains and Clouds, [w:] Lesmoir-Gordon N.
(ed.), The Colours of Infinity: The Beauty and Power of Fractals, Springer, London.

Markowitz H., 1952, Portfolio selection, Journal of Finance, vol. 7, no. 1, s. 77-91.

Movahed S., Jafari G., Ghasemi F., Rahvar S., Tabar R., 2006, Multifractal detrended fluctuation anal-
ysis of sunspot time series, Journal of Statistical Mechanics: Theory and Experiment, vol. 2.

Movahed S., Jafari G., Ghasemi F., Rahvar S., Tabar R., 2011, Erratum: Multifractal detrended fluctu-
ation analysis of sunspot time series, Journal of Statistical Mechanics: Theory and Experiment,
vol. 9.

Mularczyk A., Zdonek 1., 2013, Analiza statystyk stron internetowych Politechniki Slgskiej metodami
fraktalnymi, Zeszyty Naukowe Politechniki Slaskiej. Organizacja i Zarzadzanie, z. 64, nr 1894,
s. 189-201.

Przekota G., 2003, Szacowanie wymiaru fraktalnego szeregow czasowych metodg podziatu pola,
Zeszyty Studiow Doktoranckich, z. 12, s. 47-68.

Regnault J., 1863, Calcul des chances et philosophie de la bourse, Mallet-Bachelier & Castel, Paris.

Sharpe W., 1991, Capital asset prices with and without negative holdings, Journal of Finance, vol. 46,
no. 2, s. 489-509.

Zeug-Zebro K., 2015, Zastosowanie wybranych metod szacowania wymiaru fraktalnego do oceny po-
ziomu ryzyka finansowych szeregow czasowych, Studia Ekonomiczne, nr 227, s. 109-124.

Zwolankowska M., 2000, Metoda segmentowo-wariacyjna. Nowa propozycja szacowania wymiaru
fraktalnego, Przeglad Statystyczny, nr 1-2, s. 209-224.





