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ROZDZIAL 1.

GEOMETRYA FORM CIAGREYCH ZASADNICZYCIIL.

§ L

Okreslenia [ pojecia wstgpne.

Nazywamy formami geometrycznemi zasa-
dniczemi gatunku l-go nastepujace trzy figury geome-
tryczne:

) szereg punktéwna prostej (prosta punk-
towa). t.]. ogdl wszystkich punktéw (elementéw formy),
polozonych na prostej, ktéra nazywamy podkladem szeregu;

2) pek prostych, t.j. ogdl wszystkich prostych pla-
szezyzny, przechodzacych przez jeden punkt (podktlad lub
srodek pelku)

3) pek ptaszeczyazn, t. . ogdél wszystkich plaszczyzn
przestrzeni, przechodzacych przez jedne prosta (podkiad Iub
08 peku).

Oznaczamy nazwa: formy geometryczne gatun-
ku 2-go nastepujace cztery figury geometryczne:

1) plaszczyzne punktowa, t. j. ogdl wszystkich
punktéw plaszezyzny;

2) ptaszczyzne liniows, t j. ogél wszystkich
prostych plaszezyzny;

3) wigzke prostyech, t.j. ogél prostych przestrzeni,
przechodzacych przez jeden punkt;

Paseal. Rep. IL 1



2 Rozdziat 1. — § 1.

4) wigzke plaszezyzn, t.j. ogol wszystkich plasz-
czyzn przestrzeni, przechodzacych przez jeden punkt. .

Nazywamy wreszcie formami geometryczneml
gatunknu 3-go figury nastepujace:

1) przestrzeh punktowa, t. J. 0gll wszystkich
punktéw przestrzeni;

9) przestrzen plaszczyznowa, t.j. ogdl wszy-
stkich plaszczyzn przestrzeni.

Dla krétkosci nazywamy zwykle uktadem plaskim
uktad plaszczyzuy punktowej i plaszezyzny liniowe], wiazka
uklad dwéch wiazek, a mianowicie wigzki prostych i wigzki
plaszezyzn; przestrzen ia uklad dwu form gatunkn 3-go.

Jezeli jest dana forma geometryczna ga-
tunku 1-go, to mozna ustanowic¢ odpowiedniosc
pomigdzy jej elementami a liczbamiszeregu
naturalnego w ten sposéb, ze kazdemu elemen-
towi odpowiadaé¢ bedzie jedna liczba, 1 ka-
zdej liczbie jedenitylko jeden element: it nad-
to tak, zejezeli ustalimy liczbg Niodpowia-
dajacy jej elementn, todawszy sobieilodé s
dowolnie mala, mozna zawsze znalesd inny
ilosé 7 taka ze dla wszystkich liczh, zawartycel po-
miegdzy Ni N7 odpowiadajgee im clemonty
majg odleglosé¢ od elementu ¢« mniejsza odo
(jezelli mowa o prosiej pnuktowej) lub tworzy kat z ele-
mentu & (jezeli mowa o pekach), mniejszy od a.  Przy tych
dwéch wlasnosciach odpowiedniosé nazywa sic dwujeduo-
znaczng iclagla.

Jezelijest dana forma geometryczna g a-
tunku 2-go lub 3-go, to mozna podobnie ustano-
wié odpowiedniosé dwujednoznaczang i ciggta
pomigdzy jej elementami a parami lub odp o-
wilednvio tréjkami liczb naturalnych, »Odpowie-
dnios¢ ciggla® ma tu definicye analogicany do tej, jaky poda-
hi$my dla form gatunku 1-go.

] LiGZbY3 odpowiadajace w ten sposb elementom formy da-
nej, nazywajg si¢ spéirzednemielementdw fo rmey.



Okrellenia 1 pojeeia watepne, 3

Formy 1l-go, 2-go, 3-go gatunku sg odpowie-

dnio formami o jednej, dwdch, trzech spdl-
rzednych.

Mdwi sie tez zwykle, ze formy 1. 2, 3-go gatunku sa odpo-
wiednio jednego, dwu, trzech wymiardw, lnb ze majg oo!, 00?, co®
elementdw.

Wykonat¢ ze srodkastalego (Srodka rzutnu)
rzut figury, zlozonej z punktéw i prostych. znaczy wykreslic
proste, przechodzace przez ten srodek 1 przez punkty figury, ovaz
plaszozyzny, przechodzace przez srodek staly | przez proste fignry
danej.

Wykonac¢ z proste] stalej (osirzutu) rzut
ficury zlozonej z punktdw, znaczy wykreslic plaszcayzny, prze-
chodzace przez prosta stala, i przez kazdy z punktéw danych.

Przeciaé plaszczyzna figure,zlozony z plaszezyzu
i prostych, znaczy wykreslic przeciecia tej plaszezyzny z pla-
szezyznami 1 prostemi dancmi.

Przecia¢ prosta fignwe, zloiony z plaszezyzn, znaczy
wykreslic przeciecia proste] ze wszystkiemi plaszezyznami figury.

Formy geometrvezne jednoago i tego sa-
mego gatunkun otrzymuja si¢ jedna z drugie]
za pomocg rzutdw i przevigd.

W geometryl nowoczesne] wielkic znaczenie ma badanie
odpowiedniosci pomiedzy figurami lub formami geometrycznemi
w celn wyprowadzania wlasnosel jednej figury z wlasnosel figury,
jej odpowiadajyce.

Odpowiedniosé moze by¢ dwujeduoznaczna lub
nie. Jest dwujednoznaczng wtedy, gdy elementowi je-
duej formy odpowiada jeden i tylko jeden element drugiej, i od-
wrotnie.

Dwie tormy, bedace w odpowiedniosei, mogy by¢ nalozo-
nemi jedna na drugg t. j. mie¢ ten sam podkiad. W iy pray-
padku odpowiednios¢ moze byé¢ tego rodzaju, Ze pewnemu cle-
mentowi odpowiada zawsze jeden i ten sam element, hez wzgledu
na to, czy element dany uwaza sig jalko nalezacy do jednej formy.
lub jako nalezgey do drugiej. Taka odpowiedniosé nazywa sic
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inwolucyjna; méwimy takze, ze wtedy elementy od-
powiadajg sobiesposobem podwdjnym.

Do najprostszych odpowiedniosei naleza: rzutowosé,
zwana takze kolinearnoscig lub homografig (je-
dnokreslnoscia) (ktérej przypadkami szczegdluemi sa:
homologia i perspektywicznosé) oraz dwoi-
sto$é (dualnost), zwana tez wzajemmnoscig (kore-
lacya).

Méwimy o dwéch formach geometrycznych zasaduiczycl,
ze pozostaja do siebie w zwiazku rzutowym, Iub Ze sy
w odpowiedniosci rzutowej albo wprost rzuto-
wemi, jezeli pomiedzy ich elementami mozna ustanowié
odpowiednios¢ taks., ze jedna daje sie otrzymaé z drugiej
za pomocy skonczonej liczby rzutéw lub przecigé. Zamiast
nazwy ,formy rzutowe* moznamoéwi¢ ,formy ho o-
graficzne* lub .kolinearne® Okreslenie to nio stosn-
je sie do form gatunkn 3-go, do ktérych nalezy stosowaé defi-
nicye nastgpujaca:

Dwie formy gatunku 2-go lub 8-go nazywajg sie rzul o-
wemi. jezell elementy ich tego samego gatunku odpowiadaju
sobie dwujednoznacznie 1 w ten sposob, ze elementom, nalezgeym
do siebie, odpowiadajy rowniez clementy, do siebie nalezuyee,

Dwie formy rzutowe wzgledem trzecie] sa
rzutowemi wzgledem siebie

Dwie formy zasadnicze sy perspektywicznomi
w przypadkach nastepujacych:

a) Dwa szeregi prostoliniowe punktowe, ody sy przecie-
clami jednego peku prowieni.

b) Dwa peki plaszezyzn, jezeli rzucajy z dwu srodkdw
réznych ten sam pek promieni.

¢) Dwa peki promieni, jezeli z dwn srodkéw rdznych rzu-
cajg ten sam szereg prostoliniowy punktdw lub sg przecieciami
tego samego peku plaszezyzn.

) Szereg punktowy i pek promieni (lub plaszezyzn) lub
pek promieni i pek plaszczyzn, jezeli pierwsza forma jest prze-
cigeiem drugiej.
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¢) Dwie plaszezyzny punktowe Iub liniowe, jezeli sa prze-
cieciami tej samej wiazki.

1) Dwie wiazki, jezeli rzucaja z dwu $rodkéw roznych te
sama plaszezyzne punktows lub liniowa.

y) Plaszezyzna punktowa lub liniowa i wigzka, jezeli
plerwsza forma jest przecigeciem drugiej.

Dwa uklady plaskie, nalozone na siebie, nazywajg sie
homologicznemi, jeZeli sa przecigciami dwu wigzek per-
spektywicznych: dwie wigzki o tym samym srodku nazywaja
sig homologicznemi, jezeli rzucajg z jednego $rodka dwa
uklady plaskie homologiczne.

Dwa nklady plaskie nazywaja sie wzajemnemi lub
dwoistemi, jezell punktom jednego odpowiadaja dwujeduo-
znacznie proste drugiego, i odwrotnie w ten sposob, Ze nalezgeym
do siebie elementom pierwszego odpowiadajs nalezace do siebie
elementy drugiego.

Dwie przestrzenie nazywajag sie wzajemmnemi lub
dwoistemi. jezeli punkty, proste i plaszczyzny jednej odpo-
wiadaja dwujednoznacznie plaszezyznom, prostym i punktom
drugiego, w ten sposéb, ze elementom, do siebie nalezacym w je-
dnej odpowiadaja elementy, do siebie nalezace w drngiej.

Wilasnoscia rzutowa figury nazywa sie wlasnose,
ktéra utrzymuje sie, jezeli zamiast tej figury wezmiemy inna.
wzgledem niej rzutowsa. Wlasnosé, zalezaca istotnie od miary
odlegtosci, katéw, polit. p., nazywa si¢ wlasno$cia mia-
rowg lub metryczna.

Niektdre wlasnoscimiarowe mogsgtez by
irzutowemi.

Wlasnosé nazywa sie graficzna lub opisowag lub
,2Wlasnoscia polozenia*, gdy odnosi sie wylacznie do
polozenia elementéw figury (np. jak przechodzenie linij lub po-
wierzchni przez pewne punkty, wspélnosé pewnych punktow lub
linij dla pewnych linij lub powierzchni), z zupelnem wyelimino-
waniem pojecia wielkosci

Kazda wlasnosé graficzna jest zawsze
rzutowa.
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Wilasnosci graficzne figury sa podlegle prawn, ktore nazy-
wamy zasadg dwoistoscilub zasada wzajemnoscl
na plaszezyzniel w przestrzent

Kazde twierdzenie, wyrazajgce wltasnosd
graficzng figury plaskie], utrzymuje sig jo-
zeli elementy ,prosta®, .punkt* przemienimy
na elementy ,punkt® ,prosta®, izaelemeonty, do
siebie nalezace, podstawimy rédwnlez nalezgce
dosiebieelementy.

Kazde twierdzenie, wyrazajacoe wlasnosé
graficzng bryly utrzymuje sig, jezeli prze-
mienimy przedewszystkiem elementy ,punkt®
i,plaszczyzna“ na elementy ,plaszezyzna®, ,punkt®,
pozostawimy bez zmiany element ,prosta®,
a nastepnie zaelementy, nalezgce do siebie,
podstawimy réwniez elementy, nalezgce do siebic,

Dwa dzialania: rzut ze srodka (lub z osl)
iprzecigeie plaszeczyzng (lub prostyg) sa dwao-
ma dzialaniamidwoistemi w przestrzoni; rzut
ze $rodkana plaszczyZniei przecigeio prosty
na plaszezyznie sg dwoma dzialaniami dwoi-
stemina plaszczyznie.

Dwie formy geometryczne wzajemne z trze-
cia, sgp rzutowemi wzgledem siebie.

Dwoistos¢ form nalozonych (majgeyeh wspiluy podklud)
moze byé takze inwolucyjna i nazywa sig wtedy hioeguun o-
woscla.

Zasada biegunowosci jest wigetylko praypadkicm
szezegdlnym dwoistosel.

' "\Vedlug zasady dwoistosci, krzywej plas-
kiej, uwazanejza miejsce punktow, odpowiada
k.?zywa, uwazana jako obwiednia stycunyclh,
t.). punktom jednej krzywej odpowiadajn sty=-
czne drugiej.

W geometryi zasadniczem jest pojecie elementn w n i o-
skonczonosei
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Mowimy, ze

Wszystkie proste réwnolegle na plasz-
czyZnie spotykajg sig w punkcie, znajdujgcym
sie wodlegloscinieskonczonej;

na plaszeczyznie tyle jest punktéw w odle-
gloscinieskonczonej, ile jest mozliwych kie-
runkoéw prostej na tej ptaszczyznie;

wszystkie te punkty znajduja sie na je-
dnej prostej, ktéra nazywa sie prostg w nie-
skoficzonosScina ptaszczyznie;

wszystkie plaszeczyzny réwnolegle prze-
strzenl przecinajg sie wedlug jednej prostej
wodlegloscinieskonczonej;

wszystkie proste w odlegloscl nieskon-
czonej W przestrzeni oraz wszystkie punkty
w odleglodci nieskonczonej znajdujg sig na
jednej ptaszcezyznie, ktdra nazywamy plasz-
czyzna wnieskohczonosci w przestrzeni

W rozdziale nastepnym moéwié bedziemy o formach
nieciagiych. Dla ulatwienia wszakze zrozumienia poniz-
szego wykladu, musimy tu podad definicyg czworokata i czworo-
hoku zupelnego.

Czworokatem plaskim zupeinym nazywamy
tigure, utworzona z vzterech punktéw (wierzcholkéw) na
plaszezysnie, z ktérych Zadne trzy nie leza na jednej proste],
i z szedciu prostyeh (b ok 6 w), laczacych kazde dwa punkty.
Tray punkty spotkania bokéw przeciwleglych (t.j. bokéw, nie
przecinajacycl sig w jednym z danych wierzcholkéw) tworza
trojkat, ktdry nazywa sie tréjkatem przekgtnym.

Czworobokiem plaskim zupelnym nazywamy
figure, zlozong z czterech prostych (bokd w) na plaszczyznie,
z ktéryel zadne trzy nie przechodzg przez jeden punkt, t]
z szescin punktdw (wierzcholkéw), w ktérych te boki po dwa sie
spotykaja. Trzy proste, lgczgce wierzcholki przeciwlegle (t.].
nie lezace na jednym boku) tworza tak nazwany tréjbok
przekgtny.
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Geometrya form 7-go gatunku,

1. Szeregpunktéow (prosta punktowa). Pro-
sta przebiega¢ moze punkt jej w dwu kicrunkacl, z kidrych je-
den nazywamy dodatnim, drugi ujemn ym. Kazdy odei-
nek prostej ma znak - lub —, stosownie do tego, czy jest przc-
biegany w kierunku dodatnim ezy ujemuny.

Za pomocg symbolu A1} oznaczaé bedziemy liczbe, miorzyey
odeinek, idacy od 4 az do /3. Jest 4B = -- [}.1.

Pomigdzy odecinkami, okreslonemi preoz
trzy punkty na prostej, zachodzi zwiyzek:

AB4-BC4(C4=0.
Pomigdzy odcinkami, okreslonemi przoez

cztery punkty A4, B,C,D na prostoj, zachodzi
zwigzek:

AB.CDFAC. DB AD.BC- 0,

Jezeli przez 6,4, d;y,... oznaczymy odleglosei punktow [,2;
1,8;., to pomigdzy odlegltosciami trzoch punk-
townaprostej zachodzinastygpujacey zwigzoek
(w postaci wyznacznika):

O vl w1 &l :
I
1 0 o0t Ay®
; - 1),
1, gyt . 0 v Ouy® |
! |
| & 5 8y* « 8t o U !

Powiadamy, ze cztery punkiy .1, [, (', [) un prostej sa
harmonicznemi, jezeli pomiedzy odeinkami, okreslonomi
przez nie, zachodzl zwigzek:



Geometrya form I-go gatunku, 9

R N 1
Ad AB T AB T 4D
lub
2 1 ! 1
BT e T
lub wreszcie:

Ll 4D
('R DB

Jezeli przez J oznaczymy Srodek odeinka A B, bedzie:
MO MDD = DA .

Punkty .11i.} nazywaja sic harmonicznie sprzezo-
nemi; toz samo stosuje sie do punktéw ("1 7).

(Geometrycznic mozna to tak wyrazié: cztery punkty
A, B, ¢, D nazywajy sig harmonicznemi, jezeli mozna wykreslié
czworokat zupelny taki, ze dwa jego boki przeciwlegle spotkaja
sig w punkcie 4, dwa drgie przeciwlegle w punkeie B, piaty
bok przejdzie przez punkt (', w bok szdsty przeciwlegly przez
punkt /). Jozelt mozna zbudowaé jeden taki
czworokat, to mozna ich zbudowaé nieskon-
czenic wiele.

Jezelicztory punkty harmoniczne rzuei-
my ze Srodka na innyg prosts, otrzymamy zno-
wuceztory punkty havmoniczne.

Joezoeli mamy trzy punkty A, 5, (" oraz dang
kolej, w jakiej jo rozwaza¢ nalezy, to punkt czwar-
ty ) jest okreslony jednoznacznie przez to, ze
ma byédonich harmonicznym, t.j. ma byé hanr-
monicznie sprzgzony z punktem ¢ wzglgdem
pary punktow ., B

Jozell ABCD jost forms harmoniczng, to
bedg rdwniez harmonicznemi formy BACD, ABDC,
BADC.

W formie harmonicznej ABC'D punkty sprze-
zone A, It sa koniecznie rozdzielone przez punkty
O, D.
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Wezworobokuzupelnym kazda przokatna
jest podzielona harmonicznie przez dwie po-
zostale.

Jezeli mamy cztery punkty .1, 72, (7, ) na prostej, 1o sto-
sunek odleglosel

g0 n
et BD

nazywa sie stosunkiem anharmonicznym albo dwu-
stosunkiem (stosunkiem podwdjnego podzialn) cxterech punk-
téw 1 wyraza sie symbolem ({1 ("1)).

Dwustosunek nie zmienia sie¢ skutkiom
przemiany wzajemnej dwu punktow jednej
paryirdwnoczesnej przemiany dwun drugiclh,

Jezeli wykonamy wseystkio 24 przewmiany
pomigdzy czterema punktami, to dwustosunok
przyjmuje tylko szes¢ rdznych wartodcei, htdre
wyrazié mozna latwo za pomocyg jednej z nich.

Jezeli 1l jest wartoscig dwustosunkn (LIBC'D),
to wartosciami temi sa:

ABOD)y=1 , (IBD(' =
PICBE =12 (14D

; i—1 y
ADBoy==" ABD( .
( ) 3 . LIRDeY P

Jezelidwa z pomigdzy czterech punktow
zlewajgsie, todwustosunek ma jedneg z trroch
wartosci 0,1,c0. Jezeli cutery punkty s har-
monicznemi, to dwustosunek przyjmuje jodne

y o 1
z wartoscl—-l,—g—,.&.

Szesé¢ stosunkiw anharmonicznych cztorach

punktéw rzeczywistych sy w ogéle nierdwne, o ile


anliarmonicznye.il
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nie zachodzi jedenzdwuprzypadkdw poprze
dnich, w ktédrych sg tylko trzy pary rédznych
wartoscil

Jezeli jeden z punktow przechodzi do nie-
skonczonosci, todwustosunek ma wartosaé

S

(ABC o)=Y -

Jezelli dwustosunek (IB('D) réwna sie »
wtedy:

-1 7 I& -
ESTHC T ub (HoRLesy

Ustaliwszy na prostej punkt () (poczatek), ustalmy kieru-
nek dodatni i jednostke miary. Kazdy punkt prostej .4 mozina
wtedy wyznaczy¢ za pomocg miary odleglosei jego od poczatku.
biorac te liczbg ze znakiem - lub —, stosownie do tego, czy ().
jest dodatnie lub ujemne

liczba dodatnia lub ujemna, odpowiadajgca w ten sposéb
punktowi A, nazywa si¢ spélrzedng zwyczajng (od-
clets) tego punktu.

Niechaj teraz bedg dwa punkty stale .1, I3 dajmy, Ze mamy
punkt trzeci (f; stosunek

N -
o =

nazywa sig spéirzedna barycentryczng punktu ("

Spélrzedna barycentryczna punktu w nie-
skonczonoscina prostej jestréwna—1.

Jezeli ustalimy trzy punkty A, B, C na prostej, to za s pdt-
rzedne punktn jakiegokolwiek [) tej prostej mozna przyjaé
dwustosunek (.15C D). Te spdélrzedne mozna nazwaé Izu-
towag. Punkby.li D3, majace za spélrzedne co i 0, nazywajg
sig zasadniczemi; punkt C majacy za spélrzedne 1, na-
zywa sig punktem-jednoscig.

Przypadkiem szczegdlnym tych spdirze-
dnych sgspélrzedne zwyczajne; dosé przyjac, ze A
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znajduje sig¢ w nieskofhezonosei, I3 w poczatku spélrzednyel, (f
za$ w odleglosel + 1 od I

Tak wiec: odleglosé dwupunktéwrowna sieg
stosunkowianharmonicznemu czwodrki ntwo-
rzonejzdwupunktéw danycl, z punktu w nie-
skonczonosciizpunktu-jednosci.

Jezell (' jest punktem srodkowym pomiedzy .11 I}, wtedy
spélrzedne rzutowe staja sie spdlrzednemi
barycentrycznemi.

Powiemy teraz stéw kilka o spdlrzednych jedno-
rodnych punktéw na prostej.

Dajmy, ze ustalilismy na prostej pewien uklad spdlrze-
dnych; niechaj .« bedzie spdlrzedna punktu P; nadajmy jej pc-
staé z = Eil— Tlosei @y, oy, ktérych stosunek okresla spotrzedue

2
punktu 7, nazywamy spéirzednemi jednorodnemi.

Pomiedzy ukladami spélrzednych jednorodnych zasluguje
na uwage nastepujacy:

Niechaj .1, BB beda dwa punkty (podstawowe), p 1 ¢ odleglo-
§ci punktu P od tych dwu punktdw, tak ze p g = .11 wy-
brawszy dwie stale @ i b, polézmy:

7 by
roo

wtedy kazdemu punktowi P> odpowiadad¢ be-
dzie para wartoscia,x, ktéorych stosunek jext
staly, i kazdej parze takich wartoseci odpo-
wiadaé¢ bgdzie jedyny punkt /> Ilosel z,, ., mozna
uwaza¢ za spoirzgdne jednorodne punktu na prostej:
wartoscl #; =0 odpowiada punkt 4, wartosci #, =0 punkt I};
punkt w nieskonczonosci ma spdlrzedne oy = — b, .1y .- . 0. Punkt

U, dla ktérego —%?——:%’—, nazywa sie punkiem-jednoscig,.

Ten uklad spélrzednych jednoroduych za-
wiera w sobie jako przypadek szczegdlny u-
ktad spélrzednych zwyczajnych (odeigtych) nie-
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jednoxrodnycl; dos¢ w tym celn zalozyé. ze I oddala sig
do nieskonczonosci, Lecz wtedy nie ma potrzeby rozwazania
spolrzednej »,, gdyz g jest zawsze nieskofnczone, a polozenie
punktu wyznacza sig przez samo ay, t. j. przez odleglosé punktu
od punktu .1.

S e L @ ;
Latwo zreszty widzied, ze poniewas stosunek —" mozna na-
o

o . b _ .
pisa¢ w postacl -—: 7 (glzie - - jest  stosunkiem odleglosci
w op ° a“

punktu-jednosci {7 od punktéw I'i_[), wiec wyraza on dwusto-
sunek czterech punktow B.LI"P. Stad, w istocie rzeczy, rozwa-
zany uklad spdlrzednych nie rdzni sie od tego, ktéry otrzymu-
jemy, biorge w postaci jednorodnej sposobem zwyklym spé1-
rzedne rzutowa; uklad ten przeto jest ukladem spol-
rzegdnych jednorodnych rzutowych.

Jezeli spolrzednej punktu prostej nadamy wartosci urojone.
to mozemy wprowadzié tez utwory, ktére nazwiemy pun k-
tamiurojonemiprostej.

W spélrzednych zwyczajnych dwnstosunek
czterech punktow wyraza sie za pomocg wzoru
w—ua" ="

I * r k]
R L S CO L

gdzie a2 0 o™

sqg odeietemicztereceh punktiow
danych. Za pomocy tego wzorn mozna tez obliczyé dwusto-
sunek punktéw urojonyeh prostej.

Rozszerzywszy tym sposobem pojecie dwuastosunku. znaj-
dnjemy jeszeze jeden przypadek, procz wyzej podanych, w kto-
rym szes§é wartoscei dwustosunku nie sg wszy-
stkie rdzne. Ten praypadek zachodz wtedy, jezeli war-
tosé jednego z dwustosunkdw jest pierwiast-
kiem szedciennym zespolonym z jednosci ujem-
nej. Wtedy cztery punkty nazywajg sic ré6 wnoanharmo-
nicznemi, a szes¢ dwustosnnkdw redukuje sig
dodwurdznyeh.

Méwimy, ze réwnanie algebraivzne wzgledem x stopuia
n-tego przedstawia grupe n punktdw na prostej;
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rozumieé to nalezy w ten sposob, ze jezell pomyslimy réwnanie
jako rozwiazane, to pierwiastki jego nalezy wwazac jako spot-
rzedne n punktéw (rzeczywistych lub zespolonyeh) na prostej.

Dwa szeregi punktdow na prostej sy rzutowemi
(homograficznemi lub kolinearnemi, patrz § 1), jezeli
kazdemu punktowi jednego odpowiads juden 1 tyl-
ko jeden'punkt drugiego, a dwustosunek cztevoch
punktéw na jednym réwna sig dwustosunkowi od-
powiednich czterech punktéw na drugin.

Ta wlasnos¢ moze tez stuzy¢ za podstawe definicyi 1zn-
towych szeregéw punktow.

Inne okreslenie (v. Staundta) jest nastepujace:

Dwa szeregi punktow na prostej nazywamy
odniesionemi do siebie rzutowo lub wzajemnie, je-
zeli sa w takim zwigzku, ze grupom harmonicznym
jednego odpowiadajg grupy harmoniczne drugiego,

Punkt proste] punktowej, odpowiadajacy punktowi w nie-
skonczonosci na drugiej proste] punktowej, nazywa si¢ punk-
tem zbiegn lub punktem granicznym.

Jezeli oba punkty zbicgu sy w nieskonezonosel, proste
punktowe nazywajy sie podobnemi.

Mozna okreslié: rzutowosé jeszeze nastepujacym sposoheni:

Dwie proste pnnktowe nazywaja si¢ rzutowoe-
mi wzajemnie, jezeli odpowiadaja sobio w ton spo-
s6b, 1z od punktiw jednej przochodzi sie¢ do punk
téw drugiej za pomoea skonezonej liczhy rzutow
i przeciqé.

Odpowiednios¢ jest okreslona, jezeli su usia-
lone dowolnie trzy pary punktdw odpowiadnich,

Jezeli z 1 y sq spélrzedne zwyczajne punkidw
dwu prostych punktowych, to zwiazok dwuliniowy
typu

axy 4 ba - cy -| d =0

jest zwigzkiem, jaki powinien zachodzi¢ migday
spdlrzednemi, aby obie proste byly rzutowemi (ro-
wnanie rzutowosci).



Geometrya lorm 1-g0 gatunhu. 13

Jezelt I'1JJ >y punktami zbiegu dwu prostych
punktowych, wzajemnie rzutowyeh, 4, 4 zas dwoma
punktamiodpowiedniemi. wtedy iloczyn JdA.I.l'
jest stuly, niezaleznie od wyborn pary A,.4. Wdwn
prostych punktowych podobnych, stosunek dwu
odeinkow odpowiednich (stosunek podobienstwa)
jest staly.

Jezell 1en stosnnek .fe.st + 1, wtedy obie proste punk-
towe nazywajg slie przystajacemi (rownemi).

Jezeli dwie proste punktowe wzajemnie rzu-
towe o podkladach rédznych majgq jeden punkt zje
dnoczony (t. . punkt odpowiadajacy samemu sobie),
to sa perspektywicznomi.

Jezell dane sy trzy pary LA, BB, (' elementdw, od-
powiadajacych soble w dwdch prostveh punktowyel, to dla
wykreslenia innych par punktiw, t. j., jak sie méwi, dla wy-
kreslenia rzutowoscei, postepnjemy tak: Na prostej, 1a-
czgeej punkity odpowiednie, np. 4 1.1, bierzemy
dwa srodki S, 8} prowadzimy proste SBi S'B', kto-
re przocinaja sie w B" prowadzimy dale] proste
SO 1 S ktdre przecinajy sie w (' laczymny B
1O 7 punktun 1) plerwsze] proste] punktowe] przy
pomoey rzutu z punktu S otrzymujemy punkt /)
ua B rzneamy z punktu ST punkt D"iw punkeie
spotkania z druga prosta znajdujemy punkt 1),
odpowiadanjacy punktowi

Jezoli obie proste punktowe sg nalozone je-
dna na drugsg wtedy rzucamy jedne z nich ze
grodka, znajdujgcego sig na drugiej, 1 postepnje-
my. jak poprzednio.

Juzeli wyblerzemy punkty Si S° w punktach A" 1 A, wtedy
prosta B"('" nazywa si¢ osiy rzutowosci albo osig (ho-
mografii) jednokreslnosci. Przecina ona dwie proste
punktowe w punktach, odpowiadajacych ich punktowi wspol-
nemu.  Wiasnosi tej osi podajemy nizej.

Jezeli podkladem dwdch prostych homograficzuych jest je-
dna i ta sama prosta, wtedy te proste nazywamy natozonemi.
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Dwis proste punktowe homograficzne na-
lozone, jezeli nie zlewaja sie zupelnie (to jest
gdy ich elementy nie sa wszystkie zjednoczone)
moga miet conajwyzej dwa punkty rzeczywiste
zjednoczone. Spélrzedne tych punktéw sg pier-
wiastkamirdwnania:

e 4 (b4 e)r +d=0.

Punkty zjednoczone nazywajg sie inaczej punktami po-
dwoéjnemi lub ogniskami.

Jezell pierwiastki tego réwnania sg wrojone, to mdwimy,
ze istniejs dwa punkty zjednoczone urojone.

Srodek odcinka, ograniczonego dwoma punk-
tami zjednoczonemi, zlewa sig zo Srodkiem od-
cinka, ograniczonego dwoma punktami zbiegu.

W dwu prostych homograficznyeh nalozo-
nych dwustosunek jakichkolwiek dwu punktdw
wzgledem punktow zjedunoczonych jest staly.

Odpowiednios¢ takich dwdeh prostyeh punk-
towych jest inwolucyjna(t.j.punktowi odpowia-
da zawsze drugi ten sam), wtedy tylko, gdy ten
dwustosunek ma wartosdé -1 Inb — L.

W pierwszym przypadku obie proste punktowe sg iden-
tyczne, w drugim tworzg homografi¢g inwolueyjnag
lub wprost inwolucye (Desargues).

Analitycznie inwolueya okredla sie rdwna-
niem typu

ary +b(r+ y - d=0.

Punkty zjednoczone inwolueyi dane sy przoz
réwnanie:

ar? - 2h o - d =0,

Jezeli spélezynniki , b, d sg rzeczywiste, inwolueya bedzie
hyperbolicznag, gdypunkty zjednoczone sg rzeczywiste;
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eliptyczna, gdysa urojone; paraboliczna, gdy punk-
ty zjednoczone zlewaja sie.

W przypadku inwolucyi dwa punkty gra-
niczne zlewaja sie w jeden punkt, zwany $rod-
kiem inwolucyi, ktdry jest punktem svodkowym
odcinka, okreslonego przez dwa punkty zjedno-
czone.

Jezeli w dwéch prostych punktowych homo-
graficznych naiozonych istnieja dwa punkty
rézne, odpowiadajace sobie wsposéb podwdjny
(patrz § 1), to toz samo zachodzié¢ bedzie dla dwu
punktéw odpowiednich jakichkolwiek, i bedzie-
my mieli inwoluneye.

Jezell () jest srodkiem inwolucyl, zas A1 A’
sa dwoma punktami odpowiadajacemi sobie, be-
dzie zawsze:

().1 ., ().1' = const.

Inwoluncya jest okreslong przez dwie pary
punktdiw soblie odpowiadajacych 4, 4; B, B'.

Jezeli mamy dwie pary odpowiadajacych sobie punktéw,
to dla wykreslenia inwolueyl postepujemy tak: przyjmu-
jemy punkt dowolny (f zewnagtrz prostejiopi-
sujemy kola (LI, (BB ktére niechaj przecinaja
sie nadto w punkecie /. Punkt O, w ktédrym pro-
stadana spotyka prosta, G/l jest $Srodkiem in-
wolucyi, a kazde koto, opisane na (i}, spotyka
prosta danag w dwn odpowiadajgcych sobie
punktach inwolueyi.

Jeneli .14, BI, ('(" sg trzema parami punk-
téw winwolueyi, wtedy pomiedzy odecinkami,
jakie te punkty okreslajag na prostej, zacho-
dzizwigzek:

AB . B G 4-A4'B.B'C.CA=0.
Jezeli o, y;o, ys sg spoélrzednemi punktow

A, A5 B, B, wtedy: N
Pascal. Rep. IT. -
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‘ zy , z24+y , 1
L omy, , o+ 1 |=0
| oy o @t o,

jestréwnaniem inwolucyl
Jezeli fi(x)=0jestrownaniemstopnia 2-go,
ktdrego pierwiastkamisa #,y;/o(Z)=0 rdwna-
gop Ll Y [y
niem stopnia 2-go, ktédrego pierwiastkami s
@ .y tordwnanielinwoluneyl jest postact:

fi(@)+Afw)=0.

Jezeli kgt prosty obraca sie okolo swego wierz-
chotka na wlasnej plaszczyznie, wtody ramio-
na jegoopisujgna jednej prostej dwa szeregi
punktéw, bedgce winwolucyi.

Przecinajgc trzy pary bokow przoeciwle-
glych czworoksgta zupelnego dowolng po-
przeczng, otrzymujemy trzy pary punktow, be-
dageych winwoluceyi

Szesé punktdw, ktdve otrzymujomy, vzu-
cajgcz dowolnego srodkana prosta trzy pary
przeciwleglych wierzcholkdw czworoboku zu-
pelnego, tworzg paramiinwolucye.

Jezeli w dwoéch prostyeh homograficzuych
nafozonych 44, B sy pavami elemantdw od-
powiadajgcychsobie, zas Kil sy dwoma punk-
tami zjednoczonemi (rdznemilub nie), wtedy
EF;AB’;BA" bgeda trzema paramipunktow win-
wolucyl

Rzutowosé nalozonych szeregdw punktéw na prostej mozo
byé kolowg (cykliczng) rzedu n-tego, t.j. taka, zce gdy ma-
Jac punkt 4. szukamy odpowiadajgcego mu punktu A’, nastepnio
uwazajac ten punkt 4 za nalezacy do szeregn pierwszego, szu-
kamy odpowiadajgcego mu w szeregu drugim punktu A" i tak
dalej, to po m takich dzialaniach dochodzimy do punktu poczyt-
kowego A.
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Inwolucya jest rzutowosciy kolowa rze-
du 2-go.

Jezeli punkty zjednoczone przyjmiemy
za punkty podstawowe spdélrzednych rzuto-
wych (niejednorodnych), wtedy r6wnanie rzu-
towoscikolowejrzgdu n-tego mozna bedzie na-
pisa¢ w postaci y—er=0, gdzie & jest pier-
wiastkiem pierwotnym stopnia n-tego z jednoseci.

Rzutowosé kolows nazwal tak Clebseh (Crelle + XVTIIT -
zajmowali sie nig pierwsi Mo bius {Werkel) i Battaglini
(Acc. Napoli 1863), ktéry nazywal ja inwolucysg r 2 edn
wWyzZszego.

Do odpowiedniosci ogélnych pomiedzy dwiema natozoneni
prostemi punktowemi (1w ogdle pomiedzy nalozonemi dwiema for-
mami zasadniczemi gatunku 1-go, stosuje sig nastepujace wazne
twierdzenie, zwane zasadg odpowiedniosci Chas-
Jesa:

Jezeli pomiedzy dwoma natozonemi sze-
regami prostoliniowemi punktéw ustanowi-
my odpowiedniosé taka, ze kazdemu punktowi
jednego odpowiada w punktdow drugiego, a ka-
zdemu punktowidrngiego n punktéw pierwsze-
go,towtych szeregach begdzie m—4n punktow,
odpowiadajgcych samymsobie (Chasles, Compt.
Rend 1864, 1866).

2. Pek prostych. Wybierzmy w peku pewng prostg
za prosty poczatkowas; obracajac te prosta okolo srodka,
otrzymamy sam pek. Obrot ten dokonywaé sie¢ moze w dwoch
zwrotach; zgédzmy sig nazywac obrotem dodatnim ten, kto-
ry dokonywa sig w pewnym zwrocie ozhaczonym; ujemnyi
ten, ktéry dokonywa sie w zwrocie przeciwnym. Jezeliaib sg
dwie ,proste peku, to przez kgt («,0) rozumie¢ bedziemy kat
najmniejszy, jaki winien opisa¢ promien a w zwrocie do-
datnim, aby zlal sig z promieniem b. liczba mierzgca kat,
ktéry prosta poczgtkowa tworzy z kazda z prostych peku, moze
byé nazwang spélrzedng zwyczajng albo anomalig tej
drugiej prostej. Jest (ba) + (ab) = 7.
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Dwustosunkiem czterech promieni peku jest dwnsto-
sunek czterech punktéw, w ktérych pek ten przecina jakakol-
wiek poprzeczna. Dwustosunek ten przedstawiajg tez
wyrazenia:

sin (a¢)  sin (ad)
s the) ©osin(bd)

Lbedi =

b (A DA
(rebee ;_——~?',-§-""-.——J)B »

gdzie C4, ('B, DA, DB sy odleglosciamun dwu punktow (' /)
promieni ¢, d od promieni «, b.
Kladac (avce )= r, mamy:

?'v——l 7 It .
i WSS, VS - A .
tg (ab) tg (ae) te (ad) (Mobius)

Jezeli (abell) = — 1, to cztery proste nazywajg sie harm o-
nicznemi

Cztery promienie peku sg harmoniczuemi, je-
zeli mozna zbudowaé czworobok zupelny w ten
sposdéb, by dwa jego wierzcholki przeciwlegle zuaj-
dowaly sie na u, dwa przeciwlegle na b pinty na
¢, szosty na d.

Jezeli mozna wykresli¢ jeden taki ezworobok,
to mozna wykreslic ich nieskonczenie wiele,

Ustalmy w peku dwa promienie @ i b; za spolrzedne pro-

e 3 s sin (we) :
mienia ¢ mozna wzig( stosnnek Sl Otrzymujemy tym spo-
sobem uklad spélrzgdnych analogicznych do ukladn barycen-
trycznego dla szeregu punktow.

Jezeli za$ ustalimy trzy promienie a,0,¢, 10 wozna za
spéirzedne promienia d wziaé stosunek anharmoniczny (abed);
otrzymujemy tym sposobem uklad spdélrzednych rzu-
towych.

Jezell spélrzednym nadawaé bedziemy wartosci wrojone,
otrzymamy proste urojone pekn (przez definicye).



Geometrya form 1-zo gatunlo. 21

Dwa peki prostych sg homograficznemi,
kolinearnemialborzutowemi, jezeli odpowia-
daja sobie wzajemnie wten sposéb, iz stosu-
nek anharmoniczny czterech promieni jednego
znichréwnasigzawsze stosunkowianharmo-
nicznemu czterech odpowiednich (sprzezo-
nych) promienidrugiego.

Tu, podobnie jak dla prostych punktowych, mozna wlas-
nosé te przyjac za definicyg pekéw rzutowyeh.

Inna definicya (v. Staudta) jest nastepujaca: D wa
pekl sa rzutowemi, gdy odpowiadaja sobie
wten sposob, iz grupom harmonicznym jedne-
goodpowiadajg grupy harmoniczne drugiego.

Jezeli oba pekimajg tensam srodek (pod-
klad), wtedy beda zawsze dwa promienie (rze-
czywiste lub urojone) odpowiadajace samy
soble (promienie zjednoczone lub podwdjne).

Jezell ta odpowiedniosé jest inwolucyjna (nie bedac
taka, ze kazdy promien odpowiada samemu sobie), wtedy mi-
wimy, zZe pary promieni odpowiednich tworzg inwolucye.
Dwie prostesprzezone (odpowiadajace sobie)
sg wtedy harmonicznemi z dwiema prostemi
podwdjnemi

Podobnie, jak dla prostych punktowych, mozna tn okresli¢
rzutowosé kolowg rzedu n-tego

Ramiona kagta prostego, obracajgcecego sie
wswej plaszczysnie okolo wierzeholka, opi-
suja dwa pekipromieni winwolueyi. Promie-
nie podwdéjne sg urojonemi i idg kn dwdm
punktom kotowym (patrz § 3).

Rzucajagc z dowolnego srodka trzy pary
wierzcholkdw przeciwleglych czworoboku zu-
pelnego, otrzymujemy trzy pary promieni, be-
dgcych winwoluceyl

Jednokreslnos¢ (homografia) dwdeh pe-
kéw promieni jest okredlona przez trzy pary
odpowiadajacychsobieelementiw.
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Jezelidwa pekihomograficzneoréznych
$rodkach maja promien wspdlny, to sa per-
spektywicznemi.

Dla wykreslenia homografii dwu pekéw promieni. majgc
trzy pary aa', b, ¢’ odpowiadajacych sobie promieni, postgju-~
jemy w sposéb odpowiadajacy temu, jakiego uzylismy w przy-
padkn dwéch szeregéw punktéw. Przez punkt wspdlny
dwém odpowiadajacym sobie promieniom « &
prowadzimy dwie proste s,s'; niechaj ' bgdzie
prosta, Yaczaca punkty sb,s0;¢" prosta, Igczgca
punkty s s¢; punkt 0" jest srodkiem pekn,
ktéry bedzie perspektywicznym wzgledem
obu pekdéw danych. Jezeli wige damy sobie
promien ¢ pierwszego pegku, to znajdziemy
punkt jego spotkania z s ten punkt fgczymy
z punktem 0" znajdujemy punkt spotkania
tegoz promienia z s} prosta. fgczgca srodek
drugiegopekuztym drugim punktem, bedzie
promieniemd’  odpowiadajacym promieniowi d.

Jezell za s, 8" wezmiemy odpowiednio proste «/, @, to proste,
taczace punkty ad’. ba'; ad, cu'y be', cb's... spotkaja sig w jednymn
punkcie, ktory nazywa sie Srodkiem rzutowosci lub
homografiiobupekdw.

Srodek rzutowoseci ma te wlasnose, 1z kaz-
da prosta, przezen przechodzgca, przecina
peki wedling dwdéch prostyech punktowych
w inwolucyi; 1 odwrotnie, kazda taka prosta
przechodziprzez ten srodek

Os rzutowosci dwéch prostych punktowych wzajemnie
rzutowych ma wlasnos¢ odpowiednia, ktérej tu wyslawiaé nie
potrzebujemy.

Dwa peki promieni nazywajg sie¢ podobnemi (srodki ich
sg w nieskonczonosci), gdy przecigcie jednego jest podobne do
przecigcia drugiego.

Dwa peki promieni nazywaja sig réwnemi, gdy jeden
z nich rozni sig od drugiego tylko polozeniem.

Dwa peki rédwne sg rzutowemi.
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8. Pekiplaszczyzn Geometrya peku plaszezyzn
zasadniczo nie rézul sig niczem od geometryl prostej punktowej
i peku prostych. Mozna do niej wprowadzié wszystkie pojecia
wyzej podane, a mianowicie: spélrzedne, dwustosunek, harmonie,
homografig, inwolucye

o
o]

Gesometrya form gatunku 2-go. Plaszezyzna punktowa i linjowa.

Pomigdzy polami tréjkatéw, ktorych wierzcholki znajduja
sig w pieciu punktach danych A, B, C, 1), E, F plaszezyzny, za-
chodzi zwigzek:

ABE . CDE—+ BCE . ADE-++ (CAE . BDE=0,
a dla szedcin punktow plaszezyzny zwigzek:
ABC. DEF4 ACD . BEF 4 ADB . CEF=BCD . AEF
(Monge, Mo bius).

Jezeli d,,, 0,4, . . . oznaczaja odlegloscl kazdych dwoch z pomie-
dzy czterech punktow A, A,, A,, o1, plaszczyzny, to pomiedzy
temi wielkodciami zachodzi zwigzek:

Dajmy, Ze na plaszezyznie nakreslilismy dwie proste —osi
sp6lrzednych, spotykajace sie w punkeie 0 —poczgtku
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spélrzegdnych. Natych dwn prostych ustalmy w pewien
sposéb dwa uklady spélrzednych zwyczajnych, jak w § 2, biorae
w kazdym z nich punkt O za poczatek. Przez kazdy punkt
plaszezyzny przechodzi¢ bedzie prosta rownolegla do pierwszej
osiiprosta réwnolegla do drugie): kazdy punkt plaszezyzny
rzucony bedzie za pomocs rzutu réwnoleglego do drugiej na
jeden i tylko jeden punkt P’ pierwszej, a za pomocg rzutu rowno-
legtego do pierwszej na jeden i tylko jeden punkt " drugiej.
Spélrzedne punktéw I’ 1 " mozna przyjac za spohzedne
punktu P; nazywaja sig one spoirzegdnemi kartezyan-
skiemi (Descartesa) Przypadek najprostszy ofrzymu-
jemy, zakladajac, ze proste dane sy prostopadle i rdwnajac je-
dnostki miary, przy pomocy ktorych na tych dwdch prostych
mierzymy spéirzedne punktéw P’ 1 I". Oznaczamy przez .-,y
spolrzedne punktéw pierwszej 1 drngiej proste]; pierwsza z nich
nazywamy osig a-6w, druga 0sia y-ow.

Innym ukiadem spdéirzednych punktéw plaszezyzny jest
tak nazwany uklad spoélrzednych biegunowyeh.
Ustalmy na plaszezyznie punkt () — biecgun —i prosty — o 3§
biegunowg—stalego kierunkn przyjetego za dodatni, wyclio-
dzaca z tego punktu. Punkt P’ plaszczyzny Ledzie wyznaczony
przez jego odleglos¢ zawsze dodatnia) od punktu () i przez
rozwartosé kata (dodatniego lub njemnego!. ktéry opisuje prosta
kierunku dodatniego ()4, obracajaca sig w zwrocie dodatnim luh
ujemnym (patrz § 2) az do zejscia sie z prostg ()

Istnieje i inny uklad spélrzednych zwany d wubieg u-
nowym. Ustalamy na plaszczyznie dwa punkty 1 () jako
srodki dwu pekéw; przez kazdy punkt /” plaszezyzny przechodzi
promien pierwszego pekuj promien drugiego: spolrzedne tych
dwu promieul w kazdym z pekéw mozna pzyjaé za spdlrzedne

punktu 2.

Jezeli spolrzgidne o,y puuktu na plaszezyznie wezmiemy

. £ &y W~ 5 i
W postaclt & = —- y= wtedy ilosci .y, oy, @y nazywaja sie

Ty it
spolrzednemi jednorodnemi punktu plaszezyzny.
Pomigdzy ukladami spélezesnyeh jednorodnych na szezegdlng
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uwage zasluguje uklad, zwany trojliniow ym (tryne-
trycznym).

Niechaj bedy trzy proste na plaszezyznie, nie przechodzace
przez jeden punkt; oznaczmy przez p, g, r odleglosei pnnktu I
plaszezyzny od trzech prostych. przez o, b, ¢ trzy jakiekolwiek
stale, 1 wezmy trzy ilosci »y, o, 3 proporcyonalne do stosuukiw
—i—,—z—, :? . Mozna okazaé, ze wten sposob kazdej trdj-
cewartosci or, pry oy, gdziep jest czynnikiem
proporcyonalnesci, odpowiada jedvny punkt
plaszczyzny, todwrotnie, tak ze z,, vy, o, moga przed-
stawiaé uklad spdlrzednych jednorodnych. Wierzeholki trdjkata
ABC, utworzonego przez trzy proste, majy za spolrzedne odpo-
wiednio 0. 0,25 0,0, 050, 0, 0. Trdjkat IB (" nazywa sie tr6j-
katem podstawowymspolrzgdnych.

Istnieje na plaszezyznie pnnkt (7 taki, ze odleglosei jego od
trzech prostych sa proporeyonalue do w, b. ¢; jego spilrzednemi
jednorodnemi sa 1, 1, 1; 1 dla tego punkt ten nazywa sig pun k-
tem —jednodcia.

Stosunek dwn ze spibzednyeh punkte 72, np. stosunek
;’— lab ; mozna praedstawié jako dwustosunek peku promient,

2 il

. ; 5 .'1'2 H

gdyz ~:i A, g W :; , & strony drugie sy réwue dwn-
stosunkom eztevech promieni pekdw B O, 0 Py (B, (0, D).
Stgd uklad uwazanych spolrzeduyeh jost nkladem spdi-
rzednych jednorodnychrzutowyeh.

Jezoli 7 jest drodkiem kola wpisanego
w trdjkat podstawowy, to spolrzedne @y, uy, o,
punktun P sa proporeyounalne doodleglodci te-
gopunktu od trzech bokdw trdojkagta podsta-
WO wego.

Jezeli joden zbokdw trojhkata podstawo-
wego staje si¢g prosta w nieskonczonosdci na
ptaszeczyznie, to nklad spolrzednych trdjli-
niowych (jednorodnych) zamienia sig na nklad
spélrzednyech Descartes’a (niejednorodnych).
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Wzory ogdlnena przachsztalcenie Jednego
ukladuspéirzednych Descartesanainny taki
uktad sanastepujace: Jezeli 2,y sa spilrzedne punktu
w odniesieniu do dwu osi, przechodzacych przez punkt () i two-
rzacych ze soba kat w; X, ¥ —spdlrzedue tegoz punktn w odnie-
sieninu do innych osi, przechodzgeych przez punkt (', ktorego
spélrzednemi wzgledem ost dawnych sy @, 0, wtedy:

s .08 OB L

sin w SN @

p

b X sina |, .. sina
V=0T gine T sna!
gdzie a, § sa kgty, ktdrenowa os X tworzy z dawnemi, o, f'—katy,
ktore z dawnemi osiami tworzy nowa os Y. (Jest a- fi==a'-{ f'=0;
przez kat pomigdzy osiamirozumie si¢ kat pomiedzy kienunkami
dodatniemi osi).

Wyznacznik spélezynunikow przy X iV
anQ , gdzie £ jest
sin o
kat pomiedzy nowemi osiami.

Jezeliobauktadyspdtrzednyeh sg prosto-
kgtne i jezeli  jest katem, ktdry nowa os X tworzy z dawngy
osig o, wtedy wzory na przeksztatcenie praybie-
raja postac:

wtych wzorach rdwna sie

w=u-4 Xcosa-+ }Vsina,
y=0-+ Xsina  }Ycosa,

gdzie bierzemy znaki gdrne Jub dolne, stosownie do tego, cxy osi
Yiy tworza ze sobg kat « lub z — a.

Wzory na przeksztalcenie spélrzedunych
prostokatnych Descartesa na spdilrzednoe hie-
gunowe sa:

T—pcosqep , y=gsinr,u : 9:V§3»¥—_f/2_

1 x :
tgq;:-J—,cosqo: e, 8ID @ == y

x Vagp ' T Ve
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gdzie g,  sg spolrzgdne biegunowe punktu o spélrzednych kar-
tezyatniskich o, 7, 1 gdzie zaklada sie, iz biegun przypada w po-
czatku spélrzednych, a o$ biegunowa zlewa sig z osia, na ktd-
rej liczymy spdlrzedne .

Jezeli z, y; @', ¥' sg spoirzedne kartezyanskie dwu punktéw,
toodleglodé tych punktdw wyraza sieg wzorem:

=@ =P+ —y)P+20 —a)(y —y)cosw,
gdzie o jest kat pomiedzy osiami.
Jezeli a, B sa katy, ktore prosta na plaszezyznie tworzy

z osiami spélrzednych, to zachodzi nastepujacy
zwigzek zasadniczy:

cos*a—-cos? § —2cosacos fcosw=sin’w.

Jezeli a, B; a8 sa katy, ktére dwie proste r,#' tworza
z osiami spolrzednych, to kat pomiegdzy prostemi
wyrazajg wzory:

1 |, cosw , cosa
, 1
cos (1, 9') = — <000 cos @ 1, cosp |,
cosa’ , cosf , 1
1 cosa , cospf
sin (1, 9") = -— .
S® | cosa’ , cosp

Warunek, aby dwie proste byly wzajemnie
prostopadle, wyraza sig tak:

1 , Cosw , cosa
cosm 1 . cosp |=0,
I
cosa’ , cosp 0 |

a warunek, aby bylyrdownolegltemi, jest:

cosa , c¢osp

=0.

cosa’ , cosp
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Jezeliuklad jest prostokatny, to warunki
te przybierajg postad:

cos (r 1) == cos « cos a _}_ P ﬁ B [)’ ,
sin (7, 1) == 08 & c08 i’ — 08 a’ ¢os ff .

Jezeli w2’ y; 2" y" sa spiolrzednoe frzech
wierzcholkéw trdojkata,to pole jego w warto-
$cibezwzglednej wyraza wzonm

1 . { ,
5 Sin® i ' s ¥ 4 1
I A

Warnnek, aby trzy punkty ospdlrzednyel
z, 52"y 2"y znajdowaly sig ua jodnaoj prostaej,
wyraza wzou

Roéwnanie pomiedzy spolrzednemi punktn  plaszezyzny
przedstawia miejsco punktdw.

Pomigdzy spolrzednemi o,y punktu, nale-
zgcego do prostej zachodzi zwigzek stopuia
l-go (réwnanie prostoej) typu:

[ -fw i + e

gdziea, b ¢sgspélezynniki stale.

Réwnanie prostej, przechodzycoj przez
dwa punkty o spdélrzednych +4¢y52"y" mozna
napisaé w jednej z dwu nastepujacych po-
staci:
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f;.:;,y,l|

i

x—r  y—y |

it

b} ?J', H =0.

7 o ’ r
w:____u_r ffr'-"y’ E [

oy, 1
Spélrzedne punktu, znajdujacego sie na

prostej, okreslonej przez dwa punkty («,y';
(@",y"), mozna wyrazi¢ wtensposob:

(.r;r —+ Ay Ay
14+4 7 141 ) ’
Punkty:

(j;r ___[_ ;J:n y! _+_ 2.‘:']”\ (.'L'? . ;?,L:” yr _— j-:‘f”
LT 2 TET 1 \T=7 " 1= )

dzielg harmonicznie odcinek, okreslony przez
puunkty (& ¢, 2" y").

Jezell przyjmiemy, ze uklad osi jest prostokatny i napi-
szemy rownanie prostej w postaci y=Ax -4 B,
tospdlczynnik 4 nazywa sig spélczynnikiem
katowym prostej i przedstawia styczng try-
gonometryczna kata, ktéry prosta tworzy
Z 0sla 2.

Jezeli przez «, p ozvaczymy katy, ktdre prostopadla do
proste] tworzy z osiami spélrzednych, przez o odleglos¢ po-
czathku spolrzednych od prostej, to réwnanie jej mozna bedzie
napisa¢ w postaci, t.zw. réwnania normalnego

reosa—+yeosf—p=0.
Dla sprowadzenia réwnania «2 - by -+ ¢ = 0 do postacl normal-
nej dosé¢ spotezynnik jego pomnozyé przez

sin @

e e ey

gdzie pierwiastnik nalezy wzigé ze znakiem + lub —, stosownie
do tego, czy iloczyn ¢ sin @ jest ujemny lub dodatni.
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Jezell ax + by 4 ¢ =0 jest véwnaniem prostej, to kgty,
jakie prosta tworzy z osiami spéirzednych,
wyragzajag wzory:

@ si w bsin w

COsa@=— = e e ? Ccos ﬁ g o __- F]
V a2+02—2 uh cos w I w12 —2 ab cos o

o Jest kat pomiedzy osiami; odleglosé zas prostej od
poczatkuspdlrzednych daje wzdr:

¢ Slll w

R Ty @0 -2 aheosw |

gdzie co do znaku nalezy stosowac to samo prawidio, co wyzej.
Odleglosé punktu o spéirzednyeh X,V od
prostej ax+ly-+c¢=0 wyraza si¢ wzorem:

(eX -+ b) " ¢) sin @

V n*’+ D=2 b cos m

gdzie co do znaku stoswjemy uwage powyzszy: odleglodé¢ ta be-
dzie dodatnia Inb ujemna, stosownie do tego, czy punkt wzgle-
J L o e ..} l 13
dem prostej znajduje sig po tej samej stronie, co poczgtek spol-
rzednych, czy po stronie przeciwlegle].
Spéirzedne punktu przecigeia dwu pro-
stychar + by c=0,a'r+by+4 '=0wyznaczajg
sig z Wzorow:

b b =t

ab—a'b T 7T =
kat za$ pomigdzy dwiema prostemi z wzordw:

S e (ub w-abj sin @ P

Va + P -9 osw . V@402 @l cos

co adw o bl — (rtb’—}-m’b) Cos @
s w o e o e e
(R ) abcosw - V a0 —2 @b cos w
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Warunonkiem koniecznym i dostatecznym
réwnoleglosci dwu prostych jest al — a'b =0;
warunkiem koniecznym i dostatecznym pro-
stopadlosci dwu prostych jest aabb'—(ab’'--a'l) cos w==0.

Rownaniem prostej, przechodzgcej przez
punkt (2'y)iprostopadlej do prostej artby-4e=0,
jest:

S—z' y=y

n—0bcosew  b—mcos @

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
nato. abytrzy proste axtbytec=0, aatby+tc =0,
a"«+b"y+¢"=0 przechodzily przez jeden punkt,
jest:

[ w , b , ¢

|
FTUE [ AR | =0.
LA

Poletrdjkata, ograniczonego temitrzema
prostemi, jest:

a" I elf .
A W) (U — @y (@lo—aaly @

gy 5 0 _ b : . oy b
Jezell polozymy z Sl = to réwnanie prostej przejdzie
na nastepujace:

we +ry+1=0.

Jezell w réwnaniu tem bedziemy uwazali za stale w17, za
zmienne x iy, bedziemy mieli zwigzek pomiedzy spélrzednemi
kazdego punktu prostej; jezeli zas bedziemy nwazali za zmienne



o
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win, za stale iy, bedziemy mieli zwiazek, kto-
remuczynia zadosc ilosci o, v nalezgyce do ja-
kiejkolwiek prostej. przechodzace] przez punkt
o spofrzednych »yy Dajac u, r -- indywidnalizujemy
prosta, dlatego u, » nazywaja sie spodrzednemi prostaej.

Proste, ktéryech spéirzedne czynia zadosé
temn samemu rdwnaniu liniowemu, przechodzg
wszystkie przez jeden punkt.

Warnukiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby trzy proste o spolrzednych (w, ¢),
(w, ), ', 0"y przechodzily przez jeden punkt
jest:

L . |

pou o, v, L -=0.
!
|« , ” , 1 |

Spdélrzedne prnsfe]', przechodzgce] przesn
punkt przecigcia si¢g dwu prostyech o spolrzed-
nyech (w', ), (', "), 54 ty

w' -l A " + x.r‘”
L+4+4 7 —] ’

Proste o spdtrzednych:

w =R A" v A lf"’] " o— 2.-.'{’ P L
14-2 " 142 (l—l A

dziela harmonicznie kat pomigdzy prostemi
(', ), (", o).

Zwigzek pomigdzy spolrzegdnemi u, v pro-
ste] przedstawia w ogdle mnogosé¢ nieskon-
¢czenle wielu prostych si'y(-ynych do krzywej;
méwimy, ze przedstawia obhwiednisy.

’

Kat pomigdzy dwiema prostemi (u,v), (2, &') wy-

1aza wzdr (dla przypadkn w—':*; I
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’ r
U —I" vy
COs g ==

Vo o2 Va2

Godnemi uwagi sa dwa punkty urojone w nieskonczonosel na
plaszuyznie plzedatawione (w sp:illzqdnych prostej) przez
réwnanic n* - ¢* = 0. Nazywaja si¢ one punktami kolo-
wemi, *s.lb owlem przez nie przechodza wszy-
stkie kola plaszczyzny (patrz Rozdz. IV).

Zasluguje tez na uwage nastepujace okreslenie rzutowe
kata pomigdzy dwiema prostemi, oparte na wprowadzeniu punk-
tow kolowych plaszezyzny (a guerre, Nouv. Ann. XTI, +. 64,
patrz Rozdz. XXI, § 3).

Kat dwu prostych réwna sie iloczynowi
ilosci K;_lz—;—— przez logarytm stosunku an-
harmonicznego czwdérki, utworzonej przez
dwie proste danei dwieinne proste, idace do
dwupunktdéw kolewyceh (patrz np. Clebsch-Lin-
demann, Geometrie I).

Dwa uklady plaskie (plaszezyzny punktowe i liniowe) na-
zywaja sig jednokresinemi (homograficznemi). koli-
nearnemi lub rzuto wemi, jezeli pomigdzy ich punktami
iich prostemi (rzeczywistemi) istnieje odpowiedniosé taka, iz
kazdemu punktowi P odpowiada punkt I’ i kazdej prostejp
prosta p/, przy warunku, ze jezeli P nalezy do p, to1 P’ na-
lezy do p'.

W przypadku ogdlniejszym, w ktérym obejmujemy ele-
menty rzeczywiste i urojone, okreslenie analityczne jednokresl-
nosei (homografii) dwéch ukladéw plaskich jest nastepuj qce'
jezeli i, y sg spélrzedne kartezyanskie punktu plaszezyzny, 'y
spllrzedne punktu odpowiadajacego pierwszemu, dwa uklady sg
jednokreslnemi, gdy zachodzg zwigzki:

L, am+by4-c L, arf Uyt
R

dla ktérych wyznacznik (al'c") jest rézny od zera.
Pascal. Rep. IL 3
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Albo tez: jezeli w, v sa spélrzedne proste] jednego, w', v —
spolrzedne prostej drugiego ukladu, dwa uktady sa jednokres]-
nemi, jezell zachodza zwiazki typu:

; wie + b+ ¢ o @'w—40o-+-¢f
" = —

T a"wbudt a"u-H0"r+¢"

Dwie odpowiadajace sobie proste punk-
towelub dwa odpowiadajace sobie peki pro-
stych, zawarte w dwn ukladach pltaskich je-
dnokreslnych, sa zawsze rzutowemi.

Jednokreslnosé dwnukladdw plaskich jest
oznaczong, gdy ustanowimy, ze czterem wier z-
cholkom czworokata w jedne] plaszcezyznie
odpowiadaja cztery wierzcholkl czworokata
w drugiej, albo c¢zterem bokom czworobokn
w jednej plaszcezyzuie odpowiadaja cztery
bokiczworoboku w drugie].

Dwa nklady plaskiv jednokreslne nazywaja sic pokre-
wnemi, gdy prostej w nieskonczonosei jednego ukiadu od-
powiada prosta w nieskoncezonosel drngiego.

Réwnania pokrewionstwasg iypu

w=x-oy-l ¢ , Y=du-

Uy | e,

Pokrewicenstwo jest oznaczono, gdy usta-
nowimy odpowiednios¢ pomigdzy trzema punk-
tami (nie lezgcemi na jednej prostej) jednej
plaszczyzuny atrzema punktami (nie lezacemi
na jednej prostej) drugiej plaszezyzny; albo
pomigdzy trzema prostemi (nienalezgcemido
jednego peku) w jednej a trzema prostemi
w drugiej.

W pokrewienstwie dwie proste punktowe,
odpowiadajace sobie, s4 podobne, a stosunek
pdél odpowiadajgeych sobie trdjkatéw jest
staly.
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Przypadkiemszczegdlnym pokrewienstwa jest pod obi en-
stwo. Dwa uklady plaskie nazywaja si¢ podobnemi, gdy
ich katy odpowiednie sg réwne.

W dwu ukladach podobnych stosnnek po-
dobienstwa dwu odpowiadajgcych sobie sze-
regéw punktéw jest zawsze staly, a peki od-
powiadajgcychsoble promienisgréwne.

Jezeli dwa uklady plaskie jednokreslne sa nalozone, to
mozna szukaé punktéw (lub prostych), ktére odpowiadajs samym
sobie (punkty zjednoczone lub podwéjne, proste zjednoczone lub
podwdjne).

Istnieja wogéletrzy punkty zjednoczone
itrzy proste zjednoczone, ktdre sg odpowie-
dnio wierzchotkamii bokamitego samego tréj-
kata.

Trzy punkty zjednoczone otrzymujemy,
szukajae pierwiastkowf{rdwnania:

a—t , b , € i
a o, V=1, ‘ =0
a" " iy ‘

inastepnieszukajac jedynego punktu wspdl-
negotrzem prostym ordwnaniach:

wt by +e=tx ; ax+ly4o=ty ; az4b"y+c"=t.

Zamieniajac %,y na u, v, pozyskaliby$wy sposéb otrzymy-
wania prostych zjednoczonych, gdy jednokreslnosé jest wyra-
zona w sp6lrzednych linij prostych.

Dwa uklady plaskie jednokreslne nazywajs si¢ homolo-
gicznemi, jezell proste, Iaczace odpowiadajace sobie punkty,
spotykaja sie¢ w jeduym punkcie, zwanym §rodkiem homo-
logiilub perspektywy. Wtymprzypadku pro-
sta, odpowtadajace sobie, spotykaja sig w punk-
tach jednej prostej, zwanej osig homologilL
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Moznaby te druga wiasno§é przyja¢ za podstawe definicyi,
a wtedy pierwsza wyniklaby z definicyi jako wuniosek.

Homologia jest homografia, w ktorej
istnieje prosta punktéow zjednoczonych (o¢
homologii)i pek prostych zjednoczonych (kto-
regosérodek jest $rodkiem homologii).

Jezeli wdwéch nktadach jednokreslnyel
trzy punkty prostej odpowiadaja samym so-
bie, toteuklady sg homologicznemi.

Homologia zachodzi wtedy, gdy wyznacznik
n—t . b , €

D= R/ o

N

w0 , 't

ma dla pewnych wartosci £ wszystkie swoje
podwyznaczunikl rowne zoruw Ta wartode f
jest wtedy pierwiastkiem podwdojnym lub po-
tréojnymrowunania - O;witymostatnimpray-
padkusrodoek homologii znajdujo sie ua osi
homologii

Dwa uklady plaskie homograliczne (nicpokrewne) mozna
zawsze mmieseié w ten sposob, aby hyvly homologicznemi.

Dwa uklady plaskic homologiczne okrosla srodek, os ho-
mologil oraz jedna pura odpowtadajaeyeh sobie punktadw.

Dwa uklady plaskic joduokresline i nalo-
zone wyprowadzaja si¢ jodon z drugiogo za
pomocg skofnczonejliczby homologij, albotes
za pomocy skofezouejlivaby ruutdw i przecigé,

Proste graniczno (lub zhiogn) dwdeh ukluddw plaskich
homologicznych (b. j. proste jeduej plaszezyzny, odpowiadajyce
punktowi w nieskonczonosei drugiajl sy rdwnologle do osi ho-
mologii.

Homologia dwdch unlkluddw plaskich nalozonych nazywa
sig harmoniczng lub inwolueyjny, jezeli dwa punk-
ty (1 dwie proste) odpowiadajy sobio w sposéh podwdjuy, t. j.
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punktowi P odpowiada zawsze ten sam punkt P’ bez wzgledu
na to, czy uwazamy punkt P za nalezacy do jednej plaszezyzny,
czy tez do drugiej; toz samo dla dwdch prostych.

‘W homologii inwolucyjnej dwa odpowiadajqce sobie punkty
sg rozdzielone harmonicznie przez srodek i przez o$ homologil
(stad nazwa homologii harmonicznej); toz samo stosuje sig i do
dwdch odpowiadajgcych sobie prostych.

Wazng jest uwaga: homografia (plaska), ktdrej
odpowiednios$¢ jest inwolucyjnag (W znsczeniu
powyzej wskazanem), jest koniecznie homologia.

Jezell przyjmiemy, 7ze 0§ homologii znajduje sie w nieskon-
czonosal, to dwa uklady plaskie nazywaja sie homotetycz-
nemi; jezeli 1 srodek jest w nieskonczonosci, nazywaja sie
przystajacemi.

Wodpowiedniosci homotetycznej proste
graniczne zlewaja sie wnieskonczonoseci.

W homotetylstosunek dwunodpowiadajy-
cyech sobie odcinkéw prostoliniowych jest
staly (stosunek homotetyi).

Ukiady homotetyczne sa przypadkiem
szeczegdlnym nkladéw podobnych.

Przypadkiem ogdlniejszym homografii inwolucyjnej jest
homografia kolowa rzedu n dwich ukladéw plaskich
natozonych. Jest ona taks, zZe szukajac punktu 4" odpowiada-
jacego punktowi 4, potem punktu odpowiadajacego punktowi
A’, uwazanego za punkt pierwszego ukladu plaskiego, i tak dalej
postepujac, dochodzimy po n dzialaniach do punktu poczat-
kowego .

Jezeliobierzemy spélrzedne jednorodne
dla punktdw plaszezyzny, a za trédjkat pod-
stawowy wezmiemy taki, ktdrego trzy wierz-
cholkisazwiazane homografia kolowgrzegdu
n, to réwnania homografii dadzg sig zawsze
sprowadzié¢ do postact:

’ % W i ¥ e .
J:}::Fl_i‘l F J?"' F_,£2 3 3‘:5—83-33.
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gdzieilosciesa pierwiastkami plerwotnemi
stopnia n-tego z jednosci.

Jezell elerenty (1zeczywiste) dwdch ukladow plaskich, na-
lozonych lub nie, odpowiadaja sobie w teu sposob, ze punktom
jednego odpowiadajg proste drugiego, 1 odwrotnic, i jezeli prink-
tom na proste] p jedunej plaszezyzny odpowiadajy w drugim
ukladzie proste, przechodzace przez punkt /) odpowiadajacy
punktowi p, i odwrotnie, wtedy o dwu nkladach mdwimy, ze sy
wodpowiedniogci dwoistejlub wzajemnej,

W przypadkn ogdlniejszym, w ktdrym rozwazamy elementy
rzeczywiste i nrojone, d woistos¢ okresla sig analityeznio za
pomocs zZwiazikOw typi:

; =y - o a'w-| Uy

U == e ) & == = ’
a0y a'a | By "

gdzie z,y sy spéhrzedue punkiow, «, »* spolrzgdne prostyeh,
a wyznacznik (al'c") jest rézny od zera.

Dwoistosé jest oznaczona, jezeli do cute-
rech wierzcholkdw czazworokata dobiorzemy
odpowiadajace imcezterv boki czworobokn,

Dwa nktady plaskie dwoistoe wzgledom
trzeciego sa homograficznemi wzgledem siohio,

Wezajemnosé Inb dwoistosé dwadeh ukladow plaskich na-
tozonych moze by¢ inwoluceyjna, t.]. taka, 2o punkiowi
odpowlada zawsze ta sama prosta, bez wzgledu na fo, ezy punkt
uwazamy za nalezyey do pierwszego nkladu plaskicgo, czy do
drugiego; taka dwoistose inwolueyjna nazywa sie hiognno-
woscla Punkti prosta, odpowiadajuee sobic, nazywajy sig
biegunemi biegunowa.

Jozeli dwoistodé jest daka, iz istnieje
trojkat, ktdrego wicrzeholkonm,uwazauym za
punkty jednego z dwéeh ukladdw plaskich,
odpowiadajg w drugim nkladzie boki tym
wierzeholkom przeciwlegle (trdjkat biegnnowy, sa-
mowzajemuy, samosprzezony), wtedy dwoistosdé ta jost
biegunowosdciy


ogra.fi
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W biegunowos$ci istnieje nieskonczenie
wiele tréjkatow biegunowych.

Biegunowos¢ jest oznaczona, jezeli wybrany jest tréjkat
biegunowy (t. J. trojkat, majacy wlasnosé, wskazana w twierdze-
niu poprzedzajacem) oraz biegunowa jakiegokolwiek punktu, nie
lezacego na zadnym z bokéw tréjkata.

Dwa punkty w biegunowosel nazywajg sie wzajem-
nemi. jezeli jeden znajduje sig na biegunowej drugiego. W spo-
s6b analogiczny vkreslamy proste wzajemne.

Jezeli biegunowa punktu przechodzi przez ten punkt,
wtedy nazywasigon punktem zjednoczonym, ajego
biegunowa prosta zjednoczong biegunowosei.

Analitycznie, biegunowosé okresla sie za
pomocyg zwigzkdw, podobnych do zwiazkdw
dla dwoistoscl, wktorych «/' =0, a"=¢, ' =¢".

Réwnaniawi dwoistosci w spélrzednyeh
jednorodnyc¢h punktdw i prostych plaszeczy-
Zzny sa nastepujace:

U, =22 @, sr; (h=12 9
]

réwnania biegunowoscisa te same. przyczem
wnich a,=u,..
Punkty zjednoczone dane sa przez zwigzek

Xy, =0

(odpowiadajacy stozkowej).

Jezeli trojkat podstawowyspédirzednych
jesttrojkatem biegunowym, towyrazenieto
zamienia sienanastepujace:

Xugar=0

Nie bedziemy tu zajmowall sie szczegdlowo pozostalemi
dwiema formami zasadniczemi gatunku drugiego, t.j wiazka
prostych 1 wigzks plaszezyzn; zwracamy tylko uwage na to, zZe
wlasnoscl wigzki wyprowadzié mozna z wlasnosci ukladu pla-
skiego, jezeli wyobrazimy sobie, ze rzucamy go z punktu znajdu-
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jacego sie zewnatrz niego. Definicya wiazek homograficznych
lub rzutowych, wzajemnych i t. d. 1 wlasnosci zasadnicze tych
odpowiedniosel sg analogiczne do definicyj 1 wlasnosci ukladdw
plaskich.

§ 4

Geometrya form zasadniczych gatunku 3-go. Przestrzer punktowa

i ptaszezyznowa

Pomiedzy czworoscianami, majaceni za wierzeholki extor

» Majy 4
z szesciu punktéw danych A, B, (), 1), 19, I, praestrzeni zachodz
zwigzek:

ABEF . UDEFA-DBOEF . ADEF 4 CAEEF . BDEF ... 0.
Dla siedmin punktiw istnioje zwigzek:
ABCG . DEFG H-00ODG . BEFG -} ADDBG . CEFG
= DBODG . LEE .
Dla osmiu punktéw mamy:
BCDE.AFGUH-{- ACED . BIFGIH |- ADEL . ('1FGTH
+ ABEC . DFGH - ABCD . EFGH =0 (Mongae, Mihius).

Jezeli przes Oy, dyy,. .. oznuezymy odleglogel wzajemnoe
pomigdzy pigeioma punktami w przestrzeni, bedzie:

0, 1 L g o v 3 f
1, 0, 8.t , 8.0 . 8, 8.2 I‘

L, s, 0 R TR A T TR
IR TP W S | NP W RN " J i
L o 852 5 0 5 0 0 a4 |l
1, 8, 0y .t , 8%, 0
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Zwigzek ten podal Lagrange (Mén, de Berlin 1773) pod
inna postacig; pdéiniej zajmowali sie tym zwigzkiem Carnot
w pracy specyalnej (Paryz 1866) i Cayley, ktéry nadat mu po-
staé wyznacznikowa (Camb. mat, J, TI),

Powyiszemi zwigzkami oraz zwigzkami analogieznemi dla pro-
stej 1 plaszezyzny zajmowali sie takie Schering (Gotting. Nachr.
1870), D'Ovidio (Geom. di Batt, XI), a w najnowszyeh eczasach
De Tilly (Mém. de Belg. 1893) i Mansion (Société scient. de
Bruxelles 1895).

Uwazajmy w przestrzeni trzy proste — osi spolrze d-
ny ¢ h—wychodzace z jednego punktu O —poczatku spdl-
rzegdny ch. Proste te wyznaczajg trzy plaszezyzny — plas z-
czyzny spélrzednych —a przez kazdy punkt P prze-
strzeni wyobrazié sobie moZna trzy plaszezyzny, do plaszezyzn
spilrzednych odpowiednio rédwnolegle. Na przecieciach tych
plaszczyzn z osiami spélrzednych bedziemy mieli trzy punkty,
ktére mozna uwazaé za rzut puuktu danego w przestrzeni.
Kazdemn punktowi w przestrzeni odpowiadaja tedy jego rzuty,
kazdy ua jednej z osi; jezeli wiec na kazdej z osi ustanowimy
uklad spélrzednych dla jej wiasnych punktéw, to trzy spéi-
rzegdne trzech czutdw punktu Pbegdziemozna
przyjac¢ zaspolrzedne panunktu 2 Tym sposobemn
otrzymujemy uklad spohrzednych, ktory nazywa sie nkladem
Descartes’a. Najpospolitszym praypadkiem jest ten, w kto-
rym spolrzedne na trzech prostych punktowych sa spélrzednemi
kartezyanskiemi z poczatkiem wspdlnym 0 1 sy liczone w jednej
jednostce miary. — Jezeli kazde dwie z trzech osi sy do siebie
prostopadle, otrzymujemy uklad spélrzednych, ktéry nazywa sig
prostokatnym.

Niechaj bedzie punkt dany 0 — biegun, prosta przezen
przechodzgca—o s bie gunowa—i plaszezyzna przezen prze-
chodzgca — plaszczyzna biegunowa. Kazdy punkt
P przestrzeni bedzie wyznaczony, jezeli danemi sa: jego odle-
glosé o od punktu 0); kat 0, jaki prosta OP tworzy z osig biegu-
nowy; kat @, bedaey miarg kata dwusciennego pomigdzy plasz-
czyzng biegunows a plaszezyzng. przechodzivcy przez punkt 1
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i przez o biegunowa. Trzy liczby o, 6. ¢ mozna prayjué za
spblrzedne punktu P i tym sposobem otrzymujemy nkiad
spélrzednych biegunowych. Mozna pr'/jy.]e;é. Ze o
jest liczba zawsze dodatnia, 6 zawiera sig zawsze pomiedzy ()i,
¢ za$ pomiedzy ()1 2z

Jezeli trzy spohzedne punktu  przestrzenl napiszemy
w postaci:
s "

H i N I = ' o = %

o 1 Ty .L‘i

wtedy sy, @, iy, 0, beda spolrzednemi jednorodnewi,

Pomigdzy nkladami spihrzednych biegnnowyeh zasluguje

na uwage uklad czworoscienny Iub tetrametryczny.

Cztery plaszezyzny w przestrzeni tworzy czworoscian

podstawowy. Niechajp, g s bedy odleglosei punktu P

od tych czterech plaszezyzn; a, b e.d -— cztery stade; prayjmijiny,
poogr

Ze iy, Ty, ry, 0y S8 proporeyonalne do bt et (Cntory

o
wierzcholki czworodcianu nagywaju sic punktami podsta-
wowemi, a cztery Sciany - plaszezyznami podsta-
wowemi. Punkt I7 ktdérego spolrzegdne sy vdowne 1, . ktd-
rego  odlegloscl ol exterech scian sa proporveyonalue do a, b, e, d
nazywa sie punktem jednosein.

Podobuie jak w § 8 latwo widziet, ze st osunek dwdel
jakichkolwick ztych spolrzgduych rdwna sie
dwustosunkowi cztereeh plaszezyzn peku,
ktorego osig jest jedna z krawedzi czworo-
$cianu, a ktorego cztorema plaszezyznowmi sy
dwie sciany czworoscianu, przezte kraweds
przochodzgce, plaszezyzna, pracehodagen praoy
punkt 1 plaszesyszna, praccehodzyen praoy
punkt I

Tak okreslone spolrzgdne sy tedy spolrzgdnomi
rautowemi.

Jezeli jedna z plaszezyzn czworodeiann
znajdujesi¢ wnieskonczonodei, whedy uklad
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czworoscienny stajesie ukladem kartezyan-
skim.

Podobnie. jak dla plaszezyzny, pierwszem zagadnieniem
jest tu zagadunienie o przeksztalceniu spélrzed-
nych, t.j. znalezienie wzovéw, przy pomocy ktdrych spél-
rzedne w jednym ukladzie wyrazaja sie przez spélrzedne
w drugim.

Jezeliobydwa uklady sa kartezyanskiemi
mamyzwigzkinastepujace:

N cos (Xo') 4+ Yceos (Xa') F Zcos (Zah)

xr = -
cos (ra') mds
ol 1] LA ] L g L} i f
y:_.\b{h14\])’]"-1—}(,(‘1&3(;i'j1+.£r{.0‘.:([y] i,
cos (yy')
, - Neos (XN2') 4+ Yeos (Y2')++ Zeos (/2 .
i — =T ———r o e —— L

cos (227

gdzie uw,y.2; X. Y. Z sg spélrzednemi danego
punktu w ukladzie pierwszym i w ukladzie
drugim; a,b¢ sy spoélrzedunemi poczagtku dru-
giego nkladn wnkladzie pierwszym; 2,y,2 —
oznaczajy proste prostopadte do pltaszeczyzn
yz, 2y 2y cos (') ... cos (X1 ... sa dostawami katdw
pomiedzy prostemizis, ... X1a'...

Dla ukltaddw prostokatuych wzory te przy-
bieraja postaé prostsza:

r==a -}~ X cos (Xz) -+ Ycos (Yr)+ Zcos (Zz) ,
y=:h-}F Xcos(Xy)+ YVceos(Yy) 4 Zecos(2y) ,
z = ¢4 Xcos(Xz)- Yeos(1z)- Zcos(Zz) .

W tym przypadku pomigdzy dostawami
cos (Xx)... zachodzayrdzne zwigzki jako to

cos? (Xr) 4 cos? (Xy) 4 cos? (Xz) = 1.
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i pie¢ innych, ktére otrzymujemy z pierwszego, zamieniajac X
na Y lub Z, oraz zastepujac w trzech tak napisanych wzorach

?

2,9,z przez X, ¥, Z; dalej:
cos (Yx) cos (Zx) —+ cos (Yy) cos (Zy) - cos (XYz) cos (Zz) =0

1 dwa inne, ktére otrzymujemy, przemieniajac kolowo X, ¥, Z;
z tych zas trzy inne, zmieniajac z, 7, z na X, 1, Z. Ruzem bedzie
zwigzkéw trzynasceie, z ktérych tylko szedé niczalezuych.

Wzory na przeksztalcenie spdélrzednych biegnmowych na
prostokgatne beda nastepujace: Niechaj poczatek spdhrzednych
prostokatnych bedzie w biegunie ukladu biegunowego, o$ bie-
gunowa zas niechaj zlewa sie z osia 2, a plaszezyzna biegunowa
z plaszczyzng oz.  Wtedy:

z=psinticosp , y=psinbsing , z==pcosb;

T R TS ] f
9 = VH-J + y- + - 3 cos 0 e '"é : “‘“ 5 i{__': t‘]l=—-'{
byt e 2 a
Jezelir,y, 2y;d, e 2o gy i 238 spolrzgdnemi
trzech punktdw w nkltadzie Doscartesa, wto-
dy warunki nato, aby te trzy punkiy lezaty
na jednej prostej, wyrazajn sie tak:
I=Ty Yy Y 5 2
Ly Y1 S Ty
Warunkite mozna tez wyrazié¢ w ton spo-
séb,zemaja znikaé¢ wyznacezniki macio vz y:

o, o, o .| i[
N ‘ ;
|
I

Ly oy Moy Sy

wystarcza, aby znikaly dwa wyznucezuiki.
Odlegtosé punktu o spdtrzgdnych w, y, 2
odpoczagtkuspdlrzednyeh wyvraza si¢ wzorem:

fe=mat eyt o2t | 2y cos (vy) |- 2 e cos () | 2 cos (2r) |

e



@
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Pomigdzy dostawami katéw, ktére pro-
sta rtworzy z trzema osiami, zachodzi zwia-
zek:

1 , cos(rx) , cos(ry) , vos(rz)

cos (4r) 1 , cos(xzy) , cos(zz) I

cos (yr) , cos(yr) | 1 , ©os (y2)

cos(zr) , cos(:z) , cos(zy) |, 1
Dla osiprostokgtnych mamy wprost:
cos? (1.r) - cos® (ry) - cos* (rz) =1.

Kat pomiedzy dwiema prostemi w ukia-
dzie prostokgtnym wyrazajg wzory:

cos (7)== cos (u7) cos (zr') - cos (yr) cos (y7') + cos (2r)cos (z17),

r
Pole A tréjkgta o trzech wierzcholkach,

Etérych spélrzednemi wukladzie prostokat-
DY DL S G Ly, Yy 245 By, oy 2oy Tay Yy 23y WYTAZB WZOT:

cos (ar) , cos(yr) , cos(ar)
sin? (') =

cos (a1') , cos(yr') , cos(zr')

h,2,1) 2,4 ,1 e TR

dA= |y, 20,1 |+ 2,29, |+|x3,,1

.‘Ji'r:i:zs:]- g.iva.SEl \3.3!‘%11
Objetosé Vezworoscianu o wierzcholkach,
ktérych spélrzednemi (wjakimkolwiek nkla-

dzie kartezyanskim) sa: oy Uy, 25 Zo Yoo Zg5 Ty Uys 233
Xy Y2y WYTAZA WZOT:
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! 215, %, 1
1 , cos (y) o, cos(xz) |
1 Ly g My 2y, 1
V= —=| cos(yr) , 1 , cos{ye) '. .
& | Ayl 2y, 1
cos (z) ., ©os(zy) 1 |
I "I‘.U-ta:alul

Dla ukladu prostokatnego pierwszy z wy-
znacznikow stajesierownym jednoscui.

Spélrzedne kartezyanskie ., y,2 punktow
ptaszeczyzny czynia zadosé rownaniu sto-
pnia l-go, typu

w4 by + ¢z 4+ d =0 (réwnanie plaszezyzny);

kazde takie rownanie przedstawia plasz-
czyzne.

Warunkiem koniscznym i dostatecznym
nato, aby catery punkty (x .y, 2), (£, 4, 2)), (4, vy, £,),
(44 U3, 23) znajdowaly si¢ na jednej plaszcezy-
Znie, Jest:

| & 3 3 5 & 5 1

I's

Réwnanie poprzedzajace okvesla plaszezyzne przez trzy
punkty o spolrzednych .y y, 232y, sy, 247 2y, #ay 247 W rdwnanin
tem .z, i, 2 sg spolrzednemi punktu biczgcego plaszezyzny.

, o W Iy z y " <
Réwnanie » - ;‘) 4 -‘}_-_.I jest rdwnaniem
plaszczyzny, ktdra na osiach wyznacza od-
cinkidlngoscip.g,r (liczge od poczgtku spdl-

rzednych).
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Dwie ptaszczyzny
art+by+ez+d=0 , Wetly+ez4d =0
sarownoleglemi wtedyitylko wtedy, gdy

7 I ¢

a Tl ¢

Prosta w przestrzeni jest okreslona przez
dwardwnania, ktédresardwnaniami dwn plasz-
czyzn, przez hig przechodzacych

Trzy plaszczyzny naleza do peku, t.j. ma-
Jajedneg prosty wspélnag, gdy znikaja wyznace-
nikirzedu3-go macierzy:

| e b, ¢, d [!
; {
a W, ¢, d [ :
f
Il at ¢ By &y W |'

wystarcza, aby znikaly dwa wyznaczniki.

Cztery plaszczyzny przechodza przez je-
den punkt wtedy, gdy znika wyznacznik rze-
du 4-go szesnastuspdélezynnikdw rdéwnan tych
plaszczyvzn.

Jezeli a, 8, y sa katami, ktore prosta prostopadia do plasz-
czyzny tworzy z osiami, p—odleglosciy plaszezyzny od poczatku
spolrzednych, to réwnanie plaszczyzny mozemy
napisaé¢ w postaci, zwanejnormalng:

recosa—+ yeos 4 zcosy—p=0.

W ukladzieprostokatnym ré wnanie ogolne plaszczyzny spro-
1

wadzamy do postaci normalnej, mnozac je przez —

Y5 +V a?+ 02+ ¢?
gdzie pierwiastnik nalezy wzigé ze znakiem, przeciwnym znakowl
wyrazu wiadomego w réwnaniu.
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Odlegtosé punktu X, ¥, Z od plaszezyzuny
obliczamy, ktadac po stronie plerwsze] (ze
zmienionym znakiem) réwnania normalnego plasz-
czyzny zamiast spdlrzgdnych, biezagce spél-
rzgdne punktu

Kat a pomigdzy dwiema plaszeczyznami
wukladzie prostokatnym wyrazasig wzorenn:

aa’ — b/ —r- !

C0S0 = = e

Va4 0% =4 ¢* e —]1 {; g

“ I ¢

smta = (a? 4 0 4 ¢*) (a -~—}-b” -{ )

Warunkiem prostopadlosci dwu plasz-
czyzn w ukladzie prostokainym jest:

act! - b - ¢ =0 .

Jezeli réwnanie plaszezyzny napiszemy w postaci.
by fewzp 1=0,

to spélezynniki 2, », r mozna uwazal za spélrzgdne plasy-
czyzny. Rozwazania nad temi spéhzednemi, analogiczne do
rozwazal nad spilrzednemi prostej pomijamy.

Dwie przestrzenie (trdjwymiarowe) sy homogvalicz
nemi (jednokreslnemi), kolinearnomi lub rzu-
towemi, gdy odpowiadajy sobie w ten sposiob, iz kazdemu
punktowi i plaszezyinio (vzeczywistym) wojednej odpowinda
punkt 1 plaszezyzna w drugicej, przy warnnku, ze gdy punkt
w przestrzeni pierwszej nalezy do plaszezyzny, to punkt w prze-
strzeni drugiej nalezy do plaszezyzny, odpowiadajacej tanitej.
Innemi slowy, juzell w przestrzeni pierwszaj punkt porusza sig
po plaszezyznie, to punkt, adpowiadajgey wn, porusza sie po
plaszezyinie, odpowiadajace] plerwszo].
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Definicye analityczne dla przestrzeni lomograficznych,
(obujmujace poprzednle 1 rozciagajace sie na przypadek elemen-
téw urojonych) sa nastepujace: jezeli x,y,ziz’,y, 2" s spél-
rzedne odpowiadajacych sobie punktéw w dwu przestrzeniach,
przestrzenie te nazywaja sig homograficznemi, gdy
zachodzg zwiazki:

o e+ bytoez4-d i au —Vy—-c'z -d'
(E-,H:J"'!—bm;’}'—i“f"m:‘J[_{‘m H . a”’&:‘—]—b"’y-ﬁ—f:’"z-—}-*(é”"
Y A LR PR

= Ve
gdzie wyznacznik (ab'c"d") jest rézny od zera. Albo: jezeli
1, vy 05 ', U, " sa spélrzednemi dwich plaszezyzn odpowiada-
jacych sobie w dwu przestrzeniach, to pomiedzy temi spilrzed-
nemi zachodza zwiazki liniowe analogiczne do powyzszych

S

W wyrazonej tu homografii istnieja wogdle
cztery plaszczyzny zjednoczone (t.j. punkty
ilplaszczyzny, odpowiadajgce samym sobie).

Jednokreslnosé¢ pomiedzy dwiema prze-
strzeniami jest oznaczona, jezeli ustalimy
vdpowiednios¢é pomiedzy czterema wierzchol-
kami (lub czterema scianami) czworoscianu
wjednej przestrzeni a wierzcholkami (lub scia-
nami) czworoscianu wdrugiej, ovaz pomiegdzy
plaszczyzna w jednej przestrzeni, nie prze-
chodzaca przez zaden z czterech punktdéw
{albo punktem, nie lezacym na zadnej zczte-
rech scian), a ptaszczyznag w drugiej, nie prze-
chodzgca przez zaden z cznterech punktéw, od-
powiadajagcych tamtym (albo punktem, nie po-
tozonymna zadnej z czterech scian, odpowia-
dajagcychsobie)

Jezeli w obu przestrzeniach odpowiadajs sobie plaszczyzny
polozone w nieskonczonosei, wtedy jednokreslnosé staje sig p o
krewienstwem.

Pascal. Rep. 1L 4
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Pokrewienstwo dwun przestrzenl jest ozna-
czone, gdy damy odpowiedniosd pomigdzy
czterema scianami (lub wierzecholkami) czwo-
rosciann w jednej a czterema scianami (luh
wierzecholkami) w drugie].

W dwu przestrzeniach pokrewnycl dwie odpowiadajace
sobie proste pnnktowe sa pokrew nemt,

W dwa przestrzeniach pokrewnyeh odleglosen dw deh odpo-
wiadajucych sobie punktow od dwdeh plaszezyzn stalyel sy
w stosunku stalyn.

W dwa przestrzeniach  pokrewnych objetoset dwach odpo.
wiadajycych sobie cial sa w stosunkn stalym.

Przypadkiem szezegdlnym  pokreswienstwa jost podo-
bienstwo. Dwie praestrzettio nazywaju si¢ podobuemi, gy
ich katy, odpowiadujace sobiey sy rdwnemi., Wodwu przoe-
strzeniach podobunych odpowiadajuee sobie
nkltady plaskiesgtez podobnemi.

Dwie prazestrzenie jednokreshie, zawierajace winzke clo-
mentow zjednoczonych, albo tez nklad plashi elementow zjedno-
czonych (jedno jest wynikiom dingiego), nazywaja sie hon o=
logicznemiy srodeh winzki nazywa sie srodhiem homaologii,
a plaszeayznn — plaszezyzug  homologii,  Jezeli odpowiednione
pomigdzy dwicma przestrzeniami jost inwolueyjna, witedy homo-
logia nazywa sig zwykle inwoluneyjna Tub harmo-
niczia.

Dwie przestrzenio homologiczue ohroesla
§rodak, plaszezyzna homologii i odpowied-
niosé pomie¢dzy dwoma punktami (ktdre konioez-
nie znajdowaé si¢ musza na jednej prostej ze srodkiem homo-
logii, nio schodzae si¢ atoli z tym punkiem),

Jezeli srodek znajduje sie w nieskonezonoged, mamy h o=
mologig pokrewng joicli zad plaszezyznn homologii
znajduje sig w nieskofnezonosei, mamy howm ot ot yeo Ho-
motetya jost praypadkiom szezegdluym po-
dobienstwa, Dwioprzestrzonio podobnewmo-
ga by¢ pruenicesione w polozenie homote-
tyczne
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Nalezy wspomnie¢ tez o jednokreslnosci osin-
w e j, ktorej punktami zjednoczonemi sy wizysthie punkty dwn
prostych skosnych (hedacych zarazem oliwiednierai dwn hpla&z-
rAY ALl zjufli]L‘H_'Z(_lil‘\_'L:]l]‘ W j ednokreslno Scl oslowe ]
dwa odpowiadajace sobie punkty znaj duja
sie zawsze na jednej prostej, spotykajace]
obiedwie proste punktow zjednoczonych
wdwu punktach pozostajacyehzdwoma prer-
wszemiwstalymstosunku anh armoniczuy u.

Taka jednonkresluosé jest inwolueyjna,
jezell czwirka tych punktdow jest harmo-
niczna.

Jeduokreslnoié przestrzenna inwolueyjna moze byé sllio
homologia inwolueyjuu, albo jednokresluoscia osiowa inwolu-
cyjud.

Przypadkiem ogolniejszym jednokreslnosci inwolucyjnej
jest judnokresinodé: kolowa rzedu n, ktérej definicya jest analo-
giczng do definieyiy podanej w § poprzedzajacym.

Powiedzy  panktami 1 plaszezvzuami Jedue]  przestrzeni
a punktami i plaszezyznami drngie] mozna pomysle¢ odpowie-
duiose dwnjeanoznaczun. podobua do tef. o jukie] bhyla mowa
w§ 8, a ktora nazywa sie dwoistosciyg albo wzajem-
noscia.

Réwnaniami dwoistosci przestrzenne]
waspolvzeduyveh jednoroduyceh sg:

r al
We== X tty g . (G =1,2,% 4
j'.

Dwoistosé¢ jest inwolueyjna wdwu przy-
padkach, t.j. gy w;, =a;, lub gdy ap=—a; (wtedy
a,=0); w plerwszymrazie mamy biegunowos¢
zwykly, w drugim biegunowosé zerowsg lub
ukladzerowy.

W biegunowoscizwyklejmiejscem punk-
téw zjednoczonyceh jest powierzehnia stojp-
nia drugiego (patrz Rozdz. V).
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W hiecgunowoscizerowej kazdy punkt le-
zyna odpowiadajacejmuplaszezyznie kazda
plaszezyzna przechodzl przez swioj wlasny
biegun; ogdél prostych zjednoczouyveh jest
kompleksem liniowym (patrz Rozdz XIV, § 3).

Biegunowoedeiami zerowemi lub ukladami zerowemi zajmowali
sic: Giorini (Mem. della Soe. Ttal delle seienze, XX, 1827), M o-
Dins, Chasles, v. Staudt i innipatrz Rozdz, X § 2.

Powiemy jeszeze slow kilka o tak nazwanyeh przoeciw-
rzutowaosciach Segrego.

Niechaj r, beda spéhzedne jednorodne punktiw (rzeczywi-
styeh lub zespolonych) przestrzeni (dwn Iub trdjwymiavowej),
1, — spOlrzgdne jednorodne elementn, zwinzanego dwoistoscia
z punktem w tej przestrzeni (t. ] prostej lub plaszezyzny, sto-
sownie do tego, czy przestrzen jest dwu czy trdjwymiarowa);
niechaj 7., beda 1iloscl zespolone sprzezons wzgledem o, .
Zamiast zwyklych réwnan jednokreglnosei i dwoistosei. poldzmy
nastepujace:

T AT o A ERRN
I

Wzory teustanawiajag dwiv odpowieduio-
scl dwujednoznaczne pomigdzy elementami
st lub ecw dwdeh proaestraeni W pierwsze]
odpowiedniovscel punktom prostejlub plasz-
czyzny odpowiadaja (jak w jednokreslnosei)
punkty prostej lub plaszeryzny; w drugio]
punktom prostej lub plaszezyzny odpowia-
dajg proste Inb plaszezyzny peku albo toz
plaszczyzny winzki (jak w dwoistosei,

Odpowiedniosel te nazywajy sie odpowiednio przeceiw-
kolineacys (antikolineacya) lnb przeciwrzntowoseig
1przeciwdwolstoseia, Zachowuja one te wlisnose, zo
elementom hameonicznym odpowiadajy elementy harmoniczne,

Jezeli te odpowiedniosel sy inwolueyjnemi, to nazy waja sie
przeciwinwolueyami (antiinwolueya) i przoeciw-
biegunowosciami (antipolarnosé),
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Rozwazaule elementow zjednoczonych przeciwbieguno-
wosci prowadzi do tak nazwanych  nadstozkowyech®
(iperconiche) 1 do ,nadpowierzchni®rzedu 2-go (iperqua-
driche) przedstawionych przez réwnanie typu

Xk, =0
gdzie a; = «j..

O tyeh odpowiedniodeiach patrz cxtery noty Segrego (Un
nuovo eampo di recerche geometriche, Atti di Torino 1890, Math.
Ann. XL,

Za pierwsza  geometryve analitvezna uwazaé moZna .Ge om e-
trve* Descartesa wydang poraz pierwszy w 1. 1637; inne
wydania  fejze z notami oglosili Debeaune i Sehooten
W dziele tem poraz pierwszy wprowadzonem jest systematycznie po-
jeeie spobrzednyel na plaszezyznie: pojecie zad spolrzednych na pro-
stej wprowadzil byl juz wezedniej Viéete (1540—1603). Spol-
rzedne baryeentryezne zawdzigezamy Mobinsowi (Der baryeen-
trische Calenl 1827), rzutowe v. Staudowi (,DBeitrige ete.*
1858) i Fiedlerowi (.Darstellende Geometrie); spolrzedue
jednorodne hadali Mobing, Plicker i Hesse.

Pojecie dwustosunku  (stosunkun podwdjnego albo inaezej sto-
sunku  podwojnego podzialu) znajdujemy w Mobiusa i n Chas-
les's: ten ostatni nazywa ten stoswek anharmonieznym.
Badania nad tym stosunkiem przeprowadzili Steiner i v. Staudft,
ktory okreslit go niezaleznie od pojeé wielkoseiowyel.

Zasade homologii stosowal Poneelet, jednokresinodei (homo-
grafiiy Mobhins. Steiner i Chasles dwoistosel Gergonne
(Ann. de math. 1827), Chasles i Pliieker,

Inwolueye badat poraz pierwszy — jezeli pominiemy geometrow
grockich — Desargues (1593 — 1632), ktoremn zawdzigezamy
i sama naxwe.

Geometrya rzutowa. balajaca wlasnofel rzutowe figur,
powstala jauko nauka w pierwszej polowie wieku XIN-go. Najwa-
inicjszemi fraktatami tej geometryisa: Ponecelet [Traité des pro-
priétés projectives des figures® (Paryz 1822), Steiner ,Systema-
tische Entwickelung der Abhiingigkeit geometrischer Gestalten von
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pinander®  (Berlin 1832), vo Staudt Geometrie der Lage* (No-
rvinberga 1847, Choasles Glométrie suptricure (Paris lh‘.’r:!),
WSections coniques® (Paryz 1865).  Pomiedzy nowszewi traktatami
wymienizimy: Cremona  Blementi di Geometria proietiiva® (1873,
i-tnicje w przekladzie na rozne jezy ki), ey ¢ [ Die Geometrie der
Lage* 1877—1880, obecnic wydanie drugic), PPaseh ,Neuere Geome-
wie® (Lipak 1882), Weyer  Projective Geometrie® (Wiedeft 1583 -~
1487), oraz majnowsze dzicta: Sannia’y (Neapol 1891, 1804}
i BEnrigues’a (Bolonia 1598),

Do dziel tyeh nalezy dolgezy¢ hsiaZhi, poswiceone ge o me-
teyl wykresluej, w ktoryeh traktowana jost takZe geometrya
rontowa, jak np. znane trakdaty Fiedlera (,Darstellende Geomet-
vie“, Lipsk 1833 —1083) 1 Wicnera (,Lehebueh der davstellen-
den Geometrie®, Lipsh Taad).

Dodajemy, Ze geometrya rzutowa ma rozue nazwy n roznyeh
antorow i tak: Chasles nazywa ju geomefrya nowa lub

wyZsza Carnole Cayley, v Stauwdt, Gergonne -~
ceometryy polozeniar Cremona, Klein i inni rzu-
Lo Wil

Pokrewnt z geometrya

rzntowy jest geometrya wy-
kredlna (opisujaea), ktore] zadanicm jest praedstawicenie
bryl na plasgezyznie przy  pomoey rzntow centralny el lub rownole-
glyeh ortogonalnyel, oraz hadanie wlasnosei takicgo pracdstawicnia,

Pierwszy traktat geomeiryi wykreslnej zawdzicezamy M oo -
gelowis nanka ta rozwinely ~sie w o poezathacl XIN stulecin, dzigki
pracom Mongea, Laeroiva, Oliviera, Haechetica
i Dupina IHistorye szezegdlowa jej rozwoju ezy tadé mozna w picer=
weszym rozdziale  extowanej hainzhi Wienoerao oraz w o dzicle
Obenraneha Gesehichte der darstellenden und projeetiven Geo-
metrie® (Berno [897). Pierwszy traktal w jezy hu polshim, poswie-
cony geometryl wykredlnej, oglosil Fo S apalshi Warszawa 1822,
Zitejie epoki s rozprawy z geowetryi wy kredluej Ko Gavhiif-
skiego (patrz ,Geometrya analityezma * W, Zajaezhow-
skiogo. Warszawa 1884 Watep historyezny ).

Do pojeé, ktore nadaly wicksza jednodé, prostote i ogolnosé
twierdzeniom  geometryeznym i pozwalajy unikaé przy padhow wyjat-
kowyeh, nalezy pojecic clementow w niexhoficzonosceli
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oraz pojecic elementow urojonyeh  Pierwsze z nich po-
chodzi jeszeze od Desarguesa: drugie wprowadzone zostalo,
dzicki zastosowaniom analizy do geometryi.

Niektorzy antorowie starali sie to ostatnie pojecie wprowadzié
przy pomoey geometryi ezystel, niezaleznie od pojeé analityezuyeh.
Wty eelu poslugivaé sie mozna inwoluevami eliptyez
nem i, ktoryeh punkty zjeduoezone sa, jak wiemy, nrojonemi, a kto-
ryel pary punktow rzeezywistyeh moga slnzyé do definieyi pary
punktow urojonyeh.  RozwaZania tego rodzaju przeprowadzil gléwnie
vo Staundt, a fraktaty nowoezesne geomgtryi rzutowej (jak np.
evtowany wyzej traktat Sannia’y) rozwijaja szezegilowo te
pojeeia.

Pomiedzy traktutami geometryi analityeznej, wy-
mieniamy najbaridziej znany Salmona (kilka wydan i przekladow),
dalej Baltzera (Lipsk 1882), IMessego (Lipsk 1866—1876),
dOvidio (Turyn 1885, 18981), Zajaczkowskiego (War-
szawn 1884).



ROZDZIAL 1L

GEOMETRY.A FORM NIECIAGEYCIL.
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Wiadomosei egdlne.

W rozdziale niniejszym rozpatrywad bedziemy figury, zlo-
zone z punktiw, prostych 1 plaszezyzn wo liczbie skonezonej:
nazywajg sig one zwykle formami nicciaglomi w prye-
ciwstawienin do form, rozwazanyeh w rozdziale T-ym; albowiem
nie mozna ovzywiscie przejsé w nich sposobem  ciaglym od je-
dnego elementu do drugiego, przechodzac tylko przez elomenty
tego samego gatunkiu, w formio zawarte.

Formami nieciagtomi sy grupa skotiezonaj liezby punktow
na prostej punktowej, na plaszezyvznio punkfowe] lub w prae-
strzeni, grapa skofcezonej liczhy prostyeh Tub plaszezyzn peku
it p.

Nazvwamy wn-kgtem plaskim zupelnym uklad
n punktdw (wiecrzeholkdw) na plaszezyznie, z kidryel
win 1)

zadne trzy wie lezy na jednej prostej, weasz prostemi
e

(bokamiy Iyezgcemi kazdy dwa pumkty,  Pezecigeie dwa ho-
kéw, nie przechodzyeyeh przez jeden i ten sam oz powyzszych
n punktow, nazywa sic punktem przekatnya, Liczha
nin- Dn 200 -3)

punktow przekatuyeh wynosi .
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Nazywamy n-bokiem plaskim zupelnym uklad

n prostych (b ok w), z ktérych zadne trzy nie spotykaja sie
] . n(n— 1) ; ;

w jednym punkcie, wraz z —— — - punktami (wierzchol-

kami), w ktéorych przecinaja sie kazde dwa boki. Prosta,

Iaczgca dwa wierzcholki, nie polozone na jednym bokn, nazywa

sie prosta przekatng. Liczba prostych prze-

katnyeh wynoxsi a_(__p:-l)(ns—‘}) @ a—--d)

Nazywamy n-katem lub n-bokiem prostym zwy-
czajnym ulklad n punktow plaszezyzny, rozwazanyeh w danym
porzgdku kolowym, wraz z n prostemi, ktére kazdy z tych punk-
téw tgezin # punktem nastepnym.

Jezeli wykonamy rzut n-kata plaskiego zupelnego z punktu,
znajdujacego sic zewnatrz jego plaszezyzny, otrzymamy kat
n-krawedziowy zupelny, a rzucajae n-bok plaski zu-
petny z punktu zewnatrz jego plaszezyzny, otrzymamy kat
n-fcienny zupelny.

Nazywamy #n-kgtem skosnym zupelnym uklad
n punktiow, z kréryel zadne eztery nie leza na jednej plaszezy-

s 70 (0 —-L

Znie, Wiz v ——prostemi, Iyczgeemi kazdedwa punkty oraztez
w(n—L)(n- 2 5 ;

% 9 4 plaszezyznami (Scianami), Ifaczacemi kazde

trzy punkty.

Wzajemnywm do poprzedniej figury jest n-seian zupelny,
t. J. uklad n pluszezyzn, z ktorych zadne cztery nie spotykaja
sie w jednym punkeie, wraz ze wszystkiemi prostemi i punktaii
ich przecigeia.

Dwa odniesione do siebie n-katy plaskie zupelue nazywaja
sie perspektywicznemi, jezeli proste, Iaczace odpowia-
dajuce sobie wicrzeholki, spotykaja sie w jednym punkeie; nazy-
waja sic homologicznemi, jeieli nadto odpowiadajace so-
bie ich boki przocinajn si¢ w punktach, lezgeych na jednej pro-
stej (0si homologii).

Dwa oduiesione do siebie n-boki plaskic nazywajy sie
perspektywicznemi, jezeli ich odpowiadajace sobie boki
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spotykaja sie w punktach jednejitej samej prostej: nazywajg
sic homologicznemi, jezeli nadto proste, laczace odpo-
wiednie wierzcholki, spotykaja sie w jednym punkcie (Srodkn
homologii).

Definicye analogiczne stosnja sie do dwdch katow n=Seien-
nvch i do dwdch katdw 2-krawedziowych,

" Dwa n-katy skosne zupelne, odniesione do siebie, nazywaja
sie perspektywicznoemi, jezeli proste, Inczace odpowia-
dajace sobie wierzcholki, schodza sig w jeduym punkeie; nazy-
waja sie homologicznemi, jezeli nadto Sciany odpowiada-
jace sobie przecinaja sig wedlug prostych, lezgeych na te] samej
plaszezyznie (plaszcezyzna homologii).

Dwa n-katy nazywaja sig rzutowemi, jezeli jodon z nich
mozna otrzymac z drugiego przy powmocy skonezouej liezby
rzutéw 1 przecied.

Dwa n-katy perspektywiczne polozone
naréznych plaszezyznach sa koniceznie ho
mologicznemi Twiordzenie analogiczne  zachodzi  dly
n sAan0w perspektywicznyceh o réznych srodkach.

Dwa trojkaty, dwa tradjboki, dwa trdjsciany
lub dwie tréjkrawedzie perspokiywiczne sy homo-
logicznemi.

Dwa caworokaty plaskio s zawszuoe rzu-
towemli

Dwaperspoktywiczne czworokayty skosne
zupelne sy homologicznemi,

Jezeli wdwoeh w-kgtach aupeluyel o)Ay d,,
A4y AN odniesionyeh dosiohio i polozon yeh
na jednej plaszscezysdniclubna plaszezyznach
réozunych, bok A dy pierwszogoiwszysthkio in-
ne boki w licabic 20~ prucehodzuyeo przog
punkt A, Tub gy spotykajy si¢zodpowiada-
Jacemi im bokami drugiego u-kyta w tyluz
punktach polozonyech na prostej s, wtedy te
dwa n-kgty sy homologicznemi. Jozeli pruzos
NS oznaczymy Srodoek homologii, wtedy dwa
Jakiekolwiek odpowiadujyce sobio punkty
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przekatne P P ' znajdowaésiebedanajednej
prostej zpunktem S
Twierdzenie analogiczne ma miejsce dla dwdch n-bokéw
plaskich zupelnyeh, dla dwoch katéw n-sciennych zupelnych,
wreszeie dla dwdel katow n-hrawedziowych zupelnych.
Definicye podane w tym paragrafie zawdzieczamy prze-
waznie Steinerowi (Werke, T 238—390)

Wtasnosci rzutowe dwdjek, trijek, czwirek punktow na prostej. Sradki

harmoniczne. Apolarnosé. Inwolucye.

(Grupe 2 punktéw na prostej mozna przedstawicé analitycz-
nie przez pierwiastki réwnania formy dwéjkowej rzedu n-tego.
Badanie niezmiennikéw 1 spélzmiennikéw takiej formy prowadzi
do szukania wlasnosci mezmienniczych, albo — inaczej méwige—
rzutowyeh grupy punktdw.

W Rozdziale XIL tomu Igo podalismy dla przypadkéw
n==23,4 ... vezultaty, ktére otrzymujemy z punktu widzenia
teovyl analitycznej form; obecnie podamy rezultaty geome-
tryczane, odpowiadajace wznnankowanym rezultatom anali-
tyczanym, zachowujge uzyte tumze znakowania 1 nazwy.

Biegunowos¢. Niechaj bedzie forma a%; utworzmy jej
biegunowe « '@, a’-*a,* ... 1 rozwazajmy pierwiastki tych
form, przyrownanych do zera, zakladajac, ze y jest punktem
z gory danym. Te grupy punktéw nazywaja sie odpowiednio
grupg biegunowsg (polarng) dla y pierwsza, dru-
gu, trzecig 1 t. d. Niektorzy nazywajs je grupami har-
monicznemidla y, albotez srodkami harmonicz-
nemi stopnia w— 1,7 —2,... (Jonquiéres. Journ. de
Liouville. 1851). Ostatnig grupe biegunows stanowi jeden tylko
punkt, ktéry Poncelet nazywa srodkiem srednich
harmonicznych (Crelle III).
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Jezell biegun usuwa sie w nieskoniczonosé, wtedy srodek
$rednich harmonicznych staje sig Srodkiem odleglosci
srednich i1 ma wlasnosé taka, zZe suma alge-
braiczna jego odleglosci od » punksdéow jest
Zerem.

Wymienimy niektdre wlasnosci zasadnicze $§rodkdw
harmonicznych --- albo inacze] méwiac — ukladdéw
biegunowych.

Jezeli M jest srodkiem harmonicznym
stopniar danegounkladun punktdiw wzgledem
bieguna 0. wtedy odwrotnie O jest srodkiem
harmonicznym stopnia n—7 tegoz samego
nktaduo wzgledem bieguna AL

Jezelli AM,M,, ..,M, sa $srodkami harmo-
nicznemistopniarukladun punktéw wzgle-
dem bieguna (), wtedy srodki harmoniczne
stopnia s(<r) ukltadu M,M,...., M, wzgledem
bieguna ) satakze srodkami harmonicznemi
stopniasdanegoukladun wzgledem tegoz bie-

guna f)
Jezeli M,,..., M, sa srodkami harmonicz-
nemistopnia r wzgledem bieguna 0, N ,..., A

$rodkami harmonicznemistopniaswzgledem
bieguna O, wtedyv srodki harmoniczne stopnia
r-+s nktadu M ....,M, wzgledem bieguna () sa
identycznemi ze srodkami harmonicznemi
stopniar4+s—n ukltadu N,,..,N, wzgledem bie-
guna 0,

Jedseli 4, jest sSrodkiem harmonicznym l-go
stopnia ukdadu d,,4,,...,4, wzgledem bieguna
U, to jest zarazem srodkiem harmonicznym
l-go stopnia nkladu A, Ay 4;,...,4, wzgledem
tegoz bieguna.

Jezelli w ukladzie 4,4,, ..,4, r punktdw
zlewa sig w jeden, to wtymze punkecieschodzi
sigr—p srodkdw harmonicznych stopnia u—p
wzgledem jakiegokolwiek bieguna.
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Srodkami harmonicznemi stopnia » wzgle-
dem bieguna, begdacego s-krotnvm punktem
nkladu danego,sa: tenze punkt liczony srazy
oraz srodki harmoniczne stopnia r—s pozo-
stalych n—s punktéw nkltadu danego wzgle-
dem tegoz bieguna.

Jezeli wukladziedanym s punktow zlewa
sig wjeden, wtedy srodki harmoniczne stopnia
r<s wzgledem tegoz punktu jako bieguna, sa
nieoznaczonemil

Wilasnoscisrodkéw harmonicznychsarzu-
towomi.

Jezeli a jest formg dwdjkows, ktéra przyréwnana do zera
daje grupe n punktéw, wtedy forma H = (a’)* @'~ (gdzie
@1 b sa spélezynniki symboliczne réwnowazne) przedstawia
t.zw. hesyan grupy danej. Do tej formy stosuje sie twiei-
dzenie:

Istnieje forma stopnia 2n—4, ktérej punk-
ty zerowe (grupa Steinera) sag punktami, dla
ktérych grupy srodkéw harmonicznych rzedu
(n—1)-go zawieraja punkty podwdjne dane
przez punkty zerowe hesyanu H=0. ‘Te forme
stopunia 2n—4 otrzymujemy, rugujac zréwnan:

=2y =0 . U020, =0

1lose 2

JestBn -G biegunndw,ktdérych grupy srod-
kow harmoniczuychrzedu (n—1)-go wzgledem
formy damnej, rzedu zas (2n-—s)-go wzgledem
hesyanu, majs punkt wspdlny. .Puukty te_wspo]-
ne przedstawia wznakowaninsymbolicznem
wyrazenie:

= [({,f:_n (De)? a:“l f);_— o s,

Znikanie tozsamosciowe hesyanu jest wa-
runkiem koniecznym i dostatecznym na to,
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aby npunktéow grupy danej zlewalo sig wje-
den punkt

Podajemy jeszeze nastepujace twierdzenie o hesyanie for-
my dwéjkowej: jezeli skaznikl formy danej sa
wszystkie rédzneirzeczywiste wtedy skazniki
hesyanu sa wszystkie nrojone. patrz Gerbaldi,
Schoute (Rend. Palermo 1859).

Niebiegunowo$éé (apolarnosé). Ciekawsa jest teorya nie-
biegunowosci Powladamy, ze forma dwijkowa ” rzedu
n lub grupa » punktéw jest niebiegunowa (apolana)
wzgledem do grupy u puuktdw y, 2, f.... jezeli biegunowa
@, @ ;... jest zerem. Dwiema formami niebiegunowemi sa wte-
dy a1 (zy) (rz)at) ..

Paojecie to znajdujemy poraz pierwszy u Dattagliniego
(Aec. Napol. 1864—11568), ktory rozeiagnat je takze na formy trdj-
kowe: poOZniej rozwineli i z powodzeniemn stosowsli to pojecie R o-
sanes (Crelle LXXY, LXXVI. Math, Ann. VI) i Reye ((‘relle
LXXVIIL, LXXIX). Ten ostatni wprowadzil uzywang dzi$ nazwe:
Boattaglini vazywal dwie formy wzglednie nichiegunowe s prz ¢-
Zonemi harmonicznemi. gdvz uwazal niehicgunow oié jeko
nogdlnienic harmonii zwyezajuej, do ktorej sprowadza siy istotnie
nicbiegunowosé w przvpacku r = 2,

Warunkiem niebiegunowosci dwu form
a4 jest (ahy =0.

Kazda forma dwdjkowa rzedu nieparzy-
stego jest niebiegunowsag wzgledem samej
siebie; kazda f01ma dwéjkowarzgdn parzy-
stego jest taka w przypadku, gdy niezmien-
nik dwuliniowy (ae')* jest zerem. Niezmiennik fen
Battaglini nazywal harmonizantem.

Najwazniejszem w teoryi niebiegunowosci jest nastepujace
twierdzenis Rosanesas:

Niebiegunowosé¢ dwu form dwogkowy ch
rzegdu r-tego jest warunkiem koniecznymi do-
statecznymna to,/aby jednaztych form dala
sig wyrazié¢ liniowo przez potegi n-‘e czyn-
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nikéw liniowych tormy drugiej (przedstawiente
kanoniczne).

Dane w liczbien formy dwdjkowe rzedu
n-tego mozna przedstawié¢ jakokombinacye li-
niowe n-tych potegn form liniowych, ktérych
iloczyn jest forma niebiegunowa wzgledem
wszystkichn form danyeh.

Te badania nad niebiegunowosciy mozna rvozciagnad na
formy jakiekolwiek i otrzymaé¢ waine wyniki, dotyczace przed-
stawienia torm trojkowych, czwirkowycehit. d. przez potegi
form liniowych.

Pokrewnemi z temi badaniami sa dawniejsze badania Sy 1-
vestera, w ktérych szlo o to, aby liczba form liniowych, ktd-
rych potegi n-te mialy stuzyé do przed:sta.wienia formy danej,
byla muiejsza od n, a mianowicie - dla n parz&%eoo 1 dlan
nieparzystego.

Okazuje sig, ze w przypadku nm parzystego spelniaé sie
winien pewien zwiazek pomiedzy spélezynnikami formy; pier-
wsza strona tego zwigzku niezmienniczego nazywa sie kata-
lektykantem (patrz ,Repertorymmn t I, str. 259—249).

W przypadku o nieparzystego przedstawienie tego rodzaju jest
niemozliwem.

v
o

Uktady liniowe grup punktiw. Inwolucye ogdine.

Niechaj bedzie k-1 form dwdjkowych stopnia n (k< 2).
linlowo niezaleznych o, d", ... Nazywamy formy liniowo-
niezaleznemi, jezeli nie zachodzi pomiedzy niemi tozsamosciowo
zaden zwigzek liniowy jednorodny, t.j. gdy nie dajy sig W)~
znaczy® parametry stale ry,7,,... aby pomnozywszy je od}o-
wiednio przez formy dane, otrzyma¢ sume iloczyndw réwns
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tozsamosciowo zern. Utwdrzmy przy pomocy k-1 parame-
tréw jedunorodnych 7,2 ,... torme 7, e -2, 00 4 Ay et~ ...
Forma ta stopnia n-tego, przyrdwnana do zera, da po wyborze
wartosel na stale £, gimpe »n punktdw. Formy tedy dune olve-
slaja nklad lintowy A-krotnie nieskonczony, albo—jak si¢ zwykle
mowi—cot grup u punktow. Mowimy, ze ten uklad jest in wo-
lueyy stopuia ni gatunku i; rdwnanie

.:‘.'.[ N":,—|—- 23 a?;f_—i- o=

nazywa sie rownanieminwolucyl

W przypadkun =2, k=1 otrzymnjemy inwolucy¢ zwy-
czajug, 6. w praypadkn tym nieskonezonosé dwdch punktéw
sklada si¢ z dwdjek puuktdw sprzezonych inwolueyi zwyezajnej,
okreslone] przez dwie dwdjki punktdw, ktdry przedstawiajy dwie
dane formy kwadratowe.

Inwolueye stopunianirzedul okresla b4l
grup # punktdw, nie naleZacyeh do inwolu-
cyirzedunizszego.

Jezell r prnktow  grupy inwolueyi schodzi sig w jednym
punkeie, méowimy wiedy, zo punkt ten jest r-krotnym punktem
iwolneyi.

Inwolueya stopuia wigatunku k& ma skon-
czona liczbe punktdw (A4 L-krotuyeh; liczba
ich wynosi (41— (Cremona. Praliminari. Bolonia
1866 —1567).

Inwolueya stopuia w i gatunkn & zawicra:

Qi —y(n—hk—1)... (n—=—=28}-1)
Sk

grup, z kidryceh kazda posiada dwa pankty po-
dwdjue,

Interesnjacemi sy szezegdlnio inwolueye stopnia » i gatunku
pierwszego. Majg one 24—2 punktdw podwdjnych Inb
zjednoczouych, ktdre okrosla prayrownany do zora
jakobian (ah)w' ' b=t =0.
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Ogél pierwszych biegunowych grupy =
punktéw tworzy inwolucye stopnian—11iga-
tunku plerwszego.

Mozna ustanowi¢ odpowiedniosé rzutows pomiedzy inwolu-
cyami, zakladajac zwiazki dwuliniowe pomiedzy ich parametrami.

Dla dwu inwolucyj gatunku pierwszego
istopnia min, nalozonychnasobieibgdgcych
w odpowiedniodci rzutowej, przytrafia sig
m-+nrazy, ze punkt jednej zlewa sigz jednym
zodpowiadajacych mu punktéw drugiej. Twier-
dzeuie to jest przypadkiem szczegdlnym t.zw, zasady odpo-
wiedniosci Chaslesa (p. Rozdz. I § 2).

Inwolueyami gatunku 1-go i stopnia 3-go zajmowali si¢ Batta-
glini (Rend. Ace. Nap. 1866), W ey e r (Rozprawy Tow. krél. czesk,
VI 1874). R. Sturm (Urelle LXXXVI), D'Ovidio (Memorie.
Ace, di Torino 1879), Caporali (Rend. Ace. Nap. 1881—1883).

Formy kwadratowe. Jezeli dla punktu danego wezmiemy
punkt biegunowy wzgledem formy kwadratowej ($ro-
dek harmoniczny stopnia pierwszego), wtedy
dwa jej elementy, punkt dany i punkt biegu-
nowy beda wzwiazku harmonicznym.

Znikanie niezmiennika 4, dwun form kwa-
dratowych f 1 ¢ (patrz  Repertoryum“ t. I, str. 261)
wyraza, ze punkty zerowe pierwszej formy
leza harmonicznie wzgledem punktéw zero-
wych drugiej.

Punkty, przedstawione przez spélzmiennik ¢ =0 (jako-
bian) sy punktami zjednoczonemi inwolueyi, ktérej dwoma punk-
tami sprzezonemi sy odpowiednio punkty form f=01¢=0.
Inaczej: istnieja dwa punkty, z ktdrych jeden jest biegunem dru-
giego (a stad harmonicznie sprz¢zonym) wzgledem kazdej z dwu
danych form kwadratowych; temi punktami sa punkty spél-
zmiennika 4 = 0.

"Zunikanieniezmiennika R trzech form kwa-
dratowych wyraza, ze trzy pary punktdw na-
leza do tej samejinwolucyl

Paseal. Rep. IL. 5
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Forma kwadratowa daje sig za pomocyg
przeksztalcenia liniowego sprowadzié¢ do po-
staci kanonicznej X;>}X,?tj. do formy, zawiera-
jace] tylko kwadraty zmiennych. Aby tgre-
dukcye uskutecznié. dosé wzigé za nowe punk-
ty podstawowe spélrzedne jednorodne dwu
sprzezonych harmonicznie punktéw formy
kwadratowe], t.j. punkt y (dowolny) 1 punkt 2,
ktéry jest pierwiastkiem réwnania aza, =0
iwybraé nadtoodpowiednio punkt-jednosé.

Jezeli jako punkty podstawowe spélrzednych jednorodnych
obierzemy dwa punkty, bedgce pierwiastkami réwnania ¢ =0,
wtedy kazda z dwu form kwadratowych sprowadzi sig do formy
kanonicznej.

Twierdzenia te sg ciekawe i z tego wzgledu, ze analogiczne
do uich zachodza w teoryl krzywych stozkowych i powierzchni
rzedu 2-go (patrz Clebsch ,Binidre Formen® § 33—37); sg
one zreszts przypadkami szczegdlnemi twierdzen powyzszych,
odnoszacych sie do niebiegunowosci.

Formy sze§cienne. Punktami formy szesciennej f= 0 nie-
chaj beda a,b, c. O niebiegunowosci formy szescienne] wzgle-
dem samej siebie mamy twierdzenie:

Jezeli dla punktu @ formy szesciennej utwo-
rzymy grupe biegunowa rzedu pierwszego (& J.
skladajaca siezdwupunktédw), to jedenztych
punktéw zejdzie sig z «, drugi zas begdzie har-
monicznie sprzgzonym wzgledem pary b,¢. Ma-
my tym sposobem trzy inne punkty a, ¥, ¢, kté-
resg plerwiastkamispdélzmiennika Q=0.

Punkt biegunowy kazdego z elementéw spdélzmiennika @
ma swoj punkt biegunowy (grupe rzgdu 2-go) wzgledem formy
szescienne], przypadajasy w punkecie formy danej szedciennej 7.

Punkty formy f wraz z punktami spélzmiennika @ two-
rzg trzy pary punktéw sprzezonych w inwolucyi, ktérej punkty
podwdjne s3 punktami hesyanu A =0.

Kazdy z punktéw hesyanu A=0 ma grupe
biegunows rzedu l-go wzgledem formy szes-
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cienne], zlozong zdwdch elementéw zlewajg-
cych sig; z tym elementem zlewa sie takze
punkt biegunowy rzedu 2-go tegoz elementu
hesyanu d=0wzgledem formy szesciennej.

Jezeli dla elementu dowolnego wezmiemy pary elementéw
biegunowych rzedu 1-go wzgledem formy szeiciennej i jej ja-
kobianu, wtedy te pary beda harmonicznie sprzezonemi, a przy
zmianie elementu dowolnego utworzs inwolucye, ktérej punktami
podwdjnemi sg pierwiastki réwnania A =0.

Jezeli dwa elementy biegunowe rzedu 1-go punktu wzgle-
dem formy szescienne] zlewajs sie, wtedy punkt ten wraz
z trzema elementami formy szesciennej tworzy czwérke réwno-
anharmoniczng (patrz Rozdz. 1§ 2); stad kazdy punkt hesyanu
wraz z trzema punktami formy szeSciennej tworzy czworke ré-
wno-anharmoniczns,.

Jezeli za punkty podstawowe spolrzed-

nych jednorodnych przyjmlemy punkty he-
syanu A=0, wtedy forma szescienna sprowa-
dza sig do postaci kanonicznej, zawierajgcej
tylko szesciany dwéch zmiennych, i nadto
@ sprowadza sig takze do postaci kanonicznej
(patrz Clebsch ,Binire Formen*“ § 38).

Trzy elementy formy f (tak jak i elementy formy @) sg
w odpowiednioici rzutowej kolowej, ktérej elementami podwdj-
nemi sg pierwiastki réwnania A =0.

W dwdch wzajemnie nicbiegunowych trojkach elementéw
@, b,¢; a, 8,y dwa ktérekolwiek punkty grupy pierwszej np. a, b
sa sprzezone harmonicznie z pierwsza grups biegunows elementu
¢ wzgledem trojki a, §, 7.

Dwie formy szescienne sg wzajemnie nie-
biegunowemi, jezeli niezmiennik J=(f,p)’ jest
zerem (co do uzytego tuinizej znakowanid patrz ,Reper-
toryum*® t. I, str. 265 1 nast.).

Jezeli do kazdego elementu formy szesciennej dobierzemy
sprzezony z nig harmonicznie wzgledem dwéch pozostalych,
bedziemy mieli trzy punkty; warunkiem niebiegunowosci tej
tréjki punktéw wzgledem innej formy szescieunej jest znikanie
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niezmiennika 4y lub Ay, stopnia trzeciego co do spdlezynnikéw
jednej i stopnia pierwszego co do spotezynnikéw drugiej formy
szesvienne].

Warunkiem niebiegunowosci dwoeh tro-
jek punktéw, ktére otrzymujemy powyszZej
wskazanym sposobem dla kazde] s form szes-
ciennyeh, jest £=0.

Znikanie ntezmiennika A,- wyraza, Ze para punktow,
z ktérych kazdy tworzy czwirke rownoanharmouiczuy z ele-
mentami pierwsze] formy szesciennej, jest harmoniczna z kazda
pary analogiczny wzgledem drugie] formy szescienne;.

Formy dwukwadratowe. Jezeli niczmiennik j
jest zerem, whtedy cutery punkty, przodsta-
wione przez forme¢ dwéjkowa dwunkwadratowa.
sa harmonicznemi; jezelt zorem jest niozmion-
nik i wtedy to cztery punkty sa rdwnoanhar-
monicznemi. W tymostatnim przypadku for-
ma /jest nieblegunowy wzgledoem samej siohie,

Hesyan formy dwukwadratowe] praodstawia cztory ele-
menty; kazdy z nich ma grupe biegunows rzedn 3-go wzgledom
formy, zlewujuce] sic z grupy bivgunows vzedu 2-go (ut worzony
z elemoentdw zlewajaeyeh sig). Kazdy punkt formy I tworzy
z trzema punktami pierwszej grupy biegnnowe] ezwdorke rdowno-
anliarmoniczng.

Forma 7'~ 0 przedstawia szesé olementow; girmpa biogu-
nowa kazdego z nich (wzgledem formy /) zlewa si¢ z jednym
z trzech punktow pierwszej grapy bisgunowe] i tworzy z niemi
czworke harmoniczng.

Elementami  podwdjnemi  trzech imwolueyj, okreslonych
przez dwojki elementow formy dwukwadratowej lub joj hesyanu,
sg elementy spolzmiennika 75 kazda z tych trzech par elementow
podwoijnych przedstawia takze elementy podwdjue inwolueyi,
okreslonej przez dwie pary pozostafe,

Jezeli j— 0, wtody forma f moze hyé spro-
wadzona do postaci kanonicznoej, zawierajy-
cej tylkopotegiczwarte dwu form liniowyech,
ktdre sa formami jednej z par formy 72 W iym
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przypadku elementy formy f tworza rzutowosé¢ kolowa, ktdrej
elementy podwdjne sa dwoma elementami formy 7.

Te rozwazania o przedstawieniu geometryeznem form dwijko-
wyeh znajdujemy w dzietach autoréw niemieckich i w dawnyeh, nie-
slisznie zapomuianych, rozprawach Battaglini'ego (Accad. Na-
pol. 1864 i nast.).

§ 4
Wtasnosei rzutowe trdjkatow, czworokatow, szesciokatow i t. d.

Jezeli w dwéch czworokatach plaskich zupelnych, do siebie
odniesionych, pigé bokéw jednego przecina pieé odpowiednich
bokéw drugiego w pigciu punktach, polozonych na jednej pro-
stej, wtedy 1 sziste boki spotykaja sie w punkeie tejze prostej,
a proste, Yaczace odpowiadajace sobie wierzcholki, zbiegaja sie
w jednym punkcie; nadto tréjkaty przekatne sg homologicznemi.

Stad wyplywa: Jezeli czworokat zupelny przeksztalcamy
w ten sposéb, aby pie¢ jego bokéw przechodzilo przez punkty
stale pewnej prostej, wtedy bok szésty obraca sie okolo punktu
stalego tejze prostej, stanowigcego razem z poprzedniemi pie-
cioma punktami inwolucye szesciu punktéw.

Poprzeczna dowolna przecina trzy pary
bokéw przeciwleglychczworokata zupelnego
w punktach, stanowigcych trzy pary punktéw
winwolueyl

Stad: Jezeli poprzeczna przecina trzy pary
bokdéw przeciwleglychczworokata zupelnego
w punktach AiA,BiB, (1(, wtedy pomigdzy
odcinkami poprzecznej zachodzizwiazek:

AB' .BC'.CA'4+ AB.B'C.C'A=0.

Do czworoboku stosuja sie twierdzenia, dwoiscie wzajemne do
poprzedzajacych.
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Trzy kola, ktérych $rednicami sg prze-
kagtne czworoboku zupelnego, przechodzg przez
te same punkty.

Trzy punkty srodkowe trzech przekagrt-
nych czworobokn zupelnego lezsg na jednej
prostej.

Wecezworokacie zupelnym dwa boki,spoty-
kajagce sie¢ w punkcie przekagtnym, sgrozdzie-
lone harmonicznie przez dwa pozostale.

Wezworoboku zupelnym kazda przekatna
jest rozdzielona harmonicznie przez dwie po-
zostale

Jezell przez L, L'; M, M'; N, N' oznaczymy punkty, ktére
wraz z przekatna s dzielg harmonicznie boki 4B, UD, 4C, BD,
AD, BC czworckata zupelnego, wtedy proste LL', MM’ NN’
spotykajg sie w jednym punkcie, ktéry wraz z niemi dzieli har-
monicznie proste LL', MM', NN'.

Jezeli poprzeczna przecina boki tréjkata RSQ w trzech
punktach 4’, B', (', ktdére sg odpowiednio parami w inwolucyi
z punktami 4, B, C tejze poprzecznej, wtedy proste R4, SB, QC
spotykaja sie w jednym punkecie (t j. w biegunie harmonicznym
poprzeczne] wzgledem tréjkata).

Jezelli z punktu § rzucimy wierzcholki
tréjboku rgq przy pomocy trzech promient
@, V,¢, bgdgecych parami w inwolucyiztrzema
innemi promieniami a,b ¢, wychodzgcemi z punk-
tu §, wtedy punkty ra,sb,q¢ znajdowaé sie beda
na jednej prostej.

Jezell poprzeczna dowolna przecina trzy
bok: trdjkagta 1 jezeli wierzcholki jego rzu-
cimy zdowolnego punktu na boki odpowiednio
im przeciwlegle, wtedy iloczyn trzech sto-
sunkéw anharmonicznych grup czterech punk-
tow na trzech bokach jest rédwny jednosci
ujemnej.

Jezeli trzy proste, wychodzace z jednego punktu i przecho-
dzace przez wierzcholki trojkata ABC, przecinaja boki przeciw-
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legle w punktach A, B', C', wtedy pomigdzy odcinkami bokéw
zachodzl zwiyzek:

AB'.BC'.CA' 4 AC' . CB'. BA'=0
Iub
AB' BC' A
T aAr e =—1. . 167
05 A0 B 1 (Ceva. 1678)
Odwrotnie: Jezeli dla trzech punktéw A’ B, C' na bo-
kach tréjkata zachodzi zwiazek poprzedzajgcy, wtedy proste
AA’, BB', CC’ spotykaja si¢ w jednym punkecie.
Jezeli poprzeczna przecina boki tréjkata ABC w trzech

punktach A’, B’, ', wtedy pomiedzy odcinkami bokéw zachodzi
zwigzek:

AB' . BC' . (4" — AC'". (B'. B4A'=0
lub
AB" BC' CA
-C,-*B;' .W —-}Z-_-I—;— =1 f_TW. Menelausa)
1 odwrotnie,
Jezeli boki tréjkata 4 BC podzielimy harmonicznie w punk-
tach A', B', (", .{" B" C" w ten sposéh, aby bylo:
JABT BOT (4" AB" BO" (A" 1
(B Q' BA'" T B"C° ("4 A'B

wtedy kola o srednicach AA’, BB, ('(! przechodza przez te
same dwa punkty P, [’ tak, ze

AP BP: CP= AP BP: COF",
a kolo przechodzgce przez trzy punkty A, B, C dzieli cigciwe
PP’ harmonicznie 1 normalnie.

Jezeliszesciokat plaski zupelny ma wierz-
cholki rzedu nieparzystego na jednej pro-
stej, a wierzcholki rzedu parzystegona dru-
giej, wtedy trzy pary bokdw przeciwleglych

przecinajg sie w punktach, lezacych na jednej
prostej.
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Jezeliszesciobok plaskizupelny ma boki
rzedu nieparzystego, spotykajace sie w jed-
nym punkcie, a bokirzedu parzystego spoty-
kaja sie winnym punkcie, wtedy proste, I4cza-
ce trzy pary wierzcholkdw przeciwleglych,
spotykajagsiewjednymitym samym punkeie,

Te dwa twierdzenia sa przypadkami szezegélnemi dwdch
twierdzen Pascala i Brianchona (patrz nizej), dotyczy-
cych krzywych stozkowych; te praypadki szezegolne wynikaja
z twierdzenia ogdlrego w zaloZeniu, ze stozkowa podstawows
rozpada sie na dwie proste lub na dwa punkty.

b.

wr

Geometrya miarowa trojkata ptaskiego. Wzory trygonometryi
ptaskiej.

Niechaj a, b, ¢ beda boki, A, B, (" kaly odpowiednio prze-
ciwlegle tréjkata prostokredlnego.
Ziachodzy zwigzk:

M b I
sin A sin BT osin (7

at b et o 2he cos 4
a trzy inne otrzymujy si¢ z drngiego przez praemiang litor a, b, ¢
T
A, B, C.
Dalej mamy wzory: s oznacza w nich polowe trzech hokdw.

{
(==

= vos (-1 sin ! cotg 4= beos O bsin (CTeolg B
A b ’ ! v s fh -

w==0cos (-1-V *—=b*sin? (' bheosef evos 12,
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s 1
o 2ssin A B SSID.7A
AR T Ty
e =i e =]
smA—-—-EG"Vs(s-—a,l(.s——b)(s-cj_l/ 1_( s g
g I o5 / (s—0) (s—¢) : asin (7
sin 2‘*‘1*— e oy WS

(a—b) g 5 (.A —{—B)-——*[a—]—b}tg (A—B) (analogia Nepera)
1 1 1
(s—a) tg 9 A=(s—-0 tg? B=(s——c}tg—2— C,

1 i
s={s—a)cotg—§—B cotg —2——0,
¢sin(d — B)=asin4d —bsin B3,

@ cos —%— (B— (') = (b+c) cos ; (B4 (") )
. (wzory Gaussa)

a sinué— (B—C) = (b—c¢) sin %(B%—C] \
a’sin (B — () = (b® — ¢?) sin (B+ 0,
sin A-+sin B-}sin C=4 cos - Acos Bcos 1 ¢,
sin 2 A-}-sin 2 B-}sin 2 ('=4sin A sin Bsin C,
cos A-}+cos B+4-cos C=#sin —;— A sin ——é— B sin —clz— c—1,

cos 2 A 4-cos 2 B+4cos 2 € = —4cos A cos B cos c—1,
tg A+tg B+tg C=tg Atg Btg O,
cotg A+ cotg B-fcotg (' = cotg 4 cotg Beotg C

} cosec A-f-cosec B-cosec c,
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sin A-}+sin B+sin C =4sin *;— A sin *-%- B sin 513— C,

sin 2 A-}sin 2 B+sin 2 (' =4cos A cos Beos (7,
sin? A-fsin® B—sin® ("= 2sin 4 sin Bcos (7,
sin? A-}t-sin? B4sin? (' =1—2cos A cos Beos U .
Pole tréjkata wyraza sie za pomocy wzoréw nastgpujacych:

Pole = w}_ ¢? _E_Jin Adsin B _

1 .
el s — alsin ('
2 sin () 2

=Vs (.T— _fz) {.s’——?;} [n:-—r:)

W
-

Geometrya miarowa trojscianu i trojkata kulistego Wzory
trygonometryi kulistej.

Rozwazajmy trzy plaszezyzny wigzki (nie pekn, a wige
plaszezyzny, nie przechodzace przez jodne prosta); plaszezyzny
te wyobrazmy sobio przesunigte az do przceiceia si¢ wzajemnego
wedlug prostych, wychodzacyeh z punkin wspdlnego wszystkim
trzem; otrzymujemy wtedy trojscian, Przetnijmy ten troj-
Scian kuly, ktiorej srodek znajdujo si¢ w drodkn wigzki, promief
za$ rowna sig 1; otrzymamy tym sposobem na kuli trdéjkat
kulisty (sforyezny), ktorego boki sq Tukami kot wicelkich;
Tuki te mozna wmiorzy przez kaly w drodku kuli; t. j. katy plas-
kie mna S$cianach trdjsciann.  Kagtami zas trdjkyta kulistego sa
katy pomigdzy stycznemi do bokéw {rdjkata w jogo wierzchol-
kach; sg to kyvy, klore tworzy zo soby wzajemnie dciany trdj-
scianu, czyli katy dwuscienne tréjscianu.  Goometrya metryczna
trdjscianu czyli triedrometrya zlowa sig tym sposobem
z geometrysy trojkyia kulistogo, t. j. z trygonometryy kulists.
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Pomiedzy trojkatami kulistemi, wyrézniaja sie tréjkaty
prostokatne, dwuprostokatne i tréjprostokatne. Te ostatnie sg
utworzone przez trzy fuki kot wielkich, z ktérych kazde dwa sa
do siebie prostopadle; wszystkie ich bokii wszystkie ich katy
maja po 90 stopni.

W kazdym tréjkacie kulistym prostokat-
nym, albo kazdy z trzech, albo jeden tylko z bo-
kéw jest mniejszy od 90"

W kazdym tréjkacie kulistym prostokat-
nym kgt nieprosty 1 bok temuz przeciwlegly
sa albooba wigksze alboobamniejsze od 90"

Jezeli w trojkacie kulistym kazdy bok i kazdy kyt jest
mniejszy od 180°% to suma katéw jest wieksza od 180" roéznica
pomiedzy ta sumg a 180" nazywa sie przepelnieniem
tréjkata kulistego.

Trojkat kulisty jest réwnowazny innemu trdjkatowi kuli-
stemu dwuprostokatnemu, ktorego kat trzeci jest rdwny prze-
pelnieniu tréjkata danego. (Twierdzenie Girarda 1629, do-
wiedzione sposobem prostym przez Cavalieri'ego wr, 1632).

Zajednostke pél kulistych przyjmuje sie tréj-
kat dwuprostokatny, ktdérego kat trzeci jest wtedy jednostkas
katowsg. Wtedy mamy: Pole tréjkata kulistego
réwna sie jego przepeinieniu.

Konce srednicy kuli prostopadlej do plaszczyzny kola wiel-
kiego nazywajg sie biegunami tego kola. Jezeli wyobra-
zimy sobie, Ze goniec, oparty stopami na kuli, przebiega okrag
kola wielkiego w pewnym zwrocie, ktéry przyjmijmy jako d o-
datni, to biegunem kola bedzie mianowicie ten z dwéch wyzej
okreslonych punktéw, ktéry pozostaje po stronie lewej gonca;
tym sposobem dawszy sobie biegun, wyznaczany zwrot dodatni
drogi. Strona plaszczyzny kola wielkiego, zwrécona ku biegu-
nowi, nazywa sig strong dodatnig. Jezeli plaszczyzne kola
wielkiego obrécimy na pewien kat, to na takiz kgt obréci siq
biegun tego kofa.

Niechaj bedzie tréjkat kulisty ABC; szukajmy biegunéw
jego bokéw BC, CA, AB (gdzie za zwrot dodatni na bokach
przyjmujemy zwroty od B do C, od C do Ait.d). Oznaczmy
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te bieguuy przez &', I, €' 1 ntwdrzmy trojkat kulisty 4'1' (7,
zwany tréjkatem biegunowym lub wzajemnym
wzgledu trojkata danego.

Tréjkatem biegunowym dla trojkata A'B'C’
jest nawzajemtrédjkat ABU Katy trdéjkata sg
odpowiednio spelnieniami bokdéw tréjkata
biegunowego.

Poletrdjkata danegoi obwdd trdjkata bie-
gunowego, dodane do siebie, dajyg sume ré-
wna 2m.

Dajmy na to, ze przeblegamy obwdd trojkata kulistego
w pewnyin zwrocie. np  w zwrocie AB(T 1 Ze zwrot ten jest
zwrotem dodatnim  odpowiednio na kazdym Inkun kdt wielkich
A, B (. 1: niechaj wielkosciami tych hokow trdjkata, prze-
bieganych w pewnym, zwrocie bedy odpowiednio ¢ a,b.
Przez kat BA (' rozumiemy kuat pomigdzy dwoma kiernnkami
AD, (') 7 ktéryeh pierwszy jest tedy dodatni, drngi ujermy;
podobnivz yzecz sie mn z katami OB, (B, Te to katy ozna-
czamy odpowieduio przez A, ', 3 Jezeli przez kat pomiedzy
dwiema Scianami trdjsciann, odpowiladajycego irdjkatowi knli-
stemu, roznmieé  bedzimy kat pomigdzy strong dodatniy jeduej
i strong wjemny drugie] Sciany, to bedzie mozna powiedzied:
katy trdjkata kulistogo sy spcluieniami katow at worzouyel proey
sctany trojscianu, odpowiadajacego trojkatowi danemu.  Jozeli
za$ przez kal pomicdzy dwicma Scianami (rojSeiann rozumied
bedziemy kat pomiedzy stronami dodatniemi jego Seian, wtedy
katy, utworzone przez Sciany trdjscianu, rownajy si¢ odpowiednio
kytom, ktdre oznaczylismy wyzej pracz A, B, O o ktdre nio sg
katamiutworzonemi przez zwroly dodatnie nu kolaeh wiolkich,

Dla trojkatow  kulistyeh prostokatnyeh (1 - 90% mamy
nastepujace wzory gldwne:

Cos - nvosheose Dsind . sinasin 37 sine singsin (7,
l tedh = taucos (7 sine g 2
I tee = tgacos 3 sindig (f

cos @ == cotg Beotg (F 5 cos B cosbhsin €5 cos (' cosesin B,
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Wzory zasaduicze dla tréjkatédw kulistych jakich-
kolwiek sq nastepujace:

s1n (1 sin b s1n ¢

sind sinB7 sin O

Los @ = cos b cos ¢ 4 sin b sin ¢ cos A
cos d = — cos Dcos C—sin Bsin C cos a ;

inne otrzymnja sie z tych przez przemiane liter.

Pierwszy z tyel wzordw znajdujemy jui w dzielach geometréw
staroZzytnych (Menelaos, Sphaerica IIT): pozostale nazywaja sie
wzorami Fulera (Mém. de Berlin, 1758). Z tyeh wzordw
mozna otrzymad wszystkie wzory trygonometryi kulistej, co pokazali
pierwsi Lagrange (Jowrnal de I'Ecole polyt. 1799) 1 Gauss
(Dodatki do , GGeometrvi poloZenia® Carnota w tlomaczeniu
Sehumaechera)

W pouizszych wzorach jest 2s=a+d4-¢, 2 S=.14B4C.

cot e sinh=coshcos (/4 sin C'tg .4,

21 5111 & 8iD (s-—a) sin (s—Db) sin (§—¢)
sin b sin ¢

sin .1l = ;

L 4o /' s {§t{:) sin@e—e) 1, ]/ sin s sin (s—u)
2 sin b sin ¢ t 2 sin b sin ¢

;- e0s S Gos{9—A) , cos( S—B)cos(S— c
i L 5 =]," cos Scos (S—4) 1 " ] cos(S Jcos(

: SO , COS——
sin Bsin O ) sin Bsin

stad przez dzielenie latwo otrzymaé wzory na tg*—4- 5 _A cotg-

Wzory te sluza gléwnie do obliczania kgta z danych trzech bo-
kéw lub boku z danych trzech katow.

Jezeli wszystkie katy i boki tréjkata kulistego sa mniejsze
od 180°, to wtedy mozemy stosowaé nastepujace wzory, zwane
wzorami Gaussa Inb Delambre’a:



T8 Rozdzial II. — § 6.

o 1 - 1
sin - (4—B) sin —- ¢ ==sin - (a—d) cos 5 8
> - ;7
cos —‘—i- (A—B) sin 7)}_‘:— ¢ == sm—%— (a+b) sin ?C’,
sin —cl)— (A—B) cos é— g cos—]é-— (a—b) cos —,1) C,
1 1 1 .1
cos 5= (A—DB) cos 5 ¢ = Cos5- (a+b) sin *Q—C.

Wzory te oglosili prawie rdéwnoczesnie G auss (Theoria mo-
tas ete.), Delambre (Connaissance des temps 1808) i Moll-
weide (Zach's Monatliche Correspond 1808. Vol XVIIIL).

Przez dzielenie otrzymujemy stad bezposrednio wzory na
tg —%—- (A+B), tg —;—- (A—B), tg «% (a—0b), tg ‘;’ (¢ — b), zwane

analogiami Nepera (1614).
G auss podal jeszcze wzory nastepujace:

(sin A —sin B) sin ¢ = (sina — sin b) sin C

(sin A—-sin B) sin ¢ = (sin @ + sin §) sin U,

(cos A cos B) sin ¢ = sin (a &) (1 —cos C)
sin (A -+ B)(1 -+ cos ¢) = (cosa -+ cos b)sin C .

Z kazdego wierzcholtka tréjkata kulistego poprowadzmy
kolo wielkie prostopadle do boku przeciwleglego; prostopadla ta
podzieli kgt 1 bok przeciwlegly na dwie czesci M, N; m, n, lak,
ie M+ N= A, m -+ n = a (dla prostopadle] przechodzacej
przez wierzcholek 4). Mamy wtedy zwiazki:

L 1 o o 8D (5—0)
tg 5 (M+N) tg - (I N——W;

1
tg - (n-t) b -5 (m—n) = tg 5 (b+0) tg —5-(b—0),
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1
tg ‘I(M_N ) 1 1
tg —9_—( M-N)
1
tg 5- (m—n)

__sin (B—C)
tg —%— (m—~+mn) s (B0)

tgM _ igm  sin(M+4-N) _ sin(m-+n)
tg N tgm ’ sin(M-—N)  sin(m—n)

Dalej mamy nastepujace wzory na S = % (4-++B-+0),

COS 5~ oS 5= b—!—sm @ sin — 5 bcosC
sin S =

1
€08 - ¢

2

__1-4-cosa-fcosh—-cos ¢

1 1 1
4 cos - 5 @ cos —-beos 5-¢

cos’*—;—a—]—cos?-é—b—i—cos?% ¢c—1

1 1 1
9 cos —gvacos 5 bcos = 5 c

cotg ; a cotg b—-cos C
tg §=—

sin C

sin @ sin b sin C

optg B 14 cosa-cosb—cosc

1 1
th%(S-w 90=}=tg%stgé—(s—a)tg?(3—5)13;%"‘2"‘(3—0)-
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Tym wzorom odpowiadaja analogiczne na obliczanie
obwodu 2s tréjkata kulistego; otrzyma¢ je mozna fatwo, stosujac
poprzednie do trdjkata biegunowego wzgledem danego.

Jezeli w tréjkacie kulistym pozostajq stalemi jeden kat
i stosunek stycznych poléw bokdw teu kat obejmujacych, wtedy
pozostaje stalem 1 pole trdjkata.

Jezeli w trojkacie kulistym pozostaja stalemi jeden bok
iiloczyn stycznych poldw katdow prayleglych temu bokowi, wte-
dy pozostaje statym 1 obwdd tréjkata.

Jezeli stosunki bokdw trdjkata kulistego do promienia ma-
ja niewielkic wartoscl, wtedy katy trijkata sa przyblizenie
o trzecia czesé przepelnienia wigksze od odpowiednich katow
trojkata plaskiego, ktore boki sa tejze dlugosci co odpowiednie
boki tréjkata kulistego. (Twierdzenie lie gendrea. Mém. de
Paris. 1787).

Studya nad trygonometeysy kulista, niezbedne dla astronomii
rozpoezeli juz astronomowic grecey.  Z nowszych badaczy, ktorzy
wzbogacili trygonometrye hulista waznewmi zdobyezami, wymieniamy
Eulera (Mém, de Beelin 1753, Acta Petrop, 1779), Legendre’a
(Trigonométrie), Lexella (Aeta Petrop, 1782), Lagrangea
(Jowrn. de 'Eecole polyt. Cah. VI) i Ganssa. Waznemi sa dzicla
Maobiusa (Analytische Sphiivik 1846) @ Gudermanna (Nied.
Sphiirik 1835).  Z dziel najnowszy eh antordw podajemy K Study:
H»aphilrigehe Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und elliptisehe
Functionen. Kine Analyt, geom, Untersuchung= (Lipsk 1893); z po-
dreeznikow: Serveta. Baltzera, dawniejsze Snindeckiego
(I817.1820) 1+ nowsze Nieweglowskicgo (1876) i Czaje-

wicza (1891).
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TEORYA NIEZMIENNICZA FORM ALGEBRAICZNYCH. KONEKSY.
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Formy algebraiczne jakiekolwiek. Rzeczy ogolne

Przez forme¢ algebraiczna gatunku r tego rozumiemy
funkeye jednorodns calkowits » zmiennych x; @, ..., stopien
tych zmiennych nazywa si¢ rzedem formy. Spdlezynniki
tej formy moga by¢ znéw funkeyami jednorodnemi catkowitemi,
wymiernemi innych zmiennych, ktérych liczba moze byé¢ tez
rOozna od 7. Formy zawierajs w tym przypadku pewns liczbe
szeregow iloscl zmiennych. W przypadku r =3 mamy formy
tréjkowe, w przypadku r =4 czwdérkowe i t. d.

Jezeli forme tréjkows z jednym szeregiem zmiennych przy-
rownamy do zera, otrzymawmy réwnanie krzywej plaskiej, gdy
zmienne » uwazaé bedziemy za spélrzedne jednorodne punktéw
plaszczyzny; forma czwdrkowa z jednym szeregiem zmiennych
przyréwnana do zera, daje réwnanie plaszczyzny, gdy zmienne x
uwazamy za spélrzedne punktu przestrzent.

Formom gatunkn »-tego 1 rzedu n-tego o jednym szeregu
zmiennych nadajemy posta¢ symboliczng

HIET Y p—
f=a==...
i podobnez przedstawienie symboliczne mozemy stosowa¢ do

form o wiekszej liczbie szeregéw ilosci zmiennych.
Pascal. Rep. IT. 6
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Niechaj zmienne x ulegaja przeksztalceniom liniowyin
typu
ro= 1,2+ . Lyx 4. . 4,2
i niechaj wyznacznik
A=1.4,1,

ktory mazywamy modulem przekszialcenia, hedzie
rézny od zera. Jezeli przez .1, oznaczymy wyznaczniki do-
taczone elementdw .{,; wyznacznika A, podziclone przes A, {o
spolezvnniki syvmboliczne ay,a, ...« formy @' pracksztal-

caja sig za pomoca WzOrow:
I T S S S T SR . PR A

Fankeyami od wrotnemi do powyzszych sa:

ri=Ay T~ e sasleaabE g ale=dnm | dades| el

Wzory ua przeksztaleenie ilodel @ otraymujemy 2z wzordw
na przcksztaleenie zmiennych oy jezeli zamiast kazdego spol-
czynuika 1, podstawimy odpowiadajacy wmn wyznaeznik  dolg-
czony w A, podziclony przez A, Dwa przcksztaleonia, pozosta-
Jace w takim zwiazku, vazy wamy w zajemnemi.

Taorya niczmiennikow form hada funkeye jednorodne eal-
kowite wymierne spolezy nnikaw formy picrwotne] i zmicnnyeh,
pozostajace niczmicnnemi przy przcksztabeeninel intowyeh ilo-
Sei zmimnnyeh, przy pominicein ezynniha, hedacego potegg mo-
data. Te funkeye nazywajn sic w ogdle ut worami nioe-
zmicuniczemi

Ladwo przckonaé sig, zoe dla zhadanin ogdlu tveh twordw,
nalezy, procz zmicnnyeh o) nwazac joszeze inne zniennio,

Niochaj bedzic rszevegow tlodel zmionnyel o, oo 0
Yiellave oo Wi S8y e ey & ovny Wyznneznih, kidrego to wszyst-
kie zmionno sy elewentami, oznaczamy zwy hle za ponocy sym-
bolu (ryz .. 0).

7 wzoraw na przokszialeenio wynika hezpadradnio, ze gdy
uwazamy up. dwa szeregi znienny el e ol 8 gy ey el
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1 poddajeniy je tym samym przeksztalceniom liniowym, to wy-
znaczniki dwdjkowe, zawarte w macierzy tych 27 elementéw,
przechodzg ~kutkiem przeksztaicenia liniowego na wyznaczniki
dwéjkowe macierzy elementdw przeksztalconych a,’, s, ..., o,
yl’: yzt B yﬂ'r'

Wynika stad, ze gdy jeden utwér zawiera zmienne », drugi
zmienne y. ale tylko w kombinacvach

(;'x 4 3:’. '
| = u’r‘j ]
W U ‘

to wystarcza uwazaé utwor ten nie za funkeye zmiennych iy
(d wu szeregéw ilosci zmiennych) lecz za funkeye pojed yn-
czego szeregn zmiennych w; jest przeto koniecznem wpro-
wadzenie ilosci u, jako zmiennych Lecz wtedy, podobnie jak
1 zmienne u, wprowadzamy zmienne v, ktére przedstawiaja wy-
znaczniki

Moo Wi, R =ik

it.d. A zatem oprécz zmiennych x mamy jeszcze do rozwa-
zania » — 2 szeregdw zmiennych, z ktérych kazdy jest specyal-
nej natury. Ostatni z tych szeregéw sklada sie z » zmiennych,
a wiec z tylu zmiennych, ile jest zmiennych .

Interpretacya geometryczna latwo tu przewidzie¢ sie daje.
Jezeli zmienne .» uwazamy za spoirzedue jednorodne punktn
w przestrzeni o r wymiarach, to zmienne w, +,... sg spdirzed-
nemi kolejnych rozmaitosci liniowych, zawartych w te] prze-
strzeni: prostej, plaszezyznyit.d. Dlar==3 ilosci u sy spdl-
rzednemi prostej na plaszezyznie; i dla tego w dziedzinie trdj-
kowej nazywamy ilodci u spélrzednemi prostej.

Szeregi zmiennych nazywajgsie spélpodstawienio-
wemi. gdy ulegaja tym samym przeksztalceniom; przeciw-
podstawieniowemi, gdy poddane sa przeksztalceniom
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liniowym wzajemnym: réznopodstawieniowemi (di-
gredient), gdy nie sa poddane ani réwnym, ani wzajemnym.
Przeciwpodstawieniowemi zmiennemi sg zmienne .ry,&,,..., &,
i zmienne ostatnich » — 2 szeregéw, o ktdrych méwilismy wy-
zej. Yiatwo przekonaé sie mozna, zZe symbole operacyjne
7 0 0

dey 7 odey, 77777 dey

przeksztalcajy sie za pomoca wzordw wzajemnych weglg-
dem wzordw, sluzacych do przeksztalcenia zmiennych .

Aby wigc obja¢ ogdl utwordw niezmienniczych, nalezy
wyobrazié sobie. Ze zawleraja one w ogolnosci pewna liczbe
szeregéw ilosel zmiennveh spdlpodstawieniowych, jakiemi sy
zmienne &, pewna liczbe szeregdw ilodel zmiennych, jakiemi sa u,
pewna liczbe szeregdw zmiennych r i t. d.

Twierdzenie Clebs cha (Gott. Abh, 1872), ktdre mozna
uwaza¢ za rozszerzenie wzorn Clebscha— Gordana, re-
dukuje wszakze liczbe tych unlworow i orzeka, ze wystareza
rozwazanic¢ co najwyzej jednego pojedynezego szeregi zmien-
nych ., jednego pojedyfezego szeregu zmiennyeh e, jednego
szeregu zmiennych i t. d.

Przy tej sposobnoset Zwracamy uwage ua to, 20 Capoelli
(Giorn. i Batt., NVIHI. Mem-Lincet XV 1882, Rend.-Lincei
189L) z innego punktu widzenia nogdlnil twierdzonios (e b-
scha—Gordana, hez uwazania zmicunych w, roo. ) aroz-
wazajace tylko zmiennue spilpodstawicniowe ze zmiennend o,

Raznica powmiedzy dziedzing  dwdjkowy a praypadkiom
oglluym polega na tem, ze w dzicdzinie dwidjkowaj mogeny
zawsze ograniczy¢ sig do form o jeduym tylko szeregu zmien-
nych, gdy tymezasem wprzypadkua ogdlnym nie mozemy  zejsé
nizej r— 1 szeregow, kidre moga wiedy skladaé si¢ ze zmion-
nych spofpodstawieniowyeh (Gapelli lab vdznopodstawio-
niowych (Clebseh)

Po ograniczeninut wordw niczmmionniczyeh, zgodnie z twicr-
dzeniemn Glebseha, mozemy przeprowadzic dalsza vedukeye.
Dowiedziono, ze nictylko dla form dwéjkowyeh, alo i dia form
gatunkdw wyzszvel istniejy zawsze ukdady zupalnot,j
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ze istnieje zawsze liczba skoficzona ntwordw niezmien-
niczych, ktérych kazdyinny utwdr jest funk-
cyacalkowita wymierna,

Twierdzenia tego dowiodl najprzéd Gordan dla przypadkow
specyalnyeh dziedziny trijkowej: dla formy trojkowej szeiciennej
Math. Ann, [, dla dwu fvrm kwadratowyel tréjkowych Math, Amn, XIX;
potem ogdlnie i dla form nietrojkowvel, Hilbhert, Math, Aun, XXXVI;
patrz G ordan, Math. Ann, XLII: Capelli, Rend. Ace. Napol. 1896:
White, Amer. J. XIV, 1892,

W formach tréjkowych rozrozniaé bedziemy nastepujgce
utwory niezmiennicze: 1-o Niezmienniki— zalezne tylko
od spélezynnikéw formy pierwotnej lub form pierwotnych.
2-0 Spoétzmienniki— zaleine, précz od spélezynnikdw,
jeszcze od zmiennych i1 stopien wzgledem zmiennych nazywa
sie ich rz e dem, stopien wzglgdem spélezynnikéw ich st o p-
niem. 30 Przeciwzmiennikilub formy przypo-
rzadkowane—zalezne od spolezynnikéw iod zmiennych
przeciwpodstawieniowych u; stopien wzgledem tych ostatnich
stanowiich klase. 4-0o Formy posrednie—zalezgce od
spolezynnikéw zmiennych o i zmiennych u.

Jezeli przez u,, u,, 1, oznaczymy zmienne tréjkowe przeciw-
podstawieniowe wzgledem zmiennych oy, u,, 25, to wyrazenie
1, za pomocs przeksztalcenia liniowego przeksztaleca sie —
jezeli pominiemy czynnik A — na forme «,’; to ostatnie wyraze-
nienazywasig spélzmiennikiem toZsamosciowym;
nalezy ono do ukladu zupelnego kazdej dowolnej formy tréjko-
wej, albo kazdego ukladu takich form. Podobnie rzecz sie ma
i dla form gatunku r» — tego.

Zachodzi twierdzenie:

Jezeli forma niezmiennicza ukliadu da-
nych form nie zawiera spofczynnikéw tych
tform, lecz tylko szereg zmiennych » oraz sze-
reg zmiennych %, tojest ona koniecznie—je-
zeliodwréecimy uwage odczynnika liczbowe-
go—potegaspbélzmiennika toZsamosciowego.
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Rozwazania o dzialaniach niezmienniczych (patrz , Reper-
toryum* t. I. Rozdzial XII) daja sie latwo przenies¢ na formy
gatunku dowolnego.

Dazialanie:

s 1
)
mo Ye fr,

gdzie m jest rzedem formy lub spélzmiennika, na ktérym wyko-
nywamy dzialanie, zmienne zas y sa spolpudstawieniowemi ze
zmiennemi x, nazywa sie dzialaniem biegunowem lub
biegunowaniem Dzialanie to, wykonane na
spélzmienniku nic zmicnia jego wlasnosei
niezmienniczej.

Jezeli J jest funkeyg 1 szeregdw ilosci zmiennych spélpod-
stawieniowych &y, &y, oo @] Yislasov o ey 208y i e
odpowiednio rzeddw m, m', m" .., to dziatanio (Cuay e y'owshie),
wyrazone symbolicznie przez

[ 7] 1] ]

Loy o, tha
0 0 a |
S s | dyy 7 odyy Ty, i
RIS |
: ) 7] i) tl
i iy Yy MY s, "
| |

(gdzie przy rozwinigein wyznacznika nalezy zamiast iloczynu o
pochodnych podstawié odpowiednia pochodng »  ta) wykonane
na funkeyi o/, nie zmienia joj wlasnodei niszimionniczo].

Jezeli funkeyi J nadamy postad symboliczna

of == g gl
Y rot
to:

QJ==(na'a"...)«a"=" L

Podobnie mozna nogdni¢ pojecie dziatanin Avonholda.
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Jezeli ay... sa istotnemi spélezynmikami formy, &, ...
spolezynnikami innej formy tegoz rzedu, to dzialanie:

()
it Upp oo w0 T
o e datj

nazywa sie dzialaniem Aronholda. Jezeli wykonamy
to dzialanie na utworze niezmienniczym formy danej (formy ze
spélezynmikami a), to przeksztalca sie on na uiwér niezmienni-
czy obu form (formy ze spélezynnikami ¢ i formy ze spolezyn-
nikami &).

() procesach niezmienniczych w teoryi form algebraieznych
oglosit Capelli liezne prace: Mem, Ace. Napoli (2), 1888; Rend.
Ace. Napoli 1886, 1887, 1888, 1893: Giorn-di Batt. (1), XXL; (2), I;
Math. Ann. XXIX, XXXVII,

‘Wprowadzenie rachunku symbolicznego ma ten skutek, ze
kazdy utwoér niezmienniczy ukladu form dowolnych moze byeé
przedstawiony symbolicznie jako utwér niezmienniczy
uktadu form liniowych.

Pozostajac w przypadku form tréjkowych, mozemy wypo-
wiedzie¢ twierdzenie:

Kazdyutwér niezmienniczy ukladu form
tréjkowych daje sie przedstawi¢symbolicz-
nie jakoogol iloczynéw symbolicznych, ktd-
rychceczynnikisg typdw:

Uy Gy Ua, o, (abe), (abu), (auv), (wow), (afy), (af), (ary), (xyz),

gdzie a, b, ¢ ... sa splezynniki form liniowych w spolrzednych
punktowsych, a, 8, 7 ... spélezynniki form liniowych w spélrzed-
nych prostej, =,y,:... spbélrzednemi punktowemi, u, v,

spolrzednemi prostej.

W rachunku symbolicznym form tréjkowych 1 wyzszych
zasadniczemi sg pewne tozZsamosci analogiczne do tych,
ktdore znajduja zastosowanie w teoryi form dwdjkowych. Dla
dzicdziny tréjkowe] mamy tozsamosci:
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(abe) (def) — (bed) (aef) —+ (edu) (bef) — (dab) (cef) =0

(abe)d, — (bed)a, + (eda)d, — (dab)e, =0

(abe) (ryz)— | b, L b, , b | =0

(xye)a; — (yzt)an -+ (str)a, — (txy)a, =0
(ayz) (trs) — (yzt) (wrs) 4 (2la) (yrs) — (o) (2rs) =0,

gdzie a, b, ¢, d,e. [ sa spélezynniki form liniowych w spolrzed-
nych panktowych lub w spolrzednych prostej. oy, 2, 7,8 zad
przedstawiaja spéirzedne punktowe lub spélezynniki form liuio-
wych w spolrzednych prostej.

Dla form gatunku wyzszego otrzymujemy pied typow {oz-
samosel, analogicznych do poprzednich.

Tozsamosci te sg jedynemi toZsamosciami
pierwotnemi, ktdro mogg zachodzi¢ pomigdzy
utworami symbolicznemi typu niezmienni-
czego, w tem znaczonin, Zze kazda inna pozor-
nierdzna od nich tozsamosdt moze by osta-
tecznie tylko kombinacya powyzszych.

Twierdzenia tego dowiedli dla form dwdjkowyeh i trajkowyel
Govdan i Study, Math, Ann. XXX, str. 120, dla praypadku ogdl-
nego dowiddl o P axceal, Lincei Rend, 1838, Memorie V, 1888,

Interpretacya geometryczna ntwordw niezmicnniczych form
trojkowych, cawdrkowyceh i t. d. jest wielkiogo zuaczania w geo-
metryi. Forma {rdjkowa z szeregiem zmicnnych ., uwazanych
za spélrzedne punktowe, przyréwnana do zera, przedstawia geo-
metrycznie, jak juz wyzej powiedziano, kizyws plaska, i podob-
nie forma czwdérkowa z jednym szeregiom zmicnnych, pray-
rownana do zera, przedsiawia powierzchini w zwyklej prao-
strzeni.
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Znikanie tozsamosciowe niezmiennikéw i spélzmiennikéw
odpowiada tym wlasnosciom i zwiazkom pomiedzy elementami
krzywej lub powierzchni, ktére przy przeksztalceniu liniowem
ogélnem, t. j. méwigc geometryeznie, przy przeksztalceniu homo-
graficznem, pozostaja niezmienionemi (wlasnosei rzutowe). Albo
w szczegOblnosci: Jezeli przyjmiemy, ze dla danej formy spe-
cyalne] pewien niezmiennik jest zerem, to odpowiada to
takiej wlasnosci krzywej lub powierzchni, ktéra nie zmienia sie,
gdy te krzywa lub powierzchnia przeksztalcimy homograficznie.
Dalej spotzmiennik zjednym szeregiem zmiennych, przy-
réwnany do zera, przedstawia inng krzywg lub powierzchnie,
ktora wzgledem krzywe] lub powierzehni pierwotnej posiada
wlasnosecl niezmiennicze 1 t. d.

Mozemy jeszeze dodaé, 1z mognaby przyjac, ze formy pier-
wotne maja nie jeden szereg, lecz wiecej szeregéw ilosel zmien-
nych, np. dwa szeregli przeciwpodstawieniowe lub réznopodsta-
wieniowe. O tych formach méwimy ponizej krdtko, ze stano-
wiska teoryi form.

Interpretacya geometryczua tych form z dwoma szeregami
zmiennych przediwpodstawieniowych jest latwa, jezell przyj-
miemy, Ze idzie o formy tréjko we, i jezeli zalozymy, ze taka
forma z dwoma szeregami zmiennych przeciwpodstawieniowych
jest zerem. Geometrycznie okresla to na plaszezyznie przypo-
rzadkowanie punktéw 1 pewnych krzywvch oznaczonej klasy
albo tez prostych i pewnych krzywych oznaczonego rzedn,
t. j. otrzymujemy to, co nazywamy koneksem plaskim.
O tych formach méowimy nizej.

Podamy niektore wskazéwki historyezne i bibliografiezne o roz-
szerzoniu, jakiego doznaly niektore waine twierdzenia i rozwaZania,
odnoszace sie do form dwojkowyeh, przy stosowaniu ieh do form
wyzszyeh: trojkowyeh, ezwiorkowyeh i t. .

Niezmienniki i spolzmienniki form wyiszyeh ezynia zadosé po-
dobnie, jak dla form dwojkowyeh. pewnym réwnaniom rézniczkowym;
temi rownaniami dla dziedziny trojkowej w ogdlnodel zajmowal sie
Forsyth, Proe. Lond. math. Soe. XIX, 1888. Twierdzenie He r-
mite's o odwriceniu rozwinal D eruyts, Brux. Bull, (3), XXII,
1881; patrz tez G or d an, Gott. Nachr, 1897, Inne waine nogolnie-
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nie odnosi sie do przedstawienia tvpowego. Najprzod
Briosehi (Annali di mat. (1), [. 1858), rozwinal postepowanie,
ktore stosowal byl Hermite dla form dwéjkowyceh; poZniej w inny
sposoh nezynili to Grassmann, Math. Ann, VII i Christoffel
tamZe XIX.

Badanie przedstawienia typowego i odpowiednich ukladdow zu-
pelnyeh form stowarzyszonyeh przeprowadzili: Clebseh — Gor-
dan, Math. Ann. I. dla formy szelciennej tréjkowej Gordan,
Math, Ann. XVII XX dla specyalnej formy dwukwadratowej trojkowej
Forsyth, Amer. J, XIT dla wielu innych przypadkow dziedziny
trojkowej oraz dla dziedziny czwérkowej Cambr, Phil. Trans, XIV, 1389,

W zwiazku z przedstawieniem typowem form trdjkowych
jest twierdzenie Hermite'a (Crelle LVII. Hermite okazal,
ze trzy formy tréjkowe kwadratowe mozna
zawsze uwazaé za pochodne pierwsze jedne]
itej samej formy szescienne] tréjkowej, kto-
rej spélczynnikami sa niezmienniki réwno-
czesne form danych. Patrz co do tego Gundelfin-

ger, Crelle LXXX.

Pierwsza prace o niczmieunikach tréjkowyeh oglosit Ar o n-
hold, Crelle XXIX, kiory badat niezmienniki form szefciennveh traj-
kowyeh, Podreeznikow zupelnyeh o formaeh irojkowyeh, czwirko-
wyeh i t, d. niema; teorya tyeh form nie jest tak rozwinieta, jak teorya
form dwdjkowyeh, Z dziel, ktore sie temi formami wyzszemi zajmuuja,
cytujemy Salmon-Fiedler, Algebra der linearen Transform.
Lipsk 1877; Clebsech—Lind e m ann, Geometrie I. Lipsk 1875,
IT1,1,1891; Study, Methoden zur Theorie der ternfiven I'ormen. Lipsk
1889, Wuykazowki historycezne i bibliografiezne w eyvtowanej pracy
Fr. Meyera (po niemiecku oraz przektad polski. Warszawa 1899).
Wreszeie wymieniamy jeszeze prace nowsze: Deruyts. Essai
d'une théovrie des tormes algebr, Bruksele 1891; E11io t, Algebra of
Quanties. Oxford 1895: Andoyer, Théorie des formes Paryz 1898,
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Zasada przeniesienia.

Wazna w teoryi form tréjkowych jest t. zw. zasada
przeniesienia (Uebertragungsprincip) Clebscha, stu-
zgca do otrzymywania pewnych szezegdlnyeh niezmienniezych
form tréjkowych ze znanych niezmiennikéw lub spélzmiennikdw
dwéjkowyeh

Rozpatrzmy przypadek, w krorvm mamy dang forme zasa-
dnicza tréjkows a*=10"= ... Niecha’ y.u,, y;: 2;, 55 2; bedg
dwa szeregi zmiennych spélpodstawieniowych, ktdre mozna za-
tem przedstawié jako spélrzedne dwn punktow prostej; spél-
rzedne punktu prostej, taczacej te dwa punkty, niechaj beda:

==y f s, e=Ag Ao , =4y + L.
Spoélvzedne przeciwpodstawieniowe uy, s, u,, t J.

v U v s U2 |

=

?

Yo 5 U i
|
|

]
Zy 5 2y 2y, 4 2 . ‘

mozna interpretowaé jako spélrzedne prostej. Podstawiwszy
te wartosel w a, 1 kladac symbolicznie g, = a,, a. = a,, otrzy-
mamy forme dwéjkows ar wzgledem 1. Intarpretujac geome-
trycznie réwnanie of =0 powiemy, Ze jego pierwiastki 2 odpo-
wiadaja punktom spotkania prostej (yz) z krzywsg «* = 0.

Niechaj II bedzie niezmiennikiem lub spdlzmiennikiem
formy dwdjkowej a¥; bedzie on utworzony z wyrazow, ktorych
czynnikami sa wyznaczniki dwdjkowe typn (af) oraz czynniki
liniowe typua; fi, ..., gdzie przez § nalezy rozumieé symbole
rownowazne symbolom a. Jezeli przeksztaleimy II tak, aby
wystapily spélezynniki formy tréjkowej 1 spoirzedne u, otrzy-
mamy utwor niezmienniczy wzgledem formy tréjkowe;j.

Jezeli przyréwnamy I1 do zera, bedziemy mieli warunek,
aby grupa n punktow, w ktérych prosta przecina krzywa, miala
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specyalne wlasnosei rzutowe; po przeksztalcenin powyzszem
II =0 przedstawia ogdl wszystkich prostych, ktdre przecinaja
krzyws dane w grapach punktdw, majacych powyzsze wlasnosei.

Latwo sprawdzié, ze kazdy wyznacznik (aff) jest réwno-
wazny z wyznacznikiem («bi), a kazdy czynnik «; z czynnikiem
ar, gdzle zmienne » i nie sy juz niezalezne, lecz zwigzane warun-
kiem wu, = 0; jezeli wiae vy, 1y, 1y sa spélrzednemi innej prostej,
przechodzace] przez punkt », mozemy zamiast a, podstawié wy-
znacznik (eur). Jest widoeznem, ze powyzsze rachunki i rozu-
mowanie pozostaja bez zmiany, jezeli mamy nie jedng lecz wigceej
form pierwotnych.

Stad wyplywa nastepujace proste prawidlo przeniesicnia
form niezmienniczych z dziedziny dwdjkowej do dzicdziny trdj-
kowej: zamiast kazdego wyznacznika dwodjko-
wego (ef) nalezy wzia¢ wyznacznik tréojkowy
{ahe), gdzic ... sq symbolami form tréjko-
wych, ktore podiug wzordw powyzszyceh odpo-
windaja symbolom a,f,...; zamiast zas kaz-
degocvzynnikaliniowegoa nalezy podstawid
wyznacznik (aur), gdzie ilosct v uwazajy sig
za ilodci dowolne,

Taki ntwor, prayrownany do zera, przodstawia¢ hedzie
w spolrzeduych o krzywa (lub nkiad kraywyeh, jozeli wehodzy
wen 1 ilosel »), ktdrej styczno przecinajy krzywa (lub krzywe
dane) w punktach, majacych specyalne wlasnosei nieznignnicze.

Najrozmailsze sg zastosowania te] zasady; najwazniejszem
z nich jest nastepnjace:

Jezeli cheemy micé rdwnanio styczuo-
sciowe krzywej, danej w spélrzednych punk-
towych przezrdiwnanio f=a"=0, dodé w wyra-
Zzeniu symboliczunem wyrdznika formy dwoj-
kowej af rz¢du n-tego zmioenid¢ kazdy wysnacs-
nik (@f) na wyznaczuik (ubw).

Podobung do powyzszej zasade przeniesienia mozna stoso-
walé w przypuilkn, w ktorym foima pierwotna zasadnicza jest
formg tréjkowy, zawierajucy szeregi zmiennych @ i szoregi
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zmiennych w, t. j. jedng z form, ktéra przyréwnana do zera daje
to, co geometrycznie nazywamy ogdlnie konek <em

Niechaj bedzie forma a* u#=0. Rozwazmy proste punktéw
y 1 2 oraz punkt prostych ¢ i w i polézmy warunek. Ze ta prosta
i ten punkt nalezg do koneksu. Kladac jak wyzej:

ay=A4, , .= A, ; Uy ==A7 . .4-“=A2

bedziemy mieli 45 A" .=0, gdzie 1iu sa zmienne dwijkowe.
Zwigzek ten wyraza. ze kazdej prostej « odpowiada m punktéw
proste], a kazdemu punktowi + odpowiada n promieni peku.

Niechaj /T bedzie niezmiennikiem tej foriny dwdjkowe]
o dwu szeregach ilosci zmiennych, nie zawierajacym zadnego
wyznacznika typu (AA). Zmienmy w nim, jak wyzej, kazdy
wyznacznik (4B) na wyznacznik (wbu), a kazdy wyznaozmk
(AB) na wyznacznik (afs); otrzymamy wyrazenie zlozone z czyn-
nikéw symbolicznych (abu) 1 (afr), ktore bedzie forma niezmien-
nicza dla danego koneksu, a ktére przyréwnane do zera. przed-
stawia: w kazdym punkeis « krzywa, ktirej styczne przecinaja
odpowiednia krzywa koneksu danego w 2 punkrach, majacveh
specyalne wlasnosci rzutowe; dla kazdej proste] u—krzywa. kté-
rej m stycznych, wyprowadzonych z jej punktéw do krzywej
koneksu danego, przedstawiajg pek prostych, majgcvch specyslne
wlasnosci rzutowe.

Zasade przeniesienia wypowiedzial Cleb s c¢h (Urelie LIX);
patrz Gundelfinger (Math, Ann, VI), Study (Methodeni t. d.
Lipsk 1889), Clebsch — Lindewmann, Geometrie,

§ 3.

Wyznaczniki funkcpjne, hesyany, kombinanty, wypadkowe i wyrdZniki
dowolnych form algebraicznych.

Niechaj bedzie » form stopnia dowolnego o » zmiennych
(formy gatunku r), ktérych symbolami sg a* /7, ¢! ... Pomiedzy
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najprostszemi utworami niezmienniczemi tych {form mamy
jakobian ezyli wyznacznik tunkeyjny » form, ktéry
symbolicznie wyraza sig przez

—1 Ju'—1 w1
frboa s J AP W=t ha g
oraz hesyan kazdej formy, ktérego wyrazeniem jest:
R 8 on=—2 lp—d
tag’ @ ... ) al™*a’""...,

gdzie @' " . . . $4 symbole réwnowazne z symbolem «.

Te utwory mozna latwo wyrazié przez pochodne form da-
nych (patrz ,Repertoryum* t. T, str. 62,64). O jakobianach mawy
nastepujace twierdzenie Clebs ¢ ha:

Wyznaczniki funkceyjne, ntworzono z r
wyznaczunikdow funkeyjnyeh -1 form o »
zmiennyeh, sa proporecyonalue do form pier-
wotnych (Clebsch, Crelle LXIX, LXX, Rosanaos, tam-
ze LXXYV, Pasch, tamze LXXX.

Cickawa jest wlasnos¢ hesyanow, odnoszgea sig do ich zni-
kania. Dla form dwdjkowyceh, trdjkowych i ¢z wdr-
kowych jedyniezachodzi twierdzonie:

Znikanie hesyann jest warunkiom konieesz-
nymidostatecznymnato, aby forma dana da-
a sig pruez przeksztalecenie liniowoe zamie-
nié na forme, zawierajgey o jedug zmicnng mniej.
Hesse (Crelle XLII, ILVI), Baltzer (l-o wydanio jego
traktatu o wyznaczuikaeh), Salmon-- Fiedlor (Algubra-
der linearen Transf. 1863) mniemali, Ze (o twiordzenio jost
ogolnem; dopieio Gordan  Noether (Math, Anu. X) wy-
hazali, Ze jest prawdziwem tylko dla n = 2, 3,1

Inna wlasnos¢ hesyandw jost nastepujaea:

Hesyan hesyann formy szescionnej oilu-
kolwiek zmiennych jest kombinacys formy
danejijej hesyann

Twierdzenia tego dla dziedziny trojkowej dowitdl Bauer
(Miineh, Akad. XIV, 1883), dla ezwirkowej Rohn (Math. Ann. XXII1),
dla preypadku ogdélnego YV oss (Math. Ann. XNVI.
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Hesyan jakiejkolwiek formy kwadrato-

...
we] f=2;"“u“*:“"% jest jej wyrdznikiem, ktéry

przez spélezynniki istotne formy wyraza sie tak:

CUklad zupelny jednej formy kwadratowej
Jakiegokolwiek gatunku sklada sie, précz
z formy A\ jeszcze z przeciwzmiennika

O oy oy, ...

|
|
| .
T TR P

1’" =

Uy oy Ay o, gy . Uy ...

| |
i . . . . . - . . . . -

gdzie n sg zmienne przeciwpodstawieniowe
wzgledem zmiennychm t.j. w przeksztalceniu
liniowem zachowuja sie jak minory macierzy,
utworzonej z r—1 réznych szeregdw zmien-
nych gatnunku r

Jezeli f =0 interpretujemy jako réwnanie rozmaitoscl
rzedu 2-go w przestrzeni r — 1 wymiarowej, wiedy przeciw-
zmiennik F'=0 da nam réwnanie tejze rozmaitosci, wyrazone
przez element dwoiscie wzajemny wzgledem punktu w tej
przestrzeni.

Wyznacznik funkeyjny jest specyalnym przypadkiem
utwordw, ktore nazywajg sic kombinantami. Jezeli dany
jest uklad p form fi,fs,...,/, gatunku r-tegoijednego rzedu,
1 jezeli utworzymy kombinacye liniows v,f; + 2ofy + . .. + v,f5,
to kombinantem p danych form nazywamy taki utwdr,
calkowity wymierny wzgledem spélezynnikéw funkeyj /1 wzgle-
dem zmiennych, ktéry ilosci v nie zawiera i zachowuje sig nie-
zmienniczo przy przeksztalceniu liniowem ilosei z 1 liniowem
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przeksztalceniu zmiennych ». Kombinant, précz zmiennych
L1y Ty ..., s MOZe zawieraé jeszeze inne uklady zmiennych
Yp-Ysr-ovy Yri Z1y T2 5+« - 4 2, SpOlpodstawieniowe ze zmiennemi .

Wszystkie kombinanty funkeyj fdajasie
przedstawié jako utwory niezmiennicze je-
dnego z nich, nazwanego kombinantem zasa-
dniczym (Gordan), a ktéry otrzymujemy two-
rzgc wyznacznik zawierajacy w plerwszym
wierszu wszystkie funkcye fze zmiennemi .,
wdrugim wszystkie funkecye fze zmiennemi y
it.d; wprowadzone wliczbie p szeregi zmien-
nychxiy... nalezyuwazaé wszystkie zaspdl-
podstawieniowe.

Kombinantami zajmowali sie: G ordan, Math. Ann. V, Voss.
Miinch. Ber. 1888.

Niechaj bedzie » réwnan typu a2 =0, 0"'=0, ... gdzie a”, b""...
oznaczaja symbolicznie formy #-tego gatunku zmiennych
Zy, &y,.... 4y wyrugujmy # zmiennych jednorodnych z i na-
dajmy wynikowi postaé¢ R =0, gdzie R jest funkcya calkowitg
wymierng spélczynnikéw form danych.

Utwér R jest niezmiennikiem form i na-
zywa sig wypadkows (rugownikiem).

Wypadkowa jest co do spélczynnikdw ka z-
dej formy jednego stopnia, r6wnego iloczy-
nowirzgdu wszystkich form.

Wypadkowa pierwszych » pochodnych czastkowych formy
wzgledem 7 zmiennych nazywa sie wyrdznikiem.

Stopien wyrdéznika co do spdlczynnikow
formy danej jest r(n—1y-Y gdzie n oznacza
stopien formy, r jej gatunek.

Gordan zajmowal sig wyréznikiem formy tréjkowej
n-tego rzedu w (Miinch. Ber. 17 1887), a niedawno w (Math.
Ann, 50. 1897, Ziiricher Kongr.-Verh. 1898, str. 143) wyréznikiem
trzech form tréjkowych.
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O warunkach niezmienniczych, pod ktéremi forma tréjkowa
daje si¢ rozlozyé na czynniki, patrz Brill, Gott. Nachr. 1893,
Deutsche Math. Ver. 5, 1897, Math. Ann. 50, Jun k er, Math.
Ann. 43, Gordan, Math. Ann, 45.

Formy kwadratowe w ogdlnosci i teorya form dwuliniowych. Frawo
bezwfadnosci. Teorya dzielnikdw elementarnych Weierstrassa.

Niechaj bedzie forma kwadratowa o 7 zmiennych
1...r
T=2 L=y =0 l=5 . Sl =)
g

Jej jedynym niezmiennikiem jest wyréznik

| C1n 5 @2 5, Gags---
|
[ @2y s Qg , Gog,--.
A= = (abe ... )*.
Uy1 0 gg 5 gy ..

Jezeli A jest rézne od zera, / nazywa sig forma z w y-
czajna, jezei A=0—osobliwa.

Jezeli w,w,, ..., w, sa zmienne przeciwpodstawieniowe ze
zmiennemi v, to mozemy utworzyé przeciwzmiennik
0 , w , wy,...
. W, , Gy 5 Ogy.--
F= = (wab...)*.

7 Mar o, log .-

Jezeli wprowadzimy zmienne réznopodstawienio-
we u,v... (poréwn. § 1), to mozna bedzie utworzyé inne
utwory niezmiennicze; dla » =3 (przypadek tréjkowy) istnieja

Pascal. Rep. II 7
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tylko obiec powyzsze; dla » =4 (przypadek czwdérkowy) moina
utworzy¢ jeszcze wiele innych, przy wprowadzeniu dalszych
szeregéw zmiennych.

Co do niezmiennikéw réwnoczesnych d wu form kwadra-
towych o » zmiennych, patrz Se gre, Math. Ann, XXIV.

W teoryi form kwadratowych zasluguje, ze wzgledu na
zastosowanie do mechaniki i geomefryi, na szczegdlng uwage
wielokrotnie traktowane zagadnienie o sprowadzaniu form do ich
postaci kanonicznej, t.j. do kombinacyilinio-
wej kwadratow. Redukeya ta duje sig uskutecznié w ogoéle
nieskonczenie wielu sposobami; lecz jezeli forma dana ma spdl-
czynniki rzeczy wiste i jezeli przeksztalcenia, ktorym pod-
dajemy zmienne, maja byé¢ takie rzeczywistemi, wtedy
owa nieskonczonosé form zredukowanych lub kanonicznych
nlega t.zw. prawu bezwladnosci form kwadra-
towych, kidre brzmi:

Jezeli forma kwadratowa o r zmienunych
i 0o spédlteczynnikach rzeczywistych prze-
ksztalca sie za pomoca podstawien linio-
wych rzeczywistych dwoma rdédznemi sposo-
bami na wyrazenia, zawierajace tylko kwa-
draty zmiennych, toliczba k wyrazdw zo zna-
kiem dodatnim jest zawsze ta sama,

To twierdzenie podal 8y lvester, Phil Mag, 1852, 1, str,
138, Phil. Trans. 1853, str, 407: péznicj Borehardt (Crelle LI,
str. 275) ogtosil, Ze podobne prawo znane juz bylo J ae o bi'emu
wr. 1847, O twierdzeniu tem patrz: Il e vmite (Crelle LITL str. 271),
Gundelfinger (tamze CXI), de P resle, Bull. de Ia Soe, wath,
XV, str. 179, Frobenius (Berl. Sitzungsher, 1894). Badania, naj-
Seislej zwigzane z prawem bezwhadnosei form kwadratowyel rzeezy-
wistyeh, oglosil Lo e wy (Math. A L § 9, tamze LI i Nova Acta
Leop. 1898),

Jezeli liczba k w poprzedniem twierdzeniu jest zevem lub
r, to forma kwadratowa nazywa sig okres$lony (definita)
(Gauss), winnych razach nieokreslongy.

Kazda forma okreslona zachowujo zuak
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staly, bez wzgledunasposdéb zmieniania war-
toscizmiennychrzeczywistych.

Forma kwadratowa o r zmiennych daje sie przeksztalcié
na wyzej oméwiong forme kanoniczng i wtedy, gdy stawiamy
warunek, aby przeksztalcenie, ktére mamy stosowaé, bylo orto-
gonalne, t.]. aby forma

=44

pozostala przez nie niezmienions. Jezeli w tym przypadku
forma zredukowana przyjmuje postac

T.uas %

f:- 2 (l’.-,J Jy Sy = :1111'1“ _}" Ag.’.l“22+ PP + Arl',—?

o
to spélczynniki d, wzigte ze znakami prze-
ciwnemi, sg plerwiastkamirédwnania t.zw. cha-
rakterystycznego

Ut ey, G,

| a1 Gogt4 , Gy, ... | =0
; i

b oay , Oy, ytA,... |

ktérego strona lewa jest wyrdznikiem formy
kwadratowej f-+4f".

Jezeli spélezynniki a,; formy fsa wszystkie rzeczy-
wistemi, to wszystkie pierwiastki rédwnania
charakterystycznegosgrzeczywiste.

Jest to przypadek szczegdlny zagadnienia o rownoczesnej
redukeyi dwn form kwadratowych

f=2ayuwr, , F=IZbsx,x;

do postaci kanonicznej. Oczywiscie, mozemy tu tez zawsze
dolgczyé warunek, aby druga forma dala sie sprowadzié do ta-
kiej postaci, jak wyzej f’, t.j. do sumy kwadratéw nowych
zmiennych. Poniewaz formami zredukowanemi sa:

f=A2?+ Apn® + ...+ 422 ; F= By + Byxy*+ ... +Ba.?,
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to dos¢ potozyé:

n=VBz , = VB, ,...

aby otrzymaé:
y," + = Gl bt | B0 e

. A "
Stosunklﬁ'—,wmgte ze znakami przeciw-
&

nemi, sag pierwiastkami riwnania (charaktery-
stycznego):

@y + Ay, a Ay,
g+ Abyy oty - Ay ... ’ =0
|

ktédrego strona druga jest wyrdznikiem for-
my kwadratowe]j 4 Al

Cauehy (Exere, de math. IV 1820 1 Jacobi (Urelle XII)
pierwsi zajmowali si¢ tem zagadnienicm.

Rozwigzanie zagadnienia przedstawin sig tak jak wyzej
tylko wtedy, gdy wszystkie pierwiastki rédwna-
nia charakterystycznego sa rozne; jozeli niektore
z pierwiastkdw sa rowne, wtady W\‘-tt e inne rozwazania,

W przypadku »=2 1 r= 3 rzecz jost prosta i dawno
w ksiazkach o geometryl analityeznej zatatwiona; dla r ==
mamy badania Sylvesterva (Mag. Plul. (h). T. I8H1) str,
119), dla » dowolnego badania Woierstrassa (Berl. Mo-
natsber. 1808, 1868), ktdry badal to zagadnienie nie {ylko dla
dwu form ]ﬂva.(lm.‘ruw_ych aleidla form dwuliniowych
odwu szeregach ilosci zmionnych  Pray tej spo-
sobnosei ntworzyl Welerstrass teorye tozw., dzielni-
kéw elementdrnych,

Rozpatrzmy wyznacznik rzedu r-togo:

= | Gﬁ*}-ﬂld | == E Ly |
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i przyjmijmy w ogélnosei, ze jego charakterystyks (Rang, Fro-
benius, Crelle LXXXVT) jest o, co znaczy, ze wszystkie pod-
wyznaczniki rzedu 6 + 1, ale nie wszystkie rzedu ¢ sg tozsamo-
sciowo zerem. Niechaj bedzie a++ b=y, !, — wykladnikiem
najwyzsze] potegi, w ktérej ilosé p jest zawarta jako czynnik
we wszystkich podwyznacznikach rzedu o-tego (o < 6) wy-
znacznika Dj; innemi sfowy, p’ jest czynnikiem wszystkich pod-
wyznacznikéw rzedu o. z ktdérych niektére moga zawieraé
p 1w potedze wyisze], ale jeden przynajmniej zawiera p do-
ktadnie w potedze/,; niechaj dalej D, bedzie najwiekszym
wsp6lnym dzielnikiem wszystkich podwyznacznikéw rzedu
o-tego; D, zatem zawiera jako czynnik p w potedze /,-ej. Liczby
l, sg liczbami catkowitemi dodatniemi lub zerem.

Jestlhpn22l, , agdyl,=0 |, tol, =1, g=...=0.
Polézmy:
o=l,—loy , Goa=lpg—l,s,...,6=1,
skad:

L=e+o+e+t...4e,
te D, zawiera¢ bedzie czynnik:
pa’u‘ zpq ‘pe, _Ije, — pcc .

Liczby e czynig zado$§é wlasnosci zasa-
dniczej:

8o 2 By 2 lg—z . 2 O

Kazdy czynnik p¢,, gdy ¢, jest rozne od zera, nazywa sie dziel-
nikiem elementarnym ukladu ilosci ay, a gdy c=r
dzieln. element. wyznacznika D (Welerstrass), p zas
nazywa si¢ podstawg dzielnikéw elementarnych.

Pojecie dzielnikéw elementarnych mozna rozszerzyé na
wyznacznik dowolny, ktérego elementy a nie sa, jak elementy
wyznacznika D, funkcyami liniowemi ilosei 2, lecz albo liczbami



102 Rosdzial IIT. — § 4.

catkowitemi albo fankeyami calkowitemi jednej lub wielu zmien-
nych. W pierwszym razie przez p nalezy rozumie¢ liczbe
pierwsza, w drugim fankeye liniowg lub w ogdlnosci funk-
cye calkowitg nieprzywiedlna uwazanychzmiennych.

Dzielnik elementarny stopnia plerwszego nazywa sie we-
dlug Frobeniusa (Crelle LXXXVI) dzielnikiem ele-
mentarnym liniowym; Kronecker (Berl. Monatsber.
1874, str. 226, Werke, tamze str. 405) nazywa go dzielni-
kiem elementarnym pojedynczym Idacza Fro-
beniusem, nzywaé bedziemy tego drugiego terminn w innem
znaczeniu; jezeli mianowicie ubworzymy stosunki:

Dﬂ I lT)a—‘l

D e gy e besigr syl B

1 polozymy

B lijw=...=8=0,
to wyrazenia £ sg albo liczbami calko w‘if o m I, albo
funkeyami calkowitemi 1 nazywajy si¢  prerwszyni
drugim . . ., r~tym dzielnikiem elementarnym whktadu ul%m L0z,
gdy o=r —wyznaczmka. Nazywaja si¢ one dzielmkami ol o-
mentarnemi zlozonemi, wyrazenio za$ p° dziolni-
kami elementarnemi poejedyhcezoemi. Zwazmy
wszakze. ze wyrazenia ,dzielniki elementarne = to-
zone‘ uzywa Frobenius (Crelle LNNXVIL st 162) win-
nem znaczenin. Wyrazenie to w znaczeniu, praes nus wiyten,
znajduje sig u Mutha (patrz pracg cytowansy ponizej) i jest
uzasadnione przez to, ze przez rozkla ddzielnikaow
elementarnych zlozonychna czynniki otrzy-
mujemy wszystkie dzicluiki olemontarne
nkiadu

Gtownemi pracami o dzielnikach clomentarnyeh, proce wyze)
eytowanych sg: Stiekelberger, Diss inaug. Berlin 1874, Crelle
LXXXVL, Darboux (Journ de Liouv. (2). XXX), Kroneeker
(Berl. Monatsher, 1874, 1890, 1841, Crelle GV, Frobenius
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(Crelle LXXXVI, LXXXVII, Berl. Sitzungsber. 1890. 1894, 1896),
Hensel (Crelle CXIV ete.). BliZsze szezegély w nowem dziele
Mutha ,Theorie und Anwendung der Elementartheiler®. Lipsk 1899,

Podamy rezultaty, do ktérych, na podstawie teoryi dziel-
nikéw elementarnych, dochodzimy w zagadnieniu o redukeyi
form kwadratowych do postaci kanonicznej, oraz w innem tej
samej natury zagadnieniu o réwnowaznosci form kwadratowych
i pasm takich form.

Aby dwie formy kwadratowe o r zmien-
nych daly sie ré6wnoczesnie za pomocsg tveh
samych przeksztalcen liniowych sprowadzié
do postact:

A4 Az + . At Bal—4 Bur? ...+ Bua?

gdziespdleczynniki 4,15, niesgrdwnoczednie
obazerami, jest koniecznem i dostatecznem,
by wyznacznik

D=|a,+,|

utworzony sposobem zwyklym ze spélczyn-
nikéwtych formnie znikalimialtylkodziel-
nikielementarne liniowe (Weierstrass, Werke
II. str. 41—42).

Jezeli D jest réznem od zera, lecz dzielniki elementarne
wyznacznika sg jakiekolwiek, to mozua przeprowadzié reduk-
cye do postaci kanonicznej lub normalnej, ktérej na-
tura zalezy od dzielnikéw elementarnych. Na tem opiera sie
klasyfikacya form kwadratowych, ktora tu blizej
zajmowad sig nie bedziemy.

Zadanie ogdlniejsze polega na wyznaczeniu, czy dwa pasma
form kwadratowych A4 -+ AB, A’ 1B’ sa rownowazne,
t.] czy jedno da sie przeksztalcié na drugie za pomocy prze-
ksztalcen liniowych, ktérych spélezynniki od 1 nie zaleza.

Dwa pasma zwyczajne form kwadrato-
wych or zmiennych (t.j. takie, Zeich wyroznik
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nie znika tozsamos$ciowo), sg rownowaznemsi
wtedy itylko wtedy, gdy dzielniki elementarne
ich wyznacznikéwsg tesame (Weierstrass).

Oczywiscie, w twierdzeniu tem zawiera sie poprzedzajace
jako przypadek szczegdlny.

Teorya Weierstrassa ma wielka donioslo$é; odpo-
wiednio zmodyfikowana, daje sie zastosowaé do wieluinnych za-
.gadnien, aotyczacych réwnowaznosci. Pomyslmy np., ze mamy
formy kwadratowe o spélczynnikach callkowitych, 1 pragniemy
zbadaé, kiedy jedna z dwu form tego rodzaju daje sig zamienié
na druga przy pomocy przeksztalcenia o spélczynnikach calko-
wityel i o module 1 (unimodularnego), albo tez specyalnie, kiedy
jedna z tych torm za pomocy przeksztalcenia unimodularnego
daje sie sprowadzié do postaci kanonicznej. Badanie wyznacz-
nikéw obu form iich dzielnikéw elementarnych w znaczeniu
wyzej podanem prowadzi do rezultatéw analogicznych z po-
WYZSZeml.

Tyz samy teorye mozna stosowaé do form dwulinio-
wych.

Formg dwuliniows dwu szeregdw zmiennych vy, &y , ..., 43
Yis Yoy - - - Y NABZYWAMY Wyrazenie typu X a,;.r, . Jezeli spol-

4
czynniki a,; sg funkeyami liniowemi parametrn d, to wyru-
Zenie to przedstawia pasm o form dwuliniowveh. Jezeli wy-
znacznik spélezynnikéw a,; jest rozny od zera, otrzymujemy
forme dwuliniows zwyczajna, jezeli zas jost zorom, forme
dwuliniows osobliwa.

O teoryi tych form patrz Weierstrass 1 e, zwlawszeza
Frobenius, Crelle LXXXVI, poréwn, tez Muth I, e. § 2 1 nast,

W teoryi tej mamy zagadnienie podobne do zagadnien
w teoryi form kwadratowych.

1. W zwozenin, zZe spoélezyunniki sg liczbami calko wi-
temi, zbadaé réwnowaznost dwu takich form, f.J. mozliwosé
przeksztalcenia jednej na drugy za pomocy przeksztaleenia uni-
modularnego, i specyalnie, redukeye jednej z nich przy pomocy
takiego przeksztaleenia o spélezynuikach calkowitych i module
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1 do postaci X A4, y, ktéra nazywa sie normalna lub
kanoniczna,

2. w zalozeniu, ze spoélczynniki sgq funkeyami liniowemi
parametru 1 zbadat rownowaznosé dwu pasm takich form, t. j.
mozliwosé zamiany jednego na drugie za pomocy przeksztalcen
liniowych, ktdrych spolezynniki od 2 nie zaleza, a w szcze-
gdlnoscl réwnoczesng redukeye obu form dwuliniowych ze spol-
czynnikami stalemi do postaci kanonicznej.

Mamy tu twierdzenie nastepujace:

Dwie formy dwuliniowe o spdlczynnikach
calkowitych liczbowych sa réwnowaznemi
wtedyi1tylko wtedy, gdy odpowiednie dziel-
nikielementarne zlozone zukladuspélczyn-
nikéwobu form, sg jednakowe.

Dana forma dwuliniowa, ktérej uklad
spoétczynunikdéw calkowito-liczbowych posia-
da dzielniki elementarne ztozone E, E,,.... E,
daje sig za pomoca podstawien unimodulanr-
nychdla iy sprowadzié do postaci:

Loy~ Eorgyy 4 ... = By, .

Dwie formy dwuliniowe (dwa pasma ferm,
0 spolceczynnikach, ktdére sa funkeyami linio-
wemiparametruliowyznacznikach réznych
od zera, sy rownowazneml wtedy1tylko wte-
dy (t.j.daja sie przeksztalci¢ jedna na druga
za pomocy przeksztalcen od Ainiezaleznych),
gdy wyznaczniki obu pasm majg te same dziel-
nikielementarne.

Aby dwie formy dwuliniowe daly sie roé-
wnoczesnie za pomocg przeksztalcen linio-
wych sprowadzi¢ do postaci:

A+ Aoy + - A Ayt
By + Byroyy 7 -+ T Bayr
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gdzie spdleczynniki 4, B, nie sg oba zerami,
jest koniecznem i dostatecznem, by wyznacznik

D =1ay,+ Ay |

nie znikal tozsamosciowo i zawieral tylko
same dzielniki elementarne liniowe.
Przeksztalcenie ortogomnalne (. j. przeksztalcenie li-
niowe, przy ktérem wyznacznik spélczynnikéw jest ortogonalny)
przeksztalca forme kwadratowa specyalna «* +4 z,* 4 ... 4 a;?
na samg, siebie. Z a* spélezynnikow tego przeksztalcenia jest

n (1n—1) niezaleznych owstaj zoto zagadnienie:
5 ie yech, powstaje przeto zagadnienie:

tylko

w jaki sposOb dajg sig wyrazié spolezynniki podstawienia linio-
wego przez “;T n (n—1) wielkosci niezalezuych, aby forma kwa-
dratowa X z,? pozostafa niezmienna ?

Badaniami temi zajmowali si¢: Eule r; Novi Comm. Pefrop. XV,
XX, Cauehy. Bxere. de math. IV i ogdhiiej (a yTey, Crelle XXXII
(patrz 1 as cal, Determinanti str. 47).

Badania te daja si¢ wogdlnié, jezeli zamiast powyzZszej speeyal-
nej formy kwadratowej wezmiemy forme kwadratows ogdlua, W tym
kierunkun mamy bhadania e vmite’a dla -3 (Crelle LIV) § 9=
(Cambr. Dubl, math. J. IX), Z obfitej literatury wymieniamy: G Can-
t o r, Habilitationssehrift Halla 1869, Bachmann, Crelle LXXVI, Tan-
nery, Bull. Soe. math, X1 1876, P rym, Gart. Abh, XXXV 1892,
Frobenius, Crelle LXXXIV. Pracksztaleconic spilpodstawieniowe
formy dwuliniowej na sama sichie hadal A, Voss (Abh, der kgl, Bayr,
Akad. 1870), Nowsze prace Lo e w yego (Compt. Rend. 876, Nova
Acta Leop. 1898) zajmuja sic przeksztaleeniem formy dwnliniowej na
samg siebie, na podstawie teoryi dzielnikdéw elementarnyeh,  przayezem
y i s zmiennemi zespolonemi sprzezonemi; jako praypadek szeze-
golny wynika stad przeksztaleonic rzeezywinte formy
kwadratowej rz e czy wiste j nasama sichie.
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NI

Uktady zupetne dla form o wigkszej liczbie szeregow ilosei
zmiennych.

Powiemy kilka sldw o zagadnienin, dotyczacer szukania
utworéw niezmienniczych, stanowiacych uklad zupelny.
Poszukiwanie to moze byé uskutecznione calkowicie tylko
w niewielu prostych przypadkach; w poprzednich paragrafach
daliSmy juz pewne wskazéwki o rezultatach dotgd znanych.
Lecz naturalnem jest rozszerzenie takiego poszukiwania przez
przyjecie, ze forma zasadnicza zawiera pewna liczbe szeregdw
ilosci zmiennych 1 sznkanie w tym przypadkn ukladu zupelnego.
To nowe posznkiwauie Jest oczywiscie jeszeze bardziej skompli-
kowanem; uskuteczniono je dotad dla niewieln tylko przy-
padkoéw.

Mozna przyjac, Ze forma dana jest trojkowa i ze za-
wiera d w a szeregl ilosci zmiennych; zmienne te moga byé albo
spolpodstawieniowemi albo przeciwpodstawieniowemi jak 2 1 %
(patrz § 11), lub, ogdlniej jeszcze, zmienne moga byé poddane
przeksztalceniom zupelnie niezaleznym. W obszarze form
dwiéjkowych to rozréznienie nie istnieje, gdyz pierwszy
1 drugi z powyzszych przypadkéw (na zasadzie wzorn Cle b-
scha—Gordana) sprowadzajg sig do przypadku, w ktérym
formy zasadnicze maja tylko jeden szereg ilosci zmiennych.

Szereg zasadniczy, zawierajacy jeden szereg zmiennych
a1 jeden szereg zmiennych przeciwpodstawieniowych u, przy-
rownany do zera, przedstawia geometrycznie odpowiedniosé po-
miedzy punktami i obwiedniemi na plaszezyznie, albo pomiedzy
prostemi i krzywemi plaszezyzny, to jest przedstawia to, co na-
zywamy konelksem.

Rozpatrywano zwlaszeza pewne utwory specyalne, ktore
otrzymujemy przy pomocy zasady przeniesienia; moéwimy
o nich nizej. Co sig zas tyczy nkladéw zupelnych,
to rozpatrywano tylko uklad formy «,u. (liniowy wzgle-
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dem ilosci » i ilodci w); ukiad zupelny sklada sig z 7 utwo-
réw (Clebsch—Gordan, Math. Ann. T). Badanie analo-
giczne dla przypadkn czwdérkowego rozpoezgl Mertens
(Wiener Berichte XCVIIL 1890); tenze autor badal przypadek
formy czwérkowe] d wuiiniowej o dwdch szeregach zmien-
nych spélpndstawieniowych (tak zwane nklady zerowe) (tamze,

XCVIL. 1888).

o
=

Koneksy, koincydencye.

Wyzej juz powiedziano, ze figura, ktdry symbolicznie praed-
stawia wyrazenie a*u% =0, nazywa si¢ konekscm rze¢du
n-tego 1 klasy m-tej. Koneks taki oznacza si¢ zwykle sym-
bolem (1, m).

Kazdenm punktowi 2 odpowiada krzywa m-tej klasy
w spotrzedunych stycznosciowych, kazdej proste) krzywa n-tego
rzgdu w spolrzednyceh punktowyelh.  Pomigdzy koneksami god-
nym jest uwagi koneks, ktérego réwnanien jest v, = 0; nazywa
sigon koneksem tozsamosciowym., Nazywamy ol c-
mentem koneksn uklad punktui prostej, punktowi temu
w koneksie odpowiadajace].

Punkt, ktéremu odpowiadaja wszystkie proste plaszezyzuy,
nazywa sig punktem podstawowym koneksu; prosta,
ktirej odpowiadajy wszystkie punkty plaszezyzny, nazywa siq
prosta podstawowa koneksu,

Ogol co? elementéw  wapdlnych dwdm koncksom nazywa
sig koincydencya.

W koineydeneyi kazdej prostej odpowiada skonezona liczba
v punktow, kazdemu punktowi skonezona liezba g prostych;
liczby » 1 u nazywaja sig odpowiednio rze¢dem i klasy
koincydencyi,
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Koincydencya, wspélna koneksowi danemu i koneksowi
tozsamosciowemu u, = (. nazywa sie koincydencys gld-
wn g koneksu.

Jezeli mamy dane dwa koneksy (m,m) i (w'.m), to rzad
1 klasa odpowiedniej koincydencyi wyrazajs sie wzorami:

v=mnn' | w==nm'.

Jezeli danym jest punkt ., to u prostych koincydencyl
znajdziemy, szukajac stycznych wspdlnych krzywym, ktdre
w dwéch koneksach odpowiadaja temu punktowi, podobuiez
rzecz sig ma z » punktami, odpowiadajacemi prostej danej.

Ugoél elementéw spolnych trzem koneksom stanowi d w 6 j-
ke krzywych. Jezeli z réwnan trzech konekséw wyrugu-
jemy iloscl x, otrzymamy rdwnanie krzywej w spoélrzednych
prostej; jezeli zas wyrugujemy iloscl u, otrzymamy rdwnanie
krzywej w spélrzednych punktowych. Klase pierwszej krzywej
przedstawia wyrazenie:

mn'n" 4 m'n"n 4 n"nn’;
rzad drugiej wyrazenie:
nm'nd — n " - n"mm’

jezeli (num). (n'm’), (1"m") sa trzema danemi koneksami.

Liczba elementéw (punktdéw z odpowiadajacemi im pro-
prostemi) wspélnych czterem koneksom (nm: (n'w), (n'"m”),
(""" jest:

L N L) nr

T A T T A TR SR T T IS S LT 1)

+ m'm" R0 4 W'’

Nazywamy koneksem sprzgzonym z koneksem
danym koneks, ktory wzgledem koneksu danego na nastgpujaca
wlasnosé niezmienniczy: kazdy jego element (y,r) jest tald, Ze
kazdemu punktowi y odpowiada w koneksie danym przynaj-
mniej jedna prosta pod wé jna, a prostej » odpowiada w tym-
ze koneksie przynajmniej jeden punkt podwdjny.
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Réwnanie koneksu sprzezonego mozemy utworzyé, stosujac
wylozong w § 2 zasade przeniesienia. Dos¢ w tym celu utworzyé
wyréznik rownania podwdjnie dwiojkowego ¢ = AJAY (n.m>1),
t. j. niezmiennika, ktéry przyréwnany do zera, daje warunek, aby
forma miala réwnoczesnie pierwiastek podwdjny 11 plerwiastek
podwdjny w (t. . aby istnialy wartosei 1,, u, ilosci 2 1 u takie, ze
4, jest plerwiastkiem podwdéjnym réownania ¢ (4, ) ==0, u, zas
pierwiastkiem podwéjnym réwnania ¢ (4;, u) = 0); nastepnie
wedlug zasady przeniesienia nalezy kazdy wyznacznik dwdj-
kowy zamieni¢ na tréjkowy. Niezmiennik taki otrzymujemy,
rugujac A, Ay, py, 4, pomiedzy rdwnaniami

dp - g = O PN O

a7l ’_J‘u.l - ,I.I‘-):I-f_, =it

Stopien tego niezmiennika wynosi:
2[mn—~+2(m—1) (—1)].

Jezeli jedna z liczb 2, m, naprzyklad liezba m, jest jedno-
$cig, wtedy:

(= ‘A‘l’}.‘,A-"‘ == }‘J”“ "l" 1“-_;;:; 1

a szukany niezmiennik jest wypadkowa form P, i P, .

Koneksemn sprzezonym z koneksem (1, 1), czyli v, u, —
jest (abw) (afx) = 0; koneksem sprzezonym =z koneksem
(2, 1) eczyli a*u,=0 jest (abu)® (cdu)® (Byx) (adr)=0;
koneksem sprzezonym z koneksem (2, 2) czyli a *u®? == 0 jest
(W30 =20 (1TW — 13— ] 2)* = (), gdazie

; L v
(== — 19" (abu)? (afr)® .
. 1
J'=— 12 (ate) (bew) (caw) (afr) (Byr) (Taw)

V= -f_% (abw)? (cdu)? (ayx)? (fdar) —9 172,
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Moznaby powiedzieé, ze koneks sprzezony tak sie ma do
koneksu danego jak ogél stycznych linii krzywej do ogdlu punk-
tow tej krzywej. )

Koneks sprzezony wzgledem koneksu sprze-
Zonego jest koneksem pierwotnym.

Elementy dwu wzajemnie sprzezonych koneksédw odpowia-
daja sobie dwujednoznacznie. Liczba

(n—1) (n—2) (m—1} (m—2)
P=—" 7779

jest charakterystyczna dla koneksu ogdlnego i nazywa sie jego
rodzajem.

W koneksie (1,2)t.j. a,u,2=0 punkty, ktérym
odpowiadajgce stozkowe rozpadajasienadwa
punkty, tworza krzywa rzedu 3-go: a.b,c.(afy)*=0;
proste zas laczace dwa punkty, na ktdre kazda
stozkowa sig rozpada, sg stycznemi do krzy-
we) klasy 3-ej: (abc) (afy) a,231t,=0. Tez same pary
punktow znajdujg sietakze na krzywejrzedu
3-go: (abe) (afzx) (Byzx) (yaz) = O.

W koincydencyi gléwnej koneksn (1,2) kaz-
demu punktowi » odpowiadajag dwie proste.
przezen przechodzace, a kazde] prostej punkt,
na niej polozony Punkty ktdre wtakiej koin-
cydencyi gléwnej odpowiadajg dwém prostym
zlewajagcym sie leza na krzywej rzedu 4-go,
ktérejréwnaniem jest a,b, (afr)*=0.

Teorye konekséw utworzyl Clebsch (patrz (lebseh —
Lindemann, Geometrie). Komneks (1, 1) badali Clebsch
i Gordan (Math. Ann. I), koneks (1,2) Godt (Diss. Getynga
1873); rezultaty, otrzymane przez tego ostatniego, rozszerzono na ko-
neksy (1, ») w eytowanem dziele Clebscha —Lindemanna.
Co do koneksu (1,2) patrz Peano (Ace. Torino 1881), a co do ko-
neksu (2,2) Armenante (Lincei 1876) i Peano (Ace. To-
rino, 1881).
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Formy trijkowe, czworkowe i t. d. automorficzne,

Rozszerzono na formy gatunku r > 2 rozwazania, podane
wyze] dla form dwdjkowych. Forma nazywa sie w ogole
automorficzna, jezell ma skonczona grupe prze-
ksztalcen liniowych na sama siebie.

Ograniczymy sie tu tylko na niektérych wskazéwkach bi-
bliograficznych.

Poszukiwania te rozpoczal Jordan (Compt. rend. 1877,
Crelle LXXXIV, Acc. Napol. Abt. VIIL 1888), ktdry rozwinal
je nastepnie dla form tréjkowych i znalazl 11 typéw. Dwa inne
typy otrzymali: Klein (Math. Ann. XTIV, XVIL patrz Klein—
Fricke, Modulfunct. Lipsk 1870. I) i Valentinexr (Kjob.
Skrift. (6). V. 1889). Typ Kleina ma grupe zlozonyg z 168
przeksztalcen i do niej nalezy forma tréjkowa . *m,—wyry—t-a, e,
typ Valentinera ma 360 przeksztalcen i byl badany gle-
biej przez Wiman a (Math. Aun. XLVII), Gerbaldi (Rend.
Palermo 1898—1899, Math. Ann, 50); Fricke (Gott. Nachr.
1896, Deutsche Math. Vereinig. V. 1896) jest ona holoedrycznie
izomorficzng (patrz Rozdz. I § 4) z grupa symetryezng szescin
elementdw.

Dla form ezworkowyeh znamy tylko niektére grupy skofezone
przeksztaleen lintowyeh; wymieniamy prace K1leina (Math. Ann
XXV XXIX) | Masehkego (tamze XXX, XXXII, XXXVI).

Z innych prae eytujemy; Fuels (Berl. Ber, 1896, Comptes
rendus 1896), Loewy (tamze 1896, Nova Acta Leopold 1808),
Moore (Math. Ayn. V1), Maschke (tamZe L e.).

O rozszerzeniu na przypadek przeksztateent nieliniowyeh wy-
miernyeh patrz Maurer (Crelle CVIL),

Interesujguem jest zagadnienie nastepujace: wyznaczyé
formy dwojkowe, ktire przeksztalcajs sig na same siebie przy
gruple skonczonej przeksztalcen liniowych, stosowanych do
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zmiennych 2, ,. Takie formy nazywajg sie automorficz-
nemil.

Pierwiastki zespolone formy interpretujemy geome-
trycznie na plaszezyznie; pomyslmy sobie kule, dotykajacy tej
plaszezyzny w poczatku spélrzednych O, i przyjmijmy, e
wszystkie punkty plaszezyzny rzucilismy na kule z punktu
srednicowo-przeciwleglego punktowi 0. Tym sposobem pier-
wiastki formy dwdjkowej beds przedstawione przez punkty na
kuli.

Przeksztalcenia liniowe, przez ktére forma dwéjkowa prze-
chodzi¢ bedzie na sama siebie, odpowiadajg w tem przedstawie-
niu obrotom kuli okolo jednej z jej srednic. Grupy obrotéw
kuli, przy ktérych pewien ogdl jej punktéw pozostaje niezmie-
niony, sg:

1) Grupa cykliczna, t.j. grupa obrotéw okolo jednej

2k

T
= (E=0,1....,n—1).

srednicy, ktérych kat wynosi

2) Grupa diedryczna (dwuscianowa) t. j. grupa obrotéw

okolo srednicy o kacie = , polaczone lub nie z obrotem o 180°
okolo srednicy do tamtej prostopadlej.

3) Grupy obrotéw, przez ktére jeden z piecin wieloscianéw
foremnych przeksztalca sig sam na siebie.

Najogoélniejsza forma (automorficzna), nalezgca do grupy
cyklicznej, daje sig zawsze za pomocg odpowiedniego przeksztal-
cenia sprowadzié do postaci:

2y 2P IT (4,9 2 4 A, )

gdzie aip sg liczby calkowite dodatnie, 2,%, 149 — parametry
dowolne.

Najogélniejsza forma, nalezaca do grupy dwuscianowej
jest typu:

FpeeF,0Fyr H{;l(:} F24-1,9F,2),

Pascal. Rep. IL 8
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gdzie:

= r,J,-lﬂ + meu : 3‘5’1 » ___ .’!‘9” S
F = ——— Festo 3o ==,

Préez tych specyalnych i pospolitych typéw form dwdj-
kowych automorficznych pozostaja jeszeze do zbadania formy,
odpowiadajace pieciu wieloscianom foremnym: czworoscianowi,
szescianowi, oémioscianowi, dwunastoscianowi i dwudziestoscia-
nowl.

Istnieje nie wiecej nad trzy grupy, dla ktérych te wielo-
$ciany pozostaja bez zmiany; mianowicie: grupa czworoscianu
o 12 przeksztalceniach, osmioscianu o 24, dwunastoscianu o GO
przeksztalceniach; grupy dwu pozostalych wielosciandw sa takie
same jak poprzednich, i.j.: grupa szescianu odpowiada grupie
osmioscianu, grupa dwudziestoscianu — grupie dwunastoscianu,
Tym sposobem formy dwdjkowe, odpowiadajace piccin wielo-
$cianom foremnym, t.j automorficzne dajy si¢ sprowadzié do
nastepujacych form kanonicznych:

fi=at+2V —=38o2r2+at . . . . (Czworoscian)
fo=w g (x*—2,*) . . . . . . . . (Odmioscian)
fo=adt1daftat 40 . . . . . . (Szeician)

fia=my wg (1, + 1l x50y — 2ty . . . (Dwudziestoscian)

Jao = — (2,20 4 2,*) - 228 (2,15 2,0 — Doy 17) — 404 o, 10 1y 20
(Dwunastoscian).

Formy f, 1 f,, mozna nwazaé za spélzmienniki (wyznacz-
niki Hessego) form odp. f; 1 fi;; mianowicie powiedzicé
nozna:

Jezeli pominiemy dwie pospolite katago-
rye form wyzej podanych, formy f, fo,fis Wraz
zeswemi wszystkiemi spdlzmicunikami sy
jedynemi formamiautomorficzunemi.
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Jest godnem uwagi, ze trzy formy f,, f;, f;s sa jedynemi
formami dwéjkowemi bez czynnikéw wielokrotnych. dla ktérych
istnieje wiasnosé (f, f)*=0. Patrz Wed ekind. Habilatationschr
Karlsruhe 1876, Brioschi, Ann. dimat. (2), 8, Halphen,
Sav.-étrang. (2), 28, 1881, G ordamn, Invariantentorie § 19.
Przy formach, ktére majg czynniki wielokrotne, moze byé
(f, /)* =0 tylko wtedy, gdy forma stopnia n-tego ma przynaj-
mniej jeden czynnik (n—1)-krotny.

Inna wlasnosé trzech form f, fi, f;» polega na tem, ze ich
uktady zupelne skladajg sig z trzech spélzmiennikéw 1 posiadajs
niezmiennik. Trzema spélzmiennikami sa: sama forma f, jej
hesyan H i wyznacznik funkeyjny 7' form fi H.

Utwory H i T, odnoszace sie do form /., f;, /14, 0Znaczaé be-
dziemy odpowiednio przez Hy, H, H,y, Ty, T, T},. Istnieje wazna
interpretacya geometryczna nastepujaca:

PierwiastkamiutworowH sg wartosci, od-
powiadajace $rodkowi Scian bocznych uwa-
zanych wielosciandw, a pierwisstkami utwo-
row T'sg wartosci,odpowiadajagce srodkom ich
krawedzi.

Pomiedzy odpowiedniemi potegami utwo-
réw f, H. I"zachodzizawsze zwiagzek liniowy.

Jest:

12V —38 ik _‘f43+-H;3=0

Hy =/,

Ty=a" — 3838 2,* — 83 24 2,8+ 2,12

108}‘;;‘ - }[ﬁ:s + TR'2 =0

H,, =ﬁzo

Z’” — (""13""]_‘7.23 ) + 5&22 (_,,1'.’:. "‘u:’ S .;"] O J:j;l,'.]
_ 10005 (_7;1 k10| _7.3 10 _IL_ x, 10 .'3!‘32”}

Tis* + Hy* — 1728 £,,°=0.
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Niezmienniki, nalezace dorozwazanych trzech form, oznacz-
my przez (,, C;, Cyq 1 rozpatrzmy stosunki:

Cir? Ci#fs' Cufi’
THSTC TR HS
gdzie liczby 1, u,v sa tak dobrane, ze kazdy z vych stosunkdw,
bedgey juz rzedu zero wzgledem zmiennych, jest takze stopnia
zero co do spélezynnikéw formy pierwotnej.

Jezeli te stosunki ozunaczymy przez p, to funkecya, ktdrg
przyich pomocy wyr&z'amy%l— przez g, nazywa si¢ niewymier-
noscig czworoscianu, oémioscianu, dwudzie-
stoscianu (Klein).

Pierwiastki réwnania stopnia b-go wyrazaja si¢ przez nie-
wymiernosci dwudziestoscianowe.

Rozwazanie form automorfieznych podrednio rozpoczal H. A.
Schwarz (Ziirich. Naturf. Ges. 1871. Crelle LXXV) przy okolieznosci
badania calek algebraicznych rdéwnah rézniczkowyeh hypergeome-
trycznych: pézniej formy te badal bezposrednio i ogélnie Klein
(Erl. Sitzungsber. 1874, 1875, Math. Ann. IX).

Do form auntomorficznyeh dochodzi sie i z innego stanowiska,
mianowicie, wychodzac z badania calek algebraiczmych réwnan ré-
Zniczkowyeh liniowyel; pokazal to Fuchs (Gott. Nachr. 1875,
Crelle LXXI, LXXXV). Patrztez Klein, Math. Ann. XI, XII,
Jordan (Crelle LXXXIV, Comptes rendus 1876).

Dochodzimy wreszcie do tych samych form automorficz-
nych, szukajuc form dwdjkowych, dla ktérych znika czwarte
nasunigeie tych form na same siebie. Patrz wyzej cytowane roz-
prawy Wedekinda, Brioschiego, Halphena, atakie
Gordana, Math. Ann. XTI
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wn
a0

Fermy nicbiegunowe wyzsze,

Teorye niebiegunowosci (apolarnosci), wylozong
wyzej w rozdziale II-gim dla form dwdjkowych, mozna rozcig-
gna¢ na formy jakiekolwiek.

Niechaj beda dwie formy o zmieanych, jedna a? rzedu
n-tego o spélrzednych x, druga u” klasy n-tej o spéirzednych
przeciwpodstawieniowych u  Powiadamy, Ze te dwie formy 53
sprzezonemi (Rosanes, Crelle LXXV) lub wzajemnie
niebiegunowemi (Reye, Math. Ann. IV), jezeli nie-
zmiennik dwuliniowy a? jest zerem.

Majac forme dana, wezmy jej biegunowa pierwszg wzgle-
dem bieguna y. nastepnie biegunows wzgledem bieguna z i tak
dalej, p6ki nie otrzymamy biegunowej mieszanej @ a, ;.. .,
liniowej wzgledem kazdego szeregu zmiennych z,z,t... Je-
zeli ta biegunowa mieszana jest zerem forma
dana jest niebiegunowsg wzgledem formy, ktd-
rawspélrzednych n przedstawia ogdél n bie-
gundéw y,2t.. Mamytym sposobem niebiegunowosé¢ formy
wzgledem innej, rozlozonej na n czynnikéw. Utworzony z n
punktéw y,z,¢,... n-kat nazywa sie un-katem bieguno-
w ym wzgledem rozmaitosci geometryeznej, ktéra przedstawia
a?=0. Wierzcholki n-kata biegunowego mogs sie zmieniaé
nieograniczenie; jezeli mamy danych n — 1 wierzcholkéw, to
ostatni .-ty nie daje si¢ wyznaczyé w sposéb jedyny, gdyz
znajduje sig oczywiscie na rozmaitosci liniowej, ktérej réwna-
niem wzgledem z jest a,a.a;...a,=0. Nie ma to wszakze
miejsca dla form dwdjkowych.

Mozna wyznaczyé grupy n-+-1 punktédw ta-
kie, ze kazda grupan punktéw. wnich zawar-
ta, tworzy wierzcholki n-kata biegunowego.
Gdy n=2 r =3, twierdzenie to odpowiada twierdzeniu o troj-
katach samosprzezonych wzgledem stozkowej. (Patrz rozdz. V)



118 Rozdziat I11. — § 8.

Pozostajac w dziedzinie tréjkowej (r = 3), mozemy wypo-
wiedzie¢ twierdzenie:

Forma tréjkowa rzedu n-tego daje sig wy-
razié przez potegi n-te —?E—(’{—gﬂ— form liniowych,
odpowiadajgcych tyluz prostym, 1gczgcym kazde
dwa z pomiedzy n+1 punktéw.

Twierdzenie to znajduje interesujace zastosowanie w teoryi
niebiegunowosci formy wzgledem innych form rozkladalnych
na czynniki liczbowe.

Do dwu form kwadratowych a.? u,* o r zmiennych, nie-
rozkladalnychnaczynnikiliczbowe stosuje sig
nastepujace godne uwagi twierdzenie Hessego (Crelle, XLV).

Niebiegunowosé wzajemna dwu form a,? u,’
jest warunkiem na to, aby przy pomocy prze-
ksztalcenia liniowego jedna z form przybrala
postaé¢, w ktdrej zachodzg tylko kwadraty
zmiennych druga zas—postaé,w ktdrej zacho-
dzg tylko iloczyny. )

W literaturze niebiegunowosei do dziel eytowanych w rozdziale
IT dodaé nalezy prace Fr. Meyera (Apolarititit, d. Tybinga 1883
i ,Berichtiiber Invariantentheorie® patrz wyd. polskie Warszawa 1899).



ROZDZIAL IV,

S T OZZEK O W E

§ 1.

Tworzenie rzutowe stoZkowych, wiasnosci bezposrednio z niem

zwigzane,

Teorye stozkowych mozna traktowa¢ metods syntetyczng
rzutows 1 metody analityczna.

W metodzie rzutowej stozkowe okreslamy w sposéb na-
stepujacy:

Niechaj beda dwie plaszezyzny homologiczne (patrz Roz-
dzial I) nalozone lub nie, o srodku homologii Si osi s. Punktom
kola, polozonym na jednej plaszczyzme, odpowmda.]q na drugiej
punkty krzywej, ktdéra nazywa sig stozkowa i ma dwie na-
stepujace wlasnosci zasadnicze: 1) kazda prosta na plasz-
czyznie tej krzywej spotyka krzywsa albo
w dwu punktach, albo w jednym, albo wecale
jejnie spotyka, 2) z kazdego punktu plaszeczyzny
mozna do krzywej poprowadzié albo dwie
styczne, albo jedne, albonie mozZna poprowa-
dzié zadnej stycznej.

Z tego okreslenia wynika inne, ktdre starozytni geometro-
wie greccy kladli za podstawe calej teoryi: stozkowa jest krzyws,
powstajaca z przecigeia stozka kolowego plaszczyzna; kolo
i stozkowa sa wiec tu umieszezone w polozeniu perspekty-
wilcznem.
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Styczne do kola odpowiadaja stycznym
dostozkowe].

Jezeli wjednejzdwupltaszeczyzn homolo-
gicznych prosta graniczna (t. j. prosta, odpowiada-
jaca prostej w nieskonczonosci na plaszczyznie drugiej) prze-
cina kolo w dwu punktach, wtedy odpowiednia
stozkowa bedzie miala dwa punkty rzeczy-
wiste w nieskonczonoéciinazywa sig hyperbola;
jezeli prosta graniczna jest styczng do kotla,
krzywa ma tylko jeden punkt rzeczywisty
wnieskonczonos$ciinazywa sie parabolg; jezeli
wreszecie prosta graniczna nie przecina wcale
kola, krzywa nie posiada punktéw rzeczywi-
stych wnieskohczono$ciinazywa sig elipsa.

Jezeli okreslimy stozkowe, jako krzywe przeciecia stozka
kolowego plaszczyzna, t.j. jako fignry perspektywiczne kola,
wtedy trzy powyzsze przypadki odpowiadaja trzem rdzunym po-
{ozeniom plaszczyzny przecinajacej, a mianowicie gdy ta plasz-
czyzna przecina wszystkie tworzace stozka (elipsa), gdy jest
réwnolegla do jednej tworzacej (parabola), gdy jest rownolegla
do dwu tworzacych (hyperbola).

Inne okreslenie rzutowe stozkowych jest nastepujgce:

Niechaj bgdg na plaszceczyznioe dwa peki
promienirzutowychordznych srodkach 0, 0.
Przecigcia odpowiadajacych sobie promieni
tworzg stozkows, przechodzgca przez oba s$rod-
ki,a ktédrejstycznag witychdwupunktach jest
prosta, odpowiadajaca prostej 00 I wzajemnie:

Niechaj beda na plaszczyznie dwio proste
punktowe rzutowe o réznych podkladach Pro-
ste, Taczgce odpowiadajace sobie punkty, sa
stycznemidostozkowej, ktdra dotyka dwdch
prostych danych w punktach, odpowiadaja-
cych wspélnemuich przecigein.

Podajemy jeszcze definicye nastepujace: (p. Rozdz. I § 3).

Stozkowa jest miejscem punktéw, zjednoczonych w dwoi-
stoscl inwolucyjnej lub w biegunowosci.
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Stozkowa jest obwiednia stycznych zjednoczonych w dwoi-
stosci inwolucyjnej lub biegunowosei.

Prosta w nieskonczonosei jest styczng do paraboli.

Istnieja dwie proste na plaszczyznie, spotykajace sie w skon-
czonosel 1 styczne do hyperboli w dwu jej punktach w nieskon-
czonosci. Te proste nazywajg sie asymptotami hyperboli

Jezeli srodek () znajduje sie w nieskonczonosci w danym
kierunku, wtedy promien peku (', odpowiadajacy promieniowi
peku O rownoleglego do danego kierunku, moze byé w skonczo-
nosci lub w nieskonczonosci; w pierwszym przypadku mamy
hyperbole, w drugim parabole.

Jezeli oba srodki 01 0’ sa w nieskoficzonodci w dwu rd-
znych kierunkach, stozkowa jest hyperbola.

Proste, tgczace parami punkty. odpowiadajace sobie w dwéch
prostych punktowych podobnych, obwodzg parabole.

Z tych okreslen wynika bezposrednio:

Stosunek anharmoniczny czterech pro-
stych, idaecych od czterech punktéow stozko-
wejdo piatezo punktu zmiennego, jest staly;
stosunek ten nazywamy zwykle stosunkiem
anharmonicznym czterech punktéw na stoz-
kowej.

Stosunek anharmoniczny czterech punk-
tow, wktdrych cztery styczne do stozkowe]
przecina pigta styczna zmienna, jest staly;
ten stosunek nazywamy stosunkiem anharmo-
nicznym czterech stycznych stozkowej.

Stosunek anharmoniczny czterech stycznych stozkowej
réwna sie stosunkowi anharmonicznemu czterech punktéw stycz-
nosci. Styczne do paraboli przecinaja dwie styczne stale w punk-
tach, nalezacych do dwu prostych punktowych podobnych. Dwie
styczne stale do paraboli przecinaja kazde inne styczne na czgscl
proporcyonalne. Proste, laczace odpowiadajace sobie punkty
dwéch prostych punktowych, polozonych na jednej plaszczyznie,
obwodza parabole styczng do dwdch prostych, bedacych pod-
kladami prostych punktowych.
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W stozkowej iloczyn odcinkéw, ktore styczna zmienna
wyznacza na dwdch stycznych statych, liczac od ich punktéw
stycznosci, jest staly.

§ 2

Wrtasnosei rzutowe zasadnicze stoikowyeh  Twierdzenia Pascala,
Brianchona i Desargues’a.

W szesciokgcie, wpisanym w stozkows,
trzy pary bokdw przeciwleglych przecinajg
sig w trzech punktach, lezacych na jednej
prostej. (Twierdzenie Pascala, 1640).

W szesciokacle, opisanym na stozkowe]j,
trzy proste,taczgce pary przeciwleglych wierz-
cholkdéw, schodzgsie w jednym punkecie. (Twier-
dzenie Brianchona, 1806).

Wdwuntréjkatach homologicznych punkty,
w ktérych boki jednegotréjkata przecinajg
nieodpowiadajagce im boki drugiego, nalezg
dostozkowe]; proste zas, idgce od wierzchol-
k6w jednego do nieodpowiadajgcychim wiers
cholkéw drugiego, dotykaja stozkowej. (Twier-
dzenie Steinera).

Jezelitréjkat przeksztalca sie w ten spo-
s6b, ze boki jego obracajasie okolo punktéw
stalych, dwa wierzcholki zas przebiegajs
dwie proste stale, to trzeci wierzcholek opi-
sujestozkows. (Twierdzenie Maclaurina, 1721).

Jezelitréjkat przeksztalca sie wten spo-
sob, ze jego wierzchotki przebiegajg dwie
proste stale, dwa boki zas obracajg sie okolo
punktéw stalych, wtedy bok trzeci obwodzi
stozkowa.
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W pieciokacie, wpisanym w stozkowa, punkt spotkania
dwéch bokéw niekolejnych, punkt spotkania drugich dwéch
bokéw niekolejnych oraz punkt spotkania boku pigtego ze
styczng do krzywej w wierzcholku mn przeciwleglym, leig na
jednej prostej, 1 wzajemnie.

W czworokgcie, wpisanym w stozkowa, punkt wspdlny
stycznym w dwoch przeciwleglych wierzchiolkach lezy na jednej
prostej z dwoma punktami spotkania par bokdw przeciwleglych.

Czworobok zupelny, utworzony z czterech stycznych do
stozkowe], 1 czworokat zupelny, utworzony z czterech punktow
stycznosci, majg ten sam tréjkat przekatny (patrz Rozdz. II).

W czworoboku, opisanym na stozkowej, proste, lgczace
punkty stycznosei bokéw przeciwleglych, przechodza przez
punkt wspélny ich przekatnym. Przez punkt ten przechodzs
takze przekatne czworoboku wpisanego, ktdrego wierzcholkami
sy cztery punkty styczmosci bokdéw pierwszego czworokata;
cztery zas przekatne tworzy grupe haermoniczna. Wreszcie
punkty spotkania par bokéw przeciwleglych obu czworobokéw
znajduja si¢ na jednej prostej i tworza takze gimpe harmoniczng.

W tréjkacie, wpisanym w stozkowa, styczne w wierzehol-
kach przecinaja boki przeciwlegle w punktach, lezacych na jednej
prostej.

W tréjkacie, opisanym na stozkowej, proste, idgce od wierz-
cholkéw do punktéw stycznosci bokéw przeciwleglych, przeci-
naja sie w jednym punkeie

Poprzeczna przecina stozkowa i boki prze-
ciwlegleczworokagta wpisanego w trzech pa-
rach punktéw, bedgcych winwolucyi (twierdze-
nie Desarguesa),i wzajemnie.

Jezeli czworokat, pozostajac weiaz wpisanym w stozkows,
przeksztalca sie w ten sposéb, ze trzy jego boki obracaja sig
okolo trzech punktéw stalych na prostej, to i czwarty bok obra-
caé sie bedzie okolo pewnego punktu stalego na tejze prostej.

W tréjkacie, opisanym na stozkowej. kazdy bok jest podzie-
lony harmonicznie przez punkt stycznosci i przez prosta, ktéra
Iaczy punkty styeznosci dwu bokéw pozostalych. Twierdzenie
wzajemne ma miejsce dla tréjkgta wpisanego.
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Jezeli cigciwa stycznosci dwu stycznych do stozkowe] prze-
chodzi przez punkt spotkania dwu innych stycznych, wtedy
pierwsze sg podzielone harmonicznie przez dwie drugie, i od-
wrotnie.

Jezeli dwie styczne do stozkowe] spotykaja sie w punkeie,
nalezacym do cieciwy stycznosei dwu innych stycznych, wtedy
i odwrotnie, punkt spotkania tych drugich stycznych znajduje
sig na cieciwie stycznosci dwu pierwszych.

Punkt spotkania S dwun stycznych i cigciwa s stycznosci
nazywajg si¢ odpowiednio biegunem i biegunowa, t.j.
S jest biegunem dla prostej s, a prosta s biegunows dla punktu S.

Bieguni biegunowa wzgledem stozkowej
zlewaja sig odpowiednio z biegunem i biegu-
nowsg w biegunowosci, wktérej stozkowa jest
miejscem punktéw zjednoczonych.

Biegunows s punktu S mozna tez okreslié jako miejsce
punktu spotkania si¢ par bokéw przeciwleglych czworokata
wpisanego, ktérego przekatne przechodza przez S, albo jako
miejsce punktu rozdzielonego harmonicznie przez S i przez
stozkows,.

Biegunows punktu na stozkowej jest styczna w tym
punkeie.

Jezeli punkt porusza si¢ po prostej, to biegunowa jego
obraca sig okolo pewnego punktn.

Dwa punkty, z ktorych kazdy znajduje sig na biegunowej
drugiego, nazywaja sie sprzezonemi (wzajemnemi) wzgle-
dem stozkowej; dwie proste, z ktérych kazda przechodzi przez
biegun drugiej, nazywaja sie takze sprzezonemi (wza-
jemnemi).

Jezeli dwa punkty sa sprzezonemi, to i biegunowe ich sg
sprzezonemi,

Trojkat, ktérego kazdy wierzcholek jest biegunem boku
przeciwleglego, nazywajg sie tréjkatem samosprzezo-
nym wzgledem stozkowej.

Punkty przekatne czworoksta zupelnego, utworzonego
z czterech punktéw na stozkowej, tworza tréjkat samosprze-
Zony; wzajemnie, proste przekatne czworoboku zupelnego,
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utworzonego przez cztery styczne do stozkowe]. tworza trojkat
samosprzezony.

Jezeli trojkat jest wpisany w stozkows, wtedy prosta
sprzgzona z jego bokiem wzgledem stozkowe] przecina pozostale
dwa boki w punktach sprzezonych (v. Staudt).

Jezeli pary wierzcholkéw przeciwleglych czworoboku zu-
pelnegn skladajg sig¢ z punktéw sprzezonych w biegunowosci
{patrz Rozdz I § 3), wzgledem stozkowe] rzeczywistej lnb ure-
jonej, wtedy 1 pozostale dwa wierzcholki przeciwlegle beda
sprzezonemi w tejze biegunowosci (Hesse).

Jezeli dwa tréjkaty sag biegunowemi wzgledem siebie
w pewnej biegunowosci, to sg homologicznemi, i odwrotnie d wa
tréjkaty homologiczne sg wzajemnie biegunowemi w pewnej
biegunowosci.

Dla dwéeh tréjkatow jedna z trzech ponizszych wlasnosel
pociaga za sobg dwie pozostale: 1-o tréjkaty sg ssmosprzezo-
nemi w jednej 1 tej samej biegunowosci, 2-o sa wpisane w jedne
i te sama stozkowa, 3-o sg opisane okolo jednej i tej samej
stozkowej.

§ 3.
Wzory gtiwne geometryi analitycznej stozkowych.

Definicya analityczna stozkowych jest nastepnjaca:
Niechaj z,, z,, 3 beds spdlrzedne jednorodne punktu plasz-
czyzny. Stozkowa jest miejscem geometryecz
nem, przedstawionem analitycznie przez ré-
wnanie stopnia 2-go pomigdzy spélrzgdnemi
z, typu:
a3
fley=2Z ayziz;=0, (a;=a,,)
1
gdzie ;. @ ... 54 spélezynniki stale (réwnanie

stozkowej). Ztego powodu stozkowe nazywajs sig takze
miejscami (krzywemi) rzgdu 2-go.
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Jezeli tréjkat podstawowy spdlrzednych jest trdjkgtem
samosprzezonym, réwnanie stozkowej sprowadza sie do formy
kanoniczne] X a,2,°=0.

Niechaj 1, 1y, 7, Leda spélrzednemi jednorodneini prostej
na plaszezyznie: podobne do powyzszego réwnanie sto-
pnia 2-go pomiedzy spéirzednemi w przedsta-
wia obwiednig (powléczaca), t. j. krzywa, ktérej
stycznemisgwszystkie proate 0 spolrzgdnych
czyniacych zados¢ temu réwnaniu. Ta krazy-
wa jest takZe stozkowa,idlatego ostozkowej
mowisie 1z jest obwiednig klasy 2-giej.

Réwnanie w spdélrzednych punktu nazywa sig ré wna-
niem punktowem, w spélrzednych prostej —rdéwna-
niem stycznosciowem (tangencyalnem)

Zréwnaniastozkowej wynika, ze wyznaczyé sigonadaje, gdy
znamy stosunki pieciu spélezynnikow réwnania do szdstego

Stozkowa daje si¢ wyznaczyé skonczong
liczbg sposobdw, gdy mamy danych » punktdw,
przez ktére ma przechodzié, i s prostyeh, do
ktérych ma byé¢ styczna, przyczem 74 s=»5.
W szezegdlnosii:

Przez pie¢ punktéw przechodzi jedna tylko stozkowa

Przez cztery punkty przechodza dwie stozkowe, styczne do
jednej prostej.

Przez trzy punkty przechodzg cztery stozkowe, styczne do
dwu prostych danych.

Pizez dwa punkty przechodzg cztery stozkowe, styczne do
trzech prostych danych.

Przez jeden punkt przechodzg dwie stozkowe, styczne do
czterech prostych danych.

Istnieje tylko jedna stozkowa, styczna do pieciu prostych
danych.

W wyznaczniku (wyrdézniku)

s fhe o gy i

lyy
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niechaj 4, beds dopelnienia algebraiczne jego elementéw; dopel-
nienie A, oznaczmy przez B. Z réwnania powyiszego stozko-
wei ofrzymnjemy jej réwnanie w ukladrzie Descartesa,
klalac ry= 1, =, 7, = y. Niechaj w bedzie kat pomiedzy
osixmi w tym ukladzie, polézmy nadta:

C=a, +ty—20a,c08m.

Mamy wtedy nastepujace wazne twierdzenie:
Przy wszelkich przeksztalceniach spéi-
rzednych kartezyanskich wyrazenia

y: | B C
sinfe ' sinfe | sinte
pozostajy niezmienionemi (sgniezmiennikami). Stad
wynika:

Przy wszelkich przeksztalceniach spél-
rzednych kartezyanskichilosci 4, B, C zacho-
wujg znak niezmienny.

‘W przypadku spolrzednych prostokatnych ilesé C staje sie
TrOWng G, -+ U, & zatem:

Przy przejsciunod jednego ukladn prosto-
katnegodoinnego prostokatnego ilosé a,;,+ay
nie ulega zmianie.

Stosownie do wartosci spélezynnikéw (ktdre przyjmujemy
za rzeczywiste) miejsce, przedstawione przez rownanie
stopnia 2-go, ma rézne postaci. Utrzymujae wyzej podane
okreslenie elipsy, paraboli, hyperboli, mamy rezultaty nastg-
pujgce:

Przy zalozenin, ze A jest rézne od zera, mamy dla B>0
elipse, dla B << 0 hyperbole, dla B= 0 parabole.

W przypadku B >0 elipsa jest ntworzona z punktéw rze-
czywistych wtedy tylko, gdy Au;; <0 i Aa,, <O (te dwie nie-
réwnosei, gdy B> 0, sy wynikiem jedna drugiej); w przypadku
przeciwnym mamy elipse, ktérej punkty sg urojone (elipsa
urojona); w przypadkn B << O mamy hyperbole rzeczywista
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w przypadkun B=—0 psrabole rzeczywista, o ile A jest rézne
od zera.

Gdy 4 =0 mamy zawsze parg prostych, nie zas stozkows
wlasciwa; bedzie to para prostych urojonych, spotykajacych sie
w punkcie rzeczywistym w odleglosci skonczonej, jezeli B> 0;
para prostych rzeczywistych, spotykajacych sie w punkcie rze-
czywistym w odleglosci skoniczonej. jezeli B <. 0; wreszcie beds
to dwie proste réwnolegle Iub urojone lub dwie proste zlewajace
si¢ w jedne, jezell B=0.

Jezelistozkowa jest elipsg rzeczywists,
wtedy réwnanie jej (w spélrzednych niejednorodnych)
przez przemieszczenie osi spéirzednych moze byé sprowa-
dzone do postaci:

jezelijest elipsg urojong —do postact:

22 y?
a?* b*

=—1.

Jezeli stozkowa jest hyperbols,, wtedy rd-
wnanie jej przez przemieszczenie osi da sie
sprowadzié¢ do postaci:

9

z- v;

?—— 62 =l

Jezelistozkowa jest parabolg, wtedy rédwna-
nie jej da sig sprowadzié do postaci:

Y =rpz.

Réwnanie ogdlne stopnia 2-go (typu zwyklego), ktérego
wyrazy stopnia 2-go tworza kwadrat zupelny, przedstawia
parabole (jezeli A jest rézne od zera).

Réwnanie jednorodne, wymierne, calko-
wite stopnia 2-go pomigdzy iy przedstawia



Waory glowne geometryi analityeznej stozkow yek. 124
pare prostyceh, przechodzgeych przez po-
czatek.

Aby rdwnanie stopuia 2-g0 przedstawialo pare prostych,
Jjest koniveznem I dosrate znein, aby jego ~strona pierwsza rozpa-
dafa sie nx dwa czs nniki culkowite stopnia 1-go w zmiennych .1 y.

Réownanie vgdlne stopnia 2-go przedsta-
wia kodo wrtedy. gdy, przv . réznem od zeras,
jest a =, a4 ,=a,coom gdziec o jest kat pomie-
dzy osiamispdlrzednyeh Kolo bedzie rzeczywistem
lub urojonein. stosownie do tego. czy Aay; <0 lab da;; > 0.

Rownanie kola w ukladzie prostokatnym
osidajesieg przedstawié w postaci:

@ —af+y—pr=r*,

gdzie a, 8 su spolrzedne srodka, r — promien kola; w nkla-
dzie unukosnokatnym réwnanie kola mozna
przedstawi¢ w postacl:

(x—a)+W—pr-+2@—a)(y—pcosmw=r",

gdzie o jest kat pomiedzy osiumni.
Jezeli rédwnanie kola dane jest w postaci ogélnej

ay (P aycos 1 y*) - 2ayy &+ 2ay y 1 4y, =0,
wtedy spélrzednemi srodka sa:

— Uy T Ay COS @

ag== — =
ay, sin @ y #

Gy COS @ — Ggy
1mZ
@y, SIn* @

kS
a promien jego ma wyrazenie:

2 ¢ e 3 oy in2
. ay* 1 ay, 2ay; dg, COS W — &y Ggs SID?
tq SI0* @

Hyperbola. ktérej asymptoty ss do siebie prostopadle,
nazywa sie hyperbola ré6wnoboczna Dla hyperboli
takiej zachodzi zwiyzek:

@+ Gy —2a5 cosw =0,
Pascal. Rep. II. 9
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Prosta w nieskonczonosci przecina wszyst-
kie kola plaszczyzny w tych samych dwdch
punktach urojonych, ktére nazywaja sig punk-
tami kotowemi plaszczyzny.

Stozkowa jest kolem, jezeli przechodzi przez dwa punkty

kolowe
Réwnaniem stycznosciowem dwu punktdw kolowych jest:

w4 v2=0.

Spélezynnikami katowemi stycznych do kola w tych punk-
tach satga=—+ 1=+ YV —1, i dla tego styczne do wszystkich
k6l w punktach kolowych nalezy uwazaé za rownolegle. Kat
a nalezy uwazaé za nieskonczenie wielki.

Réwnaniem stycznej do stozkowej w punk-
cie o spéirzednych 2,y (w ukladzie prosto-
katnym) jest:

(ay & ¥ ay3) & 4 (Ggy &~ tag §' = thag) y
+ (g &'+ Gy '+ yy) = 0 .

Réwnaniem normalnej, t j. prostopadlej
dostycznej wpunkciestycznosdci, jest

> —2 Yl
s 7 7
Uy &' Gya Y gy oy & (g Y+ gy

Niechaj f(#,y) oznacza strong pierwsza rdwnania stozko-
wej; styczne, ktére z punktu danego 2/, ' mozna poprowadzié do
stozkowej, sg rzeczywiste i rézne, rzeczywiste 1 zlewajace sieg,
wreszcie urojone, stosownie do tego, czy iloczyn 4 f(#/, 1) jest
wjemny, réwny zeru albo dodatni.

Warunek na to, aby prosta, ktérej réwna-
niem jest ux—+vy+1=0, bylastyczna do stozko-
wej], przedstawionej przez ré6wnanie zwykle,
wWyrazasig wtensposdh:

Au N‘i_["2AI2 tt?.?—|-— Agy v? 2"Ir:i % "[_ 2 fl»:}:\ v A3 =0 ]
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gdzie A, d,,,... sa dopelinieniami algebraicz-
nemiodpowiednich elementéw wyznacznika A.
Jezeli u i v interpretujemy jako spélrzedne prostej, to ré-
wnanie poprzednie jest r6wnaniem stycznosciowem
stozkowej.
Rownanie:

(@, 2" Y + Q) 7+ (05, &+ a9 ' + ayy) y
+ (a5 ¥+ ay ¥ + a35) =0,
w ktorem ',y sa spélrzednemi juz nie puuktu krzywej, lecz
w ogéle jakiegokolwiek punktu plaszczyzny, przedstawia bie-
gunowa (patrz§2) punktu #'y’ (bieguna) wzgledem krzywej.
Aby dwa punkty (+' '), (2, ¥") byly sprzezonemi, musi spel-
niaé sie warunek:
yy 22"+ @y (Y + Y)Yy Y+ ay (&4 27)
+ 8 (Y 1Y)+ s =0.
Biegun proste] iz + uy -+ v =0 ma spélrzedne:
mfz‘i111+A|2#+Alﬂv yr:ﬁsl+-4gsﬂ+-{az_f-
Apg A+ Agsp+ Agyv 7 A3 d 4 Aoy + Ayy v
Warunek na to, aby dwie proste
Vet wy+v=0 , Vedu"y++»"=0
byly sprzezonemi, wyraza sie W ten sposob:

’ all b Qs > s

wo, Gy, Gy, da

, O3 . @35 , GO

Miejscem punktéw srodkowych ukladn
cigeiw ré6wnoleglych do danego kierunku jest
prosta, ktéra nazywamy $rednicg stozkowej.
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Srednica jest biegunows punktn w nieskonczonosei w kie-
runku cieciw, dzielonych przez nig na dwie réwne czesci.

Wszystkie srednice przechodza przez jeden punkt, ktéry
nazywa sig Srodkiem stozkowej. Kazda prosta, przechodzaca
przez srodek, jest srednicy. Srodek jest biegunem prostej w nie-
skonczonoscl na plaszczyznie.

Styczne w punktach, w ktorych srednica przecina krzywa,
sg réwnolegle do cieciw, dzielonych przez srednice na dwie réwne
czesel

Jezeli poczatek spélrzednych jest srodkiem krzywe]. wtedy
réwnanie krzywej nie zawiera wyrazéw stopnia pierwszego
wzgledem spolrzednych.

Roéwnaniem srednicy, dzielace] na dwie réwne czesci cig-

ciwyréwnolegle do prostej j — 3:5 , jest

(a1 M - gy M) 72 = (a9 M+ Gge M) Y - (G M~ Gz 7) =0.
W szezegdlnosci, srednice, dzielace na dwie réwue czescl
cigeiwy rownolegle do osi, maja réwnania:
T4 Gyt a3=0 ; @ o4ayy4uy=>0.

‘W paraboli srodek jest w nieskonczonosei, a stad wszystkie
srednice sy réwnolegle.
Spdirzednemi srodka stozkowej sa

i Qay Ggq ~— Qgg Uyy i 11y Gy = Gyy Gy
0 i T 3 HTmere me o e et
@py Aoy — gy Uy Ay — ayy?

Welipsieiwhyperboli dwie $srednice na-
Zywajg si¢ sprzezonemi, jezell jedna dzieli
na dwierdwne czegsci cigeiwy rdwnolegte do
drugiej.

Pary srednic sprzezonych (w liczbie nieskonczonej) tworzs
inwolucye, ktdrej promieniami podwdjnemi sg asymptoty (rze-
czywiste w hyperboli. urojone w elipsie).
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r

m o
-,— dwu $rednie
n’n

. . . - - H
Pomiedzy spdlezynnikami katowemi )

sprzezonych, zachodzi zwigzek:
gy mim’ = ay, (mn’ - m'n) + a,y nn’ =0 .
Spolezynnik katowy srednic paraboli jest

o g
— 2 albo — 22

iy, Gy

Spolezvnniki katowe % dwu asymptot hyperboli daje ré-
wnanie:

a,mr-F2a,mn+a,, n*=0.

Réwnaniem wspdlnem dla dwu prostych réwnoleglych dor
asymptot, poprowadzonych przez poczatek, jest

ay r?+2a, 2y +ay y?*=0.

Pole tréjkata,utworzonego przez styczne
iprzez dwie asymptoty hyperboli, jest stale.

‘W elipsie 1 w byperboli pomiedzy mieskonczenie wieln pa-
rami prostych jest jedna para srednic wzajemnie prostopadiych;
te dwie srednice nazywajg sie osiami, a punkty ich przeciecia
z krzywg — wierzeholkami.

‘W paraboli jest jedna tylko srednica prostopadla do cieciw,
przez nie na dwie réwne czesci podzielnych, 1 nazywa si¢ 0osig
paraboli. Osi sa zawsze rzeczywiste 1 sg osiami symetryl
krzywej.

‘W hyperboli osi sa dwusiecznemi katami pomiedzy asymp-
totami; jedna z nich przecina krzywg w dwéch punktach rzeczy-

"y Spotezynnikiem katowym prostej nazywa sig zwykle stosunek (wziety
ze znakiem przeciwnym) spélézynnikéw przy ziy w réwnanin prostej, wyra-
zonem przez spoirzedne kartezyafiskie prostokatne: przyjmujemy te samsg
nazwe i dla uktadu ukoSnokatnege.
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wistych 1 nazywa sie osia rzeczywista albo ogni-
skowa; drugi nazywa si¢ 0sig urojona.
Réwnaniem wspélnem dla dwu osi krzywej stozkowej jest:

(@41 €08 @ — @yy) (2 — 20)* - (@) — @g9) (B — %) (¥ — ¥o)
— (@53 cOs 0 — ay,) (y — )* =0,
gdzie w jest katem pomiedzy osiami spélrzednych, a4 1y, zas sa

spolrzednemi srodka.
Réwnaniem osi paraboli jest:

(@13 Go3—@;5 Qg3) -+ (43 A1o— 0y, Gy3) COS @
@y, T+ay Y3+ a1 +a,—2a,, cos o ==l

Jezeli osi spélrzednych sg dwiema Sredni-
camistozkowe] (wszczegdlnoscl zlewaja sig z osiami sa-
mej krzywej), wtedy jej rownanie przybiera po-
stac:

?!
a]g i b], == 1 1

gdzie a; 1 b, sg dlugosciami péisrednic sprze-
zonych.

Jezeli osi spélrzednych sg osiami krzywej, wtedy a,, ; na-
zywaja sig wprost pélosiami.

Jezeli o$ przecina stozkows, wtedy pdlosi sg odleglosciami
punktéw spotkania od srodka.

Dlugosci pdlosi wyrazaja sig przez

]/___._ e
Bo, Be,
gdzie g, 0, 53 pierwiastkamiréwnania

11— €@ , Upg—pecosw 0

Gyg —QCOSwW , dyy—¢Q
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lubréwnania:
o’sinw —oC+ B=0.

Réwnanie hyperboli, odniesionej do asym-
ptot, ma postaé zy+p=0.

Réwnanie elipsy lub hyperboli, odniesione] do srednicy (jako
osi z) i do stycznej w jednym tejze koncéw (jako osi %), jest
postaci:

a7+ by* + er =0,
réwnanie zas paraboli w tym przypadkn jest:
Y= pr.

Liczba p nazywa si¢ parametrem, odpowiadajgcym
wybranej srednicy; jezeli tg érednics jest o, p nazywa si¢ pa-
rametrem gléwnym.

Rownaniem biegunowem elipsy lub hyper-
boli, przy przyjeciu srodka za biegun, jest:

R ay*
¢ = T @ —ecos’)’

znak -+ w przypadku elipsy, znak — w przypadku hyperboli;
¢ jest tak zwanym mimosrodem (patrz§5).

§ 4.
Gfowne wlasnesci miarows stoZkowych.

Jezeli stozkowa przecina boki BC, C4, AB
tréjkgta w punktaeh D,D;EE; F,F', wtedy za-
chodzi zwigzek:

BD.BD' CE.CE' AF.AF

CD. 0D AE.AE " BF.BF —
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Jest to twierdzenie Carnota (Géom. de position str.
437): odwrotnie, jezelli punkty D. D EE. I na
bokach rrdjkata czvnia zadosé remn zwigz-
kowi.wte=dviezaonena stozhow o,

W elinsie smma kwadratéw dwich pdlsrednie sprzezonych,
w hyperboli zas réznica kwadratdw polsrednic sprzezZouych jest
staly

W elipsie 1 ivperboli pole réwnoleclohokn, wystawionego
na dwu pdlsrednicach ~przezonyel, josr stale,

Prostokat, wystawiony na dwdeh oldcinhael, htdre Adwie
srednii » sprzezone Wwyznaczaja na stvezie] stalej, jovdiiasay od
punktu stveznosel, jest stale réwny kwadratosl poil-rednicy
rownolegle] do styezne] stalej.

Jezeli zbudujemy réwnoleglohok na dwdoch polrednicach
sprzezonych hyperboli. to jedna z jego przeharav . lwdzie
asymptota. drnga zas bedzie rdwnolegla do dimgie] asy ptoty.

Prostokut, wystawiony na 0:1unhauh ktire ~tyeziig zmienna
wyznacza na stycznych stalych réownoleglyvely, pocz wezy od
punktn stycznosci, jest stale rdwny kwadratowl polsrednicy
réwnolegle] do stycznych stalych.

Prostokat, wystawiony mna dwdch odeinkach, ktdrve dwie
styezne zmienne wyznaczaja na siycznej stalej, rowna sig kwa-
dratowi polsrednicy do niej rdwnolegle].

Réwnoleglobok, wystawiony na dwdch polsrednicach, jest
réownowazny rownoleglobokowi, wystawionemnu na polsrednicach
sprzezonych odpowiednio z pierwszemi.

Dwie styczne, poprowadzone z punktu na stozkowej (elipsie
lub hyperboli), sa proporcyonalne do pdlsrednic do nich réwno-
leglych.

Tloczyn dwoch odeinkéw sieczne], przechodzgcej przez punks
staly, jest proporcyonalny do kwadraiu pdlsrednicy rownoleglej
do siecznej.

Kwadraty cieciw rdwnoleglych sa proporeyonalne do ilo-
czynéw odeinkéw, wyznaczonych przez nie na srednicy sprzezo-
nej z ich kierunkiem.

Tloczyny odcinkéw, ktére prosta rownoleglta do asymptoty
w hyperboli lub srednica paraboli odecina na «igeiwach réwno-
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leglych. sy proporeyonalne do odecinkdw, ktire tez cieciwy od-
cinaja na prostej.

Ilovzyn odeinkdw, wyznaczonyveh na jakiejkolwick stveznej
do hypertoli przez dwie jej asymptoty. liczac od punktu ich
przeciecia. ma wartos¢ -tala.

Pole trijkara, ntworzonego przez styezny do hyperboli
1 przez asvmptoty, jest ~tale,

UOdcinek styeznej do hyperboli, zawarty pomiedzy asymp-
totami, dzieli sie w punkcie styeznosei na dwie czos  owne,

Dwa odcinki, ktére hyperbola i dwie juj asvmptoly wyzna-
czaja na jakiejkolwiek poprzecznej. majq ten sum punkt srod-
kowy.

W czworokacie, wpisanym w stozkowa, iloczvn odleglosei
jakiegokolwiek punktu krzywej od dwdch bokdw przeciwleglych
jest w stosunku stalym do iloczynu odleglosci tegoz punktn od
dwoch drugich bokéw przeciwleglych. (Twierdzenie Pap-
pusa).

W czworoboku, opisanym na stozkowej, iloczyn odleglosci
jakiejkolwiek stycznej od dwdch wierzcholkdw jrzeciwleglveh
jest w stosunku stalym do iloczynu odleglosci tejze stycznej od
dwoch drugich wierzcholkéw przeciwleglych.

Jezeli okolo dwodch punktéw stalych na hyperboli obracaé
bedziemy dwa promienie, przecinajace sie stale na krzywej,
wtedy odcinek, wyznaczony przez te promienie na asymptocie,
Jjest dlugosci stalej.

Kazdy rownoleglobok, ktérego dwa wierzcholki przeciw-
legle znajdujg sie na hyperboli, boki za$ przeciwlegle na asymp-
totach, ma przekatna, przechodzacg przez érodek.

‘W paraboli podnormalna (odleglos¢ pomiedzy spodkiem
prostopadlej, spuszczonej z punktu paraboli na o$, a punktem
spotkania normalnej z osig) jest stale réwna polowie parametru
gléwnego.

Pole tréjkata, ntworzonego przez trzy styczne do paraboli,
jest polows pola trdjkata, utworzonego z ich punktow stycznosci.

W kazdym tréjkacie, wpisanym w hyperbolg réwnoboczns,
punkt przecigeia wysokosci znajduje sig na krzywej.
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W kazdym tréjkacie prostokatnym, wpisanym w hyperbolg
réwnoboczna, styczna w wierzcholku kata prostego jest prosto-
padla do przeciwprostokatne;j.

Kolo, wpisane w trdjkat sprzezony wzgledem hyperboli
réwnobocznej, przechodzi przez srodek krzywej.

§ 5.

Wtasnosei ogniskowe stozkowych.

Istnieja w ogdble cztery punkty (rzeczy-
wiste lub urojone) takie, ze wszystkie pary
prostychsprzezonych przechodzgcych przez
kazdy z tych punktéw, sa parami prostych
wzajemnie prostopadiych. Te punkty nazy-
waja sle ogniskami.

W elipsie i hyperboli istnieja w skoficzonosei tylko dwa
takie punkty rzeczywiste, polozone na jednej z osi, symetrycznie
wzgledem srodka i wewnatrz krzywej, t.j. takie punkty, ze
styczne, poprowadzone z tych punktéw do krzywej, sg urojonemi.
‘W paraboli istnieje jedno tylko ognisko w odleglosci skonczo-
nej, polozone na osi wewnatrz krzywej.

0s, na ktérej lezg ogniska, nazywa sie osia ogni-
skowa.

Niechaj a, # beds pélosiami elipsy lub hyperboli; ogniska
rzeczywiste elipsy znajduja sig na jej osi wielkiej w odleglosci
—+V a®— p? od srodka; ogniska hyperboli znajdujg sie na jej osi
rzeczywistej w odleglosci 4V a® - 2 od érodka.

Kierownicg nazywa si¢ biegunowa ogniska.

W elipsiei whyperbolisg dwie kierownice
rzeczywiste prostopadle do osi; w paraboli
jest tylko jedna kierownica prostopadla do
osiogniskowej.
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Réwnanie kierownicy otrzymujemy, podstawiajac w réwna-
niu biegunowej spélrzedne ogniska.

Stosunek odleglosci punktu na krzywej
od ogniskaiododpowiedniej kierownicy jest
staly; stosunek ten nazywa sie mimo$rodem. Mi-

mosrdd wyraza sie przez _]/_a_a—ﬁ dla elipsy, przez Ya+p

a
dla hyperboli.

W elipsie mimoéréd jest mniejszy od 1,
w paraboliréwny 1, w hyperboli wiekszy od 1.
Punkty paraboli sg réwnooddalone od ogniska i od kierownicy.

W elipsiesuma promieni, gczacych punkt
krzywej z dwoma ogniskami rzeczywistemi,
jest stala; w hyperboli zas réznica tych pro-
mieni jest stala.

Tloczyn odleglosci dwu ognisk od stycznej do krzywej jest
staly.

Styczna i normalna w danym punkecie krzywej dziela na
dwie réwne czesci katy pomiedzy dwoma promieniami wo-
dzgcemi.

‘W paraboli styczna 1 normalna w danym punkcie dziels na
dwie réwne czescl katy pomiedzy promieniem wodzgcym a sre-
dnica, przechodzgaca przez uwazany punkt krzywej.

Dwa ogniska rzeczywiste elipsy znajduja si¢ na jej osi
wielkiej; a odleglosé ich od srodka jest drugs przeciwprostokatng
tréjkata prostokgtnego, ktérego przeciwprostokstng jest pélos
wielka, a pierwszg przeciwprostokatna pélos mala.

W hyperboli odleglosé ogniska od srodka jest przeciwpro-
stokatna tréjkata prostokgtnego, ktérego przeciwprostokgtnemi
sg polosi krzywej.

Jezeli elipsa i parabola przechodzg przez jeden 1 teu sam
punkt i majs te same ogniska, wtedy przecinajg sig pod katem
prostyrn.

Normalna do stozkowej dzieli odleglosé pomiedzy ogni-
skami na czesci proporcyonalne do promieni wodzgcych.

Kat w ogmsku oparty na cigciwie, dzieli si¢ na dwie
réwne czesci przez prosts Iaczacy ognisko z biegunem cigeiwy.



140 Rozdzial IV. — § 5.

Prosta, laczaca ognisko z biegnnem cicciwy przechodzgcej
przez ognisko, jest prostopadla do cieciwy.

Kat w ognisku, oparty na kawalku styczne] zniennej, za-
wartym pomiedzy dwiema stycznemi stalemi, jest staly.

Tloczyn dwn odcinkéw cigeiwy, przechodzace] przez ognisko,
zachowuje stosunek staly do cale] cieciwy.

Suma dwu cigciw ognishowych, réwnoleglych do  dwu
srednic sprzezonych. jest staly.

Suma odwrotnosei dwdich cieciw ogniskowych do siebie
prostopadliych jest stala.

Odleglos¢ punktu hyperboli od ogmska réwna sie odein-
kowi prostej, przez ten punkt réwnolegle do asymptoty popro-
wadzone], az do kierownicy.

W paraboli punkt spotkania styczne] z osia ogniskowa
1 punkt styeznosel sa réwnooddalone od ogmiska.

W paraboli kat pomiedzy dwiema stycznemi réwna sie
polowie kata pomiedzy promieniami wodzgcemi, przechodzacemi
przez punkt styeznodci.

W paraboli kolo, opisane na tréjkacie, utworzonym przez
trzy styczne, przechodzi przez ognisko.

W paraboli trzy wysokosci trijkata, ntworzonego przez
trzy styczne, spotykaja sie w pnnkeie polozonym ua kie-
rownicy.

W paraboli dwie styczne, poprowadzone z punktu kiero-
wuicy do linit krzywej, s prostopaddte,

W paraboli parametr sredmcy (patiz § 3) rdwna sie cztery
rary wziete] odlegloser jej konca ol ognisha.

Jezeli za biegun ukfadu biegnnowego prayjmiemy jedno
z ognisk, to réwnanie biegunowe elipsy 1 hyperboli bedzie miato
postaé:

i %
= 14¢cos@?

gdzie a, b s pélosiami, ¢ — mimosrodem,
_ Réwnanie biegunowe paraboli — przy przyjeciu jej ogniska
za blegun — jest postaci:
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._2_ j)
e =T "Cos b
gdzie j jest parametrem gléwnym paraboli.
Jezeli rownaniem danej stozkowej (elipsy lub hyperboli)

. £yt . ; ’ . ; i .
Jest—, ko, = 1, to réwnaniem ogdlnem stozkowej spélogni-

skowej (f. j. majucej tez same ogniska rzeczywiste) z dang jest:

T o 1.

we T bto T

StoZzkowe uwazane, jake przeciecia stozka kotowego plaszezyzna,
badali staiozytni geometrowie grecey Apollonius, Pappus
1inai, kidrzy wyheyli prawie wezysthie wlasnodei gléwne, dotycezace
ognisk. asymptot, srednie spreezonveh 1t

Derargues, Pascal, Delahire, Newton Ma-
elaurin i inui materuatyey wickn XVILi XVIH zajmowali si¢ ba-
daniami nad stozkowemi; pierwszemu i trzeciemu z nich zawdzigezamy
wprowadzenie  systematyezne teoryi biegunéw i biegunowych, dru-
giemu zat odkryeie stawnego twierdzenia (patrz § 2), majacego wielks
donioslosé w geowetryi rzutowej stozkowyeh,

Wprowadzenie metody spélrzednyeh, ktorg zawdzigezamy
Descartesowi, pozwolito badaé te krzywe z nowego punktu wi-
dzenia i udowodnié analityczne wlasnosei, wyprowadzone droga
syntetyczna.

Do traktatow o stozkowych, précz ecytowanych na kolieu roz-
dzialu pierwszego, dotaczamy jeszeze t.I ,Geometryi* Clebscha—
Lindemanna, dalej wyklady Steinera (Vorl. iber synth.
Geometrie; Theorie der Kegelschnitte, ogloszone przez Geisera,
CzeSé 1 i przez Schrotera, Czesé ). Co do szezegdltow histo-
rycznych patrz Apergu histor. Chaslesa.



142 Rozdzial IV, — § 6.

§ 6.

Peki stoZkowych.

Dwiestozkowe przecinaja sie w czterech
punktach (rzeczywistych luburojonych)ima-
jaczterystyczne wspdlne.

Jezeli f=0,f'=0 sgréwnaniamidwu stoz-
kowych w spdélrzednych punktowych (lub
w spélrzednych prostej) wtedy réwnanie
f+Ai/'=0, gdzie 4 jest jakimkolwiek parame-
trem stalym, przedstawia stozkowa, przecho-
dzgcag przez cztery punkty przecigcia stoz-
Eowych danych (lub stozkowa styczng do
czterech stycznych wspélnych dwém danym
stozkowym).

Méwimy, ze wszystkie stozkowe, przedstawione przez
réownanie -1 f' =0, tworza pek (jezeli f=0,/" =0 s
réwnaniami w spélrzednych punktowych) albo pasmo (jezeli
f=20, =0 sg réwnaniami w spélrzednych stycznosciowych).

Cztery punkty przecigeia dwéch stozkowych nazywaja sig
punktami podstawowemi pgku.

Pomigdzy stozkowemi peku sg trzy, ktére rozpadaja sie na
cdwie proste; pomiedzy stozkowemi pasma sg trzy, ktére redu-
kujy sie do pary punktéw.

Trojkat przekatny czworokata zupelnego, ktdrego wierz-
cholkami sg cztery punkty podstawowe peku, jest tréjkatem
samosprzegzonym wzgledem wszystkich stozkowych pekn.

Przez kazdy punkt plaszezyzny przechodzi stozkowa peku,
1 do kazlej prostej na plaszezyznie jest styczna stozkowa peku.

Kazdej proste] na plaszezyznie dotykajg dwie stozkowe
peku i przez kazdy punkt plaszezyzny przechodzy dwa stozkowe
pasma.

Punkty spotkania stozkowych peku z prosts tworza ha
niej inwolueye, ktdrej punktami podwdjnemi sg punkty stycz-
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nosci tych dwoch stozkowych pekn, ktdre dotykaja prostej.
I wzajemnie.

Miejscem srodkéw stozkowych peku jest stozkowa, prze-
chodzaca przez szesé¢ punktéw srodkowyceh, na bokach czworo-
kata, utworzonego z czterech punktéw podstawowych i przez
trzy punkty przekatne (stozkowa dziewigcin punk-
t6 w). Jezell catery punkty podstawowe naleza do kola, to ta
stozkowa jest hiyperbolg réwnoboczna,.

Jezeli:
f=Xagxin, , ["=Xbpriry (=@, be=10),
to wyroznikiem stozkowej peku jest:
g —Aby o aa—Aby , a—Aby
A@)= | @u—2Aby , Gy—ibyy , @ay—A2iby,
Gy —A by, Ay—Aiby, , ap—Ab,

Jezeli réwnanie stopnia trzeciego A (1) = 0 ma pierwiastek
podwdjny, to dwa punkty podstawowe peku zlewajs sie 1 otrzy-
mujemy pek stozkowych stycznych do sieble w jednym
punkeie.

Jezeli A (1) =0 ma jeden pierwiastek podwdjny i dla tej
wartosci 4 wszystkie minory rzedu 2-go wyznacznika A znikaja.
wtedy wszystkie stozkowe pekun (a wigc 1 stozkowe dane) doty-
kaja sie w dwu punktach; prosta, laczaca te punkty, nazywa sie
prosta podwdjng peku.

W tym przypadku istnieje nieskonczenie wiele tréjkatéw
samosprzezonych wzgledem wszystkich stozkowych peku; wszyst-
kie te trdjkaty maja bok, t. j. prosta podwdjna wspélng.

Jezell wszystkie trzy pierwiastki réwnania sg sobie réwne,
przyczem nie znikaja minory rzedn 2-go, wtedy wszystkie stoz-
kowe peku maja punkt stycznosci rzedu 2-go (t. j. trzy punkty
nieskonczenie blizkie wspélne) 1 nadto maja jeszcze jeden punkt
wspélny. W tym przypadku nie istnieje wlasciwie trdjkat samo-
sprzezony wspdlny.
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Jezelt wreszcie wszvstkie pierwiastki réwnania A (2)==0
sg réwne 1 réwnoczesnie dla tej wartosct A znikaja wszystkie
minory rzedn 2-go wyznacznika A, wtedy wazystkie stozkowe
peku, a wiec 1 dwie stozkowe dane maja wspolny punkt styez-
noscl rzedu 8-go, t. j. wszystkie cztery punkuy przecigecia zlewajg
sie w jeden.

§ 7.

Utwory niezmiennicze uktfadu jednef lub dwdch form trajkowych
kwadratowych.

Uklad zlozony z jednej stozkowej nie ma
hiezmiennikéw bezwzglednych?); geometrycz-
nie znaczy to, ze kazda stozkowa moze byé
przeksztalconana kazda inna.

Jezeli a.* jest forma tréjkowsa kwadrato-
wa, wtedy uklad zupelny (préecz spolzmien-
nika tozsamosciowego)sktada sie z form:

f=ua’ , F=(ulu*) , 4=/(abc)*

gdzie F=0 jest réwnaniem stozkowej wspol-
rzednych prostej, 4 zas jest wyrdznikiem.
Uklad zupelny dwu stozkowych, t.j. dwu
form a,?a,”, sklada sig (précz z niezmiennika
tozsamosciowego)z 20 utwordw.

Iy Nie ma sprzeeznosei pomiedzy tem twierdzeniem a twierdzeniem
§ 3, poniewaz rozwazane w tym ostatnim niezmienniki zalezg nietylko od
spblezynunikéw stozkowej ale i od osi spohrzednyeh, ktire pozostaja tam zawsze
osiami kartezyarskiemi. Stad przeksztateenia zgodne z rozwazaniami w§3
niesy wszysthkiemi mozliwemi, leez tylko takiemi, ktére pozostawiajg
bez zmiany prosts w nieskoriczonodei na plaszezyinie.
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Polozmy dla skrocenia:

by . ] by , e LY, o
a; = - a; = . Oy = ! »
| b:& y G ‘ i b] s 1 } b._, y By
r " r ! r - T r ! 1
) b Cq , b, o , Ly, g
a, = ; ; s Oy == ; < s Oy = »
by . ¢’ | b 5 o | b’ , ¢

to utwory te moZna napisaé symbolicznie w sposéb naste-
pujacy: _
1) Czteryniezmiennikl

Ay, = (abe) , Apyy=(aba')? |, Ajsp="(aa'V))* , Agp = (a'b's)?.
2) Czteryspdlzmienniki:
f=at , f=ds,
A =(ad'z) 6y G 8, @)’ ; D1 = (ac’x)*.
3) Cztery przeciwzmienniki
F=(ab)?® , F' = (abu)y,
D = (aa'v) (al/c) (a'be) (ub'e') (wbe)
Fis=(aa'u)* .

4) Osm form mieszanych:

B, = (a'bc) o' (ube) : B, = (a'V'¢') a. (ub'c")

N = (ac'u) a, ;' > N' = (ad't) g ther

C, = (aa'u) ag' 4z Uq - Iy = (aad'z) o ta Gz

C, = (aa't) o a;' U ; Ty = (ad'z) @ ua 6, .

Ten uklad zupelny znalazt Gordan (patrz Math. Ann XIX).
Pascal. Rep. IL. 10
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Iloczyn czterech punktéw przeciecia
utworéw fif’ dany jest przezréwnanie:

FF' —F,2=0.

Wzajemnie: iloczyn czterech stycsz
nych, wspélnych dwém stozkowym dany
jest przezrdwnanie:

ff'— B2 =0.

Forma &,,, przyréwnana do zera, przedstawia miejsce punk-
téw, przez ktdre przechodzs dwie pary stycznych do krzywych
fif’, tworzace uklad harmoniczny; i wzajemnie: F), =0 przed-
stawia obwiednig prostych, przecinajacych dwie stozkowe
w czterech punktach harmonicznych.

Jezeli 4,1, =0, wtedy mamy oo! tréjkatéw biegunowych
(samosprzezonych) wzgledem krzywej f, ktdére sy opisane okolo
stozkowej f’ 1 wpisane w stozkows f. Wlasnosé analogiczna
zachodzi w przypadku 4, =0.

Réwnanie N = 0, uwazane w spolrzednych u, przedstawia
punkt przeciecia biegunowych punktu z wzgledem dwu stoz-
kowych.

Réwnanie B, =0, uwazane w spoirzednych punktowych,
jest réwnaniem prostej, bedgce] miejscem punktéw, ktérych
biegunowe wzgledem stozkowej f’ sa sprzezonemi harmonicznie
z prosta 1 wzgledem stozkowej f.

Réwnanie D=0 przedstawia trzy boki trdjkata bieguno-
wego, wspblnego stozkowym f 1 f’; réwnanie A =0 przedstawia
trzy wierzcholki tegoz tréjkata.

Wszystkie stozkowe, spélzmienne ze stozkowemi f i f/
(np. @, = 0) maja wspdlny ten sam tréjkat biegunowy D=0
lub A =0.

Jezeli niezmienniki A;;, i A;9, $8 réwnoczesnie zerami,
wtedy stosunek anharmoniczny czterech punktéw przeciecia
dwu stozkowych jest réwnoanharmoniczny na kazdej z nich.
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Warunkiem na to. aby dwie stozkowe
mialy w punkcie stycznos$é pojedyncezas,
jest:

4 (A Aroy—Ap9®) (e Agge—Ay99°)—(Asgy Aggs—Agys Aras)’=0.

Warunkamina to.aby dwie stozkowe mia-
ly wpunkcie stycznosé rzedu 2-go (trzy punk-
ty przeciecia zjednoczone), sg:

‘A!.II =A112 -, AF??
AI‘I‘.‘ Al?? A?ﬁi

Uklad dwu stozkowych ma dwa niezmien-
niki bezwzgledne. Jako takie niezmienniki
najprostsze przyjat mozna:

AII 9 A‘D‘z

Waznem jest twierdzenie:

Stosunek anharmoniczny a prostych, 1a-
czgecych punkt krzywej f z czterema punk-
tami przecigcia krzywych fif’, otrzymujemy
Z wzorw

(1—a+a?)® _ (4,—1)* 4, 4,* -
(1+a)? (2—a? (1—2 a)? e A, 4,—2 A2 4,—1)2°

z podobnego wzoru otrzymujemy stosunek
anharmoniczny czterech promieni Igczgcych
punkt krzywej f’ z czterema punktamiprze-
cliecia.

Uktad trzech stozkowych zawiera 127 utworéw; niezmien-
nikéw ma 11.

O ukladzie dwu stoikowych, oprécz cytowanych prac G or-
dana, wymieniamy jeszcze: Perrin (Société math. de France,
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XVII), Rosanes (Math. Ann, VI), Gerbaldi (Math. Ann.
XVI). DIla ukladu trzeeb stozkowych mamy prace: Ciamber-
lini’ego (Giorn. di Batt.XXIV), Gundelfingera (Crelle LXXX),
Mertensa (Wien. Ak. XCHI), Gerbaldiego (Ace. Torino
XXV. 1890), Fischera i Mumeltera (Monatsh, f. Math. VIII,
1897).



ROZDZIAL V.

E W A D R Y K L

§ 1.

Tworzenie rzutows kwadryk. Biegunowosd

Wyobrazmy sobie dwie wigzki wzajemnie rzutowe o ré-
znych podkladaoh S, 8'; kazdemu promieniowl w jednej z nich
odpow1ada plaszczyzna w drugiej, 1 wzajemnie; jezeli promien
wjednej porusza sie po plaszezyznie, to odpowiadajaca muplasz-
czyzna w drugiej obraca sie okolo prostej. Punkty spotka-
nia promieni jednej wigzki z odpowiedniemiplaszezyznami dru-
giej tworza to samo miejsce; jest ono powierzchnis,
ktérg nazywamy kwadrykas.

Niechaj beda dwa uklady plaskie wzajemne, nie nalozone.
Plaszczyzny, przechodzace przez punkty jednego z mich i od-
powiadajace im proste drugiego, obwodzg powierzchnie,
ktéra jest takze kwadryka.

To tworzenie rzutowe kwadryk znajdujemy u Seydewitza
(Archiv Grunerta. IX. 1847) i Steinera (patrz Werke. I, str.
325), Poréwn, Salmon-Fiedler (Anal. Geom. des Raumes, I,
str. 333).

Inne definicye kwadryk sg nastepujace:

Kwadryka jest miejscem punktéw zjednoczonych w dwoisto-
$ci przestrzennej inwolucyjnej, t.j. w biegunowosci przestrzennej.
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Kwadryka jest obwiednia plaszezyzn zjednoczonych w bie-
gunowosci przestrzennej.

Jakiekolwiek dwa punkty kwadryki sg
srodkami dwdéch wigzek wzajemnych, przy
pomocy ktérych mozna utworzyé sama kwa-
dryke: podobniez dwie jakiekolwiek plasz-
czyzny styczne do kwadryki sg podkladami
dwéech nkladéw plaskich wzajemnych, przy
pomocy ktérych mozemy utworzyé¢ kwadryke
dana.

Prosta dowolna w przestrzeni o ile nie
lezy calkowiciena kwadryce, spotyka jg naj-
wyzej w dwu punktach; przez prosta w prze-
strzeni, nie lezaca na powilerzchni przecho-
dzg najwyzej dwie plaszczyzny do niejstyczne,
Dlategomowimy, Zze kwadryka jest powierz-
chniag rzedudrugiegoi klasy drugiej.

Jezeli przez jeden punkt kwadryki prze-
chodza dwie proste na niej, réznelub zlewa-
jace sie, albo jezelinie przechodzi zadna taka
prosta,—to toz samo ma miejsce dla kazdego
innego punktu kwadryki.

Jezell na jednej plaszczyzZnlie stycznej
do kwadrykisa dwie proste, jedna prosta, albo
niema zadnej prostej, lezgce] na powiersz-
chni, totoz samo ma miejsce dla kazdej innej
plaszeczyzny stycznej.

Kazda plaszczyzna przecina kwadryke
wedlug stozkowej. Plaszczyzna, dotykajaca
kwadrykil przecina jg wedlug dwéeh prostych
rzeczywistychrdznych, albo zlewajacych sig
aibo wedlug prostych urojonych.

Stosownie do tego, czy przez kazdy punkt stozkowej prze-
chodza dwie proste rzeczywiste, nalezace do niej,
albo jedna prostarzeczywista, albo wreszcie d wie
proste urojone, kwadryka jest albo kwadryka pro-
stoliniowsa (skosng lub o punktach hyperbo-
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licznyech), albo stozkiem kwadrykowym (kwa-
dryka o punktach parabolicznych), albo wreszcie
kwadryks o punktacheliptycznych.

Jezeli kwadryke prostoliniows przecina plaszczyzna w nie-
skonczonosci wedlung uktadu dwu prostych (lub jezeli dotyka jej
plaszczyzna, w nieskonczonosci) mamy paraboloide hy-
perboliczng; jezeli ta plaszczyzna przecina ja wedlug
stozkowej, mamy hyperboloide jednopowlokowa.

Kwadryki prostoliniowe zawierajg dwa
uklady prostych rzeczywistych; proste je-
dnegoukladu przecinajg proste drugiego we-
dlug prostych punktowych rzutowych Stad
wynika tworzenie kwadryk przy pomocy dwéch prostych punk-
towych, nie lezacych na jednej plaszczyzZnie.

Paraboloida hyperboliczna jest miejscem
prostych,lgczacych pary punktdw, odpowia-
dajagcych sobie wdwu prostych punktowych
podobnych, nie lezacych na jednej plaszczyznie.

Paraboloida hyperboliczna dwoma rézne-
misposobamijest miejscem prostej, ktéra po-
ruszajgc sie, opiera sig na dwéeh prostych
stalych, nie 1ez%cych na jednej plaszczy-
Znie, i pozostaje wcigz réwnolegla do plasz
zny stalej, ktdrg nazywamy plaszczyzng kie-
rowniczag.

Istniejg dwie plaszezyzny kierownicze.

Hyperboloida jednopowlokowa jest miej-
scem prostej, ktéra poruszajacsieg, opierasie
na trzech prostych stalych, nie spotykaja-
cych sig i nieréwnoleglychdo jednej plasz
¢czyzny.

Podobniez, kwadryki o punktach eliptycznych, dzielimy
na kategorye, wedlug tego, w jaki sposéb przecina je plaszczy-
zna w nieskonczonoicl w przestrzeni. Jezeli ta plaszczyzna
przecina je wedlug stozkowej rzeczywistej, mamy hyperbo-
loide dwupowlokowa jezeli wedlugstozkowej urojonej,
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mamy elipsoide; jezeli wreszcie ta plaszezyzna w nieskonezo-
nosci jest styczma, t. j. przecina powierzchnie wedlug stozkowe;j
znieksztalcone] na dwie proste, mamy paraboloide elip-
tyczna.

Proste stozka kwadrykowego nazywaja sie jego t worza-
cemi; przechodza one wszystkie przez punkt jeden, nazwany
wierzcholkiem. Préez tego punktu, przez ktéry przecho-
dzi nieskoriczenie wiele prostych na powierzchni, przez kazdy
inny punkt przechodzi zawsze jedna tylko prosta powieiz-
chni. Jezeli wierzcholek znajduje sie¢ w nieskonczonosci, otrzy-
mujemy walec; przeciecie walca plaszczyzna prostopadia do
tworzacych nazywa sie podstawa walca.

Plaszczyzny styczne do kwadryki, poprowadzone przez
punkt P, sa plaszczyznami stycznemi do stozka kwadrykowego
majacego wierzcholek w punkcie P, a ktdrego tworzgce sg pro-
stemi, laczacemi punkt P z punktami stycznosci plaszezyzn
stycznych. Stozek ten nazywa sie stozkiem stycznym
do kwadryki; dotyka on kwadryki wedlug krzywej plaskiej,
a zatem wedlug stozkowej. Plaszczyzna tej stozkowe] nazywa
sie plaszczyzna biegunowa punktu P, punkt P za$
nazywa si¢ biegunem tej plaszezyzny.

Odpowiednioé¢ pomiedzy biegunami a plaszczyznami bie-
gunowemi wzgledem kwadryki jest dwoistoscia inwolucyjna.

Plaszezyzna biegunowa zawiera proste biegunowe punktu
P wzgledem wszystkich stozkowych, wedlug ktérych przecinajs
kwadryke plaszezyzny, przechodzace przez punkt P.

Kazda prosta, przechodzaca przez punkt P, przecina kwa-
dryke w dwdch punktach @, @', a plaszczyzne biegunows
w punkcie /*’ w ten sposdb, ze grupa PP'(() jest harmoniczna.

Jezeli punkt P porusza sig po proste], to jego plaszczyzna
biegunowa obraca sig oholo innej proste]; a jezeli punkt P po-
rusza sig po plaszozyznie, to plaszi zyzna biegunowa obraca sie
okolo punktu, ktéry jest hiegunem tamtej plaszczyzny.

Dwie proste nazywaja si¢ biegunowemi wzajem-
nemi, jezeli plaszezyzny biegunowe wszystkich punktéw na
Jednej z nich przechodzg przez drugs.

Jezeli dwie proste biegunowe wzajemue przecinajg sie,
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wtedy ich punkt wspélay nalezy do powierzchni, a ich plasz-
czyzna jest plaszezyzng styczna do powierzchni.

Pary prostych biegunowych wzajemnych, lezacych na
plaszezyznie stycznej, sg prostemi sprzezonemi w inwolucyi;
prostemi podwdéjnemi tej inwolneyi sa proste, wzdluz ktérych
plaszezyzna styczna przecina powierzchnie.

Jezeli dwie proste przecinajs sie, to przecinajsg sie i ich bie-
gunowe wzajemne.

Dwa punkty nazywaja sie sprzezonemi, jezeli
jeden z nich znajduje sig na plaszezyznie hiegunowej drugiego.

Punkt i prosta nazywajs sie sprzezonemi, je-
zeli prosta lezy na plaszezyznie biegunowej purktu.

Dwie proste nazywaja si¢ sprzezonemi, jezeli jedna
z nich znajduje sig na plaszczyznie biegunowej punktu drugiej
prostej.

Dwie plaszczyzny nazywaja sie sprzezonemi,
jezeli jedna z nich przechodzi przez biegun drugiej.

Tréjkatem sprzezonym wzgledem kwa-
dryki jest tréjkat, ktérego kazdy wierzcholek jest sprzezony
z pozostalemi dwoma wierzcholkami, a wiec z bokiem prze-
ciwleglym.

Czworoscianem sprzezonym (lub takze
samosprzezonym, samowzajemnym) wzgledem
kwadryki jest czworoscian, ktérego kazdy wierzcholek jest
sprzezony z trzema pozostatemi, a wiec ze sciang przeciwlegly.

Kazdy tréjkat czworoscianu sprzezonego jest tréjkatem
Sprzezonym.

Dwie krawedzie przeciwlegle caworoscianu sprzezonego sg
biegunowemi wzajemnemi wzgledem kwadryki.

Jezeli dwie proste sa sprzezonemi, to biegunowa wzajemna
jednej z nich przecina drugg prosta, i wzajemnie.

Jezeli prosta jest sprzezona z dwiema prostemi, przecinajg-
cemi sie, to jest sprzezona z ich plaszczyzna iz ich punktem
wspdloym.

Biegun plaszczyzny w nieskonczonosci nazywa sig $rod-
kiem kwadryki. kazda prosta, przechodzaca przez srodek na-
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zywa sig $rednicsg, a kazda plaszezyzna, przechodzica przez
$rodek, nazywa sie plaszczyzng srednicowa.

Srodek jest w odleglosci skonczonej, jezeli plaszczyzna
w nieskonezonosci nie dotyka kwadryki, a wiec w hyperboloidzie
jednopowlokowej, w Lyperboloidzie dwupowlokowe], w elipsoi-
dzie i w stozku kwadrykowym; te powierzchnie nazywaja sie
kwadrykamize srodkiem.

Paraboloida hyperboliczna i eliptyczna nie maja srodka
w odleglosel skoniczone;.

Plaszczyzna srednicowa przecina kwadryke wedlug stoz-
kowej, ktérej srodek przypada w srodkn kwadryki.

Srednice dziels sie w $rodkun wzajemnie
na dwieréwne czgscl

Jezeli trzy cieciwy dzielg sig na dwie rowne czgsci w pe-
wnym punkcie i nie leza na jedne] plaszczyznie, wtedy punkt
ten jest srodkiem powierzchni

Plaszczyzna srednicowa jest miejscem
punktéw srodkowych wszystkich cieciw (x¢é-
wnoleglych)znimsprzezonych.

Punkty stycznosei plaszezyzn stycznych, poprowadzonych
ze $rodka do kwadryki, sa w nieskonezonoscei (rzeczy wistemi Jub
urojonemi); stozek styczny, majacy wierzcholek w srodku, na-
zywa sie stozkiem asymptotycznym.

Istnieja trzy srednice; z ktérych kazde dwie sy do siebie
prostopadle itakie, ze plaszezyzua przechodzayca pruez dwie
z nich jest sprzezona z cieciwami réwnoleglemi do trzeciej (i do
nich prostopadia); te srednice nazywajg gldwmnemi, aich
plaszezyzny — plaszczyznami gldwnemi.

Plaszczyzny glédwne sg plaszczyznami
symetryidla kwadryk

W elipsoidzie kazda plaszezyzna §rednicowa przecina po-
wierzchnig wedlug elipsy; w hyperboloidzie jednopowlokowej
dwie plaszcezyzny gldwne przecinaja powierzehnie wedlug dwdch
hyperbol, majacych o$ urojong wspdlng, a trzecia plaszezyzna
przecina jg wedlug elipsy; w hyperboloidzie dwupowlokowej
dwie plaszezyzny giéwne przecinajg powierzchnie wedtug dwéch
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hyperbol, majacych o$ rzeczy wista wspdlna, a trzecia plaszezyzna
przecina ja wedlug elipsy urojonej.

W paraboleidzie nazywamy srednicsa kazds prosts,
przechodzaca przez punkt stycznosci powierzchni z plaszczyzng
w nieskonczonosei.

Wizystkie srednice paraboloidy sa do siebie réwnolegle.

Pomiedzy srednicami paraboloidy jest jedna taka, ze plasz-
czyzna styczna w punkcie,w ktérym ona spotyka powilerzchnie, jest
do srednicy prostopadla. Ta srednica nazywa si¢ o0sia, a punkt,
w ktorym przecina powierzchnie, nazywa sie wierzcholkiem.

Przeciecia paraboloidy (eliptycznej lub hyperbolicznej)
plaszezyznami réwnoleglemi do osi, sy parabolami.

Przeciecia paraboloidy plaszczyznami prostopadlemi do osi
sg hyperbolami w paraboloidzie hyperbolicznej (skosuej, lub
prostoliniowe;j), elipsami w paraboloidzie eliptyczne;j.

Kula jest elipsoida, w ktére] kazda plaszczyzna sredni-
cowa jest prostopadla do srednicy, przechodzace] przez jej biegun.

Kule w przestrzeni maja wspélne kolo
urojone w nieskonczonosci Kolo to nazywa sig
absolutem albo granicg przestrzeni; zawiera
ono wszystkie punkty kolowe kazdej plaszezyzny przestrzeni
(patrz Rozdz. IV § 3).

Chasles i P. Serret probowali rozeiggnaé na kwadryki
twierdzenia Pascala i Brianchona., Patrz co do tego:
Salmon—PFiedler (Anal. Geom. des Raumes. I, art. 144),
Klein (Math, Ann. XXII, str. 246 1883),

82
Gtdwne wzory geometryi analitycznej kwadryk.
Kwadryka jest miejscem punktéw, ktére przedstawia ré-

wnanie wymierne calkowite stopnia 2-go pomiedzy trzema spél-
rzednemi punktu przestrzeni. Réwnanie takie ogdlne zawiera
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dziesigC spolezynnikéw. t. j.: trzy spélezynniki przy kwadratach
trzech spélrzednych, trzy przy iloczynach spélrzednych, trzy
przy wyrazach stopnia 1-go, jeden wreszcie wyraz od spélrzed-
nych niezalezny. Miejsce uwazane zalezy tedy od dziewieciu
stosunkdw z pomiedzy tych spdlezynnikéw do jednego, ostat-
niego, i dlatego méwimy, Ze miejsce stopnia 2-go okresla d zie-
wig ¢ spélezynnikéw niejednorodnych.

Réwnanie kwadryki w spélrzednych je-
dnorodnych uy,.rs, 2, z, punktu przestrzeni ma postac:

T |
f(.?’) = 2 [£FT RN x) =0 (ﬂ{‘; = a_;!)

HJ

gdzie suma rozcigga sig na wszystkie mozliwe kombinacye liczb
1,7=1,2,8, 4, przy warunku a;=a;. Kladgc w tem réwnanin
2y =1, otrzymujemy réwnanie kwadryki w spdi-
rzednychniejednorodnych.

Jezeli czworoscian podstawowy spdlrzednych jest czworo-
scianem samosprzezonym, wtedy rdwnanie kwadryki sprowadza
sig do formy kanonicznej

4
Sa,x2=0.
1

Oznaczmy przez 4 wyznacznik (wyrdézuik):

Uy 5o ey
I T

¥
Wi < BB

przez A; dopeluienie algebraiczne elementu a; w 4. Niechaj
1y, 26y, Uy, 1, OzZNacCzaja spolrzedne jednorodne plaszezyzny, ktorej
réwnaniem jest:

7ttty 10y, 1w, =05
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réwnaniem kwadryki w spélrzednych plaszezyzay bedzie:
Tsizacy;
F(uy, ty, vy, t0) = .Sii,j w, ;=0 (Ay=4)
7
Réwnanie to przedstawia kwadryke nie jako miejsce punktéw
lecz jako obwiednia plaszczyzn stycznych. Mozna je uwazaé
takze jako warunek, ktéremu czynié winny zadosé spélezynniki
réwnania plaszczyzny, aby plaszczyzna ta byla styczna do kwa-
dryki, danej przez réwnanie w postaci pierwotne;j.
Kwadryka jest okreslona, jezeli mamy da-
nych Y punktdw, przez ktére ma przechodzié
lub 9 plaszczyzn, do ktérych ma byéstyczna.
W poprzedzajacym paragrafie podalismy wlasnosel geome-
tryczne rozmaitych gatunkéw kwadryk; zobaczmy teraz, w jaki
sposéb z réwnania ogélnego (w ktérem zakladamy spéleczynniki
rzeczy wiste) mozna odréznié te rozmaite gatunki.

Polézmy:
| ay o, ay y Q3 |
B=| ay , an , ay [|
gy 5 Uyy , (g J

1 oznaczmy przez B, dopelnienie algebraiczne elemeniéw «,;
w wyznaczniku B.

Jezeli B nie jest zerem, wtedy kwadryki
majg srodek; jezeli B=0,otrzymujemy para-
boloidy.

Jezeli 4 r6wna sie zeru, i tylko wtedy, ma-
my stozki Jezeli réwnoczesnie 4==0, B=0,
mamy walce,

Oznaczmy przez (12), (13)... katy pomiedzy osiami spél-
rzednych x, i ), 2, 1 %, , ... 1 polézmy:

1 , cos(L,2) , cos(l,3
R=| cos(1,2) , 1 cos (2, 3)

1 1

cos (1, 3) cos (2,3) , 1

b
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bedzie to liczba dodatnia, zawarta pomiedzy 01 1; oznaczmy
dalej przez ,;, £y, ... dopelnienia algehraiczne elementéw wy-
znacznika Q. Polézmy nadto:

C=DB,,-+By;+B;;+2B,, cos (1, 2)42B,, cos (1, 3)428,, cos (2, 3)
D = a;; Qy ~+ Gy Doy + 33 g3 + 2 a4y, Qyp+20,3.9231205, Oy, .

Mamy wtedy twierdzenia nastepujgce:
Stosunkii 5 G b nie zmieniaja sie przez
R°Q Q°Q

przeksztalcenie spélrzednych kartezyanskich
(sa niezmiennikami).

Znaki wielkos$ci 4,B,(C,D nie zalezg od wy-
boruukladuspdélrzednych kartezynskich,.

W przypadku ukladu prostokatnego bedzie:

C=B,1By+DBy , D=a,+ap+a , =1,

a zatem:

Wielkodci ay + ay 4 g, Byy + Bys + Byy pozo-
stajgco do wartosciniezmiennemiprzy prze-
chodzeniuod jednego ukladu prostokatnego
doinnego.

Réwnanie

A(e)=1Q0'+ D*+ Co+B=0

ma wszystkie pierwiastki rzeczywistei w o-
goélerdzne.
Réwnanietomoznanapisaé tez w postaci:

10 » @9t cos (1,2) , o cos(1,3)
A(g)=| ay+gcos(L,2), Uyte  , ayytpcos(2,8) | =0.
a’31+9 cos (11 8) 1 a:l:i_l_g Cos (2: 8) ] a’:l:l_]—g

Klasyfikacya kwadryk polega na znakach wielkosel
4, B, C, D.
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I. Brézne od zera: Kwadryki ze srodkiem
1. Elipsoida rzeczywista, C>0,BD>0,4<0.
2. Elipsoida urojona, C>0,BD>0 4>0,

3. Stozek urojony, C>0,BD>04=0.
=0
CZnBD-<0
4. Stoéekrzeczywisty,l <0 = lA:O.
C<O,BD>0[
5. Hiperboloidajedno-{UE;O’BD<0 250
powlokowa, C%O.BD}O >0.
6. Hiperbolc:ida d wu- O?O,BD<O}A<O_
powlokowa. C<0,BD>0

Il. Bréwne zeru:Paraboloidy albo walce albo
pary plaszczyzn mianowicie:

- : : >
7. Paraboloida eliptyczna, C>0, 020, 4<C0.

8. Paraboloida hyperboliczna, C<Z0, D?O, A>0.
9. Walec o podstawie elip-

tycznej, C'>0._D20,A:0.

10, Walec o podstawie hy-
perbolicznej, C<0,D2{},A=O.

11. Walec o podstawie pa-
raboliczne], C=O,D4>:0,A:O.

12. Dwie plaszczyzny uro-
jone z prostag rzeczywistg
w odleglosci skoficzonej, (>0, D0,4=0,4,=0.

13. Dwie plaszczyzny rze-
czywiste, spotykajgce sig we-
diug prostej w odleglosei
skonczonej, C<O,D§'O,A=0,Ase=0.

14. Dwie plaszczyzny ré-
wnolegle rzeczywiste rézne,
urojone albo zlewajace sie, C=O,.D20,A=O,A,-‘:O.
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Przy pomocy przeksztalcenia spélrzednych Descartes's,
réwnania réznych kwadryk daja si¢ sprowadzié do nastepu-
jacych form zredukowanych (w spdélrzednych
niejednorodnych):

: - A T A Tl
1. Ellpsarzeczywwta,?——}- bf_,—I—Tjr_,——_I
J’-‘ Ly —:-————l
2. Elipsaurojona, 5 g)-+ ‘
3. Sbozekurogony, —-|— -2;:=O.
1, Stoiekrzeczywistv -{—~————%=0.

5. Hiperboloida jedn0po\v10k.,-§+ g* _c_":l'
6. Hiperboloida dwupowlok.,-:j:;--{— bghr—f;=_ﬂ1.

7. Paraboloida eliptyczna,%—f—%—-——,r:&

2 =2

8 Paraboloida hyperboliczfz———s=0.
9. Walec eliptyczny,-ﬁ%—{——f!;:l.
10. Walechyperboliczny, i T

bo
11. Walec paraboliczny. y? 4+=2pr=0.

12 Dwie plaszczyzny urojone,- 2—4 —h~--0

13. Dwie plaszczyzny 1‘zeczy\vis,§;—-b—‘y-—-~0.

14 Dwieplaszczyzny réwnol, o F1=0.
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W réwnaniu kazdej paraboloidy wyrazy stopnia
2-go wzgledem zmiennych z, 2, » lub .,y z two-
rzg iloczyn dwu czynnikéw liniowych; wliasnodé
ta jest charakterystyczna dla paraboloidy.

W rdownaniu walca parabolicznego wy-
razy stopnia drugiego wzgledem =, r,, 2, lub
#, Y,z tworza kwadrat zupelny.

Jezell z,, x,, %3, 2'4; ¥y, Yoy Y3, Y4 S8 spolrzednemi dwu punk-
tow w przestrzeni, to warunkiem na to, aby prosta,
jelaczaca byltastyczna do kwadryki, /=0 jest:

F@fw—r7)=o,

3)-+

= & Yt B ) T

Jezeli wyobrazimny sobie, ze punkt o spélrzednych y jest
punktem stalym, punkt o spélrzednych z biezacym, to r 6 wn a-
nie poprzednie przedstawia stozek opisany na
kwadryce z wierzcholkiem w pukeie (¥, ¥s V)

Jezell F (1) =0 jest réwnaniem kwadryki w spélrzednych
plaszezyznowych, warunkiem nato, aby prosta prze-
ciecia plaszczyzn (i, u, vy, ), (Vy, %y, vs,v,) byla
styczng do kwadryki, jest:

gdzie

) I
(a;: m‘*;f ?f—f—af f.u

F(u) F(r)— F‘~‘( u)zO.

v

Warunek ten jest réwnowazny nastepujgcemu:

Gy 5 Gy 5 Oyy Gy, U o, T f
oy 5 Uoa , (Ghag , Gy , Uy , U

Qyp 5 Gyy 5 Oy 5 Oag 5 Uy 5 T3 | 0
Ay 5 (g 5 Qg 5 (g 5 Uy, YUy

WO W 4 ¥y ., W 3 0 5, 0}

v, . om , v , v , 0 ,0

Pascal. Rep. IL 11
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Jezeli w tym wzorze zmienimy wszystkie a na odpowiednie
A, wszystkie u na odpowiednie », otrzymamy inng posta¢ wa-
runku na to, aby prosta (x) (y) dotykala kwadryki.

Plaszczyzne biegunows punktu (y) przedstawia v6-

wnanie [ ( :’J = 0, a spolrzednemi bieguna plaszczyzny
U, Ty Uy Xy + Uy 7y U, T, =0 sa:

T = Ayt 1 Aty + Ag 1y + Ayuy, (=",2,31)

Jezeli punkt (y) nalezy do kwadryki, to réwnanie f( y ) ==

przedstawia plaszczyzne styczng

Warunkiem na to, aby dwa punkty (z), (y) byly sprzezo-
nemi, jest oczywiscie f( ;?) = 0; a warunkiem na to, aby
dwie plaszezyzny byly sprzezonemn, jest F( 3 ) =0. Te dwa wa-
runki dajg sie przedstawié w postaci:

1
! Ai] seery AH y &y Qyy gy Qyy 4 Uy

| =0

?

Ay ey A4y, 24

Y1500 Yy b 0 1‘11 EALLH 334 ] O

Warunkami sprzezonosci dwdch prostych (u, u), (i, v') sa
cztery nastepujace:

(AN w) (AN '
F(v)—'o ’ F(v’)_“o ’ F(v)_o ! F(U,):O.
Wspélnem ré6wnaniem dwéech plaszczyzn,

przesunietych przez prostgistycznych do
kwadryki jest:

F@) @t e+ —=2F( ) o t..) (o 4-...)
+ F (o) (1 2, 4.. )2 =0.
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Jezeli f napiszemy zamiast F, u, zamiast z,v zamiast v,
otrzymamy réwnanie (w spélrzednych plaszezyznowych) dwu
punktdéw spotkania prostej (z, y) z kwadryka. Spélrzedne tyeh
punktdw spotkania prostej (zy) z kwadryks sg postaci ﬁ’f'_?:%?‘—

. om P — , ;
gdzm; ma wartoscl réwne pierwiastkom réwnania

m x| m
Plig i) i
flo (Gf+ef(7) w4+ rw=o.

Réwnanie plaszezyzny srednicowej jest
postaci:

af of of
o oz, T a oz, + a4 Tor, =0

gdzie a,a;,0; sg trzy stale dowolne Prosta, idges
do punktu w nieskoneczonosci o spélrzednych (e, a,, a; 0), od-
powiada kierunkowi sprzezonemu z tg plaszezyzng srednicows.

Plaszczyzny srednicowe sprzezone z kie-
runkami trzech osi spélrzednych z,2,2, wy-
razajg sigréownaniami

g Wog, Y.
oz, = 02, =0 0z, =4
Spélrzednemisrodka kwadryki sa:

VN R
B ' B ' B

Réwnaniestozka asymptotycznego

_ A
fz)— B z?=0
otrzymuje si¢ z réwnania f (#)=0 przez zamiang a;, na 6y, — 4

Plaszczyzny gléwne sy to plaszezyzny sredni-
cowe, prostopadle do kierunku z niemi sprzezonego; proste,
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wedlug ktérych plaszezyzny te przecinaja sig, nazywaja sie
$rednicami gléwnemi lub osiami.

Dla otrzymania trzech plaszezyzn glédwnych, dosé w ré-
wnanin plaszezyzny srednicowe] zamiast ay, a,, @, polozyé war-
tosci proporcyonalne do pierwiastkéw kwadratowyeh trzech
minoréw gléwnych wyznacznika A (p), jezeli za ¢ bierzemy
kazdy z trzech plerwiastkéw (rzeczywistych) rownania A (p) =0.
‘Wzory. naturalnie, upraszczaja sie znacznie w przypsdku osi
prostokatnych.

Kwadryka obrotowa nazywamy taka. w ktorej
wszystkie plaszezyzny, przechodzgce przez os, sa plaszezyznami
gléwnemi. Kula jest kwadryka, w ktére] kazda plaszezyzna
srednicowa jest gldwna.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby kwadryka byla obrotowsg jest, by
réwnaniel(p)=0O mialo dwa pierwiastkirédwne.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
natoabykwadryka byla kula, jest byrdwna-
nie A(p)=0 mialo jeden pierwiastek trdj-
krotny.

W spélrzednych prostokatnyech warunki
dla kwadrykiobrotowe] wyrazajasieg dwoma
zpomigdzy zwigzkdw:

By, _ _B_,n _ D Ly—DB, _ Bu— 1By e B — By

@33 Q31 Q1 Uy Apy— 0y Chyy—(lgg

W spéirzednych prostokgtnych warun-
kami dla kuli sa:

="y =0y , Uy=>0y=0,,=0,.
W paraboloidzie mamy dwie tylko plaszezyzny gléwne

w odleglosci skonczone], przecinajace kwadrvke wedlug dwéch
parabol.
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T —

W spélrzednych prostokatnychréwnania
osiparaboloidy (t j. przecigcia dwu plasz-
czyzn gléwnych) sg nastepujgce:

af (x) of (x) 2f(x)

3z, or, oy

VB, VB  Vou

Réwnanie kwadrykizesrodkiem w odnie-
sieniu do srodka (w spdlrzednyech x5 2z nieje-
dnorodnych) jest typu:

2 " 2 r ! U 'A'
ay 22 Fa'yy y? + @y 27420, 2y + 20322420y, .’»’2'1“‘}7 =0

Réwnanie kwadrykize srodkiem, odniesione
dotréjkisrednicsprzezonych, jest postaci:

@'y 22 - a"y y? + 'y 2% % =0.

Jezelite srednice sprzezone sg osiami, to wiel-

kose1
V A I/ 4 ]/ T4
Ba'y,” B Bu'qs’ Ba'y,

nazywajg sie dlugosciami pélosi kwadryki.
Otrzymujemy je, kladac zamiast —a";;, —a"sy, —a";; trzy pier-
wiastki (rzeczywiste) réwnania A(p) =0.

‘W elipsoidzie rzeczywiste] trzy osi przecinajs powierzchnie
w punktach rzeczywistych, a odleglosei tych punktéw od srodka
sa wlasnie pdlosiami elipsoidy. Te trzy pdlosi sg w ogdle rézne;
w elipsoidzie obrotowe] dwie pélosi sa réwne; w kuli wszystkie
trzy poélosi sa réwne.

W hyperboloidzie jednopowlokowej tylko dwie osi spoty-
kajg powierzchnie w punktach rzeczywistych, a odleglosci tych
punktéw od srodka sa wlasnie dlugosciami pélosi.

‘W hyperboloidzie dwupowlokowej tylko jedna z osi prze-
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cina powierzchnie¢ w punktach rzeczywistych, a odleglosé¢ tych
punktéw od srodka stanowi dlugosé pdlosi powierzchni.
Osi, przecinajace hyperboloidy w punktach rzeczywi-
stych, nazywaja sie¢ poprzecznemi.
Plaszczyzna wz+urstuz,+ur=0 przecina
kwadryke wedlugelipsy, hyperboli albo pa-
raboli, stosownie do tego, czy wielkosé

Oy, @9, (13, U
g1y ygy Uag, Uy
gy, Oga, f33, Uy

u, Uy, Uy, O

jest ujemna, dodatnia lub réwna zeru. Dwie
plaszczyznyréwnolegle przecinajg kwadry-
ke wedlugstozkowychtego samego gatunku

Przez kazdg os kwadryki przechodza dwie
plaszczyzny (rzeczywistelub urojone) takie,
Zzeoneiplaszczyzny donichréwnolegle prze-
cinaja kwadryke wedlug kél; te plaszeczyzny
nazywaja sig plaszczyznami kolowemi, dajg
one przecigcia lub przekroje kolowe kwadryki.

Dwie plaszczyzny kolowe, przechodzace przez kazda os, sg
w polozeniu symetrycznem wzgledem kazde] plaszezyzny
gléwnej.

Z szesciu ukiadéw plaszezyzn koltowych dwa tylko sg rze-
czywistemi.

W kazdym ukladzie plaszczyzn kolowych sa zawsze dwie
plaszczyzny styczne; ich punkty stycznosci nazywaja sig punk-
tami kotowemi (umbilikami). Z dwunastu punktéw
kolowych jest rzeczywistych najwyze] cztery. Punkty
kolowe lezg tréjkami na osmu prostych urojonych kwadryki.
Punkty kolowe kwadryki ze srodkiem leza czwdérkami na
trzech plaszczyznach gldwnych.

Dwa przekroje kolowe, nalezace do kazdego z dwu ukla-
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déw plaszezyzn kolowych, odpowiadajacych tej samej osi kwa-~
dryki, znajdujs si¢ zawsze na jednej kuli.
W kwadrykach obrotowych dwa uklady plaszezyzn kolo-
wych rzeczywistych sprowadzajs sie do ukladu réwnoleznikdéw.
Warunek analityczny na to, aby plaszczy-
zna byla kolowg dla kwadryki, wyrazaja réw-
nania:

Gy Gy Gy (g _ Gy _ G

Hll H‘}? 'H“B ‘Hfm H:'ll Hlﬂ' ’
tu G sa dopsinieniami algabraicznemi elsmsntéw wyznacznika
G (patrz wyzej), Hy—analogicznemi dopelnieniami algebraicz-
nemi wyznacznika H, ktdry przedstawia sie w ten sposéb:

l 1 cos(1,2), cos(1,3), 1,
cos(2,1), 1 cos(2,8), us

- cos(3,1), cos(3,2), 1, Uy
Uy, s, Uy, 0 l

gdzie cos(1,2), cos(13),... sg dostawami katéw pomiedzy osiami
spolrzednych.
W elipsie rzeczywiste] tréjosiowej (o trzech
osiachnieréwnych)
al y? 2?

o 2 + p) (a>b_>c),

plaszczyzny kolowerzecz ywiste przechodzg przez
os dlugoscidredniej (t j.przezosb) Spdlrzedne
czterech punktéw kolowych rzeczywistych sa:

= T

i]/?:: 0, i"l/m
W hyperboloidzie jednopowlokowe] dwa
uklady ptaszczyzn kolowych rzeczywistych
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sgrownolegle do wiekszej z osi poprzecznych,
apunkty kolowe sg wszystkieurojone.

W hyperboloidzie dwupowlokowej dwa
uklady plaszczyzn kolowych rzeczywistych
sgréwnolegle do osi niepoprzecznej dluzszej
acztery punkty kolowesgrzeczywistemi. Je-

. 2 z2 .
ielii’——- ol = | jest rownaniem hyper-

i H
boloidy dwupowlokowejib>c tospdélrzedne-
miczterech punktéw kolowychrzeczywistych

s g:
ia]/a_?-{:;?-’ D, i"l/‘g??:;f-

Stozek madwa ukltady plaszczyzn kolo-
wych rzeczywistych, ktéresag zarazem ukla-
dowi plaszczyzn kolowych dla hyperboloidy
jedno- albo dwupowlokowej, dla ktérych sto-
zek dany jest stozkiem asymptotycznym.

W paraboloidzie eliptyczne]j sg dwa ukla-
dy plaszczyzn kolowycheliptycznych;sg one
réwnolegle do osi wiekszych przekrojdw pro-
stopadlych do osi; dwa punkty kolowe sg rze-
czywisteimajaspdlrzedne:

(*—e?), 0, =+ -%— V(b —¢?),

ns|x-t

jezeli—f2 —[—%-m:(}. (bZ~c) jest rOwnaniem pa-
raboloidy. Plaszczyzny kolowerzeczywiste
paraboloidy eliptycznej sa réwnolegle do dwu
plaszczyzn ¢*a®— (b*— ¢?)22=0.

W paraboloidzie hyperbolicznej dwa ukla-
dy plaszczyzn kolowych rzeczywistych sa
réwnolegle dodwuplaszczyzn kierowniczych
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(patrz §1); kola znieksztalcajgsigtu na prosts
wskoneczonosciina prosta wnieskoneczonosel.

Jezeli gf —-%;—:r:Ojest rownaniem para-
boloidy, todwa uklady plaszczyzn kolowych
sg ré6wnolegle do dwu plaszeczyzn —‘!‘ffb--——zi=~01

-
2 Z
=2

§ 3.
Wtasnoser ogniskowe kwadryk.

Miejsce punktéw takich, ze stozki opisane z nich na kwa-
dryce ze srodkiem sg stozkami obrotowemi, sklada sie z trzech
stozkowych, polozonych na trzech plaszezyznach gléwnych kwa-
dryki; kazda stozkowa ma te same ogniska, co przekrdj kwa-
dryki, otrzymamy przez przeciecie kwadryki plaszczyzng gléwna.
Te stozkowe nazywajg sie o gniskowemi, aich punkty sa
ogniskami kwadryki ze srodkiem.

Stozkowe ogniskowe przechodzg przez cztery punkty ko-
towe (umbiliki) wlasnej plaszczyzny.

Elipsoida albo hyperboloida ma wogéle
jedne elipsg ogniskowa (rzeczywisty) i jedne hy-
perbole ogniskowa; te dwie krzywe leza na
ptaszczyznach, przechodzgcych przez dluz-
szg 0§ poprzecznas.

Dwa ogniska stozkowe] ogniskowe] sg wierzcholkami innej
stozkowej ogniskowe]

Stozkowe ogniskowe dlastozkdéw kwadry-
kowychredukuja sig do trzech par prostyech;
tylkodwiez tych prostych sgrzeczywistemi.
Dla kazdego stozka kwadrykowego istnieja dwie proste rzeczy-
wiste (proste ognisko we); przez kazda z nich przechodzi
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nieskonezenie wicle pur plaszezyzn sprzezonych wzajemnie pro-
stopadlych Jezeli stozek jest obrotowym. to dwie proste ognis-
kowe zlewaja sie z osig obrotu.

Stozkowa, bedaca przecieciem stuzkus plaszczyzna prosto-
padls do prostej oguiskowej, ma ognisko w tym punkcie przeciecia
prostej z plaszezyzny.

Proste ogniskowe stozka asymptotycznego do kwadryki ze
srodkiem sa asymptotami stozkowych ogniskowych kwadryki.

W paraboloidzie miejsce punktéw takich, ze stozek, na niej
opisany z tych punktdw, jest stozkiem obrotowym, sklada sig
z dwoch parabol (ogniskowych) polozonych na dwoch plasz-
czyznach gléwnych 1 majacych te sams o$ co paraboloida, roz-
wartoscl zwrécone w zwrotach przeciwnych, a ogniska te same
co parabole, otrzymane z przecigeia paraboloidy dwiema plasz-
czyznami gléwnemi.

Parabole ogniskowe w paraboloidzie sa tak polo-
Zone, ze ognisko jedne]j jest wierzcholkiem drugiej.

Parametry dwéch parabol ogniskowych sa sobie réwne,
réwne zarazem roznicy parametréw parabol, ktére powstaja
z przecigcia paraboloidy plaszezyznami gléwnemi

1. Dlaelipsoidy rzeezyw1ste];+z:+ =1
opdblosiacha>l>c¢. trzemastozkowemi ognis-
kowemisa:

z=0, -—‘g—b— -|- -, —5 = — 1. (elipsa urojona),

=1, thyperbola),
e o2 ) _
z2=0, o 4 "b_f;:? =1, (elipsa rzeczywista)

2. Dla 611P301dyu1"0}0116]—~-{—;j;—f— = —1

(6>b>c¢) stozkowemi ogniskowemi sq:
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y: o g? . .
z=20 R 1 (elipsa rzeczywista),
z.‘ 3;2
Y =0, ?;,:—"_,— = —C'L—_::_-“gg =1 (hyperbola),
» P Z :
=0, ey e al i e 1 (elipsa urojona).

3. Dla hyperboloidy jednopowlokowej

2

Z’; + /“;:3 ‘—fﬁ—zl (a>D) stozkowemiogniskowemi sa:
2=0, 4 E 1 (el i
=0 pEpTEE (elipsa urojona),
z?
y =0, = S b’—}— =1 (hyperbola),
2=zl a2+c- -+ b”-—i—c*‘ =1 (elipsa rzeczywista).
4. Dla hyperboloidy dwupowlokowej
% -——g; — _f_?' =1 (l>¢) stozkowemiogniskowemisa:
. oy 22
z=0, ZiF i — 1 (elipsa urojona),
y =0, a*‘—l—b simfim— b_"_ =1 (elipsa rzeczywista),
z=20 s —-—?’L—l (hyperbola)
ST anfeR br—ot P '

. _ oy
5. Dlastozka rze.czlestego—tﬁ-g--(—}-;——a-é:O,(a}b)
dwiema prostemi ogniskowemi rzeczywiste-
misa:
22 5

y=0, P T 1 T P == 0.
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6. Dla paraboloidy eliptycznej albo hyper-
bolicznej py?+9z* —x=0(p=q), gdzie pig sg jednego
znaku dla paraboloidy eliptycznej, znakéw przeciwnych dla hy-
perbolicznej, dwiema parabolami ogniskowemi sg:

e ]

? » 4p
£=0. = (}1;——%) (.z' — Ila)

Osi obrotu stozkéw, opisanych na kwadryce przez ogniska,
sg stycznemi do stozkowych ogniskowych.

Styczne do stozkowych ogniskowych sg prostemi, przez
ktére przechodzi nieskonczenie wiele par plaszezyzn sprzezo-
nych wzgledem kwadryki i wzajemnie prostopadiych.

Plaszczyzna prostopadla do stycznej stozkowe] ogniskowej
w punkecie stycznosci przecina kwadryke wedlug stozkowej, kto-
rej ogniskiem jest ten punkt, a kierownica prosta prostopadia
do plaszezyzny stozkowe] ogniskowe;j.

Jezeli z jakiegokolwiek punktu poprowadzimy prosts pro-
stopadls do jego plaszczyzny biegunowej wzgledem kwadryki,
to przeciecie prostej 1 plaszczyzny z plaszezyzna gléwna sa bie-
gunem i biegunowsa wzgledem stozkowej ogniskowe;.

Przecigcia plaszezyzng gléwng plaszezyzny stycznej i pro-
stej normalnej do kwadryki sa biegunowa 1 biegunem wzgledem
stozkowej ogniskowej.

Tloczyn odleglosei plaszezyzny styczne] do kwadryki od
dwu punktéw stozkowe] ogniskowej, w ktdrej styczne sa réwno-
legle do plaszczyzny, jest staly.

Teseli 22 oy 22 y ) ,
eze 17“—9--%?2-4—?—:1 («=>h>c) jest rdw na-
niem danej elipsoidy, toréwnanie:

2

x? 9? B
a*— + br—12 + c? 1 =&

gdzie 2 jest parametrem dowolnym, przedsta-



Wiasnodel metryezne kwadryk. Kwadryki rownoboezne. 173

wia kwadryke spélogniskowa z elipsoidg dang,
t.j. majacag wspélne znig stozkowe ogniskowe.

Poniewaz A mozemy zmieniac¢ nieskofnczenie wielu sposoba-
mi, mamy przeto co! kwadryk spélogniskowych z dana

Przez kazdy punkt przestrzeni przecho-
dzg trzy takie kwadryki,mianowicie: vlipsoidas,
hyperboloida jednopowlokowaihyperboloida
dwupowiokowa, ktére sa do siebie prostopa-
dlemiw punkecie wspélnym,

Trzy wartosci parametru 1, odpowiadajace trzem kwadry-
kom spdtogniskowym, przechodzacym przez punkt dany, mozna
uwazaé za spOlrzedne punktu; spéirzedne takie nazywamy
eliptycznemi.

§ 4
Wtasnosci metryczne kwadryk. Kwadryki rownoboczne.

W elipsoidzieiloczyn odcinka normalnej,
zawartego pomiedzy powierzchnig elipsoidy
aplaszezyzng gtédwna, przez odleglosé srod-
ka od plaszczyzny stycznej jest staly; rowna
sig on kwadratowi pélosi. prostopadlej do
plaszczyzny stycznej.

W elipsoidziesuma kwadratédw trzech pdl-
$rednicsprzezonych jest stala;objetosé réw-
noleglosciann. zbudowanego na trzech pdl-
$rednicach sprzezonych, jest stala; suma kwa-
dratéw rzutéw trzech pélérednic sprzgzonych
na prosta albonaplaszczyzne jest stala

W paraboloidzieeliptycznej suma trzech
parametréw gidwnych dwdech jakichkolwiek
przecie¢ sprzezonych 1 s$rednicowych jest
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stala; w paraboloidzie hyperbolicznej stals
jestrézinicatychdwéch parametréw.

W paraboloidzie eliptyczne] miejscem wierzcholkéw czwo-
rosciandw tréjprostokatnych opisanych jest plaszezyzna prosto-

2 22
padla do osi, odlegla od wierzcholka na 1_{' , Jezeli
2 2
%_,—-T- _i* — r =0, jest jak, zwykle réwnaniem paraboloidy.

Dla elipsoidy miejscem takich czworoscianéw jest spélsrod-
kowa z elipsoida kula o promieniu Va2-+ 12 —-¢?, gdzie a, b, csg
poélosiami elipsoidy. Dla kazdej innej kwadryki o srodku miej-
scem takiem jest zawsze kula (Mon ge).

Jezeli w hyperboloidzie jednopowlokowe]j plaszczyzna pro-
stopadla do prostej na hyperboloidzie przecina powierzchnie we-
dlug hyperboli réwnobocznej, wtedy wszystkie inne podobne
plaszezyzny przecinaja takze hyperboloide wedlug hyperbol
réwnobocznych.Taka hyperboloida nazywa sie réwnoboezna.

Jezeli w hyperboloidzie jednopowlokowej, prostejlezacej na
powierzchni,odpowiadajg dwieinneprostopadledoniej i do siebie,
takze lezace na hyperboloidzie 1 do tego samego ukladu nale-
zace, wtedy to samo bedzie miato miejsce dla kazdej innej pro-
stej —1 sama hyperboloida bedzie hyperboloidg réwnoboczna.

Jezelirédwnaniem hyperboloidy jest, jak
zwykle:

i Y 2?

a? 02 ¢

= 1,

wtedy warunkiem na to, aby bylaréwnobocz-
na, jest:
1 1 1
D=t~ =0

Jezeli w stozku kwadrykowym przekrojem prostopadiym
do tworzacych jest hyperbola réwnoboczna, to toz samo bedzie
mialo miejsce dla wszystkich przecig¢ prostopadlych do two-
rzgeych; stozek nazywa sie¢ wtedy réwnobocznym.
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W stozku réwnobocznym kazdej tworzacej odpowiadaja
dwie tworzace prostopadle do siebie i do pierwszej.

Stozek jest réwnobocznym wtedy, gdy D=0.

Jezeli w hyperboloidzie dwupowlokowe] przekrdj prosto-
padly do asymptoty (tworzacej stozka asymptotycznego) jest
hyperbolg réwnoboczna, to tozsamo ma miejsce dla wszystkich
przecieé podobnych. Hyperboloida dwupowlokowa nazywa sie
wtedy ré6wnoboczna.

W hyperboloidzie dwupowlokowej réwnobocznej, kazdej
asymptocie odpowiadaja dwie inne prostopadle do siebie i do
plerwszej.

Hyperboloida dwupowlokowa jest réwno-
boczna wtedy, gdy ND=0.

W paraboloidzie eliptycznej niemoze byé
D=0,

Paraboloida hyperboliczna jest ré6wno boczng wtedy,
gdy jej dwie plaszezyzny kierownicze sg prostopadlemi do siebie.
Aby hyperboloida hyperboliczna byla réw-
noboczna, trzebaaby bylo D=0. W paraboloidzie
hyperboliczne] kazde przeciecie prostopadle do osi jest hyper-
bola réwnoboczng

§ b.
Pekii sieci kwadryk,

Niechaj bedg réwnania dwéch kwadryk f=O0, /'=0, wy-
razone w sp6lrzednych punktowych i plaszezyznowych; uklad
kwadryk, przedstawionych przez réwnanie f—-Af'=0, nazywa
sie odpowiednio pekiem albo pasmem kwadryk.

Wszystkie powierzchnie peku przecinajg
sige wedlug krzywej skosnejrzedu 4-go (zwanej
krzywsg podstawows).

Plaszczyzna przecina wszystkie powierz-
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chnie peku kwadryk wedlug pekustozkowyech,
prosta przecinajewedlug pekun grup dwu punktéw,
t.j.,wedlug par punktéw. bedgcych winwolucyi

Przez jeden punkt w przestrzeni przecho-
dzi wogélnosci jedna tylko powierzchnia pe-
ku; istnieja dwie kwadryki peku, styczne do
prostej danej; istnieja trzy kwadryki peku,
styczne do plaszeczyzny danej.

Plaszczyzny biegunowe punktu Pwzgle-
dem wszystkich kwadryk peku przechodza
przez prosta stala p, tworza przeto pek plasz-
czyzn. Prosta pnazywa sig sprzg¢zonsg z pun-
ktem 2.

Peki plaszczyzn biegunowych, odnoszacych sie do dwdch
punktéw P, £ sg wzajemnie rzutowemi.

Proste, wzajemune z prosta dang wzgledem
wszystkich kwadryk peku,sg tworzgcemi hy-
perboloidy, w ktérej drugiuklad tworzgcych
stanowiag proste sprzezone ze wszystkiemi
punktami proste] danej.

Bieguny plaszceczyzny wzgledem wszyst-
kich kwadryk pekuznajduja sie na jednej
krzywej szesciennej skosnej, a stad: Srodki
wszystkich kwadryk pekuznajduja sig na jed-
nej krzywejszesciennej skosnej.

Wpekukwadrykmamy wogéle trzy para-
boloidy, w ktérych jedna przynajmniej jest
rzeczywista.

Wopeku kwadrykistniejy w ogélnosci czte-
rystozki.

Wszystkie kwadryki peku maja wspélny jeden czworoscian
biegunowy (samosprzezony), ktérego wierzcholkisa wierzcholka-
mi czterech stozkéw, nalezacych do peku.

Niechaj f=0, f'=0, f"=0 beda réwnania trzech kwa-
dryk, nie nalezgcych do jednego peku; wszystkie powierzchnie,
przedstawione przez réwnanie f+ Af'—-uf"=0, gdzie 1 i I sa
parametry dowolne, stanowia sie¢ kwadryk.
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Wszystkie kwadrykisieci majag oSm pun-
ktéow wspdlnych (punkty podstawowe sieci).

Pomigdzy kwadrykami, nalezgcemi do jed-
nej sieci, jest nieskonczenie wiele kwadryk,
stycznych do jednej plaszczyzny; punktystycz
nosciznajdujasigna krzywej ogdélnej rzedu
3-go.

Wszystkie kwadryki, przechodzace przez
siedm punktéw przestrzeni, przechodza jesz-
cze przez jedeniten sam punkt ésmy.

Osm punktéw podstawowych sieci kwadryvk maja te wla-
snosc. ze krzywa szescienna skosna, okreslona przez szesé z po-
miedzy tych punktow ma, jako sieczng, prosta, laczaca dwa pun-
kty pozostale.

Plaszczyzny biegunowe punktu Pwzgle-
dem wszystkich kwadryk sieci przechodzg
przez jeden punkt (sprzezony z punktem P).

Miejscem bieguna plaszezyzny wzgledem wszystkich kwa-
dryk sieci jest powierzchnia ogélna rzedu 3-go, na ktérej znaj-
dujg sie takze punkty sprzezone wzgledem sieci ze wszystkiemi
punktami plaszezyzny.

Powiedzy powierzchniami sieci znajduje sie nieskonczenie
wiele stuzkdw; miejscem ich wierzcholkdw jest krzywa rzedu
6-go. Na tej krzywe] znajduje sie nieskonczenie wiele punktéw,
ktérych plaszezyzny biegunowe wzgledem powierzchni sieci
przechodza wszystkie przez jedne prosta.

Dawniejsi geometrowie nie mieli klasyfikacyi systematycznej
kwadryk: pierwsza taka klasyfikacye zawdzieczamy Eulerowi
(Introductio in analysin inf. 1748).  Teorya tych powierzehni uezy-
nila znaezne postepy w pierwszej polowie wieku 19-go, dzieki pracom
Monge'a, Hachette'a Lacroix’a,Bineta Leroya Pon-
celeta, Chaslesa, Stozkowe ogniskowe odkryt Dupin (Corr.
del'Eeole ete., 1[) i badat Cliasles (Apere. hist. Nota 31), Z punktu
widzenia geometryi rzntowej zasadniczemi dla teoryi kwadryk byty
rozprawy specyalne Hessego (Crelle XVIIL, XX, XXVI it. d.),
Seydewitza (Archiv Grunerta VI, VHI, IX, X), Sturma

Pascal. Rep. II. 12
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(Crelle LXX, IC i t. d.), a dalejprace v. Staudta. Reyego
(Patrz ,Geometrie der Lage®) i innycl. Obszerng liste prac o kwa-
drykach znales¢ moZna w dziele G. Loria (,I1 passato e il pre-
sente delle teorie geometriche, wyd. 1-e, Turyn 1887, przeklad pol-
ski, Warszawa 1889, wyd. 2-ie, Turyn 1897). do ktérego tez odsyla-
my ezytelnika po wekazéwki bibliografiezne. Ze stanowiska geome-
tryi analityeznej pisali o kwadrykach Salmon-Fiedler. Hesse,
Baltzer. D'Ovidio, Clebseh-Lindemann (drugi tom
»Geometryi®); z punktu widzenia syntetyeznego Se hro ter (Lipsk
1880). Geometrye wykreslna powierzehni stopnia 2-go  traktuje
Fiedler wdziele: _Darstellende Geometrie®, Na kolcu dzieta
D’Ovidio znajdujemy pewna liczhe dokladnyeh wskazéwek o od-
kryweaeh niektéryeh twierdzen gléwnyel, dotyezacyeh kwadryk,
O whasnoseiach ogniskowyeh kwadryk traktuje nowe dzielo Stau-
dego:  Die Focaleigenschaften der Flichen, 2-er Ordnung® (Lipsk
1896). Niewiele mamy tu do z: notowania badan ze stanowiska teoryi
form ezworkowyceh kwadratowych. Wymieniamy prace Mertensa
(Wien. Ber. XCVHI), w ktérej znajdujemy uklad zupelny form nie-
zmienniczych kwadryki, sprowadzony do 20 utworéw, oraz niektére
wskazowki o uktadzie zupelnym dwu kwadryk. W innej pracy (tamze
1890) Mertens rozwaZa uklad trzech kwadryk, sprowa'zony do
47 utworéw (por. Salmon-Fiedler, Geometrie des Raumes I
Rozdz. 9).




ROZDZIAL VI

TEORYA OGOLNA KRZYWYCH PLASKICH ALGEBRAICZNYCH.

L
Rzeczy ogolne. Punkty osobliwe Wzory Plickera. Wyroznik

Miejscem punktéw, ktére przedstawia analitycznie réwnanie
algebraiczne stopnia 2-tego pomiedzy dwiema spéirzednemi kar-
tezyanskiemi, albo pomiedzy trzema spolrzednemi jodnorodnemi
punktu plaszezyzny, jest krzywa plaska jako miejsce
punktdw lub wprost krzywa plaskarzedu n-tego.

Miejscem rzedu pierwszego jest prosta.
Styczna do krzywej plaskie] jest granica polozenia prostej,
taczacej dwa punkty nieskonczenie blizkie krzywej.

Wzajemnie: Obwiednia prostych, przedstawionych przez
réwnanie algebraiczne rzedu 2-go pomiedzy spolrzednemi pro-
stej na plaszezyznie, jest krzywa —obwiednia klasy n-tej.

Obwiednig klasy pierwszej jest punkt.

Punktem krzywej obwiedniej jest polozenie graniczne prze-
ciecia dwu stycznych nieskonczenie blizkich. Krzywe albo obwie-
dnie, ktérych réwnania nie rozpadaja sie na czynniki calkowite,
nazywajs sig pojedyhczemi lub nierozkiadalnemi.

Prosta plaszczyzny przecina krzywsa pla-
skg rzedun-tego zawsze wn punktach (rzeczywi-
stych lub urojonych).
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Przez kazdy punkt plaszeczyzny przecho-
dzizawsze n prostych (rzeczywistych lub urojonych),
stycznychdokrzywejobwiedniej klasy n-tej.

Dwie krzywe rzedéw n;, 2, majg wogodle nmn,
punktow wspélnych (rzeczywistych lub urojonych); dwie
obwiednie klas w, n, maja n,n, styczuych wspdl-
nych (rzeczywistych lub urojonych).

w

Jezeli obierzemy dowolnie wt;:—a—jpunktéw
na plaszezyznie, to przez nie przechodzié¢ be-
dzie jednaitylko jedna krzywarzedumn-tego.
Istniejeiodpowiednie twierdzenie wzajemne,

Punkt krzywej nazywa sie¢ #-krotnym lub punktem
owielokrotnosci r-tej, jezeli przezen krzywa przechodzi
rrazy,t j.jezeli ma w tym punkcie r stycznych; jezeli te wszyst-
kie styczne sa réznemi, punkt s-krotny nazywa sie zwyczaj-
nym. Styczna nazywa sie »-krotng, jezeli dotyka krzywej
obwiedniej # razy, t. j. jezeli ma 7 punktéw stycznosci; jezell te
punkty sa réznemi, styczna 7-krotna jest zwyczajug.

Jezeli krzywarzedu n-tego ma punkt n-kro-
tny, to jest ona tylko zbiorem n prostyck, przez
ten punkt przechodzgceych.

Krzywa pojedyncza rzedu n-tego moze
mie¢ tylko, précz punktu n—l-krotnego, je-
den punkt podwdjny.

Krzywa pojedyncza rzegdu n-tego moze

o ; . . (m—1)(n—-2) : .
miec najwyze] ———---2-—~—punktow podwdjuych.

Jezeli krzywa pojedynouza rzedu n-tego
mp punkty wielokrotne zwyczajne rzedu wie-

lokrotnoseci »,ry....,0, wtedy:
‘n\*' r(r—1) (h—1) (n—2)
— D < 2

=l
Tym wszystkim wlasnosciom odpowiadajs wiasnosci wza-
Jjemne.
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Wszyskie krzywe wliczbie nieskonczone]j,
przechodzgce przez §n(n}8)—1 punktéwdanych,
przechodzg tez przez {(n—1)(n—2) innyech pun-
kt6w, przez pierwsze okreslonych.

Jezeli zpomigdzy n’punktdw, dwém krzy-
wym rzedu m-tego wspdélnych, »m punktéw
(m<<n)lezy na krzywejrzedum-tego, to pozo-
state wliczbie n(n—m) punktylezana krzywej
rzedu n—imn.

Najwigksza liczba punktdéw, jaka mozemy
wzig¢é dowolnie na krzywejrzedum, aby przez
nie przesuna¢ krzywa pojedyncza rzedu n>m,
Wynosi:

nim — & (m—1) (n—2) (Tw. Jacobi'ego, Crelle XV)

Wszystkie krzywerzegdux, opisane przez
nm—l punktéw krzywej rzedum i przez nm—m)—h
punktow krzywej rzedu a—m, przecinajg pisrw-
sza krzywa jeszcze winnych 2 punktach statych,
adrugg winnych ' punktach statych (Tw. Plii-
ckera ,Algebr. Carv.* str. 11).

Kazda krzywarzedu n-tego, przechodzaca
przez nm—+%(m—1)(m—2) punktéw innej krzy-
wej rzedum<{m, przecina jg jeszcze winnych
$(m—1)(m—2) punktach stalych.

Kazda krzywarzedu n-tego, opisana przez
' — L (m-Fm'—n—1) (m-+m'—n—2) punktow przecie-
cia dwu krzywychrzedéw mim (mim sa nie-
wieksze od n), przechodzitez przez wszystkie
inne punkty, wspdélne tym krzywym (Tw. Cay-
ley'a, Cambr. Math. Journ. III, 1843).

Jezeli w punktach, w ktérych prosta prze-
cina krzywasg rzgdu n-tego,poprowadzimy do krzy-
wejstyczne, tostyczne te przetng krzywsg win-
nych n(n—2) punktach, polozonychna krzywej
rzedu n—2 (Poncelet).
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Wielkiej waznosci dla t. z, geometryi na krzywej algebra-
icznej jest nastepujace twierdzenie Noethera:

Niechaj bedg dwiekrzywe ¢=0, »=0; nie-
chajjeden zich punktéw przecigcia P, bedzie
g-krotnym dla krzywej ¢, r-krotnym dla krzy-
wej y,iniechaj qor:niechajdalej /=0 bedzie
krzywa,przechodzacg przez kazdy zpunktéw
przeciecia krzywych ¢ iy, majacg w P, punkt
wielokrotnyrzgdug-r -1, wtedy réwnanie tej
krzywej mozna zawsze przedstawié w postaci

f=Ag+By=0,

gdzie A=0, B=0O przedstawiaja dwie inne krzy-
we odpowiednichrzedow.

Aby wszakze mozna bylo przedstawié¢ f
w tej postaci, nie jest koniecznem, by krzywa
f=O0miala w P, punkt wielokrotny rzedu ¢-fr—1;
jesttylko koniecznem, aby rzagd wielokrotno-
$cibyl conajmniej réwny ¢ (. j. mniejszemu
zdwurzegdéw), wtedy atoli pomigdzy spdétezyn-
nikamirownania f=0zachodzié musza zwiaz-
kiliniowe.

Co do tego twierdzenia patrz: Noether (Math. Ann. VI, 352),
Halphen (Bull dela Société math. V), Bacharach (Math.
Ann. XXVI), Voss (tamze XXVH), Cayley (tamZe XXX). Sti-
ckelberger (famze XXX), Noether (tamze XXX}, Zeuthen
(tamze XXXI), Guececia (Compt rend. 1888)it. d. Patrx takie
.Geometrye* Clebscha-Lindemanna,

Punkt wielokrotny rzedu k moZnauwazaé

kuﬂo——_—y— punktédw podwéjnych,

astyczng wielokrotngrzedu & za zjednocze-
e (k—1)

5 Stycznych podwdjnych.

Stycznado krzywej rzedu n-tego ma z krzy-

zazjednoczenie
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wa, précz punktu stycznosci jeszcze n—2pun-
ktow wspdélnyeh; zpunktu na krzywej klasy
n-tej mozna, préczstyczne] wtym punkcie, po-
prowadzié jeszcze n—2 stycznych.

W punkeie podwéjnym dwie styczne moga byé: rzeczywi-
stemi réznemi, urojonemi albo zlewajgcemi sie. W drugim
przypadku mamy punkt podwdjny zwany odosobnionym,
w przypadkn trzecim mamy ostrze lub inacze] punkt
zwrotu

Styczna w ostrzuliczy sig za trzy styczne,
ktore z ostrza mozna poprowadzié do kraywej.

Ostrzu odpowiada wzajemnie tak zwana styczna prze-
glg cia; jest to styczna do krzywej, majgca jeszcze n—3 pun-
ktéw spotkania z krzywa, albo inaczej sty czna, ktorej punkt
stycznoscl mozna uwazaé za zjednoczenie trzech punktéw nie-
skonczenie blizkich. Taki punkt stycznosci nazywa sie pun-
ktem przegiecia krzywe]. Styczna przegigcia mozna
uwazaé za styczng podwdjna, ktdrej punkty stycznosci zle-
waja sle; uwazanie to jest wlasciwem wszakze tylko wtedy, gdy
krzywa wyobrazamy sobie jako obwiednig stycznych.

Punkty wielokrotne i styczne wielokrotne nazywamy ogél-
nie punktami i stycznemi osobliwemi. Naleiy wszakze
nadmienié, ze punkt podwdjny albo ostrze nalezy uwazaé za
punkty osobliwe wtedy tylko. gdy krzyws rozpa-
trujemy jako miejsce punktéw, a nie, gdy wyobrazamy jg sobie
za obwiednig stycznych, albowiem w tym ostatnim przypadku
kazda obwiednia posiada zawsze pewns liczbg punktéw podwdj-
nych. Podobniez styczoa podwdjna lub styczna przegiecia moga
by¢ uwazane za styczne osobliwe wtedy tylko, gdy krzywe roz-
patrujemy jako obwiednia, a nie jako miejsce punktiw.

Niechaj n bedzie rzedem, » klasg, d liczbg punktéw po-
dwdjnych, r—liczbg ostrzy, r—liczba styeznych podwdjnych, i—
liczbg stycznych przegigcia krzywej danej. Pomigedzy temi
liczbami zachodzg zwigzki, ktédre nazywany
wzorami Plickera (Crelle XII):
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y =nun—1)—2d—3r; n=y(r—1)—2r—38..
1 = 3n(n—2)—6d4d—8r; r=23v(r—2)—67-—8u.

Z wzorédw tych, z ktérych kazdy jest \V}inikiem
trzech pozostalych, wyplywaja zwiazki naste-
pujace:

Bly—n) = 1—r,

1V -2 S L)
n{n__lbl(n 2) _d_rﬂiv__i}_g{_{’__[__t__t

Krzywa—jako miejsce—ogolna, t. j. bez
punktow podwdéjnychiostrzy, posiada klase,
liczbe stycznych podwdéjnych 1 liczbeg prze-
gieé, okreslone przez zwiazki:

1
v=mn(n—1); ¢=3n(n—2); = _- n(n—2)n*—9),
1 wzajemnie.

Przy dpunktach podwéjnychir ostrzach
liczba stycznych podwéjnych wynosi:

ot

T = 5 n(m—2)(W*—9) —(2d +3r)[n(n—1)—6]+2d (d—1)

-+ % r(r—1) +6dr.

Przy wprowadzeniu rodzaju krzywej (Riemann
Crelle LIV. Clebsch tamze LXIII) wzory Pliickera przyj-
mujg inng postaé. Polézmy:

_n _—_1)(:.*,7‘2)

L N S

liczba p nazywa sig rodzajem kizywej—miejsca 1 krzywej
obwiedniej. Przedstawia ona réznice pomiedzy
najwiekszg liczbg punkiéwpodwéjnychiostrzy,
Jakiemoze mie¢ krzywa —miejsce, nierozpa-
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dajacsie alieczbg tych punLtéwiosMZ} jaka
wistocie posiada; albo tez: réznice pomlqdzv
najwiekszag liczba stycznych podwdjnych iprze-
gieé, jaka mieé¢ moze krzywa obwiednia a licz-
be stycznych podwéjnych i przegieé, jaka
w istocie posiada.

Wzory Plickera brzmiag wtedy:

2p—2 = y4+1r—20n = v+ —2p
= n(m-3) —2(d+r) = »(»—3)— 2(z-+0).

We wzorach Pliickera nie robimy rozréznienia pomiedzy
rzeczywisternl a urojonemi punktami i stycznemi osobliwemi.
Istnieje wszakze zwigzek pomiedzy samemi osobliwosciami rze-
czywistemi. (Patrz Klein, Math. An. V, Perrin, Bull. dela
Soc. math. VI,

Rodzaj p krzywej pojedyncze] moze byé¢ tylko
albozerem albo liczbg dodatnia.

Krzywa rodzaju zero nazywa sig wymierns lub jedno-
biezng (Cayley); spélrzedne jej punktdw daja sie
wyrazié jako funkcye wymierne jednego parame-
tru; ma ona {(n—1)(n—2) punktéw podwdéjnych
1 ostrzy. pomiedzy ktéremi moze byé najwyze]
S ostrz,

o Y

Pojeeie rodzaju wprow.dzil Riemann (L e.) a zastosowal
do geometryi Clebsch (L c.); Cayley (London Math. Soe, 1865)
rodzajowi (wloskie—genere, frane. - genre, niemieckie—(ieschlecht)
nadaje nazwe defect.

Przytoczymy kilka pojeé zasadniczych, odnoszacych sig do
postaci linii krzywej, t. j. do figury, utworzonej przez wszystkie
Jej punkty rzeczywiste, Krzywa moze sklada¢ sie z kilku ga-
lexi; przez galez krzywej rozumiemy ogdél wszystkich pun-
ktow tejze krzywej, w ktérym mozemy przejsé sposobem cig-
glym od jeduego punktu do drugiego, przyczem wlaczamy tez
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przypadek przejscia przez nieskonczonosé. Tak np. dwie czesei
hyperholi stanowia z tego punktu widzenia jedne galez.

Galez krzywe] moze byé parzysta lub nieparzy-
st g, stosownie do tego, czy prosta przecina ja Ww parzystej lub
nieparzyste] liczbie punktéw rzeczywistych. Galez nieparzysta
mozna utworzvé przez odksztaleenie proste], galez parzysts przez
odksztalcenie stozkowej. Dwie galezie nieparzyste zawsze sie
przecinaja. skad wyplywa, ze krzywa bez punktéw podwdjnych
moze mie¢ tylko jedne galez nieparzysta; krzywa bez punktéw
podwdjnych 1 rzedu nieparzystego ma zawsze galeZ nieparzysta;
jezeli za$ jest rzedu parzystego, to nie ma wcale galezi niepa-
rzyste].

Te twierdzenia zawdzicezamy v. Staudtowi (,Geometrie der
Lage®, Norymberga 1847); patrz takie; Klein (Math. Amn. VI),
Zeuthen (tamze, VII) i t. d.

Krzywarodzaju p nie moze mie¢ wigcej
niz p+1 galezi; jezeli (n—1)(n—2) jest réwne p lub
wigksze od p, istnieja zawsze krzywe rzedu
n-tego, majace p+1 galezi (Harnack, Math. Ann VI).

Podamy teraz niektére wzory zasadnicze geometryi anali-
tycznej krzywych plaskich algebraicznych.

Rownanie krzywej moze byé napisane w spolrzednych kar-
tezyanskich albo w spélrzednych prostokatnych. W przypadkn
plerwszvimn zbierzmy wszystkie wyrazy stopnia zero, nastepnie
wszystkie wyrazy stopnia 1-go, stopnia 2-go 1 t. d, t. j. napiszmy
réwnanie w postaci:

fz“-’”u—i"?h‘l‘”a_{" ST +u”=0’

gdzie ogdlnie u, jest wyrazeniem calkowitem jednorodnem dwu
zmiennych %, y. W przypadku drugim niechaj ,, z,, 2, beds
trzema spélrzgdnemi jednorodnemi; réwnanie krzywej mozemy
przedstawi¢ w ten sposéb:

f=wrs+wmz"" 4+ ... 4u =0,

sub stosujge zasady rachunku symbolicznego form tréjkowych,
w postaci:
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s oo i ey oo e
f—-axh._f}z_r,x—...—-o.

Jezeli u,=0, wtedy krzywa przechodzi przez
poczagtek spélrzednyech (w przypadku pierw-
szym) lub przez wierzcholek =0, r,=0 tréj-
kata podstawowegospdlirzednych (w przyvpad-
kudrugim) réwnanie 1;—0 przedstawia stycz-
ng wtym punkecie.

Jezeli =0, =0, wtedy punkt ten jest pun-
ktem podwdjnym krzywej /; dwie styczne wtym
punkcie podwdéjnym przedstawia rdwuanie
u,=0. Jezelin, jest kwadratem zupelnym, Ju,
zas nie jest czynnikiem wymiernymiloseci u,
wtedy ten punkt jest ostrzem; gdy zas Vu, jest
czynnikiem wymiernym ilodci u, wiedy punkt
unwazany nie jest wlasciwie ostrzem, a tylko
punktem, w ktérym styczna dotyka samej sie-
bie (punktem samostycznosci, Selbstberithrungs-
punkt); punkt tenuwazaé nalezy za zjednocze-
nie dwéch punktédw podwéjnych. W tym to
przypadkustyczna przecina krzywa wczte-
rech punktachnieskonczenie blizkich, a nie
w trzech, jak to ma miejsce w przypadku ostrza.

Jezell wogdlejest uy=u,=...=u, =0, wte-
dy poczatek spéirzednych jest punktem »-krot-
nym krzywej =0, ar stycznych wtym punkecie
okreslardwnanie u,=0.

Dla punktu podwdéjnego trzy pochodne
funkeyi fwzgledem 2,2, 2, powinny byé zerem,
t.j. byé¢ powinno:

artq =a*'a,=al'a; =0.

Jezeli wyrugujemy x pomiedzy temi trzema réwnaniami,
otrzymamy réwnanie #=0, gdzie k jest utworem niezmienni-
czym spélezynnikéw réwnania krzywej. Ten utwor nazywa sig
wyrézunikiem krzywej.

Znikanie wyréznika jest warunkiem ko-
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niecznymidostatecznym na to, aby krzywa f
miala punkt podwéjny.

Pomijajac dawniejsze prace specyalne, wymieniamy, jako pierw-
sze systematyezne opracowanie teoryi ogolnej krzywych, to ktore jest
zawarte w .Introdurtio in analysin infinitorum® (1748) Euler a,
oraz w _Introduction & U'analyse des lignes courbes algébriques (1750)
Cramera: Eunlerowi tez (Sur une contradictiou apparente dans
la doetrine des courbes, Akad. Berlinska 1747) zawdzieczamy zbhada-
nie paradoksu, Ze dwie krzywe rzedu n-tego przecinaja sie w wiekszej
liezbie punktéw niz ta, ktéra jest potrzebna do okreslenia jednej
z niel,

Po tyeh pracach, po pracach Lamégo, Gergonne’a i in-
nych, najwaZniejszemi byly nastepujace prace Pliic kera:  System
des analytischien Geometrie* (1835), .Theorie der algebraischen
Curven® iinne, ogloszone w Jour. de Livuville (1834, 1837), w kto-
ryeh podal on wzory, noszace obecnie jego imie.

() punktach osobliwyeh eglosili badania: Puiseux (Journal
de Livuville 1850), Cayley (Quart. Journ. VILXI, Crelle LXIV
it.d.), Halphen (Mem. des Sav. Etrang. XXVI, Comptes rendus
LXXVHI, LXXX), Stolz (Math. Ann. VHI) i inni.

Dzielem po Istawowem o teoryi ogdlnej krzywyeh jest: Cre-
m ona ,Introduzione a une teoria geometrica delle curve piane (Bo-
lonia, 1862, przektad niemiecki 1865); w dzielach Salmona
i Clebscha-Lindemanna, przeloZonyeh na réZne jezvki,
przedstawione sy systematycznie i przedstawione metoda analityczna
gtéwne wyniki tej teoryi. W nastepnyeh paragrafach podamy dalsze
wskazowki historyezne i bibliograficzne.

Teorya biegunowosci. Krzywe spdfzmienne.

Niechaj bgdzie krzywa, przedstawiona symbolicznie przez

f=at=0=...=0;
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krzywe, przedstawione przez réwnania:

6 lay, =0, f\';_‘sﬂﬂ"' =0,....,¢ea)7' =0,
nazywaja sie odpowiednio: krzywemi biegunowem
rzedu 1-go, 2-go. . . bieguna y wzgledem krzywej danej. Pierw-
sze wyrazy tych réwnan otrzymujemy, stosujac do runkeyi fraz,
dwa razy, .. ... dzialanie zwane biegunowem, ktére—jezeli od-
wrécimy uwage od czynnika liczbowego—w przvpadku naszym
(W obszarze tréjkowym) wyobraza symbol:

J (. i
A=y Iz, -+ U ey T Y
Jezeli z punktu y poprowadzimy prosta,
przecinajaca krzywa wn punktach, to przetnie

ona krzywe biegunowe rzeddéw 1-go,2-go... pun-
ktu y wsrodkach harmonicznychrzedu n—1,
n—2,..... punktu y wzgledem grupy = pun-
ktédw.

Wlasnosé ta moze sluzyé jako podstawa do okreslenia krzy-
wych biegunowych

Jezeli biegun y znajduje sie na biegunowej r-tej punktu 2,
wtedy punkt z znajduje sie na biegunowej (% —r)-ej punktu .

Jezeli punkt y znajduje sie na krzywej danej, wtedy
wszystkie krzywe biegunowe przechodza przezen i w nim doty-
kaja krzywej danej.

Biegunowa (».—1)-ta (prosta biegunowa) punktu, naleza-
vego do krzywej danej, jest styczny w tym punkeie.

Punkty w liczbie 2 (n—1), w ktérycl pierwsza biegunowa
punktu y przecina krzywy aana, sa punktami stycznosci stycz-
nych, poprowadzonych z punktu y do krzywej.

Punkt r-krotny krzywej danej jest punktem wielokrotnym
rzedu »—s dla biegunowej s-tej jakiegokolwiek bieguna.

Jezeli krzywa rozpada sig na prosts i na inng krzywy rze-
du (1 —1)-go, wteay biegunowa pierwsza punktu prostej sklada
sie z te] proste] 1 z biegunowe] pierwsze] wzgledem krzywej
rzedu n—1.

Biegunowa r-ta punktu O, wzgledem biegunowej s-tej pun-
ktu O, zlewa sie z biegunows s-tg punktu O, wzgledem biegu-
nowej r-tej punktu .
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Jezeli krzywa dana ma punkt podwdjny D, wtedy biegu-
nowa pierwsza jakiegokolwiek bieguna 0 przechodzi przez punkt
D i, tujako styczna, ma prosta sprzezong harmonicznie z DO
wzgledem dwu stycznych w punkcie podwéjnym. Jezeli punkt
podwdiny jest ostrzem, wtedy styczna do biegunowe] plerwszej
jest sama styczng w ostrzu.

Biegunowe pierwsze wszystkich punktéw na prostej tworza
pek krzywych o tych samych (n—1)* punktach podstawo-
wych.

Stozkowa biegunowa punktu podwdjnego rozktada sie na
dwie proste, ktdre sa dwiema stycznemi w punkcie podwdjnym.

Stozkowa bir gnnowa punktu przegiecia rozklada sig¢ na
dwie proste, z ktorych jedna jest styczna przegigcia.

Jezeli punkt krzywej danej ma jako stozkows biegunows
uklad dwu prostych, wtedy jest on punktem przegiecia dla krzy-
wej danej

Jezeli biegun przebiega po krzywej rzedu m-tego, wtedy
prosta biegunowa obwodzi krzywsa klasy m (n—1).

Na kazdej prostej istnieje 2(n—2) punktdw, w ktérych bie-
gunowe pierwsze sg dotykane przez te prosta; stozkowe bie-
gunowe punktéw zetkniecia sa stycznemi do tej prostej.

Biegun, znajdujacy sie na jednej prostej wraz z n punkta-
mi krzywe] rzedu si-tego, ma tez sama prosta biegunowsa tak
wzgledem krzywej, jak i wzgledem ukladu n stycznych w =
punktach.

Prosta biegunowa punktn w nieskohczonosci w okreslo-
nym kieronku nazywa sig $rednicg krzywej rzedu n-tego.

Srednica jest miejscem $rodkdéw odleglo-
scisrednich (patrz Rozdz. 11§ 2) wszystkich uk?la-
déwn punktdw, ktdrepowstaja z przeciegcia
krzywej ukladem cigeiwréwnoleglyech.

_ Jezeli uwazamy krzyws jako obwiedniy klasy »-gj, wtedy
biegun prostej w nieskoniczonosci nazywa sig §rodkiem.

Srodek jest obwiednig (punktem) prostej réwnoleglej do
ukladu » réwnoleglych stycznych do krzywej i przechodzgcych
przez srodek odleglosei srednich » punktéw, wyznaczonych przez
styczne na prostej do nich prostopadtej.
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Jezeli z punktu O prowadzimy dwie pro-
ste, przecinajace krzywa w punktach R, Ry,.,.,Rx,
Sy, S8y, wtedy stosunek

OR, . OHK,... OR,

08,08, 0%,
jest staly, niezaleznie od wyborupunktu O,
oiletylko kierunek poprzecznych pozostaje
stalym (Tw. Newtona, Enum. lin, tertil ordinis).
Niechaj bedzie wielokat ABC..., ktérego
bokiprzecinaja krzywsa rzedu n-tego w % pun-
ktach;oznaczmy przez (B),(B)..iloczyny odcin-
kéw (liczonych od punktu Baz don punktéw),
znajdujgeych sie odpowiednio nabokach BC, BA,
przez (C), (Cy)..... iloczyny analogicznei t. d,
bedzie:
(4 (B) (C) ... =(4)5(B)(C)y... (Twierdzenie
Carnota, Géom. de pos. str. 437).
Jezelina kazdej prostej, poprowadzone]j
przez punkt ¢iprzecinajgcej krzywa w pun-
ktach Ry, Ry.... Ry, wWyznaczymy punkt taki aby
bylo:

7 1 1
OE = or T OoR T
lub
ANVID T S
’—‘(OR OR.-]*O‘
k|

wtedy miejscem punktu £ bedzie prosta (Tw.
Cotesa, Harmonia mensurarum, 1722) ktéra jest pro-
stg biegunowg punktu 0.

Podobniez: stozkowa bieguunowa punktu O jest
miejscem punktu R, ktdry czyni zadosé wa-
runkowi:

Z(JR - O;i)((}R — Ole)-:O,it. daitd

i
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Przez punk O poprowadzmy prosta, przecina-
jacg krzywa wau punktach, i wpunktachtych
poprowadzmy styczng do krzywej: poprowadsz-
my nastepunie przez punkt O jakakolwiek po-
przeczug, ktéra nlea,haj przecina krzywa wpun-

kvaeh R,. R, =545 4 R,, 1 styczne w punktach
1, Ty,...T; bedzie wtedy:

‘f‘_l._z ‘?-‘1—. (Tw. Maclaurina).

i U.R; — OT;

1 1

Wprowadzimy teraz trzy wazZne krzywe spdélzmienne:
krzywa Hessego, Steinera i Cayleya.

Krzywa Hessego jest miejscem punktdw podwdj-
nych biegunowych pierwszych punktéw plaszczyzny; krzy wa
Steinera — miejscem punktow, ktérych biegunowe pierwsze
majg punkt podwdjny; punkty tychdwéch krzywyel
odpowiadajasobiedwujednoznacznie. Krzy-
wa Cayley’a nazywamy obwiednia prostyeh, laczycych punkt
krzywej Steinera zodpowiednim punktem krzywej
Hessego.

Jezell /=a; = Iz -=c;=...=0 jest réwnaniem symbo-
licznem krzywej, to rownaniem krzywej Hessego
jest:

(abe)? @2y (2 =0,
lub _
f]ls fl?! fl::
for s faz, fos s =0,
far fars fs: .
. of
gleE ‘?‘,_, = ;ﬂ'.iﬁr: 5

Réwnanie krzywej Steinera otrzymujemy, eli-
minujgc 2 z pomigdzy trzech réwnan:
@y wga, =0, ayauy =0, @ ayu, =0.
‘W ponizszej tablicy podajemy wartosci liczb Pliickerow -
skich (rzgdu, klasy i t. d.), odnoszacych si¢ do wprowadza-
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Jezeli krzywa dana ma punkty podwdjne i ostrza, wtedy
w tablicy tej nalezy poczyni¢ zmiany. Dla n=3 wzory w ko-
lamnie trzeciej do krzywej Cayley'a nie stosujg sie;
w tym przypadku krzywa Hessegoilikrzywa Stei-
nera sg jedng i ta sama krzywsa rzedu 3-go; krzywa Cay-
le y'a zamiast klasy 6-¢j jest tylko 3-ej, zamiast rzedu 12-go
jest tylko 6-go, ostrzy ma nie 18 lecz tylko 9.

Mozna podaé rézne definicye krzywych Hessego,
Steinera i Cayley'a, odpowiadajace réznym ich wlasno-
$ciom specyficznym.

Krzywa Hessego dla krzywej danej jest:

a)
b)
¢)
d)

miejsce punktu stycznosei dwu (lub nieskonezenie
wielu) biegunowych pierwszych ;

miejsce punktéw podwdjnych biegunowych pierw-
szych;

miejsce bieguna, ktdrego stuzkowa biegunowa roz-
pada sig na dwa proste.

miejsce bieguna, ktérego proste biegunowe wzgle-
dem biegunowych pierwszych krzywej spotykaja sie
w jednym punkcie.

Krzywa Steinera dla krzywej danej jest:
a) miejsce biegunéw biegunowych pierwszych, maja-

b)
c)
d)

e)

eych punkty podwéjne;

miejsce punktéw przecigeia par prostych, ktére
przedstawiaja stozkowe biegunowe;

obwiednia prostych biegunowych punktéw krzy-
we] Hessego.

miejsce punktéw, ktérych biegunowe pierwsze do-
tykajg krzywej Hessego.

miejsce punktu, w ktérym spotykajg sig proste bie-
gunowe jednego 1 tego samego bieguna wzgledem
biegunowych pierwszych krzywej danej.

Krzywg Cayleya dla krzywej danej jest:

a)

b)

obwiednia prostych, 1aczacych punkty odpowiadaja-
ce sobie w krzywe] Hessego 1 w krzywe] Steinera ;
obwiednia stycznych wspélnych w punktach stycz-

nosei pomiedzy biegunowemi pierwszemi.
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W punkeie podwdéjnym krzywej zasadniczej 1 jej krzywa
Hessego ma takze puukt podwdjuy z temi samemi stycznemi.

‘W ostrzu krzywej danej jej krzywa Hessego ma punkt po-
tréjny; dwie z jej galezi dotykajs stycznej ostrzowe]; w tym to
punkeie mozna nwazaé jakby o$m zjednoczonych przecigé krzy-
wej danej z jej krzywa Hessego.

Krzywa Hessego przechodzi przez punkty przegiecia krzy-
we] zasadniczej.

Krzywa Steinera i krzywa Cayley'a obiedo-
tykajgstycznych przegigciakrzywejzasadniczej.

Krzywa Hessego w kazdym swym punkeie jest styczna do
biegunowe]j drugiej odpowiedniego punktu krzywej Steinera.

Styczna w punkcie O krzywej Hessego jest sprzezona har-
monicznie z prosta, laczacs ten punkt z odpowiadajacym pun-
ktem O krzywej Steinera wzgledem dwu prostych, dotykajgcych
biegunowej pierwszej punktu 0 w punkecie podwdjnym; styczna
za$§ w punkecie O’ do krzywej Steinera jest sprzezona harmo-
niczna z prostg 0°0 wzgledem dwu prostych, na ktdére rozpada
sig stozkowa biegunowa punku 0.

Poczatki teoryi biegunowyeh znajdujemy w pracach Cramera,
Newtona i innyeh nad srednicami prostoliniowemi i krzywolinio-
wemi linij krzywyeh, Bobillierowi (Ann. de Gergonne, XVIIL,
XIX, 1829) zawdzieczamy pojecia ogélniejsze. PdZniej zajmowali sie
ta teorya: Pliicker (Crelle V), Grassmann (Crelle, XXIV),
Do Jonquiéres (Journ. de Liouville 1857), Cayley (Phil
Trans. CXLVIH). Cremomna teorye biegunowych uezynil podsta-
we calej swej teoryi linij krzywyeh w dziele, cytowanem wyZej: Intro-
duzione ete,

Krzywa Hessego wprowadzit Hesse (Crelle XXVIII, XLI),
a nazwal ja tak Sylvester (Phil. Trans, CXLIII); krzywa Stei-
nera wprowadzil Steiner, a nazwe nadst jej Cremomna (Intro-
duzione ete.), sam Steiner nazywal ja ,Kerncurve®; krzywg vayley'a
wprowadzil Cayley dla krzywych rzedu 3-go (Phil. Trans, CXLVI],
1857); badali ja potem Steiner (Crelle XLVII) i Clebsch
(Crelle LXIV).

Istnieje kilka prac, majacych na celu ndowodnienie twierdzenia
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o brakn punkiéw osobliwyech w krzywej Hessego, odpowiadajacej
krzywej danej. Cremona przyjal to twierdzenie jako postulat:
dla krzywyeh rzedu 4 go dowiddt go Geiser (Annali de math. IX).
O krzywej Hessego pisali: Del Pezzo (Rend. Napoli 1853), Brill
(Math Ann, XIII), Segre (Rend. Lincei 1895) i inni.

Vi

3.
Uktady linfowe krzywych ptaskich.

Niechaj a*=0, b* =0... beda réwnaniami k-1 krzy-
wych plaskich rzedu n-tego; uklad, przedstawiony przez réw-

nanie:
lla;-}-l?b:—{— s o ey

w ktérem 1,,4; ... sa parametry dowolne w liczbie k-1, sta-
nowi to, co nazywamy uktadem liniowym gatunku L
Dla k=1 mamy p ek, dla k=2 — sieé. Jezeli réwnania krzy-
wych sa wyrazone w spdélrzednych prostej, mamy pasmo dla
k=1.

Ukladliniowy gatunku % jest okreslony
przez k+1 krzywychrzedu n-tego, ktdre nie na-
lezg do tegosamego ukladu liniowego rzedu
nizszego.

Jezeli /:7>1, krzywe nie bedg mialy w ogéle zadnego pun-
ktu wspdlnego (punktu podstawowego); jezell przeto wszystkie
krzywe w liczbie k-1, charakteryzujace ukiad, majg punkt
wspélny, to tez punkt nalezeé bedzie takze do wszystkich innych
krzywych ukladu.

Krzywa ogdlna ukladu liniowego niema
innych punktéw wielokrotnyech po za punkta-
mipodstawowemi (Bertini, Ist. Lomb. 1882).

W przypadku k=1 jest zawsze n? punktdéw
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podstawowych peku, t.j. punktdw, przez ktdre
przechodza wszystkie krzywe ukladu

Ukladliniowy gatunkuk krzywych rzedu
n-tego wyznaczanapoprzecznej inwolucyg pun-
ktéwrzedu n-tego i gatunku % (patrz Rozdz. IT § 1).

Pomiedzy krzywemi ukfadu liniowego jest (k-4 1)(n—Fk)
krzywych, majacych stycznosé rzedun k-tego z prostg dana (t.].
k+1 punktéw nieskonezenie blizkich).

Pomiedzy krzywemi ukladu liniowego jest

2t (m—hy(m—k—1)....,(in—2k-41)
- k! o

krzywych, z ktérych kazda dotyka I razy prostej danej.

Pomiedzy krzywemi peku jest 2 (n—1) krzywych, doty-
kajgcych prostej danej; m (2n-+m—3) krzywych, dotykajacych
krzywej danej rzedu im-tego bez punktow podwdéjnych 1 ostrzy.
W przypadku, gdyby ta krzywa miala d punktéw podwdjnych
17 ostrzy, nalezaloby od liczby poprzedniej odjaé 2d - 3r.

Pomigdzy krzywemi sieci jest 3(n— 2) krzywych, dla kaz-
dej z ktérych prosta dana jest styczng przegiecia.

Niechaj beds dwa peki promieni, ktérych srodkami sa pun-
kty podstawowe w liczbie n? peku krzywych rzedu n-tego; uwa-
zajmy za odpowiadajace sobie takie dwa promienie, ktdre sg
stycznemi, poprowadzonemi z dwéch punktéw podstawowych do
tej samej krzywej peku, wtedy oba peki promieni beds
rzutowemi; stad: stosunek anharmoniczny czte-
rech stycznych do czterech kyzywych peku
wjednym punkcie podstawowym jest taki sam,
jak takiz stosunek anharmoniczny czterech
stycznych w kazdym innym punkecie. Z tego po-
wodu mozemy ten stosunek nazwa¢ stosunkiem anhar-
monicznym czterech stycznych pgku.

Pomiedzy krzywemi peku, ktére dotykaja sie wszystkie
w punkecie podstawowym P, jest jedna taka, dla ktérej punks P
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jest punktem przegiecia, i inna taka, dla ktdrej ten punkt P jest
podwojnym.

Pomiedzy krzywemi peku, ktdérego jeden punkt podstawo-
P jest punktem podwéjnym dla wszystkich krzywych (o stycz-
nych réznych i zmiennych od krzywej do krzywej), sg dwie ta-
kie, dla ktérych punkt P jest ostrzem; jezell jedna ze stycznych
jest wspélna wszystkim krzywym, wtedy istnieje jedna tylko
krzywa, dla ktérej ten punkt jest ostrzem; a jezeli obie styczne
sa stalemi, wtedy istnieje jedna krzywa peku, dla ktdrej punkt 4
jest punktem potréjnym.

W pekujest wogdlnosei 3(n—1)’ krzywych
opunktach podwéjnych.

Twierdzenie to ulega zmianom, gdy krzywe peku majg pun-
kty wielokrotne réznej natury (Patrz Crem on a, Introduzione
etc. 1 Annali di mat. VII, 1864).

Jezeli a;=0, b;=0, ¢;7=0 sg rownaniami trzech
krzywych, to warunkiem na to, aby te krzywe
nalezaly do jednego peku jest, by jakobian
tych réwnan, t. j.

(@beyay 03~ &1
byl tozsamosicowo zerem (Patrz Gordan-Noether
Math. Ann. X).

Jezeli z punktu O poprowadzimy styczne do wszystkich
krzywych peku, to punkty stycznosci lezeé beds mna krzywej
rzedu 2m — 1, przechodzacej przez punkt 0 i przez n’ punktéw
podstawowych peku.

Punkty podwéjne krzywych peku majg te samg prostg bie-
gunows wzgledem wszystkich krzywych tegoz peku.

Miejscem punktu, wktérym dotykajgsie
dwie krzywe (a wigc i nieskonczenie wiele krzywych) sieci
jest krzywa rzgdu 8(n—1), ktéra nazywa sie
krzyws Hessego, albo tez krzywsa Jacobiego
siecli. Przy pomocy zwyklych znakowan symbolicznych ré w-
nanie tej krzywej przedstawia sie wtensposdb:

(abe)ay "B e =0.
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Jest to kombinant ukladu trzech krzywych zasadniczych
uwazanej sieci; inaczej méwiac, pierwsza strona tego réwnania,
po podstawieniu, zamiast jednej z trzech krzywych, kombinacyi
ich liniowej, zmienia sig tylko o czynnik staly.

Krzywa Hessego siecijest miejscem punktéw
podwéjnych krzywych sieci, alboinaczej: miejscem
punktéw, ktérych proste biegunowe wzgledem krzy-
wychsiecispotykajasie wjednym punkecie.

Miejsce punktéw, w ktédrychspotykajg sie pro-
ste biegunowe wszystkich punktéw krzywej Hes-
segowzgledemkrzywych sieci, nazywa sig kraywa
Steinera sieci;obwiednia za$ prostych, Igczacych
odpowiadajace sobie punkty w krzywej Hessego,
iwkrzywej Steinera, nazywa sig krzyws Cayleya
siecl.

Krzywa Steinera jest rzedu 3(n—1)% krzywa
Cayley'a klasy 3n(n—1).

Jezeli rozwaza¢ bedziemy sie¢ biegunowych pierwszych
wzgledem krzywej danej, to krzywa Hessego, Steinera i Cauley’a
staja sie odpowiednio krzyws Hessego, Steinera i Cayley'a dla
krzywej danej zasadniczej (patrz § 2).

Do tych krzywych stosuje sig nastepujgca ta-
blica:
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Jezeli krzywe sieci majs jeden punkt wspélny, wtedy
Jedna z nich ma punkt podwdjny, a te, ktére w tym punkeie do-
tykaja prostej danej, tworza pek. Krzywa Hessego przechodzi
przez tenze punkt i ma tu punkt podwdjny ze stycznemi zlewaja-
cemi sig ze stycznemi do krzvwej. ktéra ma tu punkt podwdjny.

Jezeli wszystkie krzywe sieci majs punkt wspélny i w nim
tez samg styczna, wtedy istnieje tu pek krzywych, majacych
w tym punkeie punkt podwdjny i dwie krzywe, majace tu ostrze.
Krzywa Hessego ma tu punkt potréjny, a dwie ze stycznych
w punkecie potréjnym zlewajg sig ze styczng wspdlng.

Jezeli wszystkie krzywe sieci maja w punkeie stalym punkt
wielokrotny rzedu n-tego, wtedy krzywa Hessego ma tu punkt
wielokrotny rzedu 3 (r— 1).

Kazdej krzywej sieci, majaycej dwa punkty podwdjne, od-
powiada punkt podwdjny w krzywej Steinera, stad w sieci
ogdlnej jest

—g_m (n—1) (n—2) (31 — 3n—11),
krzywych z punktami podwdjnemi.
Podobniez w sieci ogdlnej jest
12 (n—1) (n—2)

krzywych, majgcych ostrze,
% (n—1) (n—2) (3n?-+31—-8)

pekéw krzywych, majacych dwie stycznosci; wre-
szcie

3(n-1)(4n—5)

pekdw krzywych, majacych stycznosé rzedu 2-go
{t. J. trzy punkty nieskoniczenie blizkie).

Wszystkie liczby powyzsze ulegajs zmianom, gdy sieé ma
punkty podstawowe, pojedyncze lub wielokrotue, t. j. punkty,
przez ktore przechodzs wszystkie krzywe sieci.
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Sieé, w ktére] wszystkie krzywe spotykajs kazda kazda
w jednym punkeie ruchomym, nazywa sig sieciy homaloi-
dalns.

Wszystkie krzywe sieci homaloidalnej sg ro-
dzajuzero.

Jezelig,0y..,..0.0znaczaja welokrotnosci kolej-
nychpunktédw podstawowych sieci homaloidalnej,
wtedy mamy zwigzki:

&
— —1)(n-2
S opmitay; Y oel | e
1

2 2

&

(k1) _ a3 i
¥ 9(92—1—}: (”2+ —2; ) o=3(n—1)

1 1

Niechaj beds trzy krzywe rzadéw n,, ny, n,; mozemy utwo-
rzy¢ krzywe spélzmienne, odnoszace si¢ do tego uklad ukladu
trzech krzywych i analogiczne z krzywemi Jacobi’ego
iSteinera dla sieci (t.j. gdy n,=n,—=n,=n).

KrzywaJacobi'ego ukiadutrzechkrzywych jest
krzywsg rzedu =, +n,-n,—3, stanowiaca miejsce
punktéw, ktorych proste biegunowe wzgledem
trzech krzywych schodza sie w jednym punkecie.

Miejscem tegoostatniego punktn jest krzywa,
ktéra wprzypadkurzedéwrdwnychstajesig krzywa
Steinerasieci, idlategonazwiemy ja krzyws Stei-
neraukladu trzech krzywyech; krzywa tajestrzedn

MMy —+ My - Ny — 2 (0, = My + ny) - 3.

Krzywa Jacobi'ego ukladu trzech krzywych jest miejscem pun-
ktéw, w ktérych przecinajg sig biegunowe pierwsze tego samego
punktu wzgledem trzech punktéw danych.

Jezelitrzy kraywe majg wszystkie razem
punkty wspdlne, wtedy przez pnnkt ten prze-
chodzi tak krzywa Jacobiego jak i krzywa Stei-
nera.
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Krzywa Jacobi'ego przechodzitez przez punkty
podwéjne krzywyech danych.

Teorye liniowyeh ukladéw linij krzywyeh badano w ostat-
nich czasach w wielu kierunkach, gdyZ wiaZe sig ona z réZnemi teo-
ryami geometrycznemi, jak: przeksztalcenie dwujednoznaczne, od-
wzorowanie powierzehni na plaszezyzZnie i t. zw. geometrya grup pun-
ktow na krzywej algebraicznej.

O dwu pekach linij krzywych, uwazanych wodpowiedniosei
rzutowej, mamy wazne twierdzenie: Kazda krzywa al-
gebraiczna moze byé uwazana jako miej-
sce punktow przeciecia odpowiadajgcych
sobie krzywych dwdch pekéw rzutowych.

Twierdzenie to wypowiedzial i udowodnil Chasles dla
krzywych rzedu 3-go (Compt. rend. XTI, 1853); ogdlnie dowiddl
go De Jonquieres (Mem. de I’Acad. des sciences, XVI,
1858).

Twierdzenie to jest uogdlnieniem two-
rzenia rzutowego stozkowych.

Z prac o ukladach liniowych précz ,Introduzione* Cremony
wymieniamy; De Jonquiéres (Math. Ann. I), Caporali (Collect.
Math, 1881), Jung (Amali di math. XV, XVI), Guccia (Rend. Paler-
mo, VII)it. d. Nalezg tu takZe wszystkie badania o grupach pun-
ktéw na krzywej, o czem mowa nizej, Osobliwodei krzywej Jaco-
bi'ego ukladu trzech krzywych badal Gerbaldi (Rend. Palermo
Vi) .

§ 4
Grupy punktiw na krzywej algebraicznej.
Wt.zw. geometryi na krzywej algebra-

iczne]j badamy wlasnosci grup punktéw na krzywej zasa-
dniczej rzedu n-tego, powstajacych przy przecieciu krzywej ukla-
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dami innych krzywych jakiegokolwiek rzedun, a specyalnie ukla-
dami liniowemi, t j. gdy ich réwnania zawierajg 11i-
niowo parametry zmienne.

Jezeli krzywa zasadnicza jest prosty, wtedy te grupy pun-
ktéw stanowia inwolucye rzedu wyZszego, o kto-
rej byla mowa w § 2 Rozdz. II-go.

Wryklad tej teoryl poprzedzimy podaniem kilku twierdzen
o punktach przecigcia dwu krzywych.

Krzyws zasadniczg f rzedu n-tego przetnijmy krzy-
wa ¢ rzedu ni-tego, przechodzaca przez ¢ punktow osobliwych
pilerwszej z nich (w liczbie § liczymy ile razy przechodzi krzy-
wa @ przez punkt osobliwy krzywej f). Punkty przecigeia
dwu krzywych nie sa od siebie niezalezne: niektére z nich
s wyznaczone przez inne. Jezeli k jest liczbg punk-
téw przecigcia dwu krzywych, wyznaczo-
nych przez wszystkie pozostale, wtedy
mamy nastepujace nieréwnosdci zasadnicze:

Jezeli m <n—2, wtedy k< mn—- m (”‘;4-3} —5
s (n—1) (n—2) 5 (n—m—1)(n—m—2)\
e s 5 ;
—1) (n—2
jezell zasd m>n—2 wtedy ffg_(ﬁ__l_}@_(f___)___

Krzywa dolgczona nazywamy krzyws, przecho-
dzaca r—1 razy przez kazdy punkt r-krotny krzywej f, stad,
jezeli / nie ma innych punktéw wielokrotnych, précz punktéw
podwdjnychiostrzy, wtedy krzywa dolgczona podlega tylko wa-
runkowl, aby przechodzila pojed yn ¢ z o przez kazdy punkt
podwdjny lub przez ostrze krzywej f.

Niecha] ¢ bedzie krzywa dolaczonag rzedu
m-tego.

Wtedy—jezeli przez k rozumiemy licz-
beg punktédw przecigcia krzywych /i¢(z po-
migdzy nm punktéw przeciecia), wyznaczonychprzez
punkty pozostale—zachodzg nierdwnoseci
(p oznacza rodzaj krzywej f):



Grupy punktéw na krzywej algebraicznej. 203

(n—m --1) (n—m—2)
)

=

gdym<n-2, I Lp—

., Mm=n—2, kLp.

Godnem jest uwagi, ze wdrugim przypad-
kuliczba knie zalezy wecale od rzgedum krzy-
wej przecinajgcej, wpierwszym zas przypad-
ku, gdy m=n—3, mamy kp—1.

Jezeli krzywa ¢ jest krzywa dolaczong, wtedy w réwnaniu
jej wystepuje liniowo pewna liczba parametréw dowolnych
w ten sposéb, ze zmieniajac te parametry, otrzymujemy uklad
lniowy.

Niechaj Q bedzie liczbg punktéw ruchomyech przecie-
cia krzywych f'1 ¢, t.]. punktdw przecigcia zmieniajacych sig
wraz z krzywa ¢; jezelil k z tych punktéw wyznacza sie z pozo-
stalych Q@—F, to liczba tych punktow, ktore na krzywej / mo-
zemy obraé dowolnie, wynosi @ —k=y¢; liczbg ¢ nazwiemy
wielokrotnosciag ukladu @ punktdéw, gdyz bedzie
oo grup po @ punktéw, ktére na krzywej f wyznaczajs krzywe
gatunkn ¢. Liczba g jest liczbg parametréw do-
wolnych, zachodzgcych liniowo w réwnaniu
krzywe] ¢. Twierdzenie powyzsze daje wtedy:

(n—m—1) (n—m—2)

gdy m<{n—3, jestq> Q—p + 5

n ?R>'ﬂ|-—*3, n q>/ Q_p

Te wzory mozna napisa¢ w innej postaci, ktéra stuzy
do przedstawienia granicy wyzsze] dla liezby @, gdy
znana jest wielokrotnosé ¢ ukladu. Mozna powiedzie¢, ze

gdym=mn—3, jJest QL9 +p—1
» m>ﬂ_3; n QQ?‘i"P-

Brilli Noether (Math. Ann. VII) znalezli granice
nizszg dla @; jest mianowicie zawsze:

(Q+»—+1)
Q} '—__;3_;"_'_'_1_-"'— .
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Nadto, jezeli polozymy :

Qi+l —q@@+p+1)=r,

to mozna powiedzieé, ze istnieje co” ukladdw
0 Qpunktachiowielokrotnosci gq.

Jezeli r=0, to liczba tych ukladdédw jest
skoficzonairdwna sie:

3. .92 ... (p—1—Q—4q)! p!
2081, .. (2¢+p—0Q)!
(Castelnuovo, Lincei 1889).

Dlag=1liczba tardwna sie:

p!
@P—Q+n! (p—a+2)!
(Brill-Nother Math. Ann. V).

Przez symbol G oznaczmy grupe ukladu liniowego
o Q punktach i o wielokrotnosci g, przez symbol gj — caly uktad
takich grup.

Jezeli §>>2p--2 wtedy jest scidle g=Q— .

Jezeli Q==2p—2 wtedy ¢g=p—1, albo p—2
(przypadek ukladu niespecyalnego patrz nizej).

Jezeli fjest krzywa nierozkladalnsg, wte-
dy istniejep krzywych dotaczonyech, liniowo
niezaleznych rzedu n—38, ktdorez krzywa fnie
majginnych punktédw wspélnych, précz pun-
ktéw wielokrotnych Jezelifrozkladasig na
kczynnikéw, wtedy istnieje p+k—1 krzywych
dolgczonychliniowo-niezaleznych rzedu n—3.
(Christoffel, Annali di mat. X.)

Krzywe dolgczone rzgdu n—3 przecinaja krzyws zasadni-
czg [ w 2p—2 punktach (jezeli wylgczymy punkty osobliwe sta-
te). Otoéz istnieje nastepujace wazne twierdzenie:

Kazdy uklad liniowo ¢-krotnie nieskon-
czony o Q punktach moze byé zawsze wycie-
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ty na krzywej zasadniczej fprzez uklad krazy-
wych dolaczonych rzedu n—3, o ile tylko
9>Q@—p+1. Warunek ten wylacza (na zasadzie
twierdzenia juz podanego), aby bylo Q>2p —2.

W szezegdlnosei:

Jezeli pek(¢g=1) krzywych dolgczonych ma
pprzecigé ruchomychz krzywa f, wtedy kazda
grupa takich p punktéwlezy na krzywej do-
taczonejrzedu n—3.

Grupa @ punktéw, przez ktére przechodzi co najmniej je-
dna krzywa dolgczona rzedu n--3, nazywa si¢ grupg spe-
cyalna; uklad, do kbtérego ta grupa nalezy, nazywa sie
unkladem specyalnym.

TUklad ¢5,2; nazywa sie ukladem kanonicznym
Uklad ten nie ma punktéw stalych i jest jedynym.

Jednem z twierdzen zasadniczych w teoryi, o ktérej obec-
nie méwimy, jest tak zwane twierdzenie o reszcie
(Bestsatz), ktére pokazuje w pewien sposéb, ze grupy punktéw
na krzywej mozna rozwazaé jako cos niezaleznego od krzywych
przecinajacych.

Dwie grupy punktéw Gy, Gg, nazywaja sie spélresz-
towemi (kerezydualnemi), jezeli istnieje inna grupa G taka,
ze dwie grupy (Gq1 G'p przedstawiajs wszystkie przeciecia ru-
chome (z wylaczeniem punktéw osobliwych) krzywej dolaczonej
do krzywej f, 1 jezeli grupy G¢1 G przedstawiaja wszystkie
przecigcia ruchome innej krzywej dolaczonej. Dwie grupy G
1 Gpnazywajg sie wzajemnie-resztowemi.

Twierdzenie oreszcie brzmi

Jezeli grupy Gq i Gy sy spblresztowemi
wzgledem grupy Gp, to beda takze spélresz-
towemiwzgledem kazdejinnej grupy Gr, kto6-
rerazem zniemitworzy uktfad zupelny prze-
cieé¢ ruchomych jakiejkolwiek innej krzy-
wej z krzywa f. Innemi slowy: wlasnos§é dwu grup
punktéw, wyrazajacaichspdélresztowosé, jest
niezalezna od grupy punktéwresztowej dla obu,
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t.J.niezalezna od krzywych, przecinajacych,
wyznaczajagcych na krzywej fgrupy punktéw.
Albo jeszcze maf‘zeJ jezeli przez grupe G¢ punk-
tédw przesuniemy krzywa dolaczong, przeci-
najgcg krzywa f wedlug grupy Gp, wtedy gru-
Py Gep 1 Gg tworzycé beda uklad zupelny prze-
cigéruchomych krzywej dolgczonej z krzyws f.

Twierdzenie to, uwazane algebraicznie, znajdujemy w pracy
Brilla-Nothera (Gottig Nachr. 1883 i Math. Ann. VII),
poczatek jego tkwi w pracy Abela o catkach przesiepnych (patrz
odnoény rozdzial w T.1 ,Repertoryum).

Niechaj bedzie grupa punktdw Q nalezg-
cadoukladuliniowegogjiniechaj z=r+1 be-
dzie liczbg krzywych dolgczonych liniowo-
niezaleinychrzedun—3 przechodzgcych przez
punkty @ wtedy wielokrotnosé¢ g wyraza sie
wzorem:

Q=Q-—-—-p+?"+1.

Jest to twierdzenie zwane t wierdzeniem Riemanna-
Rocha (Crelle LXIV); odkryto je przy badaniu teoryi funkey;j
algebraicznych (patrz ,Repertoryum*® t. I, str. 339). Liczba »
przedstawia wniemliczbe parametréw nie-
jednorodnych,zachodzgcych wrédwnaniu ogél-
nem krzywej dolgczonejrzgdun—3, przecho-
dzgce] przez punkty Q; daje ono wielokrot-
no$é¢ ukladu takich krzywych. Dla ukladu
ogdlnego (niespecyalnego) jest r41=0.

Twierdzenie Riemanuna-Rocha mozna przedstawié wpostaci
nastqpujgcej, ktérej nadajemy nazwg t wierdzenia o wza-
jemnosci Brilla i Néthera (tak nazwal je Kleln)

Krzywa dolgczona rzedu n—3 przecina
krzywg fw2p--2 punktach ktédre dzielsg sig
na dwie grupyo Qi Bpunktach (Q+HE=2p—2).
Grupa pierwszych Q punktéwmnalezy do ukla-
du mniowego o wielokrotnoscig; grupa dru-
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gich Rpunktéwmnalezy do nkladu liniowego
wielokrotnos$ci v, przyczem sprawdzajg sig
zwigzki:

g—r = Q—p+1: r—g9g= R—p-+1.

Z twierdzenia Riemanna-Rocha wyplywa nastepujace,
zwane twierdzeniem Clifforda (Phil. Trans. 1878).

Jezeliuklad ¢) jest specyalnym (t. j. jezeli
odpowiadajagca muliczba r+1 jest wieksza od
zera) wtedy byé musi Q>2¢.

W ukladzie liniowym ¢, istnieja pewne grupy punktéw @,
nalezgce do ukladu, majace dwa lub wiecej punktéw zlewaja-
cych sig; te punkty nazywamy punktami wielokrot-
nemi ukladu.

Liczbe punktdw (941)-krotnych, nalezg-
cych doukladu, wyraza wzdr

g+ 1)(Q+9p—1).

Patrz Brill, Math. Am. iV; Clebsch-Lindemann,
»Geometrie“, Pytaniami tego rodzaju zajmowali sie: De Jonquié-
res (Crelle LXVI), Cayley (Phil. Trans. CLVII) i inni.

W ukladzie gi-!, t j. w ukladzie wszyst-
kich grup punktéwna krzywej /, powstalych
z przeciecia jej wszystkiemi krzywemi dolg-
czonemirzegdu n—3, istnieje w ogéle skoficzona
liczba grup o p—1 punktach—kazdy z nich liczo-
ny jest dwa razy; liczba ta wynosi 20— 22 —1).
Grupy teodpowiadajg krzywym dolgczonym
rzedu n—3, stycznym do krzywej f w kazdym punk-
ciespotkaniaz tg kraywas.

Istnieje 2271 (2°+1) krzywych dolaczonych
rzedu n—2, stycznych do krzywej f wp punk-
tach.

Krzywa fmoze byé wszakze taka, iz grup
rzeczonych mozZe byé w niej nieskonczenie
wiele, a mianowicie co™ (m=23..)).

pagc 1 lep. IL 14
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Badaniem takich ukladéw, waznem dla teoryi funkeyj ebelo-
wych, zajmowali si¢ pierwsi: Weber (Math. Ann. XIIT i Kraus
(tamze XVI).

Naturg krzywych f w przypadku nieskonczonej liczby ta-
kich grup okreslajs nastepujace twierdzenia Krausa:

Typem krzywej f, posiadajgcej oo grupop—1
punktach, wktérych krzywa dolgczonarzedu
n—3 jest do niej styczna, jest, gdy p>3, krzywarzedu
p+1l, majagca punkt taki, w ktérym dotyka samej

(—4) (pF1)
2

siebie (punkt samostycznosci), oraz pun-

ktéw podwdjnych, polozonych na krzywej
rzgdu p—4. Gdy p=3, mamy wtedy krzywa f rze-
dupigtego z punktem potréjnym.
Typem krzywej f, na ktérejistnieje uklad
oo? grup o p—1 punktach takich, o jakich mowa
o g P—1(@—6)
wyzej, jest krzywa rzedu p—1, majaca S
punktéw podwéjnych, potozonych na krzywej
dolgczonejrzedup—6. Najmniejszym rodza-
jem dla krzywej w mowie bedgcej jest p=6.
Typem krzywej zukladem com!(m>3) grup
punktéw, o jakich mowa, jest krzywa rzedu
(p—m)*—(p-+m)
2
nych, polozonychna krzywej dolgczonejrze-
du p—m-3, ktéra dotyka krzywej zasadniczej
jeszcze wm—3 innych punktach. Najmniejszs
wartoscig dla p w przypadku m=4 jest p=q.
Istnienie takich ukladéw grup odpowiada istnieniu funk-
cyj 9, ktdre znikaja wraz ze wszystkiemi swojemi pochodnemi
dla argumentu zero, w szczegély wdawaé sig tu nie bedziemy
i odsylamy czytelnika do cytowanej pracy Webera.
Punkty stycznosci w liczbie (p—1)-+(p—1)
=2p—2 dwu krzywych dolgczonych stycznych
rze¢du n—3, nalezgcych do tego samego ukla-

p--m—+42, majaca punktéw podwdj-
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du,leza nainnej takiej krzywej dolagczonej
rzedu n—3 (Tw. Webera).

Wyplywa stad istnienie pewnych zalezZnosci kwa-
dratowych toZsamosciowych pomiedzy stronami
pierwszemi réwnan dwu krzywych dolaczonych rzedu n—3.

Wazng kategoryg krzywych stanowig krzywe, zwane h y-
pereliptycznemi. Zestanowiska teoryl grup punktéw
okreslamy te krzywe, jako posiadajace uklad g,!.

W ukladzie g,'istnieje 2p2 par punktéw
zlewajacych sie.

W krzywej hypereliptycznej punkty te sg
rozmieszczone parami wtensposob, ze kazda
krzywadolgczonarzedu n—3, przechodzaca
przez jeden z punktéw pary, przechodzi ko-
nieczniel przez punktdrugi.

Wazne znaczenie w zajmujace]j nasteoryloraz rozmaite zasto-
sowania posiada wzér, nazwany wzorem odpowiednio-
$ ¢1 (Corespoudenzformel) Cayley’a i Brilla, bedgey uogél-
nieniem wzoru Chasles’a, o ktérym byla mowa w § 2 Roz-
dzialu I. Niechaj bedzie zwigzek:

& (xlr Ly, L3, yl) y%: gd:}

stopnia r wzgledem spélrzednych z, stopnia s wzgledem spdl-
rzednych 4. Jezeli damy sobie punkt (x), to zwigzek ten okre-
§li krzywa na plaszezyznie, przecinajaca krzywsa zasadnicza f
w ns punktach; a jezeli damy sobie punkt (y), to zwiagzek okresli
nam krzywa, ktdra przetnie krzyws f w ns punktach. Wybierz-
my punkty () 1 () na krzywej f. Zmieniajac punkt (z) na krzy-
wej /, otrzymamy na niej szereg grup o ns punktach, a zmie-
niajac (y), otrzymamy na krzywe| f szereg grup o n# punktach.
Mamy zatem odpowiedniosé¢ pomiedzy dwoma
szeregami grup punktéwna krzywej f. Wazdr,
o ktérym méwimy, daje nam liczbe punktéw zjedno-
czonychtejodpowiedniosci.

Przyjmijmy, ze jednemu punktowi (x) odpowiada f pun-
ktéw (y). danych przez przecigcie krzywej szeregu drugiego
z krzywa f; Ze ta krzywa spotyka nadto krzywsa ' w y punktach
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zlewajacych sie z punktem (#); oraz ze jednemu punktowi (y)
odpowiada a punktéw, danych przez przeciecie z krzywa f krzy-
wej szeregu drugiego. Ta krzywa szerego druglego powinna
przejsé¢ |eszcze y razy przez punkty (yi, a liczbeg punktdw
(£), zlewajgcych sig z odpowiadajacemi im
punktami (y), daje wyrazenie:

a+ f 4 21p.

Jezeli p=0 (t. j. jezeli f jest krzywa wymierna), wtedy
wzor ten redukuje sie do wzorn Chasles’a.

Punktyzlewajacesig tworza zawsze uklad
zupelny przecigé krzywej fzinng krzywa.

Powyzsze twierdzenie podal poraz pierwszy Cayley (Compt.
rend. LXH, Proe. Lond. Math. Soe.I), dowdd zad podat Brill (Math,
Amn, VI, VI, XXXI; patrz takze Junker Dissert. Tybinga 1889),
Tune dowody dali: Schubert (Caleul der abzihl. Geom. § 18).
Bobek (Wien. Acad. XCHI), Lindemann (Crelle, LXXXIV),
Hurwitz (Math. Anm. XXVHI), Zeuthen (Math. Am. XL),
Segre (Aunali di mat. XXH, § 12). Niektorzy autorowie (jak np.
Hur witz) podali twierdzenie jeszcze ogdlniejsze. Pordw. osobny
paragraf. poswigeony temu twierdzeniu w .(ceometryi® Clebs ¢ ha-
Lindemanna.

Geometrye grup punktéw na krzywej utworzyl,—rzec mozna—
Riemann. ktory rozwazal ja—co w istocie rzeczy wychodzi na je-
dno—z punktu widzenia tzoryi funkeyj algebraicznyeh (patrz ,Reper-
toryum® t. I, Rozdz. XV)  Pdiniej teorya ta rozwijala sie w réZnych
kierunkach. Kiernnek, ktory moznaby nazwaé funkeyjnym
(lub teoretyczno-funkeyjnym), bierze poczatek od Riemanna oraz
w licznych pracach o calkach abelowych: kierunek algebraicz
no-geometryczny rozpoczyna sie od rozprawy podstawowej
Brilla-Noe thera (Math. Ann. VII); mamy wreszcie kierunek al g e-
braiczno-arytmetycezny Kroneckera, Dedekinda,
Webera. W ostatnich ezasach przybyl jeszeze kierunek ge o me-
tryezny czysty, o ktdrym moZna powziaé wyobraZenie z nowej
pracy Segrego (Annali di mat, XXH).
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Teorya grup punktow jest wielce wazna w badaniu przeksztal-
cenia dwujednoznacznego krzywych plagkich (patrz nizej), gdyz dla
tego przeksztatcenia wlasnosei grup maja cechy niezmiennicze.

Dla kritkosei nie wymieniamy tu lieznyeh innyeh prac Noe -
thera, Brillait.d Kipper, Bobek, Amodeo (patrz
Lincei 1893, Annali di mat. XXI, XXIV, Acc. Nap. 1896) badali
krzywe zwane k-gonalnemi; sg to krzywe, posiadajace szereg liniowy
¢! 1 nie majace szeregu liniowego jednokrotnie nieskoficzonego stop-
nia nizszego; krzywe hypereliptyezne sa ich szezegdlnym przypad-
kiem. Oeczywisele, kazda krzywa jest k-gonalna, o ile & ma wartodé
odpowiednia, Teorya, o ktérej méwimy, jest traktowana metods al-
gebraiczng w nowej pracy Bertiniego (Amn. di mat. XXII)
Wskazowki, dotyczace tego przedmiotu, znalesé¢ moZna w pracy histo-
ryeznej Brilla-Noethera, ogloszonej w Jahresber. d. Deutschen
M., V, HI, 1892—1893,

§ 5.

Przeksztafcenia dwujednoznaczne pfaszézyzny lub krzywych ptaskich.
Przeksztafcenia wielokroine.

Polézmy:
€y i = [ (@, 2, 2y) (1=1,23)
Zmnak = jest tu znakiem proporcyonalnodci: w istocie tedy zwiaz-
kéw jest dwa a nie trzy; f,—sa funkcyami wymiernemi calkowi-
temi stopnia n-tego wzgledem x,, z,, #, bez czynnika wspélnego.
Przyjmijmy, ze rozwigzujae réwnania (1), otrzymujemy zwigzki:

[2) x; = ¢y (xli ..\"}'2., x:-l): (e _— 11 2! 3)

w ktérym ¢; sa takze funkcyami wymiernemi calkowitemi. Mo-
wimy wtedy, ze réwnania (1) okreslaja przeksztalcenie
dwuwymierne albo dwujednoznaczne pltaskie
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w tem znaczeniu, ze przez nic dwie plaszezyzny (plaszczy-
zna z i plaszezyzna y, ktére moga byé takze nalozonemi) odpo-
wiadaja sobie w ten sposéb: iz punktowi jednej znich
cdpowiada jeden i tylko jeden punkt dru-
giej,iodwrotnie.

Przeksztalcenie takie nazywa sie takze przeksztal-
ceniem Cremony (kremonianskiem) od nazwiska uczo-
nego, ktéry po raz pierwszy przedstawil teorye tego przeksztal-
cenia w calej ogdlnosei.

Pierwsza wlasnos¢ zasadnieza tego podstawienia jest naste-
pujaca:

Stopien funkeyj @ powinien byé taki
sam, jak stopien funkeyj f;.

Dalej:

Aby przeksztalceniebylo dwujednoznacz-
nem, jest koniecznem, by sieé muntworzona
ztrzech krzywyech f, =0, f,=0, /;3=0, miala n’—1
punktdéw stalyech (punktdw zasadniczych przeksztalcenia).
Sie¢ taka nazywa sie, jak wiemy, homaloidalna.

Toz samo oczywisciestosuje sie dosiecl
trzech krzywych ¢;=0.

Krzywe f;=01¢,=0 powinny byéwszyst-
kierodzajuzero, a ich punkty wielokrotne
powinny znajdowac¢ sie pomiedzy punktami
zasadniczemiprzeksztalcenia.

Niechaj pomiedzy n*—1 punktami zasadniczemi przeksztal-
cenia bedzie a, punktéw pojedynczych dla wszystkich kizy-
wych, a,—punktéw podwdjnych, ... .. a,—1 punktéw n—1-krot-
nych dla wszystkich krzywych; wtedy pomigdzyliczba-
mia zachodzg trzy zwiazki nastepujace, zkté-
rych kazdy jest wynikiem dwdéch innych:

a +4da, +9a; + . ... + (0 —1) gy = n?—1,
art8a, 4+ . ... + 4 (1) (1—2) gy = & (1-1) (22,

1
& +80y+6ay + . o1 (L) aus = 1 (143) 2,
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o

Dawszy sobie wartosé n, mozemy z tych wzoréw znalese
wartosel mozliwe dla liczb «; do tego celu sluza tablice, ulo-
zone przez Cremone 1 Cayleya.

Punkt zasadniczy k-krotny dla wszystkich krzywych prze-
ksztalcenia nazywa sie punktem zasadniczymrze-
dulk-tego.

Wzory powyzsze utrzymujg sie, jezeli krzywe f(i @) nie
majg stycznych wspoélnych w punktach zasadniczych.

Punktowizasadniczemurzedu k-go na jed-
nej plaszczyznieodpowiadanadrugiej krzy-
warzegduhirodzajuzero(krzywazasadnicza
l-ta)

Krzywe zasadnicze plaszczyzny ma-
ja punkty wielokrotne w punktach =zasa-
duiczych tejze plaszczyzny 1 tylko wtych
punktachsig przecinajas.

Krzywa zasadnicza kta przechodziprzez
punkt zasadniczy rzedu hrazy au, gdzie ara
jest zarazem liczba wyrazajgca, ile razy
krzywa zasadniczarzedu i przechodziprzesz
punkt zasadniczy rzeduk Jesttedy an=auy
nadto wyznacznik |ay|=-4".

Krzywa zasadnicza przechodzi 3k—1razy
przez punktzasadniczy rzedu k.

Jezelia oznacza, jak wyzej, liczbeg pun -
ktéw zasadniczychrzeduidlajednej z plasz-
czyzn, f; liczbe analogiczng dladrugiej, wte-
dy Zai;=2X8, aliczby p réznig sig odliczb a
tylko porzgdkiem (Tw. Cremony).

Sama trzechliczbrzedowych trzech pun-
ktéw zasadniczych rzedu najwyzszego jest
zawsze wiegksza od n.

Wielce waznem jest twierdzenie nastepujgce:

Kazde przeksztalcenie kremonianskie
mozna zastapié skonczong liczba przeksztal-
cen kwadratowych, ktdrych trzema punkta-
mizasadniczemisa trzy punkty zasadnicze
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najwyzszego rzedu przeksztalcenia pier-
wotnego.

Twierdzenie to podali: Clifford (patrz Cayley. Proc. of
the Lond. math. Soc. HI), Noether (Math. Aun. IIL, V), Rosa-
nes (Crelle, LXXIIL)

Namocy przeksztalcenia kwadratowego (n=2),
prostymna jednej plaszczyznieodpowiada-
janadrugiejstozkowe, przechodzace przexz
trzy punkty stale; punktowi przecigcia dwu
prostych odpowiada czwarty punkt przecie-
ciaodpowiednichstozkowych.

Réwnania przeksztalcenia kwadratowe-
go daja sie zawsze sprowadzié¢ do postaci

(Tw. Cayleya):
T = Yy = Tyls -

Umiesémy dwa punkty zasadnicze w dwéch punktach ko-
lowych plaszezvzny, trzeci zas w poczatku spélrzednych karte-
zyanskich: otrzymamy wtedy przeksztalcenie zwane prze-
ksztalceniem przez promienie wodzgce od-
wrotne lub przezinwersye (odwrdcenie); niektérzy
nazywaja inwersy g przeksztalcenie kwadratowe ogélne.

Przeksztalcenie kwadratowe sprawia, iz
krzywejrzedum-tego, przechodzacej X, k,, &k,
razy przez trzy punkty zasadnicze, cdpowia-
da krzywarzedu 2m—Fk —Ik,—&k , przechodzgca
razy m—(kythy), m—ky4k), m—(k~4k,) przez punkty
zasadnicze wlasnej ptaszczyzny.

Przeksztalcenierzedu n-tego sprawia, Ze
krzywej rzedu m-tego, przechodzacej I; razy
przez punkt zasadnieczy rzedus,, odpowia-
da krzywa rzedu pu=mnm— 3r,l, przechodzgca
hhy=ms — X, r,ay razy przez punkt zasadniczy
rzedu s; (znaczenie liczb e, podaliSmy wyzej na str. 214).
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Jezeli chcemy, aby przeksztalcenie bylo dwujedno-
znacznem nie dla calej plaszezyzny, lecz tylko dla pun-
ktéw dwdéch odpowiadajgcych sobie krzy-
wych F 1 F’, wtedy nie jest koniecznem, aby sie¢ przeksztal-
cenia byla homaloidalna. Trzeba wszakze aby krzy-
we sieci, ktére przecinaja sie wjedaonym pun-
kcie krzywej F, nie przecinaly sig juz win-
nym punkcietejze krzywej, o ile ten drugi
punkt nie jest punktem zasadniczym,t.j. wspél-
nym wszystkim krzywym sieci.

Rodzaj krzywe) nie zmienia sig w skutek
przeksztalcenia dwuwymiernego (Twierdzenie
Riemanna o zachowaniu rodzaju.

Krzywa nieprzywiedlna wymierna daje
sie dwnwymiernie przeksztalcaé¢ na prosta.

Krzywa rodzaju 1 (eliptyczna) moze byé
dwuwymiernie przeksztalcona na krzywa
rzedu 3-go

Krzywe dolaczone rzedu n— 3 maja wlasnosé wielce cieka-
wa dla przeksztalcenia dwuwymiernego, mianowicie:

Jezeli wskutek przeksztalcenia dwuwy-
miernego krzywa F rzedu n-tego przeksztalca
sie na krzywa F’ rzedu v-tego, wtedy uktlad
punktéw przeciecia z krzywemidolagczonemi
rzegdu #—3 krzywe] F przeksztalca si¢ na
uklad punktéw przeciecia krzywej F' z jej
krzywemi dolaczonemi rzedu »-3.

Rozwazmy sie¢ krzywych rzedu n—3 dolaczonych do da-
nej krzywej F rodzaju p; wezmy punkty podstawowe sieci
wszystkie na krzywej F 1 przyjmijmy wreszcie tg sie¢ za
podstawe przeksztalcenia dwuwymiernego krzywej, wtedy
krzywa F przeksztalca sig nakrzywa rzedu
p+1l z punktami wielokrotnemiréwnowaznemi
{p(p—38) punktom podwéjnym. Krzywy taks mozna
przyjaé za typ normalny krzywej rodzaju p.

Jezeli na krzywej F wybierzemy w sposéb specyalny p—3
punktéw podstawowych sieci, wtedy krzywa przeksztaicona sta-
nie sie krzywa rzedu mozliwie najmniejszego, na ktirg
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—
x

przeksztaleic sig daje krzywa rodzajup; tym rzedem naj-
mniejszym jest odpowiednio: 2342, jezeli p=3x;
27 +3, jezeli p=38a-}1; 27-}-4, jezeli p=3a-+2 (Brill-Noether,
Math. Ann. VII).

Z temi zagadnieniami wiaze sie zagadnienie 0 wyznaczeniu
liczby moduld w krzywej rodzaju danego, t. 1. liezby tych
funkeyj spolezynnikéw réwnania krzywej, ktére zachowujg sig
jak niezmienniki bezwzgledne wzgledem jakiego-
kolwiek przeksztalcenia dwuwymiernego. Dochodzimy tu do wy-
niku rastepujacego (Riemannk:

Dla p=0, t. j. dla krzaywych wymiernych,
liczba moduldw jest zerem; dla p=I1, t. j. dla
krzywych eliptycznych,liczba moduléw jest
1; dla p>1 liczba modulédw jest 3p—3.

Waznem zastosowaniem przeksztalcenia kremonianskiego
plaszczyzny jest tak nazwany rozklad osobliwosdci

Przy pomocy tego przeksztalceniamozna
z krzywej o punktach wielokrotnych ze zle-
wajgcemi sig stycznemi otrzymaé Lkrzywa,
majgesa tylko osobliwosdci zwyeczajne, t. J. je-
dynie punkty wielokrotne o stycznyeh 163z-
nych (Noether, Goth. Nachr. 1871, Math. Ann. IX). Stad:
za pomocyg przeksztalcen dwuwymiernych
krzywa, majagca tylko osobliwosci zwyczaj-
ne,daje sig zamienié na krzywag, majaca tylko
punkty podwdjne.

Przeksztateenia dwuwymierne kwadratowe hadali juz Magnus
(Sammlung von Anfg. Berlin, 1833) i Steiner (Crelle VIII), lecz
teorye ogélng tych przeksztalcen utworzyt dopiero Cremona (Ace.
Bologna, 1863, 1865; Giorn. di Battaghini I, III). Nadto waZnemi sg
tu prace: Cayley'a (Proc. Lond, math, Soc, III, 1870), Rosancsa
(Crelle, LXXIIT). Clebscha (Math, Ann, II), Noethera (tamZe V).
Wyklad teoryi przeksztalcei pomiedzy plaszezyznami oraz pomiedzy
krzywemi znajdujemy w ., Geometryi® Clebscha-Lindemanna

Badano takze przeksztalcenia niedwujednoznaczne (wielo-
krotne) pomigdzy dwiema plaszczyznami oraz takiez przeksztal-
cenia pomiedzy dwiema krzywemi.
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Zeuthen podal wzdr, wyrazajacy zwiazek pomiedzy ro-
dzajami dwéch krzywych, bedacych w odpowiedniosei niedwu-
jednoznacznej (Math. Ann. TIT). Niechaj beds dwie krzywe ro-
dzajéw p 1 p/, odpowiadajace sobie w ten sposéb, ze kazdemu
punktowl pierwsze] odpowiada m punktéw drugiej, kazdemu
punktowi drugiej m' punktéw pierwszej. Niechaj na pierwszej
krzywej pomiedzy punktami odpowiadajacemi punktom na dru-
giej. przypada u razy zlanie si¢ dwu punktéw; odpowiednig
liczbg dla krzywej drugiej niechaj bedzie u'; wzér Zeuthena
jest:

: u—p = 2w (p—1) — 2m (p'—1).

W przypadku m=m'=1 mamy odpowiednios¢ dwujedno-
znaczng, 1 wtedy wypada z niego p=p’ (twierdz. Riemanna).
Pomiedzy odpowiedniosciami wielokrotnemi dwun plasz-
czyzn zawlerajg sie odpowiednioscl izogonalne, t. j. takie,
przy ktérych katy zachowujs sig bez zmiany (patrz dzielo
Holzmillera, Theorie der isogon. Verwandsch. Lipsk18383).

Najwazniejszemi pracami o przeksztalceniach wielokrotnyeh sg
nastepujace: Wienera (Math. Ann, 1IT) De Paolisa (Mem. Lincei
1877—8), Noether a (Erlang. Ber. 1878), Junga (Rend. Lincei
1886, Ist. Lomb. 188), Bertiniego (Ist. Lomb. 1839).



ROZDZIAL VIIL

KRZYWE SZESCILNNE PLASKIE,

§ 1.

Wradomoser ogéine o krzywych szesciennych pfaskich. Punkty
przegigcia. Punkty stycznosciowe.

Réwnanie ogélne krzywej rzedu 3-go zawiera jednorodnie
dziesigé spélezynnikéw, a wigc przez dziewieé punktdw,
dowolniedanych na plasze 4}znle przechodzi
W ogolejedna krzywa szescienna.

Te dziewie¢ punktdw pozostawaémogs wszakze w takiej za-
leznosci wzajemnej, zZe przez nie przechodzi nieskonczenie wiele
krzywych szesciennych.

Wszystkie krzywe szescienne, przecho-
dzgce przez osm punktow plaszczyzny, prze-
chodzg tez przez punkt dziewigty, przez tamte
okreslony.

Krzywa szescienna jest w ogdle krzywa
klasy széstejirodzajul; maona dziewieé puun-
ktédw przegiecia.

JezZell krzywa sze§cienna ma punkt po-
dwéjny, wtedy jest rodzaju0, nalezydo kla-
sy 4ej i ma trzy punkty przegigcia na jednej
prostej; réwnanie jej w tym razie zalezy od
osmiun stalych.
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Jezell krzywa szescienna ma ostrze, wte-
dy jest rodzaju 0, klasy 3-¢j, liczba jej prze-
gigé jest l; réwnanie takiej krzywej zalezy
od siedmiu stalych.

Prosta, 1gczaca dwa punkty przegigcia,
przechodzi zawsze przez trzeci punkt prze-
gigcC1a.

Dziewigé punktéw przegigcia lazy trdj-
kamina dwunastu prostych; przez kazdypunkt
przeciecia przechodzg cztery takie proste.

Dziewieé punktéw przegigeia nie wszyst-
kiemogag byé rzeczywistemi; najwyzej trzy
znich sarzeczywiste.

Cztery proste, przechodzace przez punkt
przegigcia, tworza grupe réwno-anharmo-
niczna.

Powyzsze dwanascie prostychtworzg cztery
tréjkiprostych takich, Ze kazda tréjka zawiera
wszystkie dziewigé punktdw przegiecia.

Kazdy z trojkatéw, ktérego bokami sg proste tej tréjki, na-
zywasie trojkatem przegiecia.

Przez dziewieé punktéw przegigeia krzywe] szesciennej
przechodzi nieskonczenie wiele krzywych szesciennych z temiz
samemi punktami przegiecia; pek tych wszystkich krzywych
szedclennych. nazywa sie pekiem syzygetycznym.

Niecha) f=0 bedzie réwnaniem danej krzywej szesciennej,
=0 — réwnaniem nalezace] do niej krzywej Hessego
(patrz Rozdz. V): wtedy réwnanie peku syzyge-
tycznego jest postaci:

Lf+hH=0.

Pomiedzy krzywemi tego peku zawierajs sie takze 1 cztery
tréjkaty przegiecia.

Stozkowa biegunowa punktu przegiecia rozpada sie na
dwie proste, z ktorych jedna jest styczng przegigcia, druga zas,
noszaca nazwe bilegunowej harmonicznej pun-
ktn przegiecia, ma wlasnose taka, ze kazda prosta prze-
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sunieta przez punkt przegiecia, przezina jg w punkcie, ktdry jest
sprzezony harmonicznie z punktem przegiecia wzgledem dwu
punktéw, w ktérych ta prosta przecina krzyws szescienng. Stad
wynika:

Biegunowa harmoniczna punktu przegiecia przecina krzy-
wa szescienng w trzech punktach, ktdre sg punktami stycznosci
stycznych, poprowadzonych do krzywej szesciennej z punktu
przegiecia.

Wszystkie krzywe szescienne peku syzygetycznego majg
tez same biegunowe harmoniczne.

Styczne w dwéch punktach przegiecia spotykaja si¢ na
biegunowej harmonicznej punktu przegiecia, lezacego na jednej
proste] z dwoma danemi punktami przegiecia.

Biegunowe harmoniczne trzech punktéw przegiecia, leza-
cych na jednej prostej. spotykajg sie w jednym punkcie

Kazdemn punktowi krzywe]j szesciennej odpowiada inny
punkt, bedacy punktem przecigcia krzywej z prostastyczng doniej
w punkcie danym. Ten punkt nazywa sie punktem stycz-
nosciowym (towarzyszacym) punktu danego.

Trzy punkty stycznosciowe trzech punktéw, lezacych ua
prostej, lezg takze na linil prostej (towarzyszgcej).

Na plaszczyznie lezy prosta (towarzyszagca prostej
w nieskonczonosci), majgca wlasnosé, iz odleglosé od
niej punkta na linii krzywej jest w stosunku statym do iloczynu
odleglosci tegoz punktu od trzech asymptot (t.j.stycznych w trzech
punktach w nieskonczonosci).

Cztery punkty stycznosci czterech stycznych, ktére z pun-
ktu P krzywe] sze$ciennej poprowadzié do niej mozna, tworza
czworokat, majacy trzy punkty przekatne, polozone na krzywe;;
styczne do krzywej w tych trzech punktach wraz z styczng
w punkeie P spotykaja sie w tym samym punkcie krzywej.

Stosunek anharmoniczny czterechstycz-
nych, ktére z punktu krzywej szedciennej
poprowadzi¢ do niej mozna, pozostaje sta-
1ym przy przy zmianietego punktu. Wlasnosé
ta jest bardzo wazna.
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Przez punkt 4 krzywej szesciennej po-
prowadzZmy prostas, spotyLaJacaz krzywa wdwu
innych punktach Pi Q i utwérzmy czworo-
kgt zupelny, majagcy wierzcholki wezterech
punktach, ktérych punkt 4 jest punktem stycz-
nosciowym; dwa boki przeciwlegle tego czwo-
rokgta przecinajg prostg dang w dwu punktach
harmonicznie sprzezonych zpunktami Pi Q
(Twierdzenie Mac aurinal.

Jezell punkty stycznosciowe trzech punktéw 4, B, C znaj-
dujg sie na jednej linii prostej, to i punkty 4, B', C', w ktérych
proste BC, CA, AB przecinaja ponownie krzywa, znajdowaé sieg
beda na linii prostej.

Istniejenieskonczenie wiele wielokgtdw
02n bokachi2n wierzcholkach takich, ze gdy
ich wierzcholki leZg na krzywejszescienne},
toich boki parzyste spotykaja sie wszystkie
wjednym punkcie 4, boki zas nieparzyste spo-
tykajg sig wszystkie w jednym punkeie B. Pun-
kty A1 B nazywajg sig stowarzyszonemi, a wielokaty
noszg nazwe wielokgtdédw Steinera (Crelle, XXXII).

Badanie tych wielokatow przeprowadza si¢ najlepiej przy
pomocy teoryi fonkeyj eliptycznych (patrz niZej).

Krzywa Hessego 1 krzywa Steinera dla krzywe] szescien-
nej sg identycznemi i sg krzywemi rzedu 8-go.

Krzywa Cayley'a dla krzywej szescienne] jest krzywa klasy
3-e] 1rzedu 6-go; jest ona obwiednig wszystkich stozkowych bie-
gunowych punktéw plaszczyzny, ktére to stozkowe rozpadajs
sig na dwie proste.

Kazdg krzywsg szedcienng mozna uwaza¢ za krzywa Hes-
sego trzech innych, a kazda krzyws klasy 3-¢j mozna uwazaé za
krzywa Cayley'a krzywe] szesciennej.

Niechaj bedg dwie proste u, #'; rozwazmy pek stozkowych
biegunowych punktéw prostej u wzgledem krzywe] szesciennej.
Biegun prostej «’ wzgledem kazdej stozkowej peku przebiega
stozkows, ktéra nazywa sig¢ stozkowsa biegunéw mie-
szang (poloconica mista) obu prostych (Cremona).
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Jezeli proste zlewaja sig, bedzie:

Krzywa obwiednia prostej biegunowej wszystkich punktéw
prostej wzgledej krzywej szesciennej jest stozkows, ktérg nazy-
wamy stozkowsa biegundw czysta (poloconica pura).

Stozkowsa biegunéw prostej czysta dotyka krzywej Hes-
sego w trzech punktach, w ktérych taz prosta dotyka samej
krzywej Hessego.

Jezeli z punktu a plaszezyzny poprowadzimy szesé stycz-
nych do stozkowej, to punkty stycznosciowe szesciu punktéw
stycznosci znajdowaé sig bedg na jednej stozkowej, ktéra nazywa,
sie stozkowg towarzyszgcg (conicasatellita) punktu a
(Cremona) lubstozkowej biegunowej punktua
(na tej stozkowej znajduje sig szesé punktéw stycznosci stycz-
nych).

Stozkowa biegunowa punktu i stozkowa towarzyszaca te-
goz punktu dotykajs sie wzajemnie w dwu punktach, w ktérych
przecina obie prosta biegunowa punktu.

Jezeli stozkowa ma z krzywg rzedu 3-go dwa punkty stycz-
nosci rzedu 2-go (t. j. dwa punkty, z ktérych kazdy moze byé
uwazany jako zjednoczenie trzech punktéw nieskonczenie bliz-
kich), wtedy prosta, 1aczaca takie dwa punkty, przechodzi przez
punkt przegigeia. Istnieje dziewieé ukladéw takich stozkowych.

Przez kazdy punkt stycznosci stycznej, poprowadzonej do
krzywej szedciennej z punktu przegiecia, przechodzi stozkowa,
majaca z krzyws szescienng w tym punkeie stycznosé rzedu 5-go.

Punkt krzywe] szesciennej, w ktdrym stozkowa moze mieé
z krzywg stycznosé rzedu 5-go, nazywa si¢ punktem szescio-
punktowe]j stycznosci (sestatico, sextactique) krzywej.

Na krzywej szesciennej jest 27 punktéw
szesciopunktowe] stycznosci; odpowiadajg
one 27 punktom przeciecia krzywej szescien-
nej zdziewigcioma biegunowemi harmonicz-
neml.

Istniejg trzy rédzne uklady, zlozone z oco?
stozkowych, dotykajgcych krzywej rzgdu 3-go
w trzech punktach.

Punkty stycznosciowe trzech punktdw,
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w ktérych jedna z takich stozkowych doty-
ka krzywe] szesciennej,lezag nalinii prostej.

Krzywe szescienne badali N e wt o n (Enumeratio linearum ter-
tii ordinis 1704) i Maclaunrin (De linearum geowetr. proprieta-
tibus generalibus tractatus). W nowszych czasuach teorys tych krzy-
wyeh zajmowali sig; Pliicker (System. der apnal. Geom. 1835),
Steiner (Werke, ), Hesse (Crelle XXVHI, XXXVI, XXXVIII),
Salmon (Crelle, XLI), Cayley, Chasles, Cremona, Du-
rége i wielu innyeh. Krzywe klasy 3-ej badali: Cayley (Journ,
de Liouv. IX, 1844) Phil. Trans. 1857), Hesse, (L.c), Bella-
vitis (Ist. Veneto 1852) i t. d.

Gléwnemi dzielami, w ktérych zebrano whasnosei krzywych szeécien-
nych,s3: Cremona, Introd. ete., Salmon, Higher plane curves,
Durége, Die ebenen Curven 3-er Ordnung, Lipsk 1871, Schroe-
ter, Theorie der ebenen Curven, 3-er Ordn., Lipsk 1688, Clebsch-
Lindemann, ,Geometrie“.

Clebsch pierwszy zastosowal teorye funkeyj eliptyeznych do
badania krzywych szeSciennych plaskich (Crelle, LXIII). Patrz
,,Geometrie Clebscha-Lindemanna i tom II dzieta , Fonctions
elliptiques Halphena. O wlasnoSciach krzywyeh szesciennych
rodzaju zero (jednozbieinych lub wymiernyeh) fraktuje najmowsza
praca Bindera ,Theorie der unicursalen Plancurven, Lipsk 1896.

§ 2.
Tworzenie rzutowe krzywych szesciennych.

Niechaj bedgna plaszczyznie trzy pary
punktéw: 4, 4; B, B; C, C, takich, aby nie byly
wierzcholkami przeciwleglemi czworoboku zu-
pelnego; miejscem punktu P takiego, ze trzy
pary promieni P4, P4;; PB, PB,, PC, PC, sa w inwo-
lucyi, jest krzywa ogdlna rzgdu 3-go, przecho-
dzgca przez szesé punktdw danych.

Paseal Rep. IL 15



226 Rozdziat VII. — § 2.

Do tegoz miejsca nalezs takze punkty przecigcia prostych
AB, A,B;; AB,, 4,B; AC, 4,0,,; AC, A,C...; oznaczmy je
odpow. przez D, D,, E, E,, ... Punkty takie_ja.k 4,4;; jak B, By;
D, D,it. d.nazywaja sig sprzgzoneml.

Wilasnosé charakterystyezna dwu punktéw sprzezonych
jest nastepujaca:

Styczne wdwu punktach sprzezonych spo-
tykaja signa krzywej w punkcie, ktédry jest
punktem sprzezonym trzeciego punktu prze-
cigcia z krzywa prostej, faczacej dwa pler-
wotne punkty sprzezone.

Inne sposoby tworzenia rzutowego krzywych szesciennych
sg nastepujace:

Wezmy pek stozkowych i pek prostych oba wzajemnie rzu-
towe (parametry stozkowej i prostej obu pekdéw sg zwigzane
réwnaniem dwuliniowem); wtedy miejscem punktdw
przecigcia promienia z odpowiadajaca mu
stozkowsg jest krzywa szescienna, przechodza-
ca przez sSrodek peku prostychiprzez cztery
punkty podstawowe pekustozkowych (Chasles),

Jezeli na krzywe] szescienne] wezmiemy cztery punkty,
jako punkty podstawowe peku stozkowych, wtedy kazda stoz-
kowa tego peku przetnie jeszcze krzywa w dwu punktach ta-
kich, Ze prosta je Yaczaca przechodzi przez punkt staly krzy-
we] szesciennej (punkt przeciwlegly czterem punktom
danym).

Wezmy pasmo stozkowych stycznych do czterech prostych
dauych; z dwu punktéw danych poprowadzmy dwie pary stycz-
nych do kazdej stozkowe]j pasma; miejscem puunktéw przeciecia
tych stycznych bedzie stozkowa ogdlna.

Nastepujgcy sposéb tworzenia stozkowych zawdzigezamy
Grassmannowi: Punkt Popisuje krzywsa rze-
du 3-go, jezeli proste, Igczgce go z trzema pun-
ktami stalemi, spotykaja trzy proste stale
wtrzech punktach, lezgcych na jednej linii
prostej. W tym przypadku prosta ruchoma,



Formy kanoniezne réwnania krzywej szedeienne]. 227

na ktérej znajdujg sig owe trzy punkty, obwo-
dzikrzywsg klasy 3-¢j.

Inng konstrukecye geometryczng podal Schroeter
(Math. Ann. V).

O konstrukeyi krzywej szesciennej z danyeh jej dziewieciu pun-
ktéw oraz o konstrukeyi dziewiatego punktu, przez ktory przechodza
wszystkie krzywe szedcienne peku okreSlonego przez oSm punktéw,
patrz gtéwnie Chasles (Comptes rend. 1853), Cayley (Quart.
Jour. of math. V, 1862), Crem o na (Introd. ete.).

§ 3.

Formy kanoniczne rownania krzywej szesciennej. RozZne klasyfikacye
krzywych szeseiennych.

Wezmy jako wierzcholek (x,=0, ,=0) tréjkata podsta-
wowego spéirzednych punkt przegiecia krzywej; jako prosta
;=0 — styczng przegiecia; jako prosty x,==0 — biegunows har-
moniczng tegoz punktu przegiecia, wtedy réwnaniem krzy-
wej szes$ciennej w spélirzednych jednorod-
nych begdzie:

24%,? = az,® - 3bx,? x; + Brx,2,? + dav,?.

Jezeli wielomian po stronie drugiej rozlozymy na jego trzy
czynniki liniowe, wtedy kazdy z tych czynnikéw, przyréwnany
do zera, przedstawia odpowiednig styczng, ktdrg z punktu prze-
giecia mozna poprowadzié¢ do krzywej.

Jezeli jako prostg ;=0 obierzemy jedne z tych stycznych,
wtedy ré6wnanie krzywej da sig sprowadzié do
postaci:

By Ty? = &, (2, —13) (2—h*7y),
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lub takze (przy innym odpowiednim wyborze osi 2,=-0) d o
postaci:
sy = 4w} — g B, — gy%%

Sprowadziwszy réwnanie krzywej szescienne] do jednej z po-
staci poprzedzajacych, widzimy, Ze spélrzedne punktu
krzywej sa proporcyonalne do funkcyj elip-
tycznych jednego parametru; mozZna miano-
wicie napisac:

Xy vy sy =plu) zpiiw)sd

gdziep, p’sa funkecyamieliptycznemi Weier-
strassa.

Jezeli po sprowadzeniu réwnania krzywej szesciennej do
ostatniej z powyzszych postaci, bedzie g,==0, wtedy otrzymamy
t.z. krzywa szescienng harmoniczng, kitéra ma
te wlasnosé, iz cztery styczne, poprowadzone z punktu krzywej
doniej samej, tworza grupe harmoniczng. Jezeli zas bedzie
¢.=0, wtedy mamy krzywa szescienng ré6 wnoanhar-
moniczna, majacs te wlasnosé, iz catery styczne, poprowa-
dzone z punktu krzywe] do niej samej, tworzg grupe réwno-
anharmoniczna.

Jezeli za trojkat podstawowy spélirzed-
nych przygmlemygeden ztréjkatéw przegig-
cia, wtedy réwnaniem krzywej szesciennej be-
dzie:

a (2 41,8 + 233) + 6 bz, 27, = 0.

Przy przyjeciu za tréjkat podstawowy
tréjkata, utworzonego z trzech stycznych
przegiecia, dochodzimy dorédwnania:

(@ = x5 + 23)3 + 2k, 2,2, = O.

Réwnanie krzywej szes§ciennej z punktem
podwdjnym (krzywej szescienne] wymiernej) daje sie
sprowadzié do postaci:



Formy kanoniezne réwnania krzywej szefeiennej. 229

3‘13 + x‘.*a + G‘ri‘r?‘r:i e 0:

jezelitréjkatem podstawowym spélirzednych
jest tréjkat, utworzony z prostej 2,=0, na kté-
rejznajdujg sieg trzy punkty przegigeia izdwdéch
stycznych w punkecie podwéjnym (,=0, 2,=0)

Réwnanie krzywej szesSciennej zostrzem
daje sie sprowadzi¢ do postaci:

3 2 p =
2y — Bx,2 25 =0,

jezeli za tréjkat podstawowy spélrzednych
przyjmiemy trdjkat, utworzony ze stycznej ostrzowej
(2,=0),stycznej (r;—=0) w jedynym punkcie prze-
gilecia iz proste] (#,=0),laczacej ostrze z pun-
ktem przegigcia.

Jezeli réwnanie krzywe] szesciennej napiszemy w postaci:

7% + o2 + .t -} 6ma,zyx, = 0,
wtedy rdwnaniem krzywej] Hesse go bedzie:
H = — 6m? (x,"+-a,*+x,%) + 6 (1+42m?) x, 290, = 0
réwnaniem krzywej Cayley'a w spélrzednych prostej:
§ = — 6m (1, * 4 u® + ;%) — 6 (1—4m®) yuu, = 0.

Réwnanie krzywej szesciennej mozna
sprowadzié¢ do postaci takiej, Ze zawiera tylko
szesciany czterech form liniowych spélrzed-
nych. Jedna z tych form wybiera sie dowolnie; przyréwnana
do zera, przedstawia ona prosta; jezeli rozwaiymy pek stozlko-
wych biegunowych punktdw tej prostej wzgledem krzywe] szes-
cienne], to trzy przekatne czworokata, ktérego wierzchotkami sg
cztery punkty podstawowe peku stozkowych, odpowiadajg trzem
pozostalym formom liniowym (patrz Salmon-Fied ler, Hoh.
Curv, nota 55).
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Krzywa ogélna rzedu 3-go (bez punktéw podwdjnych),
ktdrej réwnanie ma spdlezynniki rzeczywiste, moze mieé¢ dwie
rézne postaci, t.J.skladaé sig albo z jedne] galezi rzeczywistej
(rozciggajgce] sig do nieskonczonosei), albo z dwu gadezi rzeczy-
wistych osobnych (patrz Rozdz. V, §1). Krzywa, skladajgca
sie z jedne] galezi rzeczywistej, ma wlasnosé, ze z punktu
jej mozna, préez stycznej w tymze punkeie, poprowadzié do niej
dwie styczne rzeczywiste (dwie inne sg urojonemi). Krzywa
skladajgca sig z dwu galezi, t. j. z owalu 1 z galezi, rozciagajace]j
si¢ do nieskonczonosci, ma wilasnose, iz z Zzadnego punktu owalu
nie mozna do niej poprowadzi¢ stycznej rzeczywiste] (précz
stycznej w nwazanym punkcie), & z kazdego punktu galezi, roz-
ciggajacej sie do nieskonczonosci, mozna poprowadzié cztery
styczne rzeczywiste do krzywej, dwie do owalu i dwie do galezi,
do ktérej uwazany punkt nalezy.

Krzywe o jedne] galezi réznig sig od siebie wedlug tego,
w jaki sposéb przecina je prosta w nieskonczonosci plaszezyzny;
mamy tu krzywe nastepujace:

a) Wezownica eliptyczna ma jeden punkt rze-
czywisty w nieskonczonosci, a styczna w tym punk-
cie rozcigga sig w skoficzonosci, jest przeto asymptoty
do krzywej;

b) Wezownica paraboliczna, préecz punktu
rzeczywistego w nieskonczonosci, posiada jeszeze pun-
kty rzeczywiste 1 schodzace sig z innemi dwoma punk-
tami przecigcia; posiada tedy asymptote w skonczo-
nosci oraz prosta w nieskonczonosei jako styczna;

¢c) Wezownica hyperboliczna ma trzy punkty
rzeczywiste W nieskonczonosei, a przeto trzy asymptoty
w skonezonosci.

Krzywe o dwich galeziach sa nastepujace:

a) Wezownica eliptyczna zowalem elip-
tycznym ma jeden punkt rzeczywisty w nieskon-
czonosel, polozony na wezownicy.

b) Wezownica eliptyczna z owalem para-
bolicznym ma jeden punkt rzeczywisty w nieskon-
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czonosci i dwa inne schodzace sig i lezace na owalu,
majacym posta¢ paraboliczng.

¢) Wegzownicaeliptyczna zowalem hyper-
bolicznym ma jeden punkt rzeczywisty w nieskon-
czonoscl na wezownicy 1 dwa punkty rzeczywiste
w nieskonczonosci na owalu postaci hyperbolicznej.

d) Wezownica paraboliczna z owalem elip-
tycznym ma trzy punkty rzeczywiste w nieskon-
czonoscl, z nich przynajmniej dwa schodzgce sie, wszyst-
kie polozone na wezownicy;

e) Wezownica hyperboliczna z owalem
eliptyeznym: trzy punkty rzeczywiste rézne w nie-
skonczonosci, wszystkie polozone na wezownicy.

Inng klasyfikacye krzywych rzedu 3-go, ktérych réwnania
majg spolezynniki rzeczywiste, podal Newton Dzieli on te
krzywe na pieé gatunkéw parabolrozbieznych. Powiedzie-
lismy juz wyzej, ze przy pomocy odpowiedniego przeksztalcenia
rzeczywistego spdlrzednych réwnanie takiej krzywej rzedu 3-go
daje sie sprowadzié¢ do typu:

Z3xy? = axy® + 3, *zy + Bemyzy® + day?,

gdzie spdlezynniki a, U, ¢, d sg rzeczywistemi; w tym celu dosé
za prostg x, =0 wziaé jedne ze stycznych przegiecia (rzeczy-
wistych), za punkt 2, =0, x,— 0 punkt przegiecia (rzeczywisty),
za prosta x,—0 biegunows harmoniczna tego punktu wzgledem
krzywej. Jezeli przeniesiemy do nieskonczonosci styczng prze-
giecia 2,=0, wtedy réwnanie krzywej szesciennej w spélrzednych
kartezyanskich przybierze postaé:

y* = aw® - 3bz? 4 x4 d.

Odpowiednio do natury czynnikéw wielomianu po drugiej
stronie otrzymamy jeden z pieciu gatunkéw parabol rozbieznych
w klasyfikacyi Newtona:

a) trzy czynniki wielomianu sa wszystkie

rzeczywiste; krzywa sklada sie z owalu 1 z wezo-
wnicy.
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b) Jeden tylko czynnik jest rzeczywisty:
krzywa sklada sie jedynie z wezownicy.
¢) Dwa zpomiedzy trzech czynnikdw sg
réwnemi; wieloman jest postaci (z—a)*(x—p)
oraz a<p; krzywa sklada sie¢ z wezZownicy, a owal
redukuje si¢ do dwu punktéw urojonych sprzezonych,
albo do jednego punktu rzeczywistego.
d) Wielomian rozklada sie podobnie:
(z—a)? (w—p), lecz a>>p; owal 1 wezownica lacza sie
w ten sposéb, zZe tworza jedne galez ciagla i przecina-
jaca samag siebie; krzywa ma punkt podwdjny.
e) Trzyczynniki wielomianu sg wszyst-
kie ré wne: krzywa ma ostrze.
Jezeli przeniesiemy do nieskonczonosei biegunows harmo-
niczng 2, =0, wtedy réwnanie krzywe] w spélrzednych karte-
zynskich przybierze postaé:

y = ax® - 3bx?y - Bexy? 4~ dy¥;

krzywa ta posiada srodek, ktéry jest punktem przegiecia
x=0, y==0. t. ]. kazda cieciwa przez ten punkt poprowadzona,
dzieli si¢ w nim na dwie réwne czesci. Jezeli uwzglednimy, jak
wyzej, nature czynnikéw wielomianu po stronie drugiej, otrzy-
mamy podzial krzywych szesciennych na pie¢ gatunkéw krzy-
wych ze $rodkiem (Chasles).

Inng wreszcie klasyfikacye pedal Pliicker, a zbadal
ja Cayley; w niej punktem wyjscia jest polozenie i natura
stycznych (asymptot) w trzech punktach nieskonezonosciowych
krzywej.

Z literatury o klasyfikacyi krzywych szedciennyeh wymieniamy:
Newton (Enumeratio ete.), Euler (Introductio ete., 1748), Cha-
sles (Apercu. histor.,, Plicker (System der analyt. Geom.),
Cayley (Trans. of Cambr. XI, 1865), Bellavitis (Societa
Ttaliana delle scienze, Modena 1851), Mo bius (ADh. der Sich. Ges.
1851), Durége (Crelle, LXXV, LXXVI) i t. d.
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§ 4.

Forma szescienna trdjkowa. Jef niezmienniki i spofzmienniki.

Niechaj bedzie forma szescienna tréjkowa, wyrazona sym-
bolicznie przez f= a,*="5,%..., albo przy pomocy spélczynni-
kéw istotnych przez f= 3 am . Zu; .

Z trzech utwordw niezmienniczych A, @, R formy szescien-
nej dwdjkowej otrzymujemy, przy pomocy zasady przeniesienia
(patrz Rozdz. III), trzy utwory niezmiennicze formy szesciennej
tréjkowej, a mianowicie:

b = (abu)’ab; ; @y = (abw)? (cau) ¢,* by,
F = (abu)? (cdw)? (acw) (bdw) .

Réwnanie F=0jest ré6wnaniem krzywej /,
przedstawionem wspéirzednych prostej (réw-
naniem stycznosciowem krzywej szesciennej).

Réwnanie 6=0 przy x stalem przedstawia
réwnanie stycznosciowe stozkowej biegu-
né6w punktu z; przy u stalem przedstawia réw-
naniestozkowej biegundéw (polokoniki) dla prostej w
(patrz § 1).

Réwnanie Q=0 przedstawia dla kazde]j
prostej w krzyws szesciennsa, bgdaca miejscem
punktéwa, w ktérych proste biegunowe spoty-
kajg prosta w wpunkeile sprzezonym z pun-
ktem =z wzgledem stozkowej biegundéw pro-
stej w.

Krzywa szescienna @ =0spotyka prosta u
w trzech punktach, ktére razem z punktem,
w ktérych prosta uspotyka krzywg szescien-
ng f=0, tworzg trzy pary tej samej inwolucyi;
punktami podwéjnemi tej inwoluecylsg pun-
kty, wktérych prosta wuspotyka swoja stoz-
kowsg biegund w.
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Jezeli polozymy :
1 0% 1 0%

=% %oz * T2 Gmiz
bedzie:
j 611, 013, 013, 1 fis fiey fiss W |
e 891, Bag, B3, us i fo15 fazs [oss U
B3y, Oags Bagy 2y fas faas Fass U
‘ul, u,, u;. 0 |1n1, Uy, Uy, O
Jezeli polozymy symbolicznie:
6 = Eup = 62up,

bedzie:
Q, = uj (cu) cx6,.

Uklad zupelny formy szesciennej tréjko-
wej sklada si¢ z 34 form.
Innemi utworami niezmienniczemi formy szeSciennej trdj-

kowej sg:
hesyan H = (abc)?asbs ¢, = 05 5 cy;
cayleyan s= (abc)(abu) (acu) (bew) = (0cw)? s Us ;
przeciwzmiennik ¢= (abd) (abu) (aew) (bfu) (def)?
= 6% 1,25
idwaniezmienniki: § = (abc) (abd) (acd) (bed))
= 6503 = dl;
= *“?’_ {[aj?2a133—a2123)2—|——(a29,a333—af"‘m)(amal 33— 0"113)
+ (Ba33839,—0%43) (@1116195—0%15)
~+ (@p998la35 + Uass@ys3) (G1yayys — B1310195)
+ (@1990535 205 @135 —2001550g5) (“112“:23_31135"122}
T+ (@1990255 + 1y 33000001 330933) (11300 35— 8y 150435)
T = (abc) (abd) (ace) (bef ) (def)? = a. .
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Niema innych niezmiennikdéw zasadni-
czych précz §i T; toznaczy, ze kazdy inny jest
funkcyg calkowitag wymierng tychdwéeh.

Jezeli napiszemy f w postaci kanonicznej

[ =x3+ 2+ 234 6ma, x5,
bedzie :

t = — 2 (1—10m3) (1,34, +1453) 4 2 (30m* +24m3) 1, 14924,
S = 24m (m3—1),
T — 6 (8m® + 20m? — 1),

réwnanie zas krzywej f w spélrzednych stycznosciowych bedzie
miato postaé:

— 4 F = %5+ w5+ t4,° — (2-432m3) (16,3 ug®+ ug® g + 1,% 4, ?)
— 24m? w g1y (1,% 4 we® + us®) — (24m + 48mt) w2 1,2 14?2 = 0.

Co do wyrazen na H i C patrz § 3.

Warunek §=0 wyraza, ze krzywa Hessego krzywej [
rozpada sig na trzy proste; krzywa Cayley'a sklada si¢ wtedy
z trzech punktéw podwdjnych krzywej Hessego, a trojkat
z nich utworzony jest tréjkatem biegunowym wzgledem wszyst-
kich stozkowych biegunowych krzywej pierwotnej.

Jezeli §=0, krzywa rzedu 3-go, nazywa si¢ r6wnoan-
harmoniczna; witym przypadku cztery styczne, poprowa-
dzone z punktu krzywej do samej krzywej, tworza grupe réwno-
anharmoniczng.

Jezeli T'=0, krzywa rzedu 3-go nazywa sig harmo-
nicznsa; wtym przypadku rzeczone cztery styczne tworzg
grupe harmoniczng.

Jezeli T=0. wtedy krzywa Hessego krzywej Hessego
zlewa sig z krzywg pierwotng, a krzywa Cayley'a krzywej
Hessego zlewa sig z t=0.

Wyréznikiem krzywej rzedu 3-go, t. j. funkeys, ktéra
przyréwnana do zera, wyraza warunek dla punktu podwdjnego,
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jest 12 — % 3%, W przypadku, gdy f danem jest w postaci ka-

nonicznej, wyrdznikiem jest (1-+8m?®)3.
Jezeli przez a, 1 Iyp oznaczymy spélezynniki funkeyi f
i hesyanu H, to wyréznik bedzie mial wyrazZenie nastepujgce:

@11y Qrazs Myggs Cregs gy Oppg
Top1y  Cases logy, flagy, o1z,  dag
Garps  Ugags (lgays  Ggaz,  daig, Qs
havis Tussy husyy Tsss Ryggy s

Tosys Tagas Tiggg, ooy, laggy  hgqs

Tavy, Tasss Tgs, Tgoyy Mage, Jape

Wyrazenie —— jest niezmiennikiem bez-

Ve
wzglednym formy szedcienne].
Jezelinapiszemy forme szescienng wzwy-
klej postaci kanonicznej, bedzie:
83 3843 (m3—1)3

TFT (Bmf20mi—1)*

Jezelia jest stosunkiem anharmonicznym
{stalym) czterech stycznych, poprowadzonych
zpunktu krzywej szedciennej do samej krzy-
wej,to mamy zwiazek godny uwagi:

By Ale—afal
122 T 7 (14ar2—ai(1—2a)! °

Warunkamikoniecznemiidostatecznemi
nato, aby krzywaszescienna miala ostrze,
sg §=0, 7=0.

Warunki konieczne i dostateczne na to,
aby krzywa szeSciennarozpadalasie nastoz-
kowsgiprosts wyraza znikanie tozsamosdcio-
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we wyrazenia Ts—08f; jezeli nadto prosta ma
byé¢ styczna dostozkowej, wtedy warunki te
wyraza znikanie tnzsamosiciowe przeciwzmien-
nika %

Aby krzywa szescienna rozpadala sig na
trzy proste, jest koniecznem i dostatecznem,
by forma (alu)a,*/i,” byla tozsamosciowo zerem.

Warunki konieczne i dostateczne na to,
aby krzywa frozpadala signa trzy proste,spo-
tykajgce sig wjednym punkecie, jest znikanie
tozsamosciowe hesyanu H.

Znikanie tozsamosciowe wyrazenia F daje
warunkinato, aby krzywa frozpadalasigna
prostg pojedynczaiprostg podwdjng; wresz-
cieznikanie tnzZsamodciowe wyrazenia 0 daje
warunki na to, aby krzywa f byla prostg po-
tréjna.

Jezeli krzywa szescienna ma punkt podwdjny, wtedy
styczne w tym punkecie przecinaja jedyns linie przegigeia
w dwéch punktach, ktdére przedstawia hesyan A formy dwdjko-
we] szesciennej , wyrazajace] trzy punkty przegiecia. Spél-
zmiennik @ takiej formy dwdjkowe] szescienne] przedstawia
wtedy trzy punkty, w ktérych trzy proste harmoniczne trzech
punktéw przegiecia przecinaja prosta przegiecia.

Dwie krzywe szescienne a,°=0, @,>=0 majg te same
punkty przegigcia, jezeli przeciwzmiennik jednoczesny (aaw)?
jest tozsamosciowo zerem. Przyjawszy, Ze drugg krzywsg szed-
cienns jest krzywa Hessego, otrzymujemy stad, Ze prze-
ciwzmiennik (¢hu)’ jest toZsamosdciowo zerem.

W badaniu formy tréjkowej szesciennej waznem jest zba-
danie formy dwdjkowej dwukwadratowej

4 1
G g) = N — 847 4* — e Ti,24° — 19 8% 2%,

wystepujace] przy tworzeniu hesyanu formy szeSciennej peku
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syzygetycznego 1,f+1,H. Réwnaniem dwunastu pro-
stych przegigeia jest:

G(H—f) =0.

Niezmiennik ¢ formy dwukwadratowej @

jest toZsamosciowo zerem. Niezmiennik j tej
i

formyréwna sie %(%H—T?), t. j. — pomijajac

czynnik — réwna si¢ wyréznikowi formy f£.

Hesyan formy Grézni sie tylko czynni-
kiem liczbowym od niezmiennika S, krzywej
pekusyzygetycznego.

Niezmiennik rzedu 6-go formy G rézni sie
tylkoczynnikiem liczbowym od niezmiennni-
ka Ty, krzywej pgekusyzygetycznego.

Formami sze$eciennemi trojkowemi zajmowalisie: Hessei Aron-
hold (Crelle XXXIV, LV), Cayley (Mem. upon quantics 1856,
Phil. Trans. 1861, Am. Jown. IV), Gordan (Math. Ann. I),
Clebsch-Gordan (Math, Ann. I, VI, VHI), Gundelfinger
(Math, Ann, IV, V, VII), Harnack (Math. Ann IX), Mertens
(Wien. Ber. 1888), Dingeldey (Math, Ann. XXXI), Maisano
(Rend. Palermo IV), Gerbaldi (Atti. Tor. XV, 1880). Szczegély
w Geometryi Clebscha-Linde manna, ktérg postugiwalismy
sie wtym szkicu. Patrz takZe Salmon High. pl. eurv. i Sal-
mon-Fiedler Modern, Alg., Lipsk 1863, 1882.




ROZDZIAL VIIIL

KRZYWYX PLASKIE RZEDU CZWARTEGO.

§ 1.

Wiadomosei ogdlne. Tworzenie krzywych rzgdu czwartego. Styczne
podwdjne Stozkowe i krzywe szescienne styczne.

Z wzoréw Pliickera wyplywa dziesie¢ nastepujacych
kombinacyj dla liczb charakverystycznych krzywej plaskiej rze-
du czwartego (kwartyki):

n d r » é % P

1) 4 0 o0 12 28 24 3
2) 4 it 0 10 16 18 2
3) 4 0 1 9 10 16 2
4) 4 2 0 8 8 12 1
b) 4 1 1 7 4 10 1
6) 4 0o 2 6 1 8
7 4 3 0 6 4+ 6 0
8) 4 2 1 5 2 4 0
9) 4 1 2 4 1 2 0
10) 4 0 3 3 1 0 o0

Niechaj bedg dwa pekirzutowe stozko-
wyech, Etérych punkty podstawowesgrézne-
mi; miejscem punktdéw przecigcia odpowied-
nich stozkowych jest krzywa ogédlna rzedu
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czwartego, przechedzgca przez osm punktéow
podstawowych obu pekéw.
Niechaj réwnaniami pekéw beda:

U+4-17=0, U4uV =0;

gdzie U=0, V=0, U'=0, 7'=0 sa réwnaniami czterech
stozkowych, a pomiedzy 1 1 u zachodzi zwiazek dwuliniowy po-
staci:

alpu 4+ 04+ cu+d=0.

Wyrugowawszy 1 i u z tych trzech réwnan, otrzymamy réwna-
nie krzywej rzedu 4-go.

Bez szkody dla ogdlnosci mozemy przyja¢ A=u, V=17,
stad wynika, ze:

Réwnanie kazde] krzywej rzedu czwar-
tegomozna przedstawié w postaci:

Uw = V2.

gdzie U=0, W=0, V=0 sgréwnaniami trzech
stozkowych, zktédrych wszystkie razem nie
przechodzg przez jedenitensam punkt

Aby médz réwnanie krzywej rzedu 4-go sprowadzié do tej
postaci, dosé przyjaé, ze U, V sa dwie st o zkowe styczne, t.].
stozkowe, dotykajace krzywej rzedu 4-go w czterech punktach.

Mamy twierdzenie nastgpujace:

Istniejg 63 uklady stozkowych stycznyech;
kazdy uklad sklada sig z nieskonczenie wielu
stozkowych takich, ze przez osm punktdéw
stycznosci dwu stozkowych jednego i tego
samego ukladu przechodzi jedna i tazsama
stozkowa inna. W réwnanin powyzszem stozkowsa te
przedstawia rdwnanie V=0.. W kazdym z 63 ukladdéw
stozkowych stycznych wystepuje szedé par
stycznych podwéjnych.

Jezeli T} =0, 7, =0, 7,=0, T,=0 s3 réwnaniami czte-
rech stycznych podwdjnych dwu takich par, nalezgeych do tego
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samego ukladu, to ré6 wnanie krzywejrzeduczwar-
tegomozZna zawsze przedstawié w postaci

]-:1222}114 sy SS,

gdzie 7’sg wyrazeniami liniowemi, S za$ jest
wyrazeniem kwadratowenm.

Zrownania UW=V? wyplywa, 7e krzywg
rzgduczwartego mozna uwazaé jakoobwied-
nig uktadu stozkowych:

BPUOS2,V4+ W = 0.

Krzywagrzeduczwartego mozZnatez utworzyé
przy pomocy dwu pekédw rzutowyech, z ktérych
jeden jest pekiem prostych, drugi pekiem
krzywychszesciennych (patrz Milin owski, Schlom.
Ztschr. XXIII, 1878).

Zréownania IVT,I,T,—8? wyplywa, Ze sty cz-
ne podwéjne mozna ugrupowaé¢ czworkami
wten sposdb, aby kazde o$Sm punktéw zetknie-
ciaznajdowaly signa jednejitej samejstoz-
kowej. Tychstozkowych jest 315.

Réwnanie krzywej rzedu czwartego mo-
zna takze przedstawié¢ w postaci:

T, F, = 0%,

gdzie: T1=0 jest r6wnaniem stycznej podwéj-
nej; F,=O0ré6wnaniem krzywej szesciennej, do-
tykajacej krzywej danej wszesciupunktach
inazywanej dlatego krzywg szescienng stycz-
ng; wreszcie Q=0 jest rOwnaniem stozkowej.
Istniejg 64 uklady tréjkrotnie nieskoficzo-
ne krzywych szesciennych stycznych. TUklady
te dziela sie na dwa gatunki: w pierwszym jest ukladéw 23,
w dragim 36. Uklady gatunku pierwszego majs tg wilasnose,

Pascal. Rep.IL. 16



252 Rozdzial VIII. — § 1.

iz kazdemu z nich odpowiada jedna z 28 styeznych podwéjnych
w ten sposéb, 1z szesé punktéw stycznosci wraz z dwoma punk-
tami stycznej podwdjnej znajduje sie na jednej i tej samej stoz-
kowej. TUklady gatunku drugiego tej wlasnosci nie posiadaja;
stanowia one uklad pojedynczo-nieskonczony krzywych szes-
ciennych, znieksztalconych na styczng do krzywej rzedu 4-go
inastozkowas, przechodzaca przezdwa punkty, wktorych styczna
spotyka krzywa rzedu 4-go 1 zarazem styczng do niej w trzech
pozostalych punktach.

Jezeli napiszemy réwnanie krzywej rzedu 4-go w postaci
T\ F,= £, to krzywa szescienna F, =0 bedzie krzywa ukladu
gatunku pilerwszego.

Krzywe szescienne styczne gatunku 1-go
albo 2-go majy tg wlasnosé, zZe przez dwa-
nascie punktéw stycznosci dwu krzywych
szesciennych tegosamegoukladuprzechodzi
Zzawsze nowa krzywa szescienna.

W kazdym ukladzie krzywych szesciennych stycznych jest
zawsze 64 krzywych szesciennych, majacych z krzywg rzedu
czwartego stycznosé rzedu trzeciego w trzech punktach. Takich
krzywych szesciennych jest przeto 4°5—4096.

Istnieje 728 ukladow krzywych szesciennych, majacych
z krzywy rzedu czwartego stycznosé rzedu drugiego w czterech
punktach. Te uklady rozpadajg si¢ na 364 pary w ten sposéb,
iz punkty stycznosci krzywej szesciennej jednego ukladu i takiez
punkty krzywej szescienne] drugiego ukladu znajduja sie na
jednej 1 tej samej stozkowej.

Krzywa ogélna rzedu czwartego daje sie utworzyé¢ jeszcze
sposobem nastepujacym, wskazanym przez Hessego (Crelle,
XLIX).

Niechaj bedzie sie¢ kwadryk

4 4 4
€2y %‘ari'zizk"!‘mgzﬁikz{z.t*{"ﬁ% Eyszizk=0q
1 1

gdzie x,, #;, % s parametrami jednorodnemi sieci; 2,, 2y, 25, 2,—
spblrzednemi punktu przestrzeni; aw = aw, fa = Br, yir="Tn -
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Wierzcholkistozkdéw, zawartych wtej sieci,
lezgna krzywej skosnejrzeduszdstego. Jezeli
przez wielkosci # rozumieé bedziemy spélrzedne punktéw plasz-
2zyzny, wtedy punktom tej krzywej skosnej rze-
duszéstego (wierzcholkom stozkdw) odpowia-
daja na plaszezyznie punkty krzywej ogdlnej
rzedu czwartego, ktérej réwnanie otrzymamy,
przyréwnawszydozera wyréznik jednej z kwa-
dryk sieci.
Jezeli polozymy:

Tin =Ty aix ~{- By Bix + L3 yir ,
toréwnaniem krzywejrzedu czwartego bedzie:
T1s Tzs T3, Ty
CQ,: . . - . - - - . =0.

|
i1y TTyay  Tlyg, -"'544‘

Jezeliréwnanie krzywej rzedu czwartego
ma te wlasnie postaé¢, to ré6wnaniem krzywej
szeSciennej stycznej, nalezgcej do ukladu
2-go gatunku bedzie:

Tpgs = = e Tgs Y
- e e e Uy
55“,‘ = Ug =0,
Mg, @ = e v Tips g
%, u,, O
réwnanie za$:
gy & & 8 % ey by |
Do =
Tygy = - -0 Thygs Uy
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bedzierédwnaniem krzywej szesciennej, prze-
chodzgcej przez punkty stycznosci krzywych
Qamﬁo, ¢n=0-

Napiszmy réwnanie sieci kwadryk w postaci symbolicznej:

(tu z sa zmiennemi tréjkowemi, z — zmiennemi czwérkowemi),
wtedy ré6wnanie krzywej (, przyblera postaé:

(aByd)abycsd, = O,

aréwnania krzywych szes$ciennych &,=0,
$,,—0 przechodzg na nastepujace:

P = (afyu)? asbsc; = 0;
ﬁuv — (aﬁ?u) (aﬂ}'t) 2 bf»“ by = 0.

Mozna ustanowié odpowiedniosé dwujed-
noznaczng pomigdzy prostemi, Igczgcemikazdy
dwa punkty podstawowe sieci kwadryk, apo-
migdzy 28 stycznemi podwéjnemi.

Geiser (Math. Ann. I) podal nastepujgcy sposéb tworze-
nia krzywej ogdlnej rzedu czwartego.

Jezeli przez punkt Pprzesuniemy stozek
styczny do powierzchniszesciennej, bedzie-
my mieli stozek rzedu széstego; lecz jezeli
punkt Pznajduje sig na powierzchni, wtedy
mamy stoZzekrzedu czwartego oraz plaszeczy-
zng styczng witym punkcie, liczong dwarazy.
Przecigwszy ten stozek plaszczyzng, otrzy-
mamy krzywg ogélng rzeduczwartego, ktdrej
styczng podwdéjng jest prosta przeciecia
plaszczyzny siecznej z plaszczyzng styczng
w punkcie P.

Rzutami przecieé¢ plaskich powierzchni szesciennej sg krzy-
we szescienne styczne do krzywej rzedu 4-go; otrzymujemy
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mianowicie tréjkrotnie nieskoniczony uklad krzywych szescien-
nych stycznych gatunku 1-go, wzajemny wzgledem stycznej
podwéjnej na plaszezyznie stycznej w punkecie P. Rzutami 27
prostych powierzchni szesciennej sa 27 stycznych podwdjnych
krzywe] plaskiej rzedu czwartego.

Przy badaniu konfiguracyj stycznych podwdjnych krzywej
plaskiej rzedu 4-go dobrze jest przyjaé¢ pewne znakowanie, ulat-
wiajace otrzymywanie tych konfiguracyj. Jedno z takich przed-
stawien nasuwa nam wyzej juz podana konfiguracya Hessego;
tworzy ja 28 prostych, laczacych kazde dwa z pomiedzy o$miu
punktéw podstawowych.

Inne przedstawienie otrzymujemy przy pomocy t. z. cha-
rakterystyk nieparzystych rodzaju 3 (patrz
»Repertoryum* t. I, str. 402).

Kazdg styczng podwdjng mozZemy przedstawié przy pomo-

¢y symbolu
( i! j! h )
i, oy My 1

gdzie i, 4, &, 4, j;, I, sa liczbami 0, 1, suma zas , +jj, + Ak,
Jjest nieparzysta.

‘Wedlug przedstawienia pierwszego, grupe czterech stycz-
nych podwdjnych, przez punkty stycznosei ktérych przechodzi
stozkowa, przedstawiajs cztery boki czworoboku (210 razy),
albo cztery proste, z ktérych zadne dwie nie maja wspdlnego
zadnego z osmiu punktéw (105 razy).

Wedlug drugiego przedstawienia, grupe rzeczong przedsta-
wiaja cztery charakterystyki nieparzyste takie, ze sumy elemen-
téw, zajmujgcych te same miejsca, sg wszystkie parzyste.

Wyszedlszy z tych zasad, mozna badaé ile tréjek, czwérek
it. d. stycznych podwdjnych posiada wlasnosci specyalne, np.
trojki, w ktérych szesé punktéw zetkniecia nie znajduje sig na
jednej stozkowej; czworki, w ktérych tylko sze$¢ z pomig-
dzy 8 punktéw stycznosci znajduje sig na jednej stoikowe]
it.d.
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Z pomiedzy szes$ciu stycznych podwdjnych nalezy wy-
mienié grupy, badane przez Hessego 1 Steinera. Istnieje
1008 grup po szesé stycznych podwdjnych ta-
kich, ze przezich punktystycznosciprzecho-
dzijedna krzywa wtasciwa rzedu 3-go.

W pierwszym z wyzej wspomnianych sposobéw przedsta -
wienia, grupy takie przedstawiaja trzy figury rézne, a mianowi-
cie: a) boki dwu tréjkatéw, majacych wierzcholki w szesciu z po-
miedzy osmiu punktéw; b) proste, Iaczace dwa punkty, i proste,
laczace inny punkt z pigcioma, ¢) proste, lgczace jeden punkt
z trzema i inny z trzema pozostalemi.

Istnieje 5040 grup o szesciustycecznych po-
dwéjnych takich, ze dwanascie punktow stycz-
noscirozklada signaszes§éiszesé wten spo-
s6b, 2e przez kazda grupe szesciu punktdw
przechodzistozkowa.

Szesé stycznych podwdjnych kazde] z pomiedzy 1008 grup
pierwszego gatunku dotyka jednej i tej samej stozkowej; kazda
za$ z 5040 grup drugiego gatunku dzieli si¢ na trzy pary
stycznych podwdjnych w ten sposéb, zZe trzy punkty spotkania
stycznych jednej pary znajdujs sig na jednej linii proste;j.

Pomigdzy grupami siedmiu stycznych podwdjnych jest
288 grup, zwanych nktadami zupeinemi Aronholda;
sg one utworzone przed siedm stycznych takich, ze tylko szesé
punktéw sbycznosei trzech z pomiedzy nich znajduje sig na jed-
nej stozkowej.

Takie uklady zupelne przedstawia siedm prostych, lacza-
cych jeden z o$miu punktdw zinnemi siedmioma, albo przez pro-
ste, bedace bokami tréjkata 1 cztery proste,laczace jeden z pozo-
stalych punktéw z cztersma innemi.

Istniejg 72 uklady Aronholda, zawierajgce
dang styczng podwdjna; a 16 ukladéw takich,
zawierajgcych dwie dane styczne podwéjne.

Przy pomocy konstrukecyj liniowych mo-

Z2na z szesciu stycznych podwéjnyech uktadu
Aronholda otrzymaé wszystkie inne. Odwrotnie;
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Jezeli mamy na plaszczyznie szes$é prostych
dowolnych, to mozna zawsze nakredli¢ krzy-
wagrzgduczwartego, ktérej stycznemi podwdj-
nemi sa proste dane, stanowigce wzgledem
krzywej uklad zupelny Aronholda (Aronhold,
Berl. Monatsber. 1864, Salmon-Fiedler Hoh. Cur. § 264
inast, Frobenius, Crelle IC).

Pomigdzy réznemi postaciami, jakie miet moze krzywa
rzedu czwartego, zasluguje na uwage krzywa Plickera,
mtworzona z czterech owali, z ktérych kazdy znajduje sig na ze-
wnatrz pozostalych; kazdemu z owali odpowiada styczna po-
dwéjna dotykajaca go w dwéch punktach. Taka krzywa
rzedu czwartego ma wszystkie styczne po-
dwéjnerzeczywiste.

Krzywe rzedu ezwartego badali: Plicker (Alg. Curv.) Hesse
(Crelle IL, LV, LIX), Steiner (tamze IL), Cayley (tamie
LXVHI), Clebsch (tamZze LXHI), Geiser (tamie LXXIIT
Math. Ann. 1), Z euth en (Math. Ann. VH), ktory zajmowal sie zwlasz-
cza klasyfikacya krzywych rzedu 4-go. Hesse (Crelle XXXVI, XL,
XLI), 8almon (Quart. Journ. IIT), Cayley (Phil. Trans. 1859,
1861}, D erseh (Math. Ann. VII) badali krzywa, przechodzaca przez
punkty stycznodei stycznyeh podwdjnyeh krzywej rzedu n. Wy-
znaczeniem styeznych podwijnyeh do krzywej rzedu ezwartego zaj-
muje sie teZ praca Aeschlimanna (Zirich 1880). Krzywe rze-
du czwartego majg najscislejszy zwigzek z teorys funkeyj abelowych
rodzaju 3; w tym kiernnkn wymieniamy prace: Riemanmna,
Clebscha, Webera (patrz ,,Geometrye” Clebscha-Linde~
manna). O konfiguracyi 28 styeznyeh podwdjnych mamy prace:
Aronholda (wyZej cytowang), Kleina (Math. Ann, X),
Noethera (tamze XV, XLVI), Frobeniusa (Crelle I0),
Webera (Math, Ann. XXTI), E. Pascala (Rend. Lincei
1892—93,i t. p. Badanie tych konfiguracyj sprowadza sig (o bada-
niat, zw. charakterystyk (patrz Pascal, Annali di mat. XX).
Mato dotad wiemy o konfiguracyi 24 punktéw przegigeia krzywej
ogolnej rzedn 4-go; rozprawa Grassmanna (Berl. 1875), w kt6-
rej stara sie dowie§é, Ze stozkowa, przechodzaca przez pie¢ pun-
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ktéw przegiecia, przechodzi zawsze i przez szosty, jest bledna (patrz
Klein Math. Ann. X); réwnaniem stopnia 24-go, od ktérego te
punkty zaleia, zajmowal sie Gerbaldi (Rend. Palermo, VII).

§ 2.

Krzywe rzedu czwartego z punktami osobliwemi.

Dajmy sobie réwnanie krzywej rzedu czwartego w postaci
T,T,T,T,= S* Jezeli pomiedzy szeicioma punktami spotkania
prostych T=0 jeden, dwa, trzy punkty znajdujg sig na stozko-
we] §=0, mamy wtedy krzyws rzedu czwartego z jednym,
dwoma, trzema punktami podwdjnemi.

Jezeli napiszemy réwnanie krzywej rzedu czwartego w po-
staci UV==W?, to w przypadku, gdy stozkowe U=0, 7" =0,
W==0 majs jeden, dwa, trzy punkty wspélne, mamy krzyws
rzedu czwartego o jednym, dwdch, trzech punktach podwdjnych.

Krzywa rzedu czwartego z jednym punktem podwdjnym
ma tylko 16 stycznych podwdjnych. W sposobie tworzenia
krzywych rzedu 4-go, wedlug metody Geisera (patrz § 1),
krzywsg taks otrzymujemy, umieszezajac srodek rzutu P na jed-
nej z prostych p powierzchni szesciennej: przeciguie tej prostej
z plaszczyzna sieczng jest punktem podwéjnym, rzuty zas 16
prostych, ktére na powierzchni szesciennej nie przecinajg pro-
stej p, dajg nam 16 stycznych podwéjnych. W metodzie He s-
sego (§ 1) krzyws, o ktérej mowa, otrzymujemy doprowadza-
jac do zlania dwa z pomiedzy osmiu punktéw podstawowych
sieci kwadryk.

Konfiguracye stycznych podwdjnych mozna badaé tym
samym sposobem, jakim badamy konfigurcye ogélnag, wy
obraziwszy sohie, ze dwa z pomiedzy o$miu punktéw podstawo-
wych zlewajg sie, a wiec przedstawiajac 16 stycznych podwdj-
nych przez proste, lgczace parami sz e$ ¢ punktdw podstawo-
wych, 1 przez prosta, przechodzgca przez punkt siédmy. Proste,
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laczace ten punkt siédmy z szescioma innymi, odpowiadaja sze-
gciu prostym, stycznym do krzywej, poprowadzonym z punktu
podwdjnego.

Szesnasciestycznych podwdéjnychmozna
60 sposobamiulozyé wgrupy czwérkami tak,
2e przez osm punktéw stycznosci czterechsty-
cznych kazdej grupyprzechodzi jednastozkowa.

Krzywemi rzedu ezwartego z punktem podwdjnym zajmowali sie:
Brioschi, Cremona (Math. Ann, IV), Brill (Crelle LXV,
Math, Ann. VI)it, d.

Z pomigdzy krzywych rzedu czwartego z dwoma punk-
tamipodwdéjnemi badano specyalnie krzywe, w kté-
rych temi punktamisg punkty kolowe urojone w nie-
skoficzonosdci Krzywa taka nazywa sie krzyws
dwukolowsa rzedu czwartego (Casey, R. Irish
Trans. 1871, XXIV).

W krzywejrzedu czwartego zdwoma punk-
tami, mozna z kazdegoztych punktéw popro-
wadzié cztery styczne do krzywej; stosunek
anharmoniczny dwéch czwdrek promieni tak
utworzonych jest ten sam.

Szesnascie przecigé¢ pierwszych czte-
rechstycznych z czterema drugiemi styczne-
milezg czwérkami na stozkowych, przecho-
dzgcych przez dwa punkty podwdéjne.

Krzywg dwukolowa mozna uwazaé¢ za obwiednig kola
0 zmiennym promieniu oraz o srodku, poruszajacym sie po stoz-
kowej, pozostajacego zawsze ortogonalnem do innego kola da-
nego. Jezeli stozkowa jest parabola, wtedy krzywa dwukolowa
rozpada sie na prosta w nieskonczonosci i na krzyws rzedu 3-go.

Szczegdlnym przypadkiem krzywych rzedu czwartego
z dwoma ostrzami sa krzywe, zwane krzywemi Descartes’a,
w ktérych dwoma ostrzami sg dwa punkty kolowe urojone
w nieskofczonosei.

Krzywe Descartesamajg wlasnosé naste-
pujaca: istniejg trzy punkty stale 4, B, C po-
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lozone na prostej itakie, ze jezeli g, ¢, ¢' 0zna-
czajgich odleglosci od punktunalinii krzy-
wej, tozachodza zwigzki:

lo+mg'=c; lotmng"=¢c"; mo —me¥=2c",

w ktéryehl m n, ¢ ¢, " sgiloscistale. Te trzy
punkty nazywaja sig ogniskami. Jezeli te ogniska
sg wszystkie rzeczywistemi, mamy krzywa, zwang owalem
Descartes’a; jezeli tylko jedno ognisko jest rzeczywiste, mamy
krzywa, rézng od krzywej, badanej przezsamego Descartes’a.

Réwnanie krzywej Descartes’a jest postaci:

2= ksL;

tu §=0 jest réwnaniem kola, L =0 réwnaniem prostej, & —
stalg. Prosta L =0 jest styczng podwdjng do krzywej.

Suma odleglosciczterech punktdédw, w kté-
rychprostapoprzeczna przecina krzywsa Descar-
tes'a, od ogniska jest stala.

Przypadkami szczegdlnemi krzywej Descartes’a sg
slimakowa Pascala oraz kar dioida. Plerwszaznich,
précz dwu ostrzy w dwdch punktach kolowych, ma jeszcze jeden
punkt podwdjny; w drugiej ten nowy punkt podwdjny znie-
ksztalca sig na trzecie ostrze.

Réwnanie krzywejrzedu czwartegoztrze-
ma punktamipodwdéjnemi mozna napisaé w po-
staci:

20 3 2 2 3 .
011y ° %3 ? - Qogy 0% - 3,2, 2y - 20970, 2202 - 204, 2,225,
—+ 2ay,2.%2,2, = 0.

wzaloZzeniu, z2etrzy punkty podwdjne sg wierz-
cholkami tréjkata podstawowego spdéirzed-
nych jednorodnyech.

Jezeli podzielimy to réwnanie przez z,?z,?x,? to nadamy
mu postag, z ktérej okazesie, ze daje sie ono otrzymaé z réwnania
stozkowe] przez zastgpienie w tem ostatnicm kazdej spdlrzed-
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nej przez jej odwrotno$¢. Spostrzezenie to moze byé uzytecz-
nem w badaniu krzywej.

W krzywej rzedu 4-go o trzech punktach podwdjnych szesé
stycznych do krzywej w tych punktach sg zarazem stycznemi
do jednej i tej same] stozkowej.

Szest styeznych, ktére z trzech punktéw podwdjnych mo-
zZna poprowadzi¢ do krzywej, sa takze stycznemi do jednej i tej
samej stozkowej.

Osm punktéw stycznosei czterech stycznych podwdjnych
tej krzywej lezy na jednej stozkowej.

Réwnanie krzywej rzedu 4-go z trzema
ostrzamimozZna zawsze przedstawié wpostaci:

0|

1 1
& P4z Ptz =0,
arownaniami trzech stycznych ostrzowych
sg wéweczas:

Xy =Xz Ty==qy; TL3=2I;

styczne te, jak widaé¢ stad, przechodzg wszystkie
przez jeden punkt.

Krzywe rzedu czwartego z trzema punktami podwoéjnemi badali
gtéwnie Brill (Math, Ann, XHI) i Bretschneider (Diss, Er-
langen 1874). Krzywe rzedn czwartego z punkfami falowania
(t. j. z punktami, w ktéryeh styczne majg stycznosé ezteropunkiows;
w punktach tyeh krzywa jest styczna do naleiacej do niej krzywej
Hessego) badal Masssoni (Diss. Neapol 1882). Wezeéniej
krzywemi temi zajmowali sie: Cayley, Salmon (patrz ,,Geome-
trye* Salmona-Fiedlera), Kantor (Wien. Sitzungsber. LXXIX)
1879).
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§ 3.
Formy rzgdu czwartego trdjkowe.

Jezeli forme rzedu czwartego napiszemy w postaci
f:aﬂ‘i‘:bt'i:cx*:,‘_’

to plerwszym nasuwajgcym sie jej utworem niezmienniczym jest
przeciwzmiennik :
o = (abu)*

Przeciwzmiennik o, przyréwnany do zera,
przedstawia w spélrzednych stycznosciowych
krzywa, ktérej styczne przecinajg krzywa f=0
w czterech punktach, stanowiacych grupe ré-
wnoanharmoniczna.

Innym przeciwzmiennikiem jest:

(adu)® (hew)? (cau)?;
przeciwzmiennik ten, przyréwnany do zera, przed-
stawia krzywa, ktédrej styczne przecinaja krzy-
wg f=0 weczterech punktach, stanowigecych
grupe harmonicznsg.

Najprostszy niezmiennik przedstawia symbolicznie wyraze-
nie A4 = (abc)t, ktore jest stopnia 3-go wzgledem spélezynnikéw.
Inny niezmiennik B, bedacy stopnia 6-go wzgledem spélezynni-
kéw, ma wyrazenie nastepujgce:

9

a?, @, a®, dy8y, Gy, a0,
9 2

bi*y be?, By?, by, bydy, bib,
a

Gy C5a GF, Gy, GG, o

A, dy*, dy?, dydy , dydy , dydy ;

B=a,"b% c;* dydy ey e, [/,

i
o ] 2 .
l 91 L] \‘.’2 ] es_' El 9293 'Y (43 f’l . 31 92

R 6P L, A, 6l
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otrzymujemy go eliminujgc metods dialityczna spdlrzedne z
z pomiedzy szesciu pochodnych drugich funkeyi f.

Niezmiennik B jest w specyalnym zwigzku z wyrazalnoscig
formy f przez kombinacye liniows czwartych poteg form linio-
wych.

Kazda formarzeduczwartego tréjkowa f
dajeslig zawsze Wyrazi¢ przy pomocy czwar-
tych poteg szeSciu form liniowych; jezeli B=0,
wtedy f daje sie wyrazié przez potegiczwarte
pigciu form liniowych; jezeli sg zerami wszyst-
kieminory rzedu4go wyznacznika B, wtedy f
dajesieg wyrazié przez potegi czwarte tylko
czterech form liniowych (patrz Reye, Crelle LXXVIII,
Clebsch, tamze LIX, Liiiroth, Math. Ann. I).

Pomiedzy spélzmiennikami formy czwartego rzedu tréjko-
wej zasluguje na uwage spélzmiennik rzgdu 4-go, badany przez
Clebscha (Crelle LVII) i oznaczony przez niego liters 8.
Otrzymuje sig on sposobem nastepujacym: Niechaj a.* bedze
forma dana; utwérzmy biegunows a,’a, i dla tej formy szedcien-
nej, uwazanej wzgledem zmiennych #, utwérzmy niezmiennik
rzedu 4-go. Niezmiennik § Clebscha jest wypadkows
formy a,%a, 1 tego wlasnie niezmiennika (przy uwazaniu ilosci y
za zmilenne).

Jezeli w szczegdlnosci forma rzedu czwartego tréjkowa
jest taka, ze daje sig sprowadzac¢ do postaci:

aX,* + bX + cX4 + dX,4 + eX,t,

gdzie X, ..... , Xs; sa formami liniowemi (co ma miejsce, gdy
B=0; patrz wyzej), wtedy spélzmiennik § ma wyrazenie:

a b ¢ a e
HTHETRTE TR

Gdy zas forma rzedu 4-go czwérkowa sprowadza si¢ do typu,
zawierajgcego tylko potegi czwarte zmiennych #,, z,, z; 1 ilo-
czyny kwadratéw tychze, wtedy spélzmiennik § sprowadza sig
do tejze samej postaci. Patrz Salmon-Fiedler Hoh. Cur.
Lipsk 1882, str. 355.
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Forma czwartego rzedu tréjkowa moze by¢ uwazana jako
wlasny spélzmiennik § tylko wtedy, gdy przedstawia stozkows
podwdjng lub krzywg rzedu 4-go specyalng o réwnaniu:

x P xy 4 2, @iz, = 0,

badanemprzez K leina i majscem wilasnoséautomorficzng (patrz
Rozdz. XII), por. Ciani (Rend. Palermo XIV, 1899).

Gordan badal uklad zupelny specyalnej formy czwartego
rzedu, mianowicie wspomnianej formy Kleina i znalazt 54 utwo-
ry (Math. Ann. XVII, XX); Maisano rozwazal wszystkie utwory
az do utworéw stopnia H-go wzgledem spélezynnikéow (Giorn, di Batt,
XIX). Poréw, Salmon-Fiedler (Hoh. Curr. § 293), Scher-
rer (Math. Ann. X), Maisano (Rend. Paler. I).




ROZDZIAL IX.

TEOR YA OGOLNA POWIRRZCHNI 1 KRZYWYOH SKOSNYCH
ALGEBRALCZNYCH.

§ 1.

Rozwazania ogolne. Powierzchnie rozwijalne i skosne. Przekroje
powierzehni. Geometrya na powierzchniach algebraicznych.

Miejsce punktéw, ktdre przedstawia analitycznie réwnanie
algebraiczne stopnia n-tego pomiedzy trzema spélrzgdnemi kar-
tazyanskiemi punktu przestrzeni, nazywamy powierzch-
nig rzedu n-tego.

Powierzchnia rz¢gdu pierwszego jest pla-
SZCZYZN4§.

Kazda prosta plaszceczyzny przecina po-
wierzchnie rzedu n-tego w n punktach (rzeczy-
wistych albourojonych), a kazda plaszczyzna
przecina jg wedlug krzywej rzgdu n-tego..

Réwnanie powierzchnirzedn n-tego zawie-
rajednorodnie spéiczynnikdéw:

& e+ 1) +1 = ("% = v + 1

Prostsg styczng do powierzchni jest poloZenie
graniczne prostej, przechodzgce] przez dwa punkty powierzchni,
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gdy te punkty, pozostajac weiaz na powierzchni, zblizaja sig do
siebie nieograniczenie (stycznosé dwupunktowa).

Prosta scislestyczng do powierzchni jest
polozenie graniczne prostej, przechodzacej przez trzy lub wigeej
punktéw powierzchni, gdy te punkty zbliZajg sig do siebie nie-
ograniczenie (stycznosé trojpunktowa, czteropunktowa i t. p.).

Wszystkie proste, styczne do powierzchni
w jednym punkcie, lezg wogdélena jednej pla-
szeczyznie, ktéranazywamy plaszczyzng sty-
czng do powierzchni wtym punkeie.

Plaszczyzna styczna do powierzchni wpun-
kcie P przecina powierzchni¢ wedlug krzy-
wej, majgcej w P punkt podwéjny. Jezeli ten
punkt P jest ostrzem, plaszczyzna styczna nazywa sie sta -
teczn g

Dwie styczne w punkcie podwéjnym sa dwiema prostemi
scisle stycznemi do powierzchni. Stosownie do tego, czy te
styczne sg rzeczywistemi, zlewajacemi sig albo urojonemi, punkt
powierzchni nazywa sig hyperbolicznym, parabo-
licznym, eliptycznym.

Punkty paraboliczne powierzchni tworzs krzywa, ktéra
nazywamy krzywsg paraboliczna.

Liczba plaszezyzn stycznych, ktdre przez prostg dang, po-
Tozons jakkolwiek w przestrzeni, mozna poprowadzi¢ do po-
wierzchni, nazywa sig klasa powierzchni.

Powierzchniarzedu n-tego jest wogdlno-
sci klasy n(n ~1)’, jezelinie zawiera zadnych
osobliwosci.

Niechaj bedzie réwnanie powierzchni w spélirzednych jed-
noroduych z,, &y, T,, z, 1 dajmy, Ze jego strona pierwsza jest
aporzgdkowana wedlug poteg ilosci x,, wtedy réwnanie powierz-
chni mozna napisa¢ w postaci :

Ug® + W UL = U,

gdzie 1y, %, U, . .. sy funkcye jednorodne calkowite stopnia
0,1,2,... wzgledem spdlrzednych z;, z,, z.
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Jezeli punkt 2, =2,=2,=0 jest punktem powierzchni,
bedzie ;=01 wtedy u=0 jest ré6wnaniem plasz-
eczyzny stycznej w tym punkecie.

Jezeli poprowadzimy plaszczyzne rownolegls do plaszezy-
zny stycznej 1 nieograniczenie blizko do niej, to przetnie ona po-
wierzchnie wedlug pewne] krzywej; pomijajac nieskonczenie
male rzedéw wyzszych, mozna te krzywg uwaza¢ przyblizenie
za stozkows (krzywa wskazujgca, indicatrice Dupina);
punkt powierzchni jest eliptycznym. parabolicznym lub hyper-
bolicznym, stosownie do tego czy ta krzywa jest elipsa, parabolg
albo hyperbola.

Jezelli ré6wnanie powierzchni napiszemy
w postaci z=/(z,y), to punkt z, y, 2 powierzchni
bedzie eliptycznym, parabolicznym albo hy-
perbolicznym stosownie do tego, czy

d* g\ b ey
(dxdy) _:;(dxg)( dyﬂ)'

Przecigcie lub czesé przecigeia dwu powierzchni algebra-
icznych, ktérego punkty nie wszystkie lezg na jednej plaszczyznie,
nazywasig krzywa skosng algebraicznas.

Kazda plaszczyzna przestrzeni przecina
krzywa skosna algebraiczng wstalejliczbie
punktéw (rzeczywistych, zlewajgcych sig albo
urojonych) Ta liczba stanowirzgd krzywej
skosnej.

Najmniejszym rzedem krzywe] skosne] nieznieksztalconej
jest 3.

Zauwazmy, Zze nie mozna tu z calg s§cisloscia,
jak dla krzywych plaskich, uwazaé ukladu dwu krzywych skos-
nych rze¢adéw d i d' za znieksztalcenie krzywej skosnej rzedu
d-+d', gdyz jezeli krzywa skosna rzedu d--d’, polozona na po-
wierzchni algebraicznej, rozpada sie na dwie krzywe rzedéw d
1d', to te dwie krzywe bedg mialy wogdlnosci punkty przecigcia,
co wogdle nie zachodzi, jezeli dwie krzywe dane uwaza sie za
lezgce jakkolwiek w przestrzeni.

Pascal. Rep. IL 17
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Polozenie graniczne prostej, przechodzacej przez dwa pun-
kty krzywej, gdy te zblizaja sie do siebie nieograniczenie, na-
zywa si¢ prosta styczna do krzywej; a polozenie
graniczne plaszezyzny, przechodzace] przez trzy punkty krzy-
wej, gdy te zblizaja sie do siebie nieograniczenie, jest plasz-
czyzng Scislestyczng do krzywej.

Klasag krzywej skosne] nazywamy liczbe jej
stycznych, ktére przecina prosta dowolna przestrzeni, albo liczbe
plaszczyzn, przechodzacych przez prosta dowolng przestrzeni
1 przez styczne do krzywej danej. Niektorzy tej liczbie nadaja
nazwe ,porzadku® (Rang), a klasa krzywej skosnej nazywajs
klase jej powierzchni rozwijalnej (patrz nizej).

Powierzchnia, utworzona ruchem prostej, nazywa sig po-
wierzchnig prostoliniowa lub wprost liniowa. Po-
wierzchnie te dzielimy na rozwijalne i na skosne (wi-
chrowate).

Powierzchniarozwijalna jest miejscem stycz-
nych krzywej skosnej; powierzchnia ta powstaje tedy przez ruch
prostej, ktérej dwa poloZenia kolejne znajdujs sig na tej samej
plaszezyznie.

Tworzgcemi powierzchni rozwijalnej sg
styczne krzywej skosnej, ktdra znéw nazywa sie krawedzig
zwrotu albo krzywa ostrzowsg powierzchni roz-
wijalnej. Rzad powierzchnirozwijalnej réw-
nasig klasie krzywej skosnej. Liczba ta nazywa
sig takze porzgdkiem (Rang) ukladu, utworzonego przez
krzyws skosug i jej powierzchnie rozwijalng.

Plaszeczyzng $cislestyczna dokrzywej skos-
nej jest plaszczyzna styczna do powierzechni
rozwijalnej; powierzchnia ta tedy jest obwie-
dnig plaszczyzn scidle stycznych krzywej
skosnej. Dla tego tez nazywamy ja takze rozwijalns
scigslestyczna.

Jezeli przetniemy plaszezyzng powierzchnig rozwijalng, to
punkt, w ktdrym plaszezyzna przecina krzywa skosna, bedzie
ostrzem dla krzywe]j przecigcia.
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Punkty, wktorej spotykaja sie dwie tworzace nie nie-
skoneczenie blizkie powierzchni rozwijalnej, tworzg krzywa, ktors
nazywamy krzywg podwodjng albo krzywa wezlo-
wg rozwijalnej.

Krzywa przecigcia rozwijalnej z plaszczy-
zng ma punkt podwéjny wkazdym punkecie,
wktérym plaszczyzna przecina krzyws we-
zlowa.

Jakakolwiek tworzgca rozwijalnej rzedu
n-tego przecina n—4 tworzacych nie nieskonczenie blizkich.

Plaszczyzny, przechodzace przez dwie tworzace niekolejne,
obwodzg nows rozwijalna, ktéra jest d wustyczn g (styczng
w dwdch punktach) do krzywej skosnej i dla tego nazywa sig
rozwijalng dwustyczng krzywej skosnej.

Nazywamy liczba punktéw podwéjnych po-
zornych krzywe] skosnej liczbg prostych, dajacych sie prze-
prowadzi¢ z punktu przestrzeni do przecigcia z krzywa dwa
razy. Liczba ta jest stala, t. j. niezalezna od
wyboru punktu w przestrzeni.

Nazywamy liczba plaszczyzn podwéjnych
pozornych powierzchni rozwijalnej liczbe takich prze-
cie¢ dwéch z pomiedzy jej plaszezyzn obwodzacych, ktére
znajdujg si¢ na jednej dowolnej plaszczyznie przestrzeni. I ta
liczba jest oczywiscie stala.

Klasg powierzchnirozwijalne] jest liczba jej
plaszezyzn stycznych, przechodzgcych przez dowolny punkt
przestrzeni, lub liczba plaszezyzn scisle stycznych do krzy-
we] ostrzowej powierzchui rozwijalnej, przechodzagcych przez
punkt dowolpy przestrzeni.

Przypadkiem szezegdlnym powierzchni rozwijalnej jest
st oz ek; powierzchnia ta powstaje przez ruch prostej, ktorej
jeden punkt jest stalym.

Jezeli krzywa przecigeia stozka plaszezyzng jest krzywg
algebraiczng rzedu n-tego, wtedy stozek nazywa sie alge-
braicznym, aliczba n jest jego rzgdem. Klasg stozka
Jjest klasa krzywa przeciecia.
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Powierzchnig skosng liniowg nazywamy powlerz-
chnie, utworzong ruchem prostej, ktérej dwa poloZenia sasiednie
nie znajduja sie wogdle na jednej plaszczyznie.

Powierzchnia skosnarzedu n-tego jest za-
zazem i klasy n-tej i odwrotnie (Cayley, Camb.
Math. Journ. VII, 1852). Punkty, w ktdérych spotykajg sie dwie
tworzace niekolejne powierzchni skosnej, tworzi i w tym razie
krzyws podwdéjng lub wezlowsg powilerzchni

Plaszczyzny, przechodzace przez dwie
tworzace niekolejne powierzchni skosnej, sg
dwustycznemido powierzchni; obwodzg one
powierzchnieg rozwijalna powierzchni danej;
klasa tej ostatniej jestréwna rzedowi krzy-
wej podwéjnej (Cayley).

Rozpatrzmy niektére zwigzki zasadnicze, odnoszace sig do
powierzchni ogdlnejrzedu n-tego bez osobli-
wos$ci. Wraz ztg powierzchnia ogdlng rozwazaé bedziemy
dwie powierzchnie rozwijalne, mianowicie obwiedziong przez
plaszezyzny dwustyczne do powierzchniiobwiedziong przez plasz-
czyzny stateczne.

Wprowadzmy oznaczenia nastepujace: m — rzad powierz-
chni; @ — rzad stozka opisanego na powierzchni z wierzcholkiem
w punkcie dowolnym przestrzeni; & — liczba tworzacych po-
dwdjnych tego stozka; x—liczba tworzgeych zwrotu stozka;
n' — klasa powierzchni; a'— klasa je] przeciecia stozkowego
(liczba a lub o’ nazywa sie zwykle porzgdkiem (Rang)
powierzchni); 8’ — liczba stycznych podwdjnych tego przecie-
cla; »'—liczba jego stycznych przegiecia; I’ —klasa powierz-
chni rozwijalnej, obwiedzionej przez plaszezyzny dwustycz-
ne powierzchni; k" —liczba plaszezyzn podwdjnych pozornych
tej powierzchni rozwijalnej, t. j. liczba przeciet dwu z po-
miedzy jego plaszczyzn, znajdujacych si¢ na jednej plasz-
czyznle danej; ¢’ — liczba plaszezyzn trdjstycznych powierz-
chni; ¢’ —rzad powierzchni rozwijalnej plaszezyzn dwu stycz-
nych; o' —rzad krzywej punktéw stycznosci plaszezyzn dwu-
stycznych; ¢ —klasa powierzchni rozwijalne] plaszczyzn stycz-
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nych statecznych powierzchni; 7'—liczba jej plaszezyzn po-
dwdjnych pozornych; 7’ —rzad tej powierzchni; g’ —liczba
plaszezyzn wspdlnych dwém powierzchniom rozwijalnym plasz-
czyzn dwustycznych 1 plaszezyzn statecznych 1 zarazem
statecznych dla tej drugiej powierzchni; y' —liczba plaszezyzn
wsp6lnych tymze powierzchniom rozwijalnym i zarazem tez
statecznych wzgledem pierwsze] powierzchni; ¢’ —rzad krzywej
parabolicznej.

Pomiedzy temiliczbamizachodzg zwiagzki
nastepujace:

a=a =mnn—1); 6:—%—%(?1,——-1)(%—2}(%—3),

2
% =n(n—1)(n—2); n =n(n—1)?,
4= —;— n(n—2)(n*—9); #'=3n (n—2),
1 2
o 5 " (n—1) (n—2) (n* — n®*+n—12),
W % n (1 — 2) (n1® — 67° + 16n® — Bdn? |- 164n

— 288n5 |- 547n* — 1058n? - 1068n? — 1214n -} 1464) ,
= —Els- 7 (n—2) (n'—4ns + Tns-4bnt4-114n°-111n2+-5482-960) ,
¢ =n(n—2)(n—3)(n+2n—4),
o =n(n—2)(n*—n*4+n—12),
¢=4n@m—1)(n—2),
W= —%— n(n— 2) (16n* — 64n® + 80n? — 108r - 156),
v’ = 2n (n—2) (3n—14); B = 2n(n—2) (1ln—24),

y = 4n (n—2) (n—3) (n’4+3n—16); ¢ = 4n (n—2).
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Dwie powierzchnie rzgeddéw n in, przeci-
naja si¢ wedlug krzywejskosnejrzedu nn,.
Wszystkie powierzchnie rzgdu n-tego,prze-

chodzace przez N(n)—l:(n_g3) —2 punktéw, do-

wolnie danych w przestrzeni, przecinajg sig
wedlug krzywej skosnej rzedu s,

Kazda powierzchnia rzgdu n-tego, przecho-
dzaca przez N(n)—1 punktéw dowolnych krzy-
wej skosnejrzedu n?, bedgcej przecigciem zu-
pelnem dwu powierzchnirzedu n-tego, zawiera
calkowicie te krzywa.

Przez dang krzywagskosngrzeduumozna
zawsze przesunaé powierzchnigrzedu n, je-
zel tylko N(n)>nu, gdyz jezeli wtedy wezmiemy na krzy-
wej nu+1 punktdw dowolnych, to kazda powierzchnia rzedu
n-tego, przez nie przechodzgca, zawieraé bedzie calkowicie krzy-
wg rzedu u.

Granicg wyzsza liczby pojedynczych wa-
runkdw, odpowiadajacych przechodzeniu po-
wierzchni rzedu n przez krzywagrzedu g, jest
liczba nu+1.

Dla krzywejrodzajuzeroliczbatych wa-
runkdw wynosiscisle nutl.

Dla krzywejrodzajul (eliptycznej) liczba
tychwarunkéw wynosi nu (Hermite, Crelle LXXXIT).

Liczby nu+1inustosuja sie wszakze dla
wartosci n dosé wielkieh,

Dla krzywej rodzajup (Ku—38) liczba wa-
runkéw pojedyheczych wynosi nu+1—p (Linde-
mann, Crelle LXXXTV, Halphen, Journ. de I'Ec. pol. LII,
str, 12),

Jezeli krzywa jest przecigciem zupelnem
powierzchni rzeddéw ny, n,, wtedy liczba wa-
runkéw pojedynczych, odpowiadajgcych wa-
runkov_viprzejs’cia. powierzchni przez krzywa,
wWynosi nu4l—p, przy jakiemkolwiek ?, byleby
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bylo n>mn+n —3. W przeciwnym razie, kla-
dac n=n,+n,—3d, mamy zawsze nastepujacs
liczbe warunkéw:

6—1)(6—2)(6—3
ey B DI

) (Halphen, L e. str.18).

Krzywa skosna bedaca przecigcigciem zu-
pelnem dwu powierzchnirzedow n,n, jest wy-
znaczona przez N(n)—N(,—mn,)—1 punktdow, do-
wolnie danych w przestrzeni.

Jezelilinia przecigcia dwu powierzchni
rzedu n-tego zawiera krzywa rzedu mp, polozo-
ng na powierzchnirzedup, to czesé pozostala
linii przeciecia jest krzywagrzedu n(n-yp), po-
lozonag na powierzchni rzedun—p (Poncelet, 1830).

Wszystkie powierzchnie rzedu »-tego, prze-
chodzgce przez N(n)—2 punktéw,danych dowolnie
w przestrzeni, przechodza takze przez n®-Nn)+
innych punktéw, wyznaczonyeh przez pozostale.

Trzy powierzchnie rzedéw n,, n,, n, przecinajs
sie w nnm, punktach, zktérych niektére sa wyzna-
czone przez pozostale, a mianowicie:

Jezelin, >n,+n, wtedy liczba punktéw do-
wolnych, wyznaczajgcych pozostale, wynosi:

£ nymy (20, —mg—mny+4) - 1;

jezell zas n,<my+my, lecz n,>n,, n,>n; wtedy
punktédw dowolnych bedzie:

1 nyng (20, —ny—ny+4) + N (ng4n—n,—4).

Wzory te tracg znaczenie dla n=n, (Jacobi,
Crelle XV).

Jezelizn® punktéw, wspélnych trzem po-
wierzchniom rzedu n-tego, n’ punktdowlezy na
powierzchnirzedup, wtedy pozostale punkty
wliczbie n?(n—p) leza na powierzchnirzedun—p
(Poncelet).
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Trzy powierzchnierzeddéw n,, n,, %5, ktdre
majg wspélng krzywarzedun-tego i klasy (po-
rzgdku) #, przecinajg sie précz tego w

1y g Ry — (0, -1y -0y —2) 7
punktach.
Jezeli kczywa jest podwéjna dla pierw-
sgej ztych powierzchni, wtedy liczba punk-
téw wspélnyeh wynosi:

n ngny — n(n; + 20,420, —4)

(Patrz Salmon-Fiedler, Geom. des Raumes II, wyd. 3, 146).

Jezeli punkt. wspélny trzem powierzch-
niomrzeddw n,n,.m, jest punktem wielokrot-
nymrzedu i dla pierwszej, u dla drugiej, » dla
trzeciej, to warunkiem koniecznym 1 dosta-
tecznym na to. aby wtym punkcie zeszlo sig
Auv zpomiedzy mmym, przecigé jest, by stozki
styczne do trzech powierzehni w punkecie
wspélnym nie mialy zadnej tworzgcej wspol-
nej. Dowdd dcisly tego twierdzenia (ktére jest uogélnieniem
padobnego twierdzenia dla krzywych plaskich; poréwn. prace
Vossa, cytowang wyzej nastr. 182)staral sigpodaé Berzolari
(Annali di mat. XXIV).

Twierdzeniami o przecinaniu sie powierzehni zajmow:li sie:
Poncelet (Propr. project. ), Jacobi (Crelle XV), Pli cker
(tamze XVI, XIX), Cayley (PapersI, 259), Reye (Math. Ann.
O)iinni  Z tyeh badah zastuguja na szezegblng uwage te, ktore od-
nosza sie do przypadku, gdy powierzehnie majy wspélne punkty lub
linie wielokrotne; do nich nalezg wyniki pracy Cayley'a o prze-
ksztalceniu dwuwymiernem przestrzeni (Proe. math. Soe. III, 1870),
w ktérej znajdujemy wzory zwane wzoramiréwnowazZno-
seciipostulacyi  Przedmiotem tym zajmowali sie pézniej
Nbéther, (Annali di mat. V) i inni,

Do powierzchni i krzywych skosnych stosujg sie niektére
twierdzenia, ktére mozna uwazaé jako uogdlnienie twierdzen
podstawowych teoryi grup punktéw na krzywej plaskiej.
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Niechaj bedzie powierzchnia ogdlna F, rzedu n-tego.
Dwie krzywe R, R/, tworzace razem przecigcie zupelne powierz-
chni F, z inng powierzchnia, nazywajs si¢ resztowem
{rezydualnemi) i jedna z nich jest reszts drugiej. Dwie krzy-
we nazywajg sig spélresztowemi, jezeli kazda znich jest
resztows wzgledem jednej i tej samej krzywej trzecie]. Definicye
analogiczne stosujg sie do grup punktéw, wycietych przez po-
wierzchnig na krzywej skosnej.

Mozemy wypowiedzie¢ nastepujgce twierdzenia o resz-
cie dla powierzchni i dla krzywych skosnyeh :

Jezelina powierzchni dwie krzywe R, R
sgresztowemi wzgledem jednej i tej samej
krzywej R, a zatem spbélresztowemi wzgledem
siebie, 1 jezeli krzywa R jest resztows wzgle-
dem innej krzywej RB", wtedy i R bedzieresz-
tows wzgledem krzywej R".

Niechaj krzywa R bedzie przecigciem dwu
powierzchni F, & 1 niechaj R begdzie krzyws
resztowa dla krzywej B; powierzchnie, prze-
chodzace przez krzywa R niechaj przecinajg
krzywa R wedlug grup punktéw spélreszto-
wych ziunag grupg dang; jezeli zmieniaé¢ be-
dziemy F, 1 R i pozostawimy niezmienionsg
krzywa R, Wtedy uklad grup punktéw pozo-
stanie niezmiennym,

Poszukiwania tego rodzaju (geometrya na powierz-
ehni algebraiczne}j), ktérych pomyst zawdzieczamy Cleb-
schowi, prowadzil glownie Noether (Math. Ann. II, VHI)
w ostatnich za$ czasach zajmowali sie tym przedmiotem Castel-
nuovo i Enriques. Poréwn. referat tych autoréw w Math
Amn, t. XLVIIIL,

Pierwsze badania pad teorya powierzehni datuja od czaséw
Eulera, ktoremu zawdzieczamy podstawy teoryi powierzehni roz-
wijalnych.

Nie wiele posiadamy traktatow systematycznych o teoryi po-
wierzehni z punktu widzenia geometryi wyiszej. Po za rozprawami
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specyalnemi, cytowanemi w miejscach wlaciwych, wymieniamy tu
jako najwainiejsze: dzielo Cremony ,Prelimin. di una teor. geom-
delle superf.“, Bol nia 1866, przeklad niemiecki Curtzego (Berlin
1870 i ,Geometrye przestrzeni® Salmona (przekiad niemiecki
Fiedlera, wyd. 3-e, Lipsk 1880). W przekladzie niemieckim
dziela Cremony dodano paragrafy, ktérych niema w dziele ory-
ginalnem, i dlatego w wielu razach cytaty nasze odnoszg sie do tekstu
niemieckiego.

§2

Przedstawienie analityczne krzywych skosnych. Powierzchnie
monoidalne Cayley'a.

Waznem zagadnieniem w teoryi krzywych algebraicznych
skosnych jest ich przedstawialnosé analityczna.

Jezeli spélrzedne punktu krzywej wyrazone jako funkcye je-
dnego paramatru, w takim razie zagidnienie jest rozwigzanem,
lecz przedstawienie takie rzadko daje sie latwo osiggnaé

Najnaturalniejszym wydaje si¢ pomys! przedstawienia ana-
Atyeznego krzywej skosnej przy pomocy réwnan dwu powierzchni
przez nig przechodzacych; lecz latwo widzieé, iz istnieja krzywe,
nie bedgce przecigciami zupelnemi dwu po-
wierzchni; a zatem sposéb powyzszy nie dopisuje, gdyz nie
moze sluzyé do indywidunalizowania wogéle krzywej
skosnej.

Myslano dawnie] o wyznaczaniu krzywej przy pomocy
réwnan trzech powierzchni, przechodzacych przez nig i nie
majacych po za tem punktéw wspdélnych. Lecz przekonano
s1g, ze woglle 1 trzy powierzchnie nie wystarczaja; z pe-
wnego twierdzenia Kroneckera (Crelle XCII), w teoryi
funkcyj algebraicznych, wywnioskowann, ze do scharak-
teryzowania krzywe]j skosnej ogdlnej potrzeba mie¢ réw-
nania czterech powierzehni. Vahlen (Crelle CVIII) po-
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dal przykiad nastepujacy: Dajmy, ze przecigeie dwu po-
wierzchni F,, F, rzedéw u i » rozpada sie na dwie krzywe
R, RLi rzedéw m, w'irodzajéw p, p’. Liczba punktéw prze
cigeia dwu krzywych wynosi:

s=mpt+r—4) — 2(p—1).

Poprowadzmy nowg powierzchnie F, tylko przez krzyws
R:,; krzywa R, przetnie te powierzchnie w

S =pro—miptr+o—4) + 2(p—1)

punktach, ktére lezg wszystkie na trzech powierzchniach, ale nie
leza na krzywej R}, .

Ot6z za pomocy jednej danej krzywej R, nie bedzie mozna
wogole wyznaczy¢ trzech powierzchni tak, aby liczba S byta
zerem. W same] rzeczy rozwazmy krzywg R,° rzedu pigtego
i rodzaju zero, ktdra prosta niechaj przecina w czterech punktach;
gdyby liczba § byla zerem, to poniewaz przez krzyws E,° nie
przechodzi zadna powierzchnia rzedu 2-go, musialoby byé
p=r=p-=3 Lecz i przy pomocy trzech powierzchni rzedu 3-go
krzywa R5° nie moze byé wyodoscbnions, gdyz latwo widzieé,
ze kazda taka powierzchnia, zawierajac krzyws R.°, zawiera
zarazem i prosty czworosieczna.

Inna metoda przedstawienia krzywej skosmej polega na
uwazaniu ogdlu wszystkich prostych, przecinajacych krzywa.
Jezeli wprowadzimy szesé spolrzednych prostej w przestrzeni, to
kompleks tych prostych bedzie mozna przedstawié analitycznie
przy pomocy zwigzku pomiedzy temi szescioma spélrzednemi.
Odwrotnie wszakze, nie kazdy zwigzek pomiedzy szescioma
spélrzednemi prostej przedstawia krzyws (patrz ,(Geometrya
prostej“ Rozdz. XIV). Tym sposobem przedstawienia zajmo-
wali sie Cayley (Quart. Journ. III, V, 1860, 1862) i Voss
(Math. Ann. XTIT).

Wreszcie istnieje jeszcze inna metoda, ktérs zawdzieczamy

Cayley'owi i ktéra nazywa si¢ metodg powierzchni
monoidalnych.
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Niechaj 2y, x,, z,, #, beds spdlrzedne jednorodne punktu
krzywej; z punktu O (z,=x,=uw;=2,=0), ktéry jesi wierzchol-
kiem czworoscianu podstawowego, rzuémy na plaszezyzne z,=0
krzywa R,™ rzedu m i rodzajup. Niechaj réwnaniem rzutu
bedzie:

gdzie zakladamy, iz spélrzedne § wybraliémy w ten sposéb, aby
bylo:
bt il == i dy iy

Mamy tedy zwiazki;

Y (&)
Yuz (&) ’

@y rxy ey sap==8 15 s

gdzie funkeye v, i y,—; sa funkcyami wymiernemi calkowitemi
spblrzednych &, pierwsza rzedu #, druga rzedu n—1. Krzywa
R, ukazuje sie wtedy, jako przecigcie dwu powierzchni

ful®) =0),  Zyu1(x) — ya(2) =0,

z ktérych pierwsza jest stozkiem rzedu m-tego z wierzchol-
kiem w punkcie 0, druga zas jest powierzchnig rzedu n-tego,
majgca w O punkt (n—1)-krotny. Te drugs powierzchnig
nazywa Cayley monoidsa (powierzchnia monoidalng).

Stozek imonoida przecinajg sie wzdluz
krzywej Rm"ipozatem jeszcze wedlug m(n—1)
prostych, przechodzgcych przez punkt O1ibe-
dacych przecieciemdwu stozkdéw fa=01 1y, _»=0;
pomiedzy temiprostemi jest (n—1)(m—n)+a pro-
stych, liczonych podwéjnie i bedgeych pro-
stemi podwéjnemistozka f, oraz (n—1)(2n—m)—2a
prostych, ktédrerazem z poprzedniemileza na
stozku ¢,=0.

Dwa stozki w»=0 1 y,_;=0 nazywaja si¢ stozkiem
nizszym, drugi stozkiem wyzszym monoidy.

Jezeli krzywa A" nie jest plasksg, bedzie
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zawsze n>im; zatem rzagd monoidy nie jest
oznaczony, albowiem mozna jg zastagpiéinng
odmiennegorzedu.

Ta metods, wyloZong przez Cayley'a (Comp. rend. 1862), po-
slugiwali sie péZniej Noether, Halphea, Weyer iinni whba-
daniach nad krzywemi skosnemi.

§ 3.
Kiasyfikacya krzywych skosnych.

Z zagadnieniem o przedstawieniu analitycznem krzywych
skosnych Iaczy sig $cisle zagadnienie, dotyczace ich klasyfikacyi,
dla tych krzywych bowiem rzad nie wystarcza do scharak-
teryzowania gatunku krzywej, jak to ma miejsce dla krzywych
plaskich i dla powierzchni. W samej rzeczy juz dla rzedu 4-go
istniejg dwie rézne krzywe, majace wlasnosci charakterystyczne
zupelnie rézne, o czem przekonal si¢ Salmon (Camb. Journ.
V, 1850), a pézniej Steiner (Flichen 3-en Grad., Crelle LIII,
1856).

Zagadnienie, o ktérem obecnie méwimy, daje si¢ wyslowié
w ten sposéb:

Wyliczyé, okreslié¢ 1 wyréznié od siebie
rozmaiterodziny krzywych tego samego rze-
du w ten sposéb, aby kazda rodzina nie mogla
byé¢ przypadkiem szczegélnyminnejrodziny
ogélniejszej.

‘W poszukiwaniu tem rozwazaé bgdziemy tylko krzywe bez
punktéw osobliwych, przyjmujemy bowiem jako postulat, iz
kazda krzywa o punktach osobliwyeh jest przypadkiem szecze-
gélnym krzywej tegoz rzedu bez punktéw osobliwych (patrz
Halphen w pracy nizej cytowansj).

Zagadnieniem tem zajmowali sie specyalnie Halphen i
Nother wdwéech rozprawach, premiowanych na konkursie im.
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Steinera, ogloszonym przez Akademie berlinska w r. 1882 (patrz
Journ. de I'Eeole polyt. LI 1881. Berliner Abh. 1883, Crelle XCHI)
po tyeh rozprawach nastapily prace Valentinera (Aeta math,
), Noethera (tamZe VII) i innych.

Badania nad tym przedmiotem nie doprowadzily dotad do
rozwigzania zagadnienia w calej jego ogdlnosci, lecz tylko do roz-
wigzania go w przypadkach specyalnych.

Po stwierdzeniu, ze sam rzad krzywej skosnej nie wystar-
cza do jej scharakteryzowania, powstala mysl wprowadzenia in-
nychliczb, ktére moznaby nazwaé¢ charakterystycznemi,
a ktdre wraz z rzedem moglyby sluzyé do scharakteryzowania
krzywej. Z rozwazania dwoch gatunkéw krzywych skosnych
rzeduczwartege wyplynal najprzéd pomysl wprewadzenia, précz
rzedu, jeszeze liczby & punktéw podwéjnych pozor-
nych (t. j. liczby prostych, ktére z punktu dowolnego w prze-
strzeni mozna przeprowadzi¢ do krzywe]). Znajdujemy atoli,
ze dla rzedu 9 istnieja dwie krzywe rézne, majace te sa-
ms liczbe punktéw podwdjnych pozornych, mianowicie 18. Te
dwie krzywe wszakze rdznig si¢ od siebie inna liczba, ktérs
Halphen oznacza litery 7; jest nig mianowicie rzgd naj-
mniejszy stozkdw, zawierajgcych wszystkie h
cigeiw, dajgcychsigzpunktu dowolnego prze-
strzeni poprowadzié do krzywej. Dla jednej z dwu
powyiszych krzywych jest n=4, dla drugiej n=5. Halphen
przekonal sig zarazem, ze dla rzedu 15 znajdujemy dwie krzywe
rézne, dla ktorych jest zawsze =63, n==9.

Cayley (Crelle CXI, Math. Pap. V, p. 613) zauwazyl, ze
w niektérych przypadkach, w ktérych Halphen znalazl
krzyws, krzywa taka istnieé moze faktycznie tylko przy pew-
nych konfiguracyach specyalnych % linij wezlowych. Tak np.
Cayley znalazl, iz dla istnienia krzywych rz¢du 9, majacych
h=16,m=4, nie wystarcza, by 16 linij wezlowych lezalo na stoz-
ku kwartykowym, ale potrzeba jeszcze, aby te linie lezaly réw-
noczesnie na dwu takich stozkach. Stad wynika, zZe trzy liczby
rzgd =d, ki, » nie sy w ogéle dostateczne do scharakteryzowania
krzywej skoénej i ze koniecznem jest nadto zbadanie warunkéw,
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przy ktérych krzyws, majaca dane liczby charakterystyczne,
istnieje faktycznie.

Podamy twierdzenia gléwne, odkryte przez Halphena
: przez innych.

Krzywa stopnia d z I punktami podwdj-
nemipozornemitworza jednerodzineg, jezeli
hzawiera sie pomiedzy granicami:

(d—1)(d—2) . _£d~—-2] ((L—E}_L

—— g 1 5 ~+ 1.
Najwieksza wartoscig liczby /i jest fd-—l);d«-ﬂj‘

najmniejszg zas liczbanajwieksza calkowita,

—1\2
zawarta w liczbie (dgl].

Niemozna wszakze wzigé¢liczby hdowol-
nie pomiedzy temi dwiema granicami, gdyz
dla danej wartoscidszereg wartosci h przed-
stawia luke; luki tejniema juz poczawszy od
najwieksze] liczby calkowitej, zawarte]j

(d—1)(d—2) . .
Wy LWy

Krzywe rzedud, dla ktédrych liczba h jest
mniejsza od najwiekszej liczby calkowite],
(d—1)(d—2)
3

zawarte] w ,lezg na powierzechni sto-

pnia drugiego; jezeli A jest wieksze od tej
liczby, wtedy odpowiednie krzywe lezg na po-
wierzchni szesciennej; jezeli s jest wigksuze

od i(ES—_-l)-’ wtedy krzywe leza na powierzchni

rzedu czwartego it d.
Kazda krzywarzedud, dla ktérej liczba =

2
Halphena jest mniejsza od %(d—-S),lez‘:y na

powierzchni rzedu 2-go.
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Kazda krzywarzedud, nie polozona na po-

wierzchnirzedu 2-go i dla ktdérej n < — (d—4),

ma 4 "
lezy na powierzchni rzedu3-go: jezell n<?(dvb),

lezy na powierzchni rzedu czwartego, o ile
nielezy na powierzchnirzgdu 2-go i 3-go; jezeli

n<-§—i krzywa nie lezy na powierzchniach

rzedunizszego, tolezy na powierzchni rzeg-
dubd-go.

Tablice ponizsze dajg dla kazdego rzedu d liczbe rodzin
krzywych istniejgcych; wyjmujemy te tablice z cytowanej pracy
Halphena, ale ograniczamy si¢ tylko na kilku pierwszych
przypadkach, gdyz liczby, podane przez Halphena, nie sg
zupelnie pewne, 1 tak np dla rzedu 9 nalezy je poprawié we-
dlng wskazéwek Cayley'a (Papers V, p. 616). Co do okre-
slenia rodzaju patrz § 4.

1. Krzywe skos$ne nieznieksztalcone rzedu 2-go nie
istnieja.

2. d=3. Istnieje jedna tylko rodzina krzywych
szesciennych skosnych: liczba & punktéw podwéjnych
pozornych réwna sie 1, rodzaj p=0.

8. d=4. Istnieja dwie rodziny krzywych rzedu
czwartego skosnych; rdéznig sig one liczba punktéw
podwdjnych pozornych, ktéra dla jednej rodziny jest
2, dla drugiej 3. Rodzaje odpowiedniess 11 0.

4. d=>5. Istniejg trzy rodziny krzywych rzedu B5-go
skosnych.

W tablicach podajemy: wartoseci odpowiednie liczb
hin, rzedy najmniejsze powierzchni, kbtérych
przecigeiami sg krzywe, krzywe dopelniajgce, powsta-
Jace przy przecigciu sig tych powierzchni; wreszcie rodzaj
najwyzszy p krzywych kazdej rodziuy.
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Rzedy
d=>5 h n najmn, pow. Krzywe dop. p
+ 2 213 prosta 2
5 2 313 krzywa rzedu 4-go

skosna z 3 punkta-
mi podw. pozornemi 1
6 3 313 dwie stozkowe )
Wiszystkie te krzywe wyznaczajg sig z 20 warunkéw.

Salmon w dziele ,Geom. des Raumes® II odréznia
cztery rodziny krzywych rzedu 5-go; czwarta wszakze ro-
dzine nalezy uwaza¢ za przypadek szezegolny trzeciej (patrz
Halphen, Ecol. pol. LIL str. 12, Note).

5. d=46. Istnieje pig ¢ rodzin krzywych rzedu szds-
tego skosnych. Liczba stalych w réwnaniu takiej
krzywej wynosi 24 i dlatego do wyznaczenia krzywej
potrzeba 24 warunkéw:

Rzedy

d=56 h n najmn. pow, Krzywe dop. P
6 2 213 — 4

7 3 313 krzywa szescienna
skosna 3
8 3 313 prosta 1 stozkowa 2
9 3 313 trzy proste 1

10 4 314 inna krzywa rzedu

6-go tej samej ro-

dziny

6. d="17. Istnieje siedm rodzin krzywych skosnych
rzedu 7-go. Liczba ich stalych wynosi 28.

Rzedy
d=="1 h n najmn, pow. Krzywe dop. P
9 3 214 prosta 6
10 3 313 stozkowa 5
11 4 313 dwie proste 4
12 4 314 krzywa rzedu
6-go skosna z 6
punkt. podw. po-
zornemi 3
13 4 o " 2
. zywa skosna
I £ 215 rzedu 9-go 1
15 5 i 0

Paseal. Rep. II. 18
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We wszystkich tych przypadkach wystarcza, jak widzimy,
liczba h do scharakteryzowania krzywej; ale od rzedu 9-go po-
czgwszy, liczba ta nie jest juz dostateczna. W zwiazku z tym
faktem pozostaje nastepujacy, ze dla rzedu d=19 istniejas dwie
rodziny krzywych, majace tensam rodzaj naj-
wyzszy p (mianowicie p =10), a ktdre nwazaé nalezy za
roine.

Po szezegdly, dotyezace zwhaszeza siecznych wielokrotnyeh dla
réznych wymienionyeh tn rodzin linij krzywyeh odsylamy,do prae
Noecthera (L e. np. Crelle XCIIT, str. 810).

Dodajmy jeszeze, ze Chasles (Compt. rend. LIV) i-Schwarz
{Crelle LIV) zajmowali sie klasyfikacya krzywyeh skosnyeh. opurta
na naturze odpowiednich powierzchni rozwijalnych.

§ +.

Punkty osobliwe powierzchni i krzywych skosnych. lIch liczby
charakterystyczne. Sieczre wielokratne krzywych skosnych.
Wzory Cayley'a. Stycznosé powierzchni.

Jezeli kazda prosta, przechodzaca przez punkt na powierz-
chni, spotyka w nim powierzchnie w dwu punktach zlewajacych
sig, wtedy punkt ten nazywamy podwéjny m.

Istnieje nieskonczenie wiele prostych, ktdre, przechodzac
przez punkt podwdjny P, majs wnim stycznosé tréjpunktows z po-
wierzchnig (frzy przeciecia nieskonczenie blizkie) Miejscem
tych prostych jest stozek rzedu 2-go; kazda plaszcezyzna styczna
tego stozka przecina powierzchnie wedlug krzywej, majacej
ostrze w punkcie P.

Ten stozek moze rozpadaé nasig dwie plaszezyzny rézne, albo
na dwie plaszezyzny zlewajace sie: mamy stad trzy gatunki punk-
tow podwdjnych: punkt stoz ko wy (wezel), punktd wuplasz-
czyznowy, punkt jednoplaszczyznowy. Punkt jednoplasz-
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[
al
L=l

czyznowynazywamy zwykle ostrzem (,pinch-point“Cayley’a
albo _ pince-point* matematykdw francuskich'. Punkt stozko-
wy zmnisjsza wogéle o dwie jednosci klase powierzehni 1 dlatego
oznacza sie przez (',. Istnieja rdzne gatunki punktéw dwu-
plaszezyznowych i jednoplaszezyznowyely; oznacza sie je zwykle
przez B,. U; stosowaie do tego, czyv zmuiejszaja o 7 Inb o j klase
powierzchni.

Badaniem tyeh punktéw osobliwyeh dla powierzehni rzedu 3-go
zajmowali sie: Sehl#tli (Phil. Trans. 1863). Cayley (tamze
1969, Rodenberyg (Math. Am. XIV str. 46, patrz Rozdz. XI
§1). Ko hin poswieecil osobug prace teoryi punktow -dwuplaszezy-
zmowyeh i jednoplaszezyznowyeh dla jakiejkolwiek powierzelni (Math
Ann. XXTL str. 124).

Jezeli F=0 jest réwnaniem powierzchni
wspélrzednych jednorodnych, to warnnkiem
nato. aby powierzchnia miala punkt podwdj-
ny, jest znikanie wyréznika, t. j. w yniku elimi
nacyispéirzednycha zczterech réwnan:

aF ar —0 JoF —0. JaF

=0, ——=0, ——=
dr, o, o,

dr, %
warunkiem na to, aby punkt (#) byl punktem
podwoéjnym jest, byspélrzedne r czynily za-
dosé tymczterem réwnaniom

Istnieje w ogdle szesé tworzacych stozka stycznego, maja-
cych z powierzchnia stycznosé czteropunktowa (cztery przecie-
cia nieskonczenie blizkie).

Jezeli kazda prosta, przechodzaca przez punkt powierzchni,
spotyka w tym punkeie powierzchnie w » punktach zlewajacych
sig, wtedy punkt ten nazywamy 7 -krotnym punktem po-
wierzehni. I tu podobnie, jak w przypadku poprzednim, mozna
zbudowaé stozek rzedu r-tego, ktdérego kazda tworzaca ma
w tym punkcie r-f1 punktéw wspdlnych z powierzchnia (sto-
zek scisle styczny); stozek ten ma w ogéle »(r—1) tworzacych,
majgcych z powierzchnig -2 punktéw wspdlnych.
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Powierzchnia rzedu n-tego zpunktem O
n-krotnym jest koniecznie stozkiem o wierz-
cholku w punkecie 0.

Powierzehnia moze mie¢ linie wielokrotne Inb
osobliwe, t. . linie, ktdrych wszystkie punkty sa wielokrot-
nemi. Wzdluz linii wielokrotnej rzedu r przechodzi » powlok
powierzchni.

Punkty linii wielokrotnej rzedu # sa punktami wielokrotne-
mi rzedu r, dla ktérych stozek styczny, o ktérym mowa wyzej,
rozpada sie na 7 plaszezyzn.

Dla r= 2, gdy obie plaszczyzny styczne zlewajs sie, mamy
krzywa ostrzowa powlerzchni, ktérej kazdy punkt jest
punktem jednoplaszczyznowym.

Dla powierzchni, podobnie jak dla krzywych plaskich, mo-
zna okredlic liczbe, zwang rodza j em; liczba ta zalezy wogdle
od liezby krzywych podwdjnych 1 ostrzowych powierzchni, przy
zalozeniu, ze ta powierzchnia nie posiada innych linij osobli-
wych wyizszego rzedu.

Liczbe te wprowadzil Clebsch (Comptes rendus LXXII,
1868) 1 okreslif jg dla powierzchni rzedu n-tego jako liczbe spét-
czynnikow nieoznaczonych, pozostajacych w réwnaniu powierz-
chni rzedu n—4, przechodzacej przez linie podwdjne i ostrzowe
powierzchni

Jezeli powierzchnia nie ma linij podwdj-
nychiostrzowych, wtedy rodzaj wynosi:

- (n—1) (n—2) (n—2)
Y T B

Liczba tanieulegazmianie przy przeksztal-
cenin dwuwymiernem.
Twierdzenie to wypowiedzial Clebsc h (Compt. rend. 1868,

udowoduili Noether (Math. Ann. II) i Zeuthen (tamze IV)
Opréez rodzaju wprowadza Noether (tamze VIII) dwie inne licz-

by, majace wtasnosci analogiczne.
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Jezeli powierzchnia ma krzywa podwdjug rzedu ¢ -0
irodzaju n 1 pewng liczbe skonczona #(>>0) punktéw potrdj-
nych dla powierzchni 1 dla krzywej, wtedy liczba

i T

(n=1) (n—2) (n—3)

- —(n—4)d+2¢t+a—1

nazywa si¢ rodzajem liczbowym powierzelni (Cayley,
Math. Ann. IIT). Rodzajem geometryecznym p, (albo
inaczej rodzajem pierwszym) nazywamy liczbe spdl-
czynnikéw nieoznaczonych réwnania powierzchni rzedu m—4.
o ktdrej mowa wyze] Jest zawsze p,>p, Jezell p,=p.
powierzchnia nazywa si¢ regularna.

Dla powierzchni wymiernych (dajacych sie odwzorowaé na
plaszczyinie) jest zawsze p,=p, =0.

Za rodzaj powierzchni prostoliniowej przyjmujemy ro-
dzaj jej przecie¢ plaskich, gdyz wszystkie przecigcia oczywiscie
s jednego rodzaju. Dla powierzchni prostoliniowe]j jest zawsze
py=0, pn=—p.

Inng charakterystyke powierzehni wprowadza Segre (Att
Torino 1896), a ogdlue rozwazania o rodzaja ¢ h powierzchni po-
daja Castelnuovo i Enriques (Math. Ann. XLVIH).

Powierzehnia ogdlna rzgdu n>3 nie za-
wiera zadnej prostej.

Jezeli powierzchniarzedun-tego zawiera
krzywa wielokrotng rzedu n—2. to zawiera
iproste; jezeli krzywa wielokrotna jest pro-
sty to powierzchnia zawiera, précz niej, jesz-
cze 2(3n—4) prostych. Patrz Nocether (Math Ann. III,
str. 174).

Powierzchniarzedun-tego nie moze za-
wieraé wiece] jak n(lln—24) prostych.

Przez prosta na powierzchnirzedu n-tego
przechodzi zawsze (n}2)(n—2)’ ptaszczyzn sty-
cznych do powierzchni jeszcze w innym punk-
cie,nienalezgcym do prostej.
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Jezelin jest rzedem powierzchni prosto-
liniowej, torzad jej krzywej podwéjnej jest
zawarty pomigdzy n—2a §(n—1)(n—2) (Tw. Cayley’a).

Salmon Cayley, Zeuthen zajmowali sie badaniem
zwinzkow. zachodzaeych pomiedzy  liezbami  charakterystyeznemi
a osobliwosciami powierzehni (patrz Salmon-Fiedler, (reom.
d. Raumes H, str. 671),

Jezeli wszelka plaszczyzna, przeprowadzena przez punkt
krzvwe] skosnej, spotyka w nim krzywa w dwu punktach zle
wajacvch sig, wtedy punkt ten nazywamy punktem peo-
dwijnym krzywej skosnej.

W punkcie podwdjnym mamy w ogélnosei dwie proste stycz-
ne 1 dwie plaszezyzny Scisle styczne do krzywej skosnej. Jezeli
te dwie styczne zlewaja sig, wtedy punkt podwéjny nazywa sie
ostrzem. W ostrzuidwie plaszezyzny scisle styczne zle-
wajg sie.

Jezeli dwie powierzchnie dotykaja sie wzajemnie w punk-
cie I’ (t. j. majag W tym punkcie wspélng plaszezyzne styczng),
wtedy krzywa ich przeciecia ma w L punkt podwdjny. Jezeli
w szczegolnoscl punkt ten jest ostrzem, méwimy wtedy, ze obie
powierzchnie maja w punkecie / stycznosé stateczna.
Jezeli krzywa, wedlug ktérej przecinajs sie powierzchunie, ma
w P punkt potréjny, powierzchnie nazywajg sig scisle sty-
cznemi wtym punkeie. W tym przypadku kazda plaszczy-
zna, przechodzgca przez punkt P, przecina dwie powierzchnie
wedlug linij scisle stycznych wzajemnie.

Jezeli punkt wspdélny dwdém powierzch-
niom jest r-krotnym dla jednej, 7,-krotnym dla
drugiej powierzchni, to jest r,7,-krotnym dla
krzywejich przecigcia; jezeli »,=r,10bie po-
wierzchniemajg wtym punkciestozek §cisle
styczny, wtedy ten punkt jest punktem »or41)-
krotnym dla krzywej przecigcia.

Jezeli dwie powierzchnierzeddw m,n, ma-
Jastycznosérzedu k—1 wzdluz krzywejrzedu
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n, to przecinajasie wedluginnej krzywej rze-
du nn,—rhn.

Najwieksza liczba punktow, w ktérych
dwie powierzchnierzeddéw n,n, mogg dotykaé
sie wzajemnie, wynosi:

§ (nyny (ngt-ny—34) + 1,
wtedy, gdy przeciecie dwu powierzchni nie
rozpada sie; w przeciwnymrazie liczba punk-
tow stycznoscimoze byé¢ wieksza, np. dwie kwa-
dryki moga mie¢ cztery punkty stycznosei.

Do krzywe] skosnej i odpowiadajacej jej powierzchni roz-
wijalnej stosuja sie nastepujace wzory, zwane wzorami Cay -
le y’a (Journ. de Liouv. X, 1845, Papers I, 207), wigzace ze so-
ba rozmaite liczby charakterystyczne krzywej i analogiczne do
wzoréw Pliickera (Rozdz VI, §1), przy pomocy ktérych
moga byé w czescl wyprowadzone.

Niechaj 1 oznacza rzad krzywej skosnej; » jej klase albo jej
porzadek; li—liczbe punktéw podwdjnych pozornych, t. j. liczbe
prostych, ktéra z punktu dowolnego mozna poprowadzi¢ tak,
aby dwa razy spotykaly krzywa; y— liczbe plaszczyzn, ktére,
przechodzac przez punkt dowolny przestrzeni, dotykaja krzywej
w dwu punktach réznych, t. j. klase powierzchni rozwijalnej
dwustyeznej; f—liczbe ostrzy; H—liczbe punktow podwdjnych;
- liezbe stycznych przegiecia krzywej statecznych, majgcych
z krzywa trzy punkty nieskonczenie blizkie.

Niechaj dalej m oznacza klase powierzchni rozwijalnej,
scislestyeznej do krzywej; r jej rzad albo tez porzadek, g — liczbe
prostych jakiejkolwiek plaszezyzny, przez kazds z ktérych prze-
chodza dwie plaszczyzny styczne do powierzchni rozwijalnej,
t. j. klase kongruencyi prostych, bedacych przecieciami plasz-
czyzn scisle stycznych do krzywej (patrz Rozdz. XIV), r—liczbe
punktdw, polozonych na jakiejkolwiek plaszezyznie, przez ktdre
przechodza dwie rézune tworzace powierzchni rozwijalnej lub ina-
cze] rzad krzywej wezlowej; a—liczbe plaszezyzn statecznych
(t. |- plaszczyzn stycznych do powierzchni rozwijalnej wzdiuz
dwu tworzgcych nieskonczenie blizkich lub plaszezyzn, majacych
z krzyws wspblne cztery punkty nieskonczenie blizkie); G —
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liczbe plaszezyzn dwustycznych (stycznych w dwu punktach) do
powierzchni rozwijalnej; v—Iliczbe tworzacych, przez Lkazda
z ktérych przechodzg trzy plaszezyzny styczne kolejne (t. j. two-
rzacych przegieciowych); w—liczbe tworzacych podwdéjnych po-

wierzchni rozwijalnej.
Mamy wtedy zwiazki nastepujgce:

m=r{r—1)—2@@+w)—3n-1v),
n=r(r—1)—2(@y+o)—3(mtr)
r=mm—1) —2(g+G) —3a

= nn—1) —2(h-+H) — 3§,
a =3r(r—2 —6wr+w)—8Mn+uv),
g =38r(r—2) —6(y+w) —8(m+v),
n—+uv = 3mim-2) — 6(g+ @) — 8a,
= 3n(n--2)—6(L+H)— 8§,

M0

odpowiadajace sz e §ciu zwigzkom niezaleznym.
Rodzajem krzywej skosnej albo jej powierzchni rozwi-
jalnej scisle stycznej nazywamy liczbe, okreslons przez wzory

nastepujgce:

P =5 (—1)(n—2) — (h+HAp),
(r—1)(r—2) — yF+o+nto),

(m—1)(m—2) — (94 G+a),

[5

(r—1) (r—2) — (. +w+n+v).

L\C!I—l m|:—¢ L\olH m':-n

Wprowadzmy jeszcze nastgpujace liczby charakterystyczne:
k — liczbg punktéw podwdjnych pozornych krzywej wezlo-
wej; A—liczbg prostych stycznych i w innem miejscu siecznych
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do krzywej danej; z—liczbe punktéw potréjnych krzywej wezlo-
we]j lub punktéw potréjnych powierzchni rozwijalnej lub wresz-
cie punktow spotkania trzech stycznych (nie nieskonczenie bliz-
kich) krzywej danej; ’— liczbe plaszezyzn scisle stycznych 1 win-
nem miejscu stycznych do krzywej danej; #—porzadek albo klase
krzywej wezlowe]; p' — jejrodzaj; wtedy zachodzié beda
zwigzki:

i=mn@r+4) —06@r+p) —4(o+H —2v,
S5 g (.r—m—3u—3e;—2w)(a‘—2}—{~8m-}—200—-[—10ﬁ+18w] ;

P=mr+4)—60r+a) —4(o+G — 20,

7= —;— (y—u—3m—3r—2&)}(?-—2}-}—81;—}—20:;—}—10&—]—18@] ;

B=1rm-46r—3n—9m—3v—-2@,

k= % 74—t 11774661 — 2 (r—5) (m—+ 3n—+3v+2w)

-+ (m+3n+3v+20w)*—58m— 12611*1?.61;—76&)*245’] -

p—p r—14) = -LJ-_)"- (r—b) (r—6) — (w+ G+ H).

Wzory powyzsze badaliz Salmon (Trans. R. I Aead. XXIII
1857), Cayley (Quart. Journ, XI, Papers VIII, 72). Cremona
{Preliminari, przektad niem. Rozdz. IV), Zeuthen (Annali di mat.
1IT). Sa ome podane wt. I Geom. an. przestrzeni Salmomna-
Fiedlera (wyd. 3-¢, str. 660 i nast,).

Krzywa skosnarzedu n,n, begdaca przecie-
ciem zupelnem dwu powierzchnirzeddw ny, u,
majgcychstycznosé pojedyncza wé punktach
1wypunktach stycznosé stateczna, ma naste-
pujace charakterystyki:

p= g MmOt u =) — (37— 1),
m= 3n;n,(n; 4 1,—3)—66—8y,
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o= Ny by (B by — 2 — 28 = g,

h = % n, ny(n, — 1) (n,—1),

1 . o g o
g = 5 Wi (1, 41a—3) | g, (1 F2,—3) — 6169+8x)— 22 |

o 1 . I = < 1 O
"‘;' -:2'"'?11 Nsa —i"'"_')( 1f>é-j— bx}' + 224 7‘2}‘3,:’,

y = — 1,0y (n—Hu—2) [ nyny (- - 2) — 2(204+3x)—10 |

|
-1

Finmt - @0 4377 100+ 7.

i %— gty (1 —Fne—2) [ 20y (0 F,—2) — 2(204-8y) — 4]
11
= —; (28 < Bg) +4d =575

a = 2n, n, (30,4 8n, —10—3 (464 5y) ;
Be==yz; H=08; G=0; v==0, =0

Jezelidwie powierzchnie rzedéw n,n, prze-
cinaja sie wedlugdwukrzywych (wzajemnie
dopelniajgcyochsig) rz¢ddw n, #/, klas », #, ma-
jacych odpowiednio J,d; I/ ¢ punktéw podwdj-
nych pozornych i istotnych, y, y' ostrzy, — to
oznaczywszy przez k liczbe 1ich przecigé po-
zornych, t. j.liczbe prostych, ktéremozna po-
prowadzié z punktun dowolnego przestrzeni az
do przecigciasig zobu krzywemioraz przeziliczbe
ich przecigé istotnych, bedziery mieli zwigzki:

4104k = & (n+n')(n, —1) (n,—1),

r—v = (n—n) (mny,—1) — 2(h—N') — 2(8-6') — B(y—y'),
(ny+n,—2)n = r-+i4+3643y,
(4 —2)0" = +i4+28+3y,
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skad wynika:
n(m—1)ny—1) =2h+k; n'(n,—1)(n,—1) = 21"+ .

Dokrzywejskosnej, opisanejna hyperbo-

loidzie, spotykajacej wao, punktach kazda two-

rzaca pierwszego uklfadu, wa, punktach kazda

tworzacag drugiego ukladu tworzgeych, majace]j

d punktéw podwdjnychi yostrzy, stosuja sie

zwiagzkinastepujace:

r = 2a a,—28—3y,

m= Ga, ay—3(a; 4 a,) —63 — 8y,

X

[ LR |

5 [ 2(a,a,—8) — 3y |* —10(a,a,—d0—x)-+4(a + as) —
1
h = _2" 1 ay ((11—1) + @y (Gg"-‘l) ’ 1
1
o

Y= [5((11&9—6)_3((1‘_1_&2__8):]2__,220102

:?‘
__’r_v.._‘_)__. (al—i-a_,)-—}-g(lla"{— 14_2],

1 o -
z= 5 [2(qu—8) — 37 ) — +i@ma,—8) + 5 1.

a = 4| 3aqa, — 2(ay+a;) | — 3(43—5Hy).

Jezeli w szczegdlnosci krzywa skosna jest przecieciem zu-
pelnem hyperboloidy z powierzchnig ogdélng rzedu u, dosé w po-
wyzszych wzorach przyja¢ a; = a, = u, aby otrzymaé liczby
charakterystyczne dla tego przypadku

Krzywa skosna, opisana na hyperboloi-
dzie, spotykajgca tworzgce ukladu 1-go 1 2-go
odpowiednio wa ia punktach, niemoze mieé
wiecej niz ¢ag—a,—ay;+1punktéw podwodjnych
1ostrzy.

W przypadku a; == a, = u znajdujemy stad twierdzenie,
odpowiadajace przypadkowi, w ktérym krzywa jest przecigciem
zupelnem hyverboloidy z powierzchnig rzedu .
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Mozna twierdzenia powyisze otrzymaé za pomocg od-
wzorowania plaskiego hyperboloidy (patrz § 7).

Niechaj 7 oznacza rzad, p—rodzaj powierzchni prostolinio-
wej algebraicznej, » rzad, = rodzaj krzywej, nakreslonej na tej
powierzchni, — zakladamy, ze krzywa jest pojedyficzg dla po-
wierzchni—/ niechaj oznacza liczbe punktéw spotkania krzywej
z kazdg z tworzacych powierzchni, d—liczbe jej punktdw po-
dwéjnych; mamy wtedy zwigzek godny uwagi:

k—1
(k—1)y —m7--8 = ?‘(“,)—iaz—ic(fi—l)-

Sturm (Math. Ann. XIX| p. 487) znalazt ten wzor dla przypadku.
w ktorym powierzelmia prostoliniowa jest stozkiem, Segre (Lin-
cei 1887, Math, Ann, XXXIV) udowodnit ten wzér dla przypadku
ogdlnego.

Z podanemi wyze] wzorami majg pokrewienstwo wzory,
odnoszace sig do prostych, spotykajacych krzyws skosna wiecej
niz w dwéch punktach (t. . do tak zw. siecznych wielo-
krotnych) oraz do prostych, spotykajacych dwie lub wigcej
krzywych skosnych.

Sieczne tréojkrotne krzywejskosnej rzedu
n-tego o b punktach podwéjnych pozornyech
tworza powierzchnie prostoliniowsg rzednu

o | n(n—1)
(n—2) (h ks T

To twierdzenie zasadnicze znajdujewy po raz pierwszy u Zeu-
thena (Ann, di mat. 1870), nastepnie u Picqueta (Bull dela
Soc. math, I, str. 268, 1872), Schub erta (Kalkil der abz, Geom.,
Lipsk 1879, §43), Geisera (Collect. math., Medyolan1889) i Berz o~
lariego (Rend. Pal. IX. 1895).

Liczba siecznych czterokrotnych krzy-
we] skosnejrzedu n-tego o h punktach podwdj-
nych pozornych wynosi:

1
—Q-h(hwén-i—ll)- 21 n (n—2 (r—3) (n—13).

Wzor ten podal pierwszy Zeuthen (. ¢.), nastgpnie znajdu-
jemy gou Piequeta (L c. i Compt Rend, LXXVIIL, 1873) i Ber-
zolari'ego (1. c.).
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Liczba prostych trdéjsiecznych krzywej
rzegdu n-tego ok punktach podwéjnyeh pozor-
nychispotykajacychdrugg krzywsg rzedu n/,
majgcag z plerwszg ipunktéw wspdélunyeh, wy-
nosi:

1 (n—2) |\ — ‘-‘1(1'%6—_-_1_) — Bh—n12):

Liczba prostych, spotykajgceych wdwéch
punktach krzywg rzedu n-tego o h punktach po-
dwéjnych pozornychiwdwéch punktach inng
krzywarzedu an'-tego o ' punktach podwéjnych
pozornych, majaca z pierwsza ¢ punktéw wspdl-
nych, wynosi:

ii-1).

o

M -+ %— nr’ (n-~1) (W' -1)—i(n-1)(n' - 1) +

Liczba prostych, spotykajacych w dwnu
punktach krzywa (», 1)1 wjednym punkciedwie
inne krzywe rzeddow », »", majgce odpowiednio
i, 7, punktow wspdluych z krzywsa dana, oraz
Jjpunktéw wspélnych pomigdzy soba, wynosi:

n ' (h -+ % nn—1) — (n—1 (Fn" + ") — Ly 20"

Liczba prostych, opierajacych sig na czte-
rech krzywychrzeddw ng, ny, ny, %, i takich, ze
krzywe rzeddéw mn 1n majg 4, punktow wspol-
nych, wynosti:

4
2n, n,ny 0, u—zl'npnqt,, + Zipgtes,

gdzieskaznikip ¢ r,ssa wszystkierdzne.

We wszystkich tych wzorach zaklada sig, ze punkty wspol-
ne krzywym sg wszystkie rézne.

Wzory te znajdujemy u Piequeta (I ¢.); poprawki niektd-
rych wynikéw Picqueta podal Guceia (Rend, Pal I).
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g 5.

Powierzchnie biequnowe. Powierzehnie spatzmienne.

Pomijamy definicye 1 wlasnosei zasadnicze teoryl bieguno-
woscl, poniewaz sa analogiczne do definicyj 1 wlasnoscei, poda-
nych w § 2 Rozdzialu VI-go dla krzywych plaskich, 1 zajmiemy
sig tylko tem, co jest nowem w przypadku powierzchni.

Biegunowa pierwsza jakiegokolwiek punktu O wzgledem
powierzchni przecina powierzchnie wedlug krzywej, ktéra jest
krzyws stycznosci powierzchni ze stozkiem, opisanym z wierz-
cholka 0.

Jezeli biegun znajduje sig na samej powierzchui, wtedy wszyst-
kie jej powierzchnie biegunowe majg w tym punkecie t3 samy
plaszczyzne styczna i te same proste scisle styczne,

Kwadryka biegunowa [ (n - 2) —a powierzchnia biegunowa
punktu parabolicznego powierzchni jest stozkiem stycznym do
odpowiedniej plaszezyzny stycznej statecznej, a tworzaca, we-
dlug ktorej dotyka plaszczyzny, jest prosta, ktéra w tym punk-
cie jest scisle styczna do powierzchni danej.

Punkt paraboliczny powierzchni danej jest zarazem punk-
tem parabolicznym dla wszystkich jej powierzehni biegunowych.

Biegunowa (rn—)-ta punktu r-krotnego powierzchni jest
stozkiem rzedu r-tego z wierzcholkiem w tym punkcie, a biegu-
nowe nastepne sg nieoznaczonemi. Ten stozek rzedu r-tego
jest miejscem prostych, majacych w uwazanym punkecie -1
punktéw wspélnych z powierzchnia, a -~ przeciecia stozka
z (n—»—1)-a powierzchniag biegunows sa prostemi - licz-
ba prostych wynosi r(r<4-1) — majacemi »—-2 punktéw nie-
skonczenie blizkich, wspélnych z powierzchnia.

Miejscem punktéw, ktérych plaszezyzny biegunowe prze-
chodza przez prosta, jest krzywa skosna rzedu n—1. Krzywa
ta nazywa sie krzywa biegunows prostej danej.
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Obwiednia plaszczyzn biegunowych punktéw prostej jest
powierzchnia rozwijalng klasy »—1 1 rzedu 2(n—2), nazwa-
ng biegunowsa (n—1)-4 proste].

Linia wezlowa te] powierzchni rozwijalnej jest krzywsg
rzedu 2(n—3)(n - 41, bgdaca miejscem biegunéw, ktérveh pierw-
sze powierzchnie biegunowe sg styczne do proste] w dwn punk-
tach réznych. Obwiednia plaszezyzn biegunowych punktéw
krzywej rzedu m-tego jest powierzchnis rozwijalng klasy #i(n—1),
bedaca zarazem miejscem punktéw, w ktorych pierwsze po-
wierzchnie biegunowe sg styczne do krzywej.

Mozna wypowiedzie¢ wiele innych twierdzen analogicz-
nych o obwiednich plaszeczyzn biegunowych punktow po-
wierzchni, o miejscach biegunéw plaszezyzn stycznych do po-
wierzechniit. d.it. d.

Miejscem punktéw podwdjnych biegunowych pierwszych
powierzchni danej F, jest nowa powierzchnia, nazwana po -
wierzchniag Hessego dla powierzchni danej, albo po-
wierzchnia Jacobi’ego ukladu biegunowych
pierwszyech.

Miejscem punktow, w ktérych biegunowe pierwsze maja
punkty podwéjne, jest powierzchnia, zwana powierzchnia
Steinera dla powierzchni danej.

Réwnania tych powierzchni znajdujemy sposobem podo-
bnym do podanego dla krzywych w § 2 Rozdzialu VI-go.

Inne okreslenia tych powierzehni sa nastepujace:

Powierzchnia Hessego dla powierzchni F, jest miejscem
punktéw, w ktérych plaszezyzny biegunowe wzgledem bieguno-
wych pierwszych powierzchni /£, przechodzs wszystkie przez
jeden punkt; albo tez miejscem punktéw stycznosci biegunowych
pierwszych powierzchni #,, albo wreszcie miejscem punktéw,
w ktérych kwadryka biegunowa powierzchni F), jest stozkiem.

Powierzchnia Steinera dla powierzchni F jest miejscem
punktéow, bedacych wierzcholtkami stozka rzedu 2 go, bedacego
kwadryka biegunows; albo teZ jest obwiednig plaszczyzn biegu-
nowych punktéw powierzchni Hessego.

Powierzchnia Hessego jest rzedu 4(n—2)
ima wogdle 10(n—2)° punktéw podwéjnych.
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Powierzchnia Steinera jestrzedu 4(n-1)*(n-2)
ima 10(r—2)" prostych, z ktéryech kazda odpo-
wiada punktowi podwéjnemu powierzchni
Hessego, amianowicie:

Kwadryka biegunowa punktu podwdjnego
powierzchni Hessegoskladasig¢ z pary plasz-
czyzn, przechodzacych przez odpowiednis
prosta powierzchni Steinera, a plaszczyzna
biegunowa punktu podwéjnego powierzchni
Hessego jest styczna do powierzchni Stei-
nera wzdluz odpowiadajace] temu punktowi
prostej.

Krzywa paraboliczna powierzchni danej (bedgca rzedu
4in(n—2)) jest przecigciem zupelnem powierzchni z jej powierz-
chnig Hessego.

Jezeli powierzchnia dana zawiera prosta pojedyneza.
wtedy prosta ta jest w 2(rn—2) punktach styczng do powierzchni
Hessego, a wiec 1 do krzywe] parabolicznej.

§ 6.
Uktady liniowe powierzchni.

Niechaj a," =0, b,*=0.... beds réwnaniami k-1 po-
wierzchni (w znakowaniu symbolicznem); uklad, przedstawiony
przez rownanie:

hor +hbi 4 . .. =0,
gdzie A, 4y..... Ar4+1 sg parametry dowolne, stanowi to, co na-
zywamy ukladem liniowym gatunku %

Jezeli k=1, mamy pek, dla k=2 —sieé. Jezeli powierz-

chnie sy przedstawione przy pomocy spélrzednych plaszezyzno-
wych, uklad dla k=1 nazywa sie pasm em.
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Wsystkie powierzchnie pekumaja wspél-
kg krzywag rzedu n? (krzywg podstawowas peku),
awszystkie powilerzchnie siecimajg n3 punk-
téw (podstawowych) wspélnyech.

Jezell k=N('n):(n';‘3)—l (patrz § 1), wtedy

uklad sklada sig¢ ze wszystkich powierzchni
rzedu n-tego przestrzeni.

Biegunowe pierwsze punktéw plaszezyzny wzgledem po-
wierzchni rzgdu n-tego tworzg sieé, a biegunowe pierwsze punk-
t6w przestrzeni wzgledem powierzchni tworzg uklad liniowy ga-
tunku 3-go.

Uklad liniowy gatunku k jest wyznaczo-
ny przez k41 powierzchnitegosamegorzedu nie
nalezgcych do jednego ukladurzedu nizszego.

Pomigdzy powierzchniami nktadu linio-
wego gatunku &k jest (k—1)(n=k) powierzchni,
majgecych stycznodé rzedu £k z prostyg dan g,
; (n--k)(n—k—1) ... (n—2k-41)
12k A
rych kazda dotyka krazy prostej danej.

powierzchni, z kté-

Pomigdzy powierzchniami peku jest 2(rn—1)
powierzchnistycznych do prostej daneji 3(n-1)?
stycznych do plaszczyzny danej.

Pomigdzy powierzchniami sieci jest 3(n—2)
powierzchni scislestycznych do prostej da-

nej, % (n—1) (n—2)(3n*—3n—11) powierzchni podwoj-

nie stycznych do plaszczyzny danej, wreszcie
12(n—1)(n—2) powierzchni, majgcychstycznoseé
stateczng z plaszczyzng dang.

Miejscem biegunéw plaszezyzny danej wzgledem wszyst-
kich powierzchni pegku jest krzywa skosna rzedu 8 (n—1)32.

‘W peku powierzchni jest 4(n—1)% powierzchni z punktem
podwéjnym. Kazda ztych powierzchni ma tq samg plaszczy-
zng biegunows wzgledem wszystkich powierzchni peku.

Pascal. Rep. II. 19
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Miejscem biegunéw plaszezyzny wzgledem wszystkich po-
wierzchni sieci jest powierzchnia rzedu 3(n—1).

Miejscem punktéw stycznosci pomiedzy plaszezyzna a po-
wierzchniamwi sieci jest krzywa rzedun 3 (n—1).

Miejscem punktéw podwdjnych powierzchni sieci jest krzy-
wa skosna rzedu 6(n—1)% ktéra jest zarazem miejscem punk-
tow stycznosei pomiedzy powierzchniami sieci. a takze miejscem
punktéw, ktérychj plaszezyzny biegunowe wzgledem powierz-
chni sieci przechodzg wszystkie przez jedne prosta. Krzywa ta
nazywasie krzywa Jacobiego sieci.

Miejscem punktéw, ktérych plaszezyzny biegunowe wzgle-
dem powierzchni ukladu liniowego gatunku 3-go przechodzs
wszystkie przez jeden punkt, jest powierzchnia rzedu 4(n—1),
ktéra nazywa sig powierzchniag Hessego lub po-
wierzchnig Jacobiego ukladu; jest ona zarazem miej-
scem punktéw podwdjnych wszystkich powilerzchni ukladu,
a takZe miejscem punktéw stycznosei powierzchni tegoz.

Jezeli uklad liniowy jest ukladem biegunowych pierw-
szych powierzchni danej, otrzymujemy powierzchnie
Hessegolub powierzchnie Jacobiego dla po-
wierzchni danej (patrz § poprzedzajacy).

Mozna okresli¢ powierzchnie analogiczna 1 w przypadku,
gdy dane sa cztery powierzchnie rzedéw réznych, t. j. nie two-
rzace ukladu liniowego; mianowicie:

Miejscem punktéw, w ktérych plaszezyzny biegunowe
wzgledem czterech danych powierzchni rzedow =, %y, m,, n,
przechodza przez jeden i ten sam punkt, jest powierzchnia rzedu
n, +ny,~+mny+n, —4, ktéra nazywa sig powierzchmnig
Hessego lub Jacobi'ego czterech powierzchni.

Mozna jeszceze rozwazaé uklady liniowe gatunku % powierz-
chni, bedgcych wzajemnie w zwigzku rzutowosci, i badaé
miejsca, utworzone przez przecigcia odpowiadajacych sobie po-
wierzchni.

Twierdzenia, odnoszace sie do tego przedmiotu, znajdzie czytel-
nik w wielokrotnie cytowanem dziele ,Introduzione Cremony.
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BT

Przeksztafcenie dwuwymierne przestrzeni i powierzehni.

Odwzorowanie pfaskie powierzchni.

Jak na plaszezyznie rozwazamy przeksztalcenie dwujednoznacz-
ne pomiedzy dwiema plaszczyznami (przeksztalcenie Cremony)
albo wprost pomiedzy dwiema krzywemi dwu plaszczyzn,
podobniez w przestrzeni mozemy rozwazaé przeksztalcenia dwu-
jednoznaczne pomigdzy dwiema przestrzeniami albo tylko
pomiedzy dwiema powierzchniami tych przestrzeni. To ostatnie
zagadnienie nazywa si¢ zagadnieniem o odwzorowaniu
jednej powierzchnina drugiej, aszezegélnym jego
przypadkiem jest odwzorowanie plaskie powierzchni.

Niechaj z,, @y, x;, @, beds spblrzedne jednorodne punktu
jednej przestrzeni, ¥, ¥,, s, ¥, — takiez spélrzedne punktu dru-
giej; poldzmy:

1 Y = [i (@, 29, 3, ,) i=1,2,84

gdzie funkeye f; s wymiernemi calkowitemi jednorodnemi sto-
pnia n-tego; niechaj te zwiazki bedg takie, iz otrzymujemy znich:

(2) Zi = @i (21, Y2 Ys» Ys) #=1,2,34)

gdzie 1 funkeye ¢; sa funkeyami wymiernemi catkowitemi jedno-
rodnemi stopnia m-tego. Przeksztalcenie tego gatunku nazy-
wamy dwujednoznacznem, dwuwymiernem albo
kremonianskiem; namocytego przeksztalce-
niakazdemu punktowijednej przestrzeni od-
powiada punkt drugiej.

Gdy danym jest punkt (z), wtedy przy pomocy wzoréw (1)
znajdujemy odpowiadajacy mu punkt (y); gdy punkt (y) dany
jest jako przecigcie trzech plaszczyzn:

4 4 4
2:2;;%=0, .Z:,Le;y.-==0, 2:%,%20;
1 1 1
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wtedy odpowiadajgce mu punkty beda z dane tedy przecigeia trzech

powierzchni:
1
?i,f,(m} =0, i‘p,-f,(x] = 0, i.‘v.f,{x) = 0.
1 1

Aby przeksztalcenie bylo dwujednozna-
cznem, potrzeba, by trzy powierzchniemialy
jeden tylko wspdlny punkt przecigcia zmien-
nego, gdy inne punkty przecigcia pozostajg
stalemi przy zmianie parametréw 1, u,v. Stad:

W przeksztalceniu dwujednoznacznem po-
wierzchnie ukladu liniowego gatunku 3-go

z‘,‘w‘.:o winny przechodzié przez m*-—1 pun-
ktédwstalych.

Dla przeksztalcenia dwunjednoznacznego
jest koniecznem, by powierzchnie fz) =0 byly
rodzaju zero; spélrzedneichpunktdw dajgsig
wyrazié jako funkcye wymiernedwu parame-
tr6w. Takie powierzchnie Cremona nazywa
homaloidalnemi Cayley—jednobieznemi.

Przeciecie R zmienne (t. j. nie wspdlne
wszystkim powierzchniom f) dwu jakichkol-
wiek powierzchni f,;=0 jest krzywa wymierns
(rodzaju zero) rzedu m.

Uktad 'powierzchni, ntworzony z takich powierzchni f, na-
zywa sig ukladem homaloidalnym.

Zauwazmy, Ze dla przeksztalcenia dwujednoznacznego po-
wierzchni nie jest koniecznem, by m=n, co ma miejsce w przy-
padku przeksztalcenia dwujednoznacznego plaskiego.

Punkty i linie, wspélne wszystkim powierzchniom ukladu
homaloidalnego, nazywaja sie glé6wnemi lub zasadni-
czemi.

Z pomiedzy mm przecigé powyze] okreslonej krzywej B
z tg powierzchnig f, na ktdrej ona calkowicie nie lezy, mm—1
przecie¢ znajduje si¢ w punktach zasadniczych lub lezy na krzy-
wych zasadniczych przeksztalcenia.
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Kazdemu punktowi krzywej zasadniczej, ktora jest krzywa
i-krotng dla wszystkich powierzchni ukladu homaloidalnego,
odpowiada krzywa wymierna rzedu 4, ktére] miejscem geome-
trycznem jest powierzchnia, stanowiaca czesé powierzchni Ja-
cobi'ego dla ukladu liniowego powierzchni ¢;=0.

Krzywa zasadnicza przestrzeni () i-krotna dla powierzchni
=0, jezeli jg przecinajg krzywe B, jest (4i—1)-krotng dla po-
wierzchni Jacobi'ego ukladu f;; jezeli zas krzywe R jej nie
przecinajg, wtedy jest dla tegoz ukladu krzywsg 4i-krotng.

Punkt zasadniczy przestrzeni (x) l-krotny dla ukladu f jest
41—2-krotnym dla powierzchni Jacobi'ego tegoz uktadu.

Zwigzki liczbowe pomiedzy rzedami wielokrotnosei punk-
téw i krzywych zasadniczych, analogiczne do zwigzkéw w prze-
ksztalceniu plaskiem (patrz Rozdz. VI § 5), podal Noether
(Ann. di mat. 'V, str. 175—176).

Teorya przeksztalcenia dwuwymiernego przestrzeni nie jest do-
tad tak doskonale zbhadana, jak teorya takiegoZ przeksztalecenia plasz-
ezyzny. Glownemi pracami o tym przedmiocie sa nastepujace:
Cayley (Proe. Lond. math. Soe. I, 171), Cremona (Gott.
Nachr. 1871, Math. Ann. IV, Rend. Ist. Lomb. 1871, Annali di mat. V,
Acc. Bologna 1871—72) Noether (Math. Ann. IIT).

Przypadkiemszczegdélnym rozwazanego przeksztalcenia jest
przeksztalcenie przez promienie odwrotne
lub inacze] in wersya, majaca wlasnosé niezmieniania katéw.

Jezeli przeksztalcenie ma byé dwujednoznacznem nie dla
calej przestrzeni, lecz tylko dla dwéch powierzchni
F(z)=0, &(y)=0, zawartych w dwdch przestrzeniach, wtedy
nie jest koniecznem, aby powierzchnie ukladu liniowego

4
Xo./i(z)=0 mialy n*—1 punktéw wspdlnych; jest koniecz-

nem jedynie, by wszystkie powierzchnie tego ukladu, przecho-
dzgce przez punkt powierzchni F=0, nie przecinaly sig réwno-
czesnie na tejze powierzchni.

Istnieje tu takze twierdzenie, ktére mozna uwazaC za
uogdlnienie twierdzenia Riemamnua, t. j. Ze rodzaj (ge-
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nus) powierzchniprzeksztalcajagcych sie dwu-
jednoznacznie jednana drugs, jest jeden i ten
sam.

Patrz: Clebsch (Comp. rend. 1868, Math. Ann. II), Cayley
(Math. Ann. III), Noether (Ann. di mat. V, Math, Ann. II, VIII),
Zeuthen (Math Anpn. IV), Castelnuovo - Enriques
(Math. Ann, XLVIII).

N o et her probowal rozciagnaé na powierzchnie twierdzenia
0 rozszczepianiu sig punktéw osobliwych dla krzywych plaskich,
t. j. staral si¢ zbadaé, czy przy pomocy przeksztalcen dwuwy-
miernych przestrzeni lub powierzchni nie mozna powierzchni,
majgce] osobliwoscl wyzsze, przeksztalcié na inng, majgca 0so-
bliwosci zwyczajne.
Temze zagadnieniem, préez Noethera (Math. Ann, XXIX,
Berl. Sitzungsber. 1888) zajmowali sie: Del Pezzo (Rend. Pa-
lermo 1I, III), Segre (Ann. di mat. XXV), Pannelli (tamze
XXV), Levi (tamze XXVI). Podobne zagadnienie dla krzywych
skodnych badali Poinearé (Compt. rend. CXVIIL, 1888) i P an-
nelli (Ist, Lomb. 1893),

Przypadkiem szczegélnym przeksztalcenia dwuwymier-
nego powierzchni jest tak zw. odwzorowanie plaskie
powierzchni. Wedlug powyzszej terminologii Cremony,
powierzchnia, dajacasie odwzorowaé na plasz-
czyznie, jest homaloidalnsg.

Aby powierzchnia data sie odwzorowaé na
pltaszczyznie, musi byé rodzaju liczbowego
P» r6Wnego zeru.

Warunkiem dostatecznym odwzorowal-
noscl powierzchnina plaszczyznie jest, aby
krzywa posiadala pasmo pojedynczo-nieskon-
czone krzywych wymiernych, wycigtych na
powierzchni przez pek innych powierzchni
(Noether, Gott. Nachr. 1870, Math. Ann. ITT).

Niechaj bgdzie powierzchnia § rzedu n-tego; spélrzedne
jednorodne jej punktéw mozna wyrazi¢ za pomocs Wzordw:
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wiEfa’(yi Yo ¥3)» (i=1,2,3, 4

gdzie funkeye [ sg wymiernemi jednorodnemi rzedu m; zaléz-
my, Ze z tych wzordw mozna otrzymaé¢ i stosunki pomiedzy
spblrzednemi y, wyrazone jako funkeye wymierne ilosei o.

Powiemy tedy, Ze powierzchnia & daje sig odwzorowaé
na plaszezyznie, gdyz, jezeli przez spélrzedne y rozumiemy spél-
rzedne jednorodne punktéw plaszczyzny, to wzory powyzsze
ustanawiajg zaleznos¢ dwujednoznaczna pomiedzy punktami
plaszezyzny i punktami powierzchni §.

Krzywe ukladu liniowego plaskiego é A:f:(y) =0 niechaj

majg @, punktéw pojedynczych, a, punk’]oéw- podwéjnych, a,

punktéw potréjnych i t. d. wspélnych; wtedy zachodzi zwigzek:
n=m?— a, —4a, — 9q,

Jezeli p, oznacza rodzaj przekroju plaskiego powierzchni,

d —rzad krzywe] podwdjne] tej powierzchni, r — rzad krzywej
ostrzowe], to zachodzi zwiazek:

_(n—=1)(n—2)

— —

__ (m—1)(m—2)
B Bl e

— —gy—3a;,—6a,—. ..

Mamynadto nierdwnosdci:

1= ( m-[—l]o(m—{-__?_.)‘

=}

—a; —3ay;, —6a; —.. ...

Ztychzwiagzkdw wyplywajgnastepujace:

pZa—2; dtrs2009

Powierzchnierzedu drugiegoitrzeciego
dajg sie, oczywidcie, zawsze odwzorowaé na
plaszezyznie. Dla powierzchni rzedu drugiego dos¢ z ja-
kiegokolwiek punktu rzuci¢ na plaszezyzne punkty powierzchni.
Dla powierzchni rzedu 3-go dosé rozwaza¢ dwie z jej prostych
nie przecinajacych sie, nastepnie przez punkec dowolny plaszozy-
zny przeprowadzié prosts, przecinajacs tamte dwie; ta ostatnia
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prosta przetnie powierzchnie jeszcze w innym punkeie, ktéry od-
powiada dwujednoznacznie punktowi plaszezyzny.

Konstrukeye geometryczng odwzorowania plaskiego po-
wierzchni rzedu czwartego ze stozkows podwéjna mozna wyko-
naé sposobem nastepujgcym:

Rozwazmy jedne z 16 prostych powierzchni danej, przeci-
najacy stozkowa podwdjna. Przez punkt F plaszezyzny i przez
prosta g przesuimy plaszczyzne; plaszcezyzna ta przetnie stoz-
kows w punkcie, ktory polaczony z punktem P daje prosta, opie-
rajaca sig na stozkowej podwoéjnej 1 na prostej g, przecinajacs
zatem powierzchnie w innym jeszcze punkcie @; odpowied-
niosé¢ punktéw PiQ jest dwujednoznaczna.

Jezeli powierzchnia rzedu czwartego ma prosta podwdjna,
to mozna wykona¢ analogiczng konstrukeye, wiedzac, ze sy wte-
dy na powierzchni stozkowe, przecinajace prosta podwdjna.

Dla powierzchni rzedu pigtego z dwiema prostemi podwdj-
nemi, nie przecinajacemi sie, mozna wykona¢ widocznie kon-
strukeye geometryczng analogiczng do tej, ktérg wykonalismy dla
powierzchni rzedu trzeciego.

Dla powierzchni rzedu piatego z krzyws szescienns po-
dwdjng mozna oczywmcw za promienie rzucajace pryyjac cu;-
ciwy krzywej szesciennej, przecinajace powierzchnie j jeszcze W je-
dnym punkcie. Konstrukeya analogiczna daje si¢ wykonac,
jezeli krzywa szescienna rozpada sig na stozkows i na prosta,
przecinajacg stozkows w punkeie, albo na trzy proste, z ktérych
jedna przecina dwie pozostale. Przypadki, w ktérym krzywa
szescienna jest plaska albo rozpada sig na stozkows 1 na prosts,
nie przecinajacg stozkowej, albo wreszcie na trzy proste, nie
przecinajace sie, nie s§ mozliwemi.

Odwzorowanie plaskie powierzehni moze byé uZyteczne w bhada-
niu krzywyel, nakreslonychnapowierzehni. Za najdawniejszebadania,
dotyczace odwzorowania plaskiego powierzehni, uwazaé moZna bada-
nia, odnoszgce sig do rzutu stereograficznego i w ogoéle do wszelkich
rzutébw, wymyslonyeh dla kreélenia kart geograficznych.

Odwzorowanie plaskie powierzelni rzedu 2-go stosowali: Plii-
cker (Crelle XXXI1V, 1847), Chasles (Compt. rend. 1861), Cay -
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ley (Phil Mag. XXII, 1861) w celu badania krzywych, nakreslonych
na tyeh powierzchniach (por. Clebsch-Lindemann, I, i niZej
Rozdzial X, § 1). Odwzorowanie plaskie powierzehni rzedu 3-go
otrzymali: Cremona (Crelle LXIX) i Clebseh (tamze LXV); pé-
wierzehni rzedu 4-go i 5-go o stozkowej podwoéjnej: Clebsch (Crelle
LXIX, Math Ann. I), Kornddrfer (tamze I, IV), Frahm (tamZe
VH). Odwzorowanie plaskie powierzehni prostoliniowyeh wymier-
nych badali: Cremona (Annali di mat. I), Armenante (Ann. di
mat, IV, 1870), Clebsch (Math. Ann. II, V), Noether (tamze II).

W przypadku powierzehni jakiejkolwiek, a wiec i niealgebraicz-
nej, zagadnienie o0 odwzorowanin plaskiem powierzehni catkowitej lub
jej czefei daje sig traktowaé przy pomocy metod geometryi réZnicz-
kowej.

RozwaZano tez przeksztatcenia wielokrotne prze-
strzeni (patrz Rozdz. XI, § 5); do tej kategoryi badah naleZy rozpra-
wa De Paolisa (Mem. Lincei 1885).




ROZDZIAL X,

KRZYWE SKUSNE ROZNYCH RzEDOW.

§ 1.
Krzywe na powierzehniach rzgdu 2-go. Krzywe kuliste (sferyczne).

PowiedzielisSmy wyze]j, ze badanie krzywych, polozonych
na powierzchni rzedu 2-go, daje si¢ latwo przeprowadzié przy
pomocy odwzorowania plaskiego powierzchni. Jezeli z pun-
ktu P powierzchni (ktéry moze byé i punktem w nieskonczono-
$ci) rzucimy punkty powierzchni na plaszezyzne, np. na plasz-
czyzne styczng w punkecie O spotkania z powierzchnig srednicy
przez punkt P przechodzace]j, otrzymujemy odwzorowanie pla-
skie powierzchni, ktére analogicznie do odwzorowania kul, na-
zywamy rzutem stercograficznym.

Rzutami wszystkich punktéw, znajdujacych sig na dwdch
tworzacych kwadryki, przechodzacych przez punkt P, s3 dwa
punkty /) i P, wnieskonczonosci. Nazywamy je punktami za-
sadniczemi; prosta je Iaczaca (w tym przypadku prosta w nie-
skonficzonosei) nazywa sie prosta zasadniczg. Rzuty wszyst-
kich prostych kwadryki stanowia dwa peki promieni, ktdrych
srodki znajdujg sie w punktach P, 1 P,.

Ustanéwmy teraz na kwadryce uklad spélrzednych. Wezmy
jako poczgtek punkt O, jako osi—proste 0X, OY, wzdluz ktérych
plaszezyzna styczna w O przecina kwadryke (jezeli konstrukeye
te chcemy wykona¢ w obszarze rzeczywistym, bierzemy hyper-
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boloide). Niechaj 4 bedzie punktem powierzchni; przez punkt
ten przechodza dwie tworzace: jedna, naleZgca do pierwszego
uktadn, druga—dodrugiego; te dwie tworzace niechaj przecinajs
tworzace stale OX 1 OY w punktach 4, (na OX}1 4, (na OY).
Odleglosci §= 04, 1 n= 04, mozna przyjaé¢ za spélrzedne
punktu 4 kwadryki. Spolrzedne takie nazywajg sie hyper-
boloidalnemi; wprowadzil je Pliicker (Crelle XXXIV).

Godnym uwagi jest fakt, Ze punkt, polozonyna
plaszczyznie stycznej XYimajacyspbélrzed-
ne £in, jest rzutem punktu 4 kwadryki z pun-
ktu P

Réwnanie stopnia pierwszego afty+c=0
pomigdzy spdlrzednemi ", » przedstawia na
powierzchni krzywsg plaska, przechodzgca
przez punkt P.

Jezeli za osi spélrzednych kartezyanskich przyjmiemy osi
0X, OY i jakgkolwiek 0§ trzecis 0Z, wtedy spélrzedne
kartezyanskiez y, zpunktud kwadryki zwia-
zane beds ze spélrzednemi hyperboloidal-
nemitegoz punktu wten sposdb:

g dz _ dz
ST atw T T htm
lub:
Lo e[l g, )
£ #] v Tl

jezeliréwnaniekwadrykijest postaci:

z(az+t+by+tex +d)y+ pry =0.

Jezeli w szczegdlnosci za o Z wezmiemy $rednice, prze-
chodzgcg przez punkt 0, wtedy réwnanie kwadryki przybiera
postaé:

Z(2+d)+pzy =0 (hyperboloida),
albo:
dz 4+ pzy =0 (paraboloida),
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apowyzsze zwiagzki zamieniajgsi¢nanaste-
pujace:

z d

Wzory te stosowal Plicker; wspélrzednych jednorod-
nych wzory sg bardziej symetrycznemi (Clebsch-Linde-
mann 1 c II str. 422).

Niechaj P, O beds dwa jakiekolwiek punkty kwadryki (nie
jest koniecznem, aby byly koficami jednej srednicy); niechaj wierz-
cholkami czworoscianu podstawowego spélrzednych beda P, O,
P,, P,, gdzie P, i P, sy dwoma punktami zasadniczemi na plasz-
czyinie stycznej do kwadryki w punkcie 0. Réwmnanie
kwadrykibedziemialo postaé:

Z,0y — 23w, = 0,

jezeli plaszezyzny 2, =0, 2, =0, 2,=0, z,=0 sg odpowiednio
plaszezyznami POP,, POP,, OP,F,, PP\ F,. Jezeli &, &,, &
sg spblrzednemi jednorodnemi punktu (na plaszezyznie OP,P,),
bedgcego rzutem punktu kwadryki, wtedy zachodzg wzory:

Ty 1Tyl X1y = 5153359%:5151:532-

Tlosel }z'—, %’;— mozna przyjaé za spélrzedne punktu na

1
kwadryce (Ca yley, Papers V, str. 70); odpowiadajs one w isto-
cie rzeczy spélrzednym hyperboloidalnym Pliickera.

Rzutem wszelkie] krzywe] plaskie] w rozwazanem odwzo-
rowanin jest stozkowa, ktéra staje si¢ kolem, jezeli punkt P
jest punktem kolowym {umbilikiem) kwadryki, punkt zo$ 0 jest
punktem érednicowo przeciwnym; wszystkie te stozkowe sg do
siebie podobne i podobnie ulozone; ich asymptoty sa réwnolegle-
mi do dwéch osi OX, 07, t.j. do przeciet plaszezyzny stycznej
w O z powierzchnis,

Rzutem krzywej plaskiej rzedu n na kwadryce, nie prze-
chodzacej przez punkt P, jest krzywa plaska rzedu n; jezeli za$
krzywa przechodzi m razy przez punkt P, rzut jest rzedu n—m.



Krzywe na powierzehniaeh rzedn 2-gn i t, d. 3

Wszelka krzywa rzgdu n na kwadryce spotyka zawsze &
razy jakakolwiek tworzacg jednego ukladu, X' razy twerzacs
ukladu drugiego, w ten sposéb, ze k -+ A'=mn; rzut tej krzywej
przechodzi k razy przez punkt P,, k' razy przez punkt P,. Licz-
by k, k¥’ charakteryzujg gatunek krzywej na kwadryce; gatunek
ten oznaczamy symbolem [k, ¥'].

Jezell jedna z dwu liczb k, k' jest zerem, wtedy krzywa
rozpada sie na zbidér n prostych kwadryki.

Jezeli nie bedziemy nwazali za zasadniczo réZne dwu ga-
tankéw [k, K'], [k, k], bedzie mozna powiedzieé:

73—
2
rzyste) lub % (gdy » parzyste) réznych gatnn-

Na kwadryce istnieje : (gdy » niepa-

kéw krzywych wlasciwychrzedun-tego.

Przecigcie zupelne kwadryki z powierz-
chnig ogdélng rzedu m jest typu [m, m)

Przez k¥ +k+/4 punktéow, dowolnie danych
na powierzchni moze przechodzié¢ jednaityl-
ko jedna krzywa typu |k k']

Dwiekrzywe typow [k K]i[k,k']l spotykajg
sig w ki, +k'%k, punktach.

Krzywa typu [k, k' | o 6 punktach podwéjnych iy ostrzach
dotyka 2k'(k—1)—28—3y tworzacych ukladu pierwszego,
oraz 2k(K'— 1)—26 — 3y tworzgcych ukladu drugiego.

Co do osobliwosei i liczb charakterystycznych dla krzy-
wych, nakreslonych na kwadryce, patrz Rozdz, IX, § 4.

Na kwadryce niema krzywych wlasciwych rzedu 2-go in-
nych préez przekrojéw plaskich, nalezscych do typu [1, 1]; krzy-
we wlasciwe rzedu 3-go na tej powierzchui sg typu [1,2] lub—co
na jedno wychodzi —]2,1]1sg skosnemi; krzywych rzedu 4-go
sy dwie rodziny: [2,2] (krzywe gatunku pierwszego) i [1,3]
(krzywe gatunku drugiego).

Chasles pierwszy rozwazat odwzorowanie plaskie kwadryk,
jako megélnienie rzutu stereograflcznego kuli (Amn. de Gergonne
XVHI, XIX, Apergu hist. 1837, str. 219). Krzywe na tyeh powierzch-
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niach badal Pliéecker wdwdch rozprawach (Crelle XXIV, 341 —260).
Cytujemy jeszeze moty Cayley'a (Phil. Mag. XXII, s, 181, Papers
V,70) i Chanlex'a (Compt rend 1861). Poréwn, (lebseh-
Lindemanp, L e I, str. 414 i nast.

Przyjadkiem szczegdlnym badan powyzszych ss badania
nad rzutem stereograficznym kuli i nad krzywemi kulistemi,
& w szczegolnosci nad nad t. zw. stozkowemi kulistemi
Razut stereograticzny kuli znali juz geometrowie grecey; najwaz-
niejsza jego wlasnos¢ polega na odwzorowaniu podo-
bnem, t.j. ze kat dwoch krzywych kulistych réwna sie katowi
pomiedzy ich rzntami plaskiemi. jezeli srodek rzutu znajduje sie,
jak wyzej, wpunkcie P kuli, a plaszezyzna rzutu jest réwnolegla
do plaszczyzny stycznej w punkcie P; w szezegdlnosci zas, gdy
plaszczyzna rzutu jest plaszczyzng styczna w punkecie 0, sredni-
cowo-przeciwleglym punktowi P.

Zdaje si¢, Ze wlasnoi¢ te odkryli Hooke i Moivre (patrz
Halley, Phil. Trans.1696): niektérzy sa zdania, Ze znal ja juz
Mereator w r. 1587 (patrz Breusing ,Das Verebnen der
Kugeloberfliche ete.“, Lipsk 1892); pézniej badali ja Lambert,
Euler, Lagrange, Gauss i inni (patrz Chasles, Apercu
ete., str. 219 i 235).

Rzuntem kazdego przeciecia plaskiego kuli jest kolo.

Rzut bieguna plaszezyzny siecznej jest srodkiem kola, kto-
re jest rzutem przeciecia plaskiego (tw. Chasles’a, patrz H a-
chette ,Geom. a trois dim.* 1817).

Spolrzedne na knli i stozkowe kuliste, t. j. przeciecia kuli stoz-
kiem rzedu 2-go, badali: Chasles (Mém. de Belg. VI), Gude r-
mann (Crelle VI), Mobius (Werke II)it. d. Wyklad szezegé-
lowy ich teoryi znajdujemy u Hessego (Anal. Geom. des Raumes
wyd. 3, 8tr. 51)iu Salmona-Fiedlera I, wyd. 3-e, str. 340
i nast.

Stozkows kulista jest krzyws skosna rzedu czwartego i ga-
tunkn 1-go; jest ona przecieciem kuli ze stozkiem rzedu 2-go,
ktdrego wiarrcholek znajduje si¢ w srodku kuli.
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W stozkowe] kulistej stosunek anharmoniczny czterech
promieni, laczagcych punkt zmienny kizywej z czterema punktami
stalemi krzywej, jest staly; przez stosunek anharmoniczny czte-
rech promieni (nie lezgcych na jednej plaszezyznie), rozumiemy
tu stosunek anharmoniezny czterech plaszezyzn, rzucajacych
te promienie ze srodka kuli. Jest to wlasnos¢ analogiczna do
wlasnoscl stozkowych plaskich.

W stozkowe]j kulistej iloczyn wstaw lukdw, poprowadzo-
nych z punktu na kuli normalnie do dwu lukéw kél wielkich,
stycznych do stozkowej, jest w stosunku stalym do kwadratu
wstawy luku, poprowadzonego normalnie do luku kola wielkie-
go, przechodzacego przez dwa punkty stycznosei.

Poprowadzmy przez srodek kuli dwie plaszezyzny kolowe
stozka rzedu 2-go (t. j. plaszezyzny, przecinajsce go wedlug
kél); odpowiadajace tym plaszczyznom kola wielkie na kuli na-
zywaja sig¢ kolami cyklicznemi, odpowiadajacemi stoi-
kowej kulistej.

Jezeli kolo wielkie przecina stozkowsa kulista w dwéch
punktach Pi @, a kola cykliczne w punktach 4 i B, wtedy
AP=Bg; w szczegélnosci:, luk kola wielkiego styczny do stoz-
kowej kulistej, zawarty pomigdzy dwoma kolami cyklicznemi,
dzieli sig w punkcie stycznosei na dwie réwne czedei.

§ 2.
Krzywe szescienne skosne.

Dwie kwadryki, majsce wspdlng linig prosts. przecinajg sig
wedlug krzywej resztowej, ktéra jest krzywg szescienngy
skosns.

Zachowujsc znskowania, przyjete w § 4 Rozdzialu IX dla
liczb charakterystycznych i osobliwosei krzywych skosnych,
mamy tu:
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n=3, r=4 h=1, y=0, ‘3=0, H=0, b‘=0,
ﬂma, g=1, I="“-0, gmo, G'..—.:O_J w=0, p:O,

skad wyplywajg twierdzenia nastepujgce:

Krzywa szescienna skosna jest rodzaju
zero i klasy czwartej; jej rozwijalna scisle
styczna jest rzeduczwartego 1 klasy trzeciej.

Przez jakikolwiek punkt przestrzeni przechodzi jedna tylko
cigeiwa i trzy plaszezyzny Scisle styczne krzywej szesciennej.

Jakakolwiek plaszczyzna przestrzeni zawiera jedne i tylko
jedne prosts przecigcia dwu plaszczyzn, scisle stycznych do krzy-
we) szesciennej.

Rzut plaski krzywej skosnej rzedun 3-go
jest krzywg szescienng plasksg z punktami po-
dwéjnemi.

Kazda krzywarzgdu 3-go daje sig pomysleé
jako nakredlona na kwadryce; spotyksa ona
zawsze w jednym punkecie tworzace jednego
nkladu, wdwoéch punktach tworzace drugiego
(patrz Rozdz. X, § 1).

Na kwadryce mozna pomysleé dwa rézne uklady krzywych
szedciennych; krzywe jednego ukladu spotykaja tworzace ukladu
pierwszego w jednym, drugiego w,dwéch punktach (a wiee odpo-
wiednio tworzgce ukladu drugiego w dwéch punktach, pierwszego
w jednym punkcie).

Dwie krzywe szedcienne réznych ukladéw spotykaja sie
w pigein punktach, krzywe tegoz samego ukladu w czterech
punktach.

Jezeli dwie kwadryki przecinajs sig wedlug krzywej szes-
ciennej, a zatem 1 wedlug prostej, wtedy prosta ta w kazdej
z dwéch kwadryk nalezy do tego ukladu, ktérego tworzace prze-
cins krzywa szescienna w dwéch punktach.

Przez pigé punktéw, dowolnie danych na
kwadryce przechodzg dwie krzywe szescienne
n'aniej lezgce (jedna jednego, druga drugiego ukladu).

Przez sze$é punktéw, danych dowolnie
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w przestrzeni przechodzi zawsze jedna krzy-
waszedcienna.

Dla wykredlenia takie] krzywej szesciennej dos¢ wziaé sto-
zek kwadrykowy, majacy wierzcholek w jednym ze szesciu pun-
ktéw i przechodzacy przez pie¢ pozostalych, a nastepnie drugi
taki stozek, majacy wierzcholek w innym z szesciu punktéw
1 przechodzacy przez pie¢ pozostalych. Te dwa stozki przetns sie
wedlug prostej, laczgce] dwa wierzcholki, i wedlug krzywej
szesciennej szukanej.

Krzywaszesciennaskosna jest miejscem
punktéw wspélnych dwiom tréjkom plaszezyzy,
odpowiadajgcych sobie w trzech pekach plasz-
czyzn wzajemnierzutowyech.

Rozwijalng scisle styczng krzywej szes-
ciennej mozna uwazaé¢ za obwiednig plasz-
czyzn, przechodzgcych przez tréjki punktéw
odpowiadajgcych sobie w trzech prostych
punktowych.

Znieksztalceniem krzywe] szesciennej skosnej z jednym
punktem podwdjnym pozornym jest uklad stozkowej i prostej
polozonej tak, ze przecina stozkows tylko w jednym punkecie.

Podamy niektére wlasnosci krzywych szesciennych.

Cztery plaszczyzny, przechodzace przez zmienng cigciwe
krzywe] szesciennej i przez kazdy z czterech stalych punktéw
tej krzywej, sa w stalym stosunku anharmonicznym.

Prosta, bedaca przecieciem dwu plaszezyzn scisle styeznych
do krzywej, przecina cztery plaszczyzny Scisle styczne krzywej
w czterech punktach, bedacych w stosunku anharmonicznym.

W szezegélnosdel cztery plaszezyzny, laczace styezng do
krzywej z czterema punktami tejze, zachowuja staly stosunek
anharmoniczny przy zmienianiu sig stycznej.

Cztery plaszezyzny, w ktérych styczna zmienna przecina
cztery plaszezyzny Scisle styczne, sg w stalym stosunku anhar-
monicznym.

Jezeli 1,2.....7 sa danemi siedmioma punktami krzywej
szeSciennej, to plaszezyzny 712 i 745, 723 1 756, 7341 761 prze-
cinajs si¢ wedlug trzech prostych plaszczyzny, prz&chodzqcej

aseal. Rep.Tl 20
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przez staly cieciwe krzywej szesciennej, jezeli pozostawiajac sta-
Temi pierwsze szesé punktéw, zmieniamy tylko polozenie siédmego
iCremonasa).

Jezeli dane sy dwie krzywe szescienne, przechodzace przez
te ssme pieé punktéw, to cieciwy pierwszej krzywej, przecho-
dzgce przez punkty drugiej, spotykaja wszystkie cieciwy drugiej
krzywej. przechodzace przez punkty pierwszej.

Plaszczyzny scisle styezne w trzech punktach 1, 2. 3 krzy-
wej szesciennej przecinajg si¢ w jednym punkeie (4) plaszczyzny
123

Punkty stycznosei trzech plaszezyzn scisle styeznyeh, po-
prow adzonych do szesciennej z punktu (4),znajdujs sie na jedne;j
plaszezyinie z punktem (4) (Chasles).

Prosta przeciecia sig plaszezyzn scisle stycznych, znajdu-
jaca sig w plaszczyznie 123, jest biegnnowa harmoniczng pun-
htn 4 wzgledem tréjkata (123).

(Cigciwa szesciennej, przechodzaca przez punkt 4, jest pro-
sty biegunows harmoniczng plaszezyzny 123 wzgledem tréj-
scianu trzech plaszezyzn scisle stycznych.

Dodajemy dla objasnienia ostatnich dwu twierdzen, ze bie-
gunows harmoniczny p punktn S (bieguna harmonicznego)
wzglglem tréjkata jest prosta, przecinajgca boki tréjkata ABC
w trzech punktach 4’, B, ¢’ takich, ze pary promieni 84', 8'4";
SB, 5B 8C, ¥’ C’ sg winwolucyi. Okreslenie to rozciaga sig
latwo na przypadek tréjscianu.

Cztery punkty szesciennej tworzq czworoscian; inny czwo-
roscian tworzg plaszczyzny scisle styczne w tych czterech pun-
ktach; kazdy z tych czworoscianéw jest jednoczesnie wpisany
w drugi 1 opisany na nim (M 8 bius, Crelle ITI, 273).

Twierdzenie Chaslesa pokazuje, ze przy pomocy
krzywej szedciennej skosnej ustanawiamy
w przestrzeni odpowiednios$é specyalng po-
migdzy punktamiiplaszczyznami wten spo-
s6b, Zze kazdemu punktowi odpowiada plasz-
ezyzna,przezen przechodzgca, a kazdej plasz-
czyinieodpowiada punkt, na niej polozony.
Taka odpowiedniosé jest dwoistoscia biegunows, albo
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inwolucyjng, a wlasciwie nalezy do tak zwanych biegn-
nowoscl zerowych (patrz wyzej str. 51), lubdo nkla-
déw zerowych (Nullsystem). Por. M3 bins, Statik I, 131
i Crelle X, 317). Punkt 1 odpowiadajaca mu plaszezyzna nazy-
waja sie blegunemiplaszczyzng biegunowsg.

Cigciwa szesciennej, przechodzgca przez biegun dany P,
i prosta, polozona na plaszezyznie biegunowej tego punktn, ta-
ha, ze wzdluz niej spotykajg si¢ dwie plaszezyzny &cisle styczne
szeiciennej, sg dwiema prostemi, pozostajacemi w biegunowosci
zerowej.

Rézne konstrukcye. Zagadnienie, ktérych rozwiazania ta
podamy. dotyeza konstrukeyi krzywej szesciennej skosnej, czy-
niacej zados¢ warunkom danym.

1. Jest danych szes¢ punktéw 1, 2, 3, 4, b, 6 szesciennej;
zbudowac krzywa.

Przez proste (12) przesuwamy dowolng plaszezyzne a i wy-
znaczaczamy przeciecia:

[a.(345)] =a, [a.(4566)]-=0, [(23),(561)]= 4, [(61),(234)}=08,
la, (B4)]=0C, [a.(45|=D, [(CD),al=E, [(CD),b]=F:

punkt [(12),(2F) = P nalezy do szesciennej. Albo inaczej:
Wyznaczamy

[@(45)]=G, [1"4G}=ﬁ: [2:BG]:}'s
[8,3Y)]=H, [y, (56)]=XK,

trzy plaszezyzny [61 H], a, [23 K| przecinaja sie w punkcie
krzywej; mamy naturalnie trzeci punkt krzywej, znajdujacy sie
na plaszezyZnie a.

2. Mamy danych pie¢ punktéw 1,2, 3, 4,5 1 sieczng «
krzywe] szesciennej; zbudowaé krzywsg.

Przez sieczng a przeprowadzmy plaszezyzne dowolna a,
ktéra przecina plaszczyzny [123], [124], [184], [234] we-
dlug czterech prostych, wyznaczajacych razem z prosts a stoz-
kows do nich styczna; plaszczyzna a przecina nadto plaszezyzny
[128 ], [125], [135], [235] wedlng czterech innych prostyeh,
wyznaczajgcych razem z prosts a inna stozkowa. Te dwie stoz-



HU8 Rozidziat 1X,. — § 1

kowe maja styczne wspdlne a i [a,[123)]; punkt spotkania
dwdich stycznych wspélnych jest punktem szesciennej.

3. Dane sg cztery punkty i dwie sieczne; zbudowaé szes-
clenng.

Zagadnienie to albo wcale nie ma rozwigzan, albo ma ich
nieskonczenie wiele.

4. Majgc dane trzy punkty i trzy sieczne, zbudowaé szes-
cienns.

Dosé rozwazyé trzy peki plaszczyzn, majgce za osi trzy
sieczne dane 1 ustanowi¢ odpowiedniosé¢ rzutows plaszezyzn
trzech pekow, uwazajac jako odpowiadajace sobie plaszczyzny,
przechodzace przez kaidy z trzech punktdéw danych; punktami
krzywej sznkanej beda przecigeia trzech jakichkolwiek odpowia-
dajgcych sobie plaszezyzn.

b. Dane sg dwa punkty A, B i cztery sieczne a, o/, b, ¥,
zbudowaé szescienng,

Prowadzimy prosts ¢, przechodzaca przez punkt 4, i spo-
tykajgcg proste a, a'; prosts ¢, przechodzgcs przez 4 i spotyka-
jaca proste b, ¥; w podobny sposéb prowadzimy proste d, d,
przechodzace przez punLt B i spotykajace odpowiednio a,a’ i b I

Niechaj przecigciem pla.szczyzn {cd}, [¢'d'] bedzie I; dwie
hyperboloidy [aa’l], [6b'l] przecinaja sig wedlug Lkrzywej za-
danej.

6. Zbudowaé szescienns, przechodzacy przez punkt dany
1 majgcy jako sieczne pieé prostych danych.

Zagadnienie to zawsze ma rozwigzanie.

7. Zbudowaé szescienna, majacs jako sieczne sze$é pro-
stych danych.

Zagadniepie to ma w ogélnosci sz e $ ¢ rozwiazan.

Co do tych konstrukey] patrz dziela niZej cytowane
Schrétera, Cremony, Sturma.

Réine gatunki krzywych szeSciennych. Dla krzywych,
podobnie jak dla stozkowych, tworzymy kategorye wedlug rze-
ezywistosci ich punktéw w nieskoficzonosci; a mianowicie:

1. Jezeli plaszezyzna w nieskonczonosei przecina krzyws,
szescienng w jednym tylko punkcm rzeczy-
wistym, mamy elipse szescienna.
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2. Jezeli plaszezyzna w nieskonczouosci zawiera trzy
punkty rzeczy wiste szesciennej, wtedy krzywa
jest hyperbola szedcienns.

3. Jezeli w szezegélnosci dwa z tych trzech punktéw
zlewaja sie, mamy hyperbolg szescienng pa-
raboliczna.

4. Jezeli wreszcie wszystkie trzy punkty zlewajg sie,
t. j. gdy plaszczyzna w nieskonczonosci jest plaszezy-
zng scisle styczna, wtedy mamy parabola szes-
ciennas.

Przez hyperbole szeScienng przechodza trzy walce hyper-
boliczne rzeczywiste stopnia 2-go.

Przez elipse szescienng przechodzi jeden walec eliptyczny
rzeczywisty stopnia 2-go.

Przez hyperbole szescienng paraboliczng przechodzs dwa
walce rzeczywiste stopnia 2-go, z ktérych jeden jest hyperbo-
licznym, drugi parabolicznym.

Przez parabole szescienng przechodzi jeden tylko walec
rzeczywisty stopnia 2-go paraboliczny.

Jezeli nazwiemy asymptots styezng rzeczywista
{w skonczonosci) do punktu w nieskonczonosei linii krzywej, to
bedzie mozna powiedzied, ze elipsa szeScienna ma jedne tylko
asymptote, hyperbola szescienna trzy, hyperbola szescienna para-
boliczna ma jedne, parabola szescienna nie ma zadnej.

Krzywe szescienne badal pierwszy Mobius (Barye. Caleul
1827, str. 120, Crelle X), po nim Chasles (Apercu hist. Note
XXXIII, Jour. de Liouville II 1854, Compt. rend. XLV); péZniej zaj-
mowali sig tym przedmiotem: Se y d e witz (Grun. ArchivX), Hesse
(CrelleXXVI), Schrioter (tamze LVI), v. Staud t(BeitrigeIll,1860),
Cremona (Annali di mat. I, II, V; Crelle LVII, LX, LXII; Nouv.
Amn, 1, 2 série), Sturm (Crelle LXXIX, LXXX, LXXXVI), Mil-
ler (Math, Ann. V). Co do innych badaf »nad szefciennemi skos-
nemi, a zwlaszcza nad zastosowaniem do nich teoryi niezmienni-
kéw form dwéjkowyeh, patrz: Beltrami (Ist Lomb. 1868), Sturm
(LLe), Voss (Math. Ann. XHI), d0vidio (Aee. Torino XXXH
1879, Giorn. di Battag. XVII, Collect. math. 1881), Pitarelli
(Giorn. di Batt. XVII), Gerbaldi(Mem. Torino 1880). Z trak-
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tatéw o teoryi krzywych szedciennyeh skodnyeh wymieniamy: Sal -
mon-Fiedler (Anal. Geom. d.R. II), a zwlaszeza Schrot.r
{ Theorie d. Oberfl. 2-er, Ordr_, Lipsk 1880).

§ 3.
Krzywe skosne rzedu 4 go gatunku 1-go.

Krzywa skosna rzedu czwartego gatunku 1-go jest prze-
ciaciem zupelnem dwu kwadryk, na kazdej z tych dwu powierz-
chni przecina ona w dwdch punktach kazds tworzacs jednego
ukladn, oraz w dwoch punktach kazdg tworzacs drugiego.

Przy zalozeniu, Ze kwadrykisg jakiekol-
wiek, mamy nastepujsce liczby charaktery-
styczne dla takiej krzywej:

n=4, r=8, k:g, y=8, ﬁ=0, HSO, Z=O,

m=12 g=388, =16, a=16, ¢=0, 0w=0, p=1.

Jeielidwie kwadryki majg stycznosé zwy-
czajng w jednym punkcie, wtedy krzywa rzedu

4-go otrzymuje punkt podwdjny, ajejcharak-
terystykami sa:

n—=4, r=6 h=2 y=4, =0 H=1, v=0,
m=6 g=6 =6 a=4 ¢=0, w=0, p=0.
Jeieli kwadryki maja w punkcie stycz-

nosé stateczna wtedy krzywa ma ostrze, ajej
charakterystykami sa:

n=4, r=05 5I=2 y=2 p=1 H=0, v=0,
ﬂ=4, g=2, .C=2, azl, G=0, a):O, _p=0,

Znieksztalcenia krzywej skosnej rzedu 4-go gatun-
ky 1-go sg nastgpujace;
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1. Krzywa szescienna plaska wraz z prosts, polozons
w przestrzeni tak, Ze przecina krzyws tylko w jednym
punkcie.
2. Krzywa szescienna skosna i jej cieciwa.
3. Dwie stozkowe, polozone w przestrzeni w ten sposib,
ze majg dwa punkty wspdlne.
Z wlasnosci, dotyczgce] liczby stozkéw kwadrykowych,
znajdujacych sie w peku kwadryk, wyplywa:
Przez kazdg krzywsg rzedu4go gatunku
1-go przechodzg cztery stozki kwadrykowe
(Poncelet).

Krzywarzedu 4-go gatunku 1-go niemsa weale
tréjsieczne].

Kazda plaszczyzna peku plaszezyzn, ma-
Jacego za o8 cigciwg albo styczng krzywej
rzgdu 4-go gatunku 1-go, przecina krzywa
wdwéch punktachtakich, Ze prosta je Iaczgca
jest tworzgca kwadrykina ktérej krzywa lezy
calkowicie. W tym pekusgcztery plaszczy-
zny styczne do krzywej.

O$m punktéw, dowolnie danych w prze-
strzeni, okreslajg krzywa rzedu czwartego
gatunku l-go.

Dwie krzywe gatunku 1-go, polozone na jednej i tej same;j
kwadryce, przecinajs si¢ w osmiu punktach. Sa to te punkty,
w ktérych spotykajs sig¢ trzy powierzchnie rzedu 2-go; jezeli
mamy danych siedm z pomigdzy tych punktéw, io ésmy daje sie
wyznaczy¢ przy pomocy konstrukeyj liniowych; tworza one
grupe osmiu punktéw stowarzyszonych i przechodzi przez nie
nieskonczenie wiele krzywych rzedu 4-go (Hesse, Crelle XX VI,
Reye tamze, C. Zeuthen tamze IC, Acta math, XII).

Przez szes¢ punktéw z grupy osmiu punktéw stowarzyszo-
nych poprowadZmy szescienng skosns, to prosta, laczaca dwa
pozostale punkty, bedzie cigciwg szesciennej. Odwrotnie: osm
punktéw krzywej rzedu 4-go, majacych te wlasnosé, sa oSmioma
punktami stowarzyszonemi.
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Przez pie¢ punktéw krzywe] rzedu 4-go gatunku 1-go prze-
prowadimy wszystkie mozliwe kwadryki, przecinajace nadto
krzyws jeszcze w trzech punktach; plaszezyzna tych trzech pun-
ktéw przechodzi przez punkt staly krzywej danej.

Jezeli na krzywej rzedu 4-go damy sobie dwie grupy po
o$m punktow stowarzyszonych, t.j. razem 16 punktéw i jezeli
pomiedzy temi punktami mozna wybraé¢ osm takich, aby two-
rzyly nows grupe punktow stowarzyszonych, wtedy i pozostale
osm punktéw tworzy grupe punktéw stowarzyszonych.

Poprowadzmy trzy plaszezyzny, przecinajgce krzyws rzedu
czwartego w punktach A,, B,, C,, /);; A4, 5%, Cy, Dy; A4, By, Cy, Dy;
plaszezyzny 4,.4,4,, B,B,B,, C,(,C;, D,D,D, przetns krzyws
w czterech punktach, znajdujacych sie na jednej plaszczyznie,

Cztery plaszezyzny, scisle styczne w czterech punktach po-
loionych na jednej plaszezyznie, przecinajg krzywsa w czterech
punktach, lezacych na jednej plaszczyznie (Reye).

Na krzywej rzedu 4-go istnieja tréjki punktdéw 4,
A,, A, majace te wlasnosé, Ze trzy plaszezyzny scisle stycz-
ne w tych punktach przecinajg si¢ w punkcie S krzywe], przez
ktéry przechodzi takze i plaszezyzna 4, 4, 4;,. Ten punkt na-
zywa sig punktem towarzyszgcym tréjki.

Niechaj bedzie krzywa rzedu 4-go na kwadryce; trzy pun-
kty I, B,, B,, w ktérych tworzace tego samego ukladu, prze-
chodzace przez punkty 4,, A,, 4; spotykaja krzywsa, tworza
takze tréjke.

Niechaj O bedzie punktem krzywe]j rzedu czwartego; trzy
punkty, w ktérych trzy plaszezyzny OAd, d4,, 04, 4;, 04,4,
przecinaja takze krzyws tworza tréjke.

Trzy punkty, w ktérych trzy plaszczyzny, przechodzace
odpowiednio przez 4,, 4,, 4; 1 przez sieczng albo przez styczng
krzywej, przecinajy krzywe, sworzs tez trojke.

Tréjke punktéw dla danej krzywej rzedu 4-go mozna otrzymaé
sposobem nastepujgcym: Przyjmijmy punkt S na krzywej jako
pankt towarzyszgcy trojki. Z tego punktu rzuémy krzyws na
plaszezyzne, rzutem bedzie krzywa rzedu 3-go. Plaszezyzna.
przechodzgca przez punkt Si przez jedne z prostych przegiecia



Krzywe skofne rzedu 4-go gatunku 1-go. 313

szesciennej plaskiej przecina krzyws dans w trzech punktach
tworzacych trojke.

Powiedziano wyzej, Ze w peku plaszezyzn, ktérego osig jest
cigciwa krzywe] rzedn 4-go, istniejg cztery plaszezyzny styczne
do niej; méwimy, ze cztery punkty stycznosci tworzg cz w ér-
ke punktdw.

Stosunek anharmoniczny czterech punktéw tego peku
jest staly, t. j. nie zmienia sie przy zmianie cigciwy, bedacej osia
peku; a takze:

Stosunek anbarmoniczny czterech plaszezyzn, w ktérych
cztery styczne w czterech punktach czwérki przecinajg cigeiwe
im odpowiadajgca. jest staly.

Plaszczyzny, przechodzace przez cieciwe krzywej i przez
kazdy z czterech punktéw czworki, przecinajs krzywa w cazte-
rech punktach, tworzacych takze czworke.

Cztery sciany czworoscianu, ktérego wierzcholkami ss
cztery punkty czworki, przecinaja krzyws w czterech punktach
innej czwérki, a mianowicie w tych samych czterech punktach,
w ktérych plaszezyzny scisle styczne wczterech punktach pierw-
szej czworki przecinajg krzywa.

Na krzywej rzedu 4-go istnieja 24 dwéjki takich punktéw,
ze plaszczyzna Scisle styczna w jednym punkcie dwoéjki prze-
chodzi przez drugi, i odwrotnie.

Badano konfiguracye 16 punktéw stycznosci krzywej rzedn
4-go i plaszezyzn statecznych powierzchni rozwijalnej scisle
stycznej, t.J. 16 punktow krzywe] rzedu czwartego, w ktérych
plaszezyzna scisle styczna ma stycznosé rzedu 3-go z krzywa,.

Te 16 punktéw ss punktami spotkania krzywej z czterema
scianami czworoscianu biegunowego, t. j. czworoscianu, ktérego
wierzcholkami sg wierzcholki czterech stozkéw, przechodzacych
przez krzyws,.

Kazda plaszczyzna, przechodzaca przez trzy z pomiedzy
16 takich punktéw, przechodzi takze przez punkt ezwarty, ktéry
zreszta moze zlewaé sie z jednym z trzech rozwazanych. Takich
plaszezyzn jest 116.

Te 16 punktéw mozna przedstawié za pomocs symboléw
(i.5), gdzie 1,7 =0,1,2 3; kazde cztery punkty, dla ktérych
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s pierwszych skazuikow i osobno suma dimgich przystaje do
0 wedlug modnilu 4, sy na jednej plaszczyznie.

Spélrzedne punktu krzywejrzedu czwar-
tegoskosnejgatunkul-gomozna wyrazié¢ za
pomocg funkcyjeliptycznych jednego para-
metru; jest mianowicie:

r=plu), y=7p(u), 2=p"(w),

gdziepjest znang funkcysa Welerstrassa (patrz
. Repertoryum* t. I Rozdz. XVI, § 4). Czterema punktami, leza-
cgmi na jednej plaszezyznie, sa wtedy punkty dla ktdryeh suma
czterech argnmentéw =0 (mod. 20, 20').

Z tego punktu widzenia krzyws skosna rzedu +-go gatunkn 1-go
badali: Harnack (Math. Ann. XII), Lange (Diss. Drezno 1882,
Schldm. Ztschrf. XXVIII); patrz Halphen, Fonet. elip. I, str. 449
i nast. Kraywe skofne rzedu 4-go gatunku 1-go badali nadto: Ch a s-
les (Compt. rend. LII, LIV), Reye (Ann. di mat. II), Gegen-
bauer (Wien. Ber. XCIII), Ameseder (tamte XXXVII). Trak-
tat o tych krzywyeh napisal Schroter (Grandz. ein. rein. geom.
Theorie der Raumeurven 4-er Ordn. 1-er Species, Lipsk 1890), gdzie
moina znaleié Liczne eytaty.

Do krzywych rzedu 4-go gatunku 1-go naleza stozkowe
kuliste, o ktérych byla mowa w § 1.

§ 4.
Krzywe rzedu 4-go skosne gatunku 2-go.
Krzyws skosna rzedu 4-go gatunku drugiego okreslamy

jako krzywy rzedu 4-go, przez ktdérg przechodzi jedna tylko
kwadryka.
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W ogole, jezeli powierschnia rzedu 2-go i powierzchnia rze-
dn 3-go maja wspdlng krzyws plaskg rzedu 2-go (dwie proste na
plaszezyznie albo stozkows), wtedy przecieciem resztowem jest
krzywa rzedu 4-go gatunku 1-go: stgd krzywa rzedu 4-go ga-
tunkn 2-go jest przecigciem resztowem powierzchni rzedu 2-go
i powierzehni rzedu 3-go, majacych wspélne dwie proste skosne.

Otrzymujemy takze krzywa rzedu 4 go gatunku 2-go. je-
zeli powierzehnia rzedu 2-go i powierzchnia rzedu 3-go majs
wsp6lnyg prosta, ktora jest podwdjng dla tej drugiej powierzchni.

Zamiast ogdlne] powierzchni szesciennej mozna wzigé po-
wierzchnie liniows skosna, stad:

Kazda krzywa rzedu 4-go gatunku 2-go mo-
inauwazacé jako przecigcie powierzchni rze-
du 2-go 1 powierzchniszesciennej skosnej, kto-
rej kierownica podwdéjng jest cigeciwa krzywej
{Cremona)

Kazdg krzywsa rzedu 4-go gatunku 2-go mo-
zna uwazaé za miejsce punktéw wspélnych,
odpowiadajgcych sobie plaszczyzn trzech pe-
kowrzutowych, z ktédrych pierwszy jest poje-
dynczym, drugi podwéjnym inwolucyjnym,
trzeci homograficznym wzgledem drugiego
(Cremona).

Rzut plaski krzywej rzedn 4-go gatunku 2-go jest wogdle
krzywa ogélng rzedu 4-go klasy 6-e] z trzema punktami podwd;j-
nemi, czterema stycznemi podwdjnemi i szescioma przegigciami.

Jezeli srodek rzutu lezy na krzywej, mamy wtedy krzyws
rzedun 3-go i klasy 4-ej.

Przez krzywsgrzedu 4-go gatunku 2-go prze-
chodza cztery stozkirzedu 3goi klasy 4-e].

Liczbamicharakterystycznemi dla krzy-
wejrzedu 4-go gatunku 3-go sg nastepujace:

n=4, r=06, =3, y=4, =0, H=0, v=0,

m=6= g=6, =6, a=4, G=0, (XJ=O, p=0.
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Krzywa rzedu 4-go gatunku 2-go przecina wszystkie two-
rzgce jednego z ukladéw kwadryki w trzech punktach, wszystkie
tworzace drugiego w jednym tylko punkeie, stad:

Krzywa ma jeden uklad pojedynczo - nieskoficzony tréj-
siecznych.

Istnieja cztery punkty, w ktérych styczna do krzywej prze-
cina nadto krzywa.

Krzywa gatunku 2-go moze mie¢ w szczegdlnoseci
jedne lub dwie styczne stateczne (v=1,2) co nie ma miejsca dla
krzywej gatunku 1-go. Liczbami charakterystycsz-
nemi dla tych przypadkéw szczegdlnych sg
nastepujgce:

n=4, r=6, h=3, y=4, =0, H=0, v=1,
m=D0, g=4, =5, a=2, =0, 0w=0, p=0.

n=4, r=6, h=3, y=4, p=0, H=0, v=2,
m=4, ¢g=38, z=4 a=0, G=0, 0=0, p=0.

Znieksztalcenia krzywe] skosnej rzedu
4-go gatunku 2-go: 1) krzywa szescienna skosna 1 prosta,
przecinajgca jg w jednym punkcie; 2) dwie stozkowe, majgce
jeden punkt wspélny.

Stosunek anharmoniczny czterech plaszezyzn. przechodza-
eych przez cztery punkty krzywej i przez jakakolwiek jej tréj-
sieczng, nie zmienia si¢ przy zmianie tréjsiecznej. Mozna ten
stosunek nazwac stosunkiem anharmonicznym czterech punktéw
krzywej rzedu 4- go.

Na powierzchni rz¢du 2-go mozna nakreslic dwa uklady
krzywych rzedu 4-go gatunku 2-go; krzywe jednego ukladu
przecinajg w jednym punkcie tworzace powierzchni, nalezgce
do pierwszego ukladu tworzacych i w trzech punktach tworzgce
drugiego ukladu tworzgeych; krzywe 2-go ukladu — odwrotnie.

Dwie krzywe rzedu 4-go, nalezgce do réznych ukladdéw, spoty-
kajg sig w 10 punktach, dwie krzywe jednego ukladu w6 punktach.

Krzywa rzedu 4-go gatunku 1-go i krzywa rzedu 4-go ga-
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tunku 2-go, nakreslone na tej same] powierzchni rzedu 2-go. spo-
tykaja sig w 8 punktach.

Krzywa szescienna skofna 1 krzywa rzedu 4-go gatunkn
2-go, nakreslone na tej samej kwadryce i spotykajgce kazida
w jednym tylko punkcie tg samg tworzaca powierzchni, przeci-
najg sie w 5 punktach; jezeli zas krzywa szescienna spotyka two-
rzacg w dwdch punktach, a krzywa rzedu 4-go w jednym tylko
punkcie te samg tworzgcea, wtedy krzywe maja 7 punktéow wspél-
Il_V(:h.

Przez 0ém dowolnych punktéw w przestrzeni przechodzs
cztery krzywe rzedu 4-go gatunku 2-go.

Przez siedm punktéw na kwadryce mozna przeprowadzié
dwie krzywe rzedu 4-go gatunku 2-go, na tej powierzchni calko-
wicie lezgce,

Z punktu P krzywej mozna przeprowadzi¢ do miej trzy
plaszezyzny Scisle styczne; trzy punkty stycznosci z krzywsg lezg
na jednej plaszezyznie, przechodzgcej przez punkt P i bedscej
plaszczyzng biegunowo-harmoniczng tréjsiecznej, przechodzacej
przez punkt P, wzgledem tréjscianu trzech plaszezyznych stycz-
nych.

Jezeli zmienia¢ bedziemy punkt P. to plaszezyzna trzech
punktéw stycznosci obwiedzie stozek rzedu 2-go (Cremonal.

Nazywamy cieciwami gld wnem: krzywej cigeiwy
przez ktére przechodza dwie plaszezyzny scisle styczne do krzy-
wej, ktérych punkty stycznosci sg punktami przeciecia cigeiw
z krzywg (Bertini).

Istniejs trzy cigeiwy gléwne: przechodzg one przez jeden
1 ten sam punkt.

Przez punkt przestrzeni przechodzs trzy cigeiwy krzywej
(gdyz h=3); jezeli przez ten punkt poprowadzimy szes¢ plasz-
czyzn, przechodzacych przez styczne do krzywe] w szesciu pun-
ktach przeciecia cigciw, to te szesé plaszezyzn dotykaé beds jed-
nego stozka rzedu 2-go.

Szes¢ plaszezyzn scisle stycznych, poprowadzonych z jed-
nego punktu do krzywej, dotyka jednego stozka rzedu 2-go.

Osm prostych, poprowadzonych z jednego punktu prze-
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strzeni do punktéw stycznosci czrerech plaszezyzn dwustyeznych,
przez ten punkt przechodzacych, sa tworzacemi takiegoz stozka-

Plaszezyzny scisle styczne krzywej sa stycznemi do kwa-
dryki, ktérej plaszezyzny styczne przecinaja krzywa w czterech
punktach, tworzacych grupe anharmoniczny. Kwadryka ta jest
wpisana w rozwijalng scisle styczna linii krzywej (Cremonaj-

Plaszezyzny, przecinajace krzywa rzedu 4-go w czterech
punktach, tworzacych grnpe harmoniczna, obwodza powierzchnie
Steinera (rzedn 4-go i klasy 3-ej), wpisang w rozwijalng scisle
stvezna krzywej (Cremona).

Rozwazmy pek plaszezyzn, ktérego osig jest prosta, przeci-
najaca krzywa w dwich punktach; miejscem geometrycznem
prostej, laczace] pozostale dwa pnnkty spotkania kazdej plasz-
czyzoy z krzywa, jest powierzchnia rzedu 3-go skosna, ktérej
tworzaca podwojng jest os peku.

Krzywa, o ktére) méwiemy, ma, jak to wida¢ z tablicv
cutery plaszezyzny scisle styczne stateczne (a==4).

Cztery styczne w czterech punktach statecznyech, t.|.
w punhtach styeznosel plaszczyzn styeznych, leza na jednej hy-
perboloidzie.

Cztery punkty styczne naleza do krzywej wezlowe] (rzedu
6-go) powierzchni rozwijalnej scisle stycznej; plaszezyzny statecz-
ne w tych punktach sa zarazem plaszczyznami scisle stycznemi
dn krzywe] wezlowej.

Krzywa wezlowa ma takze cztery punkty stateczne i niema
innych punktéw wielokrotnych; jest ona przecieciem powierz-
chni rzedu 2-go i powierzchni rzedu 3-go, majgcych stycznosé
stateczng w czterech punktach.

Krzywa rzedu 4-go gatunku 2-go spotyka odpowiednia
krzyws wezlows w osmiu punktach, z ktérych eztery sa punkta-
mi statecznemi dla krzywej rzedu 4-go, a pozostale cztery pun-
ktami statecznemi dla krzywej wezlowej.

Istnienie krzywyeh rzedu 4-go gatunku 2-go spostrzegli Sal-
mon i Cayley (Cambr. Math. Journ. V, 1850) a potem Steiner
{Flichen 3-en Grades, Crelle LIII, 1857). Pierwsza waZng pracs
o tym przedmiocie jest rozprawa Cremony (Ace. Bologna 1861,
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Ann. di Tortol. IV) potem nastepuja liczne prace Weyra (Math.
Ann. IV, Wien. Ber. 1871 —75—76—78), rozprawy Bertini'ego
(Ist. Lomb. 1872). Armenantiego (Giorn. di mat. X1, XII) i wielu
innyeh.

Study znalazl, Ze dawszy sobie punkt przestrzeni, moZemy na
krzywej rzedu 4-go gatunku 2-go okresli¢c inwelueye rzedu 4-go ga-
tunkn 1-go (Leipz. Ber. 1886); przypadek szezegilny takiej inwolneyi
zauwazyl byl juz Bertini (L c.). Inwolueya ta zastepuje w pe-
wien sposéb brak innej, ktéra istnieje we wszystkich krzywych skos-
nych wymiernyeh rzedu wiekszego od 4 (patrz § 6). Teorya tak zwa-
nych oskulant* jest wlasnie z teorya tych inwolueyj zwigzana (patrz
Jolles, Theorie der Osculanten. 1886; Stahl, Crelle CI, CIV)

Wiecej szezegdtéw bibliograficznych i historycznych znaledé¢ mo
Zna wprzedmowiedoniedawnej pracy Berzolariego (Ann. di mar.
XX, ktory dowiodl., Ze wspommizna wyzej inwolueya jest apolarma
wzgledem inwolueyi, ktérg otrzymujemy, przecinajac krzyvwa plaszezy-
znami, przechodzacemi przez punkt dany.

Co do przypadkow szezegdlnyeh, wyZej wymienionyeh, w kto-
rych krzywa posiada styczne stateczne, patrz Cr e mona, (Rend. Ist.
Lomb. 1868); Appel, (Comp.Rend. 1876) i t. d.

§ 5.
Krzywe skosne rzedu 5go, 6go i t. d.

Krzywe rzedu 5-go. Powiedziano juz (patrz Rozdz IX § 3),
ze istniejg trzy rodziny krzywych skosnych rzedu 5-go: jedna
z czterema punktami podwéjnemi i o najwyzszym rodzaju 2;
druga z piecioma punktami podwdjnemi pozornemi i o najwyz-
szym rodzaju 1; trzecia wreszcle z 6 punktami podwdjnemi po-
zornemi rodzaju zero. Rozumie sig tu oczywiscie, e krzywe nie
posiadajg osobliwosci istotnych, t.j. punktéw podwdjnych istot-
nych, ostrzy i t. d. Oznaczaé bedziemy te krzywe odpowiednio
przez k% H.!, H,°.
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Przez kazda krzywa skosna rzedu 5-go
Przechodzi nieskonczenie wiele powierzchni
rzgdu 3-go.

Liczby charakterystyczne dla krzywej A,?
53 nastepujgce:

r=12, m=21, h=+4 g¢g=156, z=48, y=32, a=32

pozostale sa zerami.

Z kazdego punktu krzywej R,* wychodzi jedna tylko tréj-
sieczna krzywej.

Krzywa HB® jest przecigciem czgstkowem
powierzchni rzedu drugiego 1 powierzchni
rzedu trzeciego, majagcych wspdlng prosts,
ktéra jest tréjsieczng krzywej.

Miejscem tréjsiecznej krzywej jest kwadryka, na ktoérej
leiy krzywa,

Istnieje osm punktow. w ktérych styczna do krzywej prze -
cina samg krzyws (1=38; patrz Rozdz. IX, § 4).

Istnieje 96 punktéw spotkania trzech stycznych nie nieskon-
czenie blizkich (punktéw potréjnych krzywej wezlowej powierz-
chni rozwijalnej).

Istniejs 72 plaszezyzny scisle styczne 1 w innem miejscu
styczne do krzywej.

Krzywa H,? nie posiada sieczne]j czterokrotnej.

Krzywg BR®?moznantworzy¢ przy pomocy
trzech pekéow rzutowych, z ktérych jeden jest
pekiem powierzchnirzgdu 2-go, dwa pozostale
pekami plaszeczyzn kwadryka przechodzgce
przez R® jest wyznaczona przez przecigcie
plaszczyzn odpowiadajgcychsobie wdwéch
pekach plaszeczyzn.

Krzyws R*mozna takze okreslié¢ jako prze-
cigecie czgstkowe dwéch powierzchni rzedu
3-go, majgecych nadto wspbélng krzywg rzedu
4-go gatunku 1-go. Ta ostatnia krzywa spotyka
ofmrazy krzywsa B2
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lLieczby charakterystyczne dla krzywej Ry*
sa nastepujgce:

r=10, m=156, h=5, g=70. =30, y=20, a=20.

Krzywa ' mozna uwazaé¢ jako przecig-
cie czastkowe dwoéch powierzchni szescien-
nych, ktére przecinajg signadto wedlug krzy-
wejrzedu 4-ge gatunku 2-go.

Z kazdego punktu krzywej R,! mozna poprowadzié do niej
dwie tréjsicczne.

Istnieje 10 stycznych krzywej, przecinajscych ja nadto
winnych punktach.

Istnieje 30 plaszezyzn Scisle stycznych, zarazem stycznych
do krzywej s innych punktach.

Istnieje 40 punktéw, w ktérych spotykaja sig trzy styczne
nie nieskonczenie blizkie krzywej.

Miejscem trojsiecznych krzywej Hy! jest powierzchnia pro-
stoliniowa rzedu 5-go.

Krzywa R,! nie posiada sieczne]j czterokrotnej.

Liczby charakterystyczne dla krzywej R,° sa:

r=8, m=9 I=6, g=20, z=16, y=12, a=8.

Przez kazdy punkt krzywej R;° przechodzg trzy tréjsieczne.

Istnieje 12 stycznych, ktére sa siecznemi w innyech pun-
ktach krzywej.

Istnieje dwanascie plaszczyzn Scisle stycznyzh, ktére sa
stycznemi w innych punktach.

Istnieje 8 punktéw, w ktdrych spotykajs sig trzy styczne
nie nieskonezenie blizkie krzywej.

Istniejy dwa gatunki krzywych A;°, wyrézniajace si¢ tem,
ze krzywa gatunkn pierwszego ma jedne tylko prostg czworo-
sieczng, druga zas ma nieskoficzenie wiele takich siecznych, two-
rzacych powierzchnie rzedu 2 go.

Krzywa R° gatunku 1-go jest miejscem pun-
ktéw wspélnych odpowiadajacym sobie plasz-
czyznom trzech pekéw rzuntowych, zktdérych

Paseal Rep. IL 21
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dwa sy podwéjnemiinwolucyjnemi, trzeci zas
jest pojedyniczym.

Krzywa B gatunku 2-go jest miejscem pun-
ktéw wspdlnych odpowiadajgcymsobie plasz-
czyenom trzech pekéw rzutowych, zktérych
dwa sg pojedyncze, trzecizas jest potréjnym
inwolucyjnym.

Krzywa R°gatunku 1-go jest przecigciem
czgstkowem dwn powierzchni rzedu 3-go, ma-
jacyveh nadto wspdélng krzyws skosng rzedu
3-go oraz prosts nie przecinajgcyg tamtej; albo
ted jest przecieciem czastkowem dwu powierz-
chni rz¢du 3-go prostoliniowych, majgcych wspél-
ng prostg podwéjng oraz dwie inne proste,
£ ktérych jedna przecina prostg podwéjng,
druga zad nie.

Krzywa R,°gatunku 2-go jest przecigciem
czgstkowem powierzchni stopnia 2-go i powierz-
ehni prostoliniowej rzgdu 4-go, ktérych pro-
stg potréjng jest czworosieczna krzywej /1"

Tréjsieczne krzywej R,° gatunku pierwszego tworzg po-
wierzchnig prostoliniows rzedu 8-go, dla ktérej krzywa R,° jest
krzywa potrdjna, a jej czworosieczna prostg poczwoérng.

Z punktu widzenia klasyfikacyi krzywych skosnych krzywa
B;°® gatunku 2-go nie przedstawia osobnej rodziny, a jest tylko

iem szczegllnym krzywe] K, gatunku l-go (patrz
Halphen, Ecol. pol. LI, str. 12).

Krzywe rzedu 5-go badali; pierwszy Cayley (Comptes rend.
LIV, LVIII, 1862, 1864; Papers V, 15, 24); St urm (Flichen 3. 0.,
Lipsk 1867) badat krzywe takie, poloZone na powierzchni rzedu 3-go;
pbiniej zajmowali sig tym przedmiotem Bertini (krzywe R,% Col-
leet. math, 1881), Berzolari (Line. Mem. 1893), Weyr (krzy-
we H;°, Wiener Berichte 1884, 85,88) i Montesano (K1, Ace
Napol. 1888).



Krzywe skoéne rzedn 5-go, 6-20 i t. d. 323

Krzywe rzedu 6-go. Istnieje, jak wiemy (Rozdz. IX, § 3),
pieé rodzin krzywych skosnych rzedu 6-go, charakteryzujacych
sie liczbg punktow podwoéjnych pozornyeh. Przez kazda
ztych krzywych przechodzi zawsze powiers-
chnia rzedu 3-go.

NaJWS-ZHIBJSZSZ pomiedzy niemi jest krzywa rodzaju 4, ktéra
Jest przeclqclem zupelnem powierzchni stopnia
2-goi powierzchnistopnia 3-go. Jest ona zwlaszeza
wazng dla teoryl funkeyj abelowych rodzaju 4, gdyz odgrywa
w te] teoryi podobng role, jaks krzywe rzedu 4-go plaskie
majg w teoryi funkeyj abelowych rodzaju 3.

Liczby charakterystyczne dlatej krzywejsa:

r=18, m=36, =6, ¢g=>531, 2=126, y=96, a=060.

Przez punkt krzywej przechodza dwie trdjsieczne (dwie
proste kwadryki, na ktére] lezy krzywa).

Liczba stycznych, ktére ss zarazem w innych miejscach
siecznemi, wynosi 24.

Liczba plaszczyzn Scisle stycznych, ktére w innych punk-
tach sg stycznemi, wynosi 324,

Powierzchnia rozwijalna SciSle styczna krzywej ma 480
punktéw potréjnych.

Krzywa posiada 120 plaszczyzn tréjstycznych i nie ma
oczywiscie zadnej czworosiecznej.

Zaczeto badaé konfiguracye 120 plaszezyzn tréjstycznyeh
krzywej rzedu szdstego skosnej i 360 odpowiednich punktéw
stycznosci. Konfiguracye te nalezy uwazaé za rozszerzenie na
rodzaj p=4 konfiguracyj 28 stycznych podwdjnych krzywej
plaskiej rodzaju p—=3.

Te punkty stycznosci (w liczbie 360) krzywej rzedu 6-go
z jej plaszeczyznami tréjstycznemi znajdujg si¢ dwunastkami na
32130 powierzchniach rzedu 2-go, Te powierzchnie daja sig
uporzadkowaé parami; istnieje mianowicie oém réznych gatun-
kéw takich par. Para gatunku pierwszego ma wlasnos¢, Ze
cztery z pomigdzy pozostalych kwadryk spotykajs kazda z po-
wierzchni pary w 66 punktach, nalezacych do krzywej rzedu
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f-gv, szesnascie kwadryk spotyka jedng z powierzchni pary
w 6 pnnktach (krzywej). dmga tylko w trzech punktach. a nie-
ma zadnej kwadryki, ktéraby miala wlasnos¢ przeciwny. Para
taka, jak widzimy, jest w pewnym wzgledzie dysymetryczna.
Co do innych szczegdléw patrz E. Pascal (Lincei 1893). Je-
seli mamy d wa pierwiastki rownania, od ktérego zalezy wy-
znaczenie 120 plaszezyzn tréjstycznych krzywej rzedu 6-go sko-
$nej, to pozostale 118 pierwiastkéw rozkladajg sig na 54 i 64 pier-
wiastki w teu sposéb, Ze rozwiazujgcg réwnania stopnia 64-go
jest réwnanie stopnia 54-go, ktére znéw —po rozwiyzanin réw-
naniastopnia 27-go, nie majacego rozwigzujgace] stopnia nizszego—
rozpada sie na 27 czynnikéw kwadratowych.

Jezeli znamy trzy pierwiastki, wtedy zagadnienie zalezy
od rownania stopnia 27-go, nie majacego rozwiazujacej stopnia
nigszego. Twierdzenie to jest analogiczne do twierdzenia o 28
stycznych podwijnych krzywej plaskiej, albo do twierdzenia o 27
prostych powierzchni rzedu 3-go (patrz Pascal, Lincei, I péhr.
1893, str. 120).

Krzywemi skosnemi rzedu 6-go zajmowali sie: Clebsch (Crelle
LXID, Baule (Rozprawa, Getynga 1872), Weyer (Compt. rend.
LXXVI), Noether (Crelle XCIII), London (Math, Ann. XLV),
Petot (Compt. rend. CII) i inni.

Z prac o krzywych rzedu 7-go wymieniamy prace Weyra
(Wien. Ber. LXIX), a dla krzywej rzedu 9-go, bedacej przecie-
ciem zupelnem dwdch powierzchni rzedu 3-go (t. j. dla krzywej
podstawowej peku takich powierzchni) podajemy liczby charak-
terystyczne:

r=36. m=81, h=18, ¢=3006, 2=>576, y=—>504,
a2144, p=10.

Przez kazdy punkt krzywej przechodzi 11 tréjsiecznych.

Istniejg 144 styczne, ktére sg zarazem siecznemi w in-
nyech punktach; istnieje 2160 plaszczyzn Scisle stycznych, ktére
sg zarazem stycznemi w innych punktach; istnieje 3360 plasz-
ezyzn tréjstyeznych. :
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U réznyeh znieksztalceniaeh krzywej, bedacej przecieciem dwu
powierzehni szelciennyeh, patrz Sturm, Flichen 3-er Ord,
Lipsk, 1867.

§ 6.

Krzywe skosne wymierns..

Krzywe rodzaju zero nazywajs sig, jak wiadomo. w y-
miernemi albo jednobiezn emi. Wyprowadzono rézine
ich wlasnosci ogdlne, pomiedzy ktéremi najelementarniejsze od-
noszg sig do liczb charakterystycznych. Zaklada sie oczywiscie,
ze krzywa jest pozbawiona punktéw osobliwych.

Rozwijalna $cisle styczna krzywej skosnej wymiernej rzedn
n-tego jest rzedu 2(n—1).

Istnieje (n—1)? prostych, optem]gcych sig na dwu pro-
stych dowolnyeh 1 quqcych siecznemi podwdjnemi krzywe;].

Prosta ruchoma, opierajaca sig na proste] dowolnej 1 zara-
zem dwusieczna krzywej, opisuje powierzchnie skosng rzedu
(n—1)? dla ktérej prosta stala jest prostqg wielokrotng rzedu
(n—lj (n—2 , krzywa dana jest krzyws wielokrotng rzedu 21—1,
i ktora ma 2 (n—1)(n—2) punktéw ostrzowych, polozonycl na
krzywe] wymiernej.

Krzywa wymierna ma oczywiscie punktow

(n—1) (n—2)
2

podwdjunych pozornych.

(n—2)(n-3)

3 tréj-

Przez kazdy punkt krzywej przechodzi
siecznych.

—2)(n—3)*(n—4) .
Istnieje \ }(ng i) (n--4) siecznych czworokrotnych.

Powierzchnia skosna, ut worzona przez trdjsieczne, jest rzedu
(n—1) (n—2) (n—38)
3
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Klasa krzywej wynosi 3(» - 2).

Przez pankt krzywej przechodzi 3 (n—3) plaszezyzn Scisle
styczuych w innych panktach.

Przez kaidy punkt krzywej przechodzi 2(n—2)(n—3)
plaszezyzn dwustycznych.

Przez kaidy punkt krzywej przechodzi 2(n—3)(n—4)
plaszczyzn dwnstyeznych w innych punktach.

Kaida styczna spotyka 2(n—3) innych stycznych.

Krzywa ma 4(n—3) plaszezyzn statecznych.

Istnieje 6(n—3)(n—4) plaszczyzn scisle stycznych i zara-
zem styeznych w innych miejscach.

Istnieje 2(n—2)(n—3) prostych stycznych i zarazem siecz-
nych w innych punktach.

Krzywa ma 4“‘“%—-—-————) (n3—~4 ji—9) plaszezyzn dwustycz-
nyeh.

Waing wlasnos¢ krzywych wymiernych jest ta, ktéra
odnosi si¢ do tak zw. inwolucyl zs:;adniczej na
krzywej. Spélrzedne z,, z,, 7y, 2, punktu krzywej dajg sie wy-
razi¢ jako funkcye wymierne parametru 1 przy pomocy zwigzkdw

T =a’, r=0b", T, = ", ’x‘Ed,g",

gdzie @z, b:. .. oznaczajs symbolicznie formy dwijkowe stopnia
n. Utwoérzmy n— 3 form stepnia # apolarnych z kazdg
z czterech form danych, & wiec z kazdg formsg, nalezgcy
do nkladn liniowego, ktéry te cztery formy charakteryzujs. Uklad
liniowy, okreslony przez n—3 formy utworzone, przedstawia in-
woluecye grup n punktéw na krzywej, a zatem:

Na danej krzywej] wymiernej istnieje in-
wolucyarzedunigatunku n—4, ktorej grupy
m-punktowe sg apolarnemi ze wszystkiemi
grupami #-punktowemi, wycigtemi na krzy-
wej przez jakakolwiek plaszczyzng przestrzeni

Taks inwolucyg Stahl nazwal zasadniczg. W przy-
padka n==% inwolucya sprowadza si¢ oczywiscie do grupy tylko
ezteropunktowej. Dla krzywej skosnej rzedu 4-go gatunku 2-go
{wymiernej) grupa tych czterech punktdw jest grups czterech



Krzywe skosne wymierne 327

pucktéw stycznosel plaszezyzn Scisle stycznych statecznych (patrz
§ 4). Lecz w tym przypadku wystepujs 1 inne inwolucye, znale-
zione przez Stud y'ego, o czem byla juz mowa w § 4.

Co do inwolucyi zasadniczej na krzywej wymiernej patrz Stahl
(Crelle CIV, Math. Ann, XL). O krzywych wymiernych wymieniamy
prace We yra (Giorn. di Bart. IX, Ann, di mat. IV, Crelle LXXIV,
Ist. Lomb. 1882, Prag. Ber. 1883 it.d.), Korndorfer (Math.
Anmn III}, Brill (tamZe XXXVIj i t. d. Berzolari (Amalidi
mat. XXI) rozciggngl niektére z poprzednich rozwazah na krzywe
wymicrne w przestrzeni o jakiejkolwiek liczbie wymiaréw.




ROZDIZAL XI.

POWIERZCHNIE RZEDU 3-GO.

§ 1

Wiadomesc: ogolne. Powierzchnie o punktach podwdjnych.
Tworzenie geometryczne.

Powierzchnia ogdlna rzedu 3-go jest klasy 12. Rzad stozka,
na niej opisanego i majscego wierzcholek w jakimkolwiek punk-
cisprzestrzeni, jest 6; tworzacychzwrotu tego stozka jest6, atwo-
rzgeych podwéjnych niema. Rzgd krzywej parabolicznej wy-
nosi 12,

Réwnanie ogdlne powierzchni takiej zawiera 19 spdlezyn-
nikéw niejednorodnych.

Na powierzchni rzedu 3-go ogdlnej lezy 27 prostych.

Jezeli powierzchnia rzedu 3-go ma linie podwdjna, to taka
prosta moze by¢ tylko jedyna, i w tym przypadku powierzchnia
jest prostoliniows. Dla takiej powierzchni dwa punkty prostej
podwojnej sg jednoplaszczyznowemi, pozostale dwuplaszezy-
znowemi (patrz Rozdz. IX, § 4).

Powierzchnia rzedu 3-go moze mie¢ najwyzej cztery pun-
kty podwdjne.

Nie istniejs powierzchnie rozwijalne wlasciwe rzedu
3-go, lecz tylko powierzchnie rozwijalne niewlaséciwe, jak
stodki 1 walce rzedu 3-go.

Podajemy ponizej tablice réznych gatunkéw powierzchni
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12

szesciennych o punktach osobliwych oraz powierzehni szedcien-
nych prostoliniowych, ktérych istniejg tylko dwa gatunki.

Klasytikacye te podal catkowicie Cayley (Phil. Trans 1869):
przypadki (5), (7). (11), (15), (20) rozwazal dawniejjuz Schlaefli

(Phil. Trans. 1863).

Powierzehnie prostoliniowe badal Cremona

(Ist, Lomb. 1861, Crelle LX); patrz prace We y ra, Geometrie der riiuml.
Erzeugn, Lipsk 1870.

|

Rownanie powicrschni. 1)

ul2 x, 4ud =1,
Punkt stozkowy :

==z, = L

Punkt dwuplaszezy znowy:
Z=m=x =10

W rownaniu pod ¥ 2 nalezy przy-
Jadé.ze v’ uld) zawieraja z tylko

L T .
Xolejny.| Natura osobliwodei. ’hiasa
1 |
!
1 Niv ma punktéw osebliwyeh. 12
2 Jeden punkt stozkowy. 1 Jl
J wlliefl) 4 u(3) = 0.
3 Punkt dwuplaszezyznowy 9 l
f
4 Dwa punkty stozkuwe 8
l W stopniu 1-ym
5 | Punkt dwuplaszezyznowy taki, ze b

~1

przeciecie dwu plaszezyzn styez-

nyeh nalezy do powierzehni: na-

lezy go uwazaé za zjednoezenie
dwu punktdw stozkowyeh

Punkt stozkowy i punkt dwa- |

plaszezyznowy

Punkt dwuptaszezyznowy, jak w
przyiaadkn (5), leez w zatoZeniu,
ze plaszezyzna, styezna do po-

Jeselirownanie nalezyee do prey-

padku (3), napiszemy w postaci:
£ Xz, wd =0,

to rawnanie dla pray padkn ni-

niejszewno otrzymamy. zalozywszy,

Ze wid) nie zawiera xy'. Plaszezy-

znami styesnemi sg: r;=>0. z,~=(.

Riwnanie dia tego przypadku
mozna vtrzymaé z rownania dla
przypadku (%), zakhladajae, ze
spotezynnik przy o, rozpada sie
na dwa ezynniki.

Riéwnanie zredukowane jest dla
tewo przypadku postaei:
Z,2,7, 1@ ey —azy =0

-

) Symbole u(l), u@), . ), 2(2) oznaczaja funkeye jednorodne stopnia
-..zmiennych z, o, x; .
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Natura osebliwosei.

: Klasa. !

Riwnanie powierzelni.

wierzehni wzdiuz przeciecia Jdwu

| plaszesyzn styeznyeh, zlewa sie
¢ jedng z tyeh plaszezyzn. Osobli-
wolé te nalezy nwazaé za zjedno-

¢zenie punktu stoikowego z pun-
ktem dwuplaszezyznowym. Plasz-
ceyzna styezna wadlnz powyzsze]
prostej przecina powiersehnie we-
dbute] prostej, liezomej dwa razy,

i wedlug innej prostej, réznej od

tamte].

Trzy punhty stozkowe

Dwa punkty dwuplaszezyznowe

Punkf stozkowy jest punkrem dwu-
plaszezyznowym takiego ratunkun,
jak punkt w przypadku (5)

Punkt dwuptaszezyznowy, jak
w o przypadku (7)1, leez taki, ze
plarzezyzna styezna wzdluz pro-
stej  przecina powierzehnig we-
diug tejze }irUFTl.“{ liczone] trzy
razy. Mowimy wtedy, Ze ta prosta

'\ jest feitle styeznado powierzehni,

punkt zad nalezy uwaiaé za
zjeidnoezenie trzech Ipnnkr(;w stoz-
kowych

Punkt jednopiaszezyznowy

Punkt dwuptaszezyznowy zwykly

|

i dwa punkty stozkowe

Punkt dwuplaszezyznowy, jak
w przypadku(7). i punkt stozkowy

Punkt jednoplaszezyznowy taki,

ze plaszezyzna styezna w tym

punkeie przecina powierzchnig

wediug trzeeh prostych, z ktéryeh
dwie zlewajg sie

6

Punktem dwnplaszezyznowym jest
o=y =0
wraz z piasiezyvinami styeznemi
2=, z,=: plasiciyzna styezna
w punkeie prostej przeciecia plasz
ezy7n jest zawsze x; = 0 1 prze-
einap owierzehnie wedtug
rn=ux,==1
dwa razy, oraz wedlug
=z =0\.

; raz jeden.

W rownaniu dla przypadka 2-go
nalery zatozyé, ie ul®), «(3) zawie-
rajg T, 73 fylko w stopniu pierw-
szym.

Dogé przyjaé. ze réwnanie w przy-
padkn s-m zawieraz,; tylko w sto-
pniu pierwszym i Ze spitezynnik
pyﬁy 3 rozpada sie na dwa ezyn-
niki.

Dosé w przypadku (5) przyjaé, ze
u(®) nie zawiera weale z,%

Rownanie zredukowane jest po-

| staei:

72,7 ATyt —az =0,

(g5, g = 0.

2,232 1y (@ t23) = 0.

Ty gty t2y7 3 i = 0.

z xtr by gt =0,
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Natura osobliwoéei.

Klasa.

! Réwnanie powierzehni.

Cztery punkty stozkowe

|

| Dwa punkty dwuplaszezyznowe

! i jeden punkt stozkowy

J Jeden punkt,jak wprzypadku (5,
i dwa punkty stozkowe

Jeden pankt, jak w przy padku(11),
i jeden punkt stozkowy

Punkt jednoplaszezyznowy taki,

ie plaszezyzna styezna w tym

punkeie przecina powierzehnig

wedlug trzech prostych zlewaja-
eych sie

Trzy punkty dwuplaszezyznowe

Jedna prosta podwijna, ktirej
wszystkie punkty sg dwuplasz-
ezyznowemi, procz dwdéeh, ktére sg
jednoplaszezyznowemi. Powierz-
chnia jest prostoliniowg. Tworzy
sie ona ruchem prostej, opieraja-

eej sie na dwieh innyeh (kiero-

, wnicach) w ten sposéb, ze szeregi
| pnnktowe na nieh wyznaczone,
| jeden pojedyfiezy, drugi podwé ny
inwolueyjny, sa rzutowemi. Ta
druga prosta jest prostag podwijna.

Jedna prosta podwdjna, w kfdrej
pnnktach dwu lub jednoplaszezy-
znowyeh laszezyzna styezna jest
zawsze jedna i ta sama. Powierz-
chnie te moina uwaiaé za przy-
padek graniezny poprzedzajpeej,
wdy dwie kierownice zblizajg sie
nieograniczenie do siebie. Co do
jej tworzenia patrz Salmon-
Fiedlerl c.str. 370. Nazywaja
{ jazwykle prostoliniowa
| szescienng Cayleya.

4=

w

e

T T N R B —
| 17253 -34+3{1+r.1x|.$; 0

T LTyt a4 =),
i 28 (2 )y = 0.
&2y Ty T e, =0,

rirtnat e =0,

Doéé w rownaniu dla przypadke
9-go przyjaé, ie x, znajduje sig
w stopniu pierwszym 1 ze spéi-
ezynnik przy z rozpada sig na
dwa ezynniki.

W przypadku szezegdlnym,
w ktérym kazdym dwom z pomie-
dzy trzech punktiw dwuptasz-
ezyznowyeh odpowiada wspilna
plaszezyzna styezna, rownaniem
zredukowanem powierzebni jest

x4y, =0,

ryr—rt =10
Prosta podwijna: x;==0, z,=0.
Kierownice: z=l), z,=1)
i 2=0, 7,=0.

g3y (2,227 = 0.
Plaszezyzna z,=() jest styczmg
w kaidym punkeie prostej po
dwdjnej r;=z,=—( i przeecina pe-
wierzehnie wedtug tejze proste,,
liczonej trzy razy. Inna plasz-
czyzna styezna obwodzi hyper-
boloide z,z;zyz, = 0.
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Tublicaliczb charakterystyczuych,odno-
szacych sig do powierzchni ogélnej rzedu 3-go,
idoniektérych powierzchni, zawartych w ta-
blicy poprzedzajacej ).
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) Liezby w nagléwku w nawiasach odnoszg sig do przypadkéw, poda-
nyeh w tabliey poprzedzajgeej: znaczenie glosek w kolumnie 1-ej obja<niono
w Rozdz. I1X, § 1.
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0 liezbie i konfiguracyi prostych, polozonych na powierz-
chni rzedu 3 go o punhtach polwdjnych patrz nizej § 3

Sposoby tworzenia geoetryvezaego powierzehni rzedu 3-go
sa nastepujace:

Niechaj beda dwa trojsciany A i B; kazda plaszczxmna pier-
wszego przecina kazda plaszczyzne drugiego, i mamy tym spo-
sobem dziewigé prostych. Przez punkt P przestrzeni przesuwamy
plaszezyzne, przecinajacy te dziewieé prostych w dziewiecin pun-
ktacl, przez ktdre i przez punkt P przechodzi zawsze krzywa
rzgdu3-go.. Jezelizmieniaé bedziemy wszelkie-
mimozliwemi sposobami plaszczyzne, prze-
chodzaca przez punkt P, to miejscem geome-
trycznem krzywej] rzedn 3-go bedzie powierz-
chnia ogdélna rzedu 3-go, przechodzaca przez
punkt P iprzez dziewieé prostych (Steiner,
Berl. Ak. 1856, Crelle LIII).

Miejscem przecigcia odpowiadajacych so-
bie elementéw w dwéch pekach rzantowyeh,
zktorych jeden jest pekiem kwadryk, drugi
pekiem plaszezyzn, jest powierzchnia rzedn
3-go (Steiner).

W szczegélnosei: miejscem stozkowych, we-
dlug ktorych kazda kwadryke pekuprzecina
plaszczyzna biegunowa punktun P wzgledem
niej samej,jest powlerzchniarzedu 3-go (Stei-
ner).

Miejscem punktdow wspélnych trzem odpo-
wiadajacym sobie plaszczyznom trzech sieci
plaszezyznrzutowych jest powierzchnia rze-
du 3-go (Grassmann, Crelle IL,, Schroter, tamze LXII).

Miejscem bieguna plaszczyzny wzgledem
wszystkich kwadryk sieci jest powierzchnia
rzedu 3-go (Steiner).

Miejscem punktdw przecigcia trzech pla-
szczyzn biegunowych wszystkich punktéw
innej plaszczyzny wzgledem trzech kwadryk
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nie naleigcychdotegosamegopeku, jest po-
wierzchniarzedu 3-go (Steiner).

Niechaj bedzie szei¢ pekéw plaszezyzn a, b, ¢; a,, b, ¢,
1 niechaj ani trzy osi trzech pierwszych, ani trzy osi trzech dru-
gich pekow nie spotykajs sie; ustanéwmy zwiazek rzutowy po-
migdzy a,ia, bidy, cic,. Wezmy plaszezyzne z i na niej
punkt /, przez ktéry przejda trzy plaszezyzny trzech pierwszych
pekow, im zas odpowiadaé bedg trzy plaszezyzny w drugich
trzech pekach Miejscem punktow spotkania tyeh
ostatnich trzech plaszezyzn,przy poruszanin
si¢ punktu Ppo plaszczyznie s, jest powierz-
chnia rzedu 3-go (August, Rozpr. Berlin 1862; Sturm,
Flichen 3-er Ord. str. 44).

Powierzchma rzedu 3 go z punktem stozkowym moze byé
utworzona sposobem nastepujacym (Salmon):

Niechaj cztery sSciany czworoscianu obracajg sie okolo
czterech punktéw, trzy zad boki jednej sciany niechaj poruszajs
sie po trzech plaszozyznach stalych; wtedy miejsce wierz-
cholka przeciwleglego tej scianie opisuje
powierzchnie rzedu 3-go, ktérej punktem po-
dwéjnym jest punkt spotkania trzech plasz
czyznstalych Twierdzenie to jest przypadkiem szeze-
g6lnym twierdzenia Grassmanna.

Niechaj 4,, 4, 4,, 4, beds cztery punkty plaszczyzny,
A',, A, A, A', ich rzuty z punktu P na cztery plaszczyzny
dane; miejscem punktu P, dla ktdérego cztery
punkty 4 znajdujg siena jednej plaszczyaznie,
jest powierzchniarzedu 3-go z czterema pun-
ktami podwéjnemi, ktére sa wierzcholkami
czworos$cianu utworzonego przez cztery po-
wyiejrzeczone plaszczyzny (Sturm L c. str. 381).

Te powierzchnig o czterech punktach stozkowych (klasy
4-ej) badal poraz pierwszy Cayley wr. 1844 (Jour. de Louv.
IX) i dla tego niektdrzy nazywajs ja powierzchnig Cay-
ley'a; jest ona ciekaws jeszeze z tego wzgledu, iz jest biegu-
nowsg wzajemns powierzchni Steinera (patrz
Rozdz. X1I, § 8). Tez powierzchnig badali takze Eckhardt
(petrz niZej) i inni.
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Spodki prostopadlych, spuszczonych z pun-
ktu powierzchni Cayleya na cztery sciany
czworvscianu punktdw podwdjnychznajduja
sie na jednej plaszczyznie.

Z vej wlasnosci wyplywa konstrukcya, bedsca przypad-
kiem szczegdlnym wyze] wskazane].

Beltrami znalazl niektére proste wlasnosci powierz-
chni, o ktérej méwimy (Giorn di Batt. I), a mianowicie:

Punkty srodkowe 28 odeinkéw, wyznaczonych przez srodki
8 kul wpisanych w czworoscian, lezg na powierzchni rzedn 3-go,
zawierajacej calkowicie szes¢ krawedzi czworoscianu. Jest to
powierzchnia Ca yley'a, ktérej czterema punktami podwdj-
nemi sa wierzcholki czworosciann.

Cztery stozki, majace swe wierzcholki w wierzcholkach
czworoscianu 1 opisane na powilerzchni rzedu 3-go, sg stozhami
rzedu 2-go, przecinajgcemi sig po dwa kazde wedlug szesein
stozkowych plaskich. Plaszczyzna stozkowe] przeciecia dwu
stozkéw, majgcych wierzchotki w koncach jednej krawedzi, prze-
chodzi przez krawedz przec1wleg1§ 1 jest sprzezona harmonicz-
nie wzgledem dwu scian czworoscianu, przecinajacych sie wedlug
te] krawedzi z plaszczyzng wzdluz tejze krawedzi styczna.
Nadto wszystkie sze$¢ rzeczonych plaszezyzn przechodzs przez
Jeden i ten sam punkt.

Najdawniejszemi pracami o powierzchni rzedu 3-go s3 prace
CayleyaiSalmona (Camb. math. Journ. IV, 1849), Sylve-
stera (tamZze VI, 1851), Steinera (l.e) i Grassmanna
{L e.). Potem najwaZniejszemi pracami o tym przedmiocie byly prace
Cremony (Crelle LXVHI) i Sturma, nwiehezone przez Akade-
mi¢ berlitska w r. 1866. Sturm oglosit o powierzehniach rzedn
3go ksiaike (Lipsk 1867), a powaina czes¢ przekladu niemieckiege
dziela Cremony ,Teoria delle superficie* (przekiad Curtzego,
Berlin 1870) jest poswiecona tymZe powierzchniom, Powierzehniami
szedciennemi specyalnemi lub o punktach osobliwych zajmowali sie
pomiedzy innymi Cayley (I c. str. 387), Schlafli (tamZe).
€Clebsch (Math. Ann, 1V, Gott. Nachr, 1872), Eckhardt (Math.
Amn. V, X), Kohn (Wien. Ber. XCVI, 1887)it. d. Powierzehniami
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prostoliniowemi rzedu 3-go zajmowali sie; Cayley (Phil. Mag,
1862, 1864, Phil. Trans. 1864), Cremona (Ist. Lomb. 1860, Crelle
LX), Em, Weyr (L e str. 337)it. p. W _Geometryi przestrzeni~
Salwmona (t. IT) oraz w ,Geometryi poloZenia® Re ve'zo w wieln
miejscach mowa jest o teoryi powicrzehni szesciennych.

Bogaty zbior modeli gipsowyeh rozmaityeh form rzedn 3-go
znajduje si¢ w kolekeyi I.. Brilla w Darmstadzie (obeenie Sehil-
linga w Halli).

§ 2.

Pigeioscian Sylveslera. Powierzchnia Hessego dla powierzehni
szedciennej.

Rownanie powierzchni ogdélnej rzedu 3-go
bez punktéwosobliwych mozZna przedstawié¢
w postaci:

X+ aX+ aXi+a X 4 a/%°=0,

gdzie X,=0, X,=0,...X,=0 sgré6wnaniami pigciu
plaszczyzn, tworzacych tak nazwany pigcio-
scian Sylvestera. Wiadomo, Ze pomiedzy pigcioma wiel-
kosciami X zachodzi zawsze zwiazek tozsamosciowy liniowy je-
dnorodny. Otéz mozna oczywiscie zalozyé zawsze, ze stale,
wchodzgce do réwnan pigcin plaszezyzn X, sa obrane w ten spo-
s6b, ze zwigzek liniowy jednorodny, zachodzgcy pomiedzy stro-
nami pierwszemi réwnan tych plaszezyzn, sprowadza sie wprost

5
do postaci X X, =0. Mozna tedy powyzsze twierdzenie wyra-
1

zié méwige, ze r6wnanie powierzchnirzedu 3-go
dajesig zawsze przedstawié w postaciréwna-
nia (pigecioscianowego, pentaedralnego)

‘1‘:‘323:0,
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wktorem pomiedzy wielkosciami X zachodzi
zwiazek: )
.ZX‘.__U.
1

To wazne twierdzenie podal pierwszy Sylvester bezdo
wodn (Cambr. Math. Journ. VI, 1851, str. 198); pdiniej dowiddl go
%eile Clebsch (Crelle LIX), a po nim Gordan (Math. Ann. V)
i Reve (Crelle LXXVHI).

Powierzchnia Hessego dla powierzchni
szesciennej, ktorej rownanie ma postaé po-
wytszg, przedstawicé sig daje przy pomocy ro-
wnania

1 1 1 1 1

a; X, o as X, - J“::X:; 3 a, X, * a, X =0,

Powierzchnia Hessego 1 powierzchnia Steinera dla powierz-
chni rzgdu 3-go sg powierzchniami identycznemi (patrz Rozdz.
IX. § b) rzedu 4-go.

Punkty powierzchni Hessego odpowiadajg sobie po dwa
w ten sposéb, ze kwadryka biegunowa jednego z dwu punktéw
wzgledem powierzchni szesciennej jest stozkiem majacyin wierz-
cholek w drugim z tych punktéw powierzchni Hessego. Ta odpo-
wiednios¢ jest wzajemna.

Prosta, 1aczaca dwa odpowiadajgce sobie punkty powierz-
chm Hessego, ma te wlasnosé, iz plaszczyzny biegunowe dwdch
punktow przechodzg przez prosts stala, ktéra jest styczng po-
dwéjna (t. j. dotyka w dwdch punktach) powierzchni Hessego.

Powierzchnia Hessego ma 10 punktéw podwdjnych i 10
prostych; punkty podwdjne leza tréjkami na 10 prostych, a pro-
ste przechodza tréjkami przez 10 punktéw. Te 10 punktéw i 10
prostych sa: plerwsze wierzcholkami, drugie krawedziami pigcio-
scianu Sylvestera, nalezgcego do danej powierzchni szedcienne;j.

Kwadryka biegunowa wzgledem powierzehni szedciennej
dla jednego z 10 punktéw powierzchni Hessego rozpada si¢ na
dwie plaszczyzny, ktérych os lezy na powierzchni Hessego i jest
Jedng z 10 wskazanych prostych; te dwie plaszezyzuy sa sprzg-

Paseal. Rep. IL.
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Zonemi harmonicznie wzgledem dwu scian piecioscianu, przecho-
dzgcych przez te prosts.

Twierdzenie to ustanawia odpowiednios¢ pomiedzy 10 pnn-
ktami 1 10 prostemi.

Przeciecie (rzedu 12-go) powierzchni szesciennej z nalezacy
do niej powierzchnig Hessego jest krzywg paraboliczng dla obu
powierzchni (Sturm).

Powierzchnia rozwijalna. opisana na powierzchni szescien-
nej wzdluz krzywej parabolicznej, jest takze opisana na pov ierz-
<hni Hessego.

Kazda prosta powierzchni szesciennej jest styczna podwdj-
ng powierzchni Hessego.

Wyznaczenie 10 punktéw podwdjnych powierzchni Hes-
sego zalezy od rozwigzania réwnania stopnia 10-go, ktore zalezy
znéw od rozwigzania réwnauia stopnia 5-go (Clebsch, Crelle
I, Salmon-Fiedler 1. c. § 208--299)

O konfiguracyi par plaszezyzn, przedstawiajacych kwa-
dryki biegunowe 10 punktéw podwodjnych powierzchni Hesse-
go, konfiguracyi prostych, w ktérych si¢ one przecinajgit.d., méwi
twierdzenie Cle bsc h a, powtérzone i uzupelnione przez Stur-
maiSalmona-Fiedlera

Jezeli przyjmiemy, ze w réwnanin pigcioscianowem }o-
wierzchni szeécienne] wszystkie spélezynniki «; sa rdwne 1,
otrzymamy réwnanie X X,*=0, gdzie pomiedzy wielkosciami
X zachodzi zwigzek X X,= 0. Powierzchnia, przedstawiona
przez to réwnanie, nazywa si¢ powierzchnia przekat-
ng Clebscha (Math. Ann. IV).

Na kazdej z pieciu Scian pigcioscianu rozwazmy CzZworo-
bok, wyznaczony przez cztery pozostale sciany, i jego trzy prze-
katne; 156 przekgtnych tych czworobokéw leza na powierzchni
Clebscha 1 stad jej nazwa ,powierzchni przekgtnej“. Powierz-
chnia ta ma tedy 15 prostych, ktére trojkami przechodzg 10 razy
przez jeden punkt i b razy lezy na jednej plaszczyznie.

Wszystkie punkty powierzchni przekgtnej sa hyperbolicz-
nemi (patrz Rozdz. IX, § 1), préez 10 wierzcholkéw piecioscianu,
nalezgcych do powierzchni i bedacych dla niej punktami para-
bolicznemi (K1ein, Math. Ann. VI). Czeéé rzeczywista krzy-
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wej paraboliczne]j redukuje sie do takich 10 punktéw odosobnio-
nych. Pozostale 12 prostych na powierzechni Clebscha (poza
15 przekatnemi) tworzy dwuszdstke (patrz § 3).

Powierzchnia, zajmujgca miejsce posrednie pomiedzy po-
wierzchnig ogdlng rzedu 3-go a powierzchniy przekstna, jest
powierzchnig Cayley’a (Phil. Mag. I, 1864):

6, X+ 0 X° + 6(XP+ X+ X, = 0.

Ma ona trzy plaszezyzny tréjstyczne, przechodzace przez
jedne proste, i trzy proste, przechodzace przez jeden punkt.

O pigeioScianie oglosili nadto badania: Rode nberg (Math,
Amn. XIV. Rozpr. Getynga 1875). Co do innyeh poszukiwah patrz
Cremona it d w§i.

Clebsch podal (Crelle LXIII) nastepujsce twierdzenie,
bedace rozwinieciem twierdzen, odnoszacych si¢ do krzywych
szesciennych plaskich:

Plaszczyzna biegunowa punktu P powierzchni szesciennej
wzgledem nalezacej do niej powierzchni Hessego przecina plasz-
czyzng styczng do powierzchni w punkcie P wedlug prostej,
ktéra jest prostg przegigciows przecigcia tejze plaszezyzny bie-
gunowe]j z powierzchnig szescienna.

Obwiednia plaszezyzn, przecinajgcych powierzehnie szes-
cienng wedlug krzywych szesciennych harmonieznyeh (t. j. ta-
kich, dla ktérych stosunek anharmoniczny, o ktérym méwimy
w § 1 Rozdz. VII, jest réwny —1), jest powierzchnia klasy 6-ej;
obwiednia plaszczyzn, przecinajacych powierzchnie wedlng
krzywych szesciennych réwnoanharmonicznych (t. j. takich, dla
ktérych stosunek, o ktérym mowa w § 1 Rozdz, VII jest réwny
—e, t. j. pierwiastkowi szesciennemu z —1), jest powierzchnia
klasy 4-ej. Te dwie powierzchnie s wpisane w powierzchnie
rozwijalng plaszezyzn statecznych, t. j. w rozwijalng, opisang
okolo powierzchni szedciennej wzdluz krzywej parabolicznej.

Pomiedzy plaszczyznami, przecinajgcemi powierzchnie
szeScienng wedlug krzywych szesciennych réwnoanharmonicz-



150 Rozdzial XI — §3

nych jest dziesigé plaszezyzn, przechodzacych przez punkt po-

dwéjny powierzchni Hessego i przez odpowiadajaca im prosts.
Co do innyeh wlasnodcei powierzehni Hessego dla krzywej szes-

eiennej patrs Cremona (L ¢.)i Sturm (L. ¢.) i wyiej Rozdz.VH, 33).

§ 3.

Proste powierzchni rzedu 3-go. Plaszezyzny trijstyczne
Szesciosciany biequnowe Cremony.

Wiemy juz, ze powierzchnia ogélna rzedu 3-go
zawiera 27 prostych.

Kazda plaszczyzna, przechodzgca przez jedne z tych pro-
stych, jest plaszczyzng dwustyczna dla powierzchni; punktami
jej stycznosci sa dwa punkty, w ktdrych prosta przecina stoz-
kows, bedgcs przeciguiem resztowem plaszczyzny z powierzchnig,.

W kazdym z tych pekéw plaszezyzn istnieje pie¢ plasz-
czyzn, dla ktérych ta stozkowa rozpada si¢ na dwie proste; te
plaszezyzny sy plaszezyznami tréjstycznemi dla powierzchni.

Przez kazdg prosts przechodzi b z pomiedzy 45 plaszezyzn
tréjstycznych, i oczywiscie, kazda plaszczyzna tréjstyczna prze-
chodzi przez trzy proste.

Kazda prosta powierzechni dotyka krzywe] parabolicznej
tej powierzchni w dwdch punktach.

Punkty stycznosei z powierzchnig plaszezyzn dwustyez-
nych, przechodzacych przez prostg stals powierzchni, tworza na
tej prostej inwolucye, ktdrej punktami podwdjnemi sg punkty
stycznosci prostej z krzyws paraboliczna.

Z jednego z twierdzen poprzedzajacych wynika:

Kazda prostaspotyka 10innych, a nie spo-
tyka 16 pozostalych; punktédwspotkania pro-
styechna powierzchni jest 135,
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Dwie niespotykajace sie proste a4, & przecinajs sie kazde
z pigcioma temi samemi prostemi; pomiedzy pozostalemi 20 ma
Jest pie¢ spotykajgeych tylko prosts a, pie¢ spotykajacych tylko
prostg b, wreszcie dziesigé. nie spotykajacych ani prostej v, ani
prostej b

Jest 216 par prostychskosénych (niespotyka-
jacych sie).

Trzy nieprzecinajgce sig proste przecinajg sig z trzema in-
nemi prostemi, takze nieprzecinajgcemi sig ze soba; jest szesc¢
mnych prostych, nie spotykajacych zadnej z trzech danych.

Trzy proste skosne i trzy inne proste, ktdre je przecinaja,
stanowia tak zwang dwutrdéjke (biterna Doppeldrei,
Sturm). Jest 360 dwutrdjek.

Cztery nieprzecinajace si¢ proste przecinajs sig¢ kaida
z dwiema prostemi, a nie przecinajg sie z trzema innemi.

Pigtek prostych skosnych sg dwa gatunki; pigtki ga-
tunku 1-go sg takie, Ze istnieje szosta prosta, ktéra nie spotyka
zadnej z prostych piagtki; piatki gatunku 2-go—takie, ze takiej
szlstej prostej nie ma. Pigtek gatunkn 1-go jest 432, dru-
giego 216.

Széstek, t. . ukladéw po szesé prostych, z ktérych za-
dne dwie nie spotykajg sig, jest 72. Wyisze uklady prostych
skosnych nie istniejs.

Szostki skosne w liczbie 72 dajs sig laczyé w pary:

ay, Gy, 83, Gy, Gy, Gg; by, b, by, b, by, b,

majgce te wlasnosé, ze kazda prosta a; nie spotyka prostej &,
spotyka za$ kazdg inng prosts b, i odwrotnie. Taka para szdstek
nazywa sie dwuszéstks (Schlafli). Dwnszéstek takich
Jjest 36.

Dwie dwuszdstki maja 4 lub 6 prostych wspdlnych.

Dwie plaszezyzny tréjstyczne, nie majgce wspllnyel pro-
stych, nalezagcych do powierzchni, wyznaczajg trzecig plaszczy-
zne, bedacs zniemi w jednakowym zwigzku tak, zedziewie¢ pro-
stych, znajdujgcych sie na trzech plaszezyznach, mozna jeszcze
jednym tylko sposobem polgczyé trzema innemi plaszezyznami.
Takie dwie trojkiplaszczyzn stanowia t.zw. parg trdjsciandw
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sprzeionych (Steinera). Istnieje 120 par tréjszianéw
sprzeionych.

Pietnascie prostych, ktdre pozostajg z liczby 27 prostych
dwuszdstki, lezq tréjkami na pietnastn plaszezyznach, ktdre
sz0stkami tworzg dziesieé par tréjsciandw sprzezonych.

Jest widocznem, Ze skoro dwa tréjsciany sprzezone przeci-
najy sig wedlug dziewieciu prostych powierzchni, a kazdy z nich
praedstawia powierzchnie znieksztalcong rzedu 3-go, to mozna
powiedziet, Ze okreslaja one pek powierzchni szesciennych, do
ktors ch nalezy dana.

Jezeli d=0, B=0, (=0; 4'=0, B'=0, ('=U sgréw-
naniani plaszezyzn dwa tréjscianéw sprzezonych, to ré wnanie
powterzchnijest typu

ABC+kA'BC = 0.

Kazdej parze tréjscianéw sprzezonych odpowiadajs dwie
inne pary w ten sposéb, ze uklad trzech par zawiera wszystkie 27
prostych powierzehni. Takich ukladéw po trzy pary trdjscia-
néw sprzezonych jest 40.

Konstrukcya geometryczna 27 prostych powierzchni jest
nastepujaca (Salmon, Sturm):

Niechaj bedy cztery proste &, 0, b5, b, nie spotykajace
sig i nie nalezgce do jednej hyperboloidy, i niechaj proste mie-
spotykajgce sie a,, a, przecinaja cztery poprzedzajsce. Dajmy,
e prosta b, spotyka prosts a,, nie spotyka prostej a, i nie znaj~
duje si¢ na tej samej hyperboloidzie z zadna grups trzech pro-
sty h, wybranych pomigdzy czterema prostemi J; niechaj &, be~
dzie inna podobna prosta, spotykajgca tylko prosts a,, a nie spo-
tykajaca prostej ¢,. Na prostej @, wybierzmy dowolnie cztery
punkty, a na kazdej z piecin prostych b,. by, by, b,, b, trzy pun-
kty. Powierzchnia szescienna, przechodzaca przez 19 tych pun-
ktéw, zawiera wszystkie proste u, b; zawiera nadto prostg a,
ktéra wraz z prosty a, tworzy pare prostych, spotykajacyet
caworke by, by, bs, b,, 1 ktora razem z prosta ¢, tworzy pare pro-
stych, spotykajgcych czwirke &y, 0, b,, ;. Biorae podobniez
proste a,, &y, a;, ktére przecinaja odpowiednio proste czwérek
byl , b, bys by, by, by, By /. by, by, by, bedziemy mieli razem 12
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prostych, lezageych na powierzchni szesciennej 1 tworzaeych dwu-
széstke. Pozostale 15 prostych znajdziemy, tworzae 15 przecieé
plaszezyzn (a. /) 1 (a;0,) (i=j).

Grupa podstawien pomiedzy 27 prostemi
powierzchnirzedu 3-go jest rzedu 6! 72.

Wyznaczenie 27 prostych zalezy od rozwigzania réwnauia,
nie majgcego rozwiazujacych stopnia nizszego; lecz skoro znamy
jeden z pierwiastkéw tego réwnania, t. j. jedne z 27 prostych, to
pozostale pierwiastki rozdzielajs si¢ na 10416, a rozwigzujacs
réwnania, od ktérego zalezy 16 pierwiastkéw, jest réwnanie, od
ktorego zalezg pierwsze 10; to zas ostatnie réwnanie, przez rozwig-
zanie réwnania ogdlnego stopnia 5-go, rozklada si¢ na pieé¢ czyn-
nikow stopnia drugiego. Jezeli znamy jeszeze jeden pierwiastek
z pomiedzy 16, t. j. jezeli znamy razem dwie proste nieprzecina-
jace sig, to wyznaczenie pozostalych zalezy od réwnania ogdl-
nego stopnia 5-go (Jordan).

Rownanie 27 prostych badali: Clebseh (Gott. Abh. XIV,
1868—%), Jordan (.Substitutions- str. 310—368), Sylvester
(Proc. London math, See. 1I, 153), Klein (J. de Liouville IV, str.
169, 1887). Bur khardt (Gott. Nachr. 1892).

Zajmiemy sie teraz pewnym zwigzkiem, znalezionym przez
Cremone (Math. Ann. XIII) pomiedzy dwuszdéstkami skos-
nemi a piecioscianem S ylvestera. Niechaj réwnanie po-
wierzchni szesciennej dane bedzie w postaci:

Yot T4 B4 T+ T R = 0.
gdzie };=0 sg réwnaniami szesciu plaszezyzni X ¥=0 Mo~
#na okazaé, ze réwnanie powierzchni da sie przedstawié w po-
staci:

(L1 5) (L1 Y) (Y +Y) +(F+Y) (Y1 X,) (,+Y;) = 0,

i pod innemi postaciami analogicznemi, ktére otrzymujemy z na-~
pisanej przez przemiany skaznikow; tych rownan bedzie oczy-
wiscie tyle, iloma sposobami mozna podzieli¢ szes¢ elementéw
na dwie grupy po trzy elementy, t j. bedzie ich 10.
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Plaszezyzny 1,4 Y,=0 w liczbie 15 sy plaszczyznami
tréjstycznemi powierzehni; one to po szes¢ wziete sg plaszezy-
znami dwéch tréjscianéw sprzezonych. odnoszacych sie do danej
powierzchni.

Szesé plaszczyzn §,=0 tworzy t. zw. szescioscian
biegnnowy (Cremona).

Dziesie¢ par wierzcholkéw przeciwleglych szesciosciann bie-

gunowego, (to jest np. punkty ¥,=0, ¥,=0, ¥,=0, oraz ¥,=0,
T,=0, Y,=0) sa parami pnnktéw, odpowiadajacych sobie na
powierzchni Hessego (patrz § 2); stgd nazwa szescioscianu
biegunowego, gdyz punkty, odpowiadajace sobie na tej
powierzchni, s takiemi, ze stozek biegunowy jednego z tych
punktéw wzgledem powierzchni szescienne; ma wierz holek
swéj w drugim punkcie,

Wierzcholki przeciwlegle szescioscianu biegunowego sa tez
wierzcholkami dwéch trojscianow sprzezonych, utworzonych
przez plaszezyzny trdjstyczne powierzchni szescienne;.

Jest widocznem, ze trzy plaszezyzny tréjstyczne:

Y, + ¥i=0, F+41,=0, I+ ¥.=0.
gdzie i, k, 4, j, /, m stanowi przemiane liczb 1, 2, 3, 4, 5, 6, prze-
cinajy sie¢ wzdluz tej samej prostej, nalezace] do powierzchai;
stad:

Pietnascie plaszezyzn trojstyeznych Y, ¥;=0 przecho-
dzi przez pigtnascie prostych na powierzchni, a przeto:

Pozostale dwanascie prostych na powierzchni tworzy dwu-
szdstke, a kazdemu szescioscianowi biegunowemu odpowiada
dwuszdstka, i odwrotnie.

Istnieje 36 szescioscianéw biegunowyech.

Godnem uwagi jest twierdzenie:

Dwa szedciodciany biegunowe okreslajg dwie powierzchnie
rozwijalne klasy 5-ej, w nie wpisane; te dwie rozwijalne maja pieé
plaszezyzn stycznych wspélnych, ktére tworza pigcioscian Syl-
vestera.

Co do badan dalszych nad zwiazkami pomiedzy piecioscianem
a szeScioscianami patrz Beltrami (Ist. Lomb. 1879) i Mevyer
Apolaritit ete., Tybinga 1883).
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Powierzchnia szescienna z punktem podwdjnym zawiera 6
prostych, przechodzgcych przez punkt podwdjny, i nadto 15 pro-
stych; kazdg z pierwszych szesciu prostych nalezy uwazaé za
zjednoczenie dwu prostych; stgd mamy 15 plaszezyzn trijstycz-
nych, przechodzacych przez punkt podwdjny, 115 innyeh plasz-
czyzn, przechodzacych przez 15 wyzej wskazanych prostych.
Konfiguracya tych 15 plaszezyzn i 16 prostych jest podobna do
konfiguracyj 15 prostych (i 15 plaszczyzn, przez nie utworzo-
nych), ktdre pozostaja z 27 prostych, gdy wylgezymy 12 pro-
stych dwuszéstki. Ta konfiguracye, bedscs w zwigzku z sze-
sciokgtami Pascala (Rozdz. IV), zajmowal sie Cremona
{Mem. Lincel 1876—77).

Powierzchnia sze$cienna z dwoma punktami podwdjnemi
zawiera 1 prosta, lgczaca te punkty podwdjne, 8 prostych, prze-
chodzscych przez jeden punkt podwdjny, i 7 innych prostych.

Powierzchnia szescienna z trzema punktami podwdjnemi
zawiera trzy proste, z ktérych kazda lgeczy dwa z pomiedzy
trzech punktéw podwdjnych; 6 prostych, przechodzacych przez
jeden punkt podwdjny. i 3 inne proste.

Powierzchnia szescienna z czterema punktami podwdjnemi
zawiera 6 prostych, przechodzacych przez dwa z tych punktéw,
13 inne proste, nie przechodzace przez zaden z nich.

Prostemi na powierzehni szesciennej zajmowali sie: Cayley
i3almon (Camb. mat. J. 1V) oraz Steiner (Crelle LHI)
Sehlafli (Quart. Journ IT), Sturm (Flichen 3-er O. Lipsk 1867,
Math, Ann. XXII1), Affolter (Archiv. Grunerta LVI), ktorzy ba-
dali specyalnie mnogosei krzywych sko$nych, wreszeie Schroter
(Crelle LXII) i Cremona (Ist. Lomb. 1870—71, Crelle LXVIII).
Najnowszemi pracami o konfiguracyi prostych i plaszezyzn, o wielo-
Seianach, Lktére moZna z nich utworzyé i t, d. sa prace Bertinie'go
(Ann. di mat. XII), E. Pascala (Ann di mat. XX, XXI, Ist. Lomb.
1892—93).

Schlafli stosuje nastepujgce znakowanie dla 27 pro-
styeh. Oznaczmy przez

ah 0'2, as: ai) ah aa s 'I*h E"l} b:r b,u bs; bs
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proste jednej dwuszostky; przyczem, jak wiemy, prosta a, nie
spotyka 2adnej innej prostej u, a spotyka wszystkie proste b
z wyjatkiem b,. Oznaczmy przez r, prosts, bedaca przecieciem
plaszezyzn a,d,; tych prostych ¢, bedzie 15.

Dwie prosts ¢, majace jeden skaznik wspdluy, nie spo-
tykajg sie; dwie proste ¢, nie majace zadnego skaznika spél-
nego, spotykaja sie; wreszcie prosta a (albo ) spotyka pro-
sty ¢, 0 1le skaznik pierwszy jest jednym z dwn skaznikéw pro-
ste] r.

Inny sposéb przedstawienia 27 prostych 1 bedacy w istocie
rze« zy wynikiem poprzedzajacego ja polega na tem, ze te pro-
stych jedna po jednej odpowiada prostym, laczacym po dwa
z osmin punktéw zasadniczych 1,2,...8, gdy z pomiedzy
nich wylgczymy jedne prosts, np. (12). Uwazamy wtedy dwie
proste za nalezgce do siebie stosownie do tego, c¢zy razem z pro-
sta (12) mogs lub nie mogy naleze¢ do dwu figur zasadniczych,
ktére nazywamy czwérkami zerowemi, a ktore po-
wstaja z czterech prostych takich, jak: (12), (34), (56), (78), albo
z czterech prostych (12), (23), 34, (41).

Nalezy zaznaczyé¢, ze kontiguracye prostych. zachodzaca
wtedy, gdy powierzchnia ma punkty podwéjne, mozna badaé,
przvjmujac, ze w tej figurze dwa punkty zblizajy sie do siebie
nieograniczenie, gdyz i ta figura nabywa wtedy w pewien spo-
sob punktéw podwijnych.

Nadto dla badania konfiguracyi prostych rzeczywistych,
nalezgcych do powierzchni rzeczywistej, dosé przyjac, ze wtej
fignrze dwa, cztery i t d. punkty sa urojone sprzezone i wypro-
wadzié stad potrzebne wnioski (patrz § 4).

Badanie konfiguracyi 27 prostych przy pomocy tej figucy
Jest podobne do badania 28 stycznych podwdjnych krzywej rzedu
4-go plaskiej (patrz Geiser, Math. Ann. I,
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§ 4
Klasyfikacya powierzchni szesciennych rzeczywistych ogéinych.

Powierzchnie szescienne rzeczywiste bez punktéw podwdj-
nych mozna klasyfikowaé ns podstawie rzeczywistosei prostycl,
na nich polozonych.

Mamy pie¢ gatunkéw takich powierzchni szesciennych:

a) Wazystkie proste sy rzeczywiste, wtedy 1 plaszezyzny
tréjstyczne sa wszystkie rzeczywiste; pigcioscian jest
rzeczy wisty.

b) Pietnascie prostych i pigtnascie plaszezyzn jest rze-
czywistych; kazde trzy plaszczyzny przechodza przez
Jjedne prostg rzeczywista. Teto 15 prostych pozostajs
z liczby 27 prostych, skoro wylaezymy 12 prostych
dwuszdstki.

¢} Siedm prostych i pigé plaszezyzn jest rzeczywistych:
te pieé plaszczyzn przechodzg wszystkie przez jedne
prostg. Cztery inne proste s urojonemi i przechodza
kazda przez punkt rzeczywisty.

d) Trzy proste rzeczywiste 1 7 plaszczyzn rzeczy wistych;
trzy proste leza na jedne] plaszezyznie; przez kazda
z nich, précz tej plaszczyzuy, przechodzg jeszeze dwie
plaszezyzny rzeczywiste. Dwanascie prostych jest
urojonych 1 wszystkie one przechodza przez punkt
urojony.

e) Trzy proste rzeczywiste i 13 plaszczyzn rzeczywistych;

trzy proste lezg na jedne] plaszezyznie; przez kazds
z nich, pricz tej plaszezyzny, przechodzs jeszeze czte-
ry plaszczyzny rzeczywiste. Inne 24 proste maja
wszystkie punkt rzeczywisty.

Klasyfikacye te podal Schlafl i (Quart: J. 1I, 55, 110, Phil.
Trans. LHI, 193), ktéry zajmowal sie takie powierzehniami o pun-
ktach osobliwych. TymiZe przedmiotem zajmowali sie takie Cre-
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mona i Sturm (L ¢.), péiniej K1ein (Math. Aun. VI), patrz tei
S8chlifli (Ann, di mat. V),

Pokrewnem do niniejszego badania jest badanie postaci
i wlasnosci sytuacyjnych powierzchni szesciennych réznych ga-
tunkéw. Zeuthen (Math. Ann. VITI, a takze VII, str.428
i nast.) badal polozenie réznych powlék powierzchni szescien-
nych, poslugunijac sig okolicznoscis, ze kontur powierzchni szes-
ciennej z punktu na plaszezyzne rzuconej jest krzyws rzedun 4-go,
i tworzac rodzaj rzutu stereograficznego powierzchni na plasz-
czy7ng podwijna, t.]. na dwie plaszezyzny nalozone i zjedno-
czone wzdluz konturu krzywej rzedu 4-go.

§ b.
Odwzorowania pfaskie powierzchni szesciennej.

Moina obmysleé¢ rozmaite odwzorowania plaskie powierz-
chni szedciennej.

Wyobrazmy sobie odpowiedniosé rzutows (dwujednoznacz-
ns) pomiedzy trzema unkladami liniowemi gatunku 3-go plasz-
ezyzn a ukladem punktéw przestrzeni zwyklej, taks, ze kazdej
plaszezyinie jednego ukladu odpowiada plaszezyzna w kazdym
z dwu pozostalych oraz punkt przestrzeni; i odwrotnie: kazdemu
punktowi P przestrzeni odpowiadajg trzy plaszczyzny w kazdym
z trzech ukladéw. Jezeli punkt /” opisuje plaszczyzne, to plasz-
czyzny odpowiadajace mu opiszg trzy sieci, a punkt ich spot-
kania opisuje powierzchnig rzedu 3-go (Grassmann, patrz §1),
ktérej punkty beds tym sposobem odwzorowane na plaszezyznie.

Wszystkie powierzchnie szescienne, od-
powiadajgce tym sposobem wszystkim plasz-
czyznom przestrzeni, przechodzg przez jedne
itgsamg krzywgrzedu 6-go skoéna; punktom
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w plaszczyznie odwzorowania odpowiadaja
nie punkty, lecz proste,

Szesé punktdw, wktdorych krzywa reedun
6-go spotyka plaszczyzneg odwzorowania. odpo-
wiadaja szesSciu prostymua,,a,,...a, powierzchni
szesciennej; Cremona nazywa je punktami zasadniczemi
odwzorowania plaskiego powierzechni S, i oznacza cyframi
1,2...6.

Nzedé stozkowych,ktére przechodzg przez
pigé punktdw zasadniczych, odpowiadajg sze-
$cininnym prostym b,0,...5 powierzchni szes-
ciennej, a pietnascie prostych,lgczacych kai-
dedwa z szesciu punktéw zasadniczych, od-
powiadajs pozostalym 15 prostym (»,) powierz-
chni §;.

Proste 4,,....,0, odpowiadajgce szesciu
stozkowym, i proste a,....,a,, odpowiadajgce
szesciu punktom, tworza dwuszdéstke Schlaf-
Iiego.

Krzywej szesciennej plaskiej, polozonej na powierzchni S,
odpowiada na plaszezyinie krzywa szeicienna, przechodzaca
przez szes¢ punktéw zasadniczych.

Stozkowej, znajdujace] sie na plaszczyznie, przechodzgcej
przez prosta a, odpowiada krzywa szescienna, przechodzaca
przez sze$é punktow zasadniczych,imajaca jeden z tych punktéw
jako podwéjny.

Stozkowej, znajdujgcej sig na plaszczyznie, przechodzacej
przez prosty b, odpowiada prosta, przechodzaca przez punkt za-
sadniczy.

Stozkowej, znajdujacej sig na jlaszczyznie, przechodzace]
przez prosts ¢, s, odpowiada stozkowa, przechodzgca przez czte-
ry punkty zasadnicze (z wylaczeniem punktow 1 s).

Krzywej skoénej rzedu 3n, bedacej przecigciem powierzchni
8§, z powierzchnig rzedu », odpowiada krzywa plaska, przecho-
dzgea m razy przez kazdy punkt zasadniczy.

Prostej na plaszczyznie odpowiada na powierzchni &, stoz-
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kowa albo krzywa szescienna skosna, stosownie do tego, czy pro-
sta przechodzi albo nie przechodzi przez punkt zasadniczy.

Stozkowe] na plaszezyzZnie odpowiada na powierzchni §,
krzywa skosna rodzaju zero i rzedow 4. 51 6 odpowiednio do
tego, czy stotkowa przechodzi przez 2, 1, O punktéw zasadni-
czych.

To odwzorowanie podali Clebsch (Crelle LXV) i ('re-
mona (I e.). Inne odwzorowanie plaskie powierzchni szedciennej,
o ktérem wspomnielismy w § 7 Rozdz. IX, podal Clebsch (Math.
Ann. I). Patrz Cayvley, Lond math. Soe, I

§ 6.
Forma szescienna czworkowa.

Forma szescienna czwdrkowa, wyrazona symbolicznie
przez f=a,*=10,"=... ma tylko pi¢é¢ niezmiennikéw
zasadniczych, bedgcych odpowiednio stopnia 8, 16, 24, 82,
40. Dwa pierwsze sa:

A = (abedy a¥/ ¢ d) (@Y d) (@bed) (a'bc d).
B = (abed)? (a' b'd d) (a"b" ¢’ d")? (@ b ¢ d)?
< (aa'a”a”) DY V") (e " ) (dd & A",

Jeieli formeg szescienng napiszemy w po-
staci Sylvesterowskiej

a, X*+a X+ ay Xy* -0, X3+ ay X3,
toniezmienniki 4, Bprzybiors postaé:

4= 2a'a’a’e* — 20, 0,0,0,0, F a, a0
B = s’a3a’s3a33a;



Forma szeéeienna ezwirkowa. 33t

pozostalemizas niezmiennikami sa:

C = atatayta,®at Tayayaa,,
D = aa%a’ a,5a® X a, a,,

jr" — alsaﬂs%sa*aaﬁs_

Wyrazenia symboliczne tych trzech niezmiennikéw w przy-
padku ogélnym podal Clebsch (Crelle LVIII, 120).

Wyréznik formy fwyrazasie przy pomo-
eyniezmiennikéw wten sposdb:

(A* — 64 B)* — 16384 (D - 2 40).

Istniejg czteryspélzmiennikiliniowe dla
formy szesciennej w postaci Sylvesterowskie;
sgone:

5 B
L=aa202a2a,2 T a,X,: L =a’a’a’a’a’ Za0.8,4,X;,
1 1

5 5
L"=a"a*a*ela’ % ¢*X,; L"=a’a’ata}’ 055‘1‘.'!1,’51

Cztery plaszezyzny, ktére przedstawiaja te spélzmienniki
przyréwnane do zera, spotykaja si¢ w jednym punkeie, gdy wy-
roimik ilosci a jest zerem.

Spélzmiennik rzedu czwartego przedstawia powierzchnie
Hessego powierzchni szesciennej i, jak wiemy, dla postaci Sylve-
sterowskiej ma wyrazenie:

H= Xaa,0,0, X, X; X, X; .

Badanie form niezmienniczych formy czworkowej szeiciennej
rozpoezeli prawie jednoczesnie Clebsch (Crelle LVII) i Sal-
mon (Phil. Trans. 1860). Szczegély znaleSé moznau Salmona-
Fiedlera (L. c. §317 i nast.). Clebsch wyrazil takZe pieé
niezmiennikéw przez spoélczynniki formy Hessego, Salmon zas
malaz} réwnanie powierzchni spélzmiennej, przecinajaeej powierz-
<hni¢ szefcienng wedlug 27 prostych.



ROZDZIAL XII.

POWIERZCHNIE RZEDU CZIWARTEGO.

§ L

Wiadomosc: ogolns. Powierzehnie o punktach podwdjnych
1 @ lmiack podwdéjnych.

Powierzehnia ogdlna rzedu 4-go jest klasy 36-ej; rzad stoz-
ka. opisanego na niej i majacego wierzcholek w dowolnym pun-
cie przestrzeni, jest 12; tworzacych zwrotn takiego stozka jest
26, tworzgcych podwdjnych jest 12.

Rzad krzywej parabolicznej wynosi 12 Réwnanie ogélne
powierzchni rzedu 4-go ogdlnej zalezy od 34 spélezynnikéw nie-
Jednorodnych.

Powierzchnia rzedu 4-go moze mie¢ najwyzej 16 pun-
ktéw podwdjnych.

Powierzchnia rzedu 4-go, ktéra nie jest prostoliniows, moze
posiadaé prosta podwdjng, stozkowa podwdjna, stozkows ostrzo-
wg (patrz Rozdz. IX, § 4) i trzy proste podwdjne, ktére spoty-
kaja si¢ w jednym punkcie i nie sg polozone na jednej plasz-
ezyinie,

Powierzchnia rzedu 4-go, majgca za linig podwéjng linie
skosny (nie bedacs zbiorem trzech prostych, mie polozonych na
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jednej plaszczyznie i zbiegajgeych sie w jednym punkcie). jest
zawsze powierzchnia prostoliniows,

Najwyzsza osobliwoscia, jaks mie¢ moze powierzchnia rze-
du 4-go, jest prosta potrdjna: powierzchnia jest wtedy koniecznie
prostoliniows.

Jezeli powierzchuia ma 16 punktéw podwdjnych, wtedy
stozek, na niej vpisany i majgey wierzcholek w jednym z tych
punktow, jest rzgdu U-go i rozpada sig¢ na 6 plaszezyzn.

Teorya powierzehni rzedu 4-go ogélnych nie jest dotad tak
zglebiona, jak teorya powierzchni szesciennych. Badano naj-
wigee] powierzchnie szczegdlne rzedu 4-go, majace punkty
ilinie podwojne 1 badano takze powierzchnie prosto-liniowe
rzedu 4-go.

Najbardziej godnemi uwagi ze zbadanych dotad powierz-
chni rzedu 4-go sa nastepujgce: powierzchnia Kum-
mera, zawierajgca 16 punktéw podwdjnych, tworzacyeh cie-
kawsg konfiguracye; inne powierzchnie (zwane takze powierz-
chniami Kummera , ktore maja nieskonczenie wiele stozkowych;
pomiedzy niemi wyrdznia jg sie: powierzchnia rzedu 4-go o stozko-
we] podwojne] 1 powierzchniarzymska Steinera;
wreszcie powierzchnie prostoliniowe, ktérych klasyfikacye zu-
pelna podali Cremonai Cayley. O tych powierzchniach
mowi¢ bedziemy osobno w nastepnyeh paragrafach.

Tu podajemy tablice liczb charakterystycznych, odnosza-
cych si¢ do powierzchni ogélnej rzedu 4-go, do powierzchni ze
stozkowemi podwdjnemi i ostrzowemi, oraz do powierzchni z 12
punktami podwéjnemi lub wezlami (patrz Salmon-Fie-
dler 1 c. §512—516).

Pascal. Rep. I 23
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Powierzehnie

Powierzehaie! Powierzebaie

. Powierzehnie
ogolne p -| ze stoikowsy | ze stozkow
n?ﬁu 4-go |® 12 wezlami podwéjna | ostrzows ¥
e=—da 12 12 b} t
3 12 24 5 0
% 24 24 12 5
T . i
n 36 12 | 12 6
xf 24 24 12 3
v 2% % 0
]
4 | 102400 196 320 0
4 3200 ] 40 0
¢ 320 32 36 0
4 96 24 24 b
h' 4016 200 180 24
r’ 128 56 36 8
af 32 32 16 8
B 320 32 52 0
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§ 2.
Powierzchnie rzedu czwartego o punktach podwdjnych.

Istnienie punktu podwdjnego na powierzchni rzedu 4-go
réwnowazy sie z czterema pojedynhczemi warunkami, skad zda-
waé by sie moglo, ze poniewaz taka powierzchnia zalezy od 34
spolezynnikéw. to mozZe najwyzej mieé¢ osm punktéw podwdj-
nych dowolnie wybranych.Lecz przekonanosie, ze toniejest
mozliwem, 1 ze jezell powierzchnia rzedu4-go nie znieksztalcona
ma o$m punktéw podwéjnych, to musza one tworzyé konfiguracye
specyalng a tylko siedm znich jest dowolnych (Cay-
ley, Lond. math. Soc. IIT).

Pomigdzy powierzchniami rzedu 4-go o punktach podwdj-
nych szczegélnie wazng jest, jak juz powiedziano wyzej, po-
wierzchnia o 16 punktach podwdjnych; Cayley (l. c.) badal
te powierzchnie i zarazem inne, majgce muiejsza liczbe punktéw
podwdjnych; Kummer zas rozwazal powierzchnie, majace
11, 12, 13, 14, 15 punktéw pedwdjnych (Berl. Abh. 1866) z oko-
licznosci badania uktadéw promieni lub kongrueneyi rzedu 2-go
(patrz rozdz XIV).

Dla otrzymania rownania powierzchni rzedn 4-go, majacej
cztery punkty podwdjne, przesunmy przez te punkty szesé kwa-
dryk X, =0,... X;,=0: funkcya jednorodna sto-
pnia 2-go ilosci X, przyréwnana do zera, przed-
stawiaé bedzie powierzchnie¢ Zgdanego ga-
tunku. Réwnanie to zawieraé bedzie I8 sta -
lychniezaleznych.

Jezeli danych punktéw jest pie¢, wtedy przesnwamy przez
nie pigé kwadryk X,=0 1 forma stopnia 2-go ilosci
X przyréwnanado zera, przedstawiaé bedzie
powierzchnigrzedu 4-go z pigcioma punktami
pedwéjnemi; zawiera ona stalych 14

Jezeli mamy szes¢é punktdéw danych, to powierzech-
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nigrzedu 4googdolng majyca te punktey, jako
podwéjne, przedstawiaréwnanie:

(Xl‘ Xg, x;g \“ P o B 2‘I{X1- ‘Y;;s X_’ls X—ij = Ua

w ktérem X.=0saréwnania czterech kwadryk,
przechodzacych przez szesé punktow danych
(X X3, X;, X)) jest formg stopnia 2-go ilosci X zas
Jprzedstawia powierzchnig Jacobiego ukla-
duczterech kwadryk

Pomiedzy powierzchniami z szescioma punktami podwi)j-
nemi zasluguje na nwage powierzchnia, ktérej réwnaniem jest

J (X, Xy X, X,) = 0.

t. j. powierzchnia Jacobi’ego ukladu czterech kwadryk. Nazywa
si¢ ona powierzchnia Weddlego, bo ten autor pierwszy ja
badal (Cambridge J. V, 1850), a jest ona miejscem wierz-
cholkéowstogkdowrzedu 2-go, przechodzacych
przezszes¢ punktow przestrzeni.
Powierzchnia Weddlego zawiera 25 pro-
styeh, a mianowicie 15 prostych, Iaczacych
kaide dwa z szesciu punktéw, oraz 10 prostych,
stanowiacych przecigcia kazdej zplaszczyzn,
przechodzgcych przez trzy punkty z plaszezy-
zna, przechodzgcy przez trzy pozostale.
Stozek styezny, majgcy wierzcholek w pun-
kciepodwoéjnym, przecina powierzchnie we-
dlug pi¢ciu prostyeh, lgczgcych ten punkt
zpigtioma pozostalemi punktami podwdjne-
miilwedlugkrzywejszesciennej skosnej, W y-
znaczone; przez szesé punktéw przeatrzeni

Powierzehnie Weddlego badali tezz Cayley (Comptes
rendus LI, 1861), Hierholzer (Math. Ann, H,IV), Hunyady
(Crelle XCH), Caspary (Compt rend. 1891) i t. d.

Powierzchnia Weddlego jest powierzchnig
taks, e spélrzedne jej punktéw dajag sie wWy-



Powierzehnie rzedn ezwartego o punktaeh podwdjayeh. 357

razié jako funkecye hypereliptyczne dwu pa-
rametrdw.

Cayley badal inne powierzchnie analogiczne pod wzgle-
dem definicyi, ale nie bedgce juz rzedun +-go.

Dla otrzymania réwnania najogdlniejszegd powierzehni
rzegdu 4-go z siedmioma punktami podwéjnemi, przesuwamy
przez te punkty trzy kwadryki X, =0, X,=0, X, =0, dalej
powierzchnig rzedu 3-go ¥ =0, dla ktérej cztery z tych pun-
ktow sg podwéjnemi, wreszcie plaszezyzne Z=0 przez trzy in-
ne punkty.

Réownanie

(X X X)) LYZ =0,

zawierajace szes¢ stalych, jst rownaniem szu-
kanej powierzchni

Dla otrzymania réwnania powierzehni rzedu 4-go, majacej
osin punktéw podwdjnych (nie dowolnych) mozna postapié
w sposob nastepujacy: Wezmy trzy powierzchnie rzedu 2-go:

X, =0, X,=0, X,=0,

przecinajgce sig w osmiu punktach, i utwérzmy funkeye kwadra-
towg jednorodng ilosci X, ktérg przyréwnajmy do zera. Otrzy-
mamy tym sposobem réwnanie powierzchni rzedu
4g0z8-ma punktami podwdéjnemi, lezagcemina
trzech kwadrykach., Nie jest to wszakze typ ogdlny
powierzchni rzedu 4-go z 8-ma punktami podwdjnemi; wedlug
Cayley a istnieje jeszcze typ inny.

Pierwsze badanie nad takiemi powierzchniami pedjat Cayley
(Quart. J. X, 34. XI, 111; Papers VII, 304, VIII, 25).

Mozna znales¢ réwnania powierzchni czwartego rzedu z 9
Iub 10 punktami podwéjnemi, z ktérych 7 jest dowolnych. Waz-
nem jest twierdzenie nastepujgce:

Powierzchnia rzedu 4-go nie moze mied
wigeej niz 10 punktéw podwéjnych, jezeli 7
znich obrano dowolnie.
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Powierzchnia rzedn 4-go z dnes!qc:oma pnnkta.m1 podwoj..
nemi jest tak zwang sy metroida; réwnaniem jej jest:

Ifli‘ f;i‘ /'13! fll
;{i” fl?? f‘).f'.' f?i
| fiw foas Foar Fin |

1

:fl-li fﬂ’ fﬁl‘ f-H i

gdziefy,, fis---fu fo=[y) sa dziesigcioma funk
cyamiliniowemiilosci zmiennych.

=0,

Minory rzedu3-gotego wyznacznikasy-
metrycznego, przyréwnane do zera, wyrazajs
powierzchnie szescienne, ktére majg wspél-
nychdziesig¢ punktéw, bedgcych punktami
podwéjnemisymetroidy.

Stozek z wierzcholkiem, znajdujacym sie
w punkcie podwéjuym, i opisany nasymetro-
idzie, rozpadasig na dwa stozki rzedu 3-go,
przecinajgce sig wedlug dziewigciu prostych,
ktérelgcza kazdy punkt podwdjny z pozosta-
lemidziewigcioma.

Jeieli jeden z 10 punktéw podwdjnych po-
wierzchnirzedu4-go ma wlasnosé, wskazans
w twierdzeniu poprzedzajgcem, to i wszyst-
kieinne punkty podwdéjne majg tez sama wla-
snosé.

Préez symetroidy istnieje inna powierzchnia rzedu 4-go
z 10 punktami podwéjnemi, majaca te wlasnosé, ze stozek rzedu
6-go z wierzcholkiem w jednym z tych punktéw i opisany na
powierzchni, nie rozpada sie na dwa stozki rzedu 3-go.

Powierzchnia Hessego, nalezagca do po-
wierzchnjszesciennej, jest symetroid a;istotnie
funkeye f w powyzszem réwnaniu sy pochodnemi strony pierw-
szej réwnania powierzchni szesciennej.
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Jezeli f;,=0. symetroida ma jeszcze 1ll-y
punkt podwojny: jezeli procz tego f,,=0 wte-
dy ma punkt 12-y; jezeli nadto f;;,=0, wtedy ma
13-y, jezeli wreszciei f;,=0, wtedy ma 14-y.

Ustanowiono klusyfikacye powierzchni rzedun 4-go z 11, 12,
13, 14 1 15 punktami podwGjnemi na podstawie rozwazania stoz-
kéw, opisanych na nich i majacych wierzcholki w jednym z pun-
ktéw podwdjnych; rozrézniamy mianowicie rozmaite gatunki po-
wierzchni wedlug tego, czy tez stozki rzedu 6-go rozpadajs sie
w ten lub inny sposéb na stozki rzedu nizszego Badanie to pro-
wadzili Kummer, Cayley (Lc) Rohn (w rozprawie,
uwienczonej przez Akademig sasks wr. 1886, patrz tez Math.
Ann, XXIX, 1887). Cayley iinni autorowie angielscy wpro~
wadzili tu, jak to zwykli czyni¢, liczne i zloZone nazwy na nie~
ktére z wyzej wymienionych powierzchni, a zwlaszcza na po-
wierzchnie o 8, 9. 10 punktach podwéjnych, lecz mniemamy, e
nazwy te raczej rzecz komplikuja, niz upraszczajs.

Niektire z powierzchni o 11, 12,..... 15 punktach po-
dwojnych sg zarazem powierzehniami ogniskowemi kongruencyi
kwadratowe] (patrz Rozdz. XIV).

& 3.
Powierzchnia Kummera

Powiedzielismy juz, ze powierzchnia Kummera
jest powierzchnig rzedu 4-go, majacs punkty podwdjne, odo-
sobuione.

Jest ona klasy 4-ej: jejréwnanie ogdlne za-
wiera 18 stalych niezaleznych.

Stozek rzedu 6-go, styczny do powierzehnl
imajgey wierzcholek wpunkcie podwéjnym
rozpada signa 6 plaszczyzn
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Kazda ztych szesciu plaszczyzn dotyka
powierzchni wzdluz stozkowej, na ktorej leis
pozostale punkty podwéjne w liczbie 3.

Takich plaszczyzn osobliwych jest 16; jest
przeto 16 punktéw osobliwych, majacych te
waing wissnosé, ze kazda plaszczyzna prze
chodziprzez szes¢ punktéw, polozonych na
jednej stozkowej, a przez kazdy punkt prze-
chodziszedé plaszczyzn.

Powierzchnia Kummera wystepuje glownie w Geome-
tryilinii prostej; moZna jg okreslic jako powierz-
chnieogniskowa kongruencyi 2-gorzegdui 2-¢j
klasy (Kummer, Berl. Abh. 1886) albo jako powierz-
chnie¢ osohliwosci kompleksu kwadratowego
ogélnego, albo wreszcie jako powierzchnig oso-
bliwosci nieskonhczenie wieln komplekséw
kwadratowychspélogniskowych (Klein, Math.
Ann. II, patrz nizej Rozdz. XIV).

Wazna wlasnosé tej powierzchni stanowi to, Ze jest ona
wzajemng do samej siebie w szesciu bieguno-
wosciach

Réwnanie powierzchni tej podali w réznych postaciach
Kummer, Cayley iinni

Niechaj X; =0, X,=0, X,=0, X, =0 beda réwnaniami
czterech plaszezyzn osobliwych takich, ze ich cztery punkty
spotkania sa razem punktami wezlowemi powierzchni, wtedy
réwnanie jej mozna przedstawié w postaci:

' =16kX, X, X, X, ,

gdzie k jest stala, @ zas jest forma kwadrato-
wgiloscl X, a mianowicie:

?=X*+ X+ X'+ X'+ 2a (XX + X, X))
4+ 20X X, + X, X,) + 20X, Xo + X X))
k=a*+b+c*—2abec— 1. (Kummer)
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Forma niewymiernsg rownania tejze po-
wierzchni jest nastepujaca (Cayleyv, Crelle,
LXX II, 292; Papers VII, 126):

I/G.’F‘I (y’y":@ — BB, — %—) -+ ] ﬂf; {a'rx"rs—..r’}.'.r‘ — -%‘—-)

+I 7T (ﬂ’ﬁ% —dadr, — Ty ) =0,
przy warunkach:

e+ p+y=0 o+p+y=0, o +fF+y"=0.

Inne postaciotrzymujemy, przemieniajyc kolowo ukiad a, 8,7
z ukladem &', §,, y’ lub z ukladem ", §", y".
Réwnanie poprzedzajace, po sprowadze-
niu go do postaci wymiernej przedstawia sie tak:
x,? (£ 222" — 22,2, — 20, 2, — 2 )
+2, [“ﬂ'a” (gt =2, 20y )4 BB'B" (g ry =, %) 'y (0, 2y =222 )+ 33;%]
+(ad'a"z ry + R v 2 + 17y %) = 0,
gdzie:
b= (f-p)a'd"+ (—)f B + (a—p1yy".

Wyrazenie 6 nie zmienia wartosci przy powyze] wspomnianych
przemianach kolowych.
Réwnania 16 plaszczyzn osobliwych sa:

& =0, Ly =, €Ty = 0, ;?’4=0,
z, Ty Zy &y Ly Ly ! Ly Ty
424 E2=0 F+FT+=0 S+ F+Z=0
a + ﬁ + y 1 a "}" ﬁ + y L a ﬂn+ ?ﬂ'

" ' x T
1Y Bp e — 2 =0 yym—fpr,—— =0,

xZ
yye,—pBp sy — 5 =0;
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" - . " By
a’a"r,--y'yrl——z;———(); a’ar, —y 2’31—?“*0‘.

x
' 'y 4 =0
o B e

<

’ & " 'r4
g e, —ddz,——=0; ppx —daxry— . =
7 7
; S
Bg r, —az .r,—j:ﬁ =0
i
Inna postaéréwnania powlerzchni Kum-

mera jest nastepujaca (Rohn, L e 1 Math Ann.
XVIII):

2ttt ot )t o A gty — 2 Agggq (0 0y + 24°2,%)
— 2 Ay (02252 1372,7) — 2 4 (22,2 2,301 =0,
gdzie:

8
4 = R e—k )

[k,kﬁ{ks-rk,‘—-ka =l Rk (Fey+hg—Ky—key)
+ kskg By -y — Ty — ky) ] )

(ks k.l)”*_,i_ki) -i-{f-.——f»; Lkﬁ,—'—kg)
”:,-—- J,) [Iu;. - f{:

Ayn =

Spélezynniki tego réwnania zaleza, jak widzimy, od 6 ilo-
scik, ktore mozna rozumie¢ jako pierwiastki formy széstego rzedu
dwéjkowej,Tn wlasnie ujawnia juz si¢ mozliwosé zwigzku pomie-
dzy powierzchniag Kummera a formami rzedu 6-go dwéjkowem;
znajdujemy mianowicie, Ze powierzchnia ta jest w zwigzku spe-
cyalnym z fankeyami hypereliptycznemi rodzaju 2, nalezacemi
do formy rzedu szdstego dwdjkowej.

Klein (Math. Ann. V) spostrzegl pierwszy mozliwosé
wyrazenia spolrzednych punktu powierzechni Kummers przez
cztery specyalne funkecye hypereliptyczne o dwdch argnmentach;
péimiej ukazaly sig prace Cayley’a (Crelle LXXXIII), Bor-
chardta (tamze), Webera (Crelle LXXXIV), Rohnsa
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(Math. Ann. XX, XIITI), Reichardta (Nova Acta der Leop.
Carol. Ak. Halle, 1887) it d.

Oto niektére wskazéwki co do tego. Istnieje jak wiadomo,
16 funkeyj & rodzaju 2 (patrz ,Repertoryum® t. I, Rozdz XVIII,
§3), kazdej z nich odpowiada charakterystyka; zcharakterystyk 10
jest parzystychi6 nieparzystych. W ugrupowaniu charakterystyk
wyrézniamy t. zw. czwérki 3o pela (Crelle XXXV) i czwérki
Rosenhaina (Mem. des sav. étr. XI, Paryz 1846). Czwor-
ka Gopela (jestezworek takich 60) jest zbiorem czterech cha-
rakterystyk wszystkich parzystych, albodwéch
parzystychidwdch nieparzystych, ktérych suma
jest zerem; czworka Rosenhaina (takich czworek jest 80)
Jjest zbiorem czterech charakterystyk, ktorych suma jest tez ze-
rem, a pomigedzy ktéremijest jedna nieparzystaitrzy
parzyste, albo trzy nieparzysteijedna parzy-
sta. Mamy tedy twierdzenie: Pomigdzy kwadratami
czterech funkcy] &, odpowiadajgeych charak-
terystykom czwérkilGoepela albo Rosenhaina
zachodzi zawsze zwigzek wymierny jedno-
rodny stopnia 4-go; jezelite funkeye # przyj-
miemy za spbélrzedne jednorodne punktu prze-
strzeni, wtedy zwigzek ten przedstawia po-
wierzechnie Kummera. W przypadku czwérki Goe-
pela plaszezyzny czworoscianu zasadniczego spélrzednych sg
czterema plaszczyznami osobliwemi powierzchni, lecz zaden
z wierzcholkéw tego czworoscianu nie jest wezlem powierzchni;
w przypadkn zas czwoérki Rosenhaina catery plaszezy-
zny czworoscianu spoélrzednych sa czterema plaszczyznami oso-
bliwemi, a cztery wierzcholki sg czterema punktami osobliwemi.
W tem przedstawieniu inne funkeye 9#* odpowiadaja kazda in-
nym plaszezyznom osobliwym.

Mozna jeszeze, wychodzac zinnego punktu widzenia, otrzymad
rownanie powierzchni Kummera. Dowodzi sie, ze jezeli za spél-
rzgdne jednorodne punktu przestrzeni przyjmiemy cztery funkeye
hypereliptyczne, nazwane przez Kleina funkeyami 3, wtedy
mozna znales¢ rownanie powierzchni takie, zespélezynniki sg nie-
zmiennikami wymiernemi funkeyl rzedn szdstego
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dwdijkowej, ktira w sposéb wyzej wskazany odpowiada po-
wierzchni Kummera: réwnanie takie nazywamy zwykle row-
naniem wymiernem powierzchni. Wiecej szcze-
616w znales¢ mozna n E. Pascala (Ann. di matem. XXITI,
XIX).

Istnieje wiele badan nad konfiguracys 16 punktéw i plasz-
ezyzn osnbliwych powierzehni K um m e r a; wymieniamy prace
Caporaliego (Lincei 186%): Schrotera (Crelle, C) i De
Paolisa (Lincei 1890).

Szesnascie punktdw zasadniczych, polaczonych po dwa,lab
16 plaszezyzn, przecinajacych sig po dwie, tworzg 120 prostych,
ktére Caporali nazywa prostemi R.

Szesnascie punktow zasadniczych, branych po trzy, dajg
240 plaszezyzn niezasadniczych (plaszezyzn IT) a szesnaseie pla-
szezyzn zasadniczych, branych po trzy, daja 240 punktéw nie-
zasadniczych (punktéw P).

Plaszczyzny I1 przechodza po szesé przez proste K. punkty
Plezg na tych prostych széstkami. Odwrotnie, proste R prze-
chodzg po trzy przez punkt P i leza tréjkami na plaszezyznach IL

Punkty P leza po 40 na plaszezyznach zasadniezych,
a plaszezyzny I przechodza po 45 przez punkty zasadnicze.

Jest 80 czworoscianéw. ktérych wierzcholkami sg punkty
zasadnicze; odpowiadaja one 80 czwérkom charakterystyk R o-
senhaina).

Jest 50 czworoscianéw, ktérych scianami sg plaszezyzny
zasadnicze, a wierzcholkami punkty P (odpowiadaja one 40
czworkom Gopela).

Tej ostatnie] wlasnosci odpowiada oczywiscie wlasnosé
dwoista.

240 punktéw P i plaszczyzn 77 skiadaja 15 nowych konfi-
guracyj Kummera,

Jezeli przetniemy plaszczyzng powierzchni¢ Kummera,
to w przekroju mozemy otrzymaé krzywa plasks rzedu 4-go
0golna; mianowicie :

Przez kazdg krzywg plasks rzedu 4-go ogélng
przechodzi co* powierzchni Kummera.
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Plaszczyzna sieczna przecina szesnascie plaszezyzu osobli-
wych wedlug 16 prostych dwustyeznych do krzywej: te 16 dwu-
stycznych sa  wlasnie temi, ktire pozostajy z 28, gdy wyla-
czymy 12 dwustycznych niewspolnych dwom ukladoma Aron-
holds, majacym jedne prosta wspélng. Innemi slowy: te 16
dwustycznych tworzg konfiguracye, podobuny do konfiguracyi 16
dwustycznych krzywej plaskiej rzedu 4-go z punktem podwdj-
nym, jezeli wylaczymy szes¢ stycznych, wychodzgeveh z pun-
ktu podwdjnego (patrz Rozdz. VIII, str. 280).

Caztery dwustyczne, powstajgce przy przecieciu czworoscianu
Gopela (patrz wyzej), sg czterema dwustycznemi, przez kté-
rych osm punktéw stycznosci przechodzi stozkowa.

Na tych zwigzkach pomigdzy dwnstycznemi krzywej rzedu
4-go a punktami 1 plaszczyznami powierzchni Kummera opie-
raja sie niektore najnowsze prace Ciani'ego (Ann. di mat. (3),
II, Rend. Ist. Lomb. 1878).

Mozna ustanowié znakowanie dla 16 plaszczyzn i punktéw
osobliwych powierzchni Kummera; jedne z plaszezyzn oznacza-
my symbolem O, szes¢ punktéw na niej lezacych symbolami
1,2, 3,4, 5, 6; wtedy pozostale 15 plaszczyzn mozna przedstawié
przy pomocy symboli dwéjkowych 12, 13, 14,.....56, a 10

punktéw zasadniczych przy pomocy symboli tréjkowyeh (i: )

124
)
12,23,31, 45, 56, 64 1 t. d.; przez punkt (1) szesé plaszezyzn O,
(12), (13), (14), (15), (16).

Inne znakowanie dla 16 plaszczyzn osobliwych polega na
oméwionej wyzej odpowiedniosci pomiedzy niemi a charaktery-
stykami rozdzaju 2. Oznaczmy w tym celu kazds plaszczyzne
symbolem (abcd) *). gdzie a, b, ¢, d nie mogg przyjmowaé war-
tosci odmiennych od 01 1. Wtedy 16 plaszezyzn mozna przed-
stawié symbolicznie w ten sposéb:

..... Przez punkt ( ii) przechodzi szes¢ plaszezyzn

z . ab
*®) Piszemy (abcd) dla prostoty za.mla.st( id )
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(0000), (1000), (0100). (1100,
(0010), (1010), (0110), (1110,
(0001), (1001), (O101), (110L).
0011y, (1011). (0111), (1111).

Placzezyznami, spotykajgcemi sie w jednym punkeie, sg
trzy plaszczyzny, ktore w tej tablicy znajduje sie na tej samej linii
poziomej z elementem itrzy plaszezyzny w linii pionowej z tymaze
elementem, tak ze szescioma plaszczyznami, schodzacemi sig
w jednym punkcie, sg plaszezyzny, oznaczone symbolami:

(a. b, r,d41), (@, b,c+1, dr, (1, b, c+1.d+1).
ta+1, b c.d). (a, b+1, ¢ d), (a+1, b+1, c. d).

Podstawien grupy pozostawiajgcych bez
zmiany konfiguracye jest 6! 16.

Réwnanie stopnia 16-go, od ktérego zalezy wyznaczenie
16 plaszezyzn albo punktéw osobliwyech Kummera, staje sie¢ réw-
naniem abelowem po rozwigzaniu réwnania stopnia 6-go, t. j.
po rozwigzaniu tego ostatniego réwnania pierwsze rozwiazuje
sig przy pomocy czterech réwnan stopnia 2-go (Jordan, Crelle
LXX, takze Traaté des substitutions 1870).

Linie asymptotyczne (Hauptangentencurven),
t. j. linie, ktérych plaszezyzna scisle styczna zlews sig z plasz-
czyzng styczng do powierzchni (patrz nizej Rozdz. XX), albo
ktérych styczne sg prostemi scisle stycznemi do powierzchni, —
sg na powierzchni Kummera wogéle krzywe-
mi 16-go rzedu i 16-ej klasy; majs 16 ostrzy w 16
punktach osobliwych powierzchni, 16 plasz
czyzn statecznych, ktdre sg plaszczyznami
osobliwemi powierzchni i 96 stycznych sta
tecznych (patrz Rozdz 1X,§4). Ich porzgdek (rang)
wynosi 48 liczba punktéw podwdéjnych pozor-
nych 72, rzgd krzywej podwdjnej powierzchni
rozwijalnej 952 rodzaj wynosi 1I7.
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Jest szes¢ specyalnychlinijasymptotycz-
nych, ktérychrzgdiklasaredunkujesiedo po-
lowy, t. j. kazdg znich nalezy liczy¢ dwa razy. Nie maja
one ani ostrzy 1 plaszezyzn statecznych, maja zas 40 stycznych
statecznych. Ich porzgdek (rang) jest 24, liczba punktéw po-
dwéjnycl pozornych 12, rzad krzywe] podwéjnej powierzchni
rozwijalnej 200, rodzaj 5.

Przezlinie asymptotyczne powierzchni
Kummera przechodzi pek powierzechni rzedu
4-go0 (Reye).

Krzywa paraboliczna powierzchni Kum-
mera jest krzywg rzedu 32-go, rozpadajgcsy sie
na 16 stozkowyceh, ktéresastozkowemi, polo-
tonemina 16 plaszczyznach osobliwyeh.

Liniami asymptotycznemi powierzehni Kummera zajmowali sie
speeyalnie: Klein i Lie (Math Ann. XXIIT), Reye (Crelle IIC),
Begre (tamze, [IC).

Klasyfikacys powierzchni Kummera z punktu widzenia
rzeczywistosci, punktéw 1 plaszezyzn osobliwych zajmuje sie
Rohun (Math. Ann, XVIIT), Weiler (Math. Ann. VI) roz-
patruje klasytikacye. oparts na specyalizacyl powierzehni
przy przyjeciu ze niektére z 16 punktéw osobliwyeh zle-
wajg sie. Obie klasyfikacye wychodza z rozwazania wartosci
ky, k. . . . kg szesciu pierwiastkéw formy rzedu 6-go, ktéra, jak
towyzej powiedziano, pozostaje w zwigzku z réwnaniem po-
wierzchni Kummera  .Jezeli przyjmiemy, zZe te 6 wartosci spe-
cyalizujemy co do ich rzeczywistosel 1 co do ich wielkosei, otrzy-
mamy wszystkie przypadki mozliwe.

Niektdére z wynikéw Rohn a sa nastepujace:

L Wszystkie ilosci & sa rzeczywistemi.

Ia) Powierzchnia Kummera ma 16 punktéw osobhiwych
rzeczywistych .

Ib) Powierzchnia jest rzeczywista, lecz ma wszystkie
punkty i plaszczyzny osobliwe urojone. Jezeli weimiemy na
plaszczyznie stycznej do powierzchni krzyws rzedu 4-go prze-
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cigcia, to szes¢ stycznych. poprowadzonych do tej krzywe)
z punktu podwdijnego, s wszystkie rzeczywistemi.

Ie) Powierzchnia jest urojona 1 ma wszystkie punkty
i pluszezyzny osobliwe urojone.
IL Dwie z pomiegdzy ilusei y sa urojonemi sprzezonemi, po-
zostale sy rzeczywistemi.

IT ) Powierzchnia ma 3 punktow osobliwych rzeczywi-
stych i rylez plaszezyzn osobliwych rzeczywistych.

IT Iy Powisrzchuia jest rzeczywista, lecz wszystkie punkty
1 plaszezyzny osobliwe sy urojone. Nie jest wszakze tg sams, co
w przypadku Ih) glvz su jej szesciu stycznych, okreslonych,
jak w przypadkn [b). s cztery rzeczywiste 1 dwie urojone.
III. Dwie pary iloscl k s4 urojone sprzezons, a dwie inne pary
$§ rzeczywiste

Powicrzehnia ma catery punkty osobliwe rzeczywiste i czte-
ry plaszezyzny osobliwe rzeczywiste; kazda plaszczyzna prze-
chodzi przez dwa punkty rzeczywiste, mianowicie dwie plasz-
czyzny przechodza przez te same dwa punkty, a dwie pozostale
przez inne dwa punkty.
IV. Trzy pary iloseci & sy urojonemi sprzegzonemi.

IV a) Powierzchnia jest rzeczywista, ma cztery punkty
i cztery plaszezyzny osobliwe rzeczywiste. Roézni sig wszakse
od powierzchni w przypadku ITI, gdyz zadna z plaszczyzn rze-
czywistych nie przechodzi przez punkt rzeczywisty.

IV b) powlerzchnia jest urojona, lecz posiada cztery pun-
kty i cztery plaszezyzny osobliwe rzeczywiste.

Modele gipsowe powierzehni Kummera znajdujg sie w kolekeyi
L. Brilla w Darmstadzie. obecnie Schillinga w Halli.

§ 4.

Tetraedroida Cayleya i powierzchnia falowa.

Przypadkiem szczeg6lnym powierzchni Kummera jest po-
wierzchnia, zwana tetraedroidsa albo powierzchnig
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Cayley's. ktore] przypadkiem specyalnym jest zndw
powilerzchnia falowa Fresnela.

Tetraedroida jest powierzchnig Kummera, ktérej szesnascie
plaszezyzn osobliwych maja te wlasnosé, iz dziels sie na grapy
po cztery plaszezyzny w ten sposéb, Ze plaszczyzny jednej
grupy przechodzg przez ten sam punkt; tetraedroida ma tedy
cztery wierzcholki i stad jej nazwa.

Powierzchnia ta jest przeksztalceniem homograficznem po-
wierzchni falowej, o ktérej méwimy nizej; ta ostatnia jest te-
traedroidsa, metrycznie wyspecyalizowans.

Réwnaniem powierzchni tetraedroidy,od-
niesionej doczworoscianu zasadniczego,jest:

10, =zt 2, 22, a7 |

7, 0, ay?, ay’, @

2%, a?, 0, an?, al [=0
z,?, ay’, as?, 0, Gyy*

alg- “142: a‘ﬂ!: a‘u’; O

Réwnania 16 plaszczyzu osobliwych sa:

Oy Ty —ligy T3 T Bag®y = 0; Qgsl'y— gy Xy— By oy = 0;
2, — o Tt s% =05 30,40, Zy 7 = 0;
0y 20 Ty 057 =05 Gy Tyt 2yt 12, = O
— gty TG Ty =0 — Ty 0y, Ty, = O

g2, — Oy Tyt oty =0 — @32 —a, Ty 0557, = O;

O 2y s Ba 0%y = 0 —ayy — Gyg@ytayg?y, = 0
— gy Ty — Oy 3T 12T =0 gy Ly Oy Ty— gy %, = 0;
g 2y A T s =0 O — 0 Zy— s, = 0.

Réwnanie uwazanej powierzchni otrzy-
mujemy z rownania ogélnego powierzchni

Paseal. Rep. 1L 2%
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Kummera, podanego przez Cayleya (patrz § 3),
jezeli polozymy:

y o uy a oy B ey,
P . by A omE T b
g Mgy b4 by a gy
) gy 4y P iy
ada"=— P . g =— 2. yyf=——,
LT Myg Aqy
skad apfly =By

Kazda z czterech scian czworoscianu za-
sadniczego przecina tetraedroide wedlug pa-
ry stozkowych; wzgledem kazdej znich tréj-
kat, znajdujacy sie na odpowiedniej scianie
czworoscianu, jest tréjkatem samosprzezo-
nym (patrz Rozdz. IV, § 2).

Mamy tym sposobem cztery pary stozkowych na czterech
scianach czworoscianu; 16 punktéw spotkania tych czterech par
stoikowych s3 16 punktami osobliwemi powierzchni: punkty
osobliwe lezg zatem czwoérkami na czterech scianach czworoscia-
nu zasadniczego. Ta wlasnosé wyplywa z wlasnosci powierzchni
Kummera, na mocy ktérej jest ona wzajemna sama ze sobs (§ 3).

Cztery punkty osobliwe na kazdej scianie czworoscianu
lezg dwdjkami na szesciu prostych, ktére przechodza po dwie
przez trzy wierzcholki trojkata. stanowliacego sciane czworo-
Scianu.

W przypadku tetraedroidy,réwnanie stopnia
6-go, od ktérego, jak wiemy, (§3) zalezy, wedlug
Jordana, wyznaczenie 16 punktéw osobliwyech
ré6wnania ogdlonej powierzchni Kummera, daje
sigrozwigzac¢ algebraicznie.

Powierzchuia falowa jest tetraedroida szczegdlna; mozna
ja okreshi¢ nastepujacemi sposobami:

Powierzchnia falowa jest miejscem skrajnych punktéw pro-
mieni, wychodzacych ze srodka elipsoidy, a ktérych dlugosci sa
réwne dwom pélsrednicom gléwnym przeciecia elipsoidy plasz-
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ezyzng prostopadly do promienia; na kazdym promieniu istniejs
przeto cztery punkty powierzchni, dwa po jednej i dwa po dru-
giej stronie (Fresnel)

Powierzchnia skladasi¢ z dwu powldk, jednej wewnatrzdrm-
gie], stycznych do siebie w punktach podwéjnych.

H 2 2

Jezeli 3& - g:, -+ f—’, =1, (aZ>0">¢) jest réwnaniem
elipsy, to ré6wnanie powierzchni falowej bgdzie
postaci:

gt — 0 el =0,
gdzie:
S gty brt p? = et biyt4 ok,

£ = a8 + 0¥ +a)y? + c(a*+b*)2* (Fresnel).

Réwnanie to otrzymujemy z réwnania tetraedroidy, jezeli
zalozymy powne zwigzki specyalne pomiedzy spélezynnikami
8%, a2 . .. (patrz Salmon-Fiedler L c. IT, str. 473—474).

Réwnanie Fresnela mozna przedstawi¢c w dwéch po-
staciach :

-__h-ug“i_ +-_-T__—

Czworoscian zasadniczy powierzchni falowej, uwazanej za
tetraedroide, jest to czworoscian, utworzony z trzech piaszezyzn
glownych elipsoidy i z plaszezyzny w nieskoniezonosei.

Przeciecie powierzchni falowej jedna z trzech plaszczyzn
gléwnych elipsoidy skiada sie z elipsy 1 kola.

Szesnascie punktéw osobliwych powierzchni stanowis:
cztery punkty w nieskonezonosci, cztery punkty rzeczymst-e na
Jednej z plaszczyzn gldwnych, zas 4 i 4 sa urojonemi i znajdujg
si¢ na dwéch drugich plaszezyznach gléwnych.

Oczywiscie, z plaszezyzn osobliwych tylko 8 jest rzeczy-
wistych.
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Tetraedroide hadal pierwszy Cayley (Journ. de Liouv. XL
1846, Papers I, 302, Crelle LXV, LXXXVII). Powierzchnie falowa badal
pierwszy Fresnel (Mém. de Paris, 1827) w rozprawie o podwdj-
nem zalamanin, z okolicznofei zagadnienia fizykalnego o przecho-
dzenin swiatla przez ciala zalamujace; zaraz potem przedmiot ten
podjeli: Ampére tAun, de Chimie ef phys. XXXIX, 1828), (‘au-
ehy (Exerc, de math. V. Paryi 1830, Comptes rendus XT, XII, XVHI),
Pliecker (Urelle XIX, 1839) i inni, Liste prac o powierzehni falowej
znajdujemy w eytowanem juz dziele: Lo ria, TeraZniejszosé i prae-
szlodé teoryj geometryeznyceh, przekiad polski, Warszawa 1889. Wyd
2-gie wloskie 1396. Inne sposvby tworzenia powierzehni podali
Boklen' (Ztsebr, Schlomileha. XXIV, XXV, XXVH, 1879—1882) i
("ayley(przy pomoey dwich powierzehni rozwijalnyeh, Quart. J. HI;
1860. Papers IV. 420—432, Annali di math. XX, 1892).

Moina wyobrazi¢ sobie przypadek jeszeze bardziej szezegolny
powierzehni Kummera, t. j., gdy moZna jg rozwazaé jako tetraedroide
nie jeduym tylko, lecz wieloma sposobami; takie powierzchnie spe-
cyalnie badali Ro hn (Leipz. Ber. 1884), Se gre (tamze), a nieda-
wno Bertini (Ist, Lomb. 1898).

Niektore modele gipsowe powierzehni falowych znajduja sie
w kolekeyi L. Brilla,

§ 5.
Powierzehnie rzedu 4-go, zawierajqce nieskoriczenie wiele stozkowych.

Kummer badal (Berl. Monatsber. 1863, Crelle LXIV)
powierzchnie rzedu 4-go, zawierajace nieskonczenie wiele stoz-
kowych. Podamy w tym paragrafie gléwne wyniki jego pracy.

Nie istniejsg powierzchnierzedu 4-go ta-
kie, ze przekroje, otrzymane z przeciecia ich
wszystkiemi plaszczyznami przestrzenialbo
tez wszystkiemi plaszeczyznami wiagzki, skla-
dajg sigz dwéchstozkowych.
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[stnieja powierzchnierzedu 4+gotakie Ze
przekrojeich, vtrzymane z przecigcia pewnemi
nieskonczenie wielu plaszczyznami, ktdre
nie sa plaszezyznamistycznemi skladajasiq
zdwéch stozkowych., Sgniemi:

1. Powierzchnierzedn4-go z jedng stoz-
kows podwéjnaidwoma punktami podwéjne-
mitakiemi, Zze laczgca je prosta nie spotyka
powierzchni; kazda plaszezyzna peku, ktorej osig jest ta
prosta, przecina powierzchnie wedlug dwéch stozkowych, kto-
tych punkty spotkania sg oczywiscie punktami podwéjnemi dla
powierzchni, a stad znajduja sie na stozkowej podwdjnej. R 6 w-
nanie powierzchnitego gatunku jest postacti

@' == 4p*qr,
gdzie ¢ jest formsa stopnia drugiego, p,¢,r sa
formamistopnia pierwszego.

2. Powierzchniarzedn 4-go z jedns prosts
pod w6 jna; kazda plaszczyzna, przesunieta przez te prosta,
przocina powierzchnie takze wedlug stozkowej. Réwnanie
tej powierzchnijest postaci:

P84 2p9S, + ¢ 8 =0,

gdziep ¢gsa formamistopnia pierwszego, §, 8,,
S; stopnia drugiego.

3. Powierzchniarzedu4-go zdwoma we-
zlamistycznosciowemi, t. j. punktami, wkto-
rych dotykajg sie wzajemnie dwie powloki
powierzchni; kazda plaszezyzna, przesunieta przez prosts
laczacs dwa te punkty, przecina powierzechnie wedlug dwéch
stozkowych, ktére w tych punktach ss stycznemi do siebie.
Réwnanie powierzchni jest:

@? = (p,q)*,

gdzie ¢ jest forms kwadratows, pigsg dwiema
formami liniowemi, (p,q) jest formsg stopnia 4-go
ilosecipiqg.
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We wszystkich tych przypadkach plaszezyzny, przecina-
Jace powlerzchnig w sposéb wymagany, tworza pek.

Sa powierzchnierzgdu 4-go takie, ze prze-
kroje, otrzymane z przeciecia ich plaszeczy-
znami stycznemi (wszystkiemilubniektére-
mi)skladajgsigzdwéchstozkowych. Sa niemi:

1. Powierzchniaotrzech prostych podwéj-
nych, spotykajgcychsie w jednym punkecie(po-
wierzchnia rzymska Steinera); przekroje, powstale
z przeciecia jej jakakolwiek plaszczyzna styczna, skladaja sig
z dwéch stozkowych.

2. Powilerzchnia z jedna stozkowsa po-
dwdéjng 1 jednym punktem podwéjnym; kazda
plaszezyzna styczna w punkecie podwéjnym przecina powierz-
chnig wedlug dwdch stozkowych. R6 wnanie tej powiersz-
chni jest postaci:

@? = 4‘-?’2'}’:

gdzie @ iy sa formami kwadratowemi, p jest
forma liniowa, mianowicie =0 jest réwnaniem stozka
rzedu 2-go, ktérego wierzcholek znajduje si¢ na kwadryce g=0
Sg powierzchnierzedu 4-go takie, ze kazda
ich plaszczyznadwustyczna przecina powierz-
chnig wedlug dwdéch stozkowych. Sa niemi:
1. Powierzchnie zjednastozkowa podwdjns.
2. Powierzchnie prostoliniowe.

W nastepnych paragrafach méwimy osobno o gléwnych
gatunkach wymienionych wyzej powierzchni, mianowicie o po-
wierzchniach: a) ze stozkowa podwéjna, b) z prosta podwdjna,
¢) o powierzchni Steinera, d) o powierzehniach prostoliniowych.
Co sie tyczy powierzchni o dwéch wezlach stycznosciowych, to
byly one dotad malo badane.
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§ 6.

Powierzchnie rzgdu 4-go ze stozkowq podwijng albo osirzowg.

Liczby charakterystyczne, odnoszace sig do te] powierz-
chni, podalismy w § 1 Rozdz. XII-go.

Kazda plaszczyzna przestrzeni przecina
takg powierzchnig wedlug krzywej rzedu 4-go
zdwoma punktami podwéjnemi; kazda plasz-
czyzna styczna—wedlug krzywej rzedu4-go
ztrzema punktami podwoéjnemi, wreszcie kaz-
da plaszczyzna trédjstyczna—wedlug stozko-
wejidwdéch prostych,

Przez kazdy punkt mozna poprowadzi¢
dziesig¢ plaszczyzn, przecinajagcych powierz-
chnie wedlug parstozkowych.

Na stozkowe] podwdjne] s cztery punkty jednoplaszezy-
znowe lub ostrzowe; plaszezyzny styczne w tych punktach prze-
chodza przez jeden i ten sam punkt.

Réwnanieogdlne tej powierzchni jest po-
staci:

@' — 4p*y =0,

gdzie p=0, y=0 sa réwnaniami dwdéch kwa-
dryk, p=Ordédwnaniem plaszczyzny, ktérej prze-
ciecie z kwadryka ¢=0 jest stozkowa podwéj-
ng powierzchni

Krzywa paraboliczna powierzchni (rzedu 32) sklada sig ze
stozkowe] podwdjnej liczonej 8 razy, z przecigcia powierzchni
¢=0, y=0, liczonego dwa razy, i z jednej jeszcze krzywej
rzedu 8-go.

Powierzchnia zawiera 16 prostych (opiera-
jacych sie naturalnie na stozkowej podwdjnej), z ktérych
kazda przecina pieé¢ innych. Konfiguracya tych 16
prostych jest ta sama, co 16 prostych, ktére pozostaja z 27
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prostych na powierzchni rzedu 3-go, gdy wylaczymy jedne pro-
sty 1 wszystkie 10, ktére ja spotykaja.

Kazda plaszczyzna, poprowadzona przez
jednez 16 prostych. przecina powierzchnig
wedlug krzywej szesciennej z punktem po-
dwéjnym.

Plaszezyzn tréjstycznych do powierzehni jest 40; kazda
z nich zawiera dwie proste.

Plaszezyzny dwustyczne powierzehni obwodzg pigé stoz-
kéw rzedu 2-go, ktére nazywamy piecioma stozkami
Kummera; stozki te tworzg tedy powierzchnis rozwijalng
(rzedu 10-go), dwustyczng do powierzchni.

Cazterdziescl plaszezyzn tréjstycznych powierzehni tworzg
te samg konfiguracye co 40 plaszczyzn, pozostajacych z 45
plaszezyzn powierzchni szesciennej, gdy wylaczymy pieé plasz-
czyzn, przechodzgcych przez prosty stals.

Kazdy ze stozkéw Kummera dotyka 16 prostych powierz-
chni; rozdzielajs sig te proste po dwie na osm plaszczyzn stycz-
nych stozka. Stad dla kazdego z pieciu stozkéw te 16 prostych
rozdziela)s sig roznie na 8 par; rozdzial jest taki sam dla tychze
16 prostych, uwazanych za nalezgce do powierzchni szesciennej
wizgledem kazdej z pigciu plaszezyzn wylaczonych. Mianowicie,
Jjezell, dla ustalenia mysli, oznaczymy przez @, 0 dwie proste
plaszczyzny wylaczone], to 16 prostych rozdzielajg sig na 8 ta-
kich par, ze dwie proste kazde] pary przecinajs si¢ ze sobg
1 przecinajg albo prosts a, albo prosts 0. Ustanawiamy tym
sposobem odpowiednios¢ pomiedzy piecioma stozkami, odnosza-
cemi sig do 8, i pigcioma plaszezyznami, odnoszgcemi sie do 8.

Styczna w punkcie F stozkowej podwdjnej powierzchni S,
i proste, laczace punkt P z wierzcholkami pieciu stozkéw, s3
tworzgcemi stozka kwadrykowego.

Stozki Kummera przechodzs przez punkty ostrzowe, polo-
zone na linii podwdjnej; plaszezyzny, styczne do stozkéw w tych
punktach, przecinajg powierzchnie¢ wedlug dwdéch stozkowych
styeznych.

Z 16 prostych, znajdujacych sig na powierzchni uwazanej,
mozna utworzyé d wa rézne ugrupowania; zawierajace po 4
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proste, z ktérych to czterech prostych zadne dwie nie przecinajs
sig; ugrupowanie gatunku 1-go jest takie, ze kazda z pozosta-
Iych 12 prostych przecina zawsze przynajmniej jedne z czterech
prostychugrupowania; ugrupowanie drugiego gatunku jest takie,
ze pomiedzy 12 pozostalemi prostemi jest jedna i tylko jedna,
ktéra nie przecina zadnej z czterech prostych. Te ngrupowania
nazywaja sl¢ cz woérkami odpowiednio 1-goi2-go gatunku
(quadrupla). Ugrupowan gatunku 1-go jest 40, drugiego S0.

 Kazdej czwoérce odpowiada inna tego samego gatunku, ma-
jaca te wlasnosé, ze kazda z je] czterech prostych przecina jedne
1 tylko jedne prostg pierwszej czwérki. Takie dwie czwérki na-
zywajg sie sprzezonemiitworzg dwuczwérke (biquadrn-
pla, Doppelvier Clebscha).

Kazdej dwuczworce gatunku drugiego odpowiadaja czte-
ry inne w ten sposob, Ze proste, zawarte w pierwszej 1 w je-
dnej z pozostalych, sa wszystkiemi 16 prostemi powierz-
chni.

Z 16 prostych mozna utworzyc 16 piatek skosnych, t. j.
ugrupowan po 5 prostych, z ktérych zadne dwie nie spotykaja
sie; nie mozna zas utworzy¢ ngrupowan, zlozonych z wiekszej
liczby prostych skosnych.

Grupa podstawien pomiedzy 16 prostemi
jestrzedu 5! 16.

Pierwiastki réwnania stopnia 16-go, od ktérego zalezy wy-
znaczenie szesnastu prostych powierzchni 4-go rzedu o stczko-
wej podwdjnej, sa funkcyami wymiernemi pierwiastkéw pewne-
go réwnania stopnia 10-go, ktore znéw, po rozwigzaniu pewnego
réwnania stopnia 5-go. rozpada sig na pigé czynnikéw kwadra-
towych.

Dosé szczegélowo badano wielosciany, utworzone
z 40 plaszezyzn tréjstycznych (patrz nizej).

Z powyzszego wynika, zZe plaszczyzny stozkowych danej
powierzchni sa styczne do stozkéw Kummera, 1 oczywiscie, na
kazdej plaszczyzuie s3 dwie stozkowe. Mamy zatem 10
unkladéwstozkowych nalezacych dopowiersz
chni; kazdemu ukladowi odpowiada inny, ktéry mozna nazwac
znim sprzezonym, gdyz stozkowa pierwszego znajduje sig
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zawsze na jedne] plaszezyznie z pewna stozkowsa drugiego
ukladu.

Przez kazdy punkt powierzchni (nie polo-
zony na krzywej podwéjnej) przechodzi stoz-
kowa kazdego z 10 ukladéw.

Jezeli odwrécimy uwage od przecieé, ktére moga miec
miejsce w punktach krzywej podwdjnej, mozemy powiedzieé:
Stozkowe, nalezace do tego samego ukladu, nie przecinaja sie;
dwie stozkowe jakiekolwiek, nalezace do dwdch nkiadow sprze-
zonych, spotykajg sie w dwéch punktach; dwie stozkowe, nale-
zgce do dwéch ukladéw réznych (nie sprzezonych), spotykajg sig
w jednym punkcie.

Jezeli przetniemy jakakolwiek plaszczyzna stozek, majacy
wierzcholek w punkcie P krzywe] podwdjnej 1 styczny do po-
wierzchni, wtedy, prdcz sladéw dwdéch plaszezyzn stycznych,
bedziemy mieli krzywa plaska ogdlnag rzedu +-go (Zeu-
then 1879, patrz Aun. di mat. XIV str. 34). Stycznemi podwdj-
nemi tej krzywej sa slady dwu plaszezyzn stycznych, slady dzie-
sieciu plaszezyzn, ktére mozna poprowadzié z punktu P do prze-
ciecia z powierzchnia wedlug pary stozkowych (patrz wyzej)
i slady szesnastu plaszczyzn, przechodzacych przez punkt P
1 przez 16 prostych na powierzchni.

Rzutami stozkowe] uwazanej powierzchni sa stozkowe
czworostyczue do krzywe]j rzedu 4-go.

Jezeli P jest jednym z punktow ostrzowych, polozonych na
krzywej podwojnej (patrz wyzej), to rzut konturu powierzchni
bedzie mial punkt podwdjny na sladzie plaszczyzny stycznej
w punkcie P.

Jezeli rzucimy zas powierzchme z wierzcholka jednego
ze stozkéw Kummera. to rzut jej konturu stanowié¢ bedzie glad
stozka, liczony dwa razy, oraz krzywa rzedu 4-go z dwoma pun-
ktami podwdjnemi, ktére] w czterech punktach dotyka juz to
slad rzeczony, juz to rzut stozkowej podwéjnej (Zeuthen 1. c.).

Zeuthen posluguje sig powyzszemi twierdzeniami dla
klasyfikacyi powierzchni rzedu 4-go ze stozkowa podwdjna
z punktu widzenia rzeczywistosci jej prostych i stozkéw Kum-
mera. GIéwnejego rezultaty sg nastepujace:
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Istnieja nastepujgce typy powierzchni rzeczywistych o stoz-
kowej podwdjnej rzeczywistej.

a)

b)

c)

d)

f)

Wszystkie 16 prostych 15 stozkéw sg rzeczywistemi.
Dziesigé¢ ukladéw stozkowych sa tez rzeczywistemi
1 kazdy z czterema parami prostych rzeczywistych.
O$m prostych 1 trzy stozki sg rzeczywiste, pozostale
8 prostych sg urojone bez punktéw rzeczywistych;
sze$é ukladow stozkowych jest rzeczywistych 1 niema
pary prostych sprzezonych.
Cztery proste 1 jeden stozek—rzeczywisty. Dwa ukla-
dy stozkowych rzeczywiste—kazdy z dwiema parami
prostychrzeczywistych idwiema parami prostych sprze-
zonych. Z dwunastu par prostych urojonych cztery
maja punkt rzeczywisty, pozostale go nie majg.

adna z prostych nie jest rzeczywista; wszystkie zag
5 stozkéw sg rzeczywistemi. Szesé ukladéw stozko-
wych rzeczywistych, nie zawierajacych zadnej pary
prostych rzeczywistych lub sprzezonych. Wszystkie
16 prostych sa urojonemi bez punktéw rzeczywistych.
Zadna z prostych nie jest rzeczywista, a wszystkie 5
stozkéw sg rzeczywistemi. Dwa ukfady stozkowych
sg rzeczywiste 1 do kazdego nalezg cztery pary pro-
stycli urojonych sprzezonych.
Zadna prosta nie jest rzeczywista i tylko trzy stozki
sg rzeczywiste; z 16 prostych osm ma jeden punkt
rzeczywisty, pozostale go nie maja. Dwa uklady
stozkowych s4 rzeczywiste 1 kazdy ma dwie pary
prostychsprzezonych,

Powierzchnie S, o ktérej méwimy, badal pierwszy Clebsch
przy pomocy swojego odwzorowania plaskiego (patrz Rozdzial

IX, § 7).

W tem odwzorowaniu prostej na powierzchni S, odpowia-
da na plaszczyznie stozkowa, przechodzaca przez pieé punktéw
zasadniczych; pieciu prostym, przecinajacym tamta prosta, od-
powiada pie¢ punktéw zasadniczych, a pozostalym dziesiecin
prostym odpowiadajg proste, laczace kazde dwa z pieciu pun-
ktow zasadniczych. Kazdej parze sprzezonych ukladdw stoz-
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kowych na powierzchni S, odpowiadajs stozkowe, przechodzace
przez cztery z pomiedzy pieciu punktéw zasadniczych, oraz proste,
przechodzace przez punkt pigty. Obrazami przecieé plaskich
powierzchni S, sg krzywe szescienne w liczbie co® ukladu linio-
wego szesciennych, przechodzacych przez pie¢ punktéw zasa-
dniczych. Obrazem stozkowej podwdjnej powierzchni S jest
krzywa szescienna tegoz ukladu.

Wazng wlasnoscia, dajaca nadto srodek badania p owierz-
chni, jest wlasnos¢, ktéra przy pomocy przeksztalcenia dwuwy-
miernego przestrzeni wprowadza powierzchnie uwazana wzwig-
zek z powierzchnig ogdlng rzedu 3-go. Badania te podjeli
Geiser (Crelle LXX) i Cremona (Rend. Ist. Lomb, 1871).

Przez przeksztalcenie:

Py idg iyt = UG LYY inYs Vel — Y5,
albo
Yoilsi¥yt iy = &2y i 21Ty &y

wprowadza sig odpowiedniosé¢ pomiedzy powierzchnis ogélng rzedu
3-go S, przechodzaca przez stozkows x, =0, @, x,2=
przestrzeni (x), nie styczng do plaszezyzny », =0 w punkcie
ay =y =y =0, a powlerzchnig rzedun 4-go S, o stozkowej
podwdjnej w przestrzeni () (Cremon a).

Stozkowa podwdjna jest stozkowa:

n=0~0, Yo% —y3* = 0.

Dwudziestu siedmiu prostym powierzchni S, odpowiadaja:
1) 16 prostych powierzchni 8;, 2) 10 stozkowych powierzchni
S,, przechodzacych przez punkt y, =y,=y, =0 1 stycznych
w tym punkecie do plaszezyzny y, =0, 3) punkt y,=y,~y, =0.

Przy pomocy tychze zasad mozna otrzymaé i odwzorowanie
plaskie powierzchni 8y z odwzerowania plaskiego powierzchni S;.

Przypadkiem szczegélnym rozwazanej powierzchni jest po-
wierzchnia, ktérej stozkowa podwdjna rozpada sie na dwie
przecinajace sie proste.

Réwnanie powierzchni daje sie wtedy spro-
wadzié do postaci:

RPN N L) T . 2 J—
ofe+2me ey e, 422 = 0,
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gdzie ¢ jest forma kwadratows. Dwie proste po-
dwdjne znajduja sie na plaszezyznie », =0 1 sg przecieciami
tej plaszczyzny z plaszczyznami 2, =0, r,=0. 1w tym przy-
padku powierzchnia ma 16 prostych, z ktérych osm opiera sie
na jednej prostej podwdjnej, osm—na drugiej; kazds z pierw-
szych osmiu przecinajg cztery z pomiedzy osmiu drugich. Na
kazdej z dwu prostych podwdjnych sa punkty jednoplaszezy-
znowe lub ostrzowe. Stozkdw Kummera jest wlasciwie cztery:
piaty sklada sie z ogdlu prostych podwdjnych, nwazanych za
obwiednia plaszczyzn

Innym godnym uwagi przypadkiem jest ten, w ktérym
stozkowa nie jest podwdjng lecz ostrzowa, t j. kazdy jej
punkt jest jednoplaszczyznowym. Liczby charakte-
rystyczne dla tego przypadku podalisSmy w tablicy w § 1.

Plaszezyzny styczne do powierzehni w punktach stozkowej
ostrzowej przechodza wszystkie przez jeden 1 ten sam punkt.
Istnieje plaszczyzna styczna do powierzehni, dotykajaca jej we-
dlug stozkowej, przecinajacej w dwéch punktach stozkows
ostrzowa. Jakakolwiek plaszczyzna, przechodzsca przez jeden
z tych punktdw, przecina powierzchnie wedlug krzywej, majacej
w tym punkecie wezel stycznosciowy (close-point). Powierzchnia
ma dwie czwdrki prostych; cztery proste jednej czwdrki przs-
chodzg wszystkie przez jeden z wezldw stycznosciowych i znaj-
dujg si¢ na plaszczyznie stycznej w tym punkeie do dwu stozko-
wych: ostrzowej 1 innej. Jezeli nazwiemy plaszczyzny tych
czworek przez = 1z, bedziemy mogli wypowiedzieé¢ twierdzenie:

Powierzchnia ma tylkotrzystozki Kum-
mera, ktérych wierzcholki znajdujg sig na pro-
stej przeciecia plaszczyznnia'; tetrzy stoz-
ki przechodza przezstozkows ostrzowa.

Rozwazano jeszcze przypadki, w ktérych powierzchnia,
procz stozkowej podwdjnej albo ostrzowe], posiada jeszeze pun-
kty podwdjne odosobnione.

Powierzchniarzedu4-goostozkowe] po-
dwéjnej nie moze mieé wigcej niz cztery pun-
kty podwdéjne odosobnione.



382 Rozdzial XII. — § 6.

Powierzchnie takie badali speevalnie: Korndérfer (Math,
Ann 1, H), a péZniej Segre (tamze XIV), rozwazajac i liczne przy-
padki specyalne.

Jezeli pnnkt podwdéjny odosobniony przypada na stozkowej
podwéjnej, mamy wtedy powierzchnie, ktoéra, jak dowiédl Cre-
mona, moze byé otrzymana z kwadryki przy pomocy prze-
ksztalcenia dwuwymiernego, o ktérem méwilisSmy wyzej.

Inne przypadki analogiczne badal Segre (l. c.).

Przy zalozeniu Zzestozkowa podwdjna nie
jest znieksztalcong, mamy, ze wzgledu namo-
zliwe punkty odosobnione, 18 rdznych gatun-
kéw powierzchni

Powierzehnie rzedu 4-go o stozkowej podwdjnej badal pierwszy
Kummer wr. 1863 (Crelle LXIV). Potem, z innyeh punktow wi-
dzenia, Moutard, Darboux i Cayley zajmowali sie wielo-
krotnie przypadkiem szczegélnvm bardzo waznym tych powierzehni,
a mianowicie cyklidami (méwimy o nich w § nastepnym), dla
ktérych stozkowa podwdjna jest kolo urojone w nieskofnezonosei.
Przypadek szezegélny cyklid, a mianowicie powierzchnia pierscienio-
wa jest juz znana od dawuego czasu. W r. 1867 Cle bs ¢ h (Crelle
LXIX). z okolivznosei badai nad odwzorowaniem powierzehni, podjat
poszukiwania nad powierzehnia ogélna rz¢du 4-go ze stozkowa po-
dwijna: po nim przedmiotten opracowywali: Cremona, Korndor-
fer (l.c.), Cayley (Quart. J. X, XI, 1870—1871). Pomijajae
prace o cyklidach, o ktérych mowa niZej, wymieniamy tu wazng praee
Zeuthena (napisana po dufisku i przetoZona przez Lorie w Ann-
di mat. XIV), w ktérej autor podejmuje klasytikacye powierzehni sto-
pnia {-go, wyzej przez nas podang W r. 1884 Segre w obszernej
rozprawie(Math. Ann. XXIV) podaje teorye tych powierzchni z nowege
punktu widzeuia, a mianowicie rozwazajac w przestrzeni trojwymia-
rowej rzuty przeciecia dwdch rozmaitodei kwadratowyeh tréjwymiaro-
wyeh, poloZzonyeh w przestrzeni czterowymiarowej. Praca Segrego,
bogata w wyniki, w ezeSei znane i w ezedei nowe, zawiera tez szeze-
gbtows klasyfikacye wszystkieh powierzehni o stozkowej podwojnej
i ostrzowej, znieksztalconej lub nieznieksztalconej, z punktami po-
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dwéjnemi odosobuionemi lub bez takich punktéw. Powierzchnie
o stozkowej ostrzowej hadali tez Cremona (Acc. Bologna 1892)
i Totossy (Math. Ann. XIX). Co sie tyezy badania konfiguraeyi
16 prostych lub 40 plaszezyzn trojstyeznych powierzehni, to wymie-
niamy prace Berzolariego (Ann. di Math. XHI) i Pereno
(tamze XXI), a po szezegoly bibliograficzne odsylamy do pracy Se

grego lub do cytowanego dzieta Lorii ,0 teoryach geometryeznych*

§ 7
Cyklidy. Cykilida Dupina.

Cyklidy sg to powierzchnie rzedu 4-go, majace jako
stozkowsg podwdjng kolo urojone w nieskonczonosci. Tak nazy-
waja te powierzchnie Darbouxi Casey; Cayley zas
nazywa je powierzchniami bicyklicznemi (dwukolo-
wemi).

Cyklida jest obwiednig kuli, przecinajacej
ortogonalnie kulg dang, 1 ktérej srodek opi-
suje kwadryke dana (Casey, Phil. Trans. CLXT, 1871).

Réwnanie cyklidy mozna napisaé¢ wieloma sposobami.

Jezeli X; =0, Xo=0, X; =0, X,=0 s3 réwnaniami czte-
rech kul, to ré6wnanie cyklidy mozna przedsta-
wié w postaci:

‘pi‘ (Xl’Xh Xa; X:) = 01

gdzie @, jest formg ogélng stopnia 2-go.

Kula stala w tworzeniu cyklidy jest powierzchnig Ja co-
b i'ego tych czterech kul, z ktérych kazda odpowiada polozeniu
kuli ruchomej ortogonalnej do kuli stalej.

Mozna napisaé réwnaniecyklidy (wspdl-
rzednych Descartes’a) w ten sposdb:

@+t + 8 = G;

tu §,=0jest r6wnaniem kwadryki.
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Jezeli X, =0,... X; =0 sa rownaniami pigciu kul przeci-
najacych sie ortogonalnie. to ré6wnanie cyklidy moie
mieé jedne znastepujacych postaci:

a X2+ ap Xo* a3 Xp* - a, X2 = 0,
o X +a, X+ X2+, X2 =0,

oV X+ u,V X0 aV Xy Fa VX =0

gdzie spélczynniki asagstalemi. Te postacie sy
réwnowazne dlatego, ze pomiedzy piecioma wielkosciami X ist-
nieje zwigzek liniowy toZsamosciowy, odpowiadajscy warunkom
ortogonalnosci kazdych dwu z pomiedzy pigciu kul. Tym zwigz-
kem jest:

X2 ; X3 X,? X3 X3
T - o . _+_ = 1 i, + — 0
v Py r,” r? g2 4
gdzie r,, r,,... 7, sg promienie kul.

W kazdem z pigciu powyzszych réwnan kula stala w two-
rzeniu cyklidy jest odpowiednio jedna z kul X,=0, X,,=0,...X,=0,
a cztery inne odpowiadaja réznym polozeniom kuli ruchomej.
Powierzchnia wiec powstaje piecioma réznemi sposobami.

Wazng wlasnoscig cyklid jest ta, Zze sg one
powierzchniami analagmatycznemi, to zna-
czy,zeprzeksztalcajg siesame na siebie przez
inwersye (przeksztalcenie przez promienie
wodzgee odwrotne).

Powierzchnie analagmatyczne rzedu 4-go
sgecyklidami (Mountard).

Kulg zasadnicza w inwersyi jest kula, do ktdrej jest 0rt0g0-
nalng kula ruchoma, wytwarzajaca cyklide w sposéb WyzeJ wska-
zany. Srodek tej kuli jest wierzcholkiem jednego z pigciu stoz-
kéw Kummera, nalezagcych do powierzchni wedlug teoryi
ogélnej (§ 6). Cyklida jest powierzchnig analagmatyczna wzgle-
dem pieciu réznych inwersyj i to naturalnie w odpowiedniosci
z pigeioma stozkami Kum mera. Twierdzenie to jest w zwiazku
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z twierdzeniem powyzszem, ze cyklida moze byé utworzona pie-
cioma réznemi sposobami.

Charakterystyczng wlasnoscig cyklid jest,
ze plaszczyzny dwustyczne (plaszczyzny sty-
cznedostozkdw Kum mera) zamiast przecinaé powierz-
chnie wedlug pary stozkowych (jak w przypadku § poprze-
dzajacego). przecinaja ja wedlug pary kél. Mo-
zemy przeto powiedzieé:

Przez kazdy punkt przestrzeni przecho-
dzidziesigé plaszczyzn, przecinajacych po-
wierzchnie wedlug pary kol Stad to pochodzi na-
zwa powierzchni d wukolowej, nadana przez Cayleya.

Niechaj bedzie cyklida, utworzona w sposéb powyzszy
przez kule ruchoma, przecinajaca ortogonalnie kule stala X, =0,
1 ktérej srodek opisuje kwadryke §,=0. Poprowadimy ze
srodka kuli X stozek, ktorego plaszczyzny styczne sa prostopadie
ao tworzacych stozka asymptotycznego kwadryki S;; stozek ten
jest jednym z piecin stozkéw Kummera. Kazidemu stozkowi
Kummera odpowiada w ten sposéb kwadryka S.. Kwadryki
Si(i=1,.. ,5) sy spélogniskowemi. Przecigcie kwadryki §,=0
z odpowiednia kula X,=0 jest krzywa, ktora nazywa sie krzy-
wg ogniskowg cyklidy; jest zatem pie¢ krzywych ognis-
kowych.

Wspominamy przy sposobnosei, Ze okreslenie krzywych ognis-
kowyeh dla jakiejkolwiek powierzehni podal Darboux (Comptes
rendus 1864, jako nogolnienie okreslenia, podanego przez Chasles’a
i innych dla powierzehni rzedu 2-go.

Rozwazmy powierzchnig rozwijalna, opisana na danej po-
wierzchni taka, ze jej plaszeczyzny styczne sg tez stycznemi do
kola urojonego w nieskonczonosci; krzywa podwdjna tej po-
wierzchni rozwijalnej nazywa si¢ krzywa ogniskowsg po-
wierzchni. Przez kazda styczng krzywe] ogniskowe] mozna
poprowadzié¢ dwie plaszezyzny styczne wspélne, powierzchni
1 kolu w nieskonczonosci. Jezeli dalej kolo w nieskonczonosei
nalezy do powierzchni, wtedy précz krzywych ogniskowych

Paseal. Rep. II. 25
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zwyczajnych mozna rozwazaé jeszeze krzywe ogniskowe
osobliwe (Laguerre); sg to linie podwdjne powierz-
chni rozwijalnej, opisanej okolo powierzchni wzdluz punktéw
kola urojonego w meskonczonosci

Waznem jest nastgpujace twierdzenie o krzywych ognis-
kowych osobliwych cyklidy (Laguerre, De la Gourrerie)

Ogniskowe osobliwe cyklidy sa ogniske-
wemizwyczajnemi kazdej z pigciu kwadryk,
ktére, w sposdb wyzej oméwiony, sluza de
ntworzeniaeyklidy; te kwadryki maja (jak to
juz powiedziano) tez same linie ogniskowe.

W peku kul jest 12 kul dotykajgcych da-
nejcyklidy; w peku plaszczyzn jest 12 plasz-
czyzn, dotykajgecych cyklidy; w wigzce pro-
stych jest 12 prostych, normalnych do danej
cyklidy.

Cyklidy, przedstawione przezrdwnanie

X,? + X2 Xf
Ai—a, 1—~a, A—uy 1—114

+1,——ﬂ5 1

gdzie 1 jest parametrem zmiennym sg wszyst-
kie spélogniskowe; przecinajg sie one wza-
jemnie ortogonalnie: przez punkt przestrzeni
przechodza trzy cyklidy tego ukladu, tworzg
one zatem uklad, zwany potrédjnym ortogo-
nalnym (Patrz Rozdz. XVI).

Trzy odpowiednie wartosci A mozna przy-
ja¢ zaspélrzegdne punktu przestrzeni.

Dwiecyklidy ukladu przecinajg sig we-
dlug ich linij krzywizny, ktére sg przete
krzywemi algebraicznemi. Linie krzywizny
cyklid tworza uklad ortogonalnyizotermicz-

ny (Rozdz. XVI).

Jezeli poezynimy pewne szezegdlne zalozenia metryczne
o kwadryce, sluzacej do utworzenia eyklidy, otrzymamy cyklidy
o formach specyalnych.
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Jezeli ta kwadryka jest kulg, wtedy cyklids jest powierz-
chnig nbrotows, utworzong obrotem owaléw Descartesa
{ patrz nizej), obracajacych sie okolo ich osi ogniskowej. W tym
przypadku kolo urojone w mieskoficzonosci jest ostrzowem dla
powierzchni.

Jezeli kwadryka jest obrotows, wtedy krzywa ognisko-
wa zwyczajna cyklidy jest styczng podwéjnie do kola w nie-
skonficzonoscl. Darboux nazwal takie cyklidy cyklidami
Descartes’a.

Jezeli wreszcie kwadryka jest bez érodka (paraboloida),
wtedy jedna z krzywych ogniskowych przechodzi do nieskon-
czonoscl, a cyklida rozpada si¢ na powierzchnig rzedu 3-go,
przechodzaca przez kolo urojone w nieskohczonosci, i na
plaszczyzne w nieskonczonosci. Mamy wtedy t. zw. cyklide
rzedu 3-go lub paraboliczna.

Cyklida ta zawiera oczywiscie na plaszezyznie w nieskon-
czonosci prosta, przez ktéra przechodzi pieé plaszezyzn troj-
styeznych do powierzchni. ich punkty stycznosci sg pigcioma
wierzcholkami pieciu stozkéw Kummera; kazdy z nich redukuje
sig do pary prostych, polozonych na powierzchni, a kazda plasz-
czyzna, przechodzaca przez jedng z 10 prostych tak utworzo-
nych, przecina naturalnie powierzchnie wedlug kél.

Z cyklidy ogdlnej otrzymujemy cyklide rzedu 3-go przy
pomocy przeksztalcenia przez promienie odwrotne i biorse éro-
dek przeksztalcenia na samej powierzehni.

Zalézmy teraz, ze kwadryki S i kula kierownicza X maja
polozenie specvalne wzgledem siebie, np. sg stycznemi. wtedy
otrzymujemy cyklidy o punktach podwéjnych.

Podobnie jak powierzchnie rozwazane w paragrafie poprze-
dzajgeym. icyklidy mogs mieé od 1 do 4 punktéw podwdjnych
odosobnionych.

Cyklidy o punktach podwdjnych mozna nwazaé zawsze
jako powierzchnie odwrotne (otrzymane przez inwersye) wzgle-
dem powierzchni 1zgdu 2-go.

Odwrotng kwadryki ogdlne]j jest cyklida z jednymn punktem
pod wijnym; odwrotng stozka kwadrykowege ogélnego—cyklida
% dwoma punktami podwdjnemi; odwrotng kwadryki obroto-
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wej—cyklida z trzema punktami podwojnemi: wreszcie odwrotng
stozka obrotowego jest cyklida o czterech punktach podwdjnych
odosobnionych (cyklida Dupina).

Cyklide z jednym punktem podwdjnym otrzymujemy, je-
zeli we wskazanem wyzej tworzeniu cyklidy kwadryka S, jest
styczng w jednym punkcie do kuli X, (kuli kierowniczej), allo
gdy ta redukuje sie do punktu.

Taka cyklide mozna jeszcze okresli¢ jako t. zw. powierz-
chnie spodkowa kwadryki wzgledem punktu O tejze,
t. j. jako miejsce spodkéw prostopadlych, spuszczonyeh z pun-
kta O do plaszczyzn stycznych kwadryki.

Jezeli kwadryka S jest dwustyczng do kuli, mamy wtedy
cyklide odwdch punktach podwdjnych, ktdra,
jak powiedziano, jest powierzchnig odwrotng dla stozka kwadry-
kowego ogdlnego.

Przypadek, w ktorym te dwa punkty podwdjnie przypa-
daja na kole urojonem w nieskonczonosci, badali: De La Gour-
nerie (J. Ecol. Pol. XXIII, 1863, J. de Liouville (2), X, 1865)
i1 Cayley (Quart. J. X, XTI, 1870).

Powierzchnia, utworzona obrotem stozkowej okolo prostej,
nie polozone] na jej plaszczyznie, jest w ogélnosei cyklids
z dwoma tylko punktami podwdjnemi, polozonemi na kole uro-
jonem w nieskonczonosci; sa to dwa punkty cykliczne na plasz-
czyznie prostopadle] do osi obrotu.

W cyklidzie Dupina (t.j. o czterech punktach podwdj-
nych) przynajmniej dwa z punktéw podwdjnych sa zawsze uro-
jonemi, a z 16 prostych, lsczacych punkty podwdjne, cztery naj-
mniej sg zawsze urojonemi.

Z pieciu stozkéw Kummera cyklidy Dupina jeden tylko
nie jest znieksztalcony, t. j. jego plaszczyzny styczne przecinaja
powierzchnie wedlug kél; cztery pozostale znieksztalcaja sie na
cztery plaszezyzny styczne osobliwe (styczne do powierzchni
wzdluz cale] krzywej), z ktérych najmniej dwie sg zawsze uro-
Jjonemi.

Linie krzywiznowe cyklidy Dupina sg kolami.

Cyklide Dupina mozna okreslié jako obwiednig kuli, ktérej
promien porusza sig po plaszozyznie, a ktéra dotyka dwu kul
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danych; albo jako obwiednig kuli, ktdrej srodek porusza sie po
stozkowe] a ktéra dotyka innej kuli danej; albo wreszcie jako
obwiednia kuli, ktoérej srodek porusza sig po stozkowej a ktéra
przecina ortogonalnie inna kule.

Okreslenie, podane przez D upina, mianowicie, Ze ta po-
wierzchnia jest obwiednia kuli, dotykajacej trzech kul danych,
nie indywidualiznje jednej tylko cyklidy, ale okresla ich
cztery.

Jest oczywistem, ze powierzchnia pierscienio-
w a (utworzona obrotem kola okolo prostej, znajdujacej sie na jego
plaszczyznie) jest eyklida specyalna Dupina.

Jezell wszystkie cztery punkty podwdjne sa urojone, wtedy
cyklida nazywa sie pierscieniowa (Ringeyklides);
szezegélnym jej przypadkiem jest powierzchnia poprzednia.

Jezeli tylko dwa z punktéw sg rzeczywistemi (inne przy-
padki nie sq mozliwemi), wtedy dwie formy cyklidy sa: jedna
cyklida rozkowata (Horncyklide), ktéra sklada sie z dwn
powlok na zewnatrz jedna drugiej polozonych, zakonezonych
ostrzami 1 zlaczonych dwoma punktami podwdjnemi; druga na-
zywa sig cyklida wrzecionowata (Spindelcyklide) i ta
jest utworzona z dwu powldk, jedne] wewnatrz drugiej, zla-
czonych w dwu punktach.

Dla cyklid Dupina, podobnie jak dla cyklid ogélnych, mo-
zna wyobrazié sobie, ze stozkowa, na ktére) znajdowac sig majg
kule ruchome, ktérych obwiednig jest cyklida, staje sie parabola:
jest to zalozenie analogiczne do tego, ktére z cyklidy ogéluej
prowadzi do cyklidy stopnia 8-go albo parabolicznej. Mamy
wtedy cyklidy Dupina paraboliczne, ktére sa po
wierzchniami rzedu 3-go, gdyz tu odchodzi plaszczyzna w nie-
skonczonoscl

Mozna zbudowaé nastepujgce typy takich cyklid: ey kli-
da parabeliczna rozkowata (parabolische Horneyelide),
ktérej dwa punkty podwdjne sy rzeczywistemi; cy klida pa-
raboliczna pierscieniowa, (parabolische Ringeyclide)
ktérej cztery punkty podwéjne sa wszystkie urojonemi. Te po-
wierzchnie majg powloki, rozciagajace sig do nieskonczonosci;
nalezg do nich proste w nieskoniczonosci 1 inne proste rzeczy wiste.
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Klasyfikacye zupelna evklid podal po raz pierwszy Loria
(Aee. Torine 1884), ktéry rozréznia 18 réZnych gatunkdow eyklid
ze wzgledn na inne osobliwofel, ktore moze posiadaé powierzehnia.
Te 18 gatunkéw odpowiadaja naturalnie 18 gatunkom powierzehni
rzgdu 4-go o stozkowej podwdijnej ogdlnej, badanyeh razem z innemi
niedawno przedtem przez Segre go (patrz § poprzedzajgey). Ten
ostatni autor dowiout nadto, Ze z 18 gatunkow eyklid tylko 1) ga-
tunkow nalezv do evklid rzeezywistyeh. t. j. majaecveh réwna-
pia o spolezynnikach rzeczywistveh (Math, Ann. XXVIV, str. 439).
Najdawniej zbadana jest cyklida o 5 punktach podwéjunyeh (Dupin.
Applicar. de Géom. 1822), ktdrej przypadkiem szezegblnym jest po-
wierzehnia pierseieniowa, W r. 1860 Mannheim (Nouv, Ann.
1864) wykazal, Ze kazda cyklida Dupina przy pomocy inwersyi daje
sie przeksztalei¢ na powierzchuie pierseieniowa. Niezadiugo potem
zaczeli badaé eyklidy jako powierzehnie analagmatyezne: Moutard
(Ann. de math, (2, III, 1864), Darboux (Ann. de 1'Ee. norm. 1865.
1872), Maxwell, (Quart. J. 1X, 1R67), ktory probowal je kla-
sviikowac; pédiniej zas Cas ey w obszernejaozprawie (Phil. Trans.
CLXI, 1871). Teorye tyeh powierzelni oglosit Darboux w oso-
bunej rozprawie (Sur nune classe remarquable de courbes et surfaces
algébriques, Paryz 1873, wyd. 2-gie 1896). do ktirej odsylamy czy-
telnika po szezegély, Wreszeie Loria w r. 1881 (Ace. di Torino,
Memorie, XXXVI) podjat badanie ¢yklid z innego punktu widzenia:
korzysta mianowicie z pomystéw Liego, Kleina, Revego, po-
slugnje sie t. zw. geometrys kul, w ktorej kule uwaza sie za element
przestrzeni, rozpatruje koempleksy i kongruencye kuli i przepro
wadza wyZej wzmiankowana klasyfikacye na 13 gatunkéw (patrz
Rozdz. NIV).

§ 8.
Powierzehnie rzedu 4-go z prostq podwdjng.

Réwnanie powierzchnirzedu 4-g0 z prosta
podwoéjng mozna napisaé w postaci:

PS+2pe8, +428,=0, (Kummer)
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gdzie p, gsa funkeyamiliniowemi—8,8,. S, funk-
cyami kwadratowemispélrzednych. Przecie-
cie plaszeczyzn p=0, g=0 jest prosta podwdjng
powierzchni.

Toz samo rdwnaniemozna tak napisaé (Cay-

ley):
Py (24, Ba) + @3 (2y,89) By« g (&, Zy) T, ~+ qq (4, 1,) 57

T (8, ) Iy Xy gy (&, 7)) 7,2 =0,

gdzie @, ¢, ¥, ... sa funkeyami zmienych =,z
stopni4,3..... . Przecigcie plaszczyzn x=0,
;=0 jest prosta podwdjny powierzchni.

Powierzchnia jest w ogélnosci klasy 20-ej. Zawiera 16
prostych, précz prostej podwdjnej; ma 64 plaszezyzny tréjstycz-
ne, przecinajace powierzchnie wedlug dwu stozkowych Jeden
z czterech punktéw spotkania tych stozkowych znsjduje si¢ na
proste] podwéjnej, trzy pozostale zas sa trzema punktami stycz-
nosci plaszczyzny tréjstycznej.

Szesnascie prostych znajdujs sie parami na jednej plasz-
czyzZnie z prostg podwojna, a wiec grupujs sie w oSm par, a kazda
ztych par spotyka zawsze prostg podwdjng,.

Mamy tym sposobem 64 pary stozkowych 1 8 par prostych;
kazda para stozkowych wzgledem kazdej pary prostych jest
taka, ze stozkowa pary pierwszej przecina jedne tylko prosts
pary drugiej, a druga—drugs.

Gléwne przypadki szczegilne tej powierzchni ss naste-
pujace:

Jedna z plaszezyzn stycznych w punktach linii podwéjnej
moze byé zawsze ta sama; na to miejsce, gdy trzy funkeye @,, .,
%2 W réwnaniu poprzedzajgcem majg czynnik wspdlny. W tym
przypadku jedna z 16 prostych powierzchni
zlewa sie z prosta podwdéjna.

Obiedwie plaszezyzny styczne w kazdym puakecie prostej
podwdjnej moga byé zawsze jedne i te same; wtedy trzy powyz-
sze funkcye réznig sig od siebie tylko czynnikiem stalym.
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Punkty prostej podwdjnej moga byé wszystkie jednoplasz-
czyznowe, wtedy prosta jest prostg ostrzowsa po-
wierzchni; ma to miejsce wtedy, gdy trzy ostatnie wyrazy
dadza sig sprowadzié do postaci

(85 + 3 2,) (g @y + 23y1) 5
gdzie ,, y, sa funkcyami liniowemi wzgledem 2, 1 2,.

‘Wreszcie moze sig zdarzyé, ze plaszczyzny styczne w pun-
ktach prostej ostrzowej sg zawsze jedne 1 te same; ma to miejsce
wtedy, gdy trzy ostatnie wyrazy redukujg si¢ do jednego z dwu
typow: x2a,7,, &,a,2.

W przypadku, gdy prosta jest ostrzowa,
powierzchnia jest klasy 12-ej.

Powierzchnia rzedu4-go o prostej pod wdj-
nejmoze mie¢ az do 8 punktédw podwéjnych
odosobnionyckl.

Réwnanie powierzchni rzedu 4-go z prosty podwdjna i czte-
rema punktami podwdjnemi mozna otrzymaé w ten sposdb:
Niechaj bedg trzy powierzchnie rzedu 2-go §=0, §'=0, §"=0
z prostg wspolng; beds one mialy jeszcze cztery punkty wspdlne,
a forma kwadratowa wyrazen §, >, 8", przyré-
wnana do zera, bedzie réwnaniem takiej po-
wierzchni.

W tym przypadku cztery plaszezyzny przechodza przez
prostg podwdjng 1 przez kazdy z punktéw podwdjnych, na kaz-
dej zas z plaszczyzn leza dwie proste powierzchni. przecinajace
sie w punkcie podwéjnym.

Réwnanie powierzchnirzedu 4-go z prosts
podwdjng i1 8 punktami podwéjnemi jest po-
staci:

0, s Tyy A )

1
s gy tyy, gy |

g, Uyg. Uy, 5:s|

1

tu a,, a4,, v;, sa formami kwadratowemi spél-

sty Oy, g l
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rzednych w, x5 doy, ap—formamiliniowemi: ay,
jest stala.

Istnieja cztery plaszezyzny, przechodzace przez prosts po-
dwdjng 1 styczne do powierzchni wzdluz innej prostej, na ktérej
znajdujg sie dwa punkty podwdjne.

Osm punktéw podwdjnych rozkladajg sig po cztery na o$m
plaszezyzn; przez kazdy z nich przechodzg cztery takie plasz-
czyzny.

Powierzehnie te badat Plie ker (Neue Geom. I, N 213)
w teoryi kompleksoéw prostych (patrz Rozlz. XIV).

Teorye powierzehni; o ktoéryeh mowa w tym paragrafie, znalesé
moZna n Salmona-Fiedlera (l. e. § 335 i nast), z ktorego spe-
cyalnie ezerpaliSmy, dalej u Kummera (Le. §5), Clebseha
(Math. Ann. I. s, 250). Model gipsowy powierzehni rzedu 4-go z prosta
podwdjna znajdujemy w eytowanej kolekeyi L. Brilla,

§ 9.
Powierzchnia rzymska Steinera

Zasadnicza wlasnosé powierzchni Stei-
nera stanowito, ze kazda plaszczyzna stycz-
na przecina jg wedlug pary stozkowych.

Powierzchnia ta posiada trzy proste po-
dwéjne, przecinajace sie wjednym punkecie
ktéryv jest naturalnie punktem potréjnym po-
wierzchni.

Z czterech punktéw spotkania dwéch stozkowych, wedlug
ktérych plaszezyzna styczna przecina powierzchnig, jeden jest
punktem stycznosci, trzy zas pozostale lezg kazdy na jednej
z trzech prostych podwdéjnych.

Powierzchnia Steinera jest klasy 3-ej,
astozek styczny, poprowadzony doniej z ja-
kiegokolwiek punktu, jest rzedu 6-go.
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Powierzchnia ta nalezy do powierz:hui, badanych przez
Kummera (Berl. Monatsber. 1862, 1866, 1372), majacych
cztery plaszczyzny styczne osobliwe. dotykajace powierzchni
wedIng stozkowej; réwnariem tych powierzchni jest

S‘_.ﬂ_\]._ X\—O

gdzie S=0 jest kwadryka. zas X, =0. X,=0, \, =0, X,=0
sa rOwnaniami czterech plaszczyzn stycznych osobliwych.

Jezeli wyspecyalizujemy odpowiednio forme S wzgledem
form X, otrzymamy rozmaite powierzchnie o rozmaitych wla-
snosciach; 1 tak z tego réwnania ogélnego mozemy otrzymaé
réwnanie powierzchni Kummera o 16 punktach wezlowych (patrz
§ 3); specyalizujac je w inny sposéb, otrzymnjemy powierzchnie
Steinera.

Réownanie powierzchni Steinera mozna

napisaé w postaci:

[ X+ X + X"+ X2 — 24, X, —2X4,%, — 20, —2X,X,
- 8X X, — 2%, X, P — 84X X X, X, =0,
albo tezinaczej (Cayley):
P X, + VX, + VX, + 1 X, = 0.

Powierzchnia ta jest biegunowa wzajem-
ng powierzechnirzedu3 goz czterema punkta-
mipodwodjnemi klasy 4-¢j, (patrz Rozlz. XL, § 1), t. j.
tak zw. powierzchni Cayleyn

Jezeli za ﬂauwyauy spolrzedne obierzemy trzy pla.szczy-
zny, na ktorych znajduja sie po dwie proste pod\\ Ojne, i jeszcze
Jjedng plaszezyzneg, wtedy ré6 wnanie powierzchni Stei-
nera bedzie mozna przedstawié¢ w postaci

" R . 2 0021 i E .
L™ dy —l—‘-i'.':i 4 T'rt-}“r'.'-’_?“c;"cg"c:i”;=u"

gdzie trzy proste podwéjne sa krawedziami
tréjscianu z,=0, r,=0, s, =0 (Knmmer)
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Bardzo interesnjaca wlasnoscia powierzchni Steinera jest
wlasnosé, odkryta przez Weierstrassa istosowana przy od-
wzorowaniu plaskiem powierzchni; wyrazamy ja tak: spélirze-
dne jednorodne punktéw powierzchni mozna
wyrazié¢ za pomocsg formtrdjkowych kwadra-
towych.

Cayley i Clebsch dowiedli nastepnie. ze jest to
najogdlniejsza powierzchnia rodzaju zero,
ktorej spoélrzegdne daja sie w ten sposéb przed-
stawié.

Jezeli wyjdziemy z pierwsze] z powyzej podanych postaci
réwnania powierzchni, to bedzie mozna wzory, sluzace o takie-
go przedstawienia, wyrazi¢ w ten sposéb:

=T+t  H=h-h—y?,
Ty =(— Y+t YV, L=(—y, —ys+y)*
Wychodzac z postaci drugiej réwnania powierzchni. znajdziemy:
Ty =2y, 1s, L=2y0, =2y, =y 4y Ty

Przy pomocy tych wzoréw mozna badaé odwzorowanie plaskie
powierzchni, co uczynili Clebsch i inni: powierzchnia
daje sige wtedy odwzorowaé jednoznacznie bez
punktéw wyjatkowych (Clebsch. Math. Ann. V).

Przez kazdy punkt powierzchni Steinera
przechodzi oo stozkowych. Poza powiersz-
chniamirzedun 2-go i powierzchniami prosto-
liniowemirzedu 3-go, powierzchnia Steinera
jest jedyng powierzchnia, majgcsg taksy wla-
snosé (Darboux, Bull des scien. math. II, 1880).

Dwie stozkowe powierzchni Steinera przecinaja sie tylko
w jednym punkcie, a przez dwa punkty przechodzi w ogdlnosci
Jedna tylko stozkowa.

Na kazde] plaszezyznie przestrzeni jest szesé prostych sci-
sle stycznych do powierzchni 1 sa cztery proste dwmstyczne.
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Przez punkt przestrzeni przechodzi dziewigé prostych scisle
styeznych.

Kazda krzywa algebraiczna. znajdujaca
sig na powierzchni, jest rzedun parzystego.

Wszystkie przekroje plaskie powierzchni
sg krzywemi wymiernemi; 1jest bo_;edyna p o-
wierzehnia nieprostoliniowa majacate wlas-
nosé (Picard, Crelle C, patrz tez Guccia Rend. Pal 1),

Inng wazna wlasnos¢ tej powlerzchni wyraza nastepujace
twierdzenie Kroneckera, udowodnione przez Castel-
nunovo (Rend. Lincei 1894):

Poza powierzchniami prostoliniowemi
powierzchnia Steinera jest jedyna powierz-
chnig nieprzywiedlng, ktéra kazda plaszezy-
zna pewnego ukltadu podwéjnie nieskonczo-
nego przecina wedlug krzywych przywiedl-
nych.

Pary plaszezyzn stycznych do powierzchni w punktach
proste] podwdjnej tworzg inwolucye, do ktdrej naleza plaszezy-
zny, przechodzace przez inne dwie proste podwdjne.

Na kazdej prostej podwdjnej sa dwa punkty ostrzowe.

Cztery stozkowe stycznosci plaszczyzn osobliwych przeci-
najg sie po dwie w punktach ostrzowych; tez same cztery stoz-
kowe znajduja sig na jednej kwadryce, przecinajacej proste po-
dwojne w punktach ostrzowych.

Krzywe asymptotyczne powierzchni Stei-
nera sy krzywemiskosnemi rzedu 4go gatun-
ku 2-go (Clebsch, Cremona).

Cztery plaszczyzny osobliwe powierzchni sg czterema pla-
szezyznaml statecznemi dla wszystkich krzywych asymptotyez-
nych.

Wiszystkie krzywe rzedu 4-go asymptotyczue posiadaja
trzy cieciwy wspélne, schodzace sie w punkeie potréjnym po-
wierzchni, a przez kazds z cigelw mozna poprowadzi¢ do kaz-
dej z krzywych dwie plaszezyzny scisle styczne.

Krzywe asymptotyczne sa przeciete na powierzchnli nie-
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skonczenie wielu powierzchniami stopnia drugiego, majacemi
osm punktéw wspolnych.

Kazda z czterech stozkowych, wzdluz ktérych plaszezyzna
osobliwa dotyka powierzchni. jest styczng do trzech krawedzi
czworoscianu plaszezyzn osobliwych; dwie z nich przecinaja sie
na jednej z krawedzi (Beltrami),

Istnieja co® kwadryk. przecinajacych powierzchnie wedlug
czterech stozkowych.

Powierzehnie, o ktorej mowimy, badal Steiner 1838 weza-
sie pobytu swego w Rzymie, ale nic o niej nie napisal; dopiero K um-
mer wr, 1863 bada ja w rozprawie o powierzehniach rzedu 4-go,
zawierajacych nieskofiezenie wiele stozkowyeh, i odkryeie jej przypisuje
Steinerowi. DPoiniej zajmowali sie nia: Sehroter (Berl. Mo-
natsber. 1863, Crelle LXIV), Cremona (Crelle LXIII, Rend. Ist, Lomb.
1867), Lawmype {Rozprawa, Berlin 1864), (Cayley (Crelle LXIV,
Proc. London Math, Soe 1H,V, 1873), Clebsch (CrelleLXVI),Reye
(Geom. der Lage II, 246) i inni. Sturm (Mat. Ann, III) badal te
powierzclimie, uwazajae ja jako przypadek szezegdiny powierzehni klasy
3-ej 1 tworzac ja przy pomoev peku kwadrvk i prostej punktowej
rzutowej wzgledem peku,  Ze wzgledu na wlasnodé powierzehni, pole-
gajaca na tem, Ze jest wzajemny z powierzehniy rzedu 3-go o 4 pun-
ktach stozkowyeh, badano ja wielokrotnie wraz z ta drugg powiers-
chnig, wyprowadzajac whasnoscei jednej z nieh z wlasnodei drugiej.
Niektore wlasnodei tejze powierzehmi i jej wzajemnej znalazl juz
Beltrami w r. 1863 (Giorn, di Batt. I. Ace. Bologna, X, 1879).
Nowsza praca o powierzehui Steinera jest praca Gerbaldi'ego
{osobne wydanie, Turyn 1881), w ktorej wyprowadza on wszystkie wia-
snosei powierzehmni z jej najogdlniejszego odwzorowania plaskiego
przy pomoey form tréjkowyeh kwadratowyeh.

Do odwzorowania plaskiego specyalnego daje sie sprowadzic,
jak juz zauwaZyliSmy, [ przypadek ogdlniejszy (patrz Gerbaldi
L. e. rozdz. IV, str, 41). Dodajemy jeszeze najuowszg rozprawe
Wahlena (Acta math. XIX).

Cayley rozwaZal przypadki, w ktoryeh dwie lub trzy linie
podwdjne zlewaja sig (Proc. Lordon math. Soc. III) i znalazt, Ze po-
wierzchnia jest wtedy wzajemna z powierzchnia specyalna rzedu 3-go:

&y X3 £y 1 (X + 2L3) 2y = 0,
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albo teZ z powierzchnia
2:[ oy —‘:—' .l"._,“i Sy —é— .')"13 = 0.

We wspemnianej kolekeyi L. Brilla znajduja sie modele powiers-
chni Steinera.

§ 10.
Powierzehnie prostoliniowe rzedu 4-go.

Krawedzig zwrotu powierzchni rozwijalnej rzedu 4-go jest
krzywa szescienna skosna; z powodua scislego zwiazku, jaki za-
chodzi pomiedzy krzywemi skosnemi a ich powierzchniami roz-
wijalnemi Scisle stycznemi (patrz Rozdz. IX), teorya rozwijal-
nej rzedu 4-go sprowadza sie tedy do teoryi krzywych skosnyeh,
o ktérej méwilismy w § 2 Rozdz. X-go.

Dodajemy tu nastepujace spostrzezenia:

Powierzchniarozwijalna rzedu4-go jest
zawszerodzajuzero, t j. rodza] kazdego jej
przeciecia plaskievo jest zerewm.

Jezeli X, =0, X,=0. X,=0, X,=0 sa rdwnaniami czte-
rech plaszezyzn, to réwnanie plaszezyzny obwo-
dzgcejrozwijalng mozna napisaé¢ w postaci:

X t*+3X,24+3N,f+ X, =0,
aréwnaniem ogélnem powierzchni rozwijal-
nej bedzie:

(X X, — LA — 43X~ X X)(A2— X, X,)=0.

Plaszezyzny, dotykajace dwu stozkowych, polozonych na
réznych plaszezyznach i majacych styezng wspolng, obwodzg
rozwijalng rzedu 4-go.

Jezeli dwie kwadryki maja prosta wspdlng, wtedy powierz-
chnia rozwijalna opisana na nich jest rzedu 4-go.
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Spolrzedne puuktn krawedzi zwrotn wyrazaja sie przy
pomocy WzOrow :
Xt AN X =1:—f: 18,

Przecliodzimy do powierzehni prostoliniowyeh
skosnyceh rzedu 4go.

Powierzchuia prostoliniowa skosna rzedu
4-go jest zarazem i klasy 4-ej; jestrodzaju zero
alborodzaju jeden. W pierwszym przypadkn
ma krzywa podwodjnag skosnagrzedu3d-goznie-
ksztalcona lub nie (w szczegdélnosci prosta
potréjnal a jejrozwijalna dwustyczna jest
klasy 3-¢j: w przypadku drugim na krzyws
podwéjna rzedu 2-go znieksztalcona. a jej roz-
wijalna dwustyczna jest klasy 2-ej.

Cremona i Cayley rozklasyfikowali te powierzchnie
na 10 gatunkdéw. z ktérych dziesie¢ gatunkéw nalezy do rodzaju
1, dwa zas do rodzaju O

a) Powierzchnie z prostg potréjng. Na prostej potréjnej sa
cztery punkty, w ktérych dwie z plaszczyzn stycznyeh zle-
waja sie.

Réwnanie powierzechni daje sie sprowa-
dzié (z wyjatkiem przypadkua IV, patrz nizej) do postaci:

by = Py (g - by) - 257, (02, —+diy )

gdzie 2,=0, ;=0 jest prosta podwdjna: punkt
z, —=r,=x,=01punkt 2, =r,=2r,—=0sgdwoma pun-
ktami, w ktérych zlewaja sie dwie plaszezy-
zny styczne; o, =0 r,=0 sa plaszczyznamisty-
cznemi podwdéjnemi wtych punktach.

Przez kazdy z czterech punktéw, majacych wyzej wska-
zang wlasnosé, przechodzi prosta (tworzgca osobliwa),
w ktorej punktach plaszczyzna styczna do powierzchui jest zaw-
sze jedna i ta sama.

Powierzchuia jest zawsze rodzajuzero.

Odrdézuiamy tu cztery podprzypadki.
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I. 8-y gatunek Cremony, 9-y gatunek Cay-
ley'a). Wszystkie proste powierzchni spotykaja prosta potrij-
ng K. Trzy tworzace, przechodzace przez punkt prostej R, nie
znajdujg sie na jednej plaszczyznie a okreslaja trzy plaszezyzny,
ktérych obwiednia jest rozwijalng klasy 3-ej i rzedu 4+-go, be-
daca rozwijalng dwustyezng do powierzchni.

Powierzchnia ta jest miejscem prostej, po-
ruszajgce] sie tak, Ze spotyka prosta stalg
1dotyka w dwéch punktach danej rozwijal-
nejrzedu4-go Réwnanie powierzchnijest ta-
kie, jak wyzZe]j napisane, przyczem Lk jest rézne
od zera.

II. (9-y gatunek Cremony, 3 Cayley'a). Jest
tu prosta R’ powierzchni, nie spotykajaca prostej potrdjnej R.
Kazda plaszczyzna, przechodzaca przez R', zawiera trzy two-
rzace, schodzace si¢ w punkcie prostej K, i w kazdym punkeie
prostej R krzyzujs sie tworzace, pofozone na jedne] plaszezy-
Znie z prosts R'; z kazdego punktu tej proste] wychodzi jedna
tylko tworzaca.

Powierzchnia ta jest miejscem prostych,
lgczgcych odpowiednie punkty odpowiednio-
scirzutowej (l.1) pomiedzy punktami prostej
E a punktami krzywej szesciennej plaskiej
zpunktem podwéjnym O; odpowiedniesci. usta-
nowionej wtensposéb, ze punktowi spotka-
nia 4 prostej R zplaszczyzng krzywej szes-
ciennej odpowiada punktspotkania prostej
A0 z krzywa szesciennsg. Réwnanie powiersz-
chniotrzymujemy zpowyzszego, kladagc k=0

Prosta £’ jest obwiednia plaszczyzn tréjstycznyech
powlerzchni, liczona tray razy zastepuje powierzchnie rozwijalng
dwustyczna.

III. (3-igatunek Cremony, 12-y Cayley'a).
Jezell przez kazdy punkt proste] K przechodzg trzy tworzace,
z ktorych jedna zlewa si¢ z R, wtedy rozwijalna dwustyczna
tworzy sig z prostej R i ze stozka kwadrykowego.
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Powierzchnia ta jest miejscem prostyeh,
laczgcych punkty odpowiednie prostej Ristoz-
kowej C. bedacych w odpowiedniosci (1, 2),
takiej, ze kazdemn punktowi prostej R od-
powiadaja dwa punkty stozkowej C i kazde-
mu punktowi tej ostatniej odpowiada jeden
punkt prostej R; przy warunku wszakze, aby
prostaistozkowa mialy punkt wspélny, ktéry
nie jest punktem zjednoczonym ‘w tej odpo-
wiedniosci., Rownanie powierzchniotrzymn-
jemy z ré6wnaniaogoélnego, kladgc ad=0be, tak,
zedwa wyrazy strony drugiejotrzymujaczyn-
nik wspolny ar, +br,y.

IV. (10-y gatunek Cremony, 6-y Cayley'a).
Jezeli przez kazdy punkt prostej B przechodza trzy tworzace,
z ktérych dwie zlewaja sig¢ 7 prosta /f, wtedy rozwijalna dwu-
styczna tworzy sie z tej prostej R, liczonej tray razy. Na pro-
stef B sa dwa punkty takie, ze wszystkie trzy tworzace,
przez nie przechodzace, zlewaja sie z prosta [7.

Powierzchnia tatworzy sig podobnie jak
wprzypadkuIl. tylko ze dwa punkty 41 0 win-
ny sie zlewaé. Rdiwnanie powierzchni daje
sigsprowadzié do postaci:

sP2e? = (ax? 4+ by oy, 400 (o Ty T 2,2, )

b. Powierzchnie, ktérych linig podwdjng jest Krzywa
skos$na rzedu 3-go nie znieksztatcona. Jezeli powierzchnia rze-
du 4-go ma, jako krzywa podwéjna, krzyws skosna, wredy jest
ona w ogdle prostoliniows; wyjatek jedyny stanowi przypadek,
w ktérym linia podwdjua jest zbiorem trzech prostych, przez je-
den punkt przechodzacych (Powierzchnia Steinera, § 9).

Jezeli krzywa podwdjna jest krzywy szescienng nieznie-
ksztalcona, wtedy nalezy odrézni¢ tylko dwa przypadki.

V. (1-y gatunek Cremony, 10-y Cayleya).
Powierzchnia jest miejscem prostych, Ia-
czacych punkty odpowiednie dwéch stozko-

®aseal Rep. |y 26
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wych, potozonych jakkolwiek w przestrzeni
naréznych plaszczyznachitak, Ze pomiedzy
panktami jednejidrugiejzachodzi odpowie-
dnioéé dwujednoznaczna (L 1)

Obwiednig plaszczyzn dwustycznych jest rozwijalna ogdlna
klasy 3-ej i rzedu 4-go. Istniejg cztery tworzace osobliwe;
w ich punktach plaszezyzna styczna jest stala. Krzywa
szescienna skosna ma cztery punkty ostrzowe; przez kazdy z nich
przechodzi jedna z tworzacych osobliwych.

Powierzchnia jest rodzaju zero: réwnanie
jejdajesiesprowadzi¢ do postaci:

Gy Xi? 4 0 X, ® + a5y X2+ 209, X, Xy + 205 Xy X120, X, X, =0,
gdzie:

— 2 —_ — == e
Xy =amy—uay®, Xy =Ty —agny, Xy =x0;— x,0.

Powierzchnie mozna tez okresli¢é jako miejsce prostych,
przecinajacych w dwdch punktach krzywsa szescienna skosng
inalezacych do kompleksu liniowego ogdlnego (patrz Rozdz. XIV);
albo jako miejsce prostych, przecinajacych w dwéch punktach
krzywg szescienng skosng, a w jednym punkeie stozkowsa, majacs
dwa punkty wspélne z krzywsg szescienns; albo wieszcie jako
miejsce prostych kompleksu liniowego, bedacych przecigciami
dwéch plaszozyzn scisle stycznych krzywej szesciennej skosnej.

VI. (7-y gatunek Cremony, 8y Cayley’a) Je-
zeli przyjmiemy, ze kompleks liniowy, o ktérym mowa wyzej,
Jjest zbiorem prostych, przecinajacych prosts staia, otrzymamy
gatunek VI-y.

Powierzchnia ta jest utworzona przez pro-
ste, przecinajgce wdwdéch punktach krzyws
szescienng skoéng i opierajace sieg na pro-
stejdanej R.

Prosta, liczona trzy razy, przedstawia rozwijalng dwu-
styezng.

Powierzchnia jest rodzaju zero.
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Powierzchnia moze by¢ uwazana jako miejsce prostych,
laezacych odpowiednie punkty prostej # i krzywej szeiciennej
pltaskiej z punktem podwdjnym, jezeli pomiedzy punktami pro-
stej i punktami szedciennej zachodzi odpowiednios¢ dwujedno-
znaczna (1, 1).

Réwnanie powierzchni jest takie jak w przy-
padku poprzedzajgcym, przy zalozenin wszakize,
Zze pomiedzy spdéleczynnikami zachodzi zwigzek:

@’y + 209, 0y, — L ay, 0y, + 0,0, = O

¢. Powierzchnie, ktérych linig podwdjng jest stozkowa
oraz prosta jg przecinajagca. Powierzchnie te sa ro-
dzaju zero. Odrézniamy tu dwa przypadki.

VII. (2-gigatunek Cremony, 7-y Cayleya)
Powierzchnia ta jest miejscem prostych lg-
czacych punkty odpowiednie stozkowej C
iproste] R, bedacych wodpowiedniosei (2 1)
iniemajacych Zzadnego punktu wspdlnego.

Prosta R jest prosts podwdjna. Rozwijalna dwustyczna
jest utworzona ze stozka kwadrykowego 1 z proste] £. R 6 w-
nanie powierzchni dajesie zawsze sprowadzi¢
do postaci:

(04 — 29*)? 4 MAqu (X 7y — TF) + 2 (@ g + b2g?) =0,

gdziel jestrézne od zera; stozkowg podwdj-
ng jeststozkowa na plaszczyznie £,=0, a pro-
sty podwdjng jest z,=x,=(,

Powierzchnie mozna uwazaé tez jako miejsce prostych, 1a-
czgeych punkty odpowiednie stozkowe] H 1 prostej £, bedacych
w odpowiedniosel (2, 2) 1 przesinajacych sie wzajemnie, byleby
punkt ich przeciecia odpowiadal samemu sobie. Wtedy stoiko-
wa H i prosta R sa krzywemi podwdjnemi.

VIII. (4-y gatunek Cremony, 11-y Cayleya).

Jezeli przyjmiemy, ze w poprzednio podanym sposobie two-
rzenia stozkowa C1iprosta Rspotykajagsieize
punktichspotkania, jako punkt stozkowej C, zle-
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wa sie zjednym z punktéw. odpowiadajacych
mu na prostej K, wtedy mie¢ bedziemy powierz-
chnieg gatunku VIIL

Rozwijalug dwustyczna jest prosta R, liczona trzy razy.
Stozkowa C jest stozkows podwdjng powierzchni (co niema
miejsca w przypadku VII.

Réwnanie powierzchniotrzymujemy zré-
wnania w przypadku poprzedzajgcym, kla-
dac b=0.

Na stozkowe] jest jeden punkt ostrzowy, dwa zas inne sg
na prostej.

d. Powierzchnie. Ktérych linie podwdéjng stanowig trzy
proste. Powierzchnie sg rodzaju zero. Odrézniamy
tu dwa przypadki.

IX. (b-y gatunek Cremony, 2-gi Cayleya)
Jedna z trzech prostych przecina dwie inne, ktére ze soba nie
przecinaja sie. Przypadek ten mozna uwaza¢ jako pochodny
przypadku ¢, gdy stozkowa podwdjna rozpada sie na dwie pro-
ste réZne.

Powierzchnia jest miejscem prostych, Igcza-
cych punkty odpowiednie prostych skosnych R, R,
bedacych wodpowiedniosci(2,2), przy warunku, ze
kazdy zdwu punktéw, w ktérych Ri R'sa przecigte
inng prosts K", odpowiada dwom punktom zjedno-
czonym na drugiej prostej.

Na kazdej z prostych R, R’ sa dwa punkty ostrzowe. Roz-
wijalna scisle styczna sklada sie z trzech prostych £, R', K.
Przez kazdy punkt prostej £ przechodza dwie tworzace, ktérych
plaszezyzna przechodzi przez K'; 1 podobnie, przez kazdy punkt
prostej A’ przechodzg dwie tworzace, ktérych plaszezyzna prze-
chodzi przez prosty /.

Jedynie plaszezyzny, przechodzace przez R', przecinajs
powierzchnie wedlug wlasciwych stozkowych, i jedynie punkty
prostej /2" sg wierzcholkami stozkéw kwadrykowych opisanych.

Powierzchnie dang mozna tez otrzymaé jako miejsce pro-
stych, opierajgcych sig na dwéch prostych skosnych 2, &' i na
stozkowej C, nie majgcej punktéw wspélnych z prostemi;
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albo jako miejsce prostych, opierajacych sig na dwdeh pro-
stych K, i’ na krzywe] szesciennej, przecinajgcej w jednym pun-
keie kazdg z prostych:

albo jako miejsce prostych, lgezacych punkty odpowiednie
dwéeh stozkowych, bedacych w odpowiedniodei (1, 1), byleby
tylko punktom, w ktérych jedna z nich przecina prostg przecig-
cia plaszezyzn dwdch stozkowyeh, odpowiadaly punkty, w ktd-
rych druga stozkowa przecina tez sama prosta, bedaca tym spo-
sobem prosta podwdjna;

albo wreszcie jako miejsce prostych, Isczgeych odpowie-
dnie punkty prostej K 1 stozkowej C, nie majgcych punktéw
wspélnych 1 bedgeych w odpowiedniosci (1, 2), byleby tylko
punktowi r proste] B, w ktorym ta prosta spotyka plaszezy-
zng stozkowe] C, odpowiadaly na stozkowej dwa punkty #,
", lezacenajedne]j linii prostej z punktem ». Ta prosta jest wtedy
prosta podwodjng K" poprzedzajgeych konstrukeyj; prosta &’ spo-
tyka plaszezyzne stozkowej w punkcie 0, przez ktéry przechodzs
wszystkie cieciwy stozkowej, 1aczace pary punktow, odpowiada-
jacyeh jednemu i temu samemu punktowi prostej .

Réwnanie powierzchni daje sie sprowa-
dzié do postaci:

@ wy? e g, o (G, - buy®) = 0;
trzema jej prostemi podwéjnemi sa:
£, =0, x, =0; 2,=0, 2, =0; +;=0, 2,=0.

X. (6-y gatunek Cremony, 5-y gatunek Cay-
ley'a). Zalézmy w szczegolnosci, ze prosta A" zlewa Sig z pro-
sta /¢; wtedy otrzymujemy inny gatunek powierzchni prostoli-
niowych. Mozna go okresli¢ jak gatunek, otrzyma-
ny przy pomocy ostatniej konstrukeyi w przy-
padku poprzedzajgcym, przy zalozeniu, zZe
punktr zlewa sie z punktem O, t. J. z punktem
wspblnym wszystkim cigeiwom, laczgecym pary
punktéw, odpowiadajacych temu samemu pun-
ktow1 R.
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Mozna jeszcze okreslié powierzchnie sposobem nastepujs-
cym: ustanéwmy odpowiednios¢ (1, 1) pomiedzy punktami
prostej /i a plaszczyznami, przechodzgcemi przez R; te plasz-
ezyzny przecinaja stozkowy C w dwdch punktach, ktore, pola-
czone z odpowiednim punktem proste] R, daja tworzace po-
wierzchni.

Rozwijalua dwustyczng przedstawia prosta i, liczona dwa
razy, 1 inna prosta A’, spotykajaca prosta /## w punkcie, w ktd-
rym R spotyka plaszczyzne stozkowej (.

Tez same proste przedstawiajg i krzywa podwdjna.

Rownanie powierzchni daje sie sprowa-
dzié do postaci:

(T — @l )y 4 (L2, — 2,2,) (Jo— a2y ) Uy + (g Ly — Xy 85) =0,

gdzie uy, v, sa formami stopni 2, 1 wzgledem
#,7; prostg podwéjna R jest:

L'y —- adly =U’ aL, —Jay _.-—U,

a prostg podwdéjnsg X, majgcg byé¢ liczony dwa
razy, jest r,=0, z,=0.

Przeciecie powierzchni jest w ogélnosci krzywa rzedu 4-go
z wezlem stycznosciowym w punkeie, w ktérym prosta K prze-
cina plaszczyzne sieczna.

e. Powierzchnie prostoliniowe, ktérych liniami podwdj-
nemi sg dwie proste. Powierzchniete sgrodzaju L
Rozrézniamy tu dwa przypadki:

XI. (11-y gatunek Cremony, 1-y Cayleya).
Dwie proste nie spotykaja sie. Powierzchnia jest miej-
scem prostych, opierajacych sig na krzywej
plaskie] rzqdu 4-go zdwoma punktami podwdj-
nemi i na dwdeh prostych, z ktérych kazda
przechodzi przez jeden punkt podwéjny.

Powierzcehnia jest tez miejscem prostych, laczacych odpo-
wiadajgce sobie punkty prostych R, £/, bedgcych w odpowied-
niosel (2, 2).
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Z kazdego punktu prostej /£ wychodza dwie vworzace, po-
lozone na plaszezyznie, przechodzace] przez prosta R', 1 od-
wrotnie.

Rozwijalna dwustyczna sklada sie z prostych /7, R'.

Powierzchnia uwazana daje tez utworzyé sie jako miejsce
prostych, opierajacych sie na dwdch prostych R, B’ i na krzywej
szescienne] plaskiej ogdlnej, ktérg kazda z prostych B, &’ spo-
tyka w jednym punkcie.

Réwnanie ogélnetej powierzchni daje sig
sprowadzi¢ do postaci:

z,* (azy* + 2wz, +er?) 4 22,2, (a'53? + 2'zyx, +c'2,?)
2 (e 2y, ) = O;

prostemi podwodjnemi sa: »,=0, z,=0; 2,=0, £,=0.

Na kazdej z prostych podwéjnych sy cztery pankty
ostrzowe.

VII. (12-y gatunek Cremony, 4-y Cayley’a).
Przyjmijmy, zZe dwie proste podwéjne zlewaja sie. Powierzchnie
mozna tedy otrzymaé z poprzedzajacej, wyobrazajac sobie, Ze
krzywa plaska rzedu 4 go ma wezel stycznosciowy, powstaly ze
zjednoczenia w jeden dwu punktéw podwdjnych.

Powierzchnia jest miejscem prostych, Ja-
czgcych odpowiadajgce sobie punkty prostej
i1krzywejszesciennej ptaskiej, majacej punkt
Owspdlny zprosts i bedgcej wodpowiednio-
§ci(2,1) zprosta; mianowicie odpowiedniosé
taustanowia sig wsposdbnastepujgcy: niechaj
prosta punktowa na proste] bedzie rzutows wzgledem pekun
promieni z wierzcholkiem w punkeie O, i niechaj punktowi O
prostej odpowiada styczna w punkecie () do krzywej; dwa pun-
kty krzywej, ktére odpowiadaja wiedy jednemu punktowi pro-
stej, bedg temi dwoma punktami, w ktérych odpowiedni promien
przecina krzywa szescienna.

Krzyws podwdjna powierzchni jest prosta, liczona dwa
razy; taz sama prosta, dwa razy liczona, jest jej rozwijalna dwu-
styczng,.
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Réwnanie powierzchni daje sie tak napisaé:
Wy = (Tl — £4Zy) Uy + (138, — 2,2,)* = O,

gdzie u, u, s4 formami stopni 4 2 wzgledem &,
i1z, & prostg podwéjny, liczona dwa razy, jest
&£, =0, z,=0.

Powierzehniami prostoliniowemi rzedu 4-go zajmowali sie Chasles
(Compt. rend. 1861)i Cayley, ktiry w rozprawie pierwszej o nich
(Phil. Trans, 1864) odréznia tylko 8 gatunkow: Cremona (Mem.
di Bologna VIIL. 1868), przyv pomocy metod geometrvi czvstej, uzu-
pelnil klasyfikacye do 12 gatunkow; a w roku nastepnvm Cayley
(Phil. Trans. 18691, podjawszy na nowo to hadanie, znalazt 12 gatun-
kow Cremony. Badanie powierzehni prostoliniowych ze stanowi-
ska rzeczywistofei pewnych elementéw podjal Ro hu (Math, Ann.
XXIV, XXVIII), ktory traktowal i inne analogiczne problematy, np.
zagadnienie, vdnoszace si¢ do powierzehni Knmmera(patrz Rozdz. XH
§ 3). O powierzehniach prostoliniowyeh rzedu 4-go z trzema proste-
mi podwdjnemi pisal niedawno Segen (Crelle JXII), Glowne wy-
piki badah Cayley'a znajluja sieu Salmona-Fiedlera (L c).
Kolekeya L. Brilla zawiera calg serye model powierzehni prosto-
liniowyeh rzedu 4-go.

Oprécz wymienionyeh przez nas, badane jeszeze nastepujace
powierzehnie rzedu 4-go :

Powierzebuie rzedu 4-go z punktami potréjnemi (L am p e, Ber-
lin 1864, Ro hn, Math. Ann. XXIV); powierzchnie rzedu 4-go ze
skoliezong liczbg prostych (Sturm, Math, Ann. IV, Se hur, Math.
Ann. XX); cztery powierzehnie rzedu 4-go wymierne (Cremona,
Collect. math. 1881; Néther (Math. Ann. XXXITI) i t. d. Co sig
tyezy tyeh ostatnich, to Noether dowiodl, Ze s3 to jedvne po-
wierzchnie rzedu 4-go wymierne, pozbawione krzywyeh wielokrotnych.



ROZDZI1AL XIIL

POWIERZCHNIE RZEDU WYZS8ZEGO NIZ CZWARTY. POWIERZCHNIE
PROSTOLINIOWE,

§ 1.
Powjerzchnie rzedu 5-go nieprosioliniowe,

Pomiedzy badanemi dotad powierzchniami rzedu 5-go je-
dna z najbardziej godnych uwagi jest powierzchnia, za wiera-
jaca krzywa podwdéjng rzedu 5-go; Oto jej wlasno-
sei gldwre.

Krzywarzedud-go, podwdjna dlapowierz-
chni, posiada punkt potréjny, ktéry jest ta-
kimze punktem dla powierzchni.

Powierzchnia posiada 10 prostych, ktdre
sa cigeciwami krzywej podwoéjnej.

Konfiguracya tych 10 prostych jest ta sama, co konfigura-
cya 10 prostych, ktére pozostajg z 16 prostych powierzchni rze-
du 4-go ze stozkows podwdjng, jezeli wylaczymy jedne prosta
i pieé spotykajacych ja prostych, albo—co wychodzi na jedno—
konfiguracya ta jest ta sama, co konfiguracya 10 prostych, kiére
pozostajg z 27 prostych na powierzchni rzedu 3-go, jezeli wyla-
czymy z nich dwie proste skosne 1 pietnascie innych, spotykaja-
cych jedne lub drugg z tych dwéch prostych. Stad:

Kazda z dziesigciu prostychspotyka trzy
inne; te dziesieé rozmieszczajg sie podwiena
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15 plaszezyznach i spotykaja sie w 15 punk-
ktach; przez kazda prosta przechodzg tray
plaszczyzny: na kazdejztych plaszezyzn jest
pieé punktow spotkania prostychiprzez kaz-
dy z tych punktdw przechodzi pieé plasz-
czyzn.

Istnieje 5 czwirek skosnych prostych, t. j. zbiorédw po 4
proste, z ktérych zadne dwie nie spotykaja sie.

Powierzchnia daje sie odwzorowa¢ na plasz-
CZyZnie.

Na krzywe] podwdjnej jest 8 punktéw ostrzowych.

Jest oczywistem, iz na powierzchni istnieje 10 ukladéw
krzywych rzedu +-go skosnych, ktére sg przecigciami powierz-
chni z plaszezyznami, przechodzacemi przez kazdy z 10 prostych.

Kazda krzywa ukladu spotyka w dwdch punktach sta-
Iych krzyws podwdjna: sa to te same dwa punkty, w ktérych
prosta, odpowiadajyca uktadowi krzywych, spotyka krzywa po-
dwojng: krzywa rzedu 4-go spotyka nadto krzywa podwdjng
w trzech punktach, ktére sa naturalnie punktami podwdjnemi
dla krzywe] rzedu 4-go.

W kazdyvm unkladzie sg dwie krzywe, dotykajace prostej,
ktorej ten uklad odpowiada: plaszczyzny tych dwdch krzywych
sq plaszezyznami stycznemi statecznemi; punkty stycznosel sa
punktami parabolicznemi.

Dwie krzywe rzedu 4-go, nalezace do dwdch ukladéw
réznych, maja 4 lub 3 punkty wspolne, stosownie do tego, czy
proste. ktorym odpowiadajg te dwa uklady, przecinaja sie
albo nie.

Istnieje pie¢ ukladdéw stozkowych na po-
wierzchni, odpowiadajacych pieciu czwérkom skosnym pro-
stych ; mianowicie stozkowa jednego ukladu spotyka cztery
proste jednej czwdrki 1 nie spotyka szesciu prostych pozostalych.

Kazds stozkowa spotyka krzywa podwdjna w czterech
punktach; dwie stozkowe tego samego ukladu nie spotykaja
sie; dwie stozkowe réznych ukladdw spotykajs sie w ogéle w je-
dnym punkeie.



Powierzehnie rzedu 5-go nieprostoliniowe, 411

Powierzchnia posiada wogdle 35 plasz-
czyzn tréjstycznych; z nich 20 plaszezyzn prze-
clnap(}\\IEIILhIIIQ wedlug dwdch stozkowych
iprostej, 115 plaszczyzn w edlug dwuprostych
i krzvwe] szescienncj. Przez kazda prosts
powierzchni przechodza dwie plaszezyzny
gatunku pierwszegoitrzy gatunkidrugiego.
Gléwne liczby charakterystyczne dla po-
wierzchni sa nastepujace (por. Rozdz IX § 1):

a (rzgd stozka opisanego, i t.d.) = 10, & (liczba tworzgcych
podwdéjnych tego stozka) =12, »x (liczba tworzacych zwrotu
stozka) = 18, 7/ 1Llaaa powierzchni) = 12, /4" (klasa rozwijalnej
dwustycznej) = 25, ¢ (klasa rozwijalnej plaszezyzn dwustycz-
nych) =24 ¢ (rzad krzywej parabolicznej) =

Przez punkt powierzchni przechodza 4 styczne podwdjne
i 12 prostych scisle stycznych.

W kazde] plaszczyznie jest 15 prostych scisle stycznych
i 20 prostych dwustycznych Pomiedzy stycznemi w puakeie
powierzchni sg cztery, ktére dotykaja jej 1 gdzieindziej.

Konstrukeya rzutowa powierzchni jest naste-
pujaca:

Jezeli polgezymy odpowiadajace soble punkty w dwéch
ukladach plaszczyzn homograficznych i znajdziemy punkty spot-
kania prostych laczacych z plaszezyznami wiazki wzajemnej
wzgledem tych plaszezyzn to otrzymamy powierzchnie: jej pun-
ktem potréjnym jest srodek wigzki (Del Re).

O powierzehniach, ktoryeh wlasnosei wyzej podanu. miwia
Clebseh (Math. Ann. HI) i Cremona (tamie IV); szczegilto-
wiej badal je Sturm (tamze IV),i jej to poswiecil prace premiowa-
ny Caporali (Annali di mat. VII). Pewien gatunek powierzehni,
bedyey miejscem punktow styeznodei plaszezyzn, poprowadzonych
zpunktu statego do kwadryk spologniskowyeh, badat Darboux (Bull.
des sciences math, 1871); powierzchnia ta ma whasnosé, Ze 6 jej prostych
przechodzi przez punkt potrdjny. Inne prace o tyeh powierzehniach
oglosit Del Re, ktoremu zawdzieezamy powyzsza konstrukeye rzu-
tows (Acc. Napoli 1886, Rend. Lincei 1890, Acc. Torino 1893).
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Inng powierzchnig rzedu 3-go, badana jak poprzednia, spe-
cyalnie przy pomocy odwzorowania plaskiego, jest powier z-
chnia z krzywa podwdjna rzedu 3-go.

Powierzchniatama ll prostveh, z ktéryeh
Zzadne dwie nie przecinaja sie, a ktéresag cie-
ciwami krzywej szesciennej podwojnej; za-
wieranadto 55 stozkowyeh, z ktérych kazda
przecina w jednym punkecie dwie z powyzszych
prostych. Dwie stozkowe przecinaja sie lub nie przecinaja
stosownie do tego, czy pary prostych, do ktérych naleza, nie
majy prostej wspélnej lub majg taka prostg.

Powierzchnia ma 220 plaszczyzn t1djsty-
cznych, ktore po20 przechodza przez kazds
prosta powierzchni; mu dalej 3> plaszczyzn
tréjstycznych, ktore sa plaszezyznami, prze-
chodzacemi przez 85 stozkowych: ma wreszcie
iinne plaszczyzny trdjstyczne, przecinajace
powierzchnie wedlug krzywych rzedu 5-go
niezunieksztalconych.

Przez prosta powierzchnil przeprowadziny pek plaszezyzn:
kazda z nich przecina powierzchnie jeszeze wedlng krzywej rze-
du 4-go plaskiej, przecinajacej prosta w dwéch pnnktach sta-
Iych i w dwéch ruchomych; te ostatnie tw rza inwolucye. Sg
dwie plaszczyzny szczegllne, dla ktérych krzywa rzedu 4-go
Jest styczna do proste]. Dwa punkty stale spotkania krzywej
rzgdu +-go z prosta sa punktami, w ktérych prosta przecina
krzywa szescienng podwdns.

Na szesciennej podwdjnej znajduje sie 10 punktow ostrzo-
wych powierzchni.

Clebseh (Math. Ann. I) badal te powierzehniv. rozpatrujae
jej odwzorowanie plaskie; potem zajmowal sie nia Sturm (tamze
IV); oglosil o niej prace Del Re (Lincei 1892—93, Ace. Modena
IV, 1893).

Powierzehni¢ rz¢du 5-go z krzywa rzedu 4-go podwijng gatun-
ku 1-go badali Clebsch (Gott. Abh, XV, Math. Ann 1II), Noe-
ther (Math. Amn, IIT), Sturm (tamZe 1V); o powierzehni rzedu 5-go
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z prosty podwdjna pisal Cremona w rozprawie Trastormazione
birazionale dello spazio® (Ist. Lomb, 1871), a pozniej Del Re (Lincei
1891). Powiersehnie rzedu 5-go 2z dwiema prostemi skodnemi badal
Clebsel (Math, Ann. I) przy pomoey odwzorowania plaskiego,

U
o

Powierzchnie rozwijalne rzedu 5-go.

Powierszchniarozwijalna rzedu 5-go i klasy
4-ej posiada tworzaca przegieciowa 1 krzywa
podwdjny rzedu 2-go.

Jedno jej przeciecie plaskie jest zawsze
rodzajuzeroidlatego powierzchnia jest ro-
dzaju zero.

Krawedzig zwrotupowierzchni jest krzy-
wa skosnarzedu4-go gatunku l-gozpunktem
ostrzowym, potréjnym dla powierzchni

Powierzchnia jest rozwijalng opisana na dwoch kwadry-
kach, majacych stycznosé stateczng w punkeie.

Powierzchnia rozwijalna rzedu J-go jest obwiednia plasz-
czyzn stveznych, wspélnych dwom stozkowym, majgcym punkt
wspélny. i takim, ze jedna z nich jest styczna w punkeie wspdl-
nym do przeciecia plaszezyzn dwu stozkowych (Cremomna).

Kazda tworzaca powierzchni spotyka inng, ktéra Cre-
mona Nazywa Sprzezona z pierwsza; miejscem punktéw
spotkania dwu tworzacych sprzezonych jest naturalnie stozkowa
podwéjna A. Nazywamy podobniez sprzezonemi punkty, w ktd-
rych dwie tworzace sprzezone dotykajs krzywej ostrzowej (',
a plaszezyznami sprzezonemi nazywamy plaszezyzny styczne
do rozwijalnej wzdluz dwu tworzacych sprzezonych.

Wszystkie proste, laczgce dwa puukty sprzezone krzywej
rzedu 4-go skosnej, przechodzs przez jeden punkt; jest to punkt
C, w ktérym tworzaca przegieciowa rozwijalnej przecina plasz-
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czyzne scisle styczng krzywej rzedn 4-go w punkeie statecznym
4; wszystkie te proste sg tworzgcemi stozka kwadrykowego 8.

Plaszezyzna, zawierajgca dwie tworzgce sprzezone, jest
styczna do tego samego stozka kwadrykowego 8. Prosta prze-
cigeia dwoch plaszezyzn sprzezonych jest zawsze styczna do
stozkowej podwdjnej K, a wisc znajduje si¢ na plaszezyznie
stalej

Tworzaca przegieciows przecinaja pary plaszczyzn spizezo-
nych wedlug par punktéw, bedacych winwolucyi, ktérej punktami
podwéjnemi sa: punkt B, t.j. punkt stycznosci krzywe] rzedu
4-go 1 tworzace] przegieciowej, oraz punkt C, w ktérym taz
prosta przecina plaszczyzne scisle styczng do krzywej rzedu 4-go
w punkecie 4.

Punkty sprzezone na krzywe] rzedu 4-go sa sprzezonerci
harmonieznie wzgledem wierzcholka stozka kwadrykowego S8
(o ktérym mowa wyzej) i plaszezyzny krzywej stozkowe] podwd;-
nej A. Wlasnoséanalogiczna zachodzidla plaszczyznsprzezonych.

Przez stosunek anharmoniczny czterech punktéw krzywej
rzedn 4-go skosnej rozumiemy stosunek anharmoniczny czterech
plaszezyzn, przechodzacych przez te cztery punkty i przez pro-
sta, laczacy punkt stateczny A krzywej rzedu 4-go z punktem D,
w ktérym tworzaca rozwijalnej, przechodzaca przez punkt 4,
przecina plaszezyzne styczna do rozwijalne] wzdluz tworzacej
przegieciowe].

Podobnie, stosunkiem anharmonicznym czterech plaszezyzn
styeznych powierzchni rozwijalnej nazywamy stosunek anhar-
moniczny czterech punktéow, w ktérych te plaszczyzny styczne
przecinajg prosta, aczacs punkt B stycznosei krzywej rzedu 4 go
1 tworzgce] przegieciowe]j, z punktem C, w ktérym ta tworzaca
przecina plaszezyzne scisle styczna w punkecie 4

Mamy tedy:

Stozkowa podwdjna jest obwiednig plaszezyzny, przeci-
najace] krzyws skosng w czterech punktach, tworzacych grupe
réwnoanharmoniczna,.

Stozek kwadrykowy § jest miejscem punktu, z ktérego mo-
#na do rozwijalnej poprowadzi¢ cztery plaszczyzny styczne, sta-
nowigce grupe réwnoanharmoniczng,.
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Miejscem punktn, z ktérego mozna poprowadzié cztery
plaszczyzny styczne harmoniczne de rozwijalnej, jest powierz-
chnia rzedu 3-go i klaty 1-ej.
Obwiednia plaszezyzny, przecinajacej krzywa rzeda 4-go
skoéna w czterech punktach harmonicznych, jest powierzchnia
1zedu 4-go i klasy 3-¢j.

Niechaj X; =0, X,=0, X;=0, X, =0 beds réwnaniami
czterech plaszezyzn; réwnanie rozwijalnej rzedu
H-go daje sie napisaé w postact

X X2—18X2 X, X, +b64 X, X2 XX, + 81X, X!

— 2T X3 X, —54 X, X2 =0 (Schwarz)
X=0 jest plaszczyzna stateczna; punkt X;=X,=X,=-0
punktem potréjnym powierzchni t. j. punktem
ostrzowej krzywej zwrotn: tworzgca przegie-
cows jest prosta X,=X,=0, stoikowa podwoj-
na: X,=0, X, X—9X.?2=0.

Plaszczyzna styezunadopowlerzehni wy-
raza sie wzorem:

XM 4+4X1+6X8+ X, =0,
gdziet jest parametrem dowolnym; plaszczy-
zna, zawierajaca dwie tworzace, jest:
X1t4-'GX::F—‘3X* =0:
astozkiem, obwiedzionym przez tg¢ plaszezy-

zne
XX, —3x'=0.

Plaszczyzna
X 34+30,t+3X; =0

przechodzi przez tworzgcerozwijalnej i ob-
wodzistozek kwadrykowy

Xl Rl
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na ktérymznajdujesiei krzywarzednczwar-
tego, bedgca przecieciem dwdech ostatnich
stozkdow, majgcych wspélng plaszezyzne stycz-
ng X,=0; wierzcholek drugiego stozka znaj-
dujesieg na pierwszym stozku, 5, j. prosta lg-
czgca wierzcholki, jest tworzaca plerwszego
stozka.

Spélrzedne X, X,, X;, X; punktu krawedzi
ZWrotu wyrazaja sie wzorami:

XXX, X, =8:—2¢:8: — .

Rozwijalnemi rzedu 5-go zajmowali sie: Cayvley (Camb, J.
V, 1850, Quart. J. 1863), Chasles (Comp.rend. 1862, str. 317,
418, 715), Crem o na (tamZe, str. 604), Se hwarz (Crelle LXIV).
Analityezne dowody twierdzen Cremony daja d’Ovidio i Dine
(Giorn. di Batt, III).

Powierzehnie prostoliniowe rzedu 5-go.

Powierzchnie prostoliniowe skosne rzedu
b-gomogg byérodzajéw: 0, 112

Powierzchnie rodzaju zero, zawierajs
wszystkie krzywa podwdjngrzedu 6-go znie-
ksztalcong lubnieznieksztalcons, prayczem pro-
stag pocz wo6rng uwazamy jako 6 prostych podwéjnych, zle-
wajacych sie, a wigce jako specyalne znieksztalcenie krzywej po-
dwdjnej rzedu 6-go. Powierzchnie rodzaju l zawie-
rajs krzywa podwojngrzedu d-goznieksztal-
eonsg lubnieznieksztalcons; powierzchnie ro-
dzaju 2 zawieraja krzywa podwdjng rzedu
4-g0 znieksztalcong.

Schwarz (Crelle LXVII) rozklasyfikowal te powierz-
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chnie na 10 gatunkéw rodzaju 0, cztery gatunki
rodzajulijeden gatunekrodzaju 2

Powierzchnie rodzajéw O i 1 zawierajs uklad nieskoticzony
krzywych plaskich rzedu 3-go, wyjawszy te powierzchnie ro-
dzaju zero, zawierajgce prosty kierownicza, przez ktérej pun-
kty przechodzi jedna tylko inna tworzgea.

Powierzchnie prostoliniowe skosne rodzaju zero powstajs j e-
dnym z nastepujacych dwoch sposobéw: 1) Ustanawiamy odpo-
wedniosé dwujednoznaczna pomigdzy punktami prostej a punktami
krzywe]j rzgdu 4-go plaskiej rodzaju zero; miejscem pro-
stych laczacych odpowiadajacesobie punkty,
jest w ogéle powierzchnia prostoliniowa skos-
na rodzaju zeroirzedu b5-go: 2) Ustanawiamy od-
powiedniosé dwujednoznaczng pomiedzy punktami dwéch krzy-
wych szesciennych plaskich rodzaju zero, majacych punkt wspél-
ny, odpowiadajacy samemu sobie; miejscem prostych,
Iaczacych odpowiadajace sobiepunkty, jest
powierzchunia prostoliniowa skosna rodzajnu
zero i rzedu b-go. Zamiast tego drugiego sposobu tworze -
nia mozna wziaé nastepujacy 2a). Ustanawiamy odpowiedniosé
dwujednoznaczng pomiedzy punktami stozkowej a punktami
krzywe]j szesciennej rodzaju zero; miejscem prostych,
Iasczycych odpowiadajace sobie punkty, jest
powierzchnia prostoliniowa skosna wymier-
narzedu 5-go. W tej konstrukeyi stozkowa moze byé dana
jako prosta podwéjna, wtedy rozpatrujemy odpowiedniosé (2, 1)
pomiedzy punktami tej prostej a punktami krzywej szesciennej.

Réwnanie powierzchni utworzonej pierw-
szym sposobem, moZemy otrzymaé¢, eliminujge
tpomiedzy dwomaréwnaniamitypu:

NP+ NP+ R+ KEL K =0 Xi+X =0,

gdzieréwnania X=0 przedstawiajg plaszczy-
zny przestrzeni; réwnaniepowierzchni utwo-
rzonej sposobem drugim, mozZemy otrzymad,
eliminujgc ¢ pomigdzy dwoma réwnaniami:

Pascal. Rep. II 27
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P+ X0+ Xi+X,=0 X0+ Xit+4X =0;

Tu zamiast drugiego réwnania mozna oczywiscie podstawié
kombinacye liniowg obu, a wiee réwnanie stopnia 3-go wzgle-
dem ?.

Pierwsza konstrukeya daje powierzchnig prostoliniows skes-
ng wymierng z prosts poczwérna (X;=2X;=0), t. j. typI
Schwarza; konstrukeya druga daje w ogdle powierzchnie
prostoliniowe, majace jako lini¢ podwdjug krzyws rzedu 6-go
z punktem potréjnym i1 bedace rodzaju 1, t. j. typ IL

Krzywa rzedu 6-go moze si¢ znieksztalca¢ i wtedy otrzy-
mujemy inne przypadki, w ktérych krzywa podwdjna jest utwe-
rzona: II1. z prostej potrdjnej i krzywej szesciennej skosnej, ma-
jacej dwa punkty wspdlne z prosta podwéjna; wszystkie twe-
rzaee opieraja sie na prostej potrdjnej (prostej kierowniczej);
IV. z prostej potréjnej kierowniczej, ze stozkowe] 1 z prostej;
V. z prostej petrdjnej i prostej podwdjnej, obu kierowniczych,
i zdwébeh prostych podwdjnych; VI. z prostej kierowniczej,
% krzywej skosnej rzedu 5-go z punktem potrdjnym i z trzeeh
punktéw podwdjnych pozornych; ta krzywa ma dwa punkty
wspélne z prosta; VIL. z proste] kierownicze], krzywej rzedu
4-go skosnej z punktem podwéjnym 1 zinne] prostej; krzywa
rzgdu 4-go przecina w jednym punkcie prosta kierownieza;
VII. ze stozkowej 1 z krzywe] rzedu 4-go z punktem podwdj-
nym; stozkowa przechodzi przez ten punkt 1 przez dwa inne
punkty krzywej rzedu 4-go; IX. z trzech stozkowych, majacyeh
jeden punkt wspdlny i z ktérych kazde dwie przecinaja si¢ nad-
to jeszcze w jednym punkeie; X. z prostej kterowniczej i1 krzy-
wej rzedu 5-go skosnej z punktem podwdjnym.

Powierzchnie prostoliniowe rzedu 5-go rodzaju 1 powstajs
w sposéb nastepujacy: Wyobrazmy sobie na plaszezyznie krzy-
wg rzedu 3-go ogélna 1 wezmy na niej punkt, z ktérego rzucajmy
inne punkty krzywej; te punkty beda polaczone w pary. Wy-
obrazmy sobie, ze krzywa rozszczepia sie na dwie przez rogdzie-
lenie plaszczyzn 1 ze punkt jedne] krzywe] odpowiada temu
z dwéch punktéw drugiej, z ktérym nie zlewal si¢ przed
rozdwojeniem; miejscem odpowiadajgcych sobie punktéw jest
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powierzchnia prostoliniowa skosna rodzaju 1 (Schwarz). Roz-
rézniamy tu nastepujace gatunki: XI. Powierzchnia z krzyws
rzgdu 5-go podwdjng; przez kazdy je) punkt przechodazs
dwie tworzace, z ktérych kazda przecina nadto krzywa podwdj-
ng w dwoch punktach., Przez kazdy punkt przestrzemi prze-
chodzi pie¢ plaszczyzn, z ktérych kazda ma dwie proste wspélne
2 powierzchnig; przez kazdy punkt powierzchni przechodzg dwie
krzywe szescienne plaskie, lezace na powierzchmi. XII. Po-
wierzchnia z jedng prosta kierowniczg potréjng i ze stozkows
podwojng, XII[. Powierzchnia z prostg kierownicza pedwéjng
i z prosty podwdjng. XIV. Powierzchnia z prosts kierewniczg
podwdjng 1 z krzywa rzedu 4-go skosna podwdjng.

Powierzchnie prostoliniowe rzedu i rodzaju 2 mozna utwo-
rzyé w sposéb nastepujacy: Niecha] bedzie krzywa rzedu 4-go
plaska z punktem podwdjnym oraz pek promieni, z tego punktu
wychodzacych; wyobrazmy sobie prosta punktowa (@), odnie-
siong rzutowo do peku wten sposéb. aby punkt prostej zlewal
sig z jednym z dwodch punktow spotkania odpowiadajacego mu
promienia z krzyws rzedu4-go; miejscem prostyech, Ig-
ezgcych kazdy punkt prostej zdwoma pun-
ktami, w ktérych promiefi muodpowiadajacy
przecina krzyws, jest powlerzchnia prosto-
liniowa rzedu 5-goirodzaju 2. Prosta («) jest prosts
potréjng kierownicza dla powierzchni, na ktdérej znajdujy sie
nadto inne proste podwdjne kierownicze.

Co do innyeh szczegélow patrz eytowana praee Schwarza,
z ktérej zaezerpneliémy powyZsze rezultaty.

§ 4
Powierzchme rzedu 6-geo albo klasy 6-ef.

Powierzchnia klasy 6-ej (badana przez 8. Kantora,
‘Wien. Berichte 1879, II, str. 768) powstaje w sposib nastepujacy:
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Niechaj beda trzy punkty 4, 4., 4, pezestrzenii kwadryka
F,. Z punktu zmiennego P tej powierzchni rzucamy na nia
punkty 4; plaszczyzna trzech rzutéwobwodzi
powierzchnie klasy 6-ej. Powierzchnia ta daje si¢ od-
wzorowaé¢ na plaszczyznie; ma ona plaszczyzne czworostyczna
(plaszezyzne trzech punktéw A), ktéra jest scisle styczng w kaz-
dym z punktéw stycznosci. Dwie plaszczyzny styczne do po-
wierzchni, przecigte wedlug proste] przez plaszczyzne czworo-
stycznsg, sg rozdzieloue harmonicznie przez te plaszezyzne i przez
plaszezyzne, przechodzaca przez jej biegun wzgledem kwadryki.

Na powierzchni opisaé sig daje podwdjnie stozek klasy 3-e]
z wierzcholkiem w rzeczonym biegunie.

Na plaszezyznie czworostyczne] sa trzy proste (boki trdj-
kata 4, 4, 4,), przez kazda z ktérych przechodzi nieskonczenie
wiele plaszezyzn dwustyczuych do powierzchni.

Powierzchnia dwoiscie wzajemns wzgledem danej jest
oczywiscie powierzchnia rzedu 6-go; ma ona punkt czworokrot-
ny, trzy proste pedwéjne przez ten punkt przechodzace, oraz
krzywg podwdjng rzedu 3-go.

S. Kantor badal (L. c.) i nastepujaca powierzchnie: Nie-
chaj beda cztery punkty 4, 4,, 4;, 4, i kwadryka F,; z jednego
punktu jej rzuémy na nig cztery punkty danej, znajdziemy
wtedy cztery inne punkty .{’;, d’,, 4’5, 4’y 1 dwa czworo-
ciany (d), (4') bedace homologicznemi: plaszczyznaich
homologiiobwodzi powierzchnig klasy 6-¢j.

Inna powierzehnia rzedu 6-go (rozwazana przez Weyra
Wien. Ber. 1832, II, str. 515), powstaje sposobem nastepujacy.
Na krzywej szedciennej skosnej rozwazajmy inwolucye czterech
punktdw; peki czworoscianu czterech punktdw
kazdej grupy tworza powierzchnie prostoli-
niowa rzedu b-go, ktdrej krzywa potrdjna jest
dana krzywa sze$cienna. Sciany czworoscianu sg plasz-
czyznami scisle stycznemi krzywej klasy 3-ej. Stozek, opisany na
powierzchni z wierzcholtkiem w punkcie dowolnym przestrzeni,
Jest klasy 6-ej, i jako plaszczyzny styczne potréjne ma trzy pla-
szczyzny scisle styczne krzywej klasy 3-ej, przechodzace przez
punkt dany.
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Noether (Math. Ann I, str. 203 i nast., badal po-
wierzchnig rzedu 6-go, ktérej krzyws podwdjna jest krzywa
szescienna skosna i prosta, nie przecinajaca tej krzywej; r 6 w-
nanietej powierzchni daje sig napisac:

-
. 2 Ay Yilfr = 0, (ihh=1,22)
gdzie:

¥ = L,M,;—L;;ﬂﬂ_,. = L:aMr"LlM:; i~ L1-M-3‘_L2L1?

L, M sa funkcyami jednorodnemi liniowemi
spélrzednych o, vy, @, x,, spélczynniki zas 4
wyrazaja sie przy pomocy wzorow:

L T Y - g
A= ap 7y 1+ 2 2 2y + yar 2,7,

Kazda plaszezyzna peku u,—4ir, =0 przecina powierzchnie
wedlug krzywej zmiennej rzedu 4-go wymiernej (z trzema pun-
ktami podwdjnemi); précz tego wedlug prostej, t. j. osi peku,
liczonej dwa razy. Rdwnanie powierzchni zawiera 18 stalych.
gdyz istnienie krzywej szesciennej 1 proste] podwdjnej pochia-
nia 66 stalych, jak tego dowiddl N other.

Préez prostej podwdjnej. powierzchnia ma 10 prostych; da-
lej znajduje sie na niej 12 stozkowych 1 32 krzywe szescienne
skosne. Po dwie ztych krzywych wraz z krzywa szedcienng
sko$na leza na tej same] hyperboloidzie i przechodza przez te
same dwa punkty prostej podwéjnej. Kazda z krzywych ma
pie¢ punktéw wspélnyeh z szescienna podwdéjna 1 nie spotyka
zadnej z 10 prostych. Kazda z 32 szeSciennych odpowiada 6
stozkowym, z ktérych kazda przecina w jednym punkecie. Jezeli
uporzadkujemy 12 stozkowych w szesé par, biorac w jednej pa-
rze te, ktore przechodza przez te same punkty prostej podwdj-
nej, 1 wezmiemy pie¢ stozkowych dowolnie w pieciu parach, to
zawsze jedna z 32 szesciennych skosnych przétnie w jednym
punkcie kazda z pieciu stozkowych; szdsta stozkowa, prze-
cieta przez tez szescienna, bedzie tym sposobem jednoznacz-
nie okreslona.

Powierzchniata jestrodzajuzeroidlatego daje
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siteodwzorowacé na plaszczyznie. Toodwzorowanieiinne
wlasnosci powierzchni zbadal Noether (L ¢).

Do powierzchni rzedu 6-go naleza t. zw. powierzchnie
stycznosci powlerzchni Kummera, a badanie ich wiaze sie
z badaniem funkeyj hypereliptycznych rodzaju 2. Dotykaja
one powierzchni Kummera wzdluz krzywej
rzegdu 12-go. Ich réwnanie t. zw. wymierne (bo spél-
czynniki jego sg niezmiennikami wymiernemi formy dwdjkowe]
rzedu 6-go) podal E. Pascal (Ann. di mat. XIX).

Inne powierzchnie rzedu 6-go badali: Pieri (Ace. Torino 1889),
Humbert (Comptes rend. 1893). Del Pezzo (Acc. Napoli
1897).

Powiemy teraz slow kilka 0 powierzchniach roz-
wijalnych rzedu 6-go.

Krzywa zwrotu takiej powierzchni nie moze byé rzedu
wyzszego nad 6-y, ani nizszego niz 4-y. Powierzchnia jest
zawsze rodzaju zero, t j. zerem jest rodzaj jej przeciecia
plaskiego.

Istniejg trzy gatunki powierzehni rozwijalnych rzedu 6-go,
mianowicie:

1. Powierzchnia, ktérej krawedzia zwrotu jest krzywa
skosna rzedu 4-go, ktéra moze byé gatunku 1-go albo 2-go.
W przypadku pierwszym powierzchnia ma punkt podwdjny
istotny i dwa punkty podwdjne pozorne, jest tedy przecigciem
dwéch kwadryk styeznych do siebie w jednym punkecie; w przy-
padku drugim ma trzy punkty podwdjne pozorne. Liczbami
jejcharakterystycznemi sg:

m=6, a=4, p=0; =6 y=4 g¢g=6 i=4,
=0, k=6, R=6.

Przecigcie plaskie jest krzywy rzedu 6-go i klasy 6-ej z 4
ostrzami i 6 punktami podwdjnemi, 4 stycznemi przegieciowemi
1 6 stycznemi podwdjnemi. Co do innych wlasnosci patrz
Rozdz. X, § 4.
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2. Powierzchnia, ktérej krawedzia zwrotu jest krzywa
skosna rzedu 5-go z dwoma ostrzami i czterema punktami po-
zornemi. Liczbami jejcharakterystycznemi sa:

m=>, a=2, ﬁ=2, x=2>5, y=25, g=4, 1=2,
=0, k=4, R=—=6.

Przeciecie plaskie jest rzedu 6-go 1 klasy 5-ej z 5 punktami
podwdjnemi, 5 ostrzami, 2 przegigeiami i 4 stycznemi podwéj-
nemi .

2. Powierzchnia, ktérej kraw gqu zwrotu jest krzywa
szescienna skosna z czterema ostrzami i szecioma punktami po-
dwdéjnemi pozornemi. Jejliczby charakterystyecz-
ne sg nastepujace.

m=4, a=0, pf=4, =4, y=6, ¢g=3, 1=0,
=0, k=3 R=~6.

Cztery plaszczyzny styczne wzdluz czterech tworzacych
ostrzowych przechodza przez jeden punkt. Przeciecie plaskie
jest rzedu 6-go 1 klasy 4-ej z 6 ostrzami, 4 punktami podwdj-
nemi, 3 stycznemi podwdjnemi i bez przegiec.

Réwnanieogélnerozwijalnejrzgdn 6-go
mozna otrzymacé w ten sposodb:

Niechaj] X,=0,...X, =0C bedsg rdwnaniami
pigciu plaszezyzn; formy X sa oczywiscie
zwiazane zwigzkiem liniowym postaci:

X, +4ay Xy +6us Xy +4a, X, + 0, X, = 0.
aréwnanie powierzchni bedzie (Cayley):
(X X; +4 XX, +3X,2) — 27 (X X, X; — X, X> — X,2 X,
-I-?XJX,X“—-.X{'*)? =

Krawedz zwrotu jest przech:em czast-
kowem lub zupelnem dwu powierzchni:
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X115—4X2I4+3%'-‘ = 0
X, X, X, — X X;'— X* X, +2X, X, X, — X2 = O

krzywa podwéjng albo wezlowa wyrazajg réw-
nania:

N —XP? . KX XX X A+ 2X,X,—3 X
XT - 2 X? 6 X3

. Xe-Xa _Xax.g — X:-:Xs 5 'X42
- X, T 2x ¢

apunkty spotkania krzywej wegzlowej z kra-
wedzig zwrotu znajdziemy zréwnan

N B X

X X, T X, X "

Rozmaite gatunki rozwijalnych rzedu 6-go rozrézniamy
wedlug natury ilosci @ ,...,05, t. j. wedlug natury pierwiast-
kéw réwnania stopnia 4-go, ktérego spélezynnikami sa te ilosei
(Cayley); mianowicie: jezeli pierwiastki tego réwnania sa
rézne, mamy rozwijalna. odpowiadajacg krawedzi zwrotu rzedu
6-go; jezeli dwa pierwiastki sg réwne, rozwijalna odpowiada kra-
wedzi zwrotu rzedu 5-go; jezeli sg dwie pary pierwiastkdw réw-
nych, mamy rozwijalna, odpowiadajaca krawedzi zwrotu rzedun
4-go gatunku 1-go; jezeli wreszcie sg trzy lub cztery pierwiastki
réwne, wtedy powierzchnia znieksztalca sig na powierzchnig rze-
du 5-go albo 4-go.

Powierzehniami rozwijalnemi rzedu 6-go zajmowali sie: Cayley
{Combr. Math. J. V. 1850; Quart. J. VII 1865, IX 1867; Annali di
mat. H (1868) str. 88, 219it.d); Salmon (Camb, Math. J. 1850);
Chasles (Comptes rendus LIV. 1862); Schwarz (Crelle LXIV).
Powierzehniami prostoliniowemi rzedu 6-go zajmowali sie: Berg -
stedt (Rozprawa, Lund. 1886), Fink (Progr. Real. Wiirtemb.
1887), Wiman (Lund. 1892; patrz note w art. Wimana Acta
math. XIX, p. 63).
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3§ o,
Rozwijalne rzedu 7-go.

Krawedz zwrotu rozwijalnej rzedu 7-go moze byé rzedu
5-go, 6-go albo 7-go.

Nastepujace twierdzenie stosuje sie do wszystkich rozwi-
jalnych rzedu nieparzystego:

Dla kazdej powierzchni rozwijalnej rze-
du nieparzystego liczba plaszczyzn stycz-
nych przegieciowych jest nieparzysta; nie-
parzysta jest rowniez liczba ostrzy krawedzi
zwrotu (Schwarz).

Wszystkie rozwijalne, az dorzedu 7-go
wlacznie sa vrodzajn zero, t. j.ich przeciecia
plaskiesa tego rodzaju wynikastad, ze dla
tych powierzchnisuma liczb rzedowych kra-
wedzizwrotnu i krzywej wezlowej jeststala.

Wszystkie rozwijalne, az do 7-go rzedu
wlacznie,powstajajako obwiednie plaszczyzn,
w réwnaniach ktéryech zachodzi wymiernie
jeden parametr { tj. plaszczyzn, ktérych réw-
nania sgq postaci:

Xtr+Xp14 .. . =0,

gdzien jest liczbg calkowita dodautnia. Xzas
sg formy liniowe spdélrzednych.

Tym rozwijalnym, ktére Ca yley nazywa plaszczy-
znowemi (planarnemi), poswiecona jest praca Schwarza
(Crelle LXIV).

Liczby charakterystyczne dla trzech ga-
tunkéw rozwijalnych rzedu7-go sanastegpu-
Jace:

1. Krawedz zwrotu rzedu 5-go: m =7, g=10, i=35, =5,
=1, r==10, y==8, =7 =2. k=22, R=13.



26 Rozdzial XI1II. — § 5.

2. Krawedz zwrotn rzedu b-go: m=06, y=T7, h=T, a=3.
f=38, £ =9, y=9, 1=H. t=1, k=18 F=12.

3. Krawedz zwrotn rzedu 7-go: m==6, ¢=35, h=10,
a=1, p=5. y==8, y=10. A=H. t=0, k=15, R=11.

Pawierzchnie prosteliniowe jakiegokofwiek rzedu.

W § 1 Rozdzialu IX podalismy juz niektére wlasnosci ogdl-
ne powierzchni prostoliniowych algebraicznych., w § 4 tegoz
Rozdzialu inne ich wlasnosci, odnoszace sie do rzedu, klasy, ro-
dzaju, do krzywej wezlowej, do krzywych, nakreslonych na po-
wierzchniit d. Nie powtarzajac tych rzeczy, podamy tu jesz-
cze niektdre inne wlasnoseiinteresujace. Wymieniamy przede-
wszystkiem nastepujgcg wlasnosé rzutowa

Kazda plaszezyzna zawierajaca tworzacs
powierzchni prostoliniowej skosnej,jest sty-
czna w jednym 1 tylko wjednym punkciedo
powierzchni, pek zas plaszczyzn stycznych
jestrzutowy wzgledem prostej punktéwstycz-
nosci wzdluz tworzacej (Chasles)

Wymieniamy dalej nastepujace wlasnosci metryczne,

Jezeli przetniemy powievzchnig prosto-
liniowa plaszczyzuamiréwnoleglemi do pta-
szczyzny stalej to styczne do przekrojéw
wpunktachtejsamejtworzacej tworzg para-
boloide.

Paraboloide tworza teznormalne do po-
wierzchni w punktach jedne] tworzacej (pa-
raboloida linij normalnyech).

Nazywamy punktem srodko wym (centralnym) na
tworzgcee] spodek prostej prostopadlej do dwu nieskonczenie
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blizkich tworzacych; miejsce zas punktéw srodkowych tworzy
t.zw. linie zwezenia (Chasles).

Punktsrodkowy tworzgce] jest wierzchol-
kiem paraboloidy normalnych.

Nazywamy plaszczyzna srodkowsa (centralna),
nalezaca do dane] tworzacej, plaszczyzne, przechodzaca przez
tworzacs 1 przez prostopadia wspdlna do tej tworzacej i do dru-
giej nieskonczenie blizkiej; nazywamy zas pochyloscisa
plaszczyzny stycznej kat pomiedzy tg plaszezyzna a plaszczyzna
srodkowsa, nalezaca do tworzacej, przechodzacej przez punkt
styeznosei.

Styczna (trygonometryczna) pochylosci pltasz-
czyzny stycznej jest proporcyonalna do od-
leglosci punktu stycznosci od punktu srod-
kowego.

Plaszczyzna srodkowa jest styczng w pun-
kciedrodkowym; plaszczyzna srodkowaipla-
szezyzna styczna w punkcie nieskonczenie
odleglym tworzacej sag do siebie prostopadle

Nazywamy parametrem tworzace]j odleglosé jej
punktun srodkowego od punktu, w ktérym pochylosé plaszezyzny
stycznej jest % .

Jezeli plaszezyzna przechodzi przez tworzacs powierzchni
skosnej, wtedy iloczyn odleglosci punktu srodkowego od dwdch
punktéw, w ktéryeh ta plaszezyzna jest styczna i normalna jest
staly i réwny kwadratowi parametru (Chasles).

Jezeli dwie powierzchnie prostoliniowe
skosne przecinajg sie pod kagtem stalym we
wszystkich punktach jednej tworzacej, wtedy
prosta ta ma tensam parametriten sam punkt
$rodkowy tak dla jednej jak i dla drugiej po-
wierzchni;iodwrotnie.

Na powierzchniach prostoliniowych skosnych rozwazamy
pewne punkty i pewne proste osobliwe. Dajmy, ze jakas two-
rzgca spotyka drugs nieskonczenie blizka; ten punkt spotkania
nazywamy 0strzem (Spitze, sommet); a tworzaca, na ktorej
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takie ostrze si¢ znajduje, nazywasi¢ osobliwg (lub kra-
wedzia, (aréte, Kante, Torsalinie); plaszezyzna (styezna) prze-
chodzaca przez taka tworzaca 1 druga nieskonczenie blizka, nosi
nazwe plaszczyzny stycznej osobliwej Jest wi-
docznem, ze ostrze nalezy do linii podwdjnej lub wezlowej.

Jezeli n jest rzad powierzchni skosnej, a jej porza-
dek (t.]. rzad a stozka na niej opisanego albo klasa a' prze-
kroju plaskiego, patrz Rozdz. IX, § 1), wtedy liczba two-
rzgecych osobliwveh wynosi:

T=2u—2n.

(Sturm. Math Ann, VI, Schubert, tamze XVII).

Poniewaz prosta przestrzeni okresla sie czterema -warunka-
mi, bedziemy tedy mieli w ogéle powierzchnie prostoliniows, skoro
poddamy prosta warnnkom. aby opierala sie na trzech krzywych
danych, albo opierala sie podwdjnie na jednej krzywej 1 poje-
dyhczo na iunej. albo wreszeie potrdjnie na jednej krzywej.
Powstaje wtedy zagadnienie o wyznaczeniu charakterystyk po-
wierzchni prostoliniowych, ktérych kierownicami sa
krzywe w sposéb wyzej wskazany.

Zagadnieniem tem zajmowali sie; Cayle y (Camb. J. VII 1852,
Phil. Trans. CLIII 1863). Salmon (Camb. J, VIH 1862, Trans.
Irisch. Acad. XXHI) i Rupp (Math Amm. XVIII).

Tworzaca powierzchni prostoliniowej moze byé pod w6 J-
n &, t. j. taka, ze kazdym z jej punktow sa dwie rézne plaszczy-
zny styczne do powierzchni: jezeli te dwie plaszezyzny styczne
zlewajs sig w kazdym punkeie tworzacej, wtedy bedzie ona
tworzacg stateczna.

Tworzaca, przechodzyca przez punkty stateczme krzywej
kierownicze], jest tworzacs stateczng, 1 w ogdle tworzaca sta-
teczna nie moze powsta¢ innym sposobem.

Liunia podwdjna powierzchni prostoliniowej daje sig podzie-
1i¢ na rézne czesel, z ktérych jedne s liniami kierowniczemi po-
wierzchui, inne zas nie. Oznaczmy przez Dy sume rzedéw krzy-
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wych podwojnych (wezlowych). ktére sg zarazem kierownicami:
przez Ky sume rzedow krzywych podwdjnych, po wylaczeniu
tych, ktore sy takze kierownicami, oraz tworzacych podwéjnych;
przez Gy —liczbe tworzacych podwdjnych, po wylaczeniu two-
rzacych statecznych; przez Ty —sume trzech liczb poprzedzaja-
cych, t. j. liczbe punktéw podwdéjnych(z wyjatkiem ostrzy) prze-
kroju plaskiego powierzchni; przez Gy—liczbe stycznych state-
cznych: przez 7 — liczbe tworzacych osobliwych; przez u — po-
rzadek powierzchni. Zachodza wtedy zwiazki nastepujace:
Przypadek 1. Trzy kierownice pojedyncze ¢, v, y rze-
dow muy, my, my, klas 1, 1y, 1y, rod2ajow py, ps, py, 2 Iy, hy, by pun-
ktami podwdjnemi pozornemi iz 8y, B,, B, ostrzami. Bedzie:

n (rzad powierzehni) = i, m,m, ,
1 4 ]
Dy = - my myany (my mig ~ g ity + g my),
1
Gy = 5 mymgmy (my+m,+0my=3)m gl +-m,mgh ~+mm |
-

By =5 1 gty [lelﬁvfa._.m3—(:«.'1-ilng+mg:m;,-:mzmI ) -2y +ih,+0 )—[-5]

2T = 2mym,my (20, mgniy—2) — (g, ry + mymary - mym,r,)
— B (mynyfy ~ mgui B - g fy)

G's = B, my 1y~ B, ngmy + B, my m,,

a = 2omy my, iy 4 M, Mg 7y My Mg = mg Wy 7y,

T = 2 (my mgry—1ny m, v, + mymy ry) .

Przypadek 2. Krzywa ¢ jest kierownicg podwdjna,
krzywa y kierownica pojedyncza:

N =M, [kl —+ -é— my (m, — l)J s

D‘v=—2- My [hl? — hy + mymy (im;—1)* — m; (m; — 11] s
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1
G“-=},'};, _.%.. _i THy My ml—l Harg— 1)+ 31'?!._,()?.*1 -2}[1!, — -—6—- iy (1 —1} } 3

l
By _m‘[——g— hy(on, - 2)(m—3) + = m(ny;— r(n:lﬁg)(ml—3}]

. 1 4
~+ my (my, — 1) [—; I+ = hy (m* —my — 1)
-}--E-lgm my (i, — L1 (2 —5m, + 2 I ,

i 3
2T\ = m,‘[h, - -—i my (ny — l)] — g by — o My My (m,—1)

— 1y g (my—3) — lyr, — 3B, By —- 3, my (m; — 3)
Gs== B,y + By, (i, —2),
G = ryny (m—3) + mymy (m—1) + lyr, — 38m,,
T= rng(2my —B) -+ 2l r,— B m,,
Przypadek 3. Krzywa ¢ jest kierownieg potréjng (po-
wierzehnia tworzy sie z tréjsiecznych krzywej. patrz Rozdz.

IX. §4):

n = (m-—2)[7: — %m(m—l}_l,

Dy——m{]t-—ilr+2}(fd— e +l),

2

By é_[- o 10— Tl 08m— Al 132~ 121 | ,
1 1

By —ghftm{m 1)——— I (m* —B5m® 4 5m? — 49m -+ 120)

1
~+ o) (m&— 6m 3~ 31wt —270m " 4 868m? —840m) |
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2Ty = wld—4ud”-61% - %— (m'— D 11m? + 14m —78) h

3 g% (S — Gme3 - 130 - 90m > — 518m* - 636m)
Gs= B(h—2m—+6),
a= — 21 4 h(n*4-bm--24) — %— {16 m3 —84m? 4 104 m)

— 3B (h—2m—+6),
T = — 41 4-2h(m>*+4m—22)— bu*+-27m? - 34» —68 (h—2m—-6).

Otrzymujemy takze powierzchuig prostoliniows, 1aczae od-
powiadajace sobie punkty dwéch krzywych (kierownic), beda-
cych w odpowiedniosci (a;, ay); jezelirzedy tychkrzy-
wych sa m, my, wtedy rzad powierzchni jest
My Ay Mg ay .

Z punktu widzenia Geometryi linii prostej (patrz
Rozdz. XIV) powierzchnie prostoliniowe okreslaja sie jako prze-
cigcia trzech komplekséw prostoliniowych; moga one byé albo
przecigeiem zupelnem, albo tez czescia przeciecia. We wzorach
ponizszych zakladamy przypadek pierwszy.

Jezelimy, my, my sgrzedy trzech komplek-
s0w, wtedy rzad powierzchniprostoliniowej
jest n=2mm,m,, a jej porzgdek

a = 2m, mymy (mt; +my—my—2) — 2 Gy.

Rzad krzywe) podwdjnej daje wzdr:

D = my;m, 1»:3[211;1)”21% — (g~ my - my) 1] R

arodza) powierzchni:
P = iy iymg (W, ‘i””2+m3 —4)—1— Gy.

Wzory te ulegajg zresztq zmianom, stosownie do rozmai-
tych wlasciwosci uwazanych komplekséw.
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Jezeli jeden z kompleksdw jestliniowym
(my=1), wtedy krzywe asymptotyczne algebra-
iczne powierzchnisa klasy (porzadkn)

12, (g o wy—2) 1 rzedu 2mm, (9, +m,—1).

Liczby te ulegaja zmianom, jezeli kompleksy dane pozo-
staja z soba w zwiazkach specyalnych; jezeli np. 1 my =1, wtedy
liczby powyzsze nie stosuja sie juz, gdy dwa kompleksy liniowe
majg wspolna kongruencye specyalna (patrz Voss, Math. Ann.
VIII, p. 52—83).

Na powierzchni jest oo! punktéw, w ktorych styczna do
powierzchnima stycznosé czteropunktowa. Krzaywa
tych punktéw stycznosci jest rzedu

2’”1”'2'”3' 6 (m g 4 my) — 19J
1 zawiera

Sm,m.pn, [3 (my-Fm, +my) — 10]

punktéw, w ktérych jest styczna do tworzacych danej powierz-
chni; tworzace te s3 stycznemi statecznemi krzywej asympto-
tycznej algebraicznej. Co do stycznych, majacych stycznosé
rzedu 4-go, patrz Voss (1 e. str. 99).

Powierzchnia prostoliniowa rzedu n bez tworzacych wielo-
krotnych, bedaca rodzaju zero, jest porzadkn 2(n—1) 1 zawiera

s (h—1)n—2)

krzywg podwojng rzedu ———5-—— .

Jest 2(n—2)(n—3) tworzacych stycznych do krzywej po-
dwdjnej, -é— (n—2)(n—3)(n—4) punktéw potrojnych i tylez pla-

szezyzn trojstyeznych.

Jest 2(n—2) tworzgcych osobliwych w znaczeniu powyzej
wskazanem.

Powierzehnia prostoliniowa, utworzona ze stycznych o sty-
cznosci czteropunktowej, jest rzedu 8 (n—3) i tylez jest pun-
ktéw, w ktdrych krzywa tych punktéw stycznosci jest styczng
do tworzacej. Rodzaj te] prostoliniowej wynosi 4n—13.
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Na danej powierzchni prostoliniowej jest 10 (n—4) pun-

ktow, w ktorych styczna ma stycznosé rzedu4-go z powierzchnig.

Linie asymptotyczne powierzchni prostoliniowej rzedu

n, - n, rodzaju zero 1 majace za kierownice dwie proste odpowie

dnio m, - krotne 1 m,-krotne, sa krzywemi algebraicznemi
rzedu 2(n+n,—1) (Cremona, Aon. di mat. I).

Jezeli dwie kierownice zblizaja sie do siebie nieograniczenie
az do zlania sie, wtedy linie asymptotyczne staja sie rodzaju
zero 1 rzedu 2n,41,— 2 (gdy #, >n,) (Crem on a, tamze).

Pierwsze i zasadnicze wlasnodei metryezne powierzchni prosto-
liniowych znalezli 1 zbadali: Monge (Addition a la Géom. deser ),
Hachette (Crelle VIII), Chasles (Journ. de Liouv. H) i t.d,
patrz De La Gournerie Géométrie déscript. (Cavley,
Salmon, Rupp w pracach juz cytowanyeh zajmowali sie zagad-
nieniami, dotyezacemi liezb charakterystyeznych dla powierzehni
prostoliniowyeh, majacyeh kierownice oznaczone. Linie asympto-
tyezne powierzehmi tyeh badali Clebsch (Crelle LXVIH), Cre-
mona (Le), Voss (L e.) iinni. Powierzehniom prostoliniowywm
szezegblnym poswiceona jest ksigika De La Gournerie ,Re-
cherches sur les surfaces réglées tetraédrales symétriques® (Paryz
1867). Liiroth (Crelle LXVII) 1 V o»s (Math. Ann. VII) badali
powierzehnie prostoliniowe. ktére mozua uwazaé jako przeciecia zu-
pelne trzech komplelksiw linij prostyeh.  Prostoliniowe wymierne
(rodzaju zero) badali: Cremomna (l.e.), Armenante (Annali
di mat, [V), ("1ebseh (Math, Amn, V), Noether (Math, Ann. HI
str. 184): ten ostatni badal prostoliniowa wymierna rzedu », majaea
prosta n—1 - krotna.

Najnowsze badania o powierzehniach prostoliniowyceh z punktu
wildzenia (eometryi na powierzchni i przy rozwaZaniu przestrzeni
wielowymiarowyeh oglosit Segre (Ace. Torino 1884, 1886; Lincei
1897; Math. Ann. XXXIV),

Pascal. Rep. II. 28
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§ 7.

Powierzchnie wymierne, powierzchnie o przekrojach wymternych,
eliptycznych, hypereliptycznych.

Nazywamy powierzchnie w ymiernemi (jednobiez-
newi homaloidalnemi) wtedy, gdy dajg sie sprowa-
dzi¢ do odpowiedniosci dwujednoznacznej z plaszczyzna. Do
twierdzen, podanych o nich w § 7 Rozdzialu IX, dolaczamy tu
nastepujgce: )

Warunkinato, aby powierzchniarzedu n
zkrzywg podwdéjngrzedudirodzajus, majga-
¢s tpunktéw potréjnych, bedacych zarazem
réwnocze$uie takiemi1z punktami dla powiers-
c¢hni, byla wymierna,sg nastepujace:

1) rodzaj liczbowy powierzchni (Rodz. IX, § 4} ma byé
zerem, t. J.

(n—1) {?l_—_?_) f\ﬂ.—-3}

o 4]

= = — (n—4)d+ 28 +2—1=0;

2) nie majg istnieé¢ powierzchnie rzedu
2(n—4), przechodzgce podwdjnie przez krzywa
podwéjng (précz powierzchni, zawierajascych
dansg).

Kazda taka powierzchnia, dla ktérejspél-
rzgdne jakiegokolwiek punktu wyrazaja sie
w funkecyi wymiernej dwu parametréw, jest
wymierns. Twierdzenia tego i analogicznego do twierdze-
nia Liirotha dla krzywych dowiédl Castelnuovo (Math.
Ann. XTIV, XL VIII, str. 313).

Kaidapowierzchniarzedu3-go jest wy-
mierns, wyjgwszystozek ogélny rzedu 3-go.

Kazda powierzchnia rzgdu 4-go, majaca
linie wielokrotne, jest wymierns, précz po-
wierzchniprostoliniowychrodzaju wyzszego
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od zera. Pomiedzy powierzchniami rzedu 4-go,
niemajacemilinij podwéjnych, sa tylko czte-
rygatunki wymierne. Jeden znich zbadal Cremo-
na (Collect. math. Medyolan 1881), pozostale wraz z tym pierw-
szym Noether (Math. Ann. XXXITT).

Kazda powierzchnia, zawierajgca uktad
pojedynczo-nieskonczony krzywych wymier-
nych, itaka, ze przez kazdy punkt powierz-
chniprzechodzijedna tylko krzywa ukladuy,
dajesie przeksztalci¢ dwuwymiernie na po-
wierzchnie prostoliniows (cdwzorowaé na po-
wierzchni prostoliniowej); jezeli nklad rze-
czony jest wymierny, toisamapowierzchnia
jest wymierna. Wlasnos¢ te badal Noether (Math.
Ann. ITT), ktéry udoworinil calkowicie ostatnig czesé twierdzenia;
co do przypadku ogélnego patrz Enriques (Rend. Lincei 1898
1 Math. Ann. LII).

Kazda powierzchnia, zawierajgca ukfad
podwdéjnie nieskofczony krzywycheliptycz-
nych, jest wymierna albo dajesig przeksztal-
cat dwuwymiernie na powierzcechnie prosto-
liniowag rodzajul (t. . odwzorowaé na takiej
powierzchni). (Castelnuovo Rend. Lincei 1894).

Co do przypadkun, w ktérym krzywe ukladu liniowego sa
hypereliptyczne, patrz Castelnuovo (tamze).

Powierzchnia, ktdérej wszystkie przecig-
cia plaskie sg krzywemi wymierunemi, jest
prostoliniowsg albo powierzchnigrzgdu4-go
Steinera (Picard, Crelle C, patrz Rozdz. XII, § 9).

Powierzchnia, ktérej wszystkie przecieg-
cia ptaskie sa krzywemi eliptycznemi, jest
wymiernsg albo prostoliniows; w przypadkn
pierwszym rodzaj jej nie moze byé wyzszy
nad 9 (Castelnuovo, Rend, Lincel 1834).

Powierzchnia ktdrej wszystkie przecigeia
plaskiesg krzywemi hypereliptycznemi jest
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wymiernag (izawiera pek stozkowyeh) albo jest pro-
stoliniows (Enriques, Lincei 1893).

Podane tu i inne wyniki zebrali Castelnnovo-En-
riques we wspolnej pracy. ogloszone] w Math, Ann. XLVIII,
str. 307 1 nast

Ci sami uczeni dowiedli niedawno (Comptes rendus 5 listo-
pada 1900, str. 439 i dalsze) nastepujacego twierdzenia ogdlnego:

Jezeli powierzchnia algebraiczna zawiera
uklad liniowy krzywych Crodzaju >0, z kté-
rych kazde dwie przecinaja sig w=x punktach.
gdzien>27—2 wtedy jest wymiernsg, albo tez
przy pomocy przeksztalcenia dwuwymiernego
daje sie sprowadzié do walca (z,y)=0 rodzaju
p>0.

Z tego twierdzenia wynika:

1. Jezeli powierz¢chnia algebraiczna za-
wiera szereg ciggly krzywych wymiernych C,
wtedy albo jest wymierna, albo daje sigsprowa-
dzié¢ do walcarodzaju wyzszego od zera. 2. Po-
wierzchuie, dopuszczajace szereg przeksztal-
cendwuwymiernych na siebie same, nie two-
rzagcych grupy skonczonej, sa albo wymier-
nemialbodaja sigsprowadzié do walcédw.

Kwestyami temi zajmowal sie piecrwszy Picard (J. de math,
(4) V), iwyczerpat przypadek grupy przemiennej co® ktéry pro-
wadzi do klasy powierzehni hypereliptyceznyeh, hadanyeh szezegdolowo
przez Humberta (J. de math, (1), IX). Patrz tez cytowanay pra-
ce Castelnuovo-Enriques (Math. Ann, XLVHI); dzieto
Painlevégo(Lecons sur la théorie analytique des équ. diff, Paryz
1897), zajmuje si¢ teorya przeksztalcen powierzehni na same siebie.



ROZDZAZL XIV.

GEOMETRYA PROSTEJ W PRZESTRZENI. GEOMETRYA KULI.

Wiadomosei ogdlne. Spifrzedne prostej w przestrzeni.

Prosta w przestrzeni wyznacza sie przez cztery warunki
elementarne, a stad przestrzen prostoliniowa (ktdrej elementem
jest prosta), mozna uwazaé za przestrzeh czterowymiarows (nie
liniowa lecz kwadratowas).

Niechaj @, #,, £y, #, beda spblrzedne jednorodne punktu
przestrzeni: ¥, Ys, ¥s, ¥4 — Spolrzedne innego punktu; utwérzmy
wyznaczniki rzedu 2-go macierzy

S Ty Tzs Ty |
i s Yo Yo: Y3y Us [
1 polézmy:
Dy = X Ys— %Y. (i=1,2,84)

Stosunkidwu ktédrychkolwiek ztych sze-
sciu wielkos$ci yy nie zmieniajg sieg, jezell za-
miast jednego lub obu punktéw (z), (y) wez-
miemy inny jakikclwiek punkt prostejje 1a-
czace]; wielkoseitedy py mozna uwazat za
spélrzgdne jednorodne prostej w przestrzeni. Po-
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migdzy temispdélrzednemi ma miejsce jedyny
zwigzek toZsamosciowy:

Pra P + Piilue T P by = 0,

Przez takie okreslenie spdlrzednych prosta jest uwazana
jako miejsce punktow. 1 spélrzedne te nazywaja tez promie-
niowemi (Stralilencoordinaten, Pliicker).

Jezeli zas uwazac bedziemy prosta jako obwiednig plasz-
czyzn, otrzymamy analogicznie spélrzedne osiowe
(Axencoordinaten). Niechaj ), (v) beda spélizednemi jedno-
rodnemi dwu plaszezyzn, przechodzacyclh przez prosty; uwa-
zajmy dwumiany a,=w;r,—u,r,. Stosunki dwu kto-
rychkolwiek wielkoscia;sa niezaleine od wy-
borudwu plaszezyzn szceczegdolnych (u), (v), prze-
chodzageyeh przez prosta; a zatem wielkoscil
aymozna uwazac jakospolrzedne osiowe pro-
ste] wprzestrzeni: pomiedzy niemi zachodzi
jedyny zwigzek tozsamosciowy:

Tyg TMyy T Tyy Ty +“14 My = 0.

Waranki na to, aby dwie proste o spéirzednych (p) 1 ()
spotykaly sig (znajdowaly sie na jednej plaszezyznie), wyraza
sie¢ W ten sposéb:

Pualsy + PPl + P1aPas + 01 Psi + Vi3 Paa+Puapy =0.

Szes¢ prostych przestrzeni, dla ktérych pieé zpomiedzy
szesciu spolvzednych sg zerami, sa krawedziami czworoscianu
podstawowego

Spélrzedne p wyrazaja sie przez spéhrzedne prostokatne
Descartes’a przy pomocy wzorow :

Doy ==&, py=y—Yy, p,=z—2,
Py =Y2'—2y'y py=cu'—ud, p,=ay—yz';

bedziemy te spélrzedne oznaczali odpowiednio przez I, m, n,
L, M, N.
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Podajmy niektdére wzory zasadnicze. odnoszace sie do wia-
snosel metryoznych.

Kat pomiedzy dwiema prostemi (I, m, n,
LM XN, (w0, L', W', N') wyrazajg wzor v:

W4 nm’ —-nz’
VIP+mitnd) (2 Fm P n?)

cos (1, 1) =
Uw'n 2
, .

R KRN
VT (P nE) (L )

Odleglosé¢ pomigdzy dwiema prostemi wyra-
za wzor:

IL'+mM +naN'+ L' + Mw'+ Nn'
],."' [ om,n ?
‘ Uw
Momentem dwdch prostych nazywamy, wedlug
Cayley'a, iloczyn wstawy kata pomiedzy niemi przez naj-

mniejsza pomiedzy niemi odleglose; z wzordw poprzedzajacych
wynika, Ze moment ten wyraza sig wtensposdb:

odl (#") =

*

i ' Tt [ J AT F
s e T+ Al O B e e

Szes¢ spdlrzednych jednorodnych ogél-
nych prostej sa proporcyonalne do szesciu
momentéw proste] wzgledem kazdej z szesciu
krawedzi czworoscianu podstawowego spé1-
rzgdnych, t. . wzgledem szesciu prostych prze-
strzeni, dla ktérych pieé¢ z pomiedzy szesciu
spolrzednych sa zerami.

Wzory poprzedzajace i jeszeze inne podal Cayley (Camb,
Trans. XI, czesé 2-a); co do wzordw analogiczuyeh wspilrzednyeh p,,
patrz D’Ovidioe (Giorn. di Batt, VIII, XI).
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Inny uklad spdlrzeduyeh wprowadza Zeuthen (Math.
Ann. I); tu spélrzednemi jednorodnemi prostej sa objetosci sze-
sein czworoscianéw; dwiema krawedziami przeciwleglemi kaz-
dego z nich jest odcinek (jednosé), wziety na prostej, 1 jedna
z szesciu krawedzi czworoscianu podstawowego.

Spélrzedne te czynig zadosé zwigzkowi
jednorodnemu stopnia 2-go o trzech wyrazach,
podobnemu do tego, jakiemu czynia zadosé¢
spélrzedne p, (patrz tez Drach, Math. Ann. II, D'O v i-
dio, Giorn. di Batt. X).

Od szesciu spélrzednych p, mozemy przy po-
mocy przeksztalcenia liniowego przejsé doukladu
liniowego spélrzednyech z,(i=1,2,...6), wtensposdéb,
aby zwigzek kwadratowy, ktdremu czynig zadosé
spélrzedne p, przeksztalcil sig na zwigzek kwadra-
towy specyalny Ju2=0 Tespélrzedne .r, nazywaja sie
spolrzednemi Kleina (patrz Math. Ann. IT i rozprawe inaugu-
racyjna, Bonn 1898, ogloszong i w Math. Ann. XXTII)

Piekna interpretacya geometryczna tego przeksztalcenia
jest nastepujaca: TUwazajmy wielkosci p,, za spéhrzedne jedno-
rodns punktu w przestrzeni pieciowymiarowej, wtedy zwigzek
stopnia drugiego, ktéremu te spéirzedne czynia zadosé, przed-
stawia w tej przestrzent kwadryke nieznieksztalconsg
(gdyz wyréznik jej jest rozny od zera), kazdy punkt tej kwa-
dryki odpowiada tym sposobem jednej prostej w przestrzeni, i od-
wrotnie; geometrya na tej kwadryce odpowiada tedy geometryi
linii prostej.

Wykonajmy p1zeksztalcenie liniowe spdlrzednych w prze-
strzeni pieciowymiarowej w ten sposéb, aby réwnanie tej kwa-
dryki przybralo posta¢ Zz?=0, t. j. postaé formy. zawierajacej
tylko kwadraty spéirzeduych (co uskutecznié mozna nieskon-
czenie wieloma sposobami); nowe spélrzedne sa rzeczonemi wy-
zej spolrzednemi Kleina. Otéz wiadomo, ze jezeli réwnanie
kwadryki jest dane w tej formie. wtedy przestrzenie liniowe
;=0 sy parami sprzezone wzgledem kwadryki, t. j. biegun
jednej z nich wzgledem kwadryki znajduje sie na drugiej (wla-
snosé ta jest uogolnieniem wilasnosci stozkowych, podanej w § 3
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Rozdz. 1V i wlasnosci kwadryk, podanej w § 2 Rozdz. V): a za-
tem przestrzenie podstawowe nowego ukladu sa
psrami sprzezone wzgledem kwadryki zasadniczej.

Jeden zwigzek pomiedzy spélrzednemi prostych przed-
stawia co? prostych przestrzeni i dla tego nazywa si¢ komple-
ksem prostych; dwa zwigzki pomiedzy spdirzednemi pro-
stych przedstawiajg co® prostych, ezyli t. zw. kongruencye
prostych; wreszcie trzy zwiazki pomiedzy spélrzednemi pro-
stych przedstawiaja powierzchnieg prostoliniowa.

Cztery zwigzki tego gatunku przedstawiajg w ogéle licz-
be skoniczong prostych w przestrzeni

Okreslamy tedy kompleks jako rozmaitosé (mnogosé)
co® prostych 1 nazywamy kompleksem algebraicznym
rozmaitosé o2® prostych, ktérych spdélrzedne sy funkcyami
trzech parametréow niezaleznych. Mamy twierdzenie:

Kazdy kompleks algebraiczny daje sie calko-
wicie przedstawié przez jeden tylko zwiazek alge-
braiczny pomigdzy szescioma spéirzednemi pro-
stych. Twierdzenie to, przy stosowaniu powyzsze] kwadryki
w przestrzeni pieciowymiarowej, daje sie wyslowi¢ tak:

Kazda przestrzen algebraiczna tr{jwymiarowa. zawarta
w kwadryce zasaduiczej, jest zawsze przecigciem zupelnem
tejze kwadryki z inuna przestrzenia algebraiczny czterowymia-
rows.

Jezell zwigzek algebraiczny, prazedstawiajacy kompleks
algebraiczny, jest stopnia %, wtedy 1 kompleks ten jest stopnia
n-tego.

Stopien kompleksn réwna sie rzedowi stozka,
utworzonego przez wszystkie proste, nalezgce do
kompleksua przechodzgce przez jakikolwiek punht
przestrzeni (stozek kompleksu).

Na plaszczyznie mamy co' prostych kompleksn, obwodza-
cych krzywa, zwang krzywsa kompleksu (Complexcurve);
klasa tej krzywej ré6wna sig stopniowi kompleksu.

Pojecia rzedu i klasy zlewajs si¢ dla kompleksu. i mamy tu
jedyna liczbe charakterystyczna, mianowicie stopien, ktéry
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jest liczba prostych. przechodzgcyeh przez jeden punkr i polozo-
nych na jednej plaszezyznie

Kongrneneya nazywa sie algebraiczuna, jezell jest
przecieciem czgstkowem albo zupelnem dwdch komplekséw al-
gebraicznych. Rzedem kongruencyi algebraicznej nazywamy
liczbe jej vrostveh. przechodzacych przez jeden punkt prze-
strz ni: klasy zas jrj nazywamy liczbe jej prostych, znajduja-
cych sie na jednej plaszezyznie.

Dwa kompleksy stopni n 1 » maja wspélna
kongruencye rzedu wn' 1 klasy un': trzy kompleksy
stopui u, #', ' maja wspilny powierzchnie prosto-
liniowy rzedu 2un'n": cstery kompleksy stopni
n,w' 0", 0" majay wogole 2nn'n"+" prostych wspdl-
nyeh

Dwie kongrunencye rzedow n, w' 1 klas m, !
maja w ogole wn' 4 mm' prostych wspélnych (Hal-
phen, Comp. rend. 1572).

Wszystkie proste, przecinajace krzywa alge-
braiczng rzedu n. tworzy komwpleks algebraiczny
stopnia n; wszystkie proste, przecinajgce prosty
dansa. tworza kompleks liniowy specyalny (majacy
jedna kierownice).

Wszystkie proste, opierajgce sig¢ na dwdch
krzywych rzeddw n, ny, tworza kongruencyerzedu
i klasy u,n,; wszystkie proste, przecinajace dwie
proste dane, tworzy kongruencye rzedu i klasy 1,
t. j. kongrueneye liniowa.

Wszystkie proste, przecinajayce trzy krzywe
algebraiczue rzedow ny, ny, n,. tworzs powierzchnie
prostoliniowsy rzedn 2n,n, 1, tCayley, patrz tez § 6.
Rozdz. XII).

Istuieja dwie proste. przecinajace réwnocze-
§nie cztery proste dane (Tw. Steinera, Systemat Ent-
wickel 1 t. d.. Werke I, str. 284 .

Istnieje 2mnyn,1, prostych, oplerajacych sie
na krzywych algebraicznych rzedéw ny, n, ny, n,.
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Wszystkie proste styczne do powierzchni al-
gebraicznej rzedu 2 1 porzadku o (patrz Rozdz IV §1
i Rozdz. XII1 § 6) tworza kompleks stopnia u (spe-
cyalny).

Jezeli pominiemy pewne badania dawniejsze, a pomiedzy niemi
niektire Cayley’a, to hedzie moZna powiedzied, ze Geometrya
proste]j jest nauka, powstaly wraz z dzielem ,Neue Geometrie des
Raumes* Plie kera (Lipsk 1865—9), ktory juz od roku 1865
oglaszal prace o tym samym przedmiocie (Lond. math. Soc. 1863,
Phil. Trans. 1865). W latach 1866—1868 Battaglini oglosit(Ace.
Nap. Rend. 1866: Atti Ace. Nap. 1866, IV 1868: Giorn. di Batt. VI,
Vi, X} badania wlasne nad kompleksami, podat ich whsnosei vgdlne,
teorye pewnego szezegolnego kompleksn kwadratowego, ktory nosi
jego nazwisko, zaproponowal znikowanie symboliczne, ktére poiniej
Clebseh udoskonalil (patrz § 2), wreszeie podal liezne zastos swi-
nia Geometrvi linii prostej do mechaniki (Ace. Napoli 1869—1870).
Powigdzy pracami, nastepujacemi po tamtyeh, wymieniamy prace
Clebseha (Math, Ann. II X), Kleina (tamze II, V. VII, XXII
itd,rozprawazr. 1868 przedrukowana w Math, Ann. XXIT), Liego
(Muth. Aun. V. patrz ,Prace mt. fiz.®, Warszawa, t. XI), Reye'go
pairz § 41, Vossa (Math. Ann. IX), Segrego (Ace. Torino,
1883—1884) it . Sturm oglosit w trzech tomach traktat syste-
matyezny o tej teoryi (Die Gebilde I u. Il Grades der Liniengeome~
trie, Lipsk 189293 —96). Szezagdoly bibliografiezne, ktore podamy
jeszeze w nastepnyeh paragratach, znales¢ moZna w wielokrotnie ¢y-
towanej pracy historyeznej prof. Loria

Sturm w eytowasem wyzej dziele wprowadza odmienne nieco
nazwy dla kompleksow i kongrueneyj; kompleks liniowy nosi u niego
nazwe Strahlengewinde albo wprost Gewinde; kompleks
Iiniowy specyalny nazywa Strahlengebiisch albo wprost Ge-
biiseh, kongrueneya lintowa - Strahlennetz Niektorzy au-
torowie niemiecey przvjeli te nazwy.
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W
1

Kompleks algebraiczny ogdlny stopnia n. Znakowanie symboliczne
Battagliniego i Clebscha. Formy niezmiennicze kompleksu.

Kompleks algebraiczny stopnia n indy-
widunalizuje sie przez
(ra +-3')_(u—{—3) 2= §

)
prostych, skad wynika, ze do wyznaczenia kom-
pleksuliniowego potrzeba b prostyeh, kwa-
dratowego zas 19 prostych.

Wszystkie proste kompleksu, opierajace sie na okreslonej
proste] w przestrzeni, tworzg naturalnie kongruencye, ktdra jest
przecieciem zupelnem kompleksu zinnym kompleksem linio-
wym specyalnym, utworzonym przez proste, oplerajace si¢ na
prostej danej; wszystkie proste tej kongruencyi
sg stycznemido jednej 1 tej samej powierz-
chni, ktéra nazywa sie powierzchnia kompleksu
(Complexfliche. Pliicker) Stosownie do tego, czy prosta
dana znajduje sie w skonczonosci Ilub w nieskonczonosci, po-
wierzchnia kompleksu nazywa sie poludnikowa albo
réwnikowa (Plitcker).

Jezeli przez prosta danyg przesuniemy plaszezyzue, to
wszystkie proste kompleksu, znajdujace sig na te] plaszezyznie,
obwodzy krzywa: powierzchnia kompleksu jest
miejscem takich krzywychobwiednich.

Stozek, ktorego wierzcholek znajduje si¢ w punkeie prostej
a tworzace sy prostemi kompleksu, jest opisany na powierzchni
kompleksu, stad powierzchnie te mozna nwazaé
jakoobwiednig stozkéw kompleksu, ktérych
wierzcholkiznajdujasie w punktach prostej.

Powierzchnie kompleksu stopnia n sa rzedu i klasy 2n(n—1),
a prosta, na ktdrej opierajg sie jej styczne, bedgce prostemi kom-
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pleksu, jest prosty wielokrotnyg rzedu n(n—1); prosta ta jest wie-
lokrotna dla powierzchni uwazane juz to jako miejsce, juz to
jako obwiednia. Dla kompleksu stopnia 2-go, powlerzchnie te
sg zatem rzedu 4-go 1 klasy 4-ej i maja prosta podwéjna.

Proste przestirzeni, do ktérej nalezs powierzchnie komple-
ksu, przechodzace przez jeden punkt albo styczne do tej samej
plaszezyzny, tworza kompleks stopnia 2(n —1)

Istnieja pewne punkty w przestrzeni, w ktérych proste
kompleksu, przez nie przechodzace, tworzs stozek z podwdjna
tworzaca; sa tez pewne plaszozyzny w przestrzeni takie. ze
obwiednie prostych kompleksu, znajdujacych siq na tych plasz-
czyznach, maja styczne podwojne. Te punkty 1 te pIa.wszny
nazywaja si¢ osobliwemi; miejscem pierwszych
jest powierzchnia bedaca obwiednia drugich
(Pasch, Rozpr. Giessen 1870, Crelle LXXVI) i nazwana po -
wierzchnia osobliwosci kompleksu

Prosta podwdjna dla stozka, wychodzaca z jednego z jej
punktéw, jest tez podwodjna dla obwiednie], polozone] na _]ednej
z plaszezyzn, przez nig przechodzacyeh. Ta prosta nazywa sie
prosta osobliwa kompleksu.

Moze sie zdarzyé, ze wszystkie punkty prostej sa punktami
osobliwemi 1 wszystkie plaszezyzny, przechodzace przez nig. sa
plaszezyznami osobliwemi; wtedy prosta jest prosta podwdjng
kompleksu. liecz nie moze to mie¢ miejsca w kom-
pleksie ogdlnym.

Powierzchnia osobliwosci kompleksu stopnia
n jest rzedu 1 klasy 22(n—1)? (Clebsch, Math Ann V).
Proste osobliwe kompleksn sg przecigeiami zupel-
nemikompleksuzinnymkompleksemstopnia 2.n-1),
tworzyg przeto kongruencyg stopniaiklasy 2n(n--1).

Podajemy tu nastepujace twierdzenia Clebscha (Math.
Ann, V)

Wierzcholki stozkéw, nalezacych do kompleksu stopnia %
1 przecietych przez prosts stalg w u punktach, dla ktérych znika
pewien niezmiennik dwéjkowy stopnia &, tworza powierzchnig
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stopnia kn, zawierajaca te prostg stala, jako wielokrotna o wielo-

. ken
krotnosci —, - .

Proste, przecinajace stozek, nalezacy do kompleksu stopnia
n. w n punktach. majacych okreslona wlasnosé niezmiennicza,
{dla ktorvch znika pewien niezmiennik dwdjkowy stopnia k),

tworzg kompleks stopnia 'E;— i

Tym twierdzeniom odpowiadaja oczywiscie twierdzenia
dwoiste, ktore otrzvmujemy, zaste] njac wierzcholki stozkéw
plaszezvznami krzywych obwiednich. prosta punktows pekiem
plaszezyzn i t. d.

W przypadku » =4 otrzvmujemy:

Wierzcholki stozkéw. nalezacych do kompleksu stopnria
4-go i przecietych przez prosta stala w czterech punktach ré-
wnoanharmonicznych albo harmonicznych, tworza powierzchnig
rzedn 8-go albo 12-go. ktérej ta prosta jest poczworng lub po-
szostna.

Proste przecinajace stozek okreslony stopnia 4-go w czte-
rech punktach réwnoanharmonicznych albo harmonicznych. two-
rzg kompleks stopnia 4-go albo 6-go.

Majac kompleks ('=0 stopnia », mozemy okresli¢ k o m-
pleksy biegunowe prostej wprzestrzeni wsposéb zupelnie
analogiczny do tego, jaki jest stosowany w zwyklej teoryl bie-
gunowosel; jezeli p,, sa spélrzednemi prostej danej, wtedy réw-

. J . .
nanie X En-q p'y=0 przedstawia kompleks stopnia n—1, na-
o
zwany kompleksem biegunowym danego. W ten
spos6b otrzymujemy inne kompleksy biegunowe.

Battaglini, a ponim Clebsch, wprowadzil w przedsta-
wienin analityeznem komplekséw rachunek symboliczny, analo-
giczny do rachunku, uzywanego w teoryi niezmienniczej krzy-
wych i powierzechni. Oto ten rachunek w postaci, udoskonalo-
ny przez Clebscha (Math. Ann. II).
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Jezell spélrzednemi sa py;, to réwnanie kompleksu alge-
braicznego jest postaci:

4
l Uy, kb im - s Pyt Pon - - o = 0
1

polozmy symbolicznie:
Top bl = » o == QuGprllym « o . . . s

wtedy strona pierwsza poprzedzajacego réwnania wyrazi sig
jako potega symboliczna wyrazenia liniowego, t. j. jako

N

4
[2 M,y p.p';
1

gdzie symbole a, maja wiasno$¢ zmieniania znaku przy przesta-
wianiu skaznikéw ¢1j. Otdz dowodzi sie, ze mczZna zawsze
ito tylko jednym sposobem wyrazic¢ strone pierw-
szg rownania kompleksu jako n-ta potege symbo-
liczng pierwszej strony réwnania kompleksu li-
niowego (symbolicznego) specvalnego, t j. maja-
cego prosty stala, jako kierownice,

Niechaj I’=0 bedzie réwnaniem kwadratowem. ktéremu
czynia zadosé spélrzedne p,; jest widocznem. ze rownanie F=0
kazdego kompleksu stopnia #>1 daje sie zawsze przedstawié
w postact F4-MP=0, gdzie F=0 jest rOwnaniem danem, M za$
formg stopnia n-—2 ze spélezynnikami dowolnemi. Jezeli
W powyzszem wyrazeniu symbolicznem polozymy:

a,

gy = a,bj—fq:’:, hy=1.2 4,4 ,

wtedy kompleks liniowy X'a,;p,=0 staje sig kompleksem pro-
stych, opierajacychsie na prostej, laczacej dwa punkty (a,,a.,a5,a,),
(&y, by, by, b,); lecz to znakowanie symboliczne daje sie stosowaé
wtedy tylko, kiedy pomiedzy spélczynnikami istotnemi kompleksu
zachodzg pewne zwigzki liniowe, stajace sie tozsamosciowemi,
gdy spélczynniki istotne wyrazimy przy pomocy czynnikéw typu
a,bj— a;b,. Otdéz jedyny zwiazek, istniejacy pomigdzy temi
czynnikami, jest
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(@, by —auhy) (ayby— abs) + (@, by —agby) (a b, —as by)
- (a by —ayhy) (@gby—a,by) = 0.

Stad jedynemi zwigzkami stopnia z-tego pomigdzy
wyznacznikami typu a,b;—a;b, beds te. ktére otrzymujemy,
mnozac zwigzek poprzedzajacy przez jakakolwiek kombinacye
jednomianows stopnia #—2 tychze wyznacznikéw; jezeli to
uezynimy, to kazdy z trzech wyrazéw poprzedzajacego zwigzku
stanie sie spolczynnikiem istotnym kompleksn; pomiedzy te-
mi spélezynnikami musi tedy zachodzi¢ zwigzek liniowy:

Oy ngrtme -+ + = Gigs 420 imy -+ - T Gpgyon tmy - - - = 0.

Ot6z, w ogélnosci pomigdzy spélezynnikami wyrazenia F'
nie zachodza zwiazki tego gatunku, ale mozna zawsze wy-
braé¢ ito jednym sposobem forme¢ M tak, aby
spélczynniki wyrazenia F4+MPczynily zadosé
tym zwigzkom. Dowiddl tego Clebsch (Math. Ann.
IT). Postaé, ktéra w ten sposéb przybiera réwnanie kompleksu,
nazywa si¢ postacia normalna. Clebsch okazal, ze

jest nig:
P £
-\ ________ —\} . 3 3 W
F— | n+1 F4+ 15 {N‘f‘l)” £ 1.2.3. (n+ljm(n-1) VF .
gdzie
#F | OF )

T s « AN — ) AP . ;
o 0 T i wuwﬂ,A}_mA}LAF_;LMAFﬂlti
Przestrzen prostych przeksztalca sie na samg siebie przez
kazde przeksztalcenierzutowe lub dwoiste prze-
strzeni punktéw 1 plaszczyzn; grupa wszystkich przeksztalcen
Lniowych pomiedzy spélrzednemi p,,, przez ktére przestrzen
prostych przeksztalca si¢ na samg siebie, jest grups wszystkich

1 tylko tych przeksztalcen liniowych, dla ktérych zwigzek

= Phalss + Pr3Ps2 + PraPss = 0
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pozostaje niezmienionym Spélczynniki kompleksu niechaj beda
@y ux- - ., spolezynniki prreksztalconego przez jedno z tych prze-
ksztalcen niechaj beda ¢, u...; te drugie wyrazaja sie liniowo
przez pierwsze. Pojecie niezmiennikéw kompleksu wy-
plywa stad bezposrednio; niezmiennikiem (albo spéi1-
zmiennikiem) stopnia & kompleksu nazywamy
funkcye wymierna calkowity stopnia & wzgledem spdlezynni-
kéw a (albo stopnia &k wzgledem spdélezynnikéw « i innego ja-
kiegokolwiek stopnia wzgledem spélrzednych p), ktéra — jezeli
odwrécimy uwage od ewentualnego czynnika, bedacego potega
wyznacznika podstawienia -- pozostaje niezmienions, gdy zamiast
ilosei ¢ podstawimy ilosci @’ (albo gdy zamiast ilosei a podstawimy
iloscl a’ 1 zamiast spolrzednych p spélrzedne przeksztalcone p')

s
(oL

Kompleksy liniowe.

Réwnaniem ogdlnemn kompleksu liniowego jest:

4
Xogp, = 0.
1

Przyjmijmy, ze spdélczynniki « czynia zados¢ zwigzkowi:
A = Gy Gy + Oyg Qag - gy t3 = 0;

wtedy kompleks bedzie utworzony przez wszystkie proste, opie-
rajace sig na prostej danej, ktérej spélrzednemi s ilosci a,;: ma-
my kompleks liniowy specyalny. Kompleks
liniowy ma jedynyniezmiennik 4.

Jezeli damy sobie punkt w przestrzeni, to proste kompleksu,
przezeh przechodzace, znajdujg sig¢ na jednej plaszczyznie i sa
wszystkiemi prostemi plaszczyzny, przez ten punkt przechodza-

Pascal. Rep. IL 29
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vemi; jezeli znowu mamy dang plaszczyzue, to wszystkie na niej
polozone proste kompleksu obwodza punkt.

Przy pomoty kompleksu ustanawia sig tedy biegnuowosé
przestrzenna specyalna, a mianowicie jedua z tych, ktére nazwa-
lismy biegunowosciami gzerowemi lub ukiadami
zero wemi (patrz Rozdz I § 4, Rozdz. X § 2). Punkt 1 plase-
czyzna, sprzezone w tcj biegunowosci, nazwaé mozna takze
sprzezonemi wzgledem kompleksu.

Dwie proste przestrzeni, odpowiadajgce soble w bieguno-
woscl zerowej, nazywaja si¢ sprzezonemi wzgledem
kompleksu; proste kompleksu liniowego sg
sprzezonemisame ze s0ba.

Dwie proste sprzezone, jezeli nie zlewaja sig, nie mogs sie
spotykaé. Kazda prosta, opierajaca si¢ na dwéch prostych
sprzezonych, nalezy do kompleksu; odwrotnie, kazda prosta
kompleksu, spotykajgca prosta, nie nalezyca do niego, spotyka
takze i prosta sprzezona.

Srednicami kompleksu nazywamy proste sprzezone
z prostemi w nieskonczonosei przestrzeni; plaszezyznami
srednicowemi kompleksu nazywamy plaszezyzny sprze-
zone z punktami w nieskonczonosci.

Srednice sy wszystkieré6wnolegle do sie-
bieidoplaszczyznsrednicowyech.

Proste kompleksu wliczbie nieskonczo-
nej, znajdujagcesie na plaszezyznie srednico-
wej,sg wszystkierownolegle.

Osig kompleksu nazywa sie jego srednica (jedyna), pro-
stopadla do plaszczyzn, przechodzacych przez sprzezona z nig
prosta w nieskonezonosei.

Dla kazdej prostej kompleksuilouzyn jej
odlegloscinajmniejszej od osi przezstyczna
trygonometryeczng kata, jaki tworzy z osis, jest
staly. Ten iloczyn staly nazywasie parametrem kom-
pleksu.

Kompleks liniowy przeksztalca sig sam
nasiebie przez kazdy ruch srubowy (helisoi-
dalny) okolo wlasnej osi.
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Kompleks liniowy mozna utworzyé rozmaitemi sposobami:
1. przy pomocy prostych zjednoczonych biegunowos:i zerowej;
2. budujae wszystkie proste, opierajgce sie na réznych parach
tworzaceych sprzezonych w jakiejkolwiek inwolueyi. ustanowio-
naj pomiedzy tworzacemi kwadryki (Chasles, Journ. do Lion-
ville (1) IV); 3. budujac wszystkie proste, przecigte przez dwa
wzajemnie rzutowe peki plaszezyzn wedlug prostyeh punkto-
wych w inwolueyi; 5. budujgc proste, zktérych dwie proste pun-
ktowe o pokladach nie spotykajacych sie, rzucaja sie wedlug
inwolucyi plaszezyzn; 4. budujac wszystkie proste, opierajace sig
na parach odpowiadajacych sobic promieni w dwéch pekach
rzutowyech promieni w véznych plaszezyznach 1 z réznemi $rod-
kami, ale majacych promien wspélny, odpowiadajacy samemu
sobie (Sylvester, Compt. rend. LII, 1861).

O konstrukeyi kompleksu liniowego z danveh pieciu jego pro-
stych patrz Sturm L e str. 107 i nast.

/g
He

Peki | sieci kompleksow liniowych.

Majac rodwnania dwéch komplekséw liniowych, utwérzmy
kombinacye liniows pierwszych ich stron 1 przyréwnajmy jg do
zera; otrzymamy wtedy réwnauie peku kompleksdow
liniowych,

Pek komplekséw liniowyech zawiera wogdl-
nosci dwa kompleksy liniowe, ktére sg specyal-
nemi.

Stad:

Przeciecie dwéch komplekséw liniowych jest w ogdle kon-
gruencya rzedu i klasy 1 (kongruencya liniowa — kongruencya
podstawowa peku), utworzons we wszystkich prostych, opiera-
Jjacych si¢ na dwdch prostych danych.
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Jezeli dwa kompleksy specyalne pekn zlewaja sie, wtedy
kongruencya, bedaca ich przecieciem, jest kongrnencya spe-
cyalna. majacy jedng tylko kierownice.

Jezeli wszystkie kompleksy pekun sa specyalnemi, wtedy
kongruencya, bedaca przecieciem ich jest utworzona ze wszyst-
kich prostych, znajdujacych sie na jednej plaszezyznie i ze
wszystkich prostych przestrzeni, przechodzacych przez jeden
punkt tejze plaszezyzny.

Osi wszystkich komplekséw liniowych peku tworza po-
wierzchnie prostoliniowa szescienng o kierownicach réznych.
z ktorych jedna jest kierownicg w nieskonczonoscl. Rdwnanie
tej powierzchni prostoliniowej daje si¢ sprowadzi¢ do postaci :

z(x*+ ) —rxy = O (Pliicker)

Cayley nazywajacylindroida.

Jezeli mamy rownania trzech komplekséw liniowych: (=0,
C'=0, C"=0, to réwnanie C+41C’'+ uC"=0 przedstawia
siet komplekséw liniowych.

Przecigcie trzech komplekséw liniowyeh jest w ogdl-
nosei powierzehnia prostoliniowa rzedn 2-go; co! kierownic
wszystkich komplekséw liniowyeh, zawartych w sieci, tworzy
drugi uklad tworzacych tejze samej prostoliniowej rzedu 2-go.

Osi wszystkich co® kompleksow sieci tworzg kongruencye
rzedu 2 go i klasy 3-ej, skladajaca sie z prostopadlych wspdl-
nych co? parom tworzgcych prostoliniowej rzedu 2-go podsta-
WOWe].

Kompleks liniowy badali pierwsi: Giorini (Mem. Societa
dei guaranta XX, 1828), Mobius (Crelle X) i Chasles (Corr.
math. VI, 1836, Journ. de Lionv. IV, 1839): potem rajmowali sie
niemi, préoez Pluckera, Reye (Crelle LXIX, LXXXVI, XCVit.d.),
Pasgeh (tamZe LXXV), D'Ovidio (Ace, Torino 1881, Ann. di mat.
VHII, Lincei (2) I, De Paolis (Mem. Lincei 1885) i t. d.

Naleiy zauwaiyé, Ze teorva figur wzajemnych w statyce gra-
fieznej ma zwigzek najéeislejszy z teorya kompleksow liniowych.

Badano ukiady komplekséw liniowych, pozostajace w zwigzku
rzutowym, i utwory geometryczne, utworzone przez proste wspélne od-
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powiadajacyvw sobie kompleksowm (patrz Sc gre, Ace. Torino 1883 —4,
Montesano, Ace. Napoli 1886).

O hadanin przestrzeni prostoliniowej, a w szezegolnofei kom-
pleksow liniowyel przy pomoey Geometryi stozkowyeh na plaszezy-
znie putrz Cremona (Giorn. di Battag, VHI), Aschieri (Rend.Ist,
Lowb. 1879, Mewmorie, tamze 1883), Segre (Acc. Torino 1885).

Odwzorowanie kompleksu liniowego w przestrzeni punktowej
(pierwszy powyst tego odwzorowania zawdzigezamy Kleinowi)
badali speeyalnie Caporali (Mem. Lincei 1877—1878) u D el
Pezzo (Rend. Palermo I).

o
o

Kompleksy liniowe inwolucyjne Kleina.

Jezeli dwa kompleksy liniowe
X aipy, =0, X bypy=0
sa takie, ze niezmiennik

@pa gy = g, bys -ty by = iy bys = Gy 0yy + by
jest zerem, wtedy dwa kompleksy nazywajs sig inwolucyj-
nemi (Klein, Math. Ann. II).

Kazdy kompleks liniowy specyalny jest
inwolueyjnym ze samym soby.

Moze by¢ az do szesciu komplekséw liniowych, z ktérych
kazde dwa s ze soba w inwolucyi; istnieje co'® takich szdstek
komplekséw liniowych; kazda z tych szdstek sklada si¢ zawsze
z samych komplekséw niespecyalnych.

Badanie tych szdstek wiaze sie z nowemi spolrzednemi
prostej, wprowadzonemi przez Kleina (patrz § 1). Jezeli przez
r,=0o0znaczymy réwnania szesciu komplekséw széstki, wtedy row-
nanie kwadryki zasadnicze] przestrzeni pieciowymiarowe] (patrz
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§ 1) bedzie X o?=0. Kazdy inny kompleks lintowy wyraza
sie réwnaniem Xa,+, =0, a dwa kompleksy Xa,2, =0,
Xh,r,=0 sg inwolnevjnemi wtedy, gdy Xa.b, =0.

7 szescin komplekséw inwolucyjnych przecinajg sie kazde
dwa razerr weldlug 15 kongruencyj liniowych o kierownicach
réznych (patrz § 11): kierownice jednej z nich naleza do czterech
innych kompleksiw zasadniczvell 1 opierajg sig na 12 kierowni-
cach szescin kongruencyj. przez nie ohreslonych.

Wychodzace z tveh pojeé,otrzymujemy godne uwagi konfi-
guracye i jedne kounfiguracye 16 punktéw 1 16 plaszezyzn, te
sama, cu konfiguracye punktiw i plaszezyzn vsobliwych powierz-
chni Kummera (pat1z Rozdzial XII).

Co do inuyeh szezegolow patrz Klein (l.e) Koenigs
(Geom. réglée, Ann. de Toulouse VHI 1843) i dzielo Sturma. O za-
stosowaniach do powierzelni Kummera patrzrozprave Reichardta,
evtowana w § 3 Hozdzialu XTI

S b,
Kompleksy kwadratowe w ogélnoseci.

Kompleks kwadratowy zalezy od 19 sta-
ych, a wigccharakteryzuje sie przy pomocy
19 swoich prostych.

Powierzehnia kompleksu, odnoszaca sie
do danej prostej r, jest rzedui klasy 4: prosta
rjestdlauiej prosta podwéjna (patrz wyzej).

Miejscem wierzcholkdw stozkow kompieksu, wzgledem kté-
rego dwa punkty s3 wzajemnemi, jest powierzchnia rzedu 2-go,
przechodzgca przez dwa punkty (Battaglini).

Na kazde]j prostej r sq cztery punkty A, d,, d;, 4, takie,
ze stozki kompleksu, majace w tych punktach wierzcholki, roz-
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padaja sie na dwie plaszezyzny; przez kazda prosty + przechodzy
cztory plaszezyzny a,, as, a,. ay takie, zZe proste kompleksu, po-
ozone na nich, obwodzy dwa punkty.

Punkty A sa punktami ostrzowemi dla powierzchni kom-
pleksu. odnoszacej sig do prostej » (podwojnej dla powierzchni);
plaszezyzny zas a sg czterema plaszozyznami. przechodzgcemi
przez prosta r, ktérych dwa punkty stycznosci z powierzchnig
zlewaja sie w jeden.

Stosunek anharmoniczny czterech punktéw 4 réwna sie
stosunkowi anharmonicznemu czterech plaszezyzn o (Klein
Math. Ann. IL VII).

Punkty 4 i plaszezyzny a tworza 1 obwodza te sama po-
wierzchnie rzedu i klasy +-ej (powierzchnie osobliwg kompleksu
kwadiatowego) (patrz § 2. Ta powierzchnia jest powierzchnig
Kummenra.

Kazdemu punktowi 4 odpowiada prosta a, przezen przecho-
dzgcea (prosta podwdjna stozka z wierzcholkiem w punkeie A);
kazdej plaszczyznie « odpowiada prosta ', na niej polozona
(prosta podwdjua dla obwiednie], polozonej na plaszezyznie a);
proste « i @ s3 prostemiosobliwemi kompleksu
(patrz § 21

Do kazdej prostej osobliwej 7 nalezy punkt osobliwy S na
na niej i plaszezyzna osobliwa g, przez nia przechodzaca; jest
ona styczna do powierzchni osobliwej w punkcie osobliwym §
i przecina te powierzchnie w dwéch innyeh punktaci, ktore sg
srodkami dwdch pekdw, polozonych na plaszezyznie osobli-
wej 6 Dwie inue plaszezyzny styczue, poprowadzone przez
prosta s, sy dwiema plaszozyznami., tworzacemi stozek o wierz-
choltku w paukeie S.

Kazda plaszezyzna z przecina powierzehnie osobliway we-
ding krzywej styczne] w kazdym punkeie przeciecia do krzywej
kompleksu (patrz § 1), polozonej na plaszezyznie z: proste
styczne wspolne sg prostemi osobiiwemi dla kompleksu; wiasno-
$ci te] odpowinda wlasnosé wzajemnie dwoista.

Plaszezyzny tukie, Ze polozone na nich kizywe kompleksu
przecinaja dwie proste dane, albo przecinajg jedne prosty i do-
tykaja jednej plaszczyzny, albo wreszcie dotykaja dwu plasz-
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czyzn, obwodza powierzchnie rozwijalna klasy 16 albo 8 albo
wreszcie 4 e].

Powirrzchunia prostoliniowa, utworzona przez proste 0so-
bliwe, spotykajace prosta dang, jest rzedn S-go, a wszystkie pro-
ste osobliwe tworza kongruencye rzedu i klasy 4.

Jest 16 plaszezyzn, na ktérych krzywe kompleksu sa ntwo-
rzone z dwu punktiw nieskonczenie blizkich—i wzajemnie: jest
16 punktéw. w ktérych stozki kompleksu skladaja sie z dwéch
zlewajgcych sie plaszezy zu.

Te 16 punktéw 1 16 plaszezyzn sa punktami i plaszezyzna-
mi osobliwemi powierzchini Kummera, ktdra jest powlerzchnig
osobliwg kompleksu Te 16 punktéw znajduja sie na wszyst-
kich powierzehniach kompleksu, odnoszacych sie do jakichkol-
wiek prostych, a 16 plaszczyzn dotyka tychze powierzchni.

Jezeli dana jest powierzchnia Kummera, to kompleks two-
rzy sig w sposéb nastepujacy: Na plaszezyznie styeznej ¢ do
powierzchni w punkeie S wezmy prostg osobliwa s kompleksu;
ta prosta przecina powierzchnie w dwdéeh innych punktach.
Wezmy na plaszezyznie ¢ dwa peki promieni, ktérych srodki
znajdujg sie w tych punktach: ogdl tych wszystkich cc? pekdw,
otrzymanych przy zmienianin plaszezyzny o, jest wilasnie kom-
pleksem zgdanym.

Rozwazmy teraz pek promieni ze srodkiem w punkeie
polozonych na plaszezyinie o oraz o=? takich pekéw. Dowodzi
sig, Ze mozna ustanowié pomiedzy niemni odpowiednivsé rzutows
taks, Ze jezeli wezmiemy w jednym z nich jakikelwiek promies,
a we wszystkich innych promienie mu odpowiadajace. i jezeli biaé
bedziemy dwa inne puukty spotkania tych promieni z powierz-
chnig, a nastepnie dwa peki promieni, polozone vdpowiednio ua
plaszezyznach stycznych 1 majace srodki w tych dwdch pun-
ktach, wtedy te co? pekéw promieni tworzg inny kompleks kwa-
dratowy, majacy te sama powierzchuie osobliwa, co kompleks
dany. Mamy tym sposobem co! komplekséw kwadratowych,
ktére nazywaja si¢ spdlogniskowemi (Klein i Lie,
uSegrego—omofocali)lub bgdgcemi winwolu-
¢yi(Schur) Inb wreszcie spétosobliwemi (Sturm).
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Poniewaz réwnanie powierzchni Kummera zalezy od 18
staiych. réwnanie za$ powierzchni kompleksu kwadratowego od
19 stalych, przeto istotnie, jak widzimy, bedzie oc T komplekséw
kwadratowych z ta sama powierzchnia osobliwa.

Co do sposobu ustanowienia opisanej wyzej odpowiedniosei od-
sylamy do Sturma L e I str, 32,

Kazda prosta przestrzeni nalezy do czte-
rech komplekséw spélogniskowych.

Kongrunencya ntworzona przez proste oso-
bliwe kompleksu kwadratowego, mo“e by¢ uwa-
zana jako przeciecie kompleksudanego zin-
nym kompleksem, nieskonczenie malordznia-
cym sieod pierwszego wszeregu komplekséw
spdtogniskowych z danym.

Prosta osobliwa kompleksu. ktdia jest scisle styczng
(0 stycznoscl tréjpunktowe]) do powierzehni Kummera, nazywa
sie prosta osobliwa rzedu 2-go kompleksu
(Segrep jezell zas ma stycznosé czteropunktowa z powierz-
chnig Kuminera, nazywa sie styczna osobliwa rzedu
3-go (Segrel.

Proste osobliwe rzedu 2-go komplelsu kwadratowego two-
rzy powierzehnie prostoliniowa rzedun 1U; proste zas osobliwe
wszystkich kompleksow szeregu spélogniskowego tworza kon-
gruencye rzedu 1 klasy 2.

Prostych osobliwych rzedu B-go kompleksu kwadratowego
danego jest B2; proste osoblive komplelséw szeregu spélogni-
skowego tworza powierzchnie prostoliniows rzedu td-go, ktéra
rozpada sie na 16 obwiednich kwadratowych, zawartych w kaz-
dej z plaszczyzn podwéjnyeh powierzchui Kummera 1 na 16
stozkow kwadratowych, wycliodzacyeh z kazdego z 16 punktéw
podwiéjnych tejze powierzchni.

Jezeli zastosujemy spdlrzedne Kleina (§ 1), to réwna-
nie kompleksu kwadratowego da sie napisaé w po-

e
staci Xkou =0, gdzie spélrzedne x s3 polaczone zwigz-

U
kiem X.r*=0. Proste osobliwe rzedu 1l-go sa przecieciem
1
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kowmpleksn danego z kompleksem . majacym za rownanie
‘/’..’J,“——*U proste usobliwe rzedn z-wn sa przecigciem kon-

grusncyi poprsdayjgen] z k:‘)mplelmwm g !:‘- rf =0, wreszcie

s
dla prostych osobliwyed rzedn 3-go mamy Xk,'0*=0. R w-
1
naniem szeragn kompleksiw spologniskowych
&k
est -
] ' 1 1’4,—{-.&

Znaby mmniemac¢, 7e pomiedzy temi cz kompleksami niema kom-

=1 -_;:!zfﬁ A 1est pm'muﬁrbnl Zmleunym, Mo-

[
pleksu o rdwnaniu X'/, 1,2=1; ale zauwazmy, ze réwnanie to
1
h
mozna napisa¢ w postact ik, +u)r. ‘=0, gdyz X »*=0. aréw-
1

nanie szeregu komplekséw w postaci:
| vk 5
x : . ' }J =0lbx U .jIPH-’ =0,
P R 1 (@ Akt

s f,-q—'u

-

= -|-l 0. Mnozac przez przez k, — 2, przyj-

Inb wreszuie

b+ 4 : g
mujae, ze 1 dazy do c2 iz nwagi. Ze lim ol =1 (dla i=12,.. 6}
FETO L R

otrzymujemy Xk, uixt=0.
1

Kompleksami kwadratowemi zajmowal »iv pierwszy Batta-
glini 1 Aee, Napoli 1865, (+iorn. di Batt VI, ktory badal szezerdlny
komplehs kwadratowy. noszaey jego nazwisko. (patvz § 7). nalexy
wazakze padmienié, Ze 2z poczatku mniemal on. Ze ten kompleks
jest majogclniejszy, ezemu potew zaprzeezyl Klein (Rozpr. Bonn.
1868). W dziele Pluekera podana jest po raz pierwszy teorya
kompleksOow kwadratowy el ktore hyly potem szexzegolowiej badaue
przez ('lebseha, Kleina, Liego: wykiadowi obszernemu
teoryi tyeh kompleksow jest poswiccony tom I eytowanego juZ
dzieta Sturwa. Z innych prac o kompleksach kwadratowyeh  wy-
mieniamy: Caporaliego (Lincei Mem. 1878) ktéry podal ich od-
wzorewanie w przestrseni punktowej, 8 ¢ hura (Rozpr. Berlin 1879),



Klasyvfikaeya kompleksow kwadratowyeh. 459

Reye'ego (Crelle. LXXXVI, XCIIL, XCV, XCVIL, XCVII), degre go
(Aee. Torino 1883—4) ktéry rozwija teorye Kleina, t j. bada
geometrve na kwadrvee w przescrzeni picciowymiarowej, Monte-
sano (Aee. Napoli 1886) i t. d. O klasyfikacyi kowmpleksow kwa-
dratowyeh i o najbardziej godnyvelr nwagi takich konipleksach mowimy
w paragratach nastepuyeh. O teoryi biegunowosei (patrz § 2) wzgle-
dem kompleksu kwadratowego, o hiegunowosei (bedacej szezegdlnym
przypadkiem poprzedniej) sredunie, srodkéw i t. 4. pisal speeyalnie
Plueker (patrz § 567—383 tomu I dziela Sturma). Revye
(Crelle XCVHI} podal kilasvlikacye kompleksow ogolnyeh stopnia
2-go, oparty na liczbie elementdw nrojonyeh w nich zawartveh. Od-
rozuia on kompleksy hyperholiczne, paraboliezne. eliptyczneiurojone,

§

L]

Klasyfikacya komplekséw kwadratowych

Oznaczmy przez P =0 (patrz § 2) zwiazek kwadratowy
tozsamosciowy pomiedzy spélrzednemi prostej Ilub rdwnanie
kwadryki zasadnicze] w przestrzeni pieciowymiarowej, przez
C=0 rdownanie innej takiej kwadryki w tejze przestrzeni, ze
przecigcie jej z plerwszg daje rozmaitosé, odpowiadajacy kom-
pleksowi kwadratowemu prostych — Utworzymy klasyfikacye
komplekséw, vozwuzajagc wyréznik kwadryk: P4iC=0,
bedacy stopuia széstego wzgledem 14; wyréznik ten jest wlasui-
wie wyznacznikiem A rzedu 6-go. Jezeli pierwiastk: tego
wyznaczuika sa wszystkie rézne, t. j. gdy pek kwa-
dryk zawiera szesé stozkow réznych, wtedy mamy przypa-
dek kompleksnogédlnego z 19 stalemi (patrz § 6);
powierzechnia osobliwa jest wtedy powiersz-
chnia ogdélna Knmmera. Moze sig zdarzyé, ze powierz-
chnia ta staje sie tetraedroida (patrz § 4 Rozdz. XII), wtedy
mamy t. zw. kompleks Battagliniego lub kompleks
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harmoniczny. ktorego przypadkiem szczegdlnym jest
kompleks Painvina;w tym ostatnim powierzchnia oso-
bliwa jest powierzchnia Fresnela (patrz Rozdz. XIT § 4
Nalezy dalej rozwazy¢ przypadki, w ktérvch uiektire z pier-
wiastkow  wyidzmka A sa réwne, lecz zuden z uich uje
zamienia ua zero wszystkich minoréw izedu H-go wyzna-
cznika rzedn ti-go. Wriedy niektére ze stozkéw kwadry-
kowych, o ktoryveh mowa wyzej, zlewaja sie. Dajmy,
dla ustalanmia mysh, z» zlewaja sie dwa z nich. trzyitd;
wtedy kompleksy oznacza¢ bedziemy symbolami [21111],
[31111]1t. d.: kompleks zas ogdlny oznaczac bedziemy analo-
gieznie przez |111111]. W tych przypadkach kompleks ma
proste podwdjne (patrz § 3), ktore sg zarazem prostemi podwdj-
nemi dla powierzchni osoblinej. Précz przypadka
ogilnego, rozrézniamyl0przypa dkdw i otrzymu-
Jemy nastepujgca tablice:

| Liezba
M | Symbol | sta- Liezba pl‘}oesfg']tl:h kom- Powierzehnia osnbliwa
‘ ‘ fyeh | P

]
f Rzedu i klasy 4-ej z jed-

|
1 1
2 |21111] [ 18 | 1 ng prosta podwijng. Jest
-5 | | ona powierzelinia komple-
3 | [3111] ! 17 | 1 ksu kEwadratowego ogdlng,
j ! ! A odnoszaey sie do Jedne) ja-
! i | kiejkolwiek proste), — do
: | (i} ! X0 ! 4 prostej kompleksu, — do
5 [51] : 15 | 1 osobliwej rzedu 1-go,

| wreszeiedo'usobliwe] rzedu
2-g0.

. Rzedu i klasy 4-¢j z 2
. ) N prostemi spotykajacemisie
6 [2211] |17 ’ 2 proste ) Powierzehnia  kompleksu
- i kwadratowego ozdlna, od-

’ s s noszaea sie do styesnej
praecinajyce sig powierzehni Kummera.
Proste sa: obie pudwijne—
jedna ostrzowa — dwie

! 08Irzowe.

=1

b2~
—

—
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Liezba ,
> : : Liczba prostyeh s : s
e ; Symbol | ;;r;; Ir podwéjnyeh kompleksu Powierzehnia osobliwa

i
] ; Powierzehnia Cayley'a
| X { | 3-go rzedu, 4-¢j klasy
i | 1plaszezyzna, przechodzg-
| 1 eca przez trzy proste (lub
| ) dwoiseie).

j i 3 proste, polozone
9 [222] | 1 ; . ;
{ i na jednej plaszezyi-

- - nie, albo tez (uwa-. Powierzehnia Steinera
0 [ | 10 1) T .. . "\ 4-orzedui3-ejklasy (patrz
| | zajge dwoikeie) | Rosdz. X1iXID i punkr
i ' przechodzaee przez na trzech prostyeh.
b [a] 0 14 jeden punkt ) Powierzechniakompleksowa

| I kompl ksu ogdlnego,odno-
: } szaea sie do prostej oso-
‘ | . bliwej rzedn 3-go

') W kompleksie [42] dwie z trzeeh prostyeh zlewajy sie, w kompleksie
[6] wszystkie zlewaja sie  Wynika <tad sprzecznodé pozorna pomiedzy rezul
fatami u rézayeh autordw: Weilerva (eyt. nizej), Segregoi Sturma.
Na okolicznosé te zwracamy uwage, celem ustrzeZenia sie od pomylek.

W przypadkach 9, 10, 11 powierzchniami osobliwemi sa
wlasciwie, préez plaszezyzny. powierzchnie, oznaczonemi nume-
rami 16, 18, 19 w klasytikacyi Cayleya (Mem. on Cubic
surfaces, Phil. Trans, 1869, Czede 1 str. 117) 1 dwoiscie.

Nalezy teraz rozpatrzyve przypadki, w ktérych wyznacznik
A rzedu 6-go ma plerwiastkl wielokrotue, zamienlajace na zero
wszystkie minory rzedu d5-go wyznacznika A, ktdre oznaczac
b>dziemy przez A, albio tez wszystkie minory rzedn 4-go. ktére
oznaczaé bedziemny przez A". Przyjmiemy uastepujgce znako-
wanie dla komplekséw w tych przypadkach. Niechaj dany pier-
wiastek wyznacznika A bedzie wielokrotnosci », niechaj jego
wielokrotnosé dla wszystkich minordw bedzie »' 1 niechaj ten
pierwiastek nie zamienia nazero ws zystkich minoréw A"
Odpowiadajacy temu pierwiastkowl kompleks oznaczaé bedziemy
symbolem [(v—2',v'), r, s... |, gdzie v+r+s+4..=6 1 gdzie r,s....
oznaczaja wielokrotuosel innych plerwiastkéw wyznacznika A
(w zalozeniu, zZe te inne pierwiastki nie zamieniaja na zero wy-
znacznikéw A').  Innemi slowy, jezeli zalozymy, Ze pierwiastek
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A -

wiclokritnosel » wyznaczuika A jest pierwiastkiein wiclokrotno-
$ei v wyznaerznikéw A, to w syvmboln. poprzednio (~tr. 460) dla
kompleksow podanym. mozna bedzie zamiast liezby » wzigé
symbol (» —»". »")  Podobnie. jezeli pewien pierwiastek jest wie-
lokrotuos i v dla wvznacznika 3, wielokrotnosel 3" dla wszyse-
kich wvznaczankow A, wreszeie wielokrotnosei »" dla wszy-tkich
wyznacznikow A", wte iy w tymze symbolu zamiast liczby » mo-
zna bedzie wzé symbol (»—#, »—»",2"). Dowodzi ~ie, ze
jest zawsze v—" =" 23" (Weierstrass) Tak np,
symbol [ 32)1] vznacza. ze z szesein prerwiastkow wyznacz-
nika A jeden je~t wielokrotnosei 3 1 jest podwéjnym ala wszyst-
kich wyznaczmikdw A symbol [(111)21] oznacza. Ze z szesciu
prerwiastkéw wyznacznika A jeden jest pojedynczym, jeden jest
podwéinym 1 nie sprowadza do zera wszystkich wyznacznikéw
A", inny znéw jest potréjnym dla A, podwéjnym dla wszystkich
wyznacznikow A", pojedynezym dla wszystkich wyznacznikiw
A"it.d. To znakowanie przemesione zostalo z teoryi dziel-
nikéow elementarnych Weierstrassa, o ktorej mo-
wimy w Rozd. TIT § 4.

Zagadmenie zasadnicze te] teoryi, a mianowicie zagadnie-
nie o rownoczesnew przeksztal enin dwéeh danych torm jednego
stopnia o m zmiennych na postaci kanoniczne zawiera w solie
dla n=2, m=6 zagadnienie o klasyfikacyi kompleksiw
kwadratowych (Klein, Math. Ann. II, str. 203) (patrz tez
Rozdz. IIT § 4 oraz najnowsze dzielo Mutha .Theorie und
Anwendung der Elementartheiler, Lipsk 1899).

Podamy teraz tablice wszystkich przypadkéw, ktére wy-
mienilismy wyzej. W tych wszystkich przypadkach powierz-
chnia osobliwa jest zawsze prostoliniows: w przypadhach, gdy
wszystkie wyznaczniki 1" znikaja dla pewnego pierwiastka wy-
znacznika A, powierzchnia osobliwa znieksztalca sie na kwae-
dryke podwdjna.



Klasyfikaeya komplekséw kwadratdwyel ]

Liezba!
X Symbol sta~ |

|
12 [anuny 13

13 [(1211] 18
4 [1)31] 15

B [anw?] 1%

% | [(4] 14

3

17 | renui] 1

|
|
ISE [(21)21] 15

19 | [@1)3] 14
20 | [@uu] 13

i
|
|

\

'Tozsamo.

Liezba prostych

| podwijnyel konipieksu Powierzelinia osobliwa

2 pnoste <kodne. Prostolinfowa rzedu 4-go
* z dwiema kierownicami po-

dwonemi 1 bez tworzaeyeh

podwdjnyeh typ XI Cre-

mony patrz Rozdz XII§ 10

3 proste, z ktiryeh je | Takaz powierzehnia z two-

dna spotyka dwie pozo- | rzacg pedwijng (ryp V Cre-
state wzajemnie skofne | mony ogilny)

}

Tozsamo Takaz powierzehnia z two-

rzgea ostrzowa (typ V Cre-

‘ mony ztworzaca ostrzows).

% proste, z ktoryeh 2 Prostoliniowa szescienna
skotne 1 2 proste spo- |z dwiema kierownicami, je-
kajgsie: jedna z dwdeh | dna podwijong i jedna poje-
pierwszych tworzy i'dynez , punkt na kierownicy
z dwiema drugiemi | podw(jnejiplaszezyzna,prze-
tréjkat a jedna tréj- | chodzgea przez kierowniee
gefan. [ pojedyriezs 1 przecinajgea kie-
| rownice podwijng w punkeie

jakimkolwiek (nie ostrzowym).

rostoliniowa szeteienna ma

[dwa punkty i dwie plaszezy-

| zny estrzowe odpowiednio na

|jedn»_} i na drugiej £ dwu kie-

rewnic
Toisamo, Takaz powierzehnia ale
, punkt i plaszezyzna sy ostrzo-

wemi.
| 2 proste skosne . Prostoliniowa rzedu % - go

|2 dwiema zlewajgeemi sig kie-

rownicami (typ X1I Cre-
jmony). Do tej kierowniey
inalezg 4 punkty i 4 plaszezy-
| 20y oairiowe,

3 proste, z ktoryeh 25 Prostoliniowa 4-go rzedu

skoéne przecina trzecia (typ VI Cremony) z two-

| rzgegy podwahjna.

|

i Takaz z tworzgeg ostrzows.

Tozsamo. ] Prostoliniowa rzedu 4-go
z prosta potrdjna. ktora jest
kierownica pojedyficzg z two-
rzacs podwijng (1yp X Cre-
mony).
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Lieba s v o o —
. . Liczba prostyeh : . .
e ‘ Symbol séf:ﬂ i p:'{llW:t’njznyclfkohm-pleksu ! Powlerzehnia osobliva

| | 1y

] i |
91 (31)2] 14 | Jakw prasp. 15-ym. | ) rostolinfowa  szedeienna
I {Cayley'a zpunktemiplasz-
| jezyzng jak w prayvpadkn 15,
1
99 [t41)1] 14 | Jak w przyp. 18-ym. I Jak w przyp. 20, ale prosta
) | | potrajna jest tworzaea ostrzo-
- | wg mietylko podwéing) (typ
I X Cremonyi z plaszezy-
jznami statecznemi zlewaja-
'jacemi sie. ’

23 [51)] 13 | Jak w przyp. 16-ym. '  Prostoliniowa szeleienna
I{'aylv‘}"m punkt i plasz-
ezyzna juk w przyp. 16-ym.

24 [(Z211] I 14 | Pek prostyeh | Stozek kwadrykowy i stoz-

| kowa.
25 [(32}1]! 13 | Tozsamo ' Stozek kwadrykowy i stoz-

kowa, przechodzaca przez
| wierzehotek stozka; plaszezy-
‘zna stozkowej jest styezna do
stozka.

|
1
26 [(:’.2)‘2]% 13 | Pek prostyeh i nadfﬂ] Jak w przypadku 2%-ym,
prosta, przechodzaea |tylko, Zv stozek rozpada sie
| | przez &rodek peku albo fna dwie plaszezyzny, albo
| | (dwoikeie) znajdujgea | (dwoiseie) stozkowu rozpada
sie na plaszezyZnie | sic na dwa punkty.
peku ‘
21 (42)] | 12 | Tozsamo. | Dwie plaszezyzny 1 stoiko-
lwa styeznn do wspolnego ieh
i przeeieeia, albo—dwoiseie—
[stozek i dwa punkty na jed-
| | nej z jego tworzaeyeh (przy-
' padek szezegolny przypadkn
26-3‘()]

25 [(33)] 11 | Pek prostyeh i dwie| Plaszezyzna potrijna,unkt
proste, jedna na plasz-| potréjny: inna plaszezyzna
czyinie peku, druga|i punkt do niej nalezgey.

przechodzgea przez

| srodek. |
29 [ (11}11]| 15 4 proste, tworzgee| Dwie kwadryki, przecinajgee
ezworobok skoény. sie wediug ezworoboku skos-

| nego

|
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|Liezba

Liezby prostyeh

podwdjnyeh kompleksu |

|
| Powierzchnia osobliwa

B

31

33

37

41

Symbol sta-
e ) ‘ tyeh
[(11)r||)2]‘ 14
|
[enani] 14
[enen]| 13
2(1n] 12
[ELIn] 13
[(ADID] 13
[ni] 14
[oran21], 13
|
[as]| 12
|
[i211)11] 13
|
[(‘211)-?.]! 12
i
By’ 12

pascal Rep. II.

1

|5 prostyeh, twonaeyeh] Jedna z kwadryk staje sie

| ezworobok, 11 przekat-
| na.

k

Jak w przyp. 29.

Tozsamo.

Jak w przyp. 28-ym.

Jak w przyp. 30-ym.

6 krawedzi ezworo-
seianu,

i
|Jeden ukiad tworza-
eyeh kwadrykl

kierowniea.
|
| Tozsamo.

Dwa peki promieni.

Dwa peki promieni i
jedna prosta podwijna
w kazdym z nich.

(Jeden uklad tworza-
cyeh kwadryki i jej|

pa plaszezyzn styeznye
do drugiej (kompleks Hir-
sta, Colleet. math. Medyolan
1881, str. 51, Lond. Math Soe
Proe. X) Tworzy sig on przy
pomoey dwdéeh aASZezyIn
wzajemnie rzutowyeh (patrz
Sturm III, str. $20—430).

Dwie kwadryki, majgee
prosts wspblng, liezona dwa
razy, i dwie inne proste, prze-
einajaee poprzednis.

Dwie kwadryki, majgee
wspdlng pare prostyeh, liezo-
nyeh dwa razy.

Dwie plaszezyzny i dwa
punkty: jedna plaszezyzma i
jeden punkt do niejnaleiaey,
liezone dwa razy.

Jak w przypadku 30-ym.

4 plaszezyzay i 4 punkty,
stanowigee Seiany i wisneho{-
ki ezworoéeiann. Jest to k o m-
pleks ezworoseiano-
wy (tetraedralny) (patrz§9).

Ewadryka, liezona dwa
razy.

Tozsamo.

Tozsamo.

2 plaszezyzny wijne,

a na ichprze cieeiu dwa punk-
ty podwéjne.

Toisamo.

Toisamo.

] Dwa peki promieni.
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[Liezba] .~ ! T
5 i Liezby prostyeh T Gz
¥ | Symbol {8\.'[;2- {podwijnyeh kompleksn | Powierzebnia usobliwa
i B
42 [&11)] 11 ;Tuieamn Tozzamo.
| .
43 [22131]] 11 ' Dwa pekipromieni,zle-  Plaszezyzna i punkt do niej
| wajgee sie. | nalezgey, liczone % razy.
44 [32.,]| 10 |'I‘uisamn.  Tozsamo.
|
5 [222] | 8 |Sieé lub dwoidcie wigz-  Stozek kwadrykowy
' ka promieni. ; dwdjny lub dwoiseie stozko-
! wa podwdjna.
6 [[pn] 12 | Jeden uktad tworza‘—' Ewadryka podwéjna.
eyeh kwadryki 1 dwie
rozne jej kierownice.
47 [(111)21]] 11 | Toisamo, ale dwie kie-| Tozsamo.
j rownice zlewajace sie.
48 [2iyL1]] 11 Dwa peki promieni,  Para plaszezyzn i para
i i dwa promienie, jeden  punktdw, liczone dwa razy.
nalezacy do jednego
| peku, drugi do dru-|
giego. !
49 |[a11y111)] 9 |Dwa uklady tworza-| Kwadryka podwijna.
J rzgeyeh kwadryki.
5 |

Razem tedy mamy 49 gatunkdw;

jezell zas uwzglednimy,

ze 6 gatunkom odpowiadaja dwoiscie wzajemne (gatunek 9,10,
11, 26, 27, 45), bedziemy mieli gatunkéw 55.

Pierwsza prace o klasyfikaeyi kompleksow oglosit Weiler
(Math. Ann. VII), ale praca ta nie jest wolna od wielu niedokladnogei,
ktére wykryli Segre i inni. Segre traktowal ten przedmiot
w pracy Ace. Torino XXXVI: w Math. Ann. XXIIT zad zajmuje sie
przypadkiem, w ktéorym powierzehnia osobliwa jest kwadryks pe-
dwéjna znieksztalecona. W tomie III dziela Siurma przedmiot ten
jest traktowany przy pomocy metod geometryi czystej
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§ 8
Kompleks Battagliniege lub harmoniczny.

Kompleks Battagliniego (patrz§7) jest ogé-
lem prostych, spotykajacychdwie kwadryki
fi» fs wczterech punktach harmonicznych, albo
ogélem prostych, z ktérveh mozna do dwéch
kwadryk danyeh (innych, uiz poprzednio) poprowa-
dzié czlery plaszczyzny styczne harmoniczne
(Aschieri, Giorn. di Batt. VIII).

Kompleks Battagliniego daje si¢ tym sposobem utworzyé
{rzutowo) oc sposobami. Kongruencya prostych osobliwych
kompleksu Battagliniego jest przecieciem tego kompleksu
z kompleksem czworosciaL.owym (tetraedralnym) (pstrz §9) pro-
stych. ktérych biegunowe wzgledem dwdch Lhwadiyk f, fo
przecinajg sie.

Jezeli, majac pek i/, ufy;=0, laczyé bedziemy parami
w inwolucye kwadryki tego peku tak, aby f;=0, f;=0 byly
jej elementami podwdjnemi, wiedy proste kompleksu beds
stycznemi wspdlnemi do dwoch kwadryk kazdej pary (Segre
1 Loria, Math Aun, XXIID.

Plaszozyzny biegunowe kompleksu sy plaszezyznami stycz-
nemi wspdlnemi kazdej pary, a proste osobliwe sa prostemi, 1acza-
cemi punkty stycznosci.

Wyzej (§ 7) powiedziano juz, ze powierzchnia oso-
bliwa kompleksu Battagliniego jest tetrae-
droida; dodajmy, ze:

Kazdej tetraedroidzie, jako powierzchni
osobliwej, oddowiadajsg dwa kompleksy Batta-
gliniego.

Réwnanie kompleksu Battaglini’ego w spél-
rzgdnych p wyraza sie przy pomocy samych
kwadratéw tych spéirzednych,
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Przypadkiem szczeglnym kompleksu Battagliniego jest
kompleks Painvina (Bull. de Darboux 1871, Nouv. Anu. de
math. 1872, Demoulin Ball. de la Soc. Math. XX, t.]. ogél
prostych, z ktérych do danej elipsoidy popro-
wadzié mozZna pary plaszczyznstycznych or-
togonalnych

Otrzymujemy ten kompleks, znieksztalcajac jedng z dwéch
kwadryk (jako obwiednia), ktére sluzyly do utworzenia kom-
pleksu w sposéb wyzej wskazany na absolut przestrzeni (eukli-
desowej).. Absolut ten albo granica przestrzeni jestto,
jak wiadomo, kolo urojone w nieskonczonosci (wspdlne wszyst-
kim kulom przestrzeni), t.j. miejsce punktéw kolowych wszyst-
kich plaszczyzn przestrzeni.

Powierzchnia osobliwg dla kompleksu
Painvina jest powierzchnia falowa Fresnela.

Klasytikacye kompleksoéw Battagliniego podali Segre i Lo-
ria (Math. Ann. XXIIII) oraz Monteiano Ace. Napoli 1886); patrz
tom HI dziela Sturma str. 488 i nast.

§ 9.
Kompleks Reysgo lub czwoaroscianowy .

Kompleks czworoscianowy Reyego jest
to kompleks, ktéremu odpowiada symbol
[(11) (11)(11) ] (patrz § 8); ré6wnanie jego w s pirzed-
nych Kleina wyraza sig w ten sposdb:

a {2102 + b (22422 + ¢ (2202 = 0.

Kompleksowi Reyego odpowiada czworo-
Sscian taki, ze kazda prosta, nalezgca do dcia-
ny, oraz kazdy wieszchotek czworoscianu na-
lezg do kompleksu.
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Cztery scianyicztery wierzcholkiczwo-
roscianu stanowia powierzchnie osobliwa
kom pleksu; kongruencys zas prostych osobliwych jest kon-
gruencya wszystkich prostych, znajdujacych sig¢ na jednej z czte-
rech plaszezyzn oraz wszystkich prostych, przechodzacych przez
jeden z czterech wierzcholkdw.

Krawedzieczworoscianu sa prostemi po-
dwoéjnemikompleksu

Jezeli ten czworoscian obierzemy jako czworoscian podsta-
wowy spolrzednych, to ré wnanie kompleksu w spdl-
rzednych p, bedzie postaci:

WPpaPsy + DpiaPyg -+ € ey = 0.

Kompleks Reyego sklada sie ze wszyst-
kich prosvsych, przecinajgcychcztery plasz-
czyzny czworoscianu podstawowego w czte-
rech punktach, majgecychoznaczony stosunek
anharmoniczny; albosklada sie ze wszystkich
prostych, rzuconych z czterech wierzcholkdéw
czworoscianu na cztery plaszczyzuny ooznaczo-
nymstosunku harmonicznym (réwnym poprze-
dniemu). Zmieniajgc ten stosunekanharmo-
niczny i pozostawiajgc stalym czworoscian,
otrzymujemy oco' komplekséw czworosciano-
wychspélogniskowych.

Reye podal nastepujgcy sposéb tworzenia komplekséw
czworosclanowych :

Kompleks ten jest mnogoscia prostych, aczacych odpowia-
dajace sobie punkty dwéch nalozonych na siebie przestrzeni, be-
dacych w odpowiedniosci homograficznej; albo mnogoscia pro-
stych, bedacych przecieciami plaszezyzn. odpowiadajgcych sobie
w dwdch takich przestrzeniach; albo mnogoscia prostych, spoty-
kajgcych odpowiadajace im proste w tychze przestrzeniach.

Inne sposoby tworzenia sa nastepujace:

Kompleks Reyego jest mnogoscia prostych, opieraja-



470 Rozdziaf XIV. — 10.

cych sie na parach promieni, odpowiadajacveh sobie w dwich
pekach prostych wzajemnie homograficznych i jakkolwiek po-
lozonych w przestrzeni: albo mnogoscia prostyeh, laczacych
punkty plaszezyzny z punktami promieui. odpowiadajacych im
w wigzce, odniesionej homograficznie do plaszczyzny; albo mno-
goscia cieciw 1 stycznvch wszystkich krzvwych szesciennyeh
skosnych, przechodzacych przez cztery wierzcholki czworoscianu
1 przecinajacych dwa razy prosta przestrzeni, nalezacg oczywi-
$cie do kompleksu. Jezeli zmieniamy te prosta w kompleksie,
zmieniajy sie krzvwe szescienne. ale kompleks pozostaje bez
zmiany.

Kompleks Revego indywidualizuje czworogcian 1 jedna
z jego prostych.

Kompleksem czworoscianowym wyspecyalizowanym z pun-
ktu widzenia metrveznego, jest kompleks prostych
rownoodleglych od dwdch punktdw staltvceh
(patrz Sturm L e. str. 364); za inny kompleks specyaluy
mozna uwaza¢ kompleks o charakterystyce [(22)(11)] (patrz
§8; wnim to krzywe kompleksu (t.j. krzywa obwie-
dziona przez proste kompleksu w plaszczyzuach przestrzeni;, sa
wszystkie parabolami, ustozki kompleksusa
wszystkierdwnobocvznemi

Kompleks ezworoscianowy badal pierwszy Reve (Geon. der
Lage); potem zajmowali sie¢ nim: Lie, Gott. Nachr, 1870), Batta-
glini (Giorn. di Battal. XII), Asechieri(Rend. Ist. Lomb. 1879),
Loria (Ace. Torino 1884, Giorn. di Batt. XXIMTI)it. d. Weiler
(Zeitschr. f, Math. XXII) podal jego przedstawienie w przestrzeni troj-
wymiarowej; druga czes¢ pierwszego tomu dziela Stuvma jest
temu kompleksowi podwiecona. Co do innveh prac o tym przedmio-
cie patrz cytowana juz wielokrotnie ksiazke Loria Przeszlosé
i stan obeeny teoryj geometryeznyeh®,
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$ 10.
Teorya ogolna kongruencyj linij prostyeh.

Rzedem n kongruencyi algebraicznej jest liczba pro-
stych tej kongruencyi, przechodzgcych przez punkt dowolny:
przestrzeni; klasa m jest liczba jej prostych, polozonych na
plaszezyznie dowolnej: porzgdkiem » (Rang u Sturm a
Art uSchumachera) jest liczba par jej prostych, ktdre z prosta
dowolng przestrzeni nalezs do jednego peku

Kongruencye rzeduniklasy m oznaczamy zwykle symbolem
(n,m) albo tez symbolem (2, m, r), jezeiichcemy wskzac¢iporzgdek.

Jezeli p jest rodzajem powierzchni prostoliniowej, we-
dlug ktérej kompleks liniowy ogilny przecina kongruencye
(n, m,r), wtedy zachodzi zwigzek:

p = (w—L1)(m—-1)—r.

Liczba p nazywa sig zwykle rod za jem kongruencyi.

Jezeli klasa 1 rzad sy rowne 1, wtedy porzadek réwna sie
zeru. Kazda kongruencya o rownych rzedzie 1 klasie, nalezaca
do kompleksu liniowego, jest porzgdku rownego zeru.

Kongruencya, bedaca przecieciem dwéch komplekséw sto-
pni 72y, 1, jest porzadku vy (,—1) (ny— 10

Plaszczyzny, przesuniete przez dwa z pomiedzy n promieni
kongruencyj, przechodzacych przez punkt P, obwodza, gdy
punkt P porusza sig po prostej, powierzchnig rozwijalng 7" klasy
in(n—1)-r; jezeli zas I’ przebiega plaszezyzne, to te plasz-
czyzny obwodza powierzchnig § klasy {witm - 1)+, dla kté-
rej plaszczyzna, po ktdrej porusza si¢ punkt P, jest plaszezyzng
styczna {m(m—1) razy wielokrotna

Punkty spotkania m prosvych kongruencyi, polozonych na
plaszczyznie, gdy ta obraca sie okolo innej prostej, tworzs
krzywsa Crzedu § m(m—1)—4r, a gdy plaszeczyzna obraca sie
okolo punktu, opisuja powierzchnie &) rzedu 4n(u--1)-», dla
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ktorej srodek wiazki plaszczyzn jest punktem wielokrotnosci
$n(n—1).

Miejscem prostych kongruencyi, przecigtych przez prosts
dang, jest puwierzchnia prostoliniowa R rzedu n--m, dla ktdrej
ta prosta jest kierownica »-krotns,.

Za posrednictwem kongruencyj algebraicznych ustalono
odpowiedniosci inwolucyjne rzedu wyzszego pomiedzy plaszezy-
znami a punktami przestrzeni; odpowiedniodei te nazywamy
ukladamizerowemirzedu wyzZszego przez ana-
logie z biegunowoscig lub ukladami zerowemi zwyczajnemi
Mobiusa (patrz § 8). Jezeli dany jest punkt przestrzeni, to
przechodzi przezen n promieni kongrueneyli azatem a=4n(n—1)
plaszczyzn; jezeli dana jest plaszczyzna. to jest na niej m pro-
mieni kongruencyl. a zatem S=1§m(m—1) punktéw; bieguno-
wos¢ zerowa zwykla jest przypadkiem jej szczegdlnym (dla
a=pf=1). Takiej odpowiedniosci mozna nada¢iinna cha-
rakterystyke y. wyrazajaca, ile punktéw znajduje sig na
dowolnej prostej przestrzeni, w ten sposéb, aby jedna z plasz-
czyzn im odpowiadajacych przechodzila przez prosta: w przy-
padku, gdy takiuklad zerowy jest utworzony
za posrednictwem kongruencyil, jego trzecia
charakterystyka y odpowiada porzadkowi kon-
gruency i

Najdawniejszy przykiad takiej odpowiedniofei pudal Cremona
(Compt rend, LIV, 1862); pozniej zajmowali ~ie nia: Ameseder
Crelle XCVII), Voss (Math, Aun. XXHI), Sturm (tamze XXVIII),
Inne szezegdly 1 przyklady wdziele Sturwa t. [ § 506.

Kazdy promien kongruencyispotyka dwa
inne promienie nieskonczenie blizkie; dwa
punkty spotkania nazywajg sie ogniskami, a dwie plasz-
czyzny, przechodzace przez te prosta i przez kazda z dwéch in-
nych, nazywaja si¢ plaszczyznamiogniskowemi.

Ogniska opisuja te.samag powierzchnie
(powierzchnig ogniskowa), ktérg obwodzy
plaszczyzny ogniskowe; jej rzad n, = 2u(n--1)-2r,
Jej klasa my=2n(m—1)-2r. Stgd: réznica pomiedazy
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rzedem a klasa powierzchni ogniskowej kou-
gruencyialgebraicznej rownasie¢ podwdjnej
réznicy pomiedzy rzedem a klasg kongruen-
cyl (Twier. Kleina patrz Lie, Gott. Nachr. 1870).

Kazdy promien kongruencyijeststyezny
do powierzchniogniskowej w punktach ogni-
skowych,a plaszezyznystyczne wtych pun-
ktach sa plaszeczyznamiogniskowemi.

Nazywamy punktami 1 plaszczyznamil oso-
bliwemi kongruencyi te punkty i plaszezyzny, do kto-
rych nalezy co prostych kongruencyi: stozki, utworzone przez te
proste i krzywe, przez nie obwiedzione. nazywajg sie stoz-
kamiikrzywemiosobliwemi kongruencyi. Je-
zeli stozki te sa klasy /, wtedy punkt osobliwy nazywa sie pun-
ktem stopnia h; jezeli krzywe te sy klasy I, wtedy plaszezy-
zna osobliwa nazywa sie plaszczvzng stopnia bk Dwa
punkty albo dwie plaszczyzny osobliwe nazywaja sie sprze-
zonemi (zjednoczonemi, verbundene u matematykéw
niemieckich), gdy prosta. laczaca dwa punkty albo wspdlna
dwém plaszezyznom, nalezy do kongruencyi.

Niekiedy zdaje sie, ze kongruencya jest pozbawivna wia-
sciwe] powlerzehni ogniskowej, a posiadua tylko jedna linie
ogniskowa. Tak up. gdy mamy kongruencye prostycl, opie-
rajacych sie na dwéch krzywyeh danyech, wtedy punkty
tyeh krzywych wystepuja jako ogmbka promieni kongru-
encyl, 1 ::l‘¢d zdawaloby sie, ze mnie ma innych punktéw
ogniskowych, pwu punktéw, nalezgcych do dwu krzywych.
Niektorzy autorowie nazywaja takie kongruencye, pozba-
wionemi powierzchni ogniskowej, ale Sturm
(w cytowanem dziele) zauwazyl, ze scisle tak nie jest, gdy
rzad kongruencyi jest wiekszy od 1; albowiem latwo widziec,
ze skoro rozwazymy plaszczyzne styczng wspélng dwom krzy-
wym oraz prosta, laczaca dwa punkty stycznoscl, to kaidy
punkt tej prostej mozna poczytaé za ogrisko, a zatem w tym
przypadku powierzchnia ogniskowa jest powierzchnig prosto-
liniows, utworzona przez rzeczone proste laczace, t.j. powierz-
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chnie rozwijalna plaszezvzn stveznveh, wspdluyeh dwom krzy-
wym.

Punkty dwoch krzvwych su widocznie takze punktami
osobliwemi kongruencyi. zgodnie z podana wyze] definicys;
widzimy stad, ze te kongrnencye posiadaja nieskonczenie wiele
punktéw osobliwych, tworzacych jedne lub kilka linij, ktére na-
zwiemy osobliwemi: w ogdlnosci wszakze liczba pun-
ktow osobliwych jest skopezona. Kongruencye rzedu wyzszego
niz 1 moga tedy by¢ dwojakie: t. j. albo nie posiadac linij osobli-
wych, albo posiadac takie linie,

Jezeli rozwazamy promien jakiejkolwiek kongruencyi (na-
wet niealgebraicznej). wszyvstkie promienie nieskoficzenie z nim
blizkie i1 najmniejsze pomiedzy niemi odleglosci. wtedy spodki
tych najmniejszych odleglosci na promienin sa w ogdlnosci za-
warte zawsze pomiedzy dwoma punktami, nazwanemi pun-
krami granicznewmi. Pomiedzy wszystkiemi promieniami
nieskonczenie blizkieml sa, jak powiedziano wyzej, dwa promie-
nie, spotykajace dany, t. j. promienie, dla ktérveh powyzsza od-
leglosé najmniejszua jest zerem: zaslugnje na uwage twierdzenie,
ze ogniska ktéreocvzywiscieznajdnjasie oba
wewnagtrz odcinha, ograniczonego punktami
granicznemi sa wrownej odleglosci od tych
dwoch punktow; stad punkev srodkowy odeinka punk-
tow granicznyeh zlewa sig z punktem srodkowym odcinka
oguisk; nazywamy ten punkt punktem srodkowym pro-
mienia.

Rozwazajac dwa promienie nieskonczenie blizkie z danym
1 takie, ze spodki ich najkrétszych odleglosci od danego zlewajg
sie z punktami graniczuemi, mamy twierdzenie: kierunki
odlegloscinajkrétszych wychodzyeych z pun-
ktéw granicznych, sa do siebie prostopadtle;
plaszezyzny, przechodzace przez promien 1 przez te kierunki.
nazywamy plaszczyznami gldwnemi.

Plaszezyzny dwusieczne katédw pomiedzy
plaszczyznami gléwnemizlewajg siezplasz-
czyznamidwusiecznemi katéw pomiedzy plasz-
czyznami ogniskowemi. Pomigdzy katem y
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dwu plaszczyznogniskowyech, odlegloscia 24
punktéow granicznych i odlegloscig 24 pun-
ktéwogniskowych zachodzi zwigzek siny:% :

Pojecia powyzsze naleza do teoryi nieskofhczonostkowej kon-
grueneyi. keorej poczatek zawdzieczamy Hamiltonowi i Kum-
wmerowi; méwimy o niej w Rozdziale XVI, gdzie podajemy wedlug
Kummera, teZokreslenie t. zw. gestodei ukladu wpunkeie pro-
mienia t. j. pojecia pokrewnego z pojeciem krzywizuny powierz-
chni w punkeie. Pomiedzy kongruencyami, badanemi za pomoca me-
tod geometryi nieskonezonostkowej, zastugnja na uwage kongruencya
normalnych do powierzehni (patrz Rozdz XVIi ua teraz w § nastep-
nym ograniczamy sie do rozwazania kKongrueneyj algebraicznyvel niz-
szvel rzeddw.

Ten to waZny gatunek kongruenceyinormalnyeh nasunalsie najprzod
geometrom. W r 1828 Hamilton rozpoczal badanie hongrueneyj,
inaezejukltaddow promieni (Irish. Trans. XV,1828; XVI, 1880,
XVIL 1837). a wr. 18600 Kummer oglosil rozprawe (Crelle LVII),
stanowiaea krok wazny w teorvi. Kongruencye algebraiczug rzedow
1-go i 2-go rozpoezal badaé¢ systematyeznie Kummer wr. 1866
(Berl. AlLh. 1866), Plite ker zas obszerng czesé swojego dziela
SNeue Geometrie®* poswiceil teoryi kongrueneyj, a specyalnie kon-
erueneyoin, ktore otrzymujemy z przeeiecia dwoch kompleksow linio-
wyeh, Prace o kongrueneyach oglosili nadto: Mobius (Leipz.
Ber. XIV, 1862). Matthiessen (Ztschr. t. Math, XIX, Acta math.
IV), Weingarten (Crelle XCVII), Bianehi (Ann. di mat. XV),
Voss (Math, Aun. IX), Sturm (Gott. Naeh. 1888; Math. Ann,
XXXVI}, Sehumacher (tamze XXXVH, XXXVIII) Monte-
sano (Ace, Torino 1892, Rend. Lincei 1892, Rend. Palermo 1893)
it. d. Teorye zupelna kongrueneyi znajdujemy w tomie 1 dziela
Sturwma, Pojecie porzadku kongrueneyi wprowadzit Sc¢hu-
macher,
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11,

i

Kongruencye rzgdu 7-go.

Wszystkie kongrnencyerzedul-gosa po-
rzgdkn zero: nie moga mieé prawdziwej po-
wierzchni ogniskowej, jakomiejsca, maja na-
tomiast powierzchnie ogniskows, jako ob-
wiednia.

Pomiedzy kongruencyauii rzedu l-go wyrdznia sie wig z-
ka prostych, bedaca klasy zeroimajgca tylko
jedenpunkt osobliwy.

Kazdainna kongruencya rzedu l-go ma
przyvnajmuiej jedneg linig osohliwag. Jezeli p, jest
rzad linii osobhwej kongruencyi hniowej takiej, ze promie-
nie w liczbie nieskonczonej, wychodzace z jednego jej pun-
ktu, tworza stozek rzedu /i, wtedy zachodzizwiazek:
Zyuleth—1) = ue (m—1), w ktérym m jest klasa kongrueneyi,
a suma rozeizga sig na wszystkie linie osobliwe. Précz tego
mamy jeszcze dwa nastepujace zwigzki:

= Vi I m{'\m-i—l ); 2;};‘ =2 m :

drug! z nich wyplywa z dwéch poprzedzajacych.

Kongruencyarzedu l-go moze mie¢ najwyzej
dwie linie osobliwe (kierownice kongruencyi).
Jezeli ma jedne tylko kierownice i na kazdym z promieni ogni-
ska sg w ogdluosci rézne, wtedy bedzie to kongruencya cieciw
pewne] krzywej. Jedyna kongruencya rzedu 1-go, utworzong
z cieciw krzywej, jest kongruencya cigciw krzywej szesciennej
skosnej; jest ona klasy 3-ej.

Jezeli kongruencya ma wie kierownice, wtedy jedna znich
musi byé linia prosta; rzad drugiej jest wtedy klasa m kongru-
encyi, a sama ona spotyka w m(m—1) punktach prosta.

Jezeli dwa ogniska na kazdym promienin kongruencyi zle-
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waja sie, wtedy ma ona jedne tylko krzyws ogniskows 1 kiero-
wniczg. ktora nie moze byé linig prosta.

Kongruencya ta tworzy sie jednym tylko sposobem,
mianowicie przez ustanowienie vdpowiedniosci [ 1, m | pomiedzy
punktami prostej a plaszczyznami peku, ktdrego osig jest ta pro-
sta, 1 uwazanie za proste kongruencyi wszystkich tych prostych
(tworzacych pek), ktére przechodzg przez punkt prostej i znaj-
dujsa sie na odpowiadajacej mu plaszczyznie.

Dla kazdego promienia punkt ogniskowy (jedyny) jest pun-
ktem, w ktérym promien spotyka prosts kierownicza, a plasz-
czyzna oguiskowa jest plaszezyzng, przecliodzaca przez promien
1 przez te prosty.

Kummer wrozprawie zr. 1866, klasyfikujac kongruen-
cye rzedu 1-go, nie -wlaczyl do swej klasyfikacyi kongruencyj,
majacych jedne tylko linig ogniskows .

S
b=
I

Kongruencye rzedu 2-go bez linif os obliwych.

Kongruencyerzedu 2-go mogs posiada¢
tylkoskonczong liczbe punktéw osobliwych
albolinij osobliwyech.

W przypadku pierwszym klasa nie moze
byt wysszanad 7.

W kongruencyi rzedu 2-go bez linij oso-
bliwych plaszczyzny osobliwe nie mogsg byé
stopnia wyzszego nad 6 (patrz § 10).

Kazdy punkt osobliwy stopnia 1l-go jest srodkiem peku
promieni, znajdujgcych si¢ na plaszczyznie osobliwej teZ rze-
du 1-go.

Porzadek ikongruencyi (2, m) bez linij osobliwych wynosi
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m—2; charakterystykami ukladu zerowego, okreslonego przez
kongruencye (2,m), sa: 1, {m(m—1). m—2.

Powierzehnia ogniskowa kongruencyi (2,m) bez krzywych
osobliwych jest rzedu 4-go. klasy 2m i porzadkn 12 (przez p o-
rzadek rozumiemy tu liczhe a. okreslong w Rozdz. IX, § 1)
punkt osobliwy kongruencyi jest punktem podwdjnym powierz-
rhni ogniskowej.

Promienie. ktérvch punkty ogniskowe zlewajg sie, 1 te,
ktérych plaszezyvzny ogniskowe zlewaja sie, tworza dwie po-
wierzr-hnie prostoliniowe stopnia 2(m + 2.

Jezeli g, jestliczby punktéw osobliwych
stopnia lh, wtedy mamy zwigzkinastepujgce:

Za=18—m; Zah=4(m+2); Za,l?=2m(m+}2);
Xa it = (m4+2)* (m—1).

Kazda kongruencya (2, m) bez linij osobliwych ma promieni
podwdjnych ! (m—2)(m —3); do kazdego punktu osobliwego sto-
pnia/nalezy & (. —1)(h--2) promieni podwdéjnych, ktéresg tworza-
cemi podwojnemi stozka, wychodzgcego z tego punktn: zaden
promien podwdjuy nie lezy na powierzchni ogniskowe;j.

Kada plaszczyzna osobliwa zawiera szesé punktéw oso-
bliwych, polozonych na jednej stozkowej i kazdy stozek kwa-
drykowy (wychodzacy z punktu osobliwego stopnia 2-go) za-
wiera 9 punktéw osnbliwych, polozonych na krzywej skosnej
rzedu 4-go gatunku 1-go, majacej punkt osobliwy w wierzcholku
stozka. Kazdy promien podwdjny zawiera dwa punkty osobliwe,
ktérych stopnie dodane czynia m—+2.

Istnieja dwa gatunki kongruenecyi (2, m)
bez linij osobliwych, a mianowicie: I. kongruencye
o punktach osobliwych stopni 1,2,38,m—1 (gatunek pier-
wszy): IL. kongruencye, majgce punkty osobliwe stopni 1, 2,
im+1 (gatunek drugi). Liczby g,,odnoszgce sig do tych
gatunkéw kongruencyj (2,m) bez linij osobliwych, podane sa
w nastepujacych tablicach:
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*) Dwie kongrueneye (2,6) odrézniajg sie znakowaniem (2, 6)1, (2, 6)1r

Sturm (L e); autorowie przed Sturmem nazywali garunek 1-y 2-gim
i odwrotnie.

Powierzchnig ogniskows kongruencyi (2,2) jest powierz-
chnia K um m era; kongruencya ta jest przecigeiem kompleksu
kwadratowego z kompleksem liniowym. Szesnascie punktéw
osobliwych powierzchni tworzy 40 par punktéw sprzezonych,
1 90 par punktéw niesprzezonych; kazdy punkt jest sprzezony
z innemi pigcioma.

Kongruencye te badali speeyalnie. K u mm er (Berl. Abh. 1866),
Reve (Crelle LXXXVI), Schur (Math. Ann. XV), Caporali (Lin-
aei Mem. H;), Stahl «Crelle XCII), Hirst (London mat. Soe. IV),
Sturm (Crelle LI). Wyklad zupelny o tej i o innych kongruencyach
znajdujemy w drugim tomie dziela Sturma str. 117 i nast.

Kongruencya (2,3) ma b punktéw osobliwych &, stopnia
2.go; 10 punktéw S| stopnia 1-go, a zatem 10 plaszezyzn oso-
bhwych kazda z tych plaszezyzn przechodzi przez dwa punkty
S, 1 przez jeden punkt S,. Kazdy punkt S, jest sprzezony
z kazdym innym punktem S, oraz z czterema punktami S;;
kazdy punkt S, jest sprzezony z trzema punktami &) 1 z dwoma
punktami S,. Przez kazda kongruencye (2,3) przechodzi 10
komplekséw czworoscianowych; czworoscian zasadniczy dla
kazdego z nich ma wierzcholki w trzech punktach S; 1 w je-
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dnym punkeie 5, niesprzezonym z zadnym z tych trzech pun-
ktéw S, .

Powierzchnia ogniskowa jest powierzchnia rzedu 4-go
i klasy 6-ej, majaca 15 plaszezyzn osobliwych jako plaszezy-
zny stvezne podwdjne wzdluz stozkowych.

Kongruencye te, procz Kummera, Reyego. Hirsta (patrz
wyzej),badali jeszeze: Stahl (Crelle X I), Voss (Math Ann XXIII),
Sehumacher (Untersuchungen iiber Strahlensysteme 3 Ord. und 2
klasse Dis. Monachinm 1885).

Kongrnencya (2,4) jest porzadku 2; ma koniecznie jeden
promien podwdjny, taczacy dwa punkty osobliwe 3-go stopnia;
ma dwa punkty osobliwe J, stopnia 3-go, zsoba sprzezone
6 punktéw osobliwych §, stopnia 2-go i 6 punktéw S, stopnia
1-go, a stad 6 plaszz:zyzn osobliwyeh. Na kazde] plaszezyznie
osobliwsj mamy 1 punkt ¥, 2 punkty 8, 1 2 punkty 3,. Kazdy
punkt S, nie jest sprzgzony z jednym tylko z pozostalych pun-
ktéw S,; punkt S, 1 punkt Y, sa zawsze sprzezone; kazdy punkt
S, nie jest sprzezony z trzema innemi punktami S, a jest sprze-
zony z jednym tylko punktem ..

Powierzehnia ogniskowa jest rzedu 4-go. klasy S-ej z 6
plaszezyznami stycznemi wzdiuz stozkowych; plaszezyzny dwu-
styczne obwodza rozwijalng klasy 4-ej, a plaszczyzny styczne —
rozwijalng klasy 12-ej, ktdora dotyka jej wzdluz krzywe] rze-
du 12 go.

Przez kongruencye (2,4) przechodza trzy kompleksy czwo-
roscianowe. Wierzcholkami czworoscianu sa dwa punkty S, i dwa
punkty S, niesprzezone wzajemnie.

Kongrueneye te, procz Kummera iinnyel, wspomnianych
wyzej antoréw, badat specyaluie Stahl (Crelle XCVII).

Kongruencya (2,5) ma trzy plaszczyzny osobliwe i jest po-
porzadku 3. Mamy tu 1 punkt S,, 3 pankty §,, 6 panktéw S,
1 3 punkty &; dalej trzy promienie podwdjne Iaczace S, z kaz-
dym z punktéw S, .

Istnieje jeden tylko stozek osobliwy rzedu 4-go, zawiera -
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jacv wszystkie punkty osobliwe, précz jednego punken S: plasz-
¢zyzna osobliwa. odpowiadajaca temn punktowi §,, zawiera dwa
inne punkty S;.

Kongruencya (2.5) nalezy dc jednego tylko kompleksu
czworoscianowego, ktérego czworoscian ma swe wierzcholki
w punktach S5,. .5,.

Powierzchnia ogniskowa jest rzedu 4-go, klasy 10 ej z 13
punktami stozkowemi i 3 plaszezyznami styeznemi osobliwemi.
Plaszczyzny dwustyczne obwodzg rozwijalng klasy 12-ej. a plasz-
czyzny stateczue rozwijalng klasy 18-ej. Ta powierzchnia ogni-
skowa nie jest jed yna powierzchnia rzedu4-go z 13 punk-
tami stozkowemi.

Kongrueuncya (2,6); ma 1 punkt S5, 6 punktéw S,, + pun-
kty 5, 1 punkt S, 1 plaszczyzne osobliwg, 6 promieni podwdj-
nych; wszystkie punkty 5, 1 jedyny punkt S, znajdujg sie na
plaszezyznie osobliwej.

Rzad kongruencyl rowna sie 4 kongruencya nalezy do
kompleksu czworescianowego. Powierzchinia ogniskowa jest rzedu
4-go, klasy 12-¢j. ma 12 punktow podwdjnych; nie jest je-
dyna powierzchnia tego gatunku, Rohn dowiddl (Math. Ann.
XXIX. patrz Sturm L c. IL str. 271). ze ~a cztery gatunki
powierzchui rzedu 4-go z 12 punktami podwojnemi. Rozwijalne
dwustyczne i rozwijalne plaszezyzn statecznych sy obie kla-
sy 24-¢.

Kongruencya (2,6) ma 4 punkty S,. 8 punktéw S, 6 pro-
mieni podwdjnych, ktére sy prostemi. Iaczgcemi 4 punkty Sp;
rzad jej wynosi 4.

Odniiennie od innej kongruencyi klasy 6-ej, nalezy ona do
kompleksu czworoscianowego, a wierzchotkami czworoseiauu sa
4 punkty S,.

Szesé promieni kongruencyi, znajdujace sie na jednej plasz-
czyznie. tworzg zawsze szesciobok Brianchona.

Powierzchnia ogniskowa ma 12 punktéw podwdéjnych i nie
jest ta sama co, dla kongruencyi (2,6); , lecz jest powierzchnia,
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nalezgzg do jednego z czterech odkrytych przez Rohna
gatunkdw, o ktorych mowa wyzej.

Nalezy tu nadmienié¢, ze kongruencye (2,5), (2,4), (2,3,
(2,2) mozna uwaza¢ wszystkie, jako przypadki szczegdélne kon-
gruencyi (2,6} (Kummer L e 102, Sturm L c. O, str. 294).

Kongruencya (2,7} ma 1 punkt §, i 10 punktéw S;; 10 pun-
ktéw podwdjnych, ktére lacza jedyny punkt &¢ z 10 punktami
S,: kongruencya jest porzadku 5.

Powierzchnia ogniskowa jest klasy 14-ej 1 ma 11 punktéw
stozkowych; rozwijalne dwustyczne 1 rozwijalne plaszczyzn sta-
tecznych sg odpowiednie klasy 40 i 30; powierzchnia ta nie
jest jed yna powierzchnia o 11 punktach stozkowych; sg
1 inne jeszcze, jak to znalazl Rohn.

Kongruencye rzedn 2-go tylko z punktami osobliwemi badal
najprzéd Kummer w cytowanej rozprawie (1866), potem nastapilty
inne praece wyZej wymienione i nadto zajmowali sie temi kongruen-
eyami: Caporali (Aec. Napoli 1879), Bertini (Ace. Lincei
1879—80). Loria (Acc. Torino 1884—86), Masoni (Ace. Napoli
1883). W pracy Caporaliego znajdujemy piekny sposéh two-
rzeniz (jedyny) dla kongrueneyj (7,2), (6, 2), (5, 2).

§ 12
Kongruencye rzegdu 2-go z liniami osabliwemi.

Kongruencye te nalezs do trzech nastepujacych kategoryj:.
I. Kongruencya tworzy sig z cieciw krzywe] skosnej. ktéra
moze byé tylko krzyws rzedu 4-go gatunku 1-go (p. Rozdz. X).
Kongruencya ta jest klasy 6-e] i porzadku 2. Jej powierzchnia
ogniskowa jest rzedu 8-go i tworzy sie z czterech stozkéw kwa-
drykowych, przechodzgcych przez krzyws rzedu 4-go; cztery
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wierzcholki stozkéw sg punktami osobliwerni stopnia 2-go dla
kongruencyi; linig osobliwg jest oczywiscie krzywa rzedu 4-go
skosna.

IT Kongruencya tworzy sig z prostych. spotykajacych dwie
krzywe, ktére sa liniami osobliwemi; te krzywe byé mogs:

a) Dwicma stozkowemi z dwoma punktami wspélnemi.
Kongruencya jest klasy 4-¢j 1 porzadku 2. go; punkty dwdéch stoz-
kowych sg punktami oscbliwemi stopnia 2-go, ale punkty wspdl-
ne obu stozkowym sg osobliwemi stopnia 3-go; plaszezyzny obu
stozkowych sa osobliwemi stopnia 2-go, a dwie plaszczyzny
styczne do obu stozkowych w ich punktach spotkania sa osobli-
wemi stopnia 1-go. Jezeli wezmiemy pek kwadryk, przechodzs-
cych przez dwie stozkowe i w takim peku dwa stozki nieznie-
ksztalcone, to 1 wierzcholki tych dwéch stozkéw bedg takze pun-
ktami osobliwemi stopnia 2-go kongruencyi; powierzchnia oso-
bliwa (rzedu 4-go) sklada sie z dwu takich stozkdw.

b) Jedna z linij osobliwych jest prosta, druga krzyws
rzgdu n-tego, przecinajace prosta w n—2 punktach. Kongruen-
cya jest klasy m, porzadku 0. Kazdy punkt prostej osobliwej
jest punktem osobliwym stopnia x-tego, kazdy zas punkt na
krzywej jest osobliwym stopnia 1-go; kazda plaszezyzna przecho-
dzgca przez prosta, jest plaszezyzna osobliwg stopnia 2-go. Po-
wierzchnie ogniskows tworzy ogdl wszystkich plaszezyzn stycz-
nych, poprowadzonych z prostej do krzywe]j, jest ona przeto
rzedn m—2(n—2), jezeli m jest klasg krzywej skosnej. Promie-
niami podwdjnemi kongruencyi sa dwusieczne krzywej, popro-
wadzone 2 punktéw prostej; tworza one powierzchnig prostoli-
niowg rzedu 2(n—1)—4{m.

III. Kongruencya tworzy sie z promieni, przecinajgcych
raz jeden tylko pewnga linie osobliwg; mogg tu zachodzié naste-
pujace przypadki:

a) Linia osobliwa jest prosta; porzgdek kongruencyi réwna
sig zeru; kongruencya byé moze: (1) kongruencys (2,2) wszyst-
kich prostych, stycznych do kwadryki i przecinajacych dansg
prosta; (2) jedna z kongruencyj (2,2u—2) prostych stycznych
w punkecie do powierzchni rzedu u, majace] prosts (u—2)-krotng
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i opierajacych sie na tej prostej w innymn punkeie: (3). jedny
z kongrnencyj (2, m) prostych. powstajacych przez ustanowienie
odpowiedniosei (2,m) pomiedzy punktaimi prostej a plaszezyzna-
mi pekn przez nig przechulzacego. i zbudowanie pekow pro-
stych ze <rodkiem w punkeie prostej. a ktoryeh plaszezyzny od-
powiadajs punktowi nwazanemu. Tego gatunku (3) nie znaj-
duyjemy u Knmmera.

b) Linia osobliwa jest rzedu n>1; z kazdego jej punktn
wychodzi pek promieni kongruencyi i nadto inny promien osob-
ny. Klasa kongruencyl réwna sie rzedowi krzywej osobliwej,
ktéra musi hy¢ wymierny. Plaszezyzny pehow promieni, wy-
chodzgcyrh z punktéw kizywej osobliwej, musza byé stycznemi
do stozka kwadrykowego, ktérego wierzcholek jest takze punk-
tem<anobliwym kongruencyi. Porzadek kongruencyi wynosi n—1.
Kongrunencya tworzy sie ze stycznych stozka kwadrykowego.
Ten gatunek obejmnje nastepujace podgatunki: 1). krzywa wy-
mierna rzedu n lezy na stozku kwadrykowym 1 przechodzi n—2
razy przez jego wierzcholek; (2). krzywa wymierna rzedu » nie
lezy na stozkn ale jest wzajemnie z nim rzutowa, t. j. jej puukty
odpowiadaja jednoznacznie plaszezyznom styeznym stozka, 1 kaz-
dy punkt znajduje sie na odpowiadajace] mu plaszczyinie
stycziie].

¢) Linia osobhwa jest rzedu n>1. z kazdego jej punktu
wychordzi stozek kwadrykowy prostych kongruencyi i nie wy-
chodzi zaden inny promien. Porzadek kongruencyl wynosi n—2
Rozrézmamy nastepujace przypadki 11). Stozek kwadrykowy
rozpada sie na dwie plaszezyzny, kongrnencya jest klasy 2n
I tworzy sig z promieni, stycznych do stozka kwadrykowego
1 przecinajgcych krzywy plasks rzedu n, przechodzyca % 1 razy
przez wierzcholek stozka. Gatunki nastepne, nie badane
przez Kummera, odkryl Sturm. W przypadkn (2) stozek
kwadrykowy wychodzi z punktu linii osobliwej nieznieksztal-
conej; ta linia jest stozkowa; kongruencya sklada sie z pro-
stych, przecinajycych te stozkows i stycznych do powierzehni
rzedu 4-go, ktdrej ta stozkows jest krzywa podwdjng, i majgcej
Jeszeze 4 punkty stozkowe. Kongruencya jest klasy 4-ej,
(3) Stozek nie jest znieksztalconym. a linia osobliwa jest krzywa
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szescienna plaska z punktem podwdjnym. Kongruencya jest
klasy 6-ej 1 powstaje w ten sposéb: bierzemy w przestrzeni 4
punkty; sze§é¢ Igczacych je prostych. spotykaja sig na krzywej
szesciennej; wszystkie stozki kwadrykowe, majace wierzcholki
na tej krzywej i przechodzace przez cztery punkty obrane oraz
przez punkt podwdjny szesciennej, tworza kongruencye (2,6);
(4) Stozek nie jest znieksztalcony, a linig osobliwg jest krzywa
szescienna skosna; kongruencya jest klasy 6-ej 1 powstaje w ten
spos6b: na krzywej szesciennej skosnej bierzemy 4 punkty, przez
jeden z nich P prowadzimy cieciwe przecinajacg krzywa w pia-
tym punkeie @); wszystkie stozki kwadrykowe, majace wierz-
cholki na krzywej szesciennej, przechodzacej przez 4 punkty,
i styczne wpunkcie P do cieciwy PQ, tworza kongruencye. Szesé
prostych, taczacych 4 punkty, sg przecieciami podwéjnemi kon-
gruencyi, a 4 punkty sg punktami osobliwemi stopnia 4-go.

Kongrueneyami rzedu 2-go z liniami osobliwemi zajmowal sie
pierwszy K um mer w wielokrotnie eytowanej rozprawie z r. 1866.
Rozpoezat on ich klasyfikacye ale pominat niektére gatunki. Klasy-
fikacye zupelna podal Sturm (Math. Ann. XXXVII i rozprawa cy-
towana), O tyeh kongruencyach traktuje ostatni rozdzial 2-go tomu
dziela Sturma. Zajmowal sie niemi takie Montesano (Acc.
Torino 1892, Rend. Lincei (4) I, Rend. Palermo VII, Ist. Lomb. 1893),
ktory badal odwzorowanie ich na plaszczyZnie.

O kongruencyach rzedu wyzszego nad 2-gi mate dotad mamy
prac. Kongruencye (3,3) badat Roecella w rozprawie: ,Sugli
enti geometriei dello spazio di retie ete.”* (1882), w ktérej rozpatruje
kongruencye szezegolna, utworzona przez trzy peki rzutowe komplek-
sow liniowyeh, Kongrueneye rzedu 3-go i1 wyiZszego badali jeszeze
Hirst {Proc. London Soc. XIV, XVI, XVII; Rend. PalermoI)i Fano
Aee, Torino 1894 — 496).



4¥6 Rosdziat XIV. — § 14

§ 4
Geometrya kul

Niechaj bedzie pie¢ kul, danyeh (w spélrzednych Descar-
tes'a) przez réwnanie:

s, = (r—a,)*+(y—PprP+ y—p¥— R*=0 (1=1,2...5);

rownanie kazdej innej kuli w przestrzeni wyrazi si¢ w ten spo-
sob:
— . ; | -
§ == 8%y 1 Kpl'y 8y 88y T 8% = 0,

glzie r,, ..z, sy wielkosci, zalezne od specyalnej rozpatrywa-
nej kuli. Te wielkosei x mozna uwazaé za spdirzedne
jednorodne kuli w przestrzeni, a pie¢ kul danych za kule
poastawo we uklada spolrzednych.

Jezeli uwazaé¢ bedziemy kule jako element przestrzeni, to
oczywiscie 0g6l wszystkich kul stanowié bedzie
przestrzen liniowg czterowymiarowsg, gdy ogdl
wszystkich prostych przestrzeni tworzy, jak juz wiemy, prze-
strzefh kwadratowg czterowymiarows. Ten uklad spélrzednych
stosowal w badaniach swyeh Loria. Inny uklad spéirzednych
siejednoroduych, stosowany przez Reyego, jest nastepujacy:
Nazwijmy potegsa punktu wzgledem kuli iloczyn od-
leglosci punktu od dwéeh puuL.bow kuli, lezaeych z dan}m na
Jednej prostej (iloczyn ten nie zmienia sie przy zmianie prostej
poprzecznej, przez punkt dany przechodzacej); trzy spélrzedne
o, B, 7 srodka kuli 1 potega p poczgtku spélrzednych Descartes’a
wzgledem kuli (wyrazeniem tej potegi jest p=—a?-pg*+1'—H?)
mozna uwazaé za spéirzedne kuli w przestrzeni.

Spélrzedne z, majs wlasnosé¢ (analogiczng
do wlasnoscispdélrzednych jednorodnych pun-
ktéwalbo plaszeczyzu) taks, Zzeich przeksaztal-
cenie liniowe odpowiada geometrycznie zmia-
nie ukladu pigciu kul podstawowych na uklad
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pigciuinnych, majacych jako spélrzedne wzgle-
dem kul pierwotnych spélczynniki podsta-
wien liniowych odwrotnych wzgledem podstawien
danych.

Nadto: jezeli przeksztalcimy przestrzen
kul za pomocg przeksztalcenia przez pro-
mienie odwrotne, to spélrzedne kul prze-
ksztalconych wzgledem pieciu kul podsta-
wowych przeksztalconych beds te same, co
spélrzedne kul pierwotnych wzgledem kul
podstawowych pierwotnyech.

Polézmy:

2Ry = 2y = R+ K7 —| (. — e+ B~ B+ = 7?] 5

wyrazenie 2 K, nazywa si¢ niezmiennikiem dwu kul pod-
stawowych (7)(j); znikanie tego niezmiennika jest
warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
aby kule byly ortogonalne.

Jezeli wszystkie wyrazenia K sg zerami, t. ]. jezeli kazde
dwie kule sg ortogonalne, mamy tedy zwiagzek X -}-:_,=0 (Dar-

b oux. Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces,
Paryz 1873, str. 135).

Jezeli R jest promien jakiejkolwiek kuli o spdlrzednych
7, (1=1,23,4,5), mamy wzor:

,ZR,;;U,- &y
7]
(Zix)? 7

skad wynikajg odrazu waruaki, ktérym zadosé czyni¢ winny
spélrzedne z, aby kula miala promien zero, t.]. sprowadzala sig
do punktn, zwanego punktem —kuls, albo tez miala
promien nieskonczony, t. j. stawala si¢ plaszczyzna, zwang
plaszczyznag— kuls.

Punkt—kule uwazaé mozna jako ortogo-
nalny do kuli, na ktérej sig znajduje; dwa pun-
kty—kule sg ortogonalne, jezeli zlewaja sie.

Ri=
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Jezeli K., jest bieguuowsg bieguna ydla formy R, =Xk, x.x,
u

toniezmiennik jednoczesnydwukul o spél-
rzegdnych (£) i (y) rowna sie:

.Rs’

Sz 2y

Warunkiem nato. aby dwie kule (), (y) byly
styczne, jest:

Hyy Rer — (B,y)? = 0.

Podobnie jak w geometryi linii prostej, mamy w geometryi
kuli takze kompleksy kul, kongruencye kulit d.

Wszystkie kule kompleksu liniowego sg
ortogonalne dojednejitej samej kuli.

Wszystkie punkty—kule przestrzeni tworza oczywiscie
kompleks kwadratowy, ktérego réwnaniem jest X, K, o, 0, =0;
jezeli przyjmiemy, ze pomiedzy wielkosciami x zachodzi nowe
réwnanie kwadratowe. be¢dziemy mieli inny kompleks kwadra-
towy kul; kongruencya rzedu4, wspélna tym dwém kompleksom,
bedzie ntworzona tylko z punktéw—kul. Godne uwagi jest twier-
dzenie:

Miejscem tych dwdech co? punktéw—kul
jesteyklida (patrz Rozdz. XII, § 7).

W ogélnosei :

Miejscem punktéw—kul kompleksu rzedu =
jest powierzchnia rzedu 2n dla ktdérej linig
n-krotna jest kolo urojone wnieskonczono-
Sciijmiejscem punktéw—kul kongruencyi rze-
dunjest krzywarzedu 2n.

Z tego to punktu widzenia Loria badal cyklidy i roz-
klasyfikowal je, o czem byla mowa w Rozdz. XII.

Pierwsze pomysty zdziedziny Geometryi kol zawdzieczamy Liemu
(Comptes rendus Rend. 1871, Math. Ann. V); potem zajmowali sig nig
Reye (Synthetische Geometrie der Kugeln, Lipsk 1879; Crelle 1C),
Loria (Mem. Torino 1884, Acc. Torino 1885). Praca tego osta-
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tniego autora zawiera wyklad systematyczny, z ktorego zaczerpne-
lismy powyzsze wiadomosei. Zwiazkami metryeznemi, odnoszacemi
sie do kul w przestrzeni, zajmowali sie: Frobenius (Crelle
LXXIX) i Darboux (L c. Annales de I'Ecole norm sup. 1872),
patrz tez Salmon-Fiedler l.c. IIit.d. O wyznaczeniu p un-
ktu—kuli, przechodzacej przez trzy punkty dane i o zwigzku
tego zagadnienia z zagadnieniem o konstrukeyi kol, stycznyeh do
trzech ko6t danyeh, patrz Casey (Trans, Irish. Acad. 1866) i Ca y-
ley (Ann, di mat. ).



ROZDZIAL XV.

GEOMETRYA L1CZACA.

§ L
Rzeczy ogdlne. Zasada zachowania liczby.

Geometrya liczgca (Abzihlende Geometrie, geome~
tria numerativa) zajmuje sig zagadnieniami, wkté-
rychszukamyliczby okreslonych form geome-
trycznych, czynigcych zadosé warunkom da-
nym. Tak np. ile w pekustozkowych jest stozkowych stycznych
do prostej; ile jest krzywych rzedu 4-go z punktem potrdmym
przechodzgcych przez 10 punktéw danych? i t. d.

Ustanowiwszy definicyg formy geometrycznej, przyjmiemy,
ze istnieje oo’ indywiduéw, czyniacych tej definicyi zadosé, t. j.
przyjmiemy, ze w przedstawieniu analitycznem tej formy pozo-
staje ¢ stalych nieoznaczonych; liczba ¢ nazywa sie zwykle
liczbg stalych formy.

1. Dlapunktu na plaszczyznie jest ¢=2
dla punktu w przestrzeni ¢=3.

2. Dla plaszczyzny w przestrzeni jest ¢=3.

3. Dlaprostej na plaszczyznie jest c=2,
w przestrzeni ¢c=4.

4 Dla tréjkata w przestrzeni c=9, dla
tré6jkgta na plaszczyznie ¢c=6.

Hd
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5. Dla wielokata plaskiego o » bokach
w przestrzenli jest ¢c=2n-}3.

6. Dla wielosecianu o k sScianach:¢=k+6
(Hoppe, Grun. Archiv LV. Schubert, tamze LXIII).

7. Dla krzywej (polozonej na plaszczyznie danej)
rzedu n, klasy », z 4 punktami podwéjnemi,
dstycznemipodwdéjnemi, ¢ przegieciami jest:

r:=3—f——;—ﬂ-{u+3}—rl-2r:3—[——§1—v(v—j—3)—é 2.

8. Dla powierzchniogédlnej rzedu »n jest:
b= —é— (n—+41) (042) (n43) —

9. Dla kompleksu prostychogdlnegorze-
dun jest: r:=11§ (n+1) (n42)? (n43) — 1.
(Liroth, Crelle LXVII. Voss, Math. Ann. IX).

Jezeli y wyraza warunek. ktéremu poddajemy forme geo-
metryczna, dang przez definicye, zinny warunek, wtedy warunek,
wynikajgcy z polgczenia obu, wyrazamy przez yz i nazywamy
iloczynem obu warunkéw y iz Tak np. jezeli g wyraza
warunek, aby prosta przecinala prosts dana, ¢, warunek, aby
prosta przechodzila przez punkt okreslony, to yg¥ wyrazaé
bedzie warunek, aby prosta przechodzila przez punkt dany

opierala si¢ na prostej danej; y* warunek. aby prosta opierala
sie¢ na dwdch prostych danych i t. p.

Warunek dany nazywamy warunkiem wymiaru « dla
danej formy geometrycznej, jezeli prowadzi do a rdwnan pomie-
dzy ¢ stalemi formy, t.].jezeli istnieje oo~ form, czynigcych
zados¢ temu warunkowi. Ogél wszystkich cof “ form, czynia-
cych zados¢ warunkowi wymiarua, nazywa sig ukladem ga-
tunku c—a: itak: krzywa jest ukladem gatunku 1, kompleks
promieni ukladem gatunku3-go, powierzchnia prostoliniowa ukla-
dem promieni gatunku 1-go i t. d.

Wymiar warunku, bgedgcegoiloczynem in-
nych warunkdw, réwna sie sumie wymiardw
czynnikodw.
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Niechaj ¢ bedzie liczba stalych formy geometrycznej, ktirg
poddajmy warunkem o wielokrotnosci . wtedy w ogdlnosci ist-
nie¢ bedzie liczba skonczona ¥ indywidudw form, czy-
nigeych zadosé tym warunkom. Przez przemiane polo-
zenia wzajemnego elementéw formy lub przez
odpowiednie wyspecyalizowanie liczba N albo
sie nie zmienia, albo tez staje sig nieskonczo-
ng. Zasada ta nazywa sie zasada zachowania liczby
{(Schubert). Pojmowana algebraicznie, wyraza ona, zeréwnanie,
jezeli w jakikolwiek sposéb zmieniamy wartosei jego spdélezynni-
kéw albo ma zawsze tez samg liczbe pierwiastkéw, albo staje sie
tozsamoscig, przez co liczba jego pierwiastkéw staje sie nieskon-
czong. Zasada ta jest bardzo uzyteczna, albowiem przez wy-
specyalizowanie elementéw formy mozna znakomicie uprosci¢
rachunek liczby indywiduéw, czyniacych zadosé warunkom da-
nym. Pokaze to przyklad nastepujacy:

Chcemy wyznaczyé liczbe prostycl, opierajacych sie na
czterech prostych danych.

Wyspecyalizujmy polozenie tych czterech prostych, n
przyjmijmy, ze dwie z nich przechodza przez punkt P, dwie
drugie przez puunkt /’; wtedy wida¢, ze istnieja dwie proste,
opierajace sig na czterech danych, sa niemi: prosta, laczaca pun-
kty Pi P’ i prosta przeciecia dwdeh plaszezyzn, na ktérych po-
fozone sg dwie pary prostych. Na mocy powyzszej zasady mo-
zemy twierdzi¢, Ze istniejsa zawsze dwie proste,
opierajgce sig na czterech prostych danych.
Jest jasnem, ze specyalizujagc w inny sposéb polozenie prostych
(przyjmujac np., ze trzy z nich znajdujg sie na jednej plaszezyz-
nie, albo ze trzy z nich przechodzs przez jeden punkt i t. d.),
mozemy otrzyma¢ liczbe nieskonczona szukanych prostych.

Tej zasady, ktdére mozna uwazaé za postulat, zastosowania
sa bardzo rozmaite.

Zasade tg, wypowiedziang wyraznie przez Schuberta
(patrz nizej), mozna przedstawi¢ czterema réznemi sposobami,
ktére uwaza¢ mozna za wnioski z zasady (patrz cytowane
nizej dzielo Schuberta str. 121 334).
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or
o

Rachunek symboliczny warunkéw. Wzory na incydencye i koincydencys.
Twierdzenia o stycznosei.

Do rozwazan. o ktérych mowimy, wprowadza sie rachunek
symboliczny.

Jezeli forme o liczbie stalych réwnej ¢ poddajemy warun-
kowi » wymiaru ¢, otrzymnjemy skonezong liczbe indywidudw,
czynigeych zadosé temu warunkowi; liczbe tych indywidudw
oznaczaé bedziemy takze liters », wyrazajaca warunek. Mozna
wtedy ustanowié pewne zwiazki lub tozsamosci zasadnicze po-
miedzy symbolami. wyrazajacemi rézne warunki, jakim podda-
jemy forme. aby ta byla okreslona skonczong liczba
sposobdw. Niechaj np. p bedzie symbolem warunku, by punkt
znajdowal sig na plaszezyznie; P symbolem warunku, by punkt
znajdowal sie stale w miejscu specyalnem, wtedy mozemy wi-
docznie napisa¢ symbolicznie p*= P, gdyz oba wyrazy maja
wartosé liczebna rdwna 1.

Mozna w ten sposéh ustanowié zwiazki tylko pomiedzy
warunkami jednego wymiaru ¢. ale przy pomocy nastepujgcej
umowy mozna nadaé znaczenle i zwigzkom pomiedzy warun-
kami wymiarn jakiegokolwiek u<<e.

Niechaj beda rozmaite warunki ». »,+"..... wymiari a
1 niechaj y bedzie jakimkolwiek warunkiem wymiaru ¢-—a. Po-
mnozywszy », ¥, »"... przez y, otrzymamy warunek wymiaru c.
Otéz rosumie¢ bedziemy, ze pomigdzy warunkami » zachodzi
zwigzek, jezell pomnozywszy kazdy wyraz tego zwigzku przez
jakikolwiek warunek y, otrzymamy zwigzek (pomiedzy warun-
kami wymiaru ¢), istniejacy faktycznie w znaczeniu wyzej wska-
zanem, Tak np. jezeli p, wyraza warunek, aby punkt znajdo-
wal si¢ na prostej, to bedzi« oczywiscie p?=p,. Istotnie mno-
zgc obie strony np. przez p, mamy p* = pp,—zwiazek faktycz-
nie istniejacy, gdyz obie strony jego maja wartosé liczeb-
ng 1.
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W ogélnosci do réwnah symbolieznyech,
ojakichtumowa. stosujg sie wszystkie pra-
widla arytmetvezne ododawaniu, odejmowa-
ntuimnozeniu.

Zwigzkizasadnicze sa nastepujgce:

VE=peg  pr=ppg=PF;
P, p,. £ sa symbolami, wyrazajacemi warunki na to, aby punkt
znajdowal sig na plaszczyznie, na prostej, wreszcie aby byl
ustalony;

=, e =c¢e, = E,;
e, ¢y K s symbole, wyrazajace warunki na to, aby plaszezyzna
przechodzila przez punkt, przez prosta, wreszcié aby byla ustalona;

G =t =0 =09 g9 =G =4g*;
G =g" = g5";

g, & - Yus s, (7 58 symbole, wyrazajace warunki na to, aby proste
przecinala prosts, aby znajdowala sig na plaszezyZnie, aby prze-
chodzila przez punkt, aby nalezala do peku, aby wreszeie byla
ustalona.

Nazywamy wpadajgcemina siebie punkt i pro-
sta, plaszezyzne i prosta, punkt i plaszezyzne, jezeli nalezg do
siebie, t. j. jezeli punkt znajduje si¢ na prostej, prosta na
plaszczyznie, punkt na plaszezyznie; nazywamy wpadajgcemi
pa siebie—dwie proste spotykajace sis. \Tazywa.my wzorami
naincydencye (naprzynaleznosé) wszystkie réwnania pomieg-
dzy warankami, wyrazajacemi te cztery incydencye.

Otosgte wzory:

P9 =2s+9 =p*+g; 19 =0"+9:;
PYs =p'gp = G4 p*g = G +py.,
prosta g i ponkt p nalezg do siebie;

=gr+e;=g,+€’; eg.=gt¢3; ). =eg—=G-eg==G1€0s,



Rachunek symboliezny warunkéw i t. . 495

plaszczyzna ¢ 1 prosta ¢ naleza do siebie;
PP—pretpet— 2 =0; ple—pletpet =0,

punkt p i plaszczyzna ¢ nalezg do siebie;

G=gelit-gdiy g,/ e—ghA4 H=0; Glh—g{hy+h)+(g,4-9.)~gH=0;
Ghe—gdiu~+y,H=0, Ghy—gh,+g9.H=0;:

symbol /i podobnie jak i g jest symbolem prostej, proste g i %
przecinaja sie.

Liczne sg zastosowania tych wzoréw, ale nie mozemy za-
trzymywaé sig nad niemi, a odsylajac po nie czytelnika do dzieia
Schuberta, podamy tylko kilka przyktaddw.

Rozwazmy uklad pojedyhezo- nieskonczony wszystkich
prostych st ycznych do krzywej skosnej wraz zich punk-
tami stycznosci; wzigwszy uklad pojedyficzo —nieskon-
czony krzywych skosnych, bedziemy mieli uklad podwdjnie
nieskonczony (gatunka 2-go) prostych i punktéw do niej
nalezacych. Dla tego ukladu symbol p? przedstawia warunek
na to, aby jeden z punktéw znajdowal sie jednoczesnie na dwéch
plaszezyznach danych, t.j. na prostej danej: stad symbol ten
przedstawia takze liczbe krzywych ukladu, przecietych przez
prostg dang. Podobniezsymbolg, przedstawia liczbe stycznych
ukladu, lezacych na plaszezyznie danej, a wiec takse liczbe krzy-
wych ukladu styeznych do plaszezyzny danej; pg przedstawiac
bedzie liczbe punktéw ukladu ktére znajdujac sie na plaszezy-
znie danej, odpowiadaja prostym, przecinajacym prostag dana.
Z wzoru tedy pg=p’—+ g. wynika twierdzenie :

Niechaj bedzie nklad pojedyhczo-nie-
skohczony krzywychskosnyeh; jezeli do licz-
by krzywych, przecinajagcych prostsg dana, do-
damy liczbe krzywych stycznyeh do plasz-
czyzny danej, znajdziemy liczbe krzywych
uktadu, przecinajgcych plaszczyzneg w ten
sposdéb, ze styczne w punktach spotkania spo-
tykajag prostsg obransa; albo inaeczej, znaj-
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dziemy stopien krzywej jako miejsca pun-
ktéw stycznosci wszystkich stycznyeh do
krzywych ukladn ktdre tostyczne przecinajs
prosta obrang (Zeuthen, Compt. rend. 1872,

Niechaj » bedzie rzedem krzywe] plaskiej, »—warunkiem
na to, aby krzywa przecinala prosts dang przestrzeni, u—wa -
runkiem na to, abyv jej plaszczvzna przechodzila przez punkt
dany, P—warunkiem na to. aby ta plaszczyzna przechodzila
przez punkt dany. Jezeli rozwazaé bedziemy uklad potrdjnie
nieskoficzony tych krzywych, bedziemy mieli uklad podwdjnie
mesLonczun} punktow, pla.szczyzny za$ krzywych tworzy¢ beda
uklad podwdjnie nieskonczony. Wzir na przynaleznosc, to jest
p*—p*e+p ei—e'=0 zamienia si¢ na nastepujacy P = ur—nu?,
gdyz p' = P, e=pu, p?=v» 1 nadto ¢3— yg*=0.a w ukladzie
podwdjnie nieskonczonym krzywych nie mozna
w ogole zadoséuczyni¢ warunkowi (potréjnemu), aby krzywa
znajdowala sie na plaszezyznie dowolnie danej. t. j. aby plasz-
czyzna krzywej przechodzila przez trzy punkty dane. Otéz
zwigzek poprzedni przedstawia warunek P przy pomocy wa-
runkéw », u; stad, jezeli mamy tablice, dajaca nam wartosci u,».
¥, otrzymamy wartos¢ na P. Tak np. niechaj bedzie uklad
podwéjnie nieskoncezony stozko wych w przestrzeni, a mia-
nowicie uklad wszystkich stozkowych, stycznych do trzech plasz-
czyzn danych i przecinajacych trzy proste dane: jezeli przez o
oznaczymy warunek na to, aby stozkowa przestrzeni byla stycz-
na do plaszezyzny, to warunek, ktéremu czynia zadosé wszystkie
takie stozkowe, wyrazi sig¢ przez »*p". Pomnozywszy obie strony
poprzedzajacego zwiazku przez »*p” (1 z uwagl, ze w uwazanym
przypadku n=2) bedziemy mieli :

PW"‘Q S #,’493 ] 2‘.\22?39"

Z tablic, podanych nizej w § 4, mamy:

urip? =12, wWript =24,
przeto :
Pyigt =24,

t. j. w naszym ukladzie stozkowych jest 24 stozkowych, prze-
chodzacych przez punkt dany.
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Nazywamy zlewajacemi sie dwa elementy :dwa pun-
kty. dwie proste, dwie plaszezyzny) nieskonczenie blizkis  Od-
powiadajace im wzoryv nazvwaja sie wzorami koincyden-
¢y 1; takim jest wzor, zwany zasada odpowiednioseci
Chasles'a (patrz Rozdz. I, § 2).

Niechaj bedzie uklad pojedvnezo - nieskonczony par pun-
ktow taki, Zze w nim jest p par, majacych wspolny punkt pierw-
szy, 1 4 par, majacych wspdlny punkt drugi: mechaj y bedzie
prosta, laczaca punkty jednej pary. Stad, jezeli przez g ozna-
czymy liczbe takich prostych laczacyeh, ktére przecina prosta
do wolna przestrzeni; jezeli £ oznacza liczbe koincydencyj. t.J.
liczbe. wyrazajacs ile razy dwa punkty pary zlewaja sie, bedzie
e=p—+q9—g. Jezeli prosta, laczaca dwa punkty jednej pary.
ma polozenie stale, wtedy y=0 1 bedzie ¢=p-¢, co odpo-
wiada wzorowi odpowiedniosci Chaslesa. Z tego
wzoru otrzymujemy wiele innych, np. dwa nastepujace:

ey = PP tu ep=po—g..
ktdre interpretujemy w sposob nastepujacy:

Jezeli dany jest uklad potréjnie nie-
skonczony par punktow, to snma liczby par,
majagcych pierwszy element staly, liczby par,
majagcychdrugielement staly, i stopnia kom-
pleksu prostych. ntworzonego przez proste,
laczgce punkty odpowiednie jedunej pary,
réwna sie liczbie wyrazajacej, ile razy dwa
odpowiadajagcesobie punkty zblizaja sig nie-
ograniczenie w kierunku, przechodzacym przez
punktstalydowolny.

Dla ukladu podwdéjnie nieskonczonego par
punktéw rdézunica pomiedzy liczbag par pun-
ktéw, znajdujacych sie odpowiednio na usta-
lonych z géry plaszczyznach, aliczbg par pun-
ktéw,dla ktérych prosta, laczaca dwa punkey,
znajduje sig na ustalonej z géry plaszczyznie,
rowna sigrzegdowi krzywej skosnej, bedacej
miejscem koincydeuncyj.

Pascal. Rep. IT 32
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Zasade cdpowicduiofei Chasles’a rozeiagneli na plaszezyzne i na
przestrzeit S almon (Geom, of three dim, 1865, str. 5111, Ze u-
then (Compt. rendus 1874 0 Sehubert (Math. Aun, X 1 dzielo
Abzalilende Geometrie. Lipsk 18700 str, 43

Z tvchze zasad wyplywaja nastepujace wazne twierdzenia:

Nicchaj bedzieuklad pojedynczo-nieskon-
czony krzvwych plaskiechiinva krzywa rzedu
niklasym Jezelir, osa t. zw. dwie charakterystyki
ukladon krzywyeh plaskich, nj. liczby wyra-
zajace ile krzywych ukladu przechodzi przez
jeden punkr.orazile krzywych dotryka jednej
prostej, wtedy bedzie np+mr krzyvwych ukla-
du, styveznych do krzvwe) danej. Podobnie: w ukla-
dzie pojedynczo - nieskonczonym krzywych
skosnych jest nofmy krzywych styveznyceh do
powierzchni rzedun i klasy m, jezeli p ozna-
czaliczbe krzywych stycznych do plaszezyzny,
vyzasliczbe krzywych, dotyvkajacyeh prostej.

Punkty stycznoscidwdeh nkladdw poje-
dynczo-nieskonczonyceh krzywyen plaskich
ocharakterystykach »,0:2.90,, tworza kray-
wagrzedu yo, v 0+»7, styczne zas wtyveh pun-
ktachobwodza krzvwa klasy »wo,-F0,0.—+0,0,.

Uogdlnienie plerwszego twierdzenia jest nastepujace:

Tstandwmy na plaszezyvinie odpowiedniosé
pomigedzy punktamia prostemi takas, ze kaz-
lej prostejodpowiada g punktdéw na niej, kaz-
demupunktowi—yprostych, przezen przechodzs-
cych, wtedy zdarzy sie wo-tmy vazy, zejedna
ztych prostych jest styezna w jednym z odpo-
wiadajacych jej punktéw do krzywej plas-
kiejrzedumn iklasy m.

Z tego twierdzenia wyplywa zasada odpowiedniosci Brilla-
Cayley’a (patrz Rouzdz. VI, § 4), bedgea rozciagniecicin zasady
odpowieduniosci ("hhaxlesa, odnoszace] sie do prostej (patrz
§18 dziela Schuhberta), na odpowiedniosci krzywych ja-
kiegokolwiek rodzaju.
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Plodnosé 1 sposob stosowania tych twierdzeli pokazemy na
przykladzie:

Szukajmy, ile jest stozkowych na plaszezyzunie, stycznych
do piecin danych stozkowyel.  Oznaczmy przez S warunek na
to, aby stozkowa pewnego ukladu byla styczna do inuej stoz-
kowej ustalonej przez u— wartnek na to, aby jej plasz-
czyzna przechodzila przez punkt dany: wtedy warunek na to,
aby stozkowa ukladu plaskiego byla styvezna do piecin
stozkowych, wyrazi sie przez p*S°. Na zasadzie poprzedzaja-
ceco twierdzenia, biorac m=n=2, mamy: S=ngp—my == 2p+2y,
a wiee warunek szukany wyrazi sie w ten sposob:

13N = u*(20+29)" = 27uo 30 + 100"»*+100%3+5or'—4 5%).

Z rablic w § 4, blorae wartosci na u?p®, p'o'v i t. d., znaj-
dziemy :
piNt =27 102 = 3264,

Teorya charakterystyk.

Dajmny w plaszezyznie uklad pojedynczo - nieskoniczony
stozkowycli; niechaj # bedzie warunkiem 1-go wymiaru (poje-
dynoezym), » i g niechaj przedstawiajg warunki na to, aby stoz-
kowa ukladu przechodzila przez punkt i aby dotykala proste;.

Teorya charakterystyk bierze poczatek z nastepujacego
spostrzezenia Chasles’a. ktire tenze uwazal za twierdzenie
ogolne, gdy tymczasem Halphen wykazal pozniej, ze twier-
dzenie to nie stosuje sie do wszystkich przypadkéw.

Warunek z w wielu przypadkach wyraza
sieliniowo przezyip wzorem z=ar+fp, gdzie
a1 f sa liczby zalezune jedynie od warunku z.
Liczby » i ¢ nazywajg sie charakterystykami
nkladustozkowych.
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To twierdzenie, harizo wazne w ceometrevi Hezaee] stozkow vl
zualazl empirveznie Chasles (Comptes rewd. 186400 wypowiedzial
je bez dowmlzenia i wskazal rozmaite jego zastorowania.  Dowody
twierdzenia podali Clebsceh (Math, Amn. VD). Halphen (Bull
Soe. mat. It Sehubert i Hurwitz (Gowt. Nachr, 1876, parrz
takze Abzihlende ieom. § 38) Brill (Math, Ann Xjit. 4.

Twierdzeuie ("hasloesa. jak powiedziano, nie jest prawdzive
dia kazdej wartosei z. Pokazat to Halphen (Compt. rewd, LXXXIIT,
gtr. 537 1 8S6: Proe, Lond, math, Soe. INX, Xz Math, Ann. XV, Journal
de I'Eeol. polyt. XLV ).

Halphen doszed! do nastepujacego rezultatn:

Aby twierdzenie Chaxlesamialo miejsce,
t. .aby ymoglobyvé wyrazone wzorem =ar-{Jo.
gdzie aip od z niezaleza, jest konlecznemn,
by liczba stozkowyeh, czyninecyech zadost
warninkowi zimajacvehstyveznosé rzgdu 3-go
zkrzvwsg Jdana, wynosila a-g.

Z twierdzenia Chasles’a wynika wniosek. wyplywajacy
tez z twierdzenia, podanego przez nas w § 2 o liczbie krzywycl.
styczuych do krzywych danych.

Abyotrzymac¢ liczbe stozkowych nkladu
stycznyeh do krzywejrzeduniklasy m,dosé
we wzorze Chaslesa polozyé a=m. f=n.

Mozna postawié zagadnienie ogdlniejsze od zagadnienia
Chasles’a, mianowicie:

Dany jest uklad form geometryveznych jakichkolwiek
L-krotnie nieskonczony; czy istnieje skonczona liezba wa-
runkow f-krotuyeh takich, ze kazdy inny warunek k-krotny z
wyraza sie przez warunki poprzednie za pomoeg wzorn linio-
wegn ze spotezynnikami, zaleznemi tylko od warnnku =7 Te wa-
runkl A-krotne w liczbie skonczonej nazwaé mozna charalk-
terystyvkami ukladua

Czyniono wiele prob rozwiazania tego zagadnienia: sam
Chasles byl zdania, ze dwie charakterystyki » i o wystarczyé
mogs nietylko dla stozkowych lecz i dla kazdej krzywej plaskie].
Halphen rozciagnal te rozwazania na stozkowe w przestrzeni
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i na kwadryki (Bull. Soc. math. III): Cre mona spostrzegl, ze
dla ukladu potrojnie nieskonczonego stozkowych mozna ustano-
wié trzy charakterystyki, ktdremi sa: liczba stozkowych, prze-
chodzgceych przez dwa punkty ; liczba stozkowycli, przechodza-
cvch przez jeden punkt I stycznych do prostej; liczba stoz-
kowych stycznych do dwdch prostych (Compt. rend. LXIX,
str. 776); Schubert poéwiscil caly rozdzial swego dziela temn
zagadnieniu, ktére stara sie rozwiyza¢ dla pewnych prostych
nukladéw form.

Pierwsze bardzo liczne prace o teoryi charakterysiyk oglosit
Chasles (Compt rend. 1864, gtownie 27 czerwea 1864); niektore
z nich daly powdd do polewiki z De Jonquiéresem. Liste od-
nognyeh publikacyj znalesé mozna woeyt. dziele Lo riasc Stau teory]j
weometr,. Warszawa 18889, Dalej oglosili w tym przedmiocie prace:
Cayley (glownie w Phil. Trans. 1868). Salmon (patrz jego dzielo
o krzyvwyeh plaskich), Crewmona (Compt. rend. 1864 i takze Introd.
ad una teoria geom, delle cuvre piane ete.), Zenthen (patrz np.
Bull. des seiences math V). Krotki wyklad znajdujemy w Geu-
metrvi® Clebseha-Lindemanna; duzo wskazowek hibliogra-
fiexnieh az do roku 1872) u Painvina (Bull, des nciences math,
HIy: dalej w dziele eytonanem Lorii, gdzie zoajduje sie diuga lista
iinyehnot Chiasles’a (Compt. rend. 1871—77) o licznyeh za-
stosowaniach zasady odpowiedniosel w Geometryi Hezacej, O historyi
tej zasady, tale Seisle zwiagzanej z teorvami Geometryi lezicej. patrz
note Segrego (Bibl, math, 1892).

Geometrya hezaea, jako osobna nauka, powstata, rzee mozna,
wraz z teorvy charaktarystyk Chasles’a, Halphen, wychodzae
2z téj teorvi, obmyslit rachunek symboliezny warunkdow, kidrego za-
sady systematycznie przedstawil Sehubert w pracy ,Beitrige zur
abzallenden Geowetric® (Math, Amn. X) i w rozprawach péiniejszych
(tamze NI, XI1i t. d.).  Wiele rezultatow 1 wyznaczef, odnoszyeych
sie do Geometryi liezaeej. otrzymali byli juz dawniej rozmaiei auto-
rowie na drodze geowetryeznej; np. Steiner (Crelle XXXII
XXXVIL XLV, LV), Bisehoff (tamze LVI), De Jonquiéres
(Journ. de Liouv. Y1 1871, X 1863), ktoérego niektore rezultaty byly
wszakze Dbledne; lecz celew autordw, ktérzy potem zajmowali sie
Geowetryy liczaca, bylo glownie sprowadzenie tych wyznaezen do
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praw stalvel i do ustanowienia dla nich rachunkn. tak aly ra ezeds
geometryl przedstawiala eatodé systematyezna,  Waznem dziclem,
w ktorem zebrano i zbadano wezystkie metody i wyniki Geomerryi
liezacej. jost dzielo Sehnberta (Kalkul der abziahlenden Geome-
trie. Lipsk 1879, 2 ktorezo korzystalidmy wielokrotnie pray redak-
eyi tego rozdziali,  Najnowsze badania o zajmujaeyn nas prae lmio-
eie omlosili: Selubert (Math, Ann. XXV XXXVIL XLV: \eta
math, VI Hamburger Mitth, L L T it dy 0 Pieri (Rewl
Palermao V, Ist, Lomb. [893—05).

§ 4

Metoda szukania liczb charakterystycznyeh dla danego ukiadu form
i zestawienie niektorycb waZnych rezultatow Geometryi liczqcej.

Z rozwasan powyzszych wynika, ze przy pomocy rachunku
symbolicznego warunkéw mozna obliczenie jednego warnnku
sprowadzié do obliczenia innych; teoryi charakterystyk np ce-
lem jest wlasnie poznanie, czy istnieju pewne warunki ele-
mentarne, za pomoca ktorych wszystkie inne wyrazié sie daja.
Powstaje tedy zagadnienie o znalezieniu licz, przedstawiajacych
takie warunki elementarne, t. j. charakterystyk. przez ktdre
daja sie wyrazié wszystkie lub niektore z warunkdéw pozosta-
Iych. Poszukiwanie to odbywa sie wedlug metody, wprowa-
dzonej przez Chasles’a, stosowane] szerzej i rozwiniete] przez
Zeuthena, Schuberta i innych.

Rozwaza sie znieksztaleenia niezmiennicze specyalne formy
danej. szuka sig zwigzkdéw pomiedzy warunkami na to, aby forma
zniekszralcata sig w dany sposéb, a innemi warunkami elemen-
tarnemi (przechodzenie przez punkt, stycznosé do plaszezyzny
1do prostej), stagd otrzymuje si¢ liczby charakterystyczne dla
form znieksztalconych, i przy pomocy znalezionych zwiazkéw
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otrzyvije sie  wreszeir liezhy  charaktervstyezne dla form
0;_:1'!]11:\'(:}1.

Przyvklad wysrarczy do wyjasnienia tvel nwag o ~tosowa-
niumetody. Niechaj torm4 dana bedzie stozkowa: rozwaziny dwa
jej zmeksztalcenia niezmiennicze mianowicier . t. j. stozkowa-
ktorej punkty rworza prosty podwdéina 1 ktdre] styezne tworza
dwa rozne peki promieni. majace srodek w dwun pnnktach
prostej: .t J.stozkowa, ktore] punkty tworza dwie proste rdézne
i ktorej styczne tworza dwa zlewajace sie peki promient. htdrych
srodek znajduje sie w punkeie spotkania dwu prostyeli.  Jezeli
przez 7 1 ¢ ozuaczymy 1 warunki na to, uby stozhowa zuieksztal-
cala sie dwoma powyzszemi sposobami, przez u. », ¢ - warunki
na to, aby plaszezyzna stozkowej przechodzila przez punke, aby
stozkowa przecinala prosta 1 aby byla styczun do plaszizyvzny
danej, znajdziemy zwiazki:

2p —p—2u=yq: 20—y =6,

z ktorvel wyplvwa:

2 1 1 L L2 2
1'—?3}—%-3—01— g _;—’:5“};—1—3—6-1—:;—‘“.

Cheemy teraz znalesé liczbe wivg?, t. J. liczbe stozkowych
plaszezyzny, przechodzacyeh przez punkt dany (t. f. przecinaja-
eych prosty przestrzend) i stycznyceh do czrerech prostyeh (t. j.
stycznych do czterech plaszezyzn przestrzenii; z wzoréw poprze-
dzajacych wynika:

ot =

[

i 1
et 4= -, et + - ptet.

Otéz, wyraz zawierajacy czynnik ' jest zerem, gdyz
plaszezyzny nie mozna przeprowadzié przez cztery punkiy do-
wolne przestrzeni; a zatem, jezeli przyjmiemy jako znane dwa
plerwsze wyrazy strony drugiej, otrzymamy wartosé strony pler-
wszej. Otéz na plaszezvinie (;') liczba stozkowyel %, do-
tykajacych ezterech prostvel, jest oczywiscie réwna 3, liczha
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stozkow _\‘p]l A, Styczny ch o ezmerech i:r-;.-\r}'u}t -..ldrlyvh.je:-f Aerer).

tak zZe ostateczule g ro*==x

Abv dae wyobrazeuie « rezultatach, ktore otizymujemy
przy  pomory metod powyzszyeli, przytoczymy tu niektére
z wynikdw gléwnyeh 1 waznyeh takze samychh w soble. nieza-
leznie od metod, ktdéremi je osiagnieto. Sy one podane w roz-
dziale 4-3v1m dziela Schuberta,

1. Sq Jdwie proste. opierajace sie na czterech prostych
&a-nych.

2. Sy trzy wielokaty o u bokach, skosne, ktirych wierz-
cholki iw liczbie n) znajduja sie una plaszezyznach danych,
a boki przechodza przez punkry dane.

3. Majac w przesrrzeni pie¢ par prostycl, mozemy 20 roz-
maitemi sposobanii zbudowaé piec promieni. polozonych na
jednej plaszcsyznie i zbiegajacyeli siv w jednym punkecie, i tak
mianowicie, ze kazdy z nich opiera sie na dwdch prostych, nale-
zaeych do jednej z par danycl.

4. Niechaj u przedstawia warunek. aby plaszezyzna stoz-
kowe] przechodzila przez punkt duny; v—-warunek, aby stoz-
kowa przecinala prosta dana; o—warnuek. aby byla stvezng do
plaszizyzny danej. Stosujac znakowania paragrafow poprze-
dzajucychi. otrzymujemy nastepujaca tablice liczb stozko-
wyeh przestrzeni, czyiiacveh zados¢ odmin warun-
kom. Dia jasnoscidodajemy. ze symbol 3" oznacza, iz plaszezy-
zna stozkowe] ma przechodzic przez trzy punkty dane, t.j. ze jest
dang a stozkowa ma przecinaé piec prostyeh danych w prze-
strzeni; p'y*o-—oznacza, ze stozkowa wa znajdowacé sie na
danej plaszezyznie, przecinaé cztery proste dane, t. j. przecho-
dzié przez vetery punkty dane swoje] plaszezyzny 1 byé styczna
do plaszezvzny danej, a zatem by styczna do proste] na swojej
plaszezyvinie.
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+ = 125

whih = 4 T T W = T Vit = 104
nwhot =32 A R U] pitet = 45 vind = B4
wied = | Wt = b wAn =323 Vil = 32
o = 4 povpl =12 T W= 1

wet o o= 6 vl = b

e 2

9. Na danej plaszezyznie jest stozkowyceh 8264 styeznych
do piecin stozkowych danych.

Liezbe tych stozkowyeh wyznaczyt byt ednie Steiner jako
rowna 4 Hezbe dokladnaznaledli plerwsl Chasles i Th. Berent.

6. Jezeli y oznacza warunek, aby kwadryka przechodzila
przez punkr dany, o — warnnek, aby byla stvezna do plaszezy-
zny, f—warunek. aby byla styczna do prostej. wtedy mamy na-
slepujucg tablice liczb kwadryk przestrzeni, czynig-
cych zado$é dziewiegciu warunkom:

;,_9 — .'-'9 = 1 VT = .,:?T = 4 Pt = -,4:L'.'?1 =112
}LI? —_ :l_:,“ = 3 ‘;E:J.C'.Q = ‘a-":J.IQ" = 12 'J:‘.U.J' = 'a“‘{;* = 3
we? = wiei= 4 pinie = Pt = 3G Butp = viuet = &1
!_l.‘p:i — :J..‘.’f: 17 ‘a;':J."f)z =] 'a.-':J.“{f = f5 VEIJ.‘-‘P? = |2
wigh = wigd — 2| vipb = = A Viud =g = 5K
il =t = 2 Vinlp = vingd = 2% viutp = fup? = 104
il = yoi = & Vil = Vel = T2 Vip? =vigt = 80
v p'—‘:';;xz‘f,f: 18 vap.‘p?' = 104 vipp = 104
wii=undSi=34 A =i = 8 i = = 92
Sed 5 e 401 .| 9 e
wpdet = 42 vipdp = vingt = 43 { ¥ = 2

|

i

Tablice te siuza takze do znajdowania liczb stozkowych,
i kwadryk. czynigeveh zadosé innym warunkom; a dzieje sig to
w ten sposch, Ze przy pomocy réwnan symboliczuych pomiedzy
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warankami wyrazamy nowe warnnki pomiedzy p. », g, a uaste-
pnie poslugujemy sie temi tablicami. podstawiajur za kazdy wy-
raz stopnia S-go jego wartosc liczbuwy (patrz przyklad w § 2

7. Istnieje 66694105 kwadrvk, styeznyeh do dziewiecin
kwadryk danych.

8. Niechaj » oznacza warnuek, aby krzywa szescienna
plaska przechodzila przez punkt. p—warnnek, aby byla styczna
do prostej: mamy wtedy tablice nastepnjace:

a) jezell wzescieuna jest ogdlna, t. j. klasy t-¢], jest:

=1, »lo=4 »Ti=16. yo =64 =206, rio3=97%,

pigS=3421  »2T=UTUH, ro'=21004, ¢*=33616.

b) jezeli szescienna ma jeden punkt podwojny, t. j. jest
klasy 4-ej, wtedy:
yi=12, »

rio'i=

9 =36, »p?’= 10” )'_'QI_._'Q-LU. J';Q"' ==480,
712, »¥f =706, poi=tU0, o> =400.

¢) jezeli szescienna ma ostrze, t. . jest klasy 3-ej, wtedy:

yi=24 =00, yip?=114, rlot=16Y, »po*=168,
vip? = 114, »of =060, o' =21

Liezby. odnoszace sie do krzywyeh szeseiennyeh plaskieh. obli-
ezyli: Maillard (Rech. des caractéristignes des systémes ¢lém. de
courbes planes du 3ordre 1871, wyniki te powrirzone w Bull. Darbous,
I, 1872, 8t. 161}, Zeuthen (Compt.vend 1537211 Sehub e re (Gt
Nachr. 1874, 1875, Math. Ann. NI

9. Dla krzywej rzedu 4 go plaskiej klasv 12-¢j, znajduja-
cej sie w plaszuzyznie danej, przy zwyklem znaczenin symboli
r1g, jest:

vit=1 =06, »¥I1=36, »lp'=215, »l*= 1206,
v’ =TTT6, 8 =46656, »70"=279600, »%" = 1668096,
vip? = 9810040, »%'0 = 36481390,  »%pl! = 308389896,
rip!? = 1630346504,  »yo!d = 6383946576, !t = 23011191144,
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Te liczby wraz z wieloma innemi dla kwadryk specyalnych
(z punktami podwdjnemi. potrojnemi, ostrzamiit. p.) wyrachowal
Zeuthen (Comptes rendus 1872, Akademia w Kopenhadze 1873).
Patrz ksiazke Schuberta. w ktre] te rexultaty sa powtdrzone.

10.  Niechaj P oznacza waranek, aby krzywa szescienna
skosna przechodzila przez punkt dany, T—warunek, aby byla
styczna o prostej. y —warunek, aby przecinala prosts. o—waru-
nek. aby byla styczna do plaszezyzny. B—warunek, aby prze-
cinala prosta dang w dwdich punktach: wtedy:

»'2 .= 801060, o't = 56960,
Piyi=), Pirp=10, P'g*=20. P'»*=31), PYy3p=060, Ptyo*=240,
Pily=34 Plp=12 P'To=8 Pllp=12
1205 =008, Tr*=120, T»p= 120,
PiRi—=1, PDB¢*=1, PB'=1, I¥=8,
P3Byt =4 P*BY'=06, PB» =9, B¥W'=20,
PiBvo =28, P‘Bvo=12, PByp=13, DBvp=40.

Wiele innych wyznaczel analogicznyel moZna otrzymaé, wpro-
wadzajae inne warunki. Zbior wielu takich wyznaeze znajdujemy
w § 25 dziela Schuberta. Niektore z liczh dla krzywyeh szes-
ciennyeh skosnyel otrzymal Cremona (Crelle LX)), inne Sturm
(Crelle LXXIX. LXXX) na drodze geometryeznej, oraz Schubert,

O liezbach, odnoszaeych sie do kongrueneyj liniowyeh promieni,
do pekow promieni albo plaszezyzn rzutowyehi t. p, patrz dzielo
Schuberta,
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IEORYA NIESKUNCZONOSTEOWA KKZYWYCH I POWIERZCHNI.

VA
it

Styczne i normalne do krzywych i do powierzchni.

Prosta styvczna do krzvwej (plaskiej albo skosnej)
w punkuie P (punkcie stycznosci) jest poloZeniem granicznem
prostej zmiennej, przechodzgcej przez punkt P 1 przez inny
punkt P’. nalezgoy do tejze galezi krzywej, gdy pnnkt £’ dazy
do zlania sie z punktem /'

Prosty normalug do krzywej plaskie] w punk-
cie jest prosta, pizez ten punkt przechodzgca 1 prostopadia do
stycezie] w tymze punkcie,

Jezell y=fix) jest rownaniem krzywej, wte
dyréwnania

d

= dy .. i 5 =
V— = e (X—uo): T (Y—y) = — (X—u)

s réownaniami; pierwsze stycznej, drugie nor-
malnej, x, ysg spélrzednemi punktu styczno-
sci; X, Y—spolrzednemi biezgcemi. Jezelirdw-
nanie krzywej jest postaci ¢(x,y)=0, wtedy



Styezne 1 normadne do krgywyeh 1 do puwierzehni. U

rownania stycznej 1 normalnej przybierajs
postac:
oy

R AR T Y AP I W SRS 0
(X — 2} 5 (1= 7y =0 (X=ur) T (F—mn

— =)}

the

Jezeli wreszeie krzyw a jest dana przez dwa
rownania «s=wp(t), y=y(t), wtedy rdiwnaniami
stycznejinormalnejsa:

dyr

2 "L = {I-—JJ L+ X-m =t =o.

iy
(I-—j}m — X = di o

Jazeli 6, 8’ sa katy, jakie styczna 1 normalna tworza z osia

; ) d ;
odcietych, wtedy ( kladac Ig— =y)mamy:

©0s 6= "‘__: —‘._';!_.'..:__— " Siﬂ = —l—_._ _L;‘:“— '
FEE I I+y7

cos ' =+ _ Y —, sin 6’:;_+———1
J1+y* e

Znak w tych wzorach zalezy od umowy, jaki czynimy co do kie-
runku dodatniego stycznej 1 normalnej.

Nazywamy dlugoscia Tstycznejidlugoscia
N normalnej dIngosci odcinkdw stycznej i normalnej, za-
wartych pomigdzy punktem stycznosci a osiy odeietych; nazy-
wamy podstyczna 8 1 podnormalna §, dlugosel od-
cinkéw na tejze osi, zawartych pomiedzy spodkiem prosto-
padlej, spuszczonej z punktu krzywej na os odcietych, apunktem,
w ktérym normalna spotyka te 0s. Mamy wzory:

T 2
T=_...—_-_-__._y]'1”"y , N=yV1+y* S:=—§r, Se=yy".
Nazywamy podstyczng biegunowsaipodnormal-
na biegunowa czesci stycznej i normalnej, zawarte pomie-
dzy punktem krzywej a prostopadla do promienia wodzacego,

wyprowadzong z bieguna.
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Asyumptota kezvwe] plaskie] jest prosta. przedstawia-
jaca polozZenie graniczne styeznej do krzywej. gdy punht styez-
noscl oddala sie nisugraniczenie na galezi nieskonczonej krzywej
danej. Réwunaniemasymptory jest

dy

J— 4X —B=0. gdzie: 4=1m 'f,';

, }j‘=1im(;‘ —- %’f— :I) ;

granice te bierze sie w tewn znaczeniu, ze spélrzedne punktu o, y
krzywej daza d wartosci spitrzednych punktu, znuajidujacego
sie w nieskonczonosci na krrywej.

Réwnaniami stycznej do krzywejskosnej.
danej przez rdwnania y=g¢ (r), r=1(x), sa

/ . tus
Y—y = Ll (Y—2), Z—2= 4t (X —u),
dua dor
lub symetryczniej:
X—a Y=y  Z-z
dy —  dy — dz

Jezell réwnania krzywej sa postaci
[y, 2)=0, Flr,y,z)=0, wtedy styczna wyraza sie
réwnaniami:

Uf

l—qz(l' J+-——(Y-———j}+} (/—z}—U

Nazywamy plaszczyzna normalna do krzy-
wej skosnej w punkcie plaszezyzne prostoradla do stycznej
w tym punkecie i przechodzaca przez punkt stycznosci. R 6 w-
nanie plaszeczyznynormalnej ma jednezdwéch
postaci:

X—2yde 4+ (Y—y)dy+(Z—2)dz=0
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X—r Y=y, Z—:
of o r

A ty iz =),
ol ol ra
b dy Uz

Dostawy kytow ihr)=a (Ly=4§ (z)=y, ja-
kie styczna { tworzy zosiami, wyrazajg sie
wtensposob:

= il 64 B i dz
cosa=—-- -, COSpHh= Cos 3 = ,
ds 7 ds & ds
s = | dw? o dh? —— dd2®.

Jezeli przez punkt P powierzchul poprowadzimy wszystkie
mozliwe krzywe skosne na niej polozone, to proste styczne do
wszystkich tych krzywych w punkcie P znajdowaé sie beds na
jednej plaszezyznie, ktéra nazywamy plaszczyzng sty-
czng do powierzchni. Réwnaniem plaszeczy-
zny stycvznej do powierzchni f(r,4,2)=0 jest:

_ 7, - df . 0!
{l——.u-a-é + (Y —u ()—L-}-(J—uz‘a rli_ =0.

Prosta, przechodzaca przez punkt F i prostopadia do plasz-
czyzny styczne] do powierzehni w tym punkeie, nazywa sig
prostgnormaluy dopowierzchni. Réwnanisa-
minormalnej sa:

X - Y=y Z—1z
9 I I
o iy 0z

I

adostawy jej kierunku wyrazajg sig wzorami:

o
dr

Vi+ (I

cos (n,) =
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FoRml = m] (d,f J | (rn‘ )2 _:(dfq)

rla

cos (1, 2) = —

) T+ (T

Jezeli réwnanie powierzchni dane jest
w postaci z=¢ (z,y), to (kladac p=~§—f_—.q=—33|_ma_

myrownania normalnej:

X——J.'___ Y—y Z—Z
Ty 9 ey "

adostawy jej kierunkowe wyrazajgsie wzorami:
cos (n,r) = = W —, cos(n,y) =+ —_QT___—M .
e Vitrtg
i ____,,_.1._._._..
e

cos (n, ) =

Wklgstosé i wypuktosé krzywych ptaskich. Przagigcie.

Niechaj P bedzie punkt krzywej plaskie] o réwnaniu
y = [ (%), wy—odcieta tego punktu: jezeli istnieje liczba k taka,
ze wszystkie punkty, ktérych odeigte wyrazajg sie przez z,—+h
(gdzie h<k), tworzs tuk, znajdujacy sig calkowicie po jednej
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stronie stycznej po krzywe] w punkcie P, mowimy wtedy, ze
krzywa w punkcie / jest wypukla albo jest wklesla;
jezeli za$ nie mozna znale$¢ takie] liczby I, wtedy méwimy, ze
krzywa w tym punkcie nie jest ani wypnkla ani wklesta, lecz ze
posiada w punkcie P przegiecie.

Méwimy. ze krzywa w punkcie P jest wypukla albo
wklesla wzgledem osi z, jezeli wszystkie punkty o od-
cigtej .o =/ sa polozone w jeduym z dwdch katdw rozwartych
albo ostrych, ktdre styczna do krzywej tworzy z osig .

Aby krzywa wpunkcie byla wypukla albo
wklesla, jest koniecznem i dostatecznem, by—
w zalozeniu, ze w punkcie x, znikajg pochodne
v,y ...ym funkcyiy wzgledem x,1 Ze pierwsza
nieznikajgcg w punkcie z, pochodng jest
ymt—liczba m bylaliczbg nieparzysts. Witym
przypadku krzywa bedzie wypukla albo wkle-
sta wzgledem osix, zaleznie od tego, czy ilo-
czyun f(x,) /™t (x,) jest dodatni albo ujemny.

Aby punkt P o odcigtej#, byl punktem
przegigcia krzywej, jest koniecznem, aby dla
x=ux, pochodna druga f'(x) znikala: to znaczy:
punktyprzegiecia sg pomigdzy punktami kté-
rych odcigte zamieniajg na zero pochodng
druga funkeyiy wzgledem z.

§ 3.
Pola ptastie, fuki, objetosci 1 pola powierzchniowe.

Niechaj bedzie krzywa o réwnaniu y=/(z) (odniesiona do
ukladu prostokatnego); rozwazajmy galaz krzywej] od z=aqa do
x=f taka, Ze prosta réwnolegla do osiy przecina ja tylko
raz jeden. Poprowadimy rzedne w punktach skrajnych

Pascal. Rep. II. 1
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o odcigtych a, §: pole plaskie, zawarte pomiedzy galezig krzy -
wej. osig o a dwiema rzednemi skrajnemi, okreslamy w sposék
nastgpujacy: Podzielmy przedzial od a do § na jakakol-
wiek liczbe czesci éy, 0,. .. . d,; zpunktéw podzialu poprowadzmy
rzedne az do krzywej; pomiedzy dwiema kolejnemi rze¢dnemi za-
‘wieraé sie bedzie Iuk krzywej, na ktérym obierzmy punkt jaki-
kolwiek 7% niechaj 7, hedzie odcigta punktu obranego na luczku,
odpowiadajacvm przedzialowi §,. Iloczyn 6.f(r,) jest polem
prostokata o po Istawie 9, 1 0 wysohosel réwnej rzednej punktu
P. Granica sumy N4, fir,), gdy szerokosé prze-

re
dzialdw czastkowych 4, zmniejsza sie nieograni-
czenie, astgd liczbaich n rosnie donieskon-
vzounoscistanowi—na zasadzie detfinicyvi—pole
plaskie, zawarte pomiedzy krzywa a osig
Analitycznie pole to wyrazamy wtensposdh:
5

| fz)de.

‘a

Pole, ograniczone krzywemi plaskiemi, mozua zawsze zlo-
zy¢ z pol gatunku powyzszego, t.j. z psl, ograniczonych czescia-
mi krzywej 1 osia .r.

Wykonawszy poprzednia konstrukeye. poprowadzmy styczng
do krzvwej w punkcie o odcietej &, 1 we wszystkich analogicz-
nych i rozwazmy odeinek stycznej, ograniczony dwiema rzed-
nemi, przechodzacemi przez konce przedzialu §,. Okreslamy
wtedy dlugovs¢ tuku krzywej lub wprost diugosé
krzywej, jako granice sumy wszvstkich takich
odcinkdéw linij stycznyech. Wyrazenie anali-
tyczne Iuku krzywej ptaskiej jest:

8

[T+
Jezeli s oznacza luk krzywej, wtedy zacho-
dzlzwigzek rézniczkowy:

da? = dx?* + dy?;



Pola plaskie, tuki, objetosei i pola powierzehniowe 515

jezeli b jest kat, jaki styczna do hrzywej
w punkcietworzy z os13 2, wtedy:
dx dy

08 6 = —— i = -
cos W ¢ sin b s

Okreslmy teraz dlugos¢ luku krzywej skosnej. Niechaj
y = \x), Z=y(x) beds réwnania tej krzywej; rozpatrzmy galsz
krzywej od punktu o odcigte] v =a do punktu o odcietej =g
1 przyjmijiny, ze kazda plaszczyzna o odciete], zawartej pomiedzy
aa B iprostopadla do osi.r, spotyka krzywg tylko w jednym
punkcie. Podzielmy, jak wyzej, czesé osi odeietej od a do g
na przedzialy d;, ... ..d,, 1 w punktach podziaiu poprowadzmy
plaszczyzny prostopadle do osi ; plaszezyzny te podziela luk
krzywej na tylez lukéw czastkowych. W kazdym z mich np. wtym,
ktérego rzutem jest §,, obierzmy punkt, poprowadzmy w nim
stvezna do krzywej 1 uwazajmy odcinek tej stycznej, ograniczony
plaszezyznami, przechodzacemi przez koniec odcinka §,. G ra-
nicasumy wszystkich tych odcinkéw, gdyprze-
dzialy 6, zmniejszaja sie nieograniczenie
co do wielkoseci, jest grani¢g fukukrzywej sko-
$nej. Wyrazeniem analitycznem lukn krzy-
wej jest

-
"

=) T

gdzie ds®*=da*+dy’+de*. Jezell (t,x), (y) (,,2) sg
katy kierunkowe stycznej, bedzie:

cos ({, z) = Tiﬁ , cos(tyl= j—f , cos(t, z) :% .
Rozwazmy kawalek skonczony powierzchni, ograniczony li-
nig zamkniety (konturem), ktorej rzutem na plaszczyzug sy jest
linia plaska zamknigta ¢; prosta, przechodzaca przez punkt
plaszezyzny pola plaskiego, ograniczonego krzywa ¢, niechaj
spotyka tylko w jednym punkcie powierzchnig. Utwirz-
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my na plaszezyznie y prostokat o bokach rownoleglych do csi
@, y i stycznych do krzywej ¢. ktéra niecha] zawiera sig we-
wnatrz takiego prostokata; niechaj a, p beda odcigte wierzchol-
kéw prostokata, o', f ich rzedne. Podzielmy przedzial na osi od-
cietych od a do # na przedzialy czastkowe &y, 0y, . .. 0x; prze-
dzial osi rzednvch od o do g na przedzialy czastkowe
', &, ..., 8% iprzez punkty podzialu poprowadzmy proste, od-
powiednio réwnolegle do osi 71 y. Prostokat, opisany na krzy-
wej ¢, podzieli sig na prostokaty czastkowe; pole jednego z nich
bedzie §,0,. Z tych prostokatow wezmy tylko te, kibre znaj-
duja sie wewnatrz pola ¢ albo sa przecigte przez krzywsg ¢.
a odrzuémy te, ktére znajduja sie calkiem zewnsatrz pola ¢.
Przez punkt «, ., znajdujacy si¢ w prostokacie 6, 6's (nie wy-
laczajac obwodu tegoz), poprowadzimy prostg rownolegla do osi
z az do spotkania z powierzchnia w punkcie, ktérego wysokosé
nad plaszezyzna xy bedzie 2, = /(x,4:), jezelli z={f(x,y) jest
réwnaniem powierzchni. Granica sumy objetosci
wszyvstkich prostopadlosciandw, majgcych za
podstawy 8,8 azawysokosé 2., gdy przedzialy
,.0, zmniejszaja sie nieograniczenie stano-
wito, conazywamy objetoscia zawartsg mig-
dzy powierzchnig a plaszczyzng xy. Objetosé
ta wyraza sig analitycznie wtensposdhb:

L= . U;‘ (x, ¥) d dy |

gdzie calka podwdjna rozciagasig na cale
pole, ograniczone krzywg ¢ (Patrz Tom I, str. 169).

Jakakolwiek objetosé ograniczona powierzchnig daje sie
zawsze podzielié na objetosci takie, jak powyzsza, t. j. ograni-
czone kawalkami powierzchni i plaszczyzng xy.

Jezeli utworzymy prostopadloscian nieograniczony o pod-
stawie 8. §'5, to éciany jego wytng na powierzchni czworobok
krzywoliniowy, wewnatrz ktérego jest punkt o wysokosei 2.
Poprowadzmy plaszczyzne styczng w tym punkeie i ograniczmy j3
$cianami tegoz prostopadloscianu; granica sumy pSl wszyst-
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kich réwnoleglobokéw, ktére wten sposéb
tworzg sienardéznych plaszczyznach styez-
nych, gdy 816, zmniejszajg sie nieogranicze-
nie, stanowi pole powierzchniowe. Wyrazeniem
analitycznem tego pola jest:

a= [V 1+ (EVH (E wear

gdzie calka podwéjna, jak wyzej, rozcigga sie
na cale pole plaskie, ograniczonekrzyws ¢.
Do niedawnego czasu pola powierzchniowe okreslano
w najpowazniejszych traktatach (np. Serreta) inaczej, miano-
wicie jako granice sumy pdl scian wpisanych w powierzchnie
wieloscianéw o scianach tréjkatnych. Sch warz pokazal, ze
okreslenie takie moze w pewnych razach okazaé sig¢ zwodniczem
albo niedokladnem (Werke II, str. 309); patrz tez drugie wyda-
nie dziela ,Cours d'analyse* Hermite’a, Paryz 1883, str,
35—36, gdzie po raz pierwszy pojawila sie nota Schwarza.
Jezeli o$ z jest osiag obrotudanej powierz-

chni, ktédrej ré6wnaniem jest z=F(Va?’+y?), wtedy
objetosé, zawarta pomiedzy dwiema plasz-
czyznami prostopadlemidoosiobrotu, wyeci-
najgcemi na powierzchni dwa réwnolezniki
o promieniach, r,, wynosi:
e
:rcl?“-’ F'(r)dr,
J

pole za$ powierzchniowe, zawarte pomigdzy
dwomaréwnoleznikamir, r, wynosi:
2n’r}'1+F’9(r}dr-
Pole pasa kulistego, t.j. mniejszego zdwoéch
kawalkdéw kuli, ograniczonego kolem o pro-
mieniu r nakreslonym na kuli, jest:
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2aRIR—) RI—r?)

gdzie B jest promien kuli.

Jezeli elipse o polosiach «, & (a_>4) obrocimy okolo osi
wieksze], powstanie elipsoida obrotowa. Pole elipsoidal-
ne, ograniczone dwiema plaszczyznami pro-
stopadlemi do osiobrotu, z ktérych jedna
przechodziprzezsrodek, a druga przechodzi
od srodka wodlegloseir, wynosi:

h — 1 «? . e ;
Sl rha*- e?r? + 5 - arcsin—-7 J,

I_53 - .
gdzieeﬁza L Stad pole polowy elipsoidy
jest:

5 mab ;
al? + arc sin €.

Objetosé, elipsoidy o trzech osiach nie-
réwnych wynosi %uabc, gdzie a, b, ¢ sg dlugo-
$citrzech pélosi

Objetodé, zamknieta whyperboloidzie je-
dnopowlokowej dwiema plaszceczyznami réw-
leglemidoelipsyszyjowejiodleglemi od sie-
biena 2 ¢ Wynosi—g- nabe, gdziea. b sg pdlosi
elipsyszyjowej.

Objetosé¢, zamknieta w paraboloidzie elip-
tycznej plaszczyzng prostopadla do osi, jest
polowa objetosci walca o tejze podstawie
iwysokosei

Pole powierzchniowe pierscienia, utwo-
rzonego obrotem kola o promieniu K okolo
prostej odleglej na dlugoséa od srodka kols,
wynosi4n’aR; objetosé zas pierscienia 2alak’
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Pola i objetosci biegunowe. Niecliaj g (promien wodzacy),
6 (awmplituda) beds spélrzedne biegunowe punktu krzywej
danej na plaszcezyznie, P, P, punkty krzywej, O biegun ukladu
spélrzednych. Niechaj czes¢ krzywe]j, zawarta migdzy punkta-
mi P, 1 P,, bedzie taka, ze jakakolwiek prosta, przechodzaca
przez punkt O i zawarta w kacie P; OP,, spotyka krzywa w jed-
nym tylko punkcie. Podzielmy kat P, OP, na n czesci w,,w,,...on;
wtedy krzywa pomiedzy P, 1 P, zostanie podzielona na n czegsel
przez ramiona katéw czastkowych; w kazdej z tych czesei (np.
w tej, ktora odpowiada katowi w,) obierzmy puukt dowolny
o promieniu wodzgcym o, i opisziny luk kolowy ze Srodka O
promieniem p,, zawarty pomiedzy ramionami kata w,. Gra-
nicasumy p6l wszystkich wycinkéw kolowych
takich, jak ten, ktdrego pole wynosi {p*w, (o
oznacza tu rownoczesnie, jak zwykle i diugosé Iuku o promieniu
1, obejmujgcego kat srodkowy w.) bedzie polem, zawar-
tem pomigdzy krzywg a dwoma promieniami
wodzgcemi w punktach skrajnych P, P,. Wy-
razenie analityczue tego pola jest:

.£|
—] 0’dh,

iy

—

|

b

gdzie 6,6, sy amplitudy punktéw P, F, (réwna-
nie krzywej wyraza p w funkeyi amplitudy 6).

Ta definicya pola zgadza si¢ z definicya pola poprzednig
w temn znaczeniu, ze gdy pole podzielimy na pola biegunowe
sposobem powyzszym, a nastepnie podzielimy ja na pola sposo-
bem, wskazanym w paragrafie poprzedzajacym, to wyniki, vtrzy-
mane ze stosowania dwdéch wzordw,beds rowne.

W podobny sposéb postepujemy i dla objetosci. Rozwazmy
kawatek powierzchni i punkt na niej o spélrzednych bieguno-
wych g, 0, ¢ Niechaj bedzie stozek o podstawie nieplas-
kie], majacy wierzcholek w biegunie () 1 za podstawe ozna-
czony kawaick powierzchni; dajmy taki, Ze kazda prosta, prze-
chodzgca przez punkt O i polozona wewnatrz stozka, spotyka go
zawsze w jednym tylko punkeie Podzielmy kat brylowy
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w wierzcholthn () stozka na katy ¢ zasthowe; kazdy z vieh wytnie
na powierzchni czastke. na ktdrej obierzmy punkt P,,. i niecha)
or.» bedzie promieniem wodzacym tego punktu: ntworzmy  sto-
zek, hrorego katem ULryvlowvm w wierzcholku jest kat brylowy
czgsthowy, wewnatrz ktorego znajduje si¢ punkt I, ., a ktérego
podstawa jest czes¢ powierzchni kuli, opisanej z punkiu O jako
ze $rodka. Granica sumy objetosci wszystkich tych
stozkow. gdyv maleja nieograniczenie katy
czastkowe, na ktdre podzielono kat brylowy
calkowity, pod jakim widzialna jest powierz-
chnia z bieguna (), jest—na zasadzie definicyi—
objetoscia zawarta pomiedzyv powierzchnig
a punktem (). Objetos¢ te mozna nazwaé objetoscis
biegunowa; jej wyrazeniem analitycznem jest:

1'=% “ o* sin 6 dddp,

gdzie catka podwodjnarozcigga siena wszyst-
kie wartosci 6, ¢, odpowiadajace punktom
uwazanego kawalka powierzchni

Oczywiscie ta nowa definicya objetosci nie jest w niezgo-
dzie z dawniejsza w tem znaczeniu, ze gdybvsmy chcieli obli-
czyt objetosé biegunowa przy pomocy wzoréw poprzednich (t.].
przez podzial objetosci biegunowej na sumy i réznice objetosci
poprzednio rozwazonych. 1 przez stosow anie wzoréw do nich od-
noszacych sie), wtedy obydwa wyniki musialyby byé jednakowe.

Podamy wreszcie, wzory, dajace luki krzywej plaskiej,
tukd krzywej skosnej i pola powierzchniowe w spéirzednych bie-
gunowych. Oto sa one po kolei:

{;el" 14—‘9"(%-27)—2; _ J'
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§ 4.
Krzywizna linif ptaskich i skesnych. Skrgcenie. Rownania wewngtrzne.

Niechaj beda styczne w dwdch punktach sgsiednich
P i F' krzywej plaskiej albo skosnej; kat miedzy niemi, dazscy
do zera, gdy punkty zbliZajs si¢ nieograniczenie, nazywa sie
kagtem stycznosci. Kat ten mierzymy Iukiem kolowym
o promieniu 1, podtrzymujacym w srodku kat, réwny katowi
styeznosci; wielkosé tego kata oznaczamy przez 6. Jezeli s
jest fukiem, zawartym pomiedzy dwoma punk
tamisgsiedniemi, wtedy krzywizna krzywe]
krzywej plaskiej albo skosnej wpunkecie P

nazywamy granice stosunku bi gdy punkt P

; 6
dagzy do P; sam za$ stosunek — Dezywamy krzywi-

zng srednig Iuku s

Uwazajac 6 jako funkcye wielkoscl s, mozemy powiedzieé,
e krzywizna krzywej jest pochodng wielko-
$cif wzgledem s.

Odwrotnos¢ krzywizny nazywamy promieniem krzy-
wizny.

Jezeli y=f(zx) jest rownaniem krzywej pla-
skiej, wtedy krzywizna je] wyraza sig wzorem

It

1 Y .

{.‘=—-—: 3 7
14yt
jezeli krzywa plaska wyrazasigréownaniami
z=g(l), y = @(1), wtedy:

C =
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d*y dc
“us? » st 1 _ (dgy)‘-‘,[d’.r}
R™ Td@ —  dy " K} Uas ds?
dx ds

W spolrzegdnych biegunowych jest:
o200’
3

"'.*)_!?

=) -

leteo

Zwigzek analityczny, 1saniejqcy pmquz.) krzywizng a lu-
kiem krzywej, nazywasie rOwnaniem wewnetrznem
krzywej; wystarcza ono do okreslenia postaci linii krzywej, ale
nie wystarcza do oznaczenia jej polozenia na plaszczyznie.

Wyrazenie krzywizny dla krzywe] skos-
nej jest:

€= —i‘ = :% V(dyd?z—dzay >+ dzdr—ded2) 2 dwd?y—dy dix)?

lub, gdy za zmienna niezaleZng wezmiemy »:

o= b=V (G (T (T

Jezeli z punktu przestrzeni poprowadzimy réwnolegle do
wszystkich prostych styeznych do danej krzywej skosnej i ogra-
niczymy te réwnolegle kula, ktdrej srodkiem jest punkt prze-
strzeni, wtedy na powierzchni kuli utworzy si¢ krzywa ku-
lista, ktéra nezywamy obrazem kulistym krzywej
skosnej danej. Jezeli z punktu krzywej danej poprowa-
dzimy réwnolegls do styczne] w odpowiednim punkeie obrazu
kulistego. otrzymamy normalng gléwng do krzywej
skosnej. Rownaniamitejnormalnej sa:

X—=zx Y—u Z—eg

S Ry
(I.E— d?s_ :J,E—
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a2 jej dostawami kierunkowemi:

g A i % a2
08 & = d cosy = R- . cos = R dy
Cos & = * ?} - d8 H S - d.S‘

gdzie Hjest promieniem krzywizny.

Rozumiet bedziemy przez kierunek dodatni nor-
malnej do krzywej plaskiej] w punkeie P lub normalnej glé-
wnej do krzywej skosnej w punkcie P ten z dwéch kiernnkéw
normalnej, w ktérym, wychodzac z punktu P, spotykamy pun-
kty, ktére z punktami krzywej nieskonczenie blizkiemi punktu
znajdujg si¢ po jednej 1 tej samej stronie stycznej w punkcie P
albo po jednej i tej same] stronie plaszezyzny, prostopadlej do
normalnej giéwnej, poprowadzonej przez punkt P. Rozumiec
bedziemy przez kierunek dodatnistycznej do krzy-
wej plaskiej w punkcieP ten z dwdch kierunkéw stycznej, ktéry
zlewa sig z kierunkiem dodatnim osi y, gdy przesuniemy krzywsg
w jej wlasne] plaszczyznie tak, aby kierunek dodatni osi z
zeszedl sig z kierunkiem dodatnim normalnej.

Punkt na kierunku dodatnim normalnej do krzywej pla-
skiej albo normalnej gléwnej do krzywej skosnej w punkcie P,
odlegly od tego punktu na dlugos$é réwng promieniowi krzywi-
zny K, nazywa si¢ s§rodkiem krzywizny, odpowia-
dajgcym punktowi P.

W przypadku krzywej.skosnej. jezeli poprowadzimy przez
srodek krzywizny prostg prostopadls do stycznej i do normalnej
gléwnej, otrzymamy prosta biegunowa: prosta rownolegia
do prostej biegunowej i przechodzaca przez punkt krzywej, na-
zywa sig d wunormalna (binormalng).

Srodek krzywizny dla krzywej plaskiej
jest poloZeniem granicznem przeciecia nor-
malnej w punkcie Pznormalng w punkecie nie-
skohczenie blizkim punktu P.

Prosta biegunowa dla krzywej skosSnej
jest poloZeniem granicznem prostej przecig-
cia plaszczyzny normalnej w punkcie £
z plaszczyznag normalng wpunkcie nieskon-
czenie blizkim punktu P:
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Spélrzednemi srodka krzywizny dla krzy-
wej plaskiej sa:

i W, prege B i

of
] il s

te wzory maja waznosé przy uwzglednieniu uméw powyzszych
co do kierunkdw dodatnich stycznej 1 normalnej 1 przy uwaza-
nin wielkosci I za zasadniczo dodatnia,

Spélrzednemisrodkakrzywizny krzywej
skosnej sa:

i ‘i" FaL ] a2
.- __,_f i = . = §2 iz
H=ua=+hR P h=y-+R T z, +£# PR

gdzie znak olreslamy zgudnie z mmowa, przyjeta (o do kie-
runku dodatniego styczne;j.
Réwnaniami prostej biegunowejsa:

X—x  Y—y  Z—yz
cos A ~ cosp cos ¥

gdzie katy kierunkowe 4. u, » tej prostej majg
wartosci, okreslone przez wzorjy:
dyd*z --- J=d-y ded*e — do iz

cos L = R —~ = cos u = R d st

dxd*y — dyd2r
ds?

cosy = K

Plaszczyzna stycznej 1 normalnej giéwnej do krzywej skos-
nej nazywa sie plaszczyznsg $cisle styczng jej
rownaniem jest:

|\ X—u, Y=y, Z—2z |
iz, dy dz | =0.
!l d?x, dy, d*z
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Plaszczyzna scisle styczna jest poloze-
niem granicznem plaszczyzny, przechodzace]j
przez punkt krzywejiprzez dwainne jej pun-
kty, gdytedwa punkty w jakikolwieksposéh
zblizajg sie nieograniczenie do pierwszego.

Skrecenie lub inacze] krzywizna druga ma
zwigzek z odchyleniemn prostej biegunowej w przejscin od jed-
nego do drugiego punktu krzywej, podobnie jak krzywizna
pierwsza lub inacze] krzywizna przegiecia wiaze
sie z odchyleniem stycznej.

Jezeli T oznacza kat pomiedzy dwiema prostemi bieguno-
wemi W dwoch punktach nieskonczenie blizkich krzywej (lub
lepiej Iuk kolowy o promieniu 1, podtrzymujscy w srodku kat
ten), wtedy granica stosunku :— nazywasie skre-
ceniem krzywej skosnej w punkcie uwaza-
nym; jej wyrazeniem analitveznem jest:

-}f: I .{‘“,Iri?:,lr_i_[dco?p )+(d005y) ‘

ds ds

gdzie 4, u, » sa katy kierunkowe prostej biegu-
nowej, Tzas nazywasie promieniem skrecenia.

W teoryi krzywych skosnych lub krzywych o podwdjuej
krzywiznie waznemi sa wzory Freneta albo Serreta,
wyrazajace rézniczki dziewieein dostaw: trzech dostaw kierun-
kowych stycznej: cosa. cosf, cosy; trzech dostaw kierunko-
wych normalnej giéwnej: cos &, cosn, cos {; trzech dostaw kie-
runkowych prostej biegunowej: cosi, cosu, cosy. Wzory
te sg nastepujgce:

dcosa ___l_co : dcos —-Lcos deosy 1 SO
& WS T TR Ty TR
iiﬁoﬁﬁ—l’“——'ieos&'; L] ——icos BRY cos {
ds T %% Tds T Tae T 1T
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deosé . deosy 1 wosfi 1 o
= —— (05— AL =——gtinp—- v
ds B IRET i f =
dcos 1 i
—— = — gy —_ , B ) LN L
v A U

Co do umdéw wasglgdem znakéw w tych wzorach patrz roz-
prawe Knesera (Crell: CXIIL. str. 89,

Zwigzki analitvezue pomiedzy krzywizng a lukiem s
krzywej oraz pomiedzy skreceniem a lukiem nazywaja sie
rownaniami wewnetrznemi krzywej; réwnania te
indywidualizuja postaé krzywej. ale nie okreslaja jej polozenia
W przestrzeni.

Jezeli damy sobiedowolnie f=His). I'=1Ts)
jakoréwnania wewnetrzne krzywej. to ist-
nieje zawsze krzywa, imodpowiadajaca, a za-
danie o wyznaczeniu tej krzywej sprowadza
sig do rownania typu réwnania Riccati'ego
(Darboux)

Krzywa, dla ktorej stosunek obu krzywizn
jeststaly, jest helisg na walcu (t. j. krayws przeci-
najacs tworzace walca pod katem stalym); jezell w szcze-
gélnosciobie krzywizny sg stale, wtedy wa-
lec jest kolowym (Puiseux, Crelle VI; Bertrand
tamze VIII).

Réwnanie wewnetrzne stozkowej jest
postaci:

dR

It

4
— 1+ AR®—BK3

-]
I
oe[t-n

gdzie di Bsgiloscistalee Réwnania paraboli
1hyperboliréwnobocznejsg odpowiednio:

1 dh 1 a4

—_— =T =

L3
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gdziep, a saodpowiednioparametrami para-
boliihyperboliréwnobocznej.
Jednon z réwnan wewnqtrzn}ch krzyvwej
kuliste] (poloZzonej na powmwr“hm kuli) jest:
R dli
&) -0,

T i da

Krzywe, dla ktérych jeduo z réwnan wewnetrznych krzy-
wej kulistej jest zwigzkiem liniowym pomiedzy dwiema krzywi-
znami, nazywaja sie. krzywemi Bertranda (Crelle XV);
maja one te cickawa wlasnosé. ze ich normalne gléwne sg zara-
zem normalnemi gldwnemi innej krzywej, sprzZonej z dang
(patrz, Bounet J. Be. pol XXXTI, 1848; Serret, Crelle XVI,
Compt. rend. 1877: C' ¢ s aro, Riv. di mat. II, Mathesis T i t. d)

Teorya krzywyeh plaskich zajmowali sie pierwsi ex professo
gtownie Clairaut (Traité des courbes a double courbure, 1731},
Tinsean (Mém. des Sav. é¢tr. IX, 1781), Monge (tamze X, 1785,
Journ. Ee. pol. I, 1799), Lanecret (Mém de Paris 1 1806, H 1811)
Jacohi (Crelle XIX. XVI), Saint-Venant (Journ. Ee. pol
1845).

Stawne wzory Fremneta i berreta odkryli prawie rowno-
ezesnie ei dwaj uczeni (Crelle XVH 1852 1 XVI 1851; rozprawa
Frenetazreszta juz w 1847 byta odznaczona nagroda przez fa-
kultet nauk w Tuluzie).

Geometrya wewnetrzng krzywyeh, f j. bada-
niem krzywyeh na podstawie ich réwnan wewnetrznyeh zajmowali sie
specyalnie: Hoppe w wieln rozprawach (Crelle LX, LXHI, Archiv.
der Math. 1880—85—89 i t. d.), Liie (Christiania Versl. 1882, patrz
tez Vorlesungen iiber contuirl. Gruppen. Lipsk 1893), Cesaro,
ktory temu przedmiotowi poswiecit osobna ksiazke (Geometria in-
trinseca, Napoli 1896).

Glownemi traktatami o geometryi nieskonczonostkowej krzywych
skosnych s ksigzki: Schella (Lipsk 1859, wyd. 2-gie 1898),
P. Serreta (Paryz 1860), Joachimsthala (wyd. 3-e, Lipsk
1890), i pricz tego traktaty o geometryi rézniczkowej, o ktdrych
méwimy w paragrafach nastepnych.
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S8tycznosé krzywych i powierzchni.

Niechaj y=/(x), y=w (1) beda rownania dwéch krzy-
wych plaskich, méwimy, zZe krzywe te maja w punkeie o odeie-
tej f+=2x, stycznosé rzeduid, gdy dla r=uz, jest:

f"rlJJ = lp{.t'n), f’(l‘} _ QJ'('TB): ----- ) f"(;ﬂ‘o] == ‘P“}(Io'-

Jezeli i jest liczba parzysta, krzywe wpunk-
ciezetknigcia przecinaja sig; jezeli i jest
liczbg nieparzysta, wtedy wtym punkcie nie
przecinaja sie,

Jezeli dwie krzywe f, ¢ maja wpewnym
punkecie stycznosé rzedu 4, wtedy trzecia
krzywa vy, majaca z krzywse fstycznosé rzedu
k<<i, maizdruga krzywsas ¢ stycznosé¢ tegoz
rzgdu k.

Krzywsa majagcas wpewnym punkcie zinng
krzywsa stalgstycznosérzedu 4, mozna uwa-
2ab jako poloZzenie graniczne krzywej, prze-
chodzacej przez ¢+ 1 punktéw krzywej stalej,
wtedy gdy te punkty zblizaja sie¢ do siebie
nieograniczenie.

Krzywa. ktérej réwnanie zawiera ¢ stalych nieoznaczo-
nych, nazywa sig scisle st yczng do krzywe] stalej, jezell
ma z nis W nwazanym punkcie najwiekszy mozliwie rzad styez-
nosci, przy uwzglednieniu wszystkich stalych rozporzgdzalnych;
w ogdle tym najwigkszym rzedem jest i—1;
wszczegblnych przypadkach rzgd moze byé
WYyZSEZy.

Kolem scisle stycznem do krzywej w punkcie
Jest kolo, ktére z krzyws w tym punkeie jest kolo, ktére z krzy-
wg W tym punkecie ma stycznosé rzedu przynajmniej drugiego.
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Kolo scisle styczne do krzywej w punk-
cie przechodzl przez ten punkt i ma srodek
swéj wsrodku krzywizny (kolo krzywizny).

Jezeli kolo scisle styczne ma zkrzywas
w punkcie stycznosé rzedu nieparzystego
(a wiee wyzZszego od 2), wtedy promien krzy-
wizny wtym punkciejestrmaximumalbomi-
nimum.

Niechaj bedzie dana powierzchnia 1 jej prosta normalna
w punkeie P, niechaj bedzie i krzywa skosna. przechodzaca przez
punkt powierzchni; rzuémy te krzyws na powierzchnie za po-
mocg prostych rzucajacych, réwnoleglych do normalnej. Md-
wimy, ze krzywal powilerzchnia maja w tym
punkciestycznosérzedu i gdy krzywairzut
jej, tak utworzony maja wpunkcie P stycznosé
rzedu 1.

Powierzchnia, ktérej réwnanie zawiera i parametréw do-
wolnych, nazywa sie $cisle stycznag do krzywej w punk-
cie, jezell w tym punkcie ma z krzywa stycznosé rzedu mozliwie
najwiekszego, zgodnego z liczba parametréw stalych.

Najwyzszyrzadstycznosci wynosico naj-
mniej ¢ — 1.

Plaszczyzna scisle styczna do krzywej skosnej
jest plaszczyzna, przechodzaca przez punkt krzywej i majaca
z nig w tym punkcie stycznosé co najmniej rzedu 2-go (patrz §4).

Kulg scisle styczna jest kula, majaca z krzyws sko-
$ng w punkcie stycznosé co najmniej rzedu 3-go.

§ 6.
Obwiednie krzywych i powierzchni. Powierzchnie rozwijaine,

Jezeli réwnanie f=0 (krzywej albo powierzchni) zawiera
parametr nieoznaczony a, to zmieniajac go W sposéb ciagly,
otrzymamy szereg krzywych albo powierzchni. Wzigwszy war-

Fascal. Rep. 34
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tosé pewna G, a nastepnie druga «—Aa, bedziemy mieli dwie
krzywe albo powierzchnie, ktérych przeciecie, w miare gdy Aa
dazyé¢ bedzie do zera, moze zblizaé sie¢ w ogdlnogel do pewnego
polozenia granicznego. Ogdl tych wszystkich poloZzen granicz-
nych moie tworzyé krzywy albo powierzchnie, ktéra nazywamy
obwiednig danego szeregukrzywychalbo po-
wierzehni. Krzywa albo powierzchnia szeregu nazywa sig
obwiedziona. W przypadku powierzchni, polozenie gra-
niczne krzywe] przeciecia dwéch powierzehni nieskonczenie
blizkich nazywa si¢ charakterystykg (Monge,).

Dla znalezieniaréwnaniaobwiedniej na-
lezy wyrugowa¢ parametr a pomigdzy ré6wna-
niem danem aréwnaniem, jakieotrzymujemy,
przyrownywajac do zera pochodng danego réw-
nania wzgledem parametru, t. j. pomiedzy réow-
af
At ==}

Obwiednia jest styczna do wszystkich ob-
wiedzionych wzdluz odpowiedniej charakte-
rystyki

Charakterystyka, poluzona na obwiedzionej, spotyka ob-
wiedziong sasiednia w pewnych punktach, ktére moga dazyé¢ de
polozen granicznych, gdy dwie obwiedzione zblizaja si¢ nieogra-
niezenie; ogdél wszystkich polozen granicznyeh tworzy w ogél-
nosci krzywa, nalezaca do obwiedniej i nazwang krawedzia
zwrotun obwiedniej; rOwnania tej krzywejotrzy-
mujemy, eliminujaca pomiedzy trzema réw-
naniami:

naniami f=0

_ of 2
f““'o‘ _a; —O- Tag——-—o.

Obwiednia ukladu pojedynczo-nieskonczonego plaszczyzn
jest powierzchnia, zwang powierzchnia rozwijalng

Niechaj r, s, { oznaczaja pochodne drugie wielkosci z wzgle-
dem x 1y, otrzymane z réwnania powierzchni; ré6wnaniem
rézniczkowem powierzchuirozwijalnej jest:

ri—s= 0.
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Powierzchnie vozwijalne otrzymaly swa nazwe dlatego, ze
daja sie rozwinaé na plaszczyznie, bez rozciagania i zrywania.

Powierzchnia rozwijalna jest miejscem
styeznych krzywejskosnej, ktéra jest joj kra-
wedzia zwrotn, a same styczne sg jejcharak-
terystykami

Plaszczyzny stycznerozwijalnej sa plasz-

czyznami scisle stycznemi jej krawedzi zwrotu.

Obwiednia plaszczyzn normalnych do krzywej skosnej jest
powierzchnig, ktéra nazywa si¢ rozwijalna biegunows
krzywejskosnej.

Charakterystykami powierzchni rozwijalnej biegunowej sa
proste biegunowe krzywe) danej.

Spélrzedne punktu krawedzi zwrotu roz
wijalnej biegunowejsa:

x'.:x—}—!icoss-—f%?cosl; yn=y—|—Rcos1‘r-——T%§005p;
zo=2z~}+Rcos{—T (if cos .

Krawedz zwrotu rozwijalne] biegunowej krzywej skosnej
jest miejscem srodkéw kul scisle stycznych w punktach krzywej.
Obwiednia plaszczyzn,stycznych do krzywej skosnej 1 prostopa-
dlych do normalnej gléwnej, jest t. zw. rozwijalnsg pro-
stujaca dla krzywej skosnej.

Jezeli rozwiniemy na plaszczyznie roz-
wijalng prostujaca danej krzywej skosnej, to
ta krzywa (nalezgca do powierzchni) przeksztalca sig
na prostasg.

§ 7.
Rozwinigte 1 rozwijajgce.

Niechaj bedzie krzywa plaska albo skosna; wyobrazmy so-
bie nawinietq na nig ni¢ gietka i nierozciggalng, a nastepnie



b2 Rogdziad XV — 57

rozwiny ja tak, aby pozostala zawsze napiets 1 zatem styczny
do krzywej: wtedy punkt jakikolwiek nici opisze krzywa. ktéry
nazywamy rozwijajscy danej; dang wzgledem tej ostatnisj
nazywamy rozwilliety.

Stvezna dorozwiniete] jest zawsze pro-
st-oparila dostycznejdokrzvwejrozwijajacej.
astvezna dorozwijajacej jestréwnolegla dn
normalnej gldéwnej krzvwejrozwiniete]j.

Jezeli mamy dang krzywa skoéna albo plaska. to spd1l-
rzedne punkturozwinietej wyrazaja sie wten
sposdb:

£ = - ReosE-+ Rtg(r—+k)cosi;
y = y+Reosy+HRHegua—+L)cosu:

L3

i =2z+ Reosyg+ Rtg(r+Icosy,

-y

gdzie:

1gdzie k jest stalag dowolng. Istnieje tedy nieskon-
czenie wiele rozwinigtych danej krzywej plaskiej albo skosnej.
Jezeli krzywa jest plaska. wtedy v jest stale. Kat, jaki styczna
do rozwiniete] tworzy z normalng gléwna rozwijajacej, réwna
sie T+,

Jezeli krzywa jest plaska, to kladac 1 +1k=0, otrzymamy,
pomiedzy nieskonczenie wielu rozwinigtemi, rozwinieta plasksa.
Wszystkie rozwinigte krzywej leza na powierzehni rozwijalnej
biegunowej dla krzywej rozwijajacej i sa wszystkie krzywemi geo-
dezyjnemi (patrz nizej) tej powierzchni.

Jezeli rozwijajaca jest skosng, to i wszystkie rozwiniete sa
skosnemi; jezel: jest plasks, to jedna rozwinieta jest plasks, pozo-
stale skosnemi. W tym przypadku jedyna rozwinigta plaska jest
miejscem $rodkéw krzywizny krzywej rozwijajacej, a pozostale
sa helisami walca, ktérego podstaws jest to miejsce.

Styezne do dwéch réznych rozwinietych, wychodzace z te-
g0 samego punktu rozwijajacej, tworza kat staly.
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O powierzchniach rozwinietych dla powierzchni danej patrz
nizej § 13.

Z wyzej podanej konstrukeyi linii rozwijajacej wynika bez-
posrednio, ze krzywa dana posiada nieskoficzenie wiele rozwija-
jacych.

tozwinigty krzywe] plaskiej rozwazal po raz pierwszy Huy -
zen s (Horologium oscillatorium 1663), ktéry do konstrukeyilwahadta
izochronicznego zastosowal izochrumizm cykloidy (p. Rozdz, XVII),
opierajac pret wahadla na dwich pélrozwinietyeh tej krzywej; stad
pochodzi mysl badania rozwinietyeh w ogblnodei. Przedmiotem tem
zajal sie poZniej N e wton wswojej ,Metodzie fluksyj©.

§ 8.

Spotrzedne krzywoliniows. Element linfowy powierzchni. Formy riz-
niczkowa zasadnicze powierzchni. Odwzorowanie podobne.

Odwzorowanie kuliste.

Niechaj bedzie powierzchnia, okreslona przez rownania:
ne= (p(u.., L-'}, i = 'q-[ﬂ;,l’i, z =z(1f,1 U}:

gdzie u, v, sa dwa parametry dowolne; linie, dla ktérych u==const,
r==const, przedstawiaja dwa uklady linij, polozonych na po-
wierzchnl 1 przecinajacych sie w punktach, dlaktérych « i v na-
zywajg sle spélrzednemi krzywoliniowemi. Odle-
glosé nieskonczonostkowa pomiedzy dwoma punktami powierz-
chni, ktécych spélrzedne sa wi v, w--dui v-dv, nazywa sig
elementem liniowym powierzchni; jego kwa-
drat ma wyrazenie:

ds? == Edn*—2 Fdudv -+ Gdv?,
gdzie:
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o | __ o or ay oy LU
(I)u )+( riu) {ﬁ: ’ B i oy T ti dy g2 du or

PGl pe—r>o.

Jezeli przez (w,.n), (n,y). .. oznaczymy katy, jakie tworza

z osiami z, ¥/, ... styczne do linij w==const, »==const. bedzie:
cos (i, 1) = 1_ ’{{, cosfu,y)= !'_ Q”— cos(u.2)= £ —(_‘{-
16 du Vi du VG

cos(v, r)= -—}; ii—- cos (v, y}--—!— 2— cos(r, z2) = — 1 dz

VE or VE or VE or
a kat Q pomiedzy liniami u==const, v=const dajg wyrazenia ;

F ; VEG—F*

cos QR = -, sin Q=
VEG

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
pa to, aby dwie linie u=const, r=const byly orto-
gonalnemi, jest F=0.

Element pola powierzchni dany jest przez
wyrazenie:

VEG— Frdud.

Jezeli X }Y,Zoznaczaja dostawy kierunko-
wenormalnej do powierzchni, bedzie:

oy i |92 ox
B 1 | o’ ou % i o’ du |
VEG—F* | 43y o | EG—FY | g gy !?
| o an | dv’ dv |
oz o |
B 1 ou’ clu‘
BE—F o oy |
!

dv ’ ov
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Forma rézniczkowa = Eduw’+ 2Fdud:+ Gdr* nazywa
sie plerwszg formg rézniczkowsg zasadnicza
powierzchni, forma zas

¢ = — XdrdX = Ddu* -+ 2D'du dv 4+ D"dy*
nazywa sie druga forma réiniczkowa_ zasadni-
cza powierzehnijtu wielkosci /) maja wartosei:

Lo Ui oz NG
oot 3 ) o . D=YXx " "
e du? Xz dudy ’ P

1

ur?

gdzie symbol X oznacza, Ze suma rozciaga sig na trzy wielko-
sci, z ktérych dwie otrzymujemy z wypisanej, przemieniajac ., X
odpowiednio na y, Y: z, Z.

Pomiedzy spélezynnikami E, F, G. D, ', 1" zachodzs
trzy zwiazki, ktére w przypadku, gdy krzywe spolrzedne s orto-
gonalnemi, t. j. gdy F=0, sa postaci:

__( D")H __( D‘) v WE D WG _
ow \y ¢ r\] G JEG v E ow
_o_(ﬁn_)_i(ﬂ')_ Ir G D WE _
oc\y B u\y K 1B o G or 7
Dr—nr 9 { 1 VG p ( 1 am

VEG  U\E du ) ow\) & or }

Co do zwiazkow tych w przypadku ogdlnymn, wyraZonyeh przy
pomocy symboli Christottela patrzBianehi (Geowetriadiffer.
8. 90—91 lub przeklad niemiecki . 91—92). Ostatni wzér odpowiada
wzorowi G aussa (Disquis, circa superf, i t d.): dwa pierwsze—wzo-
rom, znalezionym przez Mainardiego (Ist. Lomb. IX, str. 393,
18536, a pézniej odkrytym poraz drugi przez Co dazzi'ego (Annali
di mat, II, 1868); nazywaja sie one tez wzorami Codazziego,

Gdy danesgdwieformy kwadratowerézniczkowe
f1i@ (patrz wyzej), z ktérych pierwsza jest okreslona
(t.j. maznak staly, coma miejsce wtedy, gdy KG—F?=0),
to —abyistniala powierzchnia, posiadajaca
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te dwie formy jako pierwszy 1 drugas forme
réiniczkowy. jest koniecznem idostatecznem,
by spelnialy sie powyzsze trzyv zwigzki (na-
pisane oczywiscie dla przypadku ogdlnego)
Powierzchuia jest wtedy jedyna i poustaci
oznaczonej. alenie jest oznaczoug coduv polo-
Zenia swego w przestrzeni. Dla znalezienia
rownania powierzchni doe$é¢ zcalkowaé réwnanie
rozniczkowetypuréwnania Riceatiego.

Jezell w szezegolnosei w pilerwszej formie rézniczkowej za-
sadniczejjjest K= G, F=0, wtedy uklad krzywych spélrzed-
nych nazywa si¢ ortogonalnym izotermicznym,
8 ¥ 10, nazywaja sie parametrami izometrycznemi.

Niechaj linie u. r stanowia unukltadizotermiczny
o parametrachizometrycznych,t. j. niechaj pierw-
sza forma rézniczkowa daje sie sprowadzié do postaci:

ds* = E(du*—dv*).

wtedy jest jasnem, ze, skoro polozymy u=@&(v'). v = ¥ (2}
gdzie @, ¥ sy dwiema funkeyami dowolnemi, wtedy krzywespol-
rzedne u =const, r==const zasadniczo sie nie zmienia, t. j.
w'=const, v'=const beda te same, co poprzedzajqce ale forma
réiniezkowa, wyrazona w nowych spélrzednyeh u’, ¢/, nie bedzie
jnz izometryczna; bedzie mianowicie:

BB (D
Ls..-E[ )d (a)“"’}

a spélezynniki przy dw'? i dv' nie beds juz réwnemi.

Tu przedstawia si¢ koniecznosé wprowadzenia pewnych od-
réznienn w pojeciu, wyzej podanem. Uklad (u, r) nazwiemy
wprost izotermiczn ym, jezeli staje sig zado$¢ warunkom:

E r

Ve ) 2 e
Fe=t mey

gdzie funkeye U, V sa funkeyami: pierwsza samego . druga
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samego ¢; hazywa si¢ zas lzotermicznym o para-
metrach izometryczn ych, jezeli mamy nadto £= G.

Kazdy uklad wprost izotermiczny daje
sle zawsze sprowadzié do formy izometrycz-
nej.

Moznanieskonczenie wielu sposobami wy-
kona¢ taka zamiane zmiennych u, v na zmienne
w,r,abynowy uklad bylizotermiczny.

Jezeli mamy na powierzchni uklad izotermiczny (u, v), to
kazdy inny uklad izotermiczny (w, ') otrzymuje si¢ z danego,
kladac zmienng zespolona w'—2¢', jako funkeye zmienne] ze-
spolonej -1 v, t. . biorac

r " Y 3
Wt = P(utir),

gdzie @ jest symbolem funkeyi dowolne;j.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby linie
¢ =const wraz zich trojektoryami ortogonalnemi tworzyly
uklad izotermiczny jest, by stosunek dwdch parametrow roz-
niczkowych 1-go 1 2 go funkeyi ¢ byl funkeys samego tylko ¢.
Temi parametrami rézniczkowemi (ktérych okreslenie podalismy
w Rozdz. IX Tomu I str. 216) sa tu:

E(ﬁi)g_ ) i G(d"’—)’

Vg — or ‘du or -au__
®=— T gg—wF
og o dyp op
1 0 ¢ ou =& or 0 EaFTri

A = —— = — et
o VEG—F* |0u VEG— F? g o  VEG—F?

Jezeli jedna z powierzchni jest taka, ze jej element liniowy
daje sie sprowadzi¢ do formy (U V)(du® + dv?), gdzie U, V sa
dwie funkeye: pierwsza tylko samego u, druga tylko samego o,
wtedy mdéwimy, ze powierzchnia jest typu Liou-
ville'a. Do powierzchnitegotypunalezg kwa-
drykiipowierzchnie obrotowe.

Najnowsze prace o powierzehniach Liouville’a oglosili:
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Koenigs (Compt. rend. 188Y). Stickel (Math. Ann. XXXV)
i Rieei {Rend. Lineei 1843).

Niechaj bedzie nklad izotermiczny spilrzednych (u,vi. spro-
wadzony do postaci izometryczuej, tak ze ds*=i(du®—dv?).
Uwazajmy u, » za spoirzedne kartezyanskie prostokgtne punktu
na plaszczyznie; kazdemu tedy punktowi powierzchni odpowia-
daé bedzie punkt plaszezyzny i otrzymamy tym sposobem od -
wzorowanie plaskie kawalka powlerzchni.

Odwzorowanie to jest podobnem, t. j. katy odpowie-
dnie sg rowne,

Niechaj wogdlnosci . r beda spolrzednemi izometrycznemi
na powierzchni Inb na czesei tejze: aby mie¢ najogdlniejsze od-
wzorowanie podobne tej powierzchni na plaszczyZnie, na kto-
rej spoirzednemi kartezyanskiemi niechaj bedy ., y, do$é przy-
ja¢, ze zmienna zespolona w—+ir jest funkeys dowolna zmien-
nej zespolonej x4y albo zmiennej x —iy. W przypadku pierw-
s;zym katy odpowiednie sa réwne i jednego zwrotu, w drugim
réwnei zwrotow przeciwnych.

Jezeli mamy druga powierzchnie lub cze$é powierzchni ze
spolrzednemi izometrycznemi ', v', to, aby mie¢ najogélniejsze
odwzorowanie jedne] powierzchni na drugiej, dos¢ przyjaé, ze
zmienna zespolona w—-7v jest funkcvg dowolna jednej z dwdich
zmiennych u'+4¢v albo w'— /v’ (Poréw. ,Repertorvum® t. I
str. 340—341).

Odwzorowanie czesci powierzchni na kuli otrzymujemy,
ustanawiajac odpowiednio$é pomigdzy punktami kuli w ten spo-
sb, aby normalne w odpowiadajacych sobie
punktach dwupowierzchni byly rédwnolegle;
w tym celu ze srodka kuli prowadzimy promienie réwnolegle do
dodatnich kierunkdéw linij normalnych w rozmaityeh punktach po-
wierzchni; kofice tych promieni beds odpowiadaly punktom
powierzchni. Odwzorowanie to nazywamy zwykle odwzoro-
waniem kulistem Gaussa.

Odwzorowanie to nie jest wogdlnosci po-
dobnem; jest ono podobnem tylko dla powierz-
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chni o krzywiznie sredniej rédwnej zern (po-
wierzchninajmniejszvehyidla kuli.

Spélezynniki e f, g formy rdzniczkowe]j
ospélrzednych w r, przedstawiajgcej kwa-
drat elementuliniowego kuliodwzorowujacej.
wyrazaja sie wzorami:

e=—(KE+HD), f=—(KF+HD), g=—(K(:4+HD" .

gdzie:

DD' — D

' — D QD' — ED" — GD
EG_F2 ¢ :

H= 20 e

_KI

Forma rdzniczkowa
edu? 4 2fdude 4 gar?

nazywa si¢ zwykle trzecia forma rdzniczkowa. na-
lezgca do powierzchni.

O wlasnosciach odwzorowania kulistego odnosnie do linij
krzywiznowych. asymptotycznych i t. d.,, méwimy w paragrafia
nastepnyvm.

Pierwsze prace z teoryi roZniczkowej powierzehni, mianowi-
cie pierwsze badania nad krzywizna zawdzieczamy Eulerowi
i Meusnierowi (Méwm. de Berlin 1760, Sav. str. 1785). Dwie-
ma pracami podstawowemi geometryi réZniczkowej byty: stawne dzielo
Monge'a (Applic de I'anal, 4 la géom., Paryz 1807 - 1809, wydanie
Liouville'a z r. 1850) i rozprawa Gaussa (Disqu, generales
circa superficicies curvas, Werke IV). Inne rozprawy wymienimy jesa-
eze niZej; tu za$ wymieniamy tylko najnowsze {raktaty: Darboux,
Théorie générale des surtaces, Paryz 1887—96 i Bianchi Geom,
diff. Piza 1894, przektad niemiecki, Lipsk 1899,

W najnowszych pracach stosowanemi bywaja wrachunkach
symbole Christoffela (Crelle LXX), a mianowicie:
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a) Symbole gatunku pierwszego

II’I_ JE lll] JF 1 oE
I l= 5 ,m 2 g : du 2 oo
22 1 JG [l:’fl___l_ G 22] 1 96
l J: T 2 du 2 2 gr

by Symbole gatunkun 2-go:
dE | BE o JF 0E -3 oK
jll} L m_;_""F or ———}jﬂ[ fll + Eo‘u Ed_:'__
VAl T T T2EG —F) 0 12 JlErr—FS; !
oL o1ed G oE
. ik TR o
121 _ ¢ —For o EFaw e
Vil = T2 —Fr 7 20T T(EG— FY)
a6 oF aiy s o7 uF
—F L 9 ) e _9
}_.2} Fn‘.ﬂ i G == U{L {'2'_.}_ E().‘ +F o Fdf'
11 o i{E(r—F'f * 20T T (EG—FY)

Pochodne spélezynnikow D, D', D" drugiej formy réznicz-
kowej wyrazaja sie przez spotezynniki D 1 symbole Christoffela
za pomoca wzoréw Weingartena (patrz Bianchi l c.
wyd. niem. str. 126).

Z przedstawienia w tyw paragrafie wynika. Ze badania o elemen-
¢ie Hinlowym powierzehni 1 spofrzednych krzy woliniowyceh sa pokre-
wne z badaniami nad formami rézniczkowemi kwadratowemi, para-
metrami roZniczhowemi i t. d.  Bibliografie tego przedmiotu poda-
lismy w Rozdz, IX § 4 tomu I-go tej ksiazki. Przypominamy tylko, Ze zasa-
dnicze pomysly tej teoryi znajdujemy w rozprawach Beltrami'ego
{Giorn. di Battag. H. Ann, di mat, I 1867, Mem. Bologna 1869, Math-
Ann. I).
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Linie. nakreslone na powierzchni. Linje krzywiznowe. Styczne
sprzezone. Linie geodezyjne. Linie asymptotyczns.

Linia, nakreslona na powierzchni, nazywa sie linia krzy-
wizno wa, gdy normalne do powierzchni, przez punkty tej
linii poprowadzone, sg stycznemi pewnej krzywej skosnej, t. j.
tworzg powierzchnie rozwijalna

Linie krzywiznowe tworzg podwdéjnyuklad
ortogonalny, t. j. przez kazdy punkt powierz-
chni przechodza zawsze dwie linie krzywiz-
nowe wzajemnie prostopadle.

Przesuwajacsie wzdinz linii krzywizno-
wej], mamy:

dreidy:dz = dX:dY:dZ.

Réwnaniemrézniczkowem linij krzywiz-
nowych jest:

(FD'— GD'ydv* +(ED" — (D) dwde + (ElI — FD) dut =0,

gdzie D, //, D" majg wartodci, wskazane wi§8.
Réwnanie to mozZna teznapisaé w postaci:

Edu -4 Fdv, Fdu + Gdv | 0

Dduw-+Ddv,  Ddu-+D'de|”

Jezeli z={(x,y) jest réwnaniem powierzchni, p, ¢ pocho-
dnemi pierwszemi, 7, s, ¢ pochodnemi drugiemi funkeyi z wzgle-
demz,y, toré6wnanie rézniczkowe linij krzy-
wiznowych przybiera postac:

[(1 + p”)s—pqr]dx?—i— [(l +p9t—(14+¢? r] dx dy

+[qu—(1 + %) 8] dy* = 0.
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Naknliinaplaszczyznie kazdalinia jest
linia krzvwiznowa.

Liniamikrzvwiznowemi powierzehni roz-
wijalnej sa rworzace i frajekrorye do nich
prostopadle

Jezeli dwie powierzehnie przecinaja sie wzdiuz linii krzy-
wiznowej dla obu, to przecinaja sie pod katem stalym; odwrot-
nie: jezeli dwie powierzchnie przecinajg sig pod katem stalym,
a ich przeciecie jest limy krzywiznowy dla jedne] z nick, to he-
dzie hinig krzywiznowa i dla drngiej.

W odwzorowanin kulistem G aussa uklad linij na po-
wierzehnl, pozostajaey ortogonalnym. jest ukladem linij kray-
wiznowych.

Nazywamy powlerzchniami liste wk o wemi ( modanate
moulures wedlug M onge'a) powierzchnie, dla ktérych linie
krzywiznowe jednego ukladu znajduja sie w plaszezyznach nor-
malnyeh do powierzchni.

Powierzchnia listewkowa tworzy sie ruchem
krzywe] pltaskiej, ktorej plaszczyzna toczy
sie bez slizgania popowierzchnirozwijalnej.

Jezeli w punkeie powierzchni poprowadzimy dwie linie
krzywiznowe, styczne do nich w tym punkcie i normalng do po-
wierzchni, wtedy plaszezyzna, poprowadzona przez normalng
1 przez jedne ze stycznych, puacma pomel/chnle wzdiuz er‘y—
wej, ktora nazywamy przecieciem normalnem glé-
wnem w tym punkecie. Widzimy stad, ze dla kazdego
punktu powierzchni sa dwa przeciecia normalne giéwne. prze-
cinajace sie pod katem prostym.

Promienie krzywizny r,, », tych dwéch przecigé normal-
nych gléwnych nazywaja sie promieniami gléwnemi
krzywizny powierzchni. aédrodki krzywizny tychze
przeciet s d woma Srodkami krzywizny powierz-
ehni wtympunkecie. Jezeli te srodki znajdujg sig po
stronach przeciwleglycli wzgledem punktu powierzchni, wtedy
p'romiainiom krzywizny nadajemy oczywiscie znaki prze -
ciwne.
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Jezeli krzywe spélrzedne w, » sa lintami
krzywiznowemi wtedy zachodza zwigzki:
ﬁJ‘ (;

, V=0, D'=—-""_ F=0.

¥y ..
r, 7
gdzie r,,r, sa promieniami krzywizny prze-
cieé normalnych, stycznych odpowiednio do
linij s==const, w==const.

Promienie gtéwne krzywizny r,ir, sa pier-
wiastkamirdwnania:

(DD'—D*) r* -+ (El"—DG—2FD ) r +(EG—F?) =0.

Promien R krzywizny jakiegokolwiek prze-
elecia normalnego powilerzchni wyraza sie przez
r, 'y Z& pOMOCA WZOTW:

1 cos? 6 sin® 8

- = wzor Eunlera
T = )

gdzie 6 oznacza kat, jaki plaszczyzna przecigcia
czyni z plaszczyzng przecigcia normalnego glédw-
nego, ktérego promieniem krzywizny jest r.

Przy pomocy tego wzoru promienie krzywizny przecieé
normalnych wyrazaja sie przez promienie gléwne.

Nastgpujqce twierdzenie Meusniera pozwala wyrazié
promien krzywizny jakiejkolwiek linii, nakreslonej na powierz-
chni, przez promienie gléwne:

Promien krzywizny jakiejkolwiek linii, nakre-
Slonej na powierzchni,réwna sie promieniowi prze-
cigeia normalnegd stycznego do krzywej, pomno-
zZonemu przez dostawe kata, jaki plaszczyzna prze-
cigeia normalnego tworzy z plaszczyzng scisle
styczng do krzywej.

Jezeli promienie r,, 1, s jednego znaku, wtedy odpowia-
dajacy im puukt powierzchni nazywa si¢ eliptycznym; jezeli
¥, =r,;, punkt nazywa si¢ kolowym (umbilikiem): jezeli ry,
xr, sg znakéw przeciwnych, nazywa si¢ hyperbolicznym;
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wreszcie punkt nazywa sie parabolicznym. gy jeden z pro-
mieni jest nieskonczenie wielki.

W przypadkn pnunktn eliptyeznege, powierzehinia w otocze-
nin tego punktn lezy calkowicie po jednej stronie plaszezyzny
stycznej; w przypadkn punktu hyperbolicznego lezy czescia po
jednej, czescia po drugiej stronie plaszezyzny stycznej.

Jezeli DI"—D'*>0. wtedyv pnnkt jest eliptyeznym. jezeli
DD - Ir* <0 — hyperholicznym.

Ten podzial punktéw na eliptyezne. paraboliczne i hyper-
boliczne odpowiada podzialowi, podanemn w Rozdz. IX. § 1 dla
powierzchni algebraicznych. Roéwnanie wskazujacej Du-
pina (patrz tamze) mozna napisaé¢ w postaci ré6wnania
krzvwe)

&

polozZonej na plaszczyznie styczne] do powierzchni i dla ktérej
osi spolrzednych & 5 zlewaja sie odpowiednio z kierunkami
stycznych do dwéch linij krzywiznowych, przez uwazany punkt
przechodzacych.

Kwadrat pélsrednicy p tej elipsy, tworzacej kat 6 z osia 7,
wyraza sie przy pomocy réwnania :

1 cos” § sin? B

P +
o- r, Ty

Poréwnawszy ten wzor z wzorem Eulera, otrzymujemy
¢’=R; a zatem, kwadrat pé6lsrednicy wskazujacej
Dupina réwna sie promieniowl krzywizny przecie-
e¢ia normalnego, przechodzacegoprzez tesrednice.

To twierdzenie Dupina (Développ. de géom.. Paryz,
1813) mozna uwazaé za interpretacye geometryczng wzoru
Eulera; stad nazwa wskazujacej Dupina.

Dwie frednice sprzezone wskazujacej Dupina nazywaja sie
stycznemi sprzezonemi na powierzehni. Uklad podwdjny
linij na powierzchni nazywa si¢ sprzg¢zonym, jezeli w kaz-
dym punkeie powierzchni styczne do dwéch linij, przezen prze-
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chodzagcych sa sprzezonemi. Jezeli 6, 6 sa kary, jakie
styczne sprze¢ionetworza zliniag krzywizno-
wa v. bedzie:

¥

r.

tgb.tg b = —

Dla ukladu sprzezonego jest zawsze [)=0;
iodwrotnie: jezeli V=10 ukladlinijw, r jest
sprzezony.

W odwzorowaniu kulistem Gaussa kat pomiedzy dwoma
kierunkami sprzezonemi albo zachowuje niezmiennie swa wiel-
kosé, albo przechodzi na kat dopelniajacy zaleznie od tego, ezy
punkt powierzchni jest hyperboliczny albo eliptyczny.

Nastepujace twierdzenie daje nowe okreslenie stycznyveh
sprzezonych.

Dwiestyczne do powierzchni w punkcie P
sgsprzezonemi, jezeli powierzchnia rozwi-
jalna, opisana na danej powierzchni wzdluz
krzywej nakreslonejnaniejistycznej do jed-
nejzdwdéchdanych prostych, ma jako tworzaca
druga z tych prostych.

Uktadlinij krzywiznowych jestjedynym
ukladem, ré6wnoczesnie ortogonalnymisprze-
Zonym.

Liniami asymptotycznemi powierzchni nazy-
waja sie linie, nakreslone na powierzchni i takie, ze ich plaszezyzna
Scisle styczna w kazdym punkeie zlewa sie z plaszezyzna stycz-
ng do powierzchni,

Linie asymptotyczne tworza uklad po-
dwéjny; przez kazdy punkt powierzchniprze-
chodzg dwie takie linie, wogdle nie prosto-
padle. W kazdym punkerie styczna do linii
asymptotycznej zlewa sie z wlasng sprzezons.

Styczne dodwéch linij asymptotycznych

pascal, Rep. I 35
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w kazdym punkcie zlewaja sie zasymptotami
wskazujgcej Dupina.
Liniaasymptotycznaczynizados¢ zwigz-
kowi:
Ddu? + 2 IVdudy -+ D'de* = (.

Ozunaczajac, jak zwykle, przez p, ¢. r, &, t pochodne pierw-
sze i drgie fnukeyl z wzgledem x iy, otrzymane z réwnania
powierzchni, mozemy réwnanierdzniczkowe linij
asvmptotveznyechnapisaé wpostaci:

o 4 2sda dy - Eldy? = O

LLinie asymptotyczne sg Trzeczyvwistemi
tylko w punktach hyperbolicznych powierz-
chni, sa zad urojonemi w puntach eliptycznyech.

Dla powierzehnirozwijalnychdwa ukla-
dvlinijasymptotycznych zlewaja sie¢ ztwo-
rzgcemi powierzcehni,

Kwadrat skrecenia linijasymptotyveznych
w punkcie rowna sie calkowitej krzywiznie
powierzchni wuwazZanym punkcie, wzietej ze
znakiem przeciwnym (Tw. Ennepera).

1 1

1: r s

£

stad: w kazdym punkcie powierzchni dwie linie
asymptotyczne, przezeh przechodzgce maja skre-
cenia réwne co do wartosci bezwzglednej.

Przy przekszralceniach rzutowych zachowuja
sie¢ uklady sprzezone ilinie asymptotyczne; przy
przeksztaleceniach przez promienie odwrotne za-
chowuja sie linie krzy wiznowe (Darboux).

W odwzorowaniu kulistem Gaussa kierunki
linij asymptotycznych odchylaja sig na 90"

Dajmy, ze na kuli odwzorowujacej sa w', ' obrazami linij

RH]

r

asymptotyeznych powierzchni; oznaczmy przez {1}
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symbole (‘hristoffela, odnoszace sie do elementu linio-
wego na kull. wtedy:

é

20_ 0 |12
s 11 a2

{
("

Jezell odniesiemy powierzchnie do ukladujej
linij asymptotycznych. wtedy kwadrat elementu
liniowego przybiera postaé g% edu? —2fdudr 4 gdi?),
gdzie g*= —#,r, zas$ g,¢if sg spélczynnikami trze-
ciej formy rézniczkowej zasadniczej.

Dla powierzchni prostoliniowej linieasympto-
tyczne jednego ukladu sa tworzacemi powierz-
chni.

Stosunek anharmoniczny czterech punktéw,
w ktérych tworzaca spotyka cztery asymptotyczne
ustalone danej drugiegn ukladnu, jest staly. (Twier-
dzenie P.Serreta)

Jezeli linig L, nakreslona na powierzchui i przechodzacs
przez punkt P, rzucimy ortogonalnie na plaszezyzng styczng
w punkcie P, to krzywizna tego rzutu w punkeie P nazywa sig
krzywizng geodezyjng lub stycznosciowa w punkcie P
linii nakreslonej na powierzchni, a srodek krzywizny rzutu na-
zywa sie srodkiem krzywizny geodezyjnej linii L
w punkcie .

Krzywizna geodezyjna linii L, nakreslonej na
powierzchni, réwna sig zwyklej krzywiznie linii
plaskiej, na ktdrg przeksztalcasie krzywa L, skoro
rozwiniemy na plaszezyzne powierzchnie roz-
wijalna, opisana na danej powierzchni wzdluz
linii L.

Jezeli u, " sa krzywe spélrzedne na powierzchni, ¢(u,v)=0
réwnanie linii na niej nakreslonej, to krzywizna geodezyjna

.. .. . .
e linii @ w punkcie wyraza sie wzorem:
¥
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Wzér ten nazywa sie wzorem Bonneta.

Promienkrzywizny georiezy jnejrownoleznika
powierzchni obrotowej rowna sig czgscl stycznej
do poludnika, zawartej pomiedzy punktem stycz-
nosci a osig obrotu.

Linia, nakreslona na powierzchni i stanowiaca najkrotrsza
odleglos¢ pomiedzy dwoma jej punktami dostatecznie blizkiem:,
nazywa sie linia geodezyjna powierzchni

Dla linii geodezyjnej normalna gtéwna zle wau
sie w kazdym punkcie z normalngdopowierzchul
Te wlasnosé mozna przyjaé za okreslenie linij geodezyjnych.

Linia geodezyjnajest wogéleoznarzong. skoro
sy dane dwa jej punkty, alboskorvdany jest punkr,
przez ktory ma przechodzié, 1 kiernnek styczne]
do niej w tym punkeie.

Krzywizne geodezyjng linii w punkeie mozna tez okreslié
w sposéb nastepujacy:

Niechaj beda dwa punkty P i P’ nieskonczenie blizkie na
krZywej i w tych punktach linie geodezyjne styczne; granica
stosunku kgta, przez nie utworzonego, do fuku PP’ linii krzywej,
gdy punkt P’ zbliza sie nieograniczenie do punktu P, jest krzy-
wizng geodezyjng linii w punkcie P. W ten sposéb okreslenie
krzywizny geodezyjnej jest naturalnem rozszerzeniem okresle-
nia krzywizny linij plaskich.

Beltrami'emu (Giorn. di Batt. II) zawdzieczamy twier-
dzenie, sluigce do wyznaczania srodka krzywizny geodezyjnej
linii w punkcie.
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Wyobrazmy sobie na powierzchni uldad oc! linij geodezyj-
nyeh g i linig 7, majgcs styczne sprzezone z liniami g; styczne do
linij g w punktach linii I tworzg powierzchnie rozwijalng z kra-
wedzig zwrotus. Kazdemu punktowi liniil odpowiadaé bedzie tedy
punkt krawedzi s, Jjezeli za punkt krzywej I, odpowiadajgcy pun-
ktowi P uwazac bedziemy punkt M., w ktérym tworzaca rozwi-
jalnej, przechodzaca przez punkt P, jest styczna do krawedzi
zwrotu. Punkt M jest srodkiem krzywizny geodezyj-
nej wpunkecie P linii, przechodzgcej przez punkt P
iprostopadlej doliniigeodezyjnej, przezten punkt
przechodzace],

Réwnanierdzniczkowelinij geodezyjnych (réw-
nanie Gaussa) jest:

1 dé, }

TEG—F*df = 2 E o + ou d

L s g g 200
T2 ow T gw Y
gdzie 6 jest kat. ktdry linia geodezyjna tworzy
z liniami w=const 1 dla ktérego:
{ : I o ;
t.o»ﬁ=- (E‘J‘—E—Fd—n, smﬁ:-l%ﬁ_,'r —d—b—
1 B (s VE ds
Jezeli linie u, v sa ortogonalne, mamy:
1 WVE 1 oG
— W — —
VGO VE o

du .

W przypadku, w ktérym uktad linij w, v jest
ortogonalny izotermiczny, rownanie rozniczkowe
linij geodezyjnych jest postaci:

e OVE . oVE
i’bdﬁ —t')—""' dat e

do.

Dla powierzchni Liouville’a, dla ktérych ele-
ment liniowy daje sie sprowadzi¢ do formy
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la(w)4p(m]idu‘~+de?), réwnanie linij geodezyjnych
przybiera postac:
-SSP
Jla(my=a F, lﬁTt:_-}—_a
gdzie 4 1 b sa stale calkowania. Widzimy fedy, Zze w tvm
przypadku rownanie linij geodezyjuych daje sig calkowac bez-
posreduio.

Dla powierzehnirozwijalnychréwnanierdz-
niczkowe linij geodezyjnych calkuje sie przy
pomocy dwdch kwadratur.

W kazdym punkcie linii geodezyjnej, nakre-
glonej na powierzchni obrotowej, 1loczy. pro-
mienia réwnoleznika przez wstawe kata nachyv-
lenia do poludnikdw jest staly (Tw. Clairauta).

Linia krzywiznowa, bedaca zarazem linia
geodezyjng, jest plaska: i kazda geodezyjna pla-
ska jest linig krzywiznows.

Lukilinij geodezyjnych, odciegte przez tra-
jektorye do nich prostopadle, sy réwnej dlugo-
sci. Dlatego to trajektorye ortogonalne ukladu co! linij geode-
zyjuych nazywajg sie linitami geodezyjnierédwnole-
glemi.

Odleglosciag geodezyjnyg dwich punktéw jest dlu-
gosé linii geodezyjnej, przez te punkty przechodzacej.

Linia na powierzchni, ktérej punkty maja réwng odleglosé
geodezyjna od punktn stalego powierzchni, nazywa sig kolem
geodezyjnem.

Linia, ktorej punkty maja takie odleglosci od dwéch pun-
ktow stalych, Ze suma albo rdznica tych odleglosci jest staly,
nazywa si¢ elipssy albo hyperbolg geodezyjng.

Tréjkatem geodezyjnym nazywamy trdjkat, urwo-
rzony z trzech lukéw krzywych geodezyjnych.

Jezeli wraz z Gaussem nazwiemy krzywizna cal-
kowita pola powierzchniowego, wartosé calki pod-
wajnej

-

]'Kda.
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rozciagnietej na to pole, gdzie K jest krzywizna powierz-
chni w punkcie (patrz § 10), do zas elementem pola po-
wierzchniowego, to mozna bedzis wypowiedzieé¢ nastepujace
twierdzenie (Gaussa):

Krzywizna calkowita tréjkata geodezyjne-
go rowna sie nadmiarowli sumy trzech jego ka-
tow ponad dwa katy proste. Stad (gdv K jest stale):
na powierzchni o krzywiznie stalej pole tréj-
kata geodezyjnego jest proporcyonalne do nad-
miarn sumy trzechjego katéw ponad dwa katy
proste. (Porow. twierdzenie analogiczne Alberta Girarda
o trojkatach kulistyeh Rozdz. II, § 6).

Twierdzenie to nogolnit Schering (Gott. Naeh. 18671, O teo-
ryi trojkatéw geodezyinyeh patrze Christoffel (Berl. Abh. 1868),
Weingarten (Berl, B, 1882), v, Mangoldt (Crelle XCLV).

Nazywamy skreceniemn geodezyjnem w punkcie
linit, nakreslonej na powierzchni, skrecenie linii geodezyjnej,
stycznej do linii danej w uwazanym punkeie.

Skrecenie geodezyjne linii zlewa sie ze
skreceniem zwyklem tveh wszystkichitylko
tych linij, ktérych normalna gtéwna jest na-
chylona pod katem stalym do powierzchni,
wszczegolnosci za$8 ma to miejscedla linij
geodezyjnychiasyvmptotyeznych.

Jezeli j , }T- sa skrecenia geoilezyjne krzywych spélrzed-

M n
nych u, v, wtedy:

L G )—FD" 1 FD— E

L.~ @veG=r*' I EVBG—F*
Zwigzek pomigdzyskreceniem geodezyj-

: S B
nemir askreceniem hezxvzlqdrnem—f.-JakleJ—
4

kolwiek liniil wyrazasie wtensposob:
1 1 dw

Tt
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gdzie w jest kat pomiedzy normalny glowna
liniilanurmalna dopowierzechni, s zas jest
Inkiem liniil

Linie hrzywiznowe s34 to linie, ktérych
krzywizna geodezyjna wkazdym punkcie jest
zZerem.

Okredlilismy juz wyzej (Rozdz. XIII, §6) linig¢ zwe-
zenia powierzchni prostoliniowej: obecnie doda-
jemy. ze w kazdym punkcieliniizwegzenia po-
wierzchni prostoliniowej krzywizna geode-
zyjna trajektoryj ortogonalnyech dotworzg-
cveh jest zerem.

Podamy kilka rwierdzen o liniach geodezyjnych elipsoidy.

Kazda linia geodezyjna, wychodzaca z punkiu kolowego,
przechodzi przez punkt kolowy srednicowo przeciwlegly.

Dwa pnukty kolowe przeciwlegle mozna polaczyé nieskon-
czenie wieloma lnkami geodezyjnemi réwnej dlugosci (jak na kuli).

Jezeli punkt M na elipsoidzie polgczymy liniami geodezyj-
nemi z dwoma punktami kolowemi nie przeciwleglemi, wtedy
kierunkilinij krzywiznowych, przechodzacych przez punkt M, beda
dwusiecznemi katéw pomiedzy liniami geodezyjnemi.

Dla kazdej linii geodezyjnej na elipsoidzie iloczyn odleglo-
§ci srodka od plaszczyzny styczuej w punkeie linii geodezyjnej
przez dlugosé¢ srednicy rdwnolegle] od stycznej do geodezyjnej
w tymze punkcie jest staly.

Linie krzywiznowe pierwszy rozwazal Momnge (patrz § 8)
Dupinowi zad (Dével.de géom. 1813) zawdzieezamy rozwazania nad
liniami asymptotycznemi i hierunkami sprzezonemi oraz wprowadzenie
wskazujaeyeh, O liniach krzywiznowyeh pisali nastepnie: Brioschi
(Ann, di Tortolini 1V, 1863}, Ribaucour (Compt. rend. 1872), Dar-
boux (tamZe 1877. 1881) iirni. O liniach krzywiznowych, prze-
chodzgeyeh przez punkt kotowy: Cayley (Phil. Mag. 1863, Quart.
Journ. XI, 1870), Frost (tamie X), Hoppe (Arch. d. Math. LXX,
1883).  Wiele prac ogloszono o powierzehniach, majgeyeh linie kray-
wiznowe plaskie albo kuliste: Serret (Crelle XVIII), Bonnet
{Ec pol. XXXIII, 1853), D)ini (Ann. di mat. I, Mem Soc. dei Qua-
ranta TT1, 1869). Enmneper (Crelle XCIV) i wielu inmyeh.
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Linie geodezyjne badal Gauss Legendre nazywat je
liniami minimalnemi; nazwe dzisiaj uiywana wprowadzil
Liouville. Procz Gaussa, pisal o nieh Steiner (Berl. Ber.
1239), Jacobi iUrelle XIN—o geodezyjnyeh elipsoidy), Minding
{Crelle XX), Liouville (w wydaniu z r. 1850 dziela Monge'a),
Appel. de TUAnal. a la Géom.), Briosehi (Ann. di Tortol. IV},
Beltrami (Ist. Lowb, 1868) i t. d. W ostatnich ezasach: Wein-
carten (Berl. Ber, 1882), Brill (Minch, Abh, 1883). Ricei {Ist.
Veneto 1893—44 ). O historyi geodezyjnych patrz Stackel (Leipz.
Ber. 18831, O geodezyjnyeh na elipsoidzie patrz tom 2-gi traktatu
Halphena o funkevach eliptyeznvel,

g 10.
Krzywizny powterzehni. Rozwijalnosé jednych powierzchni na drugie.

Wyrazenia
1 I ;. 1
- e, H= v VT

noszs nazwe: pierwsze krzywizny calkowitej Gaussa,
drugie krzywizny éredniej w uwazanym punkecie. Wiel-
kosci te wyrazajg sie przy pomocy Wzorow:

DD"— D QF[)—FKED"—GD
E=—pa=p— H=""pg¢_m

; P oo a E4d i &

Inng krzywizne, majaca za wyrazenie ?(EST;?),wpro-
wadzil Casorati (Acta,math. XIV, patrz Catalan, tam-
ze XV).

Krzywizne K mozna wyrazi¢ za pomocgyg
wzoru, wktérym wystepuja tylkospdédczyn-
nikipierwszej formyrézniczkowej:
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K 1 o l F_ ) d_‘f:r. - F _fjﬁ’“J
_27-‘5'_("—_1"5{35 EVEG—F* W JEG—F1 0u
0 2 AaF 1 oE F [2>
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Jezeli rownanie powierzchni dane jest
. . [
w postaci z=flr.y) 1 jezell polozymy:i—-._—_p,'
0z Wz PRz #z ] -
W = G Ty % ggr b WAy
Boam . Y _ Z2pgs—(14-pYt—(14-g¥r
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Krzywizna K jest dodatnia w punktach
hyperbolicznyeh, jest zerem w punktach pa-
rabolicznych.

Krzywizna K powierzchni prostoliniowe]
jest zawszeujemna alboréwna zeru Jezelinie
jest zerem wzdluz tworzacej, to jest najwiekszsg
pod wzgledem wartosci liczebnej w punkcie srod-
kowym (patrz Rozdz. XIIL, § 66) i zmniejsza sig w miare
oddalenia sig od tego punktu na tworzacej.

Powierzchnia okrzywiznie K réownej zeru
we wszystkich punktach jest powierzchnig
rozwijalng, iodwrotnie,

Krzywizne A wyrazi¢ mozna przez krzy-

wizny geodezyjne —:T-, = dwulinij spélrzed-
w  Op
nyech za pomocg wzoru Liouville a (Journ. de

Liouv. XVI:

_ 1 e e VG a VE)
D R TR g e
gdzieQjest kat, jaki tworzg liniespélrzedne.

Krzywizne calkowity powierzchni mozna okresli¢ jake
odwrotnosé granicy stosunku pola powierzch-
niowego nieskonczenie malegodo pola kuli-
stego, odpowiadajgcego pierwszema w odwzo-
rowanin kulistem powierzchni.
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Jezeli pomiedzy punktami dwu powierzchni mozna usta-
nowié¢ odpowiednios¢ taka, Ze odpowiadajace sobie ich elementy
liniowe staja sig réwnemi, wtedy powierzchnie nazywaja sie wza-
jemnie na siebie rozwijalnemi.

Jezeli dwie powierzchnie dajasierozwinaé¢ jedna na druga,
to wtedy za pomocs zglecia mozna rozciagnal jedne (albo czesé
jednej) na drugiej bez zerwania i bez zdwojenia.

Krzywizna calkowita powierzchni w ja-
kimkolwiek punkcienie zmienia sie przy do-
wolnem zginaniu powierzchni: albo, co na jedno
wychodzi, dwie powierzchnie dajace sigrozwi-
nagé jedna na drugiej, majg réwne krzywizny
wodpowiadajacych sobie punktach. I dla tego
krzywizne K nazywamy niezmiennikiem giecia.

Jezelizegniemy powierzchnie, wtedy nie
zmienia sie krzywizna geodezyjna jakiej-
kolwiek linii, nakreslonej na powierzchni
a stad w szczegolnosci, linie geodezyjne powierz-
chnizmieniaja sie na linie geodezyjne po-
wierzchni przeksztalcone].

Réwnosé krzywizny calkowitej dwu powierzehni dla kaz-
dej pary odpowiadajacych sobie punktdw nie jest wszakze
dostateczna na to, aby te dwie powierzchnie
daly sie rozwingé¢ jedna na drugie]; wystarcza zas
jedynie tylko w tym przypadku, gdy obie powierzchnie maja
w kazdym punkecie krzywizne stala i t. p.

Dwie powierzchnieotej samej stalej krzy-
wiznie calkowitej daja sie nieskonczenie
wielusposobamirozwingé jedna na drugiej;
stad: powilerzchnia rozwijalna (o krzywiznie
réwnej zeru) daje sig zawsze rozwingé naplasz-
czyznie, a powierzchnia o krzywizniestalej
dodatniej daje sig zawszerozwinag¢ na kuli

Kazda powierzchniaokrzywiznie stalej
moze za pomocgoodgiet przechodzié nasamag siebie.

Kazda powierzchnia, zezwalajaca na oo gigé ciaglych na
samy siebie, daje sie rozwinaé na powierzehni obrotowej.
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Helisolidami nazywamy powierzehnie, utworzone rn-
chem linii plaskiej albo skosnej, obracajacej sie okolo osi, ktora
znow rownoczesnie posuwa sie wzdluz samej siebie, tak, ze sto-
sunek dwn predkosci (obrotu i przesuniecia, jest staly.

Kazda helisoida daje sie zawsze ruzwinagd
na powierzelini obrotowej: elipsy rozwijaja sie
wtedy wzdluz rownoleznikdéw (Tw. Boura).

Jezeli na powierzehni gietkiej ustalimy je-
dne krzvwa. wtedy powierzchnia nie daje sie
odksztalcad, oilera krzvwa nie jest asympto-
tyczna.,

Mozna dwomu réznemi sposobami odksztal-
¢cié powierzchnie tak. aby jedna jej krzywa (
przybrala postaé dowolna /. byleby krzywizna
pilerwsza krzvwejl'bylawkazdym punkcie wigk-
sza od krzywizny geodezyjne] krzywej C w od-
pewiednim punkele.

Mozna nieskonczenie wieloma sposobami
odksztalcié powierzechnie rak, abv jedna jej ja-
kakolwiek linia stala sie linia krzywiznowa po-
wierzchni ndksztalcone].

Niepodobna odksztalcié¢ powierzchni Swten
sposob,abykrzyweasymptotveznestalysie krzy-
wemi asv'mptotvczuemi powierzchni odksztal-
conej, o ile powierzchnia Sniejestpowierzchnig
prostoliniowa, a krzywe asymptotycznejejtwo-
rzgcewml prostoliniowemi.

Jezeli dwie powierzchnie prostoliniowe, nie
dajgce si¢ otrzymacé przez odksztalcenie jednej
1te] samej powilerzchni stopnia 2-go, daja sie
rozwinaé¢ jedna na drugiej, wtedy tworzace je-
duej po przeksztalceniu rozwijaja sie wzdluz
tworzgcych drugie] (Tw. Bonneta).

Nazywamy stozkiem kierowniczym powierz-
chni prostoliniowe] stozek, utworzony przez proste po-
prowadzone z danego punktu i réwnolegle odpowiednio do two-
rzgeych powierzehni danej.
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Kazda powierzchnia prostoliniowa daje sie
zawsze przeksztalcié wten sposéb, zejejstozek
kierowniczy przybiera postaé dowolna.

Kazda powierzchnia prostoliniowa daje sieg
zawsze zgiy¢ w ten sposob, ze linia dowolna. na-
kreslona na niej, zamienia sie na linie asympto-
tyczna.

Przeksztalcajac powierzechnie prostoliniowa,
mozemy zawsze sprawic, ze jedna z jej linij geo-
zyjnych przeksztalca sie na prosta.

Mozna co! sposobami odksztalecié¢ prosto-
liniowa tak, aby jakakolwiek z jej krzywych
stala sie krzywag plaskas.

Jedynemi powierzchniami prostoliniowemi
rozwijalnemina powierzchniach obrotowych sg
przeksztalcenia helisoidy prostoliniowej o polu
najmniejszem (p.nizej) 1 hvperboloidy obrotowej.

Krzywizna powierzehni zajmowali sie juz Euler i Meusnier,
leez dopiero Gauss rozwiazal zagadnienie to w § VHI swoich [ Dis-
ynisitiones generales etc.” Gaussowi tez zawdzieezamy odkry-
cie. Ze krzywizna A nie zmienia sie przy zginaniu powierzehni. Po-
miedzy pierwszemi pracami o rozwijaniu powierzehni waznemi sy roz-
prawy Mindinga (Crelle XIX), Boura (Ec. pol. LIX, 1861),
Bonneta (tamze LXI, LXH), Codazziezo (Mém, prés. Parvi
XXVII)it.p. Dalej wymieniamy rozprawy: Weingarten:
(Crelle LIX}, Ribauc¢oura (Comp. Rend, LXX), Dini’ego ((ziorn.
di Batt. II) i t. d. Jedna z pierwszych prac o zginaniu powierzehni
prostoliniowych jest rozprawa Mindinga (Crelle XVII), i zasua-
dnicza praca Beltrami'ego (Am. di mat. VI, 1865). Nowe prace
Weingartena o teoryi rozwijalnosei powierzchni, opartej na no-
wej metodzie, znajduja sie w Compt. rend, CX1, str. 607, 706 i w Acta
mat. XX, a wyklad nowej metody w dziele Darboux’a o powierz-
ehniach (t. IV, str. 308).
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§ 11.

Powierzchnie o krzywiznie catkowitej stafej. Powierzchnie
pseudosferyczne.

Powierzchnia o krzywiznie stalej njemnej K= — 7 na-

1
zywa sie powierzchnig pseudosferyczna o pro-
mieniu R Nazywamy horycyklem krzvwa na powierz-
chni  pseudosferycznej. majacg krzywizne geodezyjna stals

dwn ]
rowng o, .

Element liniowy kazdej powierzchnio krzy-
wiznie stalej normalnej K:-}F dajesie wyra-

zi¢ analitycznie przez wzér:
5 g 5 8 53
ds* = du* + cos v dr2

aelementliniowy kazdej powierzchnio krzy-
g § 3 1 :

wiznile stalejujemne] K= — pi4apomocy jed-

negoztrzech wzoré6wnastepujgcych:

ds* = du? | cosh? %— dv* (typ hyperboliczny),
2w

ds? = du? -+ ¢F dr? (typ paraboliczny),
ds* = du? 4 R?sinh* t—‘ dv? (typ eliptyczny).

Dla pierwszej z tych trzech form liniami spélrzednemi sa
geodezyjne n=const, ortogonalne do geodezyjnej stalej L, oraz
trajektorye do nich prostopadle v==const. Za pomoca podobnego
ukladu spdlirzednych sprowadzamy takze i element liniowy po-
wierzchni o krzywiznie stalej dodatniej do formy wyzej podan;j.
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Dla formy drugiej linie r—const sa liniami geodezyjnemi,
ortogonalnemi do linii L, majacej krzywizne geodezyjng stals
—i,— (horyeykle), a linie w=const. sg trajektoryami do tamtych
prostopadiemi.

Dla formy trzeciej linie v=const. sa geodezyjnemi, wy-
chodzgcemi z jednego punktu, linie %= const. sa trajektoryami
do nich prostopadiemi.

Elementliniowy kazdej powierzchniokrzy-
wiznie stalejirownej 1, odniesionej dolinij
krzywiznowych, przedstawiasieg w postaci:

ds? = sinh? o du® 4 cosh? w du?,
gdzieweczyni zados¢ zwiazkowi:

a2 w o ;
——,~+ — - =—sinhw coshw.
du? T dv? @ Lo

Element liniowy kazdej powierzchni pseu-
dosferyczne] o promienin 1, odniesionejdo
linij krzywiznowych, przedstawiasieg w po-
staci:

ds® = cos?wdu® — sin? o dv?
gdzie w czyni zadosé zwigzkowi:

2w 2w ;
—— — —— =5l @ COS W .
e du?

Nadanej powierzchni o krzywiznie sta-
lejistniejezawsze uklad spoélrzednych taki
zelinie geodezyjne wyrazajg sile za pomocs
réwnan liniowych pomigdzy spélrzgdnemi,
iodwrotnie: powierzchnia jest powierzchnigokrzy-
wizniestalej,skorojejlinie geodezyjne dajs
sig przedstawié za pomoca rédwnan linio-
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wyeh (Tw. Beltrami'ego). Twierdzenie to rozciaga sie na
przestrzenie wyzsze.

Rozpatrzymy teraz powierzchnie pseudosfe-
ryczne obrotowe. Odnidslszy ich element do poludni-
kow 1 réwnoleinikéw, mieé bedziemy:

S U
ds? = rfﬂ-‘—;r-[ce”—:—— I A

Stasownie do tego, czy spolezynniki ¢ 1 ¢ sa jednego znaku,
jeden z nich jest zerem. albo wreszcie sa znaku przeciwnego,
mamy trzy typy powierzchni pseudosferyeznych obroto-
wych. Sa niemi mianowicie :

1. Typhyperboliczny. Stale ¢ i ¢ sg jednego
znaku; element liniowy, odniesiony do poludnikéw i réwnolez-
nikow, wyraza sig wzorem :

ds* = du* + 1? cosh? ;; de?.

Powierzchnia powstaje przez obrét krzywej

, % 1/ 2 aa, 6
x = 1 cosh =L y—j] 1——‘@ sinh & (dm,

okolo osi .
2. Typparaboliczny. Jedna ze stalych ¢ ¢ jest
zerem; element liniowy, odniesiony do poludnikéw i réwnolezni-

kéw, wyraza sie wzorami:
2n

ds* = du? - ¢ do?.
Powierzchnia powstaje przez obrét krzywej (traktoryi):

T =¢#, y=.’ Vl_jige;?d?c

okolo osi y. Traktorya ma wlasnosé, ze czesc jej stycznej, za-
warta pomiedzy punktem stycznosci a osig v (ktéra jest asymp-
totg krzywej), jest stala (iréwna R, patrz Rozdz. XVII). Po-
wierzehnia tego typu nazywa sig pseudosfera.
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3. Typeliptyczny. Stala ¢ i ¢ sg znakéw przeci-
wnych. Element liniowy, odniesiony do poludnikéw i do réwno-
leznikéw. wyraza sie wzorem:

ds? = du - A2 sinh? -‘% dve.

Powierzchnia powstaje przez obrét krzywej

L
J-—-—/T.Slllh—é*, __;__ ]1 cosh ?du

okolo osi 7.

Krzywe asymptotyczne powierzchni pseu-
dosferycznej majg w kazdym punkecieskrece-
niestale (Enneper).

W kazdym czworoboku krzywoliniowym,
zawartym pomigdzy czterema liniamiasym-
ptotycznemi powierzchni pseudosferycznej,
katy przeciwleglesgrédwne (Dini).

Pomigdzy powierzchniami pseudosferycznemi godnerci nwa-
gi sa powierzchnie Dini’ego (Compt. rend. 1865), i powierz-
chnie Ennepera (Gott. Nachr. 1868), ktérych szczegdlnym
przypadkiem jest powierzchnia, badana przez Bianchiego
(Rozpr. Piza 1879, Math. Ann. XVI). Pomiedzy powierzchniami
o krzywiznie stale] dodatniej zaslnguja na uwage powierzchnie
Ennepera, ktorych przypadkiem szczegélnym jest powierz-
chnia Kuena (Minch. Ber. 1834

Wszystkie te powierzchnie o krzywiznie
stalej, ujemnej albo dodatniej, maja te wilas-
nosé ze posiadajg uklad linij krzywiznowych
plaskich.

Spéirzedne punktu powierzchni Ennepera
wyrazajg sig przez funkcye eliptyczne dwu
parametréw; dlainnych powierzchni wystar-
czajg funkcye kolowe.

Paseal. Rep. T1. 36
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Powierzchnie pseudosferycznag Dini'ego
tworzy traktorya, poruszajgcasigruchem he-
lisoidalnym okolo wlasnej asymptoty: po-
wierzchnia ta jest tedy helisoidg. Jeden uklad
jejlinijkrzywiznowych sklada si¢ z polud-
nikdéw (traktoryj), drungi z krzywych nakreslo-
mych na kulach, majagcych srodek na osi; kule
te przecinaja ortogonalnie helisoide. Ta wlas
nosé stosuje sie 1 do powierzchni Ennepera.

Rozwazimy na danej powierzehni pseudosferycznej o pro-
mieniu /¢ unklad linij geodezyjnych réwnoleglych; na kazdej
stycznej do tych linij odetnijmy odcinek dlugosci R. poczynajac
od punktu stycznosci; miejsce geometryczne punktéw skrajnych
tych odeinkéw jest nows powierzchnia pseudosferyczna tego
samego promienia. Powierzchniadanainowa two-
rza dwie powloki rozwinigtej jednej i tej
samej powierzchni, ktérej normalnemi sa styez-
ne, 0o ktérych wyzej mowa (Bianchi). Przy pomocy
tego twierdzenia mozna z jednej powierzchni pseudosferycznej
otrzymaé nieskonczenie wiele innych; a przeksztalcenie, o ktérem
to twierdzenie mowl. nazywa si¢ przeksztalceniem
dopelniajagcem (Bianchi) i stanowi przypadek szcze-
golny przeksztalcenia ogdlniejszego, nazwanego przeksztal-
ceniem Baczklunda (Lunds. Univ Arsskrift. XIX, 1883;
Math. Ann. IX, XIX).

Jezeli przeksztalcenie poprzednie zastosujeniy o pseudo-
sfery (powierzchni utworzonej obrotem traktoryl), otrzymamy
powierzchuig Bianchi'ego, ktdia, jak powedziano wy-
zej, jest przypadkiem szczegélnym powierzchni Ennepera,
posiadajgcych uklad linij krzywiznowych plaskich, jak helisoida
Diniego.

Spélrzedne punktutej powierzehni wyra-
2ajg sie¢ w funkecyi dwu parametrdw u, v
Pprzy pomocy wzoréw:

sin u

«=2R A (cos v = v sin v);
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sin :
y=21n S B e (s1n v - cos ) ;
1 2 cos u
z=h’(lo tg — 0 4 —————— ||
g g g 1+ #¢*sinuw

Powierzchnia posiada krzywa podwdjna.

Modele gipsowe tej powierzehni, heligoidy Dini’ego oraz po-
wierzehni o krzywiznie dodatniej Ennepera i Kuena, znajduja
sie w kolekeyi L. Drilla.

Mozna utworzyé trygonometrye pseudosferycz-
n g na podobienstwo trygonometrys sferycznej, wprowadzajge
w tym celu Iuki linij geodezyjnych zamiast lukéw kol wielkich.
W ogélnesci powiedzie¢ mozna:

Wzory trygonometryczne,odnoszgce sig do
trojkata geodezyjnego pseudosferycznego,
wyprowadzajs sie z wzoréw zwyklej trygo-
nometrvi kulistej, zmieniajgc R (promien kuli)na
RY=1. Zauwazy! to poraz pierwszy Mindin g (Crelle XIX,
XX). Nadto:

Twierdzenia geometryi nieeuklidesowej
znajduja swojg interpretacye na powierzch-
niach pseundosferycznych. Patrz codotego Bel-
trami (Saggio etc., Giorn. di Batt. VI, 1868)

Z prac o powierzchniach o krzywiznie stalej, procz wyzej po-
danych, wymieniamy: Beltrami (Ann. di mat. VH), Dini (Giorn.
di Batt. III), Bianchi (Math. Ann. XVI, Giorn. di Batt. XX, Rend.
Lincei 1892, 1899), Hazzidakis (Crelle LXXXVIHI), Weingar-
ten (Crelle XCIV, XCV), Darboux (Compt. rend. 1883. Ee. norm.
1890), Guichard (Ee. norm. 1890) i t. d. Najnowszy praca z teoryi
powierzchni, traktowanej przy pomocy metody Weingartena, jest
rozprawa Bianchi'ego (Ane. di mat. (3) ). O przeksztaleeniach
powierzehni o krzywiznie stalej dodatniej, prbez cytowanej pracy
Hazzidakisa, patrz noty Bianchi'ego (Rend. Lincei 1899).
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§ 12

Powisrzchnie o krzywiznie Sredniej dodatniej. Fowierzchnie

minimalne.

Dwie powierzchnie réwnoleglte do powierz-
1

chni § o krzywiznie stalej dodatniej Kzﬁ‘-‘
iodlegle odniejna +# majg krzywizne sred-

nigstals H_—_i—%— (Bonnet). Odwrotnie: Kazda po-
1

wierzchnia o krzywiznie s'redniejstalejizr
maréwnolegla wodleglosci B o krzywiznie
bezwzglqdnejstalej?lf—__,.

Jezeli bedziemy uwazali za odpowiadajace sobie punkty
trzech powierzchni, poloZone na tej samej normalnej, wtedy o d-
wzorowanie dwau powierzehni o krzywiznie stalej jednej na
drugiej jest podobnem; a odwzorowanie jednej z tych powierz-
chni na powierzchni & jest takie, ze dwom kierunkom na niej
ortogonalnym do siebie odpowiadaja zawsze na powierzchni §
dwa kierunki sprzezone (patrz Chini, Giorn. di Batt, XXVII,
1889).

Element liniowy kazdej powierzchniokrzy-
wizniesredniejstalej _-i—_—flf— w odniesieniu do
linij krzywiznowych #, v, wyrazasie wzorem:

ds® = R?e®* (du?+ dv?),
gdzief czynizadosérdwnanin

36 26
_0_13_4__3.{;. = — sinh 6 coshf.
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Stad:

Linie krzywiznowe kazdej powierzchni
okrzywiznie $redniej stalej tworza uklad
izotermiczny.

Kazda powierzchnia o krzywiznie $red-
niejstatlej mozZe odksztalcac¢ sie,zachowujge
tez samg krzywizne srednig wteunsposéb, ze
nowe linie krzywiznowe staja sie trajekto-
ryamipod katem stalym linij krzywiznowych
dawnych.

Powierzchnie obrotowe o krzywiznie sredniej stalej otrzy-
mujemy, wedlug twierdzenia Bonneta, z przeksstalconej
obrotowej, powstalej z kuli o promieniu R, jezeli na normalnych
z jednej i drugiej strony odcinamy dlugosci réwne R. Otrzy-
mujemy w ten sposéb dwa typy powierzchni obrotowych o krzy-
wiznie Sredniej stalej: sa niemi: unduloidainodoida.
Do ckreslenia krzywej poludnikowej tych powierz-
chni sluzy nastepujace pigkne twierdzenie Delaunay'a:

Krzywe poludnikoweundoloidy i nodoidy
sgtokrzywe, opisane naplaszczyznie przexz
ogniskoelipsyalbo hyperbolitoczgcej sig bez
Slizgania po proste] (osi obrotu powierzchni). Jezeli
zad okolotej prostej obraca sie krzywa, opi-
sana na plaszczyznie przezognisko paraboli
toczgce] sie po prostej bez slizgania, wtedy
powstajgca powierzchniaobrotowa jest po-
wierzchnig takzZe o stalej sredniej krzywi-
znie, ale réwnej zeru. Jest to katenoida (nale-
zgca do powierzchni o polu powierzchniowem najmniejszem).

Nazywamy powierzchniamio polunajmniej-
szem, powierzchniami minimalnemi najmniejsze-
m i, lub wreszcie elasoidami— powierzchnie, ktére pomie-
dzy wszystkiemi powierzchniami, zakonczonemi jednym obwodem
i nieskonczenie malo réznigcemi si¢ od siebie, zamykaja poie
najmniejsze.

Jezeli z=/(x,y) jest r6ownaniem powierz-
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chni,p, 9,7, ¢ tzas majg zwykle znaczenie, wtedy
réwnanie opochodnych czagstkowych dla po-
wierzchniopolunajmniejszem jest:

d P d q
< ¥itpet " U Vifph¢
(L+4¢)r—2pqs+ (1 +p*t = 0.

Wpowierzchniachminimalnych promie-
nie gléwne krzywizny sg wkazdym punkecis
réwneiznakdéw przeciwnych, lub inaczej: krzy-
wizna $rednia jest zerem, Udwrotnie: kazda po-
wierzchnia okrzywiznie sredniej zero jest
powierzchnig opolunajmniejszem.

Odwzorowanie kuliste powierzchni minimalnej jest odwzo-
rowaniem podobnem (Bonnet).

Jedyng powierzchnig rzeczywistg rozwijalng o polu naj-
mniejszem Jest plaszezyzna.

Na powierzehni minimalnej linie asymptotyczne tworzg
uklad podwéjny ortogonalny, linie krzywiznowe — uklad po-
dwdjny ortogonalny izometryczny.

Spdlrzedne punktu powierzchni o polu
najmniejszem wyrazajg sig wzorami Weier-
strassa:

=0

?

Inb

2 = [ (l—)Fwy, y= J"nH«:ﬂ;F(r)dz, e =[ 2cF)dr,

gdzieakcent’, polozony nad znakiem calki,
oznacza, zenalezy wzigé tylkioczgsérzeczy-
wistg otrzymanego wyrazenia; F(z) jest jaks-
kolwiek funkcya zmiennej zespolonej z; kaz-
dej wartosci Fodpowiada okreslona powierz-
chniaminimalna; i na odwrét.

Jezeli przez r,, F| (v,) oznaczymy zmienne sprzgzone wzgle-
dem 7, F(z), wtedy element liniowy powlerzchni
minimalnej wyrazisie wzorem:

ds? = (14-77,)* F(z) F\(z,) dadr,.
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apromien gldwny dodatni krzywizny przez:
ry = i;—(l*'r“ﬂ”ﬁ;)ﬂ (71)

Wzory Weierstrassa mozna napisaé jesz-
cze w postaci:

z={(1—) ¢"(x) + 229’ () — 29 (1) }';
y={i(l+2?) ¢"(x) —2i7¢ (1) —2ip(v)};
z2={279"(x) —2¢' (1)},

gdzie akcent ' ma tosamo znaczenieco wyzej,
funkcya zas ¢(r) jest funkcysa dowolns.

Wszystkie powierzchnie minimalne alge-
braiczne otrzymujemy z tych wzoréw, biorge
na ¢(r) funkcye algebraiczne zmiennej 7.

Jezeli dwie powierzchnie minimalne roz-
wijaja sie jednana drugiej, wtedy funkcya F,
nalezgca do jednej powierzchni, musi byé réw-
na funkecyi F, nalezgcej dodrugiej, pomnozo-
nej przez funkcye wykladniczg e, gdzie a jest
dowolng stala rzeczywistg. W ften sposéb
otrzymujemy najogdélniejsze odksztalcenia
powierzchni minimalnych, przy ktérych zo-
stajg one powierzchniami minimalnemi.

Dwie powierzchnie minimalne, w ten sposéb otrzymane,
nazywajg si¢ stowarzyszonemi.

Jezeli wezmiemy a = wtedy dwie powierzchnie mi-

T

9
nimalne nazywaja sie sprzezonemi wrozwijalnosci
(Bonnet)

Powierzehnie o polu najmniejszem, rozwijalne na powierz-
chniach obrotowych, a wigc i nieskonczenie wieloma sposobam i
na sobie samych, otrzymujemy z wzoréw Weierstrassa,
kladac Fir)= C7*, gdzie k jest stala rzeczywista, C stals
Jakakolwiek.
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W przypadku k= — 2 mamy powierzchnie heli-
soidalne. Jedyng powierzchnisg prostolinio-
wg opolunajmniejszem jest helisoida, ktérej

réwnaniem jest z=omarctg -g;— (Tw. Catalana).

. . " . T R G F-4
Powierzchniaoréwnaniu Vx'*‘—]—y"=mcosh-’;;

(katenoida lub aliseida) jest powierzchnig o polu naj-
mniejszem; jest ona powierzchnig obrotowa, na ktérej roz-
wija sie helisoida prostoliniowa twierdzenia poprzedzajgcego;
jest tojedyna powierzchnia obrotowa o polu
najmniejszem.

Jezeli we wzorach Weilerstrassa polozymy

Fx)=1—~— -;1;-, otrzymamy powierzchnie¢ minimalng algebra-

iczna, zwang powierzchnia minimalug Henneber-
ga; jest ona jednostronna (patrz Rozdz. XVIII) klasy
b-¢j i rzedu 15.

Jezeli w ogélnosci zamiast F(r) wezmiemy funkcye taka,
%e, oznaczywszy przez Fy(r) funkeye, otrzymang z funkeyi F(z)
przez zamianeg spélezynnikéw na sprzezone, bedziemy mieli
Flr)= — ?1; F, (—-%—}, wtedy otrzymane powlierz-
chnie bedg jednostronnemi.

Kladge F(r) =3, otrzymujemy powierzchnie, dla ktorej

spdlrzednemi punktu sa:

z=38a+3af?—a*. y=p'—3—38aF; z=3(a>*— .
(r=a+4:5

Powierzchnia ta nazywa sig powilerzchnia Enne-
peraijestrzedu 9-go; jejlinie krzywiznowe sg
sgzesciennemi plaskiemi rodzaju zero; linie
asymptotyeczne a—f==const, atf=const sg sze-
gciennemiskosnemi. Powierzchnia Eunepera
daje sig rozwingé na powierzchni obroto-
wej; jest ona obwiednig plaszczyzn prosto-
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padlych wpunktach srodkowych do prostych,
laczaeych punktydwéch parabol, majgeych
jednoognisko (Darboux)

Wszystkie powierzchniestowarzyszone
z powierzchniami Enneperamaja postaé tej
powierzchni ;

Jezeli polozymy Ftr)zi,l—._:_ﬁ__@——_:;, otrzymamy
powierzchnig minimalng Schwarza, zakonczong
czworobokiem sko$nym, utworzonym przez dwie pary przeciw-
legtych krawedzi czworoscianu foremnego. Powierzchnia ta
rozwiazuje dla przypadku szczegdlnego t. zw. zagadnienie
Plateau'a, mianowicie: majac obwéd zamknigty, zbudowaé
powierzchnie minimalng, zakoficzona tym cbwodemipozbawiong
w swem wnetrzu punktéw osobliwych.

Plateau rozwigzal doswiadczalnie to zagadnienie, za-
nurzywszy pret metalowy, zgiety w odpowiedni kontar, w ciecz
specyalna lekko lepks,, blonka bardzo subtelna cieczy, przy-
legajaca do konturu, uklada si¢ wedlug praw mechaniki do-
kladnie jako powierzchnia o polu najmniejszem.

Wymieniamy jeszcze powierzchnig przesunig:
cia Scherka, ktorg otrzymujemy, szukajac rozwigzan po-
staci z = ¢@(x) +w(y) réwnania rozniczkowego powlerzehni naj-
mniejszych. Rownaniem jej jest:

7 = % { log cos («x) — log cos (ay)} (Crelle XTI, 1835).

Jezeli jeden ukltad linij kvrzywiznowych
powierzchni minimalnej sklada sie¢ z linij
ptaskich, to 1 linie krzywiznowe drugiego
ukladu beda plaskie.

Kazda prosta, lezgcana powierzchnimi-
nimalnej, jest osig symetryi powierzchni.

Jezeli plaszczyzua przecina ortogonal-
nie w kazdym punkcie przeciecia powierz-
chnie minimalng, wtedy jest plaszczyzng
symetryidla powierzchni.
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Aby powierzchnia dala sig rozwingé na
powierzchni minimalnej, jest koniecznem
idostatecznem, by formarézniczkowa. ktéra
przedstawia jejelement liniowy po pomno-
zeniuprzez J'—K, gdzie A jest krzywizng cal-
kowitg, byla zerem (Riceci).

Jezeli pominiemy przypadek bardzo szezegdlny, rozwazany przez
Eulera (Methodus inveniendi ete. 1744). to moZna bedzie powie-
dzie¢, Ze pierwszy Lagrange (Mise, Taur. 1I) zajmowal sie teorys
powierzehni najmniejszyeh.jako zastosowaniem rachunku waryacyjnego.
Réwnanie roZniczkowe tyeh powierzehui badali: Meusnier, Monge,
Legendre, Ampére. PodZniej przedmiotem tym zajmowali sie:
Poisson (Crelle VIIT), Scherk (1 c.), Steiner (Berl. Ber. 1840),
ktory znalazt twierdzenie o powierzehniach réwnolegltyeh do po-
wierzehni minimalnyeh, Bonnet (Compt rend. 1853), Enneper
(Zeitschr. f. Math., IX, 1864), Weierstrass (Berl. Ber. 1866),
Riemann (Gott. Abh, XIII, 1867), Beltrami (Mem. Bologna
1868), Schwarz (Berl Ber. 1872, Crelle LXXX, Werke I), Lie
(Math, Ann. XIV)it. d. Wskazdwki historyezne i wyklad zupelny -
tego przedmiotu mamy w dziele Darboux’a (Theorie des surf. L),
zarys historyczny w cytowanej rozprawie Beltrami’ego.

Modele gipsowe tyech powierzehni znajduja sie w kolckeyi L.
Brilla,

U powierzehuiach o fredniej krzywiznie stalej pisali: Del au-
nay (Crelle VI), Sturm (tamze), Jellet (tamze XVII), Dini
(Annali di mat. VII) i t. d.

§ 13,
Powierzchoie rozwinrgte.
Miejsce dwdch srodkéw gldwnych krzywizny w punktach

powierzchni(patrz §9) nazywa si¢ powierzchnig rozwi-
nigta danej, a dana wzgledem niej nazywasieroz wijajgca.
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Rozwinigtg $rodkows nazywamy powierzchnie,ob-
wiedziong przez plaszezyzny prostopadle do normalnych po-
wierzchni w punktach srodkowych odeinka, ograniczonego dwo-
ma srodkami krzywizny (Ribaucour).

Kazdg z dwu powidk rozwinietej mozna tez uwazaé za
miejsce krawedzi zwrotu powlerzchni rozwijalnej, utworzonej
z normalnych do powierzehni wzdtuz punktéw linii krzywizno-
we] kazdego z dwu ukladdw.

Te krawqdzie.zwrotu sg liniami geodezyj-
nemi powierzchnirozwiniete].

Napowierzchni rozwinigtej linie, odpo-
wiadajace liniom krzywiznowym powierz-
chnidanej, tworzg ukladsprzezony (patrz § 9).

Linieasymptotyczne na dwéeh powlokach
powierzchni, ktédrej promienie gléwne krzy-
wizny polaczone sg pewnym zwigzkiem, odpo-
wiadaja sobie wzajemnie;i odwrotnie.

Dla tych powierzechni (ktére niektérzy
nazywajg powierzchniami W) iloeczyn krzy-
wizn calkowitych wodpowiednich punktach
dwéch powlok rozwinigtej réwna sig ——,
(ry—ry)*
gdzie 7,7, sgdwapromienie krzywizuny po-
wierzchni danej wkazdym punkcie (Halphen).

W szczegllnosci: W powierzchniach o krzywi-
znie statej K—i tylko wtych powierzchniach—
linie asymptotyczne na dwdéech powlokach
rozwinietej nie tylkoodpowiadajg sobie wza-
jemnie, lecz odpowiadaja takzeliniom asym-
ptotycznym powierzchni.

Na dwdéch powlokach rozwinigtej, nalezg-
cejdo powierzchni, ktérej promienie krzywi-
zny sg polgczone zwigzkiem r—r=const—itylko
na tych powierzchniach—liniekrzywiznowe
odpowladajg soble wzajemnle.

Kazda powloka rozwinietej,nalezacej do powierzchni, ktdrej
promienie polaczone sy zwigzkiem, daje sie rozwingé na powierz-
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chni obrotowej: 1 odwrotnie: poza powierzchniami prostolinio-
wemi, bedacemi miejscem normalnych gléwnych dla krzy-
wych o stalem skreceniu (powierzchniami, dajgcemi sig rozwingé
na katenoidzie), kazda inng powierzchnie dajacs sie rozwingé na
powierzchni obrotowej mozna uwazac za powloke rozwinigtej,
nalezgcej do powlerzchni, ktdrej promienie krzywizny polaczone
sg zwigzkiem (Tw, Weingartena)

Kazda powlokarozwinigtej, nalezgcej do
powierzchni pseudosferycznej, daje sig roz-
wing¢ na katenoidzie.

Appell (Americ. Journ. X) 1 Goursat (tamze) badali
powierzchnie, ktérych rozwinigta srodkowa redukuje si¢ do pun-
ktu 1 dla ktdrych promienie krzywizny poluczone sg zwigzkiem
ri—r, = ud, gdzie u jest stala, & zas jest odlegloscig poczatku
od plaszezyzny stycznej.

Rozwinietasrodkowa powierzchni Gour-
sata jest tez powierzchnig Goursata.

Powierzchniami, dla ktéryeh zachodzi zwiazek pomiedzy pro-
wieniami krzywizny, zajmowat si¢ Weingarten (Crelle LXII,CHI),
od ktdérego io powierzehnie te otrzymaly uZywang przez niektiéryeh
nazwe powierzehni !; dalej Halphben (Bull. Soe. math. IV), Lie
{tamie IV), Beltrami (Ann. di mat. VII), Dini (tamze VII) i t.d.
Lipschitz (Acta X, Compt. rend. 1887) i Lilienthal (Acta
XI) badali przypadek, w ktorym rézZnica dwoch promieni krzy-
wizny jest stala.

Powierzchnie kanalowe sa szczegélnym przy-
padkiem powierzchni W, miahowicie tym, w ktérym jeden z pro-
mieni krzywizny jest staly. [nnemi przypadkami szczegélnemi
8g oczywiscle powierzchnie o polu najmniejszem 1 powierzchnie
0 krzywiznie stalej (bezwzgledne) lub sredniej).
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14

ur

Uktady potréjne powierzehni ortogonalnych.

Dajmy, ze mamy trzy uklady po co! powierzchni i takie,
ze przez kazdy punkt pewnego obszaru przestrzeni przechodzi
jedna tylko powierzchnia z kazdego z trzech ukladdw. Jezeli
ustanowimy odpowiednio$é jednoznaczng pomiedzy kazda po-
wierzchnia kazdego z trzech ukladéw a wartosciami parametréw
01+ Pay 05, tO te trzy parametry bedzie mozna uwazaé za spéi-
rzedne krzywoliniowe punktu przestrzeni Trzy ukla-
dy powierzchni tworzg t. zw. nklad potréjny powierz-
chni Jezeli x, y, z sg spélrzedne kartezyanskie punktéw prze-
strzeni 1 jezell

&1 =f1 (2.4,2), o= (‘5-%3', Qﬁzfﬂtxvyﬂ"']

sg réwnaniami trzech powierzchni, rozwigzanemi wzgledem pa-
rametréw, wtedy , y, 2 bedzle mozna wyrazié przez parame-
try o, a jeden zwigzek pomiedzy parametrami ¢ odpowiada réw-
naniu powierzchni w spélrzednych krzywoliniowych p.

Kwadrat odleglosci pomiedzy dwoma
punktaminieskonczenie blizkiemi przestrze-
ni, wyrazony w spéirzednych krzywolinio-
wych, bedzie:

ds* = H,*do*+ H.*p,*+ Hy g * +2/, (10, dpy+2/3d, oy + 2040y gy,

gdzie:
): I --Z—JJ— &

0o, %0;

ox
do,

H,‘-‘:Z(

suma X rozciggasienatrzy wyrazy: wypisa-
nyidwa powstajace zniego przez zamiane
#nayinaz.

Jezeli ljy=hyy=N;=0, wtedy kazda z powierz-
chnijednegoukladujest ortogonalna do kaz-
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dejpowierzchnidwéch drugich ukladdw, i od-
wrotnie; w tym przypadku uklad nazywa sie ukladem po-
tréjnym ortogonalnym. Dla takich ukladdw ma miejsce
nastepujace twierdzenie zasadnicze Dupina:

W kazdym nkladzie potréjnym ortogonal-
nym linia przeciecia dwéch powierzehni rdzne-
goukladu jest linig krzywiznowg dla obn Nadto:

Warunkiem koniecznym 1 dostatecznym na
to, aby dodwéeh nkladéw powierzchni ortogo-
nalnyech mozna hylo dobraé¢ uklad trzeci orto-
gonalny do obydwdch, jest, by dwa pierwsze prze-
cinaly sie wzdtluz linij krzywiznowych (Dar-
boux, Ann. Ec. norm. 1866).

Kazdy nklad co! kul albo plaszezyzn na-
lezy do nieskonczonej liczby uktaddéw po-
tréjnych ortogonalnych.

Kazdy nklad powierzechni réwnoleglych nalezy do ukladu
potréjnego ortogonaliego: powierzchnie dwéch drugich ukladéw
sg powierzchniami rozwijalnemi— miejscami normalnych wzdluz
linij krzywiznowych pierwszych powierzchm.

Dla ukladn potrédjnego ortogonalnego wiel-
kosciH, jako funkcye wielkosciop, czynia zadoseé
szesciu réwnaniom vrézniczkowym, zwanym
réwnaniami Lameéego:

_OH, 1 0B oH, 1 OH; oH.
591091 _-1“- dgf d@t l”_; C:‘Ql- r‘?g), g

1 0H, dJH;

w = 0.
Hj? og, dg;

S B 2
do; \H. 09: TdQI‘ Hy 09.!-

Te warunki, ktérym maja czynié wielkosci H, s konieczne
1 dostateczne na to, aby uklad byl potréjnym ortogonalnym: je-
zeli spelniajg si¢, wtedy istnieje je den i tylko jeden odpowia-
dajacy im uklad potréjny ortogonalny.

Przez przeksztalcenie przestrzeni za pomocs promieni wo-
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dzacych odwrotnych uklad potréjny ortogonalny przechodzi na
uklad potrdjny ortogrnalny.

Jednym z najprostszych 1 najwiecej zbadanych ukladéw
potréjnych ortogonalnych jest t. zw. uklad kwadryk spél-
ogniskowych., Ukladtentworzatrzy powierz-
chnie (a?>b*>¢:

w= i . P ‘

- - ~y == 1‘ e :_3 1 ),
a*+¢, T b* 44 i 40, (= <lor <)
£ 1 ¥ 2 _ ‘

; —— =1 P o << — ¢2).

a‘to, | 0o, + s 2 4 <@<—¢%)
x* 1 Uk z? . . : .
"0y T 03 T oy L ity - 1Y),

z ktéorych pierwsza jest elipsoida, druga hy
perboloida jednopowlokows, trzecia hyper-
holoidg dwupowlokowa (patrz Rozdz. V, § 3).
Spélrzedne, olpowiadajave temn uktadowl potrdjnemu orto-
gonalnemu, nazywajg sie zwykle spélrzednemielip-
tycznemi (Lamé) Element liniowy w spdl-
rzednych eliptycznych otrzymujesie ze zwigzku

o 1 (e—es) (e -0y (0:—es) (0:—1
ds?l= — -
4 L(a*+g, i(b!"f"gl}[eg_]_gl f + 'TQJ"“’E_}‘GB}“ +92 fQ‘

(93— 0;) (03— 0,) ‘,]
: — dp? |-
- (@03 ) 10,03 LCot-0,) @

Teorye spolrzednych eliptyeznyeh przestrzeni wprowadzil naj-
przéd Lamé (Mem. prés. V, 1883, Crelle I} w przypadkn speeyal-
nym spéhrzednyceh eliptyeznych, a nastepnie w przypadku ogdlnym
spolrzednych ortogonalnyeh (Crelle V, XVI; Lecons, surles coor-
données curvilignes, Paryz 1859). O tymZe przedmiocie pisali na-
stepnie: Aoust (Crelle LVIII, Ann. di mat, (1) VI, (2) I, OI, V),
Brioschi (tamZe (2), ) Codazzi (tamze (1) VIH, (2)I, I, IV,
V), Darboux (Ann. Ee. norm. 1866, 1878), Roberts (Crelle
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LXII) i t.d. W nowszych czasach oglosili prace: Bianchi (Giorn.
di Batt. XXI. XXII, Ann. di mat, (2), XHI, XIV, XVIII, XIX, Rend.
Lineei 1885, 1886, 1890; Mem, Lincei 1887 i t. d.). W tych pracach
skiadamipotréojnemi Weingartena nazywajy sie ukla-
dy ortogonalne (odkryte przez W eingartena),zawierajace uklad po-
wierzehni pseudosferyeznyeh (albo tez o krzywiznie dodatniej stalej),
wazystkich o jednym promieniu. Waing klase tych ukladéow zbadal
Ribaueovnr (1870, Comp. rend. LXX), Twierdzenie zasadnicze
Weingartena o tych ukladach podal w nocie swej Bianehi
{Rend. Linecei 25 lutego 1883, 15 marca 1885). W dziele Darboux’a
(Lecons sur les systémes orthog. ete., Paryi 1898) znajdujemy wyklad
zupelny teoryi ukltadow potrdjnyeh i spilrzednyeh krzy-
woliniow ych plaszezyzny.

§ 15.
Kongruencye prostych.

Méwilismy juz w Rozdz. XIV o kongruencyach li-
nij prostych w przestrzeni, zwanych takze ukla-
dami promieni, a bedgeych ukladami co® prostych. Teorya
tych utworéw byla wszakze badana nietylko ze stanowiska G eo-
metryi liniiprostej, ale—jako zwiazana §cisle z teorys
powierzchni—takze ze stanowiska Geometryi nieskon-
czonostkowej; przylem rozwazano kongruencye jakiekol-
wiek algebraiczne albo niealgebraiczne.

Wyobrazmy sobie kongruencye, przeciets pewns powierzchnig
1 za punkt poczgtkowy na promieniu kongruencyi wezmy jeden
z punktédw, w ktérym promien spotyka powierzchnie. Nie-
chaj z,y,z beds spélrzedne tego punktu; X, ¥,Z dostawy kierun-
ku promienia. Wybierzmy uklad spélrzednyeh krzywoliniowych
%, v na powierzchni, polézmy:
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AXP_ . 50X X _ X
G =8 255 =F Z(g)=¢
0X ox __ oX dr 0Xow ., OX oz

St e Rl L g (s e

i wprowadzmy d wie formy rézniczkowe zasadnicze:
Edw* 42 Fdudv + Gde* =ds? = X3 (dX)?,
edw® + ([4f") dudv 4+ gdv? = X dr dX,

z ktérych pierwsza przedstawia kwadrat elementu liniowego
w odwzorowaniu kulistem powierzchni, t j.
element liniowy krzywej, ktora otrzymujemy na kuli o promie-
niu 1, prowadzgc przez srodek kuli promien réwnolegly do pro-
mienia kongruencyi i uwazajac punkt, w ktérym promien ten
spotyka powierzchnig kuli, jako punkt, odpowiadajacy promie-
niowi kongruencyi.Jezeli przez dp oznaczymy odleglosé najkrét-
szg (nieskonczenie mala) pomiedzy promieniem (u, v) kongruen-
cyl a promieniem nieskotczenie blizkim (u—-du, v-+dv), bedzie:

1 | Edn—+Fdv, Fdu-+ Gdo

/ e
LA VEG—F, .ds, | «du—filv, f'du—gde

aodcigtarspodkatejodleglosci najkrdtszej
na promieniuw, ¥ wyrazi sie wzorem:

edu® + (f +f") dw dv -+ g dv*
Edw’ + 2Fdudy + Gdv®

Yy = —

Na kazdym promieniu kongruencyi rozwazamy: dwa pun-
kty graniczne, dwa ogniska, punkt érodkowy, a dla kazdego
promienia: dwie plaszczyzny gldwne, dwie plaszczyzny ognisko-
we 1 t. d.; okreslenia tych utworéw podaliSmy w Rozdz. X1V.

Odciete r, v, dwdédch punktdw granicznych
dajg pierwiastkirdwnania:

(BG—F 7+ [gB— (£+f) F — 6| r+eg - (BL) = 0,

Pascal. Rep. IL 7
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aodciete g, gp dwéchognisk pierwiastki réw-
nania:

(EG—F¥)@* + [r;E——{f'-&-f" F+eGJ9—i—eff~ff" =0.

Jeieliwoznacza kat, jaki odleglosé naj-
krétsza dp promieni (u,), (ut-1n, v4-lv), tworzy
zodlegloscignajkrotsza, ktérejspodek przy-
pada wpunkcie granicznym, jest:

r=r,cos’w+r’sin*0w (wzér Hamiltona).

Jeieli 2d oznacza odleglosé¢ dwéch punktiw
granicznych, 26 odleglosé dwdoch ognisk, y kat
miedzy plaszczyznami ogniskowemi, wtedy:

o P s BB,
{h'é!#éﬁi@‘:??ﬁ' cosT=—_q —; slay=-—.

W punkcie /’ promienia kongruencyi poprowadzmy plasz-
czyzne n prostopadls do promienia i nakreslmy na niej w okolo
punktu P krzywsg nieskonczonostkows ¢, zamykajaca pole A.
Na kuli odwzorowujgcej, promienie, odpowiadajace promieniom,
wychodzacym z punktéw krzywej r, wyznacza krryws kuli-
sta, zamknietq nieskonczonostkows ¢’ o polu 4’. Granica sto-
sunkn e nazywa sig gestosciag kongruencyi w pun-

keie /°.

Gestosé kongruencyi wpunkcie P, polo-
Zonym na promieninl rédwnasieodwrotnosei
iloeczynu odleglosci punktu Pod dwdch ognisk
na promienin l.

Pek promieni, wychodzseych z obwodu krzywej ¢, stanowi
to, co nazywamy pekiem nieskofczenie wazkim,
promieni (unendlich diinnes Strahlenbiindel); promien [ jest
jego osia. Jezeli przetniemy ven pek plaszezyzna, przechodzacs,
przez punkt P1i prostopadls do promienia zasadniczego 7, otrzy-
mamy jako przekrdj krzyws ¢; jezeli za$ przetniemy go plasz-
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ozyzng rownolegls do poprzedniej i przechodzacs przez punkt
P, promienia /, ofrzymamy inny przekréj ¢,. Pola, ogra-
niczone takiemi dwiema krzywemi, sg odwrot-
nie proporcyonalne do gestosci wodpowied-
nich punktach P, /,. Jezelir jest odciets punktu P na
promieniu /, to gg¢stosé w punkcie Pwyraza wzdr:

o EG — F?
(EG—F)r?4-[gE—~(1+/") F+¢Glr+eg—f}'

Gestosé jest zawsze rzeczywista; nadto, gdy ogniska sg rze-
czywiste, jest ona dodatnia wpunktach zewngtrz odcinka ognisk
ujemna w punktach wewngtrz tego odcinka; ma wartosé ujemnsg
najwieksza w punkeie srodkowym promienia; jezeli ogniska sg
urojone, gestosc jest zawsze dodatnia i ma wartosé najwickszg
w punkeie srodkowym promienia.

W badaniu kongruencyi promieni rozwazamy pieé po-
wierzehni, a mianowicie: powierzchnie, utworzone z dwéch pun-
ktéw granicznych, dwdch ognisk i1 przez punkty srodkowe; na-
zywamy je powierzchniami granicznemi, powierzchniami
ogniskowemi. powierzchniag srod ko wa.

Promienie kongruencyi sagstycznemi wspél-
nemido dwdéch powierzchni ogniskowych.

Nazywamy powierzchniami prostolinio-
wemi kongruencyi, powierzchnie prostoliniowe, ktérych
tworzacemi sy promienie kongruencyi: prostoliniowemi
gléwnemi zas$ te prostoliniowe kongruencyi, ktérych linie
zwezenia zlewaja sig z miejscem punktéw granicznych promieni,
do nich nalezgcych.

Istniejg dwa szeregi prostoliniowych
gléwnych.

Pomigdzy prestoliniowemi kongruencyl
jest nieskofnczenie wielerozwijalnych, a mia-
nowicie sa dwa szeregi takich powierzchni

Nazywamy kongruencyaminormalnemi kon-
gruencye, ktérych promienie sy normalnemi do jednej i tej samej
powierzchni.
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Warunkiem koniecznym i dostatecznym
nato, aby kengruencya byla normalna, jest,
aby ogniska zlewalysig zpunktami granicz-
nemi,lvbaby plaszczyzny ogniskowe byly do
siebie prostopadle,

W kongruencyi normaln:j dwie powierzchnie ogniskowe
zlewaja sie z dwiema powlokami rozwinigtej dla powierzchni
normalnej do kongruencyl; gestosé zas w punktach tej powierz-
chni normalnej jest identyczna z krzywizng calkowits tej po-
wierzchni.

Jezeli kongruencya normalna promieni
swietlnych podlega pewnej liczbie odbié¢ i za-
laman, to pozostajezawsze koogruencys nor-
malng (Twierdzenie Malusa-Dupina; patrz tez § 3
o kaustykach w Rozdz. XVIIL.

To stawne twierdzenie jest pokrewne z iunem twierdzeniem,
znalezionem pozniej przez Beltrami'ego (Ricerche di analisi
etc., Giorn. di Battagl II, III), ktére orzeka. ze gdy wyobra-
zimy sobie promienie/ kongruencyi normal-
nej, wychodzace z punktu powierzchni S, zbu-
dujemy powilerzchnilie normalng do tej kon-
gruencyl, przecinajacg jej promieniel w pun-
ktach P, a nastepnieodksztalcimy powierz-
chnig § wtensposdéb, aby unosila zsobg pro-
mienie kongruencyi wsposéb niezmienny znig
zwigzane, wtedy nowa otrzymana kongruen-
cya bedzietakze normalng miejscem zas$ no-
wych polozen punktéw ['bedzie powierzch-
nigdotej kongruencyi ortogonalna.

Jezeli w kongrnencyi promieni tak odleglosé ognisk, juk
1 odleglos¢ punktéw granicznych, jest stata, wtedy dwie powierz-
chnie ogniskowe sg powierzchniami pseudosferycznemi o promie-
niu réwnym odleglosci punktéw granicznych (Bianchi, Ann.
di mat. XV). Kongrucye takie Bianchi nazwal pseudo-
sferycznemi.
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Kongruencya, dla ktdrej jest:

'
e:-f;g—/;:ng:F:G,
nazywa sig kongruencysg izotropowsg Ribaucoura.
Powierzchnia, obwiedziona przez plaszezyzny prostopadle
do promieni kongruencyi izotropowe] w punktach srodkowych
jest powierzchnig o polu najmniejszem (Ribaucour).

Monge ijego uczniowie zajmowali sie wraz z teorys powierz-
chni i kongruencyami, utworzonemi z normalnych do powierzchni; M a-
lus odkryl podane wyzZej twierdzenie o tych kongruencyach dla przy-
padku, w ktérym mamy poczatkowo ukiad promieni, wychodzacych
z jednego punktu (J. Ee. pol. XIV, cah. 1808); twierdzenie to uzupel-
nit péZniej Dupin (Appl. de géom. ete. pour faire suite aux Déve-
lopp. de géom. ParyZ 1822). Kongruencye ogélne badali: Gergonne,
Quetelet, a zwlaszeza Hamilton; péiniej badanie to podjal na
nowo i szeze§liwie rozwinal Kumm er (Crelle LV, 1880, Berliner
Monatsber. 1859—60). Po tyech pracach nastgpilo wiele innych;
najnowszemi 83 prace: Weingartena (Crelle XCVIII), Bian-
ehiego (cytowane wyzej), Guicharda (Ann Ee. norm, (3) VI,
Comptes rendus 1890—92).



ROZDZAL XVIIL

GLOWNE SPOSOBY TWORZENIA I PRZEKBSZTALCANIA KRZIYWYCOxM,
WYSPECYALIZOWANE METRYCZNIE. GEOMETRYA KRZYWYCH
SPECYALNYCH

§ L

Krzywe i powierzchnie odwroine i Desarques’a. Przeksztafcenie
za pomocq promieni odwrotnych. Przeksztafcenie Desargues’a.

W § 5 Rozdziatu VI byla juz mowa o tem, Ze prze-
ksztalcenie za pomocg promieni odwrotnych
lub inwersye otrzymaé¢ mozpa jako przypadek szczegdlny
przeksztalcenia dwuwymiernego kwadratowego, jezeli trzy pun-
kty podstawowe przeksztalcenia umiescimy w ten sposék: dwa
w punktach kolowych plaszczyzny, trzeci zas w poczatku spél-
rzednych kartezyanskich.

Geometrycznie przeksztalcenie to mozemy okresli¢ w spo-
s6b nastepujacy :

Niechaj bedzie na plaszczyznie kolo o promieniu R, majace
srodek w poczatku O spélrzednych; kazdemu punktowi plasz-
czyzny, ktérego promieniem wodzgcym jest r, argumentem ¢,
odpowiadaé ma punkt o promieniu wodzgcym —!:72-— 1 o tymze
argumencie ¢. Promien R nazywa sie modulem inwer-
sy, punkt O jest biegunem Iub $rodkiem.
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Dla wykonania przeksztalcenia przez pro-
mienie odwrotne w przestrzeni przyjmujemy kulg
podstawows, o promieniu K.

Stosujgc te przeksztalcenia do krzywej albo do powierzchni,
otrzymujemy krzywe albo powierzchnie, bgdace odwrotnemi
wzgledem danych.

Punktowi O odpowiada prosta w mnieskohczonosei albo
plaszezyzna w nieskonczonosei.

Jedynemi punktami, odpowiadajgcemi samym sobie, sa
punkty okregn albo powierzchni kuli.

Kazda prosta, przechodzgca przez biegun (), odpowiada
same] sobie.

Proste] w ogélnosci odpowiada okrag kola, przechodzacy
przez punks (; w przypadku przeksztalcenia plaskiego osig pier-
wiastng obu kél, t. j. kola o promieniu ¢ i kola, przechodzgcego
przez punkt O, jest prosta dana.

Kolu odpowiada inne kolo, majace z kolem podstawowem
(w przypadku przeksztalcenia plaskiego) t¢ sams os pierwiastng,
co kolo dane.

Yiatwo rozumieé, w jaki sposéb twierdzenia te rozciggajs
sie¢ na przypadek przeksztalcenia w przestrzeni.

Najwazniejszg wiasnoscia rozwazanego przeksztalcenia jest
ta,ze jest ono przeksztalceniem podobnem, t.j.
niezmieniajgcem kgtdw.

Godnem uwagi jest twierdzenie :

Normalnado krzywej wpunkcie P i nor-
malna do krzywej odwrotnej w punkcie @ spo-
tykaja siew punkcie prostopadlej, wystawionej
do prostej PQ w punkciesrodkowym.

Krzywa albo powierzchnia, majaca te wlasnosé, iz prze-
ksztalca sie na samg siebie przy pomocy pewnego szczegblnego
przeksztaicenia przez promienie odwrotne, nazywa sie zwykle
analagmatyczna.

Krzywe skosne analagmatyczne rzedu 4-go lub eykliki
(jak je nazywa Darboux: Sur une classe remarquable ete.,
Paryz, wyd. 2-gie, 1896) sg przecieciami kuli 1 kwadryki
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Powierzchnie analagmatyczne rzedu 4-gosg ey klidami
(patrz Rozdz. XII, § 7). Moutard dowiddl, ze kazda po-
wierzchnia analagmatyczna jest obwiednis
szeregu kol ortogonalnych do kola stalego,
majacego Srodek swoj wsrodkuinwersyi apro-
mieh réwny modulowi tejze (patrz Rozdz XII, §7).

Nazywamy przeksztalceniem Desargues’a
przeksztalcenie kwadratowe, wyspecyalizowane metrycznie we-
dlug nastepujacej konstrukeyi geometrycznej.

Niechaj bedzie dany trdjkat podstawowy ABC(; punkt od-
powiadajacy punktowi £ otrzymujemy, lgczac punkt P ztrzema
wierzcholkami trdjkata, kreslac proste symetryczne do prostych
AP, BP, CF wzgledem dwusiecznych katdw tréjkata; punkt
spotkania tych trzech nowych linij bedzie wlasnie punktem szu-
kanym. Krzywa, otrzymana z danej za pomocs takiego prze-
ksztalcenia, nazywa si¢ argezyang (arguesienne) danej.

Kolo, opisanenatrdéjkacie ABC, jest arge-
zyansg prostej w nieskonczonos$ci plaszczy-
zny; argezyana srednicy tego kola jest hy-
perbolg réwnoboczna.

O tem przeksztaleeniu pisali Cayley (J. de Liouv. 1849),
Mathien (Nouv. Anp. 1865, str. 393, 481, 529), Saltel (Mém.
de Belg. 1872) i inni. Ten ostatni autor nadal powyZszg nazwe prze-
ksztaleenin temu, badanemu zreszta dawniej juz przez Steinera
iMagnusa,

§ 2.
Spodkowa krzywsj ptaskiej i powierzehri.

Nazywamy spodkowa (takze spodkows dodatnig lub
prosts) punktu P wzgledem krzywe] plaskiej
miejsce geometryczne spodkéw prostopadlych, poprowadzonych
z punktu danego do stycznej linii krzywej. Krzywa dana nazywa
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wzgledem utworzonej krzywg spodkowsg ujemnsg Iub
odwrotna.

Definicye analogiczne mozna utworzy¢ dla spodkowych
powierzchni danej.

Normalna wpunkcie do spodkowej prze-
chodzi przez punkt srodkowy prostej, tacza-
cejpunktstaly zuwazanym punktem krzywej-

Spodkowa punktu P wzgledem krzywej €
jest krzywa, powstajgca przez przeksztalce-
nie za pomocsg promieni odwrotnyech zkrzy-
we] biegunowej dla krzywej C, w odniesieniu
dojakiegokolwiek kola, opisanego ze $rodka P.

Jezeli oznaczymy przez s, o' luk 1 promien krzywizny
krzywej spodkowej, przez s, o tez wielkosci dla krzywe] danej,
przez r odlegloéé punktu P od punktu @ krzywej, przez 6 kat,
jaki prosta #Q tworzy ze styczng w punkcie 4, wtedy ré w-
nanie wewnetrzne spedkowejznajdziemy, eli-
minujacszréownan:

32

s=.f?d.s, e= 27r —psinf

Steiner (Crelle XXI) podal nastepujgce twierdzenie
o spodkowych:

Jezeli wykreslimy spodkowa krzywej zam-
knietejibez przegieé¢ wzgledem jakiegokol-
wiek punktu P, a nastepnie wyobrazimy sobie,
2e ta krzywa wstalem polgczeniun zpunktem
Ptoczysie po pewnej prostej tak, Ze punkt
Fopisuje t. zw. linie cykloidalng lub rulete
(patrz § 6), wtedy luk tej krzywej réwnac sig be-
dzieodpowiadajacemu mu lukowispodkowe],
a pole, zamkniegte pomigdzy ruleta a prosts,
bedzieréwne podwéjnemu polu, ograniczone-
muliniag spodkowa.

Nadto: Jezelispodkowa wzgledem punktu
Ptoczysie porulecie, opisanej przez punkt P
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w sposbéb wyzej wskazany, wtedy miejscem
punktu P bedzie prosta (Twierdzenie Habicha).

Odwrotnosé promienia wodzacego krzywej plaskiej réwna
sig réznicy odwrotnosci promieni krzywizny spodkowej 1 rulety
tej krzywej; spodkowa jest tn wyznaczona przez stosunek po-
czatkowy promieni wodzacych, ruleta zas jest ruletg, utworzong
ruchem tego punktn, stale zwigzanego z krzywa, ktéra toczy sig
po prostej.

O zwiszku pomiedzy spodkows i kaustyks patrz § 3.

Krzywe i powierzéhnie kaustyczne.

Kaustyka krzywej plaskiej nazywamy obwied-
nig promieni odbitych od tej krzaywej albo zalamanych
w niej '), gdy promienie padajace na krzywa wychodzg z jedne-
go punktu w skonczonodci albo w nieskonczonosci (punktu pro-
mieniowania) Odrézniamy wedlug powyzszego kau -
styki przez odbicie czyli katakaustyki lub
kaustyki katoptrycznei kaustyki przez zala-
manie czyli diakaustyki lub kaustyki dioptryczne.

Mozna uogdlnié¢ pojecie kaustyki w ten sposéb, ze zamiast
rozwazania promieni padajacych, wychodzacych tylko z jednego
punktu, wyobrazamy sobie ogdlnie, Ze sg normalnemi do krzywej

'y Jak wiadomo z fizyki elementarnej — jezeli dany jest promiefi pada-
jaey w punkeie P krzywej, to promieniem odbitym od krzywej jest promied
tworzgey ten sam kat z normalng do krzywej w punkeie £, co promied pada-
Jaey; nazywa si¢ zatamanym, gdy stosunek wstaw katow, jakie ten promied
padajgey i odbity tworzg z tai normalng do krzywej jest staly: stosunek ten
nazywa sie spbélezynnikiem (skaZnikiem) zalamania.
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danej, t. j. ze tworzg to, co nazywamy ukladem normalnym.
Mozna tez oczywiscie rozwazania te rozciagnaé na przestrzen
i wyobrazié sobie uklad podwdjnie nieskonczony promieni pada-
jaeych (wychodzacych z punktu albo normalaych do powierz-
chni). t. j. tak zwanag kongruencye¢ normalnga promieni
padajacych (patrz Rozdz. XVI); dalej majsc jakgkolwiek po-
wierzechnie, rozwazaé miejsce punktéw spotkania promieni od
nich odbitych lub w niej zalamanych i nieskonczenie blizkich.

Twierdzenie Malusa-Dupina, dotyczgce normalnych
kongruency] promieni (p. Rozdz. XVI), zawiera w sobie jako przy-
padek szczegllny twierdzenie nastepujace: majgc na plasz-
czyznie uktad normalny promieni) t j.nor-
malny do pewnej krzywej). otrzymujemy zaw-
sze, po pewnej liczbie odbi¢izalaman, znowu
system normalny, t j.1stnieje zawsze krzaywa,
do ktérej te promienie odbite 1 zalamane sg
normalnemi.

W ten sposéb kaustyki plaskie sa rozwinigtemi pewnych
krzywych, ktére Quetelet nazwal kaustykami wtér-
nemilub antykaustykami.

Gergonne podal nastepujace twierdzenia ogdlne:

I. Kaustyka przezodbiciedla ukladunnor-
malnege promieni jest rozwinieta krzywej,
ktérg otrzymujemy jakoobwiednig k61, maja-
cychsrodek na krzywej odbqa']szce'] 1 stycz-
nych do krzywej,do ktédrej promienie padajgce
sgnormalnemi.

II. Kaustyka przezzatamanie dla nkladu
normalnego promieni jest rozwinigtyg krzy-
wej, ktérg otrzymujemy jako obwiednig kdl,
majgcych $rodki na krzywej zaliamujgcej,

- 1 .
a ktorych promieniesg w stnsunku?(ielest

spélezynnikiem zalamania) do odleglosci tychze srod-
ké6wod krzywej, do ktérej wszystkie promie-
nie padajgce sag normalnemi.
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Jezeli promienie wychodzg z punktu P w odleglosci skon-
czonej, a za krzywa do nich normalng obierzemy okryg o pro-
mieniu zero ze srodkiem w punkcie P, bedziemy mieli twier-
dzenie Queteleta; jezeli P znajduje sie¢ w odleglosci skon-
czonej, a za krzywa normalns obierzemy okrag ze érodkiem
w punkcie P i o promienin jakimkolwiek, albo tez prosts prosto-
padly do kierunku promieni padajgeych, bedziemy mieli twier-
dzenie, ktore znalazl Gergonne, a przed nim Sarrus.

Uogdlnienie tych twierdzen w przypadku powierz-
chni kaustycznych, dlaktérego antykaustyki moga byé
uwazane jako obwiednie kul, podal Gergonne w pracy,
ogloszonej w tomie XV ,Annales de mathématiques* 1 p.13.307).

Kat, ntworzony przez styczna do kaustyki wtérnej i przez
promien wodzacy, poprowadzony z punktu promieniowania,
réwna sie katowi, jaki styczna do krzywej odbijajacej albo zala-
mujycej tworzy z promieniem wodzgcym, poprowadzonym takze
z punktu promieniowania.

Kat, zawarty pomiedzy promieniami wodzacemi kaustyki
wtornej a promieniami krzywej odbijajyce] albo zalamujgce;,
réwna sie katowl zalamania.

Spodkowa punktu stalego wzgledem krzywe] danej jest
kaustyks wtdrng przez odbicie krzvwej podobnej do danej, w za-
lozenin, ze punkt promieniowania znajduje sie w punkcie sta-
lym (Dandelin, Mém. Ac. de Belgique IV; Genocchi,
Ann. di Tortolini VI, str. 117, E. Weyr, Zeitchr fiir Math.
1869, str. 376).

Tschirnhausen (1682) pierwszy rozwazal kaustyke pla-
skg, ntworzong przez promienie réwnolegle, odbite od kotla, ale Ca s-
sini, Mariotte, De la Hire, referenci Akademii nauk w Pa-
ryzu, uznali badanie jego za bledne; pézniej kaustykami zajmowali sie:
Bernonlliowie, Hopital iinni

Malus wr 1810 badat pierwszy teorye ogélna powierzchni
kaustycznych i znalazt piekne twierdzenia, ktore uogdlnit dopiero
wr.1822 Dnpin (Ann. de Georgonne XIV, str. 129). Twierdzenia
o antykaustykach, gdy promienie padajace wychodza z jednego pun-
ktu, przewidziane przez Gergonne’a wr. 1815 (Ann, de Gerg. IX,
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gtr. 283, XI str. 229, XIV str. 1) znalazt Quetelet najprzdd
w przypadku szezegolnyin, gdy krzyws dana jest kolem (tamZe
XV, str. 203), a nastepnie w praypadku krzywej jakiejkolwiek
(Mém. Ac. Bruxelles III, str. 89). Sarrus badal przypadek
promieni padajacyeh rdwnoleglyeh, Gergoune podal forme
ogolniejsza konstrokeyi, znalezionej przez Queteleta, a naste-
pnie znalazl twierdzenie ogoélniej-ze, wyzej podane (dla przy-
padku jakiegokolwiek uktadu normalnego promieni padajacyeh).
W pracy Gergonne'a (Anunales XV, str, 345 i nast) podana jest
historya tych badan i takze wiadomos¢ o rezultacie, otrzymanym przez
Sarrusa. Inne prace o tym przedmiovie oglosilii Ti mer-
m an (Corresp. math. I, str, 336 o powierzehniach antykaustycznyceh),
Cayley (Phil. Trans. CXLVIILL str. 273) i t. d. Bibliogratie o kau-
stykach znajdujemy w  lU'Intermédiaire dos mathématiciens® 1895,
str. 321.

§ 4
Hrzywe i powierzehnie rownolegte. Krzywe i powserzchnie musziowe.

Krzywg réwnolegla do kraywe] plaskiej danej nazy-
wamy obwiednia prostych prostopadlych do normalnej do krzy-
wej 1 odleglych od niej w obu kierunkach na odleglodé stals
réwna +k. Tak wiec krzywe réwnolegle sa takze krzywemi
ré6wnoodleglemi

Dwie krzywe plaskierdwnoleglemajg ten
sam §rodek krzywizny.

Krzywa réwnolegla do danej rozpada si¢ na dwie czesci,
z ktorych jedna odpowiada odleglosei +k, druga odleglosei —/;
w ogdle zatem mamy dwie galezie tej samej krzywej.

O teoryi krzywyech réwnolegtych patrz Salmon-Fiedler
Ebene Curven. ete. § 118 inast,, Ue s aro, Geom. intrinseca str. 29 i t.d.

W sposéb analogiczny mozna okreslié i powierzchnie
rownolegle.
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Nazywamy konchoidami lnb krzywemi muszlo-
wemi krzywe, ktére powstaja w sposob nastepujgcy: Niechaj
bedzie O punktem na plaszczyznie. / —punktem krzywej danej
ua promieniu wodzgeym OP: wezmy z jednej 1 drugiej strony
punktn P dwa odcinki dingosci +k. Miejscem kohcéw tych
odcinkéw jest krzywa muszlowa.

W sposéb analogiczny okreslamy powierzchnie
konchoidalne.

Latwo wykreslié normalng do konchoidy, dos¢ bowiem
przez punkt O poprowadzié prostopadls do promienia wodza-
cego i znalesé punkt spotkania S tej prostopadiej z normalna do
krzywej: normalne do konchoidy w punktach,
odpowiadajacych punktowi /, przechodzg
przez punkt S Innemislowy: konchoida ma wkasz-
dym punkcie te samg podnormalng bieguno-
wg, co krzywa dana.

O konstrukeyl srodka krzywizny konchoidy patrz 1'Interm.
des math 1804 str. 165; 1895, str. 112, 224,

Krzyws muszlowg mozna tez okresli¢ wsposébnastepujgcy:

Niechaj bedy trzy krzywe f, ¢, w; poprowadZmy styczna
do krzywej /, ktdra spotyka krzywe ¢, w» w dwéch punktach A,
B; na tej stycznej odetnijmy, poczynajac od punktu stycznosei,
z jednej i drugiej strony dwa odcinki rowne 4 B: miejscem kon-
céw tych odcinkéw bedzie krzywa muszlowa.

§ 5.
Krzywe dzielnicze lub dzielcze.

Nazywamy dzielniczemi lub dzielczemi krzywe,
bgdace miejscem przeciecia 4 dwdch prostych, obracajacych sie
zpredkosciami jednostajnemi okolo dwdch pun-
ktéw stalych P, P

Jezeli stosunek dwu predkosci dwéch
obrotéw jest n:n' (gdzie w'<'m), wtedy kat do-
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pelniajgcy dla kata A4'P jest do kata PA4' wsto-
sankua n:n'.

Krzywadzielnicza przechodzi n—1 razy
przez punkt ¥, %' —1 razy przez punkt P' 1 #
razy przez punkty kolowe plaszczyzny.

W przypadku #'=1 albo ' =n—1 mamy krzywe je-
dnobiezne; wprzypadku #'=1 i n=3 krzywe tréj-
dzielcze Maclaurina, w przypadku #' =2, n=38 §1i-

makowa Pascala (patrz § 11), ktérg mozna nazwaé krzy-
wa szesciodzielcza.

Nazwa krzywych dzielniczych pochodzi stad, Ze pozostajs
one w zwiazku z zagadnieniem o dzieleniu kata; i tak, jest n'=1,
to moga one sluzy¢ do podziatu kata na n czesci réwnych.

Patrz o tyeh krzywyeh prace Schoutego (Journal desmath,
spée. 1885).

§ 6.
Krzywe cykloidalne lub rulety. Glisety.

Nazywamy krzywemi cykloidalnemi lub z francu-
ska ruletami krzywe, utworzone ruchem punktu plasz-
czyzny krzywej, ktora toczy sig bez slizgania po innej krzywej
stale], zwanej podstawsg rulety.

Nazywamy glisetami krzywe, utworzone ruchem pun-
ktu plaszczyzny krzywej, ktéra nie zmieniajac swej postaci,
porusza sie, pozostajac weiaz styczng do krzywych danych albo
przechodzac przez punkty dane.

Jezeli z=yf(y) jest réwnaniem glisety, t. j. miej-
scem punktu P plaszczyzny krzywej, ktéra jest stale styczna

do prostej stale] w punkcie statym, wtedy —%— = — fiy) bedzie
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réwnaniem rézniczkowem rulety tego punktn, gdy taz krzywa
toezy sie po prostej (Brocard, Nouv. Corresp. . 1876, str.
377, 383)

Normalna do ralety przechodzi przez punkt J/ stycznosei
pomiedzy krzyws staly a krzywa ruchoma.

Srodek krzywizny rulety znajdujemy nastepujacym sposo-
bem. Polyczmy punkt Prulety ze srodkiem krzywizny krzywej
rachomej az do spotkania w punkcie /¥ z prostopadla, spuszezo-
ng z punktu M na M P Polaczywszy R ze srodkiem krzywizny
krzywej stalej, otrzymamy srodek krzywizny na przeciecin tej
prostej z prosta P

Inng wlasnosé rulety w zwigzku ze spodkows podalismy
w § 3.

Pierwsza z badanych rulet byla eykloida wilaseiwa (patrz
§ 12) utworzong ruchem punktu kola, gdy podstawy jest prosta.
Monografie dosé kompletna rulet i gliset wydal Besant (Notes
on ralettes and glissetes, Cambridge 1870); patrz tez rozmaite
artykuty w Nouv. Ann. 1871 i wskazowki zawarte w nowej ksigice
litografowane] Brocarda (Notes de biliogr. des courbes géometr,
Bar le Due 1893).

§ 7.

Powierzehnie obrotowe walcowe stozkows, konoidy.

Réwnanie (w postaci skonczonej) powierz-
chniobrotowej (osia obrotu jest o$ z) przed-
stawiasie tak:

z = g+ ),
gdzie ¢ jest symbolem funkeyi dowolnej.
oy 0z .
e q——a—y—,to réwnanie o pocho-
dnych czgstkowych powierzehni obrotowej
bedzie postaci:

Jezeli p=

py—qz = 0.
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Réwnanie powierzchni walcowe] ma po-
stac:
@ (r—az, y—bz) =0,

aréwnanierdzZniczkowe tejze powierzechni:
ap-+bg = 1.

Réwnanie powierzchni stozkowej przed-
stawia sie talk:

T - Y—lo
z—z, ' z—z,

@ =0

%, Y, 2, S8 spolrzedne wierzcholka; réwnanie
rézniczkowe tej powierzchnijest:
P @—) + ¢ (y—%) = 2—2,.
Nazywamy konoidg powierzchnie, utworzong ruchem
prostej, opierajacej sie na prostej stalaj i réwnoleglej do plasz-
czyzny stalej. Jezeli prostg dana jest o§ 2, a plaszezyzng

dang plaszezyzna zy, wtedy rownanierézniczkowe
konoidy jest:

rve+qy =0,

aréwnanie w postaciskohczonej:

LY
1
Ogdlnie, r6 wnanierdzniczkowe konoidy jest;

arédwnanie w postaciskonczonej:

y_—bz)

r—az

s=p |

Paacal. Rep.IT 38
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§ S,
StozZkowe.

Do rozwazan geometrycznych 1 analityeznych o stozko-
wych, w Rozdziale IV podanych, dolaczamy tu niektére wyniki
metryczne, zalezne specyalnie od ich geometryl nieskonczonost-
kowej.

Réwnanie wewnetrzne tych krzywych podalismy juz
w Rozdziale XVI.

Spodkowa ogniska stozkowej jest okre-
giem kotla.

Promien krzywizny w punkcie elipsyo péi-
osiachaibjest l;roporcyonalny do szescianu
normalnej (konczacejsie na osi w1qk:.ze]}

Rozwinieta elipsy o rownanm%-’- %’-’_

=1

(a>0) ma rdwnanie postaci:
2

@ .r)3 4+ (by)® = (a®—1?)3,

Wlw

Polecalejelipsy wynosi mad, pole jej roz-
- 3
winiete] -S-m:;b
Dlugosé Iuku elipsy przedstawia calka
eliptyczna gatunku 2-go.

@
. S g
s=a lVl—e’singtp dip (82 =2 fz),
- a
i

gdzie @ jest t. zw. anomalig, t.]. katem, danym przez wzory
=zsing, y=becosp. Jezeli nakreslimy kolo o promieniu a,
spélérodkowe z elipsa, to wtedy ¢ bedzie katem, jaki tworzy

z 0sig y promien wodzgcy punktu kola o spélrzednych z i —:— ¥,
jezeli 1y sg spélrzednemi punktu elipsy.
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Obwoéd calej elipsy mozna wyrazi¢ przez
szereg:

13 1.3 ., 171.83.5 ,¢
”"*{1*(7’) 3(2_4 "‘)_‘5(2 16 ‘?)“}

Jezelidany jestluk elipsy, tomozina zna-
leséinny jejiuk taki abyrdéznicatychdwéch
tukéw byla wyprostowywalna (t.]. dala sie wy-
razié za pomoca odcinka prostej (Fagnan o
Prod. mat. 1750, t. IT)

Wezmy mianowicie dwa punkty P i ¢ na kwadrancie elipsy
takie, aby ich anomalie p, w byly polaczone zwiazkiem

b g
tgp . tgy = - oznaczmy przez A1 B konce kwadrantu; po-

poprowadzmy styczne do elipsy w punktach /-1 @, ze srodka za$
elipsy prostopadle do tych stycznych, i niechaj P, i @, beds spod-
kami prostopadiych; wtedy ré6Znica pomiedzy lukami
PBiQd jestréwna diugosci PP, lub takiejze
dlugosci QQ .

Punkt @, gdy dany jest punkt P, mozna otrzymac za po-
mocsy nastepujgcej konstrukeyi Eulera (Nova Comm. Petr.
1761). Poprowadzmy w punkcie P styczng az do spotkania osi
made] (przechodzacej przez B) w punkcie fi; wezmy na stycznej
dlugosé HPM=a; punkt kwadrantu, majacy te samg odciets
co punkt #, jest szukanym punktem Q. (Patrz co do tego noty
ILiIll w koncu dziela Enne pera, Ellipt. Funct. Halla, 1890),
22 ¥

fink hyperbolio réwnaniu-a—g——g‘;—

=1 wy-

razasle wzorem:

[sincp V1—/k*sin? E

Lkkosg

kujr?yVl—kﬁsmgqs-l— i VT:W]

gdzie g jestanomalia, okreslong jak wyszej;
a2
2 o -

2
¢ :m,k = E?-?_F—‘U_,—; we wzorzetymmamy cal-
kieliptyczne gatunku 1-go i 2-go.
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Fagnano znalazl dla hyperboli twierdzenie analogiczne
do powyzszego o wyprostowywalnosei snmy dwaoch tukow, zkto-
rych jeden jest downluy.

Twierdzenie Landena (Phil Trans. 1775) wyraza luk
hyperboli za pomocy dwéch Inkéw elips.

Granicardznicy pomiedzy dlugoscia asymp-
toty, livzong od srodkaazdopunktu /', adlu-
goscigtukuhyperboli, liczong od wierzchol-
ka 4 az dopunktu P. majacego te samsgod-
cietg copunkt P’ (osi polozone sa. jak wyzej), jest
wielkosiig okreslong gdy Poddala sig donie-
skonczonosci

Pomiedzy innemi hadaniami, odnoszgcemi sie do lukow elips
i hyperbol, wymieniamy: Legendre’a, (Traité I, smr. 46), Kiip -
per (Crelle LV, LXIII),

Niechaj bedzie hyperbola réwnoboczna o réwnanin (w od-
niesienin do asymptot) ry =2 Pole, zawarte pomie-
dzy lukiem krzywejaasymptota y=0, réwna
£,
a
Inkuoddrugiejasymptoty z=0.

sie w®log gdzie 1 a sg odleglosci konceéw

Dla m=1, e=1 otrzymujemy: pole, zawarte po-
migdzy lnkiem krzywej, liczonym od wierz-
cholka, a asymptots, réwna sie logarytmowi
neperowemu odleglosci konca lukun od dru-
giejasymptoty

Inne wlasnosei hyperboli réwnoboeznej znaleZé mozna w ksiaZee
Milinowskiego (Elem synt. Geom. der gleichseitigen Hyper-
bel, Lipsk 1883).

W paraboli promien krzywizny réwna sie
podwéjnemu odecinkowi normalnej, zawartej
pomiedzy punktem danym a kierownicas.

Rozwinigta parabolistozkowej jest para-
bolg pdélszescienna, zwang takze parabols
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Neila: jezeli y?==2px jest 16wnaniem paraboli, to réwnaniem
rozwiniete] bedzie :

g

8
y? = 3y (w—p)?.

Luk paraboli liczony od wierzchotlka, wyraza
sie wzorem:

1Y s y+ At
=g+ p log e e
§ 9.

Cysoidy. Hrzywa szescienna lub zwrotnica |versiera) Maryi Agnesi.
Trojdzielcza Maclaurina. Strofoida. Lisé.

Najwazniejsza pomiedzy cysoidami jest krzywa, zwana
cysoida Dioklesa, ktdry za pomocy niej cheial rozwigzaé za-
gadnienieo podwojeniuszescianu, tojestt. zw. za-
gadnienie delijskie (patrz Cantor, Gesch.d. Math. I,
str. 302—306). Starozytni stosowali tez te krzywa do rozwa-
zania zagadnienia o znalezieniu dwdéch srednich pro-
porcyonalnych (patrz Newton, Arithm. univ. Lugd,
Batav. 1732, str. 231). Krzywa ta powstaje w sposéb nastepu-
jacy: Mamy kat prosty staly, ktdérego jedno ramie OP jest
dlugosci stalej == 2a: drugi kat prosty ruchomy ma jedno ramie,
przechodzace przez P, koniec zas drugiego ramienia, majgcego
dlugosé stata 2+; przesuwa si¢ po drugiem ramienin pierwszego
kata prostego. Miejscem punktu srodkowego na
ramieniu o dlugosci 2a jest cysoida (Newton).

Réwnanietej krzywej jest:

&t =1? (2a—xz).
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Punkt =0 jest ostrzem: prosta 2=2a jest asymp-
toty. Krzywa jest zawsze wypukla wzgledem osi
. Krzywa przechodzi przez dwa punkty kolo-
we (umbiliki) plaszczyzny (jest krzyws cykliczna).

Krzywg mozna tez utworzyé¢ sposobem nastepujacym: Na-
kreslmy kolo o $rednicy 2u 1 niechaj .4 B bedzie jego srednics;
niechaj BT bedzie styczng do kola w punkcie B; z punktu 4
prowadzmy wszelkie proste AM N, przezinajgce okrag ), styczng
za$ BT w punkcie V. Jezeli wez miemy 4P= 1[N, to miej-
scem punktu P bedzie cysoida.

Pole zawartepromigedzy krzywsg a asymp-
tota (ktdrg jest prosta BT), r6wna sieg potrojonemn
polu kola ktdrestuzy doutworzenia kraywej.

Cysoida jest spodkowsa paraboli wzgle-
dem jej wierzcholka.

Mozna kresli¢ cysoidy pochyle w ten sam sposéb,
w jaki kreslimy cysoide Dioklesa przy pomocy kola; w tym
celu zamiast srednicy kolabierzemy jego cigciwe.Jezeli zas zamiast
kola wezZmiemy elipsg, otrzymamy cysoide, zwang cysoidg
Zahréddnika (Grun. Arch. LVI, 8; Nouv. Corresp. math,
1874—1875, str. 86).

Ta cysoida jest zawsze krzyws szesScienng wy-
miernsg.

Niechaj bgdzie okrag kola i dwie jego srednice do siebie
prostopadle. Z konca () jednej srednicy prowadzimy prosta,
przecinajaca okrag w punkecie A, druga za$ srednice w puankeie B;
z punktéw A i B prowadzimy réwnolegle do dwdch srednie, spo-
tykajace si¢ w punkeie P. Miejscem punktu P jest krzywa
szedcienna lub zwrotnica (versiera) Maryi Agnesi
Jest toszescienna z punktem podwdéjnym wnie-
skonczonosci; réwnaniem jej jest:

yx—+r?(@x—2) = 0,

gdzie r jest promien kola, stuzacego do kon-
strukeyi.



Cysoidy. Krzywa szedcienna lub zwrotniea it. d. 599

Aby mieé styczng do krzywej w punkecie P, robimy na-
stepujacy konstrukcye. Przez punkt A prowadzimy styczng do
kola az do przecigcia z srednica druga w punkcie M/ i po stronie
przeciwlegle] bierzemy AM'=AM; na proste] OAB bierzemy ze
strony przeciwleglej od 4 wzgledem O dlugosé OR=AB; z pun-
ktu / prowadzimy prostg réwnolegla do érednicy pierwszej az
do spotkania si¢ w punkecie § z prosta, przechodzgcs przez 4
1 réwnolegla do $rednicy drugiej. Z punktu § prowadzimy réw-
nolegla do AM' az do spotkania w punkcie K ze srednica
pierwsza. Prosta, poprowadzona przez K réwnolegle do srednicy
drugiej, spotyka styczng 43 do kola wpunkecie T, ktéry—pola-
czony z punktem P — daje styczng do krzywe;j.

Styczna do kola wpunkecie O jest asymp-
tota krzywej.

Pole, zawarte pomigdzy krzywaa jejasymp.-
totg, jest r6wne poczwérnemu polu kola, ktére
sluzy do konstrukeyi.

Zwrotnicaitokolo, obracajacsigeokolo
asymptoty, wytwarzajg dwie bryly, z ktérych
pierwsza ma objetosé dwa razy wigkszag niz
druga.

Krzywa te badala Agmnesi wswoich ,Inst. analitiche®, Me-
dyolan 1748. Co do tego i innyeh krzywych analogicznych, ktére
niestusznie mieszano z zwrotnica, patrz artykut Lo rii (w Bibl. math.
1897, str. 7). Inny sposéb konstrukeyi styeznych znaled¢ moina
uLongehampsa, Géom. de la régle, str. 111,

Nazywamy tr6jdzielcza Maclaurina krzywa,
ktérejréwnaniem jest:

@ @4y = - (*—32").

Kreslimy ja w sposéb nastepujgcy: Niechaj bedzie kolo
o promieniu # i srodku (, ze srednicg 0CO’ i prostg do niej pro-
stopadia w punkcie srodkowym linii OC; z konca O srednicy
prowadzimy prosta, przecinajaca w punkcie A kolo, w punkeie B
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prostq prostopadly do srednicy; bierzemy po stronach przeciw-
leglych OP=4B; miejscem punktu P jest troj-
dzielecza.

Krzywata jest krzywa szesclenng z pun-
ktem podwéjnym w punkecie O.

Styczna w punkcie 4 do kola spotyka w punkcie J/ prosts
prostopadla do srednicy: jezeli w kierunkach przeciwleglych
wezmiemy A7T--AM, bedzie TP styezny do krzywej.

Krzywa ta jest krzyvwa dzieleza (patrz § 5). Co do innyeh
jej wlasnodei odsylamy de pracy Brocarda, eytowanej w kofien
§ 6. O rektyfikaeyi tej krzywej za pomora funkeyj eliptyeznyeh
patrz Longehamps, Compt. rend. 1887,

Jezeli w konstrukcyi poprzedzajacej, zamiast prostej 110
stopadlej do srednicy. przechodzacej przez srodek prostej ¢C,
wezmiemy prostg prostopadla do srednicy i przechodzaca pizez
punkt C (srodek), wtedy krzywa, ktdrs otrzymujemy przy po-
mocy takiej konstrukeyi, jest strofoida prostokat-
n g (zwang takze logocyklika): rdwnaniem jej jest

r(a*—y?) = x (',

Jesttokrzywa zpunltem pudwéjnym w punk-
cie O. Styczng do niej otrzymujemy przy pomocy podobnej
konstrukeyi, jak dla tréjdzielczej.

Strofoida jest spodkowa paraboli wzgle-
dem spodka kierownicy; wierzcholek paraboli jest
w punkeie C; kierownica jest styczng w punkcie () do kola.

Jezeli rzncimy punkt ' ortogonalnie na promien wodzgcy
OP, to rzut bedzie punktem srodkowym odecinka PB.

Jezeli w konstrukeyi powyzszej, zamiast prostopadlej prze-
chodzgcej przez punkt C, wezmiemy prostg pochyla do sredni-
¢y, otrzymamy strofoide pochyls albo ogniskowas
Queteleta, ktora mozna tez uwazaé jako spod-
kowsg paraboli wzgledem punktu jej kiero-
wnicy.

Bibliografie, historye i inne wlasnofei tej krzywej znale$é mo-
ina: w nocie Tortoliniego (Nouv. Ann. 1561, str. 82), w nocie
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Lorii (Bull. di Bibliogr. delle scienze matem 1878, str. 1), w pracy
Brocarda {cyt. w § 6); patrz takze art. Schoutego (Crelle, IC)
i wiadomos¢ w Interm. des math. 1895 str. 425, 1896 str. 278.

Lisé Descartesa jest krzyws szescienng wymierns,
bardzo podobna do tréjdzielezej i do strofoidy; réwnaniem
tej krzywe] jest:

xt4y? = 3ray;
albo, gdy ja okrécimy okolo osi o 45°:
PP =yt =a (a*+ 3.

Kreslimy ja geometryczunie, podobnie jak wyzej strofoide
prostokatna: Jezeli na promieniu wodzacym OPB wezmiemy
punkt @, sprzezony harmonicznie z punktem O wzgledem- PB,
tomiejscem punktu ¢ bedzielisé Descartesta.

Styczng do krzywej w () otrzymujemy, prowadzgc styczng
do strofoidy w punkcie P (patrz wyzej( 1 laczgc nastepnie @
z punktem, w ktérym ta styczna spotyka srednice druga.

Krzvwe t¢ badali Roberval ktory nakreslil jej postaé fal-

szywie stal jej nazwa) i Descartes. Szezegily w cytowanej
pracy Brocarda,

§ 10
Owale Cassini’ego. Lemniskata. Osemka

Nazywamy owalem Cassiniego, kasynoidsg lub
elipsg Cassinie'go krzywa, dla ktirej iloczyn odleglosci
jej punktu od dwdch punktdw stalych (o gnisk) jest staly.

Jezeli 2u jest odlegloscig punktéw stalych, &* iloczynem
odleglosei, to ré wnanie krzywej wspolrzednych
katrtezyanskich ortogonalnych jest:

@? + y?) — 2 (@2 — y?) = bt —at,
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jezeli za osi spolrzednych przyjmiemy o3
ogniskowyg i prosta prostopadlyg doniej wpun-
keiesrodkowvm odeinkaogniskowego.

W spolrzedaveh birgnnowycholy rédw-
nanie krzywej jest:

o* —2u-9-cos 2y = b* —ut.

Punkty kolowe nrojone wnieskonczono-
scisg punktami podwdjnemi krzywej, ktdra
jest klasy b-e

Promien krzywizny jest:

2?.1"’9‘

B= r i
ot — bt u

Jezeli i< «, kasynoida rozpada sie na dws owale, znaj-
dujgce sie zewnatrz siebie: jezeli b = «, mamy lemniskate (patrz
nizej); jezell ul 2 >/4>>a, krzywa ma forme elipsy splaszczonej
w dwdch koneach ost mniejszej; jezeli d>al 2, krzywa sklada
sie z jednego owalu.

Styczng w punkcie Potrzymujemy, prowadzgc z ognisk
F, F' prostopadle do promieni ogniskowych FP, F'' P, a nastep-
nie przez punkt P prosta, przecinajyca te prostopadle tak, ze
punktem srodkowym zawartego pomiedzy niemi odcinka jest P.

Jezeli w kasynoide wpiszemy réwnoleglobok, majacy sro-
dek w srodku krzywej, to suma algebraiczna katéw, pod kté-
remi sg widzialne boki przeciwlegle z punktu krzywe] jest staia,
(Darboux. Sur une classe remarquable ete., Paryz 1896, 5. 82).

Wtejto ksigzee (sir. 61 i nast.)znajdujemy badanie kiasy ogdlnej
krzywyveh algebraicznyeh, obejmujacych w sobie jako przypadek
szezegolny krzywe Cassini'ego.

Lemniskata. W przypadku d=a mamy lemnikate
Jana Bernoulli'ego (Acta Erud. 1694). Lemnikate mozemy
tez okreslié jako krzywa, powstajaca zapomocg nastepujacego
wykreslenia. Wezmy kolo i dwie jego styczne, prostopadle do
siebie 1 spotykajace si¢ w punkcieO: na kazde] prostej, poprowa-
dzonej przez punkt 0, wezmy odcinki =+ OP, réwne odpowie-
dnio dlugosciom cieciw, wyznaczonych w kole przez te proste;
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miejscem punktdw P bedzielemniskata. Krzy-
wa jest miejscem spodkow linij prostopadlych, spuszczonych ze
srodka O hyperboli réwaobocznej na jej styczne (spodkowa
punktu O wzgledem hyperboliréwnobocznej) Ztego powodu lem-
niskata nazywa sig zwykle lemniskatg hyperboliczns.

Lemniskata jest takze przypadkiem szczegdlnym krzywej
Watta (patrz cyt. ksigzke Brocarda).

Lemniskata ma forme dsemki; ma punkt podwéjny w pun-
keie 0; katy dwdch stycznych w punkeie O z osig ogniskows s
—i— T, "2"' I

Srednica, przechodzaca przez punkt 0, jest oczywiscie osig
symetryi tej krzywej i przechodzi przez dwa ogniska (0§ ognis-
kowa); kat, ktéry styczna do krzywej w punkeie P tworzy z pro-
mieniem wodzacym, przechodzacym przez punkt O, réwna sig
podwdjnemu katowi proste] PO z osig ogniskows, powigkszo-
nemu o kat prosty; stad:

Nachylenie normalnej do osi ogniskowej réwna sig potrojo-
nemu nachyleniu promienia wodzacego do tejze osi.

Rzut promienia krzywizny na promien wodzacy jest
trzecia czescia tego promienia.

Réwnanie krzywe] wspélrzednych pro-
stokgtnych (za osi spélrzednych przyjmujemy os cgnisko-
wg 1 prosta prostopadla do niej w punkcie Q) jest:

(2249 — 24 (a* —y?) = 0.

Rownanie krzywej wspdélrzednych biegu-
nowych (biegun O, 0$ biegunowa zlewa sie z osig ogniskows)
jest:

0 = 2a’cos 2¢.
2a?
e

Pole, zamknigte przez lemniskate, réwna

sie 2a?.

Promien krzywizny R=

Rozwinieta lemniskaty wyraza sig réw-
naniem:
2 2\ x A 212
(x3+y3)(x3+y3)2=—-!—2—a.
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Objetosé bryly, ntworzonej obrotem le-
mniskaty okolo jejosiogniskowej, wynosi:

53 i' _1_.__‘_.._1_' T).l
nl 2a 1- 5 J__)iogil—c-l_,l_

Luklemniskaty wyraza sie wzorem:

,
= dr )
s=a} 2| —= 2 yo= —

% J 11—’ al 2’

gdzie p jest promieniem wodzgecym.

Widzimy stad, Ze lemniskata jest krzywa. majacg te wla-
snosé, ze tuk jej wyraza sie przez caltke eliptyczna gatunku 1-go;
modul Legendre’a, odpowiadajacy te] calce eliptycznej,

jest k= % (patrz Repertoryum tom I, str. 365).
e . ul 2 :
Jezeli uczynimy r= —_= _ , bedazie:
Fl—u?
dr 2w

i—s  ¥ia+"

znaczy to, ze majac luk, ktéremu odpowiada promien wodzgey
ar}2, mozemy za pomocs poprzedniego wzoru algebraicznego
(zwigzkn pomiedzy 7 i ) znales¢ promien wodzacy auV2, odpo-
wiadajacy polowie luku. Mamy tedy sposéb algebraicznego
rozwigzania zagadnienia o podziale na dwie réwne czedel tuku
lemniskaty.

Kwadrant lemniskaty mozZna podzieli¢ al-
gebraiczniena 8inadczgscirdwnych; a zatem
na kazdg liczbe czesui réwnych, dajaca sig wyrazié w postaci 2%,
3.27, 5.2 (Tw. Fagnano, Produz. mat Pesaro.1750, II,
str. 368). Do tego twierdz-nia mozna dolaczyé nastepujyce
twierdzenie Abela (Crelle ITI). Za pomocg kélipro-
stychmozna zawsze kwadrantlemniskaty po-
dzielié na n czgscirdwnych, jezelinjest posta-
¢i 2" alboliczba pierwszg postaci 2*41. Abel
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dowiddl, ze mozna w tym celu stosowaé metode analogiczng do
stosowanej przez G aussa przy podziale kola (t. J. 10zwiazy-
wanie réwnan dwumiennych, patrz Repertorynm t. I, str. 120);
zdaje sie, ze wiedzial o tem isam Gauss. Patrz (Werke I
str. 412, 113, Disq arith.)

v

Procz Fagnano i Eulera (Mém. de St. Pétersh, V, str,
1751—52) o podziale lemniskaty (teorya ta ma zwiazek z mnoZeniem
zespolonem funkeyj eliptyez veh) pisali Libri (Crelle¥). Liouville
(Compt. rend. 1843) Clausen (Astr. Nachr. 1812), Wichert
(Progr. Conitz, 1846), Eisenstein (Crelle XXX, XXXIX), Ho f-
mann (Crelle SLVHI), Kiepert (tamZe LXXV). Funkeya od-
wrotna wzgledem calki lemaiskatowej nazywa si¢ zwykle funkeya
lemniskatowa. Codo innyeh szezegélow patrz Enneper

(Ellipt. Funet. str. 382. 531, 546).

Okresliwszy lemniskate przy pomoey hyperboli réwnobocz-
nej (patrz wyzej) i ustanowiwszy tym sposobem odpowisdniosé
pomiedzy punktami tej krzywej, C hasles (Compt. rend, 1845)
znalazl, Ze dwom fukom hyperboli, ktérychréz-
nica jest wyprostowywalna, odpowiadaja tuki
wyprostowywalne lemniskaty.

Krzywemi, ktoryeh tuki, podobuie jak tuki lemniskaty, wyrazaya sie
catkami gatunku 1-go, zajmowali siy Legend re {Traité des fonct.
ellipt. I, 590), Roberts (J. de Liouv. IX), Serret (tamie X),
Szezegolty u Enneper a (I, . str. 560); patrz tez ,Funkeye elipt.©
Cayley'a (Rozdz. I, XV).

Obwéd calej lemniskaty mozna wyrazi¢ szeregiem :

11, 1.8, 1.8.5 1
921 + goptgrta e tee :

Osemka. Krzywa tejze postaci co lemniskata Ber -
noulli’ego1 dla tego nieraz zniag mieszana (patrzInterm. des
math. 1897, str. 981 190—191) i nazywana niekiedy lemni-
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skata Gerono, przez iunych 6semka mardwnanie
(w postaci najprostszej):

uto- ont—ue,

Konstruke ya jej jest nastepnjgca: Punkt P kola rzucamy
ortogonalnie na srednice i na styczng w jej koneu; niechaj rzu-
tem na srednice bedzie P'; jezell pulaczymy srodek kofa z rzu-
tem na styeznyi wyznaczymy punkt spotkania tej prostej z pro-
sta PP, to miejscem punktuspotkaniabedzie
Osen ka,

08

Owale Descartss a. Slimakowa Pascala. Kardioida. Konchoida
Nikomedesa. Spiryki.

O owalach Descartes'a méwilismy juz w Rozdz. VI1I
§ 2 tego tomu. Sa to krzywe rzedu czwartego z dwoma ostrza-
wdwoéeh punktach kolowych plaszezyzny; sa
to zatem krzywe cykliczne. Do wilasnosci zas podanych
dolaczamy co nastepuje:

Réwnanie krzywej w spélrzednych pro-
stokatnych moznanapisaé¢ w postaci:

(4t ¢t = @ + b (w—d) = 0;
wspélrzednych biegunowych (biegun w ognisku
patrz Rozdz. VIII, § 2) r6 wnanie jest postaci:

o' — (utlbeosplote* = 0

wreszcie w spdélrzgednych dwubiegunowych
(jezeli g, o' sa promienie wodzgce, poprowadzone z dwdch ognisk
krzywej) mamy réwnanie

lo+mp = ¢,

gdzie / m,csg stale.
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Krzywa ma trzy ogniskarzeczywiste, po-
loZzone wlinii prostej: przez oguiska krzywej rozumie-
my w og6lnosci punkty przeciecia prostych styeznych do krzy-
wej 1 poprowadzonych przez dwa punkty kolowe plaszczyzny,
ktére w naszym przypadku nalezg do krzywej i sg jej ostrzami.

Chasles odkryl trzecie ognisko krzywej: Descartes
znal tylko dwa.

Krzywa powstaje jako miejsce trzeciego wierzcholka trdj-
kata, ktérego dwa pozostale wierzcholki (konce podstawy) poru-
szajg sie na dwdch okregach, gdy rdwnoczesnie podstawa obraca
sig okolo punktu, znajdujacego sie na prostej srodkéw, a dwa
drugie boki obracaja sie okolo srodkéw okregéw. Te srodki sg
dwoma ogniskami krzywej.

Wilasnosé optyczna ognisk owaléw Descartes’a jest na-
stepujaca: Promienie wychodzace z jednego ogniska. zalamane
przez krzywa. zbiegaja sie w drugiem ognisku, jezeli spélczynnik
zalamania réwna sie stosunkowi promieni awdch okregéw, slu-
zgcych do utworzenia krzywe).

Owale Descartes’a sa rozwinietemi kaustyki przez od-
bicie, nalezacej do kola patrz Salmon-Fiedler, (Ebene
Curven, 2-gie wyd. str 127).

W _,Geometryi™ Descartes’a z r. 1637 znajdujemy po
raz pierwszy badania wlasnosei tyeh krzywyeh. Z nowszyeh prae
o nich wymieniamy: Genoeehi (Nouv. Ann. 1855, Mathesis 1884),
Zeuthen (Nouv, Ann. 1864, str. 804}, Sylvester (Phil, Mag.
XXXI, 1866), D'Ocagne (Compt. rend. 1883, str. 1429) i t d.
Bibliografie ich dof¢ obszerna znale$¢ mozna u Ligina (Bull
Darboux 1882) i w Interm. des math. 1896, str. 238—239. O rek-
tyfikacyi tyeh krzywyeh przy pomocy lukéw elips patrz Genocehi
(Ann. di Tortol. VI, str. 11; Compt. rend. 1875).

Slimakowa Pascala. Jezeli w réwnaniu biegunowem owalu
Descartes’a polozymy e=0, otrzymamy rdwnanie biegu-
nowe §limakowej Pascala, ktora, précz ostrzy
wpunktach kolowych ma jeszcze punkt po-
dwéjny w poczatku Nazwe tej krzywej nadal Rober-
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val (Acad. des sciences 1708, str. 78), Rownaniem tej krz y-
wej wspélrzednyeh biegunowyeh jest:

o == rJ'~4-f’}u0-:f; R
awspolrzednyeh prostokagtnych:
(ad ==yt —hr)? = a? (3?4 §¥) .

Krzywy te mozna okreshie jako spodkowa albo juko kon-
choide (patrz § 21 4.

Krzywa Pascala jest huonchoidg kolaijest
takze spodkowasa kola.

Nie :haj bedzie kolo o promieniu a: na jednej z jego sredric
wezmy punkt P odlegly od srodka na dlugosé h. Spodkowa
punktu Pwzgledem kola jest slimakowsg o po-
wyzszem rownaniu Nakreslmy nastepnie kolo, ktérego
g¢rednicy jest odcinek, zawarty pomiedzy punktem /° a srodkiem
kola; odcigwszy na promieniach wodzacych od punktu /> do kola
dlugosci stale réwne 4 z vbu ~stron konea tego promienia wodza-
cegn, otrzymamy slimakowsy.

Inne konstrukeye krzywej sa nastepujace:

Krzywa jest odwrotng (patrz § 1) stozkowej; srodkiem in-
wersyi jest jedno z ognisk elipsy

Niechaj bedzie udjkyt wpisany w kolo, wuiechaj jeden
wierzcholek 4 bedzie ustalony. kat .1 zas staly; slimakowa be-
dzie miejscem srodkéw kol wpisanych wewnetrznie 1 zewnetrznie.

Jest takze miejscem wierzcholka kata stalego, ktérego dwa
boki sg styczne do dwdéch danych okregdw.

Jest takze rulets (patrz § 6), utworzong ruchem punktu,
zwigzanego z plaszczyzng kola, toczacego sie po innem kole
tegoz promienia.

Przypadkiem szczegélnym slimakowe] Pascala jest
kardioida, ktdra otrzymujemy kladac a=10.

Krzywa ta jest miejscem punktu okregu kola. toczacego
sie po innym okregu réwnego promienia; albo jest spodkows
okregn wzgledem jednego z jego punktdw; albo konchoids kola
wzgledem jednego jego punktu, jezeli odecinamy odeinki réwne
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srednicy; albo wreszcie odwrotna paraboli, gdy srodek inwersyi
znajduje sie w ognisku.

Normalna w punkcie kardioidy przechodzi przez punkt
stycznosci dwdch okregow, ktdre sluzg do jej utworzenia.

Pole kardioidyréwna sig szesciokrotne-
mu polu kofa, ktdrego jest konchoida; jest %—
pola kota, ktdrego jest spodkows (promieh tego
drugiego kola jest dwa razy wigkszy od promienia pierwszego;
kolo zas plerwsze réwna sig kolom, ktére sluzig do utworzenia
krzywej jako rulety).

Diugosé kardioidyréwnasie 16 razy wzieg-
tej dlugodciokrggu kola, ktédrego jest kon-
choidg, a 8razy wzietemuobwodowi kola, kté-
rego jest spodkowa.

Promien krzywizny wdanympunkecie jest

%odcinka srednio proporcyonalnego pomig-

dzy promieniem wodzgcym tego punktu a pro-
mieniem kota, ktérego krzywa jest spodkowas,

Konchoida Nikomedesa jest konchoidg (patrz § 4) prostej.
W spélrzgdnych biegunowychréwnaniem jej
jest:

wspélrzednych kartezyanskich zas:
¥ (@—a)? = 2 (bta—wx) (b—at),

gdzie @ jest odlegloscig punktu od prostej, b diugoseig stalego
odcinka, odcinanego na promieniu wodzacym. Prosta podsta-
wowa konchoidy Nikomedesa jest oczywiscie jej asymptots.

Nikomedes wprowadzil konchoide do rozwigzania t. zw. z a-
dania delijskiego, Newton stosowal jg do rozwigzywania
réwnan stopnia 3-go i 4-go. Patrz Cantor, Geschichte der Mathe-
matik, T

pascal. Rep. II 29
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Spiryki sa przecieciem pierscienia (powierzehni, utworzo-
nej obrotem kola nkolo prostej na jego plaszezyznie, patrz
Rozdzial XII, § 7) z plaszczyznami réwnoleglemi do osi
obrotu pierscienia.

Krzywetemajg punnkty podwdéjne wdwéch
punktach kolowych plaszczyznyisg wogdle
rzedn 4-go.

Szczegdlnym przyjadkiem tych krzywych sg owale Des-
cartes'a, lemniskata i t d. Niektorzy autorowie nazywajg
w ogdle spirykami krzywe, przechodzace przez punkty kolowe
plaszezyzny, t. j. krzywe cykliczne; patrz Darboux (Sar
une classe remarquable etc., Paryz 1896)

Co do historyi tych krzywych patrz Tannery (Bull scien.

math, 1884) i Schiaparelli (Le sfere omocentriche di Eudosso,
Calippo etc ).

§ 12.

Cykloida. Trochoida. Hypocykloida Epicykloida. Astroida.
Czworoostrze.

Cykloidg wilasciwa jest krzywa, utworzona ruchem punkta
okregu kola o promieniu 7, toczacego sie po proste] (podstawie).
Réwnaniem kartezyanskiem cykloidy jest:

r_-

# =rarccos——~ F 20y — y* .

Jezeli 6 oznacza kgt pomiedzy prosts, laczaca punkt P
krzywe]j ze srodkiem kola tworzacego, a prosta prostopadls do
pedstawy (osi z), wtedy spélrzedne z, y punktu P
wyrazajgsiq w funkeyi kata 8 wtensposéb:

2z = r(6 —sinb), y = r(1 — cosh).
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Réwnanierdézniczkowe cykloidy jest postaci:

uy ﬁ_l”ﬁﬁ—y .
ZZ

réwnaniem wewnetrznem krzywej jest:
&t = 168,

Normalna w punkcie P otrzymujemy, laczac punkt P z pun-
ktem stycznosel kola i prostej.

Jezeli przedluzymy normalny o dlugosé réwnyg P4 poza A4,
wtedy koniec tego odcinka bedzie srodkiem krzywizny.

Rozwinieta cykloidy jest cykloida rdwna danej.

Pole, zawarte pomigdzy podstaws a jedna z galezicykloidy,
réwna sie potréjnemu polu kola tworzacego.

Liuk jednej galezi cykloidy réwna sie osm razy wzietej
dlugosei luku kola tworzacego.

Za pomocg cykloidy rozwiazuje si¢ zadanie o brachy-
stochronie (patrz ,Repertoryum* t. I, str. 241).

Cykloida jest krzywa, przechodzacg przez dwa punkty
1 obejmujaca pole najmniejsze i zawarte pomiedzy nia, jej rozwi-
nietg 1 normalnem: w punktach skrajnych (patrz ,Repertoryum*®
t. I, str. 244).

Cykloida jest tautochrona, t. j. czas, jakiego potrze-
buje punkt cigzki dla przebiezenia fukéw cykloidy wywrdconej
dla dojscia do punktu najnizszego, jest staly, bez wzgledu na
punkt, od ktérego rozpoczyna sig spadanie (Huygens 1673).

(O tautochronach i ich historyi patrz monografie Ohrtmanna
Berlin 1872 i Amodeo 1883. Cykloida jest krzywa stawng w hi-
storyi matematyki: badali ja Mersenne i Galileunsz; Ro-
berval wr. 1634 znalazl jej kwadrature, Desc artes konstruk-
cye styeznej do miej; po tem zajmowali sie nia B. Pascal, Huy-
gens, Bernoulli'owie iinoni. Co do innych szczegétéw patrz
Chasles (Apercu histor. str. 529), Ginther (Bibl. math. 1887,
str. 8) i cytowans, ksiaZke Brocarda.
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Nazywamy cykloidami wydluzonemi i ecy-
kloidamiskroconemi lub wogdlnosei trochoidami
krzywe, opisane przez punkt stule przytwierdzony do plaszczy-
zny kola, toczacego sig po prostej, a ktirego odleglosé od srodka
kola jest odpowiednio mnisjsza albo wigksza od promienia.
Jezeli u jest tg odlegloscia, r zas promieniem kola, wtedy
réwnanie krzywej jest:

r—uy

£ == ¥ arccos — Var—(r—y)?.

Jezeli kolo o promieniu @ toczy sig¢ po innem kole o pro-
mieniu £, wtedy krzywa, opisana przez jeden z jego punktéw,
nazywa sig epicykloida, gdy kola znajdujg si¢ wewnatrz
jedno drugiego; hypocykloidasa, gdy jedno jest zewngtrz
drugiego Spéirzedne punktudanesa dla epi-
cykloidy przez wzory:

x =(r-}+ R)cos b4rcos r_:Rﬁ; y=(r-+R)sinf- rsin ti__—}“_z 6;

dla hypocykloidy zas nalezy zmienié R-+4r
na - r.

Rozwinigte i rozwijajgce epicykloid i hypocykloid sg krzy.
wemi tego samego gatunku.

Jezeli r=R, mamy kardioide (patrz § 10).

Jezeli r= % 1 kolo ruchome znajduje sie wewnatrz sta-

lego, otrzymujemy hypocykloide o czterech ostrzach
czyliastroide, ktérej rownaniem jest:

2 2

2
234ys = R¥ ;
réwnanie wewnetrzne tej krzywej jest postaci:

0’ +4s*=9R? (Cesaro, Nouv. Ann. 1885,
str. 258).
Obwéd astroidy jest réwny szesé razy wzigtemu promienio-

wi kola stalego; pole jej réwna sie —3— pola kola.



Cykloida. Trochoida. Hypocykleida i t. d. 613

Astroida jest obwiednig prostej o dlugoseci stalej, opieraja-
cej sie na dwdch prostych prostopadlych.

Jezeli ?-z—g—, otrzymujemy hypocykloide tréj-
ostrzowasa lub trdjkatng Steinera.

Hypocykloida tréjostrzowa jest obwiednig t. zw. prostej
Simpsona albo Wallace'a, nalezgcej do tréjkata trzech
ostrzy; jest to prosta, na ktérej znajdujg sie spodki prostopa-
dlych, spuszczonych na boki tréjkata z punktn kola opisanego
(patrz Rozdz. XXITI).

Nazywamy w ogdlnosci epitrochoidami krzywe,
atworzone ruchem punktu plaszezyzny kola, toczgcego sie ze-
wuetrznie po innem kole stalem. Stosownie do tego, czy ten
punkt jest punktem zewnetrznym czy wewnetrznym kola rucho-
mego, mamy dwa gatunki krzywych, ktére nazywamy epi-
cykloidami skrdconemi iepicykloidami wy-
dluzonemi. Podobne definicye okreslaja bypotrocho-
idy. t. J. hypocykloidy skréconei wydluzone.

Epicykloidy i hypoeykloidy badali: De La Hire (Mém, de
Paris 1694, 1706): Newton (Principia), ktory zajmowal sie ich
rektyfikacya; Eunler (NovaComm.Petrop. 1766, 1781; Acta Petrop,
1784); Raabe (Crelle 1), Eckardt (Zeitschr. f. Math. XV, 1870),
Kiepert (tamze XVII, 1872). Hypocykloidami tréjostrzewemi
zajmowali sie: Steiner (Crelle LIII, LV), Cremona (Crelle
LXIV), Clebsech (tamze), Battaglini (Giorn. di Batt. IV,
1866), Painvin (Nouv. Arn. 1870), Caben {(tamze 1875), La-
guerre (Bull. Soe. math, VII, str. 108), Intrigila (Giorn. di
Batt. 1885) i t. p. Pole tych krzywych obliczat Balitrand (Jonrn,
de Longchamps 1893, str. 75). Patrztez Salmon-Fiedler Teo-
rya krzywych, plaskich Rozdz, VI).

Jezeli w drugiej konstrukeyi astroidy (uwazane] za ob-
wiednig) przyjmiemy, ze dwie proste nie s prostopadlemi lecz
pochylonemi do siebie pod katem a, wtedy otrzymamy krzyws,
zwang czworoostrzem. Jestto zatem obwiednia prostej
dingosci stale] a, ktdrej konce opierajs si¢ na dwdch prostych,
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pochylonych do siebie pod katem a. Jest to krzywa rzgdu 6-go
1 klasy 4-ej; jej pole wynosi:

aa? R
8 sinta i1-4+2sin’a).

Badanie tej krzywej zapropomowal Merlieuxw wr 1842
(Nouv., Ann, 1842, str. 39, pyt. 12), Joaehimsthal (tanze 1847)
znalazl jej rownanie, Nte iner (tamie) wiele jej wiasnosei. Potem
badali jg: Bellavitis (Metodo delle equipollenze), ktiry nadal
jejnazwe, i Mannheim (Nouv. Ann. 1878): o jej rektytikacyi patrz
pMathesis* 1394 str. 129, a co do innych wskaziwek Interm. des
math V, str. 160,

13.

L/

Hrzywe spiralne. Krzywe Ribaucoura.

Nazywamy zwykle spiralnemi krzywe, rozwijajace
si¢ w nieskonczong liczbg zwojéw naokolo punktu, znajdujg-
cego sig zewngtrz albo wewnatrz krzywej, Nazwa ta dotyczy
raczej sposobu, w jakim postaé tych krzywych przedstawia sig
oczom naszym, anizeli pewne] wlasnosci, wspélne] wszystkim
tym krzywym.

Krzywa spiralna jest koniecznie krzywa
przestgpna.

Rownaniem wspélrzednych bicgunowych
spiralnej Archimedesa (znanej takze spiralng Ko-
nona) jest g=aeg.

Krzywa ta jest tedy trajektorys punktu, posuwajacego sie
ruchem jednostajnym po prostej, gdy sama prosta obraca sig ru-
chem jednostajnym na okolo jednegoze swych punktéw. Krzywa
sklada sig z dwoch czgsci symetrycznych i odpowiadajgcych
dwdém czesciom, na ktére punkt staly dzieli prostg ruchoms.

W spiralnej Archimedesa podnormalna
biegunowa jest stalairdwna parametrowi a.
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Pole biegunowe, zawarte pomiedzy lu-
kiem spiralnej Archimedesa a dwoma skraj-
nemi promieniami wodzgcemi wyraza wzdér:

a?
5 (9’13_9’23),

gdzie ¢, ;83 argumenty dwéch konedw Iuku.
Spiralna Archimedesa jest spodkows rozwijajacej kola
wzgledem srodka samego kola.

Spiralna logarytmowa jest krzywa o réw-
naniu biegunowem p=e".

Jej rozwinieta, jej kaustyka przez odbicie i kaustyka przez
zatamanie sa takze spiralnemi logarytmowemi i to réwnemi da-
nej (Jakéb Bernoulli, Acta Erud. 1691).

Krzywa spotyka promief pod katem sta-
lym (stad nazwa spiralnej réwnokgtowej).

Poczatek promieni wodzacych jest punktem asymptotycz-
nym krzywej.

Yiuki, liczone od punktu gp=1, ¢=0 i w zwrocie ujem-

Vi+a®

nym obrotu, daza do wielkosci skonczonej P gdy punkt

ich koncowy dazy do bieguna.

Srodek krzywizny jest konicem podnormalnej biegunowej.

Ruleta i gliseta (patrz § 6) bieguna spiralnej logarytmo-
we] wzgledem tej samej prostej, sluzacej za podstawe, sa dwie-
ma krzywemi ortogonalnemi.

Spiralna logarytmowa i jej wlasna biegunowa wzajemna
wzgledem kazdej hyperboli réwnobocznej, majacej swéj srodek
w biegunie spiralnej, jest do niej styczna (Klein-Lie, Bull
des sciences math. 1872, str. 331).

Odwrotng spiralnej logarytmowej, gdy srodek inwersyi
znajduje si¢ w biegunie, jest spiralna logarytmowa réwna
danej.

Spiralna logarytmowsa badal pierwszy Descartes, po nim
Jakéb Bernoulli, Niektére wskazéwki bibliograficzne o tej
krzywej moZna znale§¢ w cytowanej ksiaZce Brocarda; krotks
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jej monografie napisal Whitwhort (Nouv. Ann, 1869). Patrz takie
Rozdz, VII, eyt. traktatu Salmona.

Spiralna hyperboliczna jest odwrotnoscig spi-
ralnej Archimedesa;réwnaniem jej biegunowem
; a
jest o = o .

Biegun krzywej jest jej punktem asymptotycznym; krzywa
ma prosta asymptotyczna i sklada sie z dwoch gatezi symetrycz-
nych wzgledem prostopadlej do prostej asymptotyczne] a prze-
chodzacej przez biegun.

Podstyczna biegunowa jest stala.

Spiralna hyperboliczna jest rzutem helisy na plaszczyzne
prostopadta do osi z punktu tej osi.

Spiralna paraboliczna lub spiralna Fer-
mata marédwnanie g’=g,

Niechaj O bedzie biegunem, ()M osig biegunows, ktdra krzywa
spotyka w punktach O, 3/, W', M".... Ze srodka O promieniem
OM opiszmy okrag kola. Pole, zamknigte pierwszym lukiem
spiralnej i osig OM, jest polows pola kola; pole to jest polowsg
pola, zawartego pomiedzy pierwsza galezia spiralnej, drugs ga-
lezia MJ!' a prosta MM’; to drugie pole réwna si¢ polu, zawar-
temu pomiedzy galezia druga, galezia trzecia a prosta M'M";
to znéw réwna sig polu, zawartemu pomiedzy galezig trzecia,
galezig czwarta a prosta M" " it. d. 1t d.

Krzywe takie, Ze rzut srodkaich krzywizny na promien wo-
dzacy dzieli ten promien wodzgcy w stosunku stalym, nazywajs
si¢ spiraluemi—sinusoidalnemi (Dela Goupil-
lié¢re); ich ré6wnaniem biegunowem jest:

" = a" sin (ng),
ardwnaniem wewnetrznem:

n+1 [ do

n—1 ]/_“Z"_“
S
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Kat, jaki styczna do krzywej tworzy z promieniem wodza-

cym, jest .
Dla wartosci szezegdlnych liczby n (skaznika) mamv krzywe
juz znaneiniezloZone; i tak: dla n=1 mamy kolo. dla n=1 présta_.
Pokrewnemi z temi krzywemi sa krzywe Ribau-
coura, ktérychrédwnaniem wewnetrznem jest:

_onl & do
- n——lj :ﬁ_“:—
:—'l
&)

W krzywych tych promien krzywizny jest proporcyonalny
do odcinka normalnej, zawartego pomiedzy punktem krzywej
a prostg stalg.

Jezeli spiralna—sinusoidalna o skazniku » toezy sie
po prostej, to biegun jej (poczatek promieni wodzgceych) opisuje
n—1
el

O spiralnych—sinusgoidalnyceh pisali: De La Goupilliére
(Nouv, Ann. 1876, str. 97). Brocard {tamze 1866it d. Krzywa
Ribaucoura napotkal ten auter w poszukiwaniach swoieh nad po-
wierzehniami najmniejszemi (Mém. de I'Acad. de Belg. XLIV, Nouv.
Ann. 1888)it. d. Wryklad tej o tych dwoch gatunkach krzywych
znajduje sie u C e garo w Geom. intr. 1896, str. 43; inne wskazéwki
w § 6 cytowanej ksiace Broearda,

krzywg Ribaucoura o skazniku

g 14.

tarcuchowa. Krzywa Delaunay’a. Traktorya. Sinusoida. Hwadratryca.
Arzywa sprezysta.

Fancuchowa jest krzywa réwnowagi nici cigzkiej,
przytwierdzonej w dwdch punktach; jej réwnan iem jest:
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réwnaniem zas wewnetrznem:
o = a® %,

0s odcietych s, vdlegla na a od najwyzszego punktu krzy-
wej, nazywa sie vsig lancuchowej; wzgledem tej osi krzywa
jest wypukla.

Lancuchowa jest ruletg ogniska paraboli, toczacej sie po
prostej.

Styczng do lancuchowej w punkeie P otrzymujemy, opisu-
jac ze spodka rzednej punkt P okrag kola o promieniu ¢ i pro-
wadzac z punktu P styczng do tego kola.

Promien krzywizny réwna si¢ odeinkowi normalnej az do
spotkania z osig odcietych r; srodek krzywizny tedy znajdujemy,
przenoszace w kierunku przeciwnym taks dlugose normalne;j.

FYiancuchowa posiada najnizszy srodek ciezkosci pomiedzy
wszystkiemi krzywemi réwnoobrotowew (patrz ,Repertoryom®
t. I str. 243,

Obrdt lancuchowej okolo osi wytwarza katenoide
(powierzchnie fancucho wal, ktira jest powierzchnig
minimalng 'patrz Rozdz. XVI i tom I, str. 245, gdzie podano
1 inng wlasnosé¢ katenoidy).

Dlugoesé¢luku A/ lancuchowej znajdujemy, prowadzac z pun-
ktu spotkania stycznej w P ze styczng w A prostopadls do
stycznej w / az do spotkania z osia w punkcie B, a nastepnie
rzucajgc ten punkt na os; jezeli rzutem jest @, wtedy dlugosé QR
réwna sig dlugosc lukn 4 P,

Pole,zawarte pomiedzy lukiem dPlancu-
chowejaosigodcietych,réwna siei1loczynowi
Iuku AP przez parametr u.

Krzywa rownowagi niei ciezkiej przyjmowal Galilei bled-
nie za parabole; potem badulija Leibniz i Jukéb Bernoulli.
Wiadomosci historycezne znajduja sie u Laisanta (Ass. Frane. Con-
grés de Toulouse 1887, str, 64).

Lanicuchowa z wykla jest, jak powiedziano, rulets ogni-
ska paraboli; mozna tez bada¢ rulety ognisk elipsy i hyperboli.
Krzywe, w ten sposob powstajace, nazywajasie Yancucho-
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wemieliptycznemiihyperbolicznemi, albo tez
krzywemi Delaunay’a, bo on pierwszy badaliznalazl,
ze sy krzywemi poludnikowemi powierzchni obrotowej o krzy-
wiznie Sredniej statej (unduloidy i nodoidy, patrz Rozdz. XVI.
Réwnanierdzniczkowe krzywych jest postack:

T du \2
(¥ 4+ 2 ]/1 -}—(—%—‘-) — 2uy =,
arédwnaniemich wewnetrznem jest:

., 8
s '6111'-";-
[t
g s R e S
a

12 8
& — o3 —
[

Kazda krzywa Delaunay’a jest réwnolegla do krzywej
réwnej.
O tych krzywych patrz np. Cesaro, Geom. intr. str. 69.

Traktorya jest krzyws taka, ze dlugosé stycznych, za-
warta pomiedzy punktem stycznosci a prosty stals, jest stala
(=a). Prosta stala nazywa sig asymptots traktoryi. Réwna-
nierézniczkowe krzywej jest postaci:

L.
de  Yar— 2’

aréwnaniem jej w wyrazach skonczonych jest:

z=—Vut—y® } a log E—_—l_—tj—_-——w
Krzywa ta jest trajektorys ortogonalng kél o promieniu a,
ktérych srodki znajdujg sig na osi; jest ona rozwijajaca lancu-
chowej. Jest obwiednig osi paraboli, ktdra toczy sie po proste].
Jest krzywa poludnikows pseudosfery i helisoidy pseudosferyez-
ne Dinie'go (patrz Rozdz. XVI).

Promien krzywizny w punkcie P tej krzywe] wyznaczamy,
prowadzac z jej wierzcholka (2 =0, y=ua) réwnolegls do stycz-
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nej w punkcie P az do spotkania z asymptota w punkeie B: od-
cinek OR (gdzie () jest rzutem ortogonalnym wierzcholka na
asymptote) jest promieniem krzywizny.

Nazywamy traktorya wydluzonag i skréco-
n g rzuty traktoryi zwy klej na plaszczyzne, przechodzaca przez
asymptote, otrzymane przy pomocy prostych rzueajacych prosto-
padlych do plaszezyzny traktoryi i odpowiednio prostopadiych
do plaszezyzny rzutu (patrz Bianchi, Geom. diff. str. 243,

Traktorye badal Bomie (Acad. des. sciences des Paris 1712,
str. 281). patrz takZze Ces dr o (Mathesis 1882, str. 217).

Rdwnanie sinusoidy jest postaci y =sina.

Krzywa ta ma nieskonczenie wiele przegieé na osi o, znaj-
dujgcych sie w réwnej odleglosei; w tych punktach styczna jest
pochylona pod katem 45°.

Pole, zamknigte pomiedzy lukiem sinu-
soidy, pomigdzy dwoma kolejnemi przegie-
ciami a o0slg 2 réwna sie podwéjnemu polu
kwadratu, wystawionegonajednostce linio-
wej; jednostksa tg jest wysokos$é ponad osiag @
punktu krzywej, w ktédrym styczna jest réwno-
legta dotej osi.

Dlugosc¢ tuku sinusoidy pomiedzy dwoma
kolejnemi przegieciami réwna sig dlugosci
pélelipsy o pdlosiach}2il i wyrazasie wzo-

rem:
P+ s+ slas- 1

Kwadratryca (quadratrix) Dinostrata jest krzy-
wy, ktérejrownaniem jest:

<)
2 9
g = — — )
T sin @
Inb
y=atg Y
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Asymptotami jej s proste réwnolegle do prostej y=0,
odlegle od niej na + 2, +4,. ...

Krzyws te mozna okresli¢ i nastepujacym sposobem: Nie-
chaj bedzie kolo, a w nim dwie érednice prostopadle U4 i ()B.
Z punktéw 014 wychodzg jednoczesnie dwa punkty ruchome
1 poruszaja sig¢ ruchem jednostajnym: jeden na OB, drugi na luku
kola AB tak, aby réwnoczesnie znalazly sie w punkcie #: jezeli
L i M s3 dwoma punktami, w ktérych réwnoczesnie znajdujs sie
punkty ruchome, to miejsce spotkania prostej 01 z prosta réw-
nolegls do 04, poprowadzong przez punkt L, jest kwadra-
tryca.

Odleglos¢ wierzcholka krzywej od srodka kola wynosi

9 . )
= stad, nakresliwszy kwadratryce, mogliby$my znalesé liczbe ,
i dla tego krzywa ta moze stuzyé do kwadratury kola.

Krzywg te badal Newton (Opuscula I, str. 104). Wiadomo-
gei historyezne o mniej podal P. Tannery (Bull. des. sciences math.
1883, str. 278).

Krzywa sprezysta (sprezystoici) jest to krzywa,
ktérej ro6wnaniemrdédzniczkowem jest:

Jest to krzywa réwnowagi blaszki sprezystej, przytwier-
dzonej w jednyra kohcu 1 poddanej cisnieniu odpowiednich sit
w drugim. Badal jg po raz pierwszy Jakéb Bernoulli
(Acad. de Paris, 1703, 1705).

Promien krzywizny tej krzywej jest od-
wrotnie proporcyonalny do odciete].

Krzywa sprezysta pomiedzy wszystkiemi krzywemi réwno-
obwodowemi, przechodzgcemi przez dwa punkty stale, daje
bryle obrotows o najwiekszej objetosci (patrz ,Repertoryum*
tom I, str. 245).

O krzywej ze stanowiska teoryi funkcyj eliptycznych patrz
Enneper Ellipt. Funct, i Halp he n Funet. ellip. t. 11.
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Krzywe skosne. Helisy. Loksodromie.

Nazyvwamy helisay (krzywa stubowa)l walcows
krzywa. nakreslona na waleu, ktora spotyka pod katem stalym
wszysthie tworzgre walra, Jest ona linig geodezyjng
walea,

Po rozwiniecin walca na plaszezyzne helisa staje sie prosty.

W kazdym punkcie helisy jej normalna
gléwna zlewa sigznormalng do powierzehni.

Dla kazde] helisy stosunek dwdch krzywizn jest staly;iod-
wrotnie: krzywa, dla ktérej stosunek dwu krzywizn jest staly,
jest heli~a.

Dwie krzywizny sg stale jedynie dla helis, nakreslonych na
walen kolowym prostym (Puiseux, patrz takze Rozdz.
XVI,, § 4.

Rozrézniamy helisy lewozwrotne i prawozwrot-
ne. odpowiednio do ich zwrotu wzgledem tworzgcych walca.
Dajmy mianowicie, ze ustawilismy walec tak, aby jego tworzace
byty w kierunku promienia widzenia i ze punkt ruchomy prze-
biega helisg w ten sposéb, iz zbliza sie do spostrzegacza; jezeli
wtedy ruch punktu ma zwrot taki. jak ruch skazdwki zegaro-
wej, méwimy, ze helisa jest le woz wrotns; w przeciwnym
razie jest prawozwrotng. I tak helisa na zwyklej srubie
stolarskiej jest helisg prawozwrotns

Spoélrzedne punktu helisy walcowej kolo-
we] (t.]. opisanej na walcu kolowym prostej) w yrazaja sie
wzorami:

z=rcosh, y=rsinb, z=rbtge.

gdzie r jest promieniem podstawy walca, @
katem stalym, pod ktdrym helisa spotyka two-
rzgce.
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Luk helisy wyraza sie wzorem:
A L
s =rill-4tgg.

Helisa walcowo-stozkowa nazywamy helise, na-
kreslona na stozku obrotowym i spotykajacy pod katem stalym
jego tworzace.

Razut takiej helisy na plaszezyzne prostopadly do osi stoz-
ka jest spiralna logarytmowa; stad helisa ta daje sie nakresli¢ na
walcu, ktérego podstawa jest spiralna logarytmowa 1 dla tego
walca jest ona takze helisa, t.j. spotyka tworzace jego pod kgtem
stalym. Jezeli rozwiniemy stozek na plaszczyzne. wtedy helisa
walcowo-stozkowa przeksztalca sie na spiralna logarytmows.
Jej normalna gléwna jest prostopadla do osi stozka.

Helisy wyzej rozpatrzone naleza do ogélniejszej klasy krzy-
wych, zwanych loksodromiami: t.j. do krzywych, na-
krzywych, nakreslonych na powierzchniach obrotowych, i spoty-
kajacych pod katem stalym potudniki tych powierzchni.

Zbadano specyalnie przypadek, w ktérym powierzchnia
obrotowa jest kula. Patrz np. Joachimsthal (Anw der
Diff. und Integr. Lipsk 1890).

0 historyi tych krzywyeh pisal Ginther (Studien zur Gesch.
der math. Geogr, Halla 1874) i Broecard wartykule bibliogta-
fieznyw (Bull. Darboux 1879, str. 239)

§ 16,
Cykliki kuliste. Qkna Vivandi'ego. Spiryki kuliste.

Cyklikami kulistemi nazywamy przecigela kuli
z powierzchnia stopnia 2-go. Przypadkiem ich szczegélnym sa
stozkowe kuliste (patrz Rozdz. X, § 1)

Cykliki plaskie mozna uwazaé za krzywe odwrotne
wagledem cyklik kulistych; dosé w tym celu uskutecznié inwer-
cye, przez ktéry kula przeksztalca sie na plaszezyzne.

KErzywe te badal Darboux (Sur une classe remarquable ete.,
gdzie jest i wiele wskazéwek bibliograficznych).
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Niechaj bedzie dana pilkula; nakreslmy srednice plaszczy-
zny réowmkowe] i na dwdch promieniach tej srednicy nakresl-
my dwa kola. ktorych srednicami sg te promienie; nastepnie
wystawmy walce, ktoryeh te kola sa podstawami: przeciecie
jednego z tych waledw z kuly jest krzywa, ktérg nazywamy
krzyws Vivianiego lub oknem Vivianiego.

Poczatek tej krzywej dato zadanie, postawione przez Vivia-
ni'ego wr. 1692 i rozwiazane przez samego Viviani'ego, przez
Leibniza (Aeta Erud. 1602) i Jana Bernoulliego (tamie);
szto o nakreslenie na ~klepieniu pdtkulistem czterech okien rownych
w ten sposob, aby ezes¢ pozostata data sie zkwadrowad,

Jezeli wystawimy dwa walce wyzej wskazane, to pozostale
pole na kuli réwna sie polu kwadratowemu, wystawionemu na
srednicy kuli.

Spiryki kuliste ss przecigeiami kuli z pierscieniem
({Darboux L ¢

O innych krzywyeh speeyalnyeh mozna znaled¢ wiadomosei
w nowej pracy Brocarda (Notes de bibliographie des courbes
géom. Bar-le-Due 1897. litogr. z dopeln. 1899); poczatek tej pracy,
dalo postawione przez De La Goupilliére’a wt. I pisma ,Interm.
des math.* {1894, str. 37) pytanie. w kiorem zadano monografiii
wazystkich krzywyeh speeyalnyeh, majacyeh osobne nazwy. Podo-
bne pytanie zawieral temat konkursowy za lata 1894 i 1897 Akademii
nauk w Madryecie, Nagrody konkursowe otrzymali Gino Loria
iF.Gomes Teixeira. Praca (nie ogloszona dotad) pierwszego
z nich obejmuje krzywe plaskie algebraiczue i przestepne, ich teorye
i historye; probe poréwnawezej geometryi plaszezyzny.,



ROZDZAE XVIIL

ANALYSIS SITUS CZYL] TOPOLOGIA. TEORYA WIELOSCIANGW.
8POINOSC POWIERZCHNI RIEMANNA.

§ L

Spojnosé powierzehni. Powierzchnte jednestronne i dwustronne.
Liczba zasadnicza. Rodzaj.

Powierzchnia moze byé¢ otwarta albo zamknigta; jest
otwartg wtedy, gdy posiada brzegi, t. j. linie, w kt6rej pun-
ktach sig konczy; jest zamknigta, gdy brzegdw nie posiada.

Pole nieskoniczonostkowe naokolo jednego punktu powierz-
chni moze byé uwazane z dwéch stron przeciwnych, odpowia-
dajacych dwém kierunkom normalnej do powierzchni w tym
punkecie; odnosnie do tych dwdch stron kazdy punkt moze byé
uwazany podwdjnie, t j. jako nalezgcy do jednej albo do dru-
giej strony; takie dwa punkty, na ktdére si¢ rozdwaja jeden
punkt, nazywaé bedziemy wzajemnie sprz¢zonemil.

Powierzchnia moze by¢ dwustronng albo tez jednostronng.
Dwustronng jest wtedy, gdy wychodzac z punktu powierz-
chni i postepujac na niej po drogach cigglych, bez przekrocze-
nia brzegéw, nie mozna doj$é do punktu sprezonego z punk-
tem wyjscia; nazywa sig jed nostronn g wrazie przeciwaym.

Przykladami powierzchni dwustronnej sg: kula, czgsé
plaszezyzny i t. d.; przyklady powierzchni jednostronnych podal

Pascal Rep. H, 40
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Mo6bius (Zur Theorie der Polyeder i t. d., Werke IT; Ueber die
Bestimmung des Inhalts eines Polyeders, 1865, Werke II).
Niechaj bedzie karta prostokatna dostatecznie dluga 4BCD;
dluzszemi jej bokami niechaj beda 4C1i BD. Zlaczmy brzeg (D
z brzegiem A B, po obrdcenin go okolo prostej, laczacej punkty
srodkowe bokéw AB, CD, tak aby punkt I przypadl w A4,
a punkt ' w B. Powierzchnia. powstala tym sposobem, bedzie
powierzchnig jednostronng otwartg z jednym
tylko brzegiem. Jezeli przed zlgczeniem boku CD z bo-
liem AB. obrdécimy bok CD nieparzysta liczba razy okolo pun-
ktow srodkowych bokéw AB, CD, a potem doprowadzimy je jak
poprzednio do zlania, wiedy otrzymamy takze po wierzchnie
jednostronng otwartsg z jednym tylko brzegiem.

Mozna utworzy¢ powierzchnie jednostronng zamknieta
w spos6b nastepujacy (M 6 bius):

Dajmy pieé punktéw A, B, C. D, E, z ktérych zadne czte-
ry nie lezg na jednej plaszczyznie; wtedy tréjkaty 4BC, BCD,
CPE, DEA, EAB utworzg powierzchnie jednostronng otwarta,
ktiérej konturem jest pieciokat 4 CEBD. Jezeli wezmiemy punkt P,
ktéry z trzema ktéremikolwiek z pieciu punktéw 4, B, C, D, E
nie lezy na jednej plaszczyznie, wtedy poprzednie pigé tréjkatow
oraz tréjkaty P4 C, PCE, I'EB, PBD. I’I’4 beda scianami wielo-
scianu splecionego, ktéry stanowl powierzchnie zam-
knieta jednostronmna.

Inna powierzchnie zamkniets jednostronna mozna otrzymaé
nastepujacym sposobem: Wyobrazmy sobie kule z dwoma
otworami; z jednego z nich niechaj wychodzi rura na zewnatrz
kuli, wehodzaca nastepnie w kule, tworzaca splot i konczaca sig
w drugim otworze lecz od wewngtrz kuli. Owrzymujemy tym
sposobem powierzchnie jednostronng zamknietas (Dyck, Math.
Ann. XXXII).

Przecinajac powierzchnie wzdluz punktéw jakiejkolwiek
linii, na niej nakreslonej, robimy tak zwane ciecie. Cigcie moze
byé¢ otwarte albo zamkniete. Pomigdzy cigeiami odroznia-
my takie, ktdérych konce s dwoma punktami tego samego brze-
gu; satocigeia gatunkn 1-go— oraz ciecia, ktérych konce
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sg dwoma punktami réznych brzegéw; sg to ciecia gatun-
ku 2-go.

Cigcie zamknigte albo otwarte 1-goi2-go
gatunku nie mozerozcinaé powierzchni wie-
cejniznadwa kawalki

Jezelli powierzchnia jest dwustrouna,
wtedy cigcie otwarte gatunku pierwszego po-
wieksza o lliczbe brzegdw; jezeli powierz-
chnia jest jednostronna wtedy takie cigcie
alboniezmienia wecale liczby brzegdw albo
powieksza ja o 1.

Ciecie gatunku 1-go nazywamy cieciem klasy 1-ej albo
klasy drugiej, stosownie do tego, czy w przypadku po-
wierzchni jednostronnej powieksza liczbe brzegdw albo
nie powieksza jej.

Cigcie gatunkn 1go 1 klasy 2-giej nie rozeina powierzchni
jednostronnej.

Cigcie gatunku 2-go zmniejsza o 1 liczbe brzegéw powierz-
chni jednostronnej, ale nie moze jej rozcinac.

Ciecie, wykonane wzdluz linii otwartej, ktérej jeden ko-
niec jest na brzegn, drugi zas, jak rdwniez i cala linia, jest we-
wnatrz powierzehni (wnetrzem powierzchni rozumiemy ogol
wszystkich jej punktéw, nie nalezacych do konturu), nie po-
wigksza liczby brzegdéw i nie rozcina powierzchni.

Jezeli wreszcie konce linii otwarte] i calkowicie polozonej
wewnatrz powierzchni nie znajdujg sie na zadnym brzegu. wte-
dy liczba brzegéw powieksza sig o 1. ale powierzchnia nie roz-
pada sie.

~ Jezeli powierzchnia jest dwustronna, wtedy cigcie zam-
knigte powigksza o 2 liczbe brzegéw; jezeli jest jednostronna,
wtedy cigeie zamknigte powigksza o 2 albo o 1 liczbe brzegdw.
Stosownie do tego, czy staje sie jedno czy drugle, nazywaé be-
dziemy powierzchnie jednostronna powierzchnig klasy 1-ej
albo klasy 2.giej.

Ciecie zamkniete klasy 2-giej nie rozcina powierzehni jed-
nostronnej.
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Jezeli na powierzehni mozna wykonaé cigeie otwarte ga-
tunku 1-go, nie rozcinajac jej na kawalki, wtedy mozna tez wy-
konaé takiez ciecie zamkniete, i odwrotnie.

Powierzchnia nazywa si¢ jednospéjnag (jedno-
lgcznag) jezeli jest skoniczona, otwarta, ograniczong jednym
tylko brzegiem i taka, ze jakiekolwiek ciecie zamknigte (albo—
co na jedno wychodzi—jakiekolwiek cigcie otwarte, taczace dwa
punkty brzegu) rozeina jg na kawatki.

Powierzchnia jednospdéjna jest zawsze
dwustronna.

Kawalelk plaszezyzny, ograniczony okregiem kola, jest
najprostszym przykladem powierzchni jednospdjne;j.

Jezeli wyobrazimy sobie, ze powierzchnia jest utworzona
z tkanki gietkie] 1 sprezystej, to kazdg powierzchnig jednospdjng
bedziemy mogli uwazaé za dajgcg sie przeksztalci¢ na powierz-
chnie, wyzej wskazang, za pomocy odksztalcen cigglych, t. j. za
pomoca rozciggan 1 scisnien, lecz bez rozrywania

Na powierzchni dwustronnej mozna zaw-
szeuskutecznié takie ciecia zamkniete albo
otwarte gatunku 1-go i 2-go, aby otrzymaé
powierzchnig jednospéjna.

Zapomocycigé otwartych gatunku 1-go
i1klasy 2-giej,albotez za pomocyg cie¢ zam-
knietych klasy 2-giej mozna zawsze powierz-
chnig jednostronna sprowadzié do dwustron-
nej.

Niechaj bedzie dana powierzchnia; za pomocs cieé odpo-
wiednich podzielmy ja na skonczong liczbg a czgéci jedno-
spéjnych, Przyjmijmy, Ze w tym celu wykonaliémy: pewns
lczbe cigé zamknigtych i takich cigé otwartych, ktérych jeden
tylko kouiec nalezy do jednego brzegu; dalej r, cieé otwartych
gatunku 1-go, 7, czgé otwartych gatunku 2-go, =, cie¢ otwar-
tych, znajdujgcych sig calkowicie i swemi koncami wewnatrz
powierzehni. Znajdziemy wtedy, ze liczba 7,4 1,47, — a jest
stala, niezaleznie od sposobu wykonania cigé.

Liczba ta, powigkszona o 2, nazywa sie liczbg zasa-
dnicza powierzchni.
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Dla grupy s powierzchni istnieje twierdzenie analogiczne
i liczba analogiczna, nazwana liczbg zasadniczg grupy.

Liczba zasadnicza K grupy wyraza sieg
przez liczby zasadnicze K kazdej z powierz-
chniza pomoca wzoruw

E=3 K —2s-+2.
i=1

Liczba zasadnicza powierzchniniemoze
byéujemnainiemoze byé zerem, gdy powierz-
chnia jest otwarta.

Liczba zasadnicza powierzchni jednospdj-
nej jest l,iodwrotnie, jezelitylko przyjmie-
my, Z2epowierzchnia jest otwartsg lub dwu-
stronna.

Jezelli powierzchnia rozpadasiegnadwie
czescl przez wykonanie jednego cigeia zam-
knigtego albo cigeia otwartego gatunku 1-go,
wtedy suma liczb zasadniczych obu czgsci
rowna sieliczbie zasadniczej samej powierz-
chni powiekszonej odpowiednioo 2 alboo 1.

Niechaj bedzie dana powierzchnia dwustronna zamknieta
albo otwarta z w(>0) brzegami. Nazywamy rodzajem
te] powierzehni najwieksza liczbg cigé zamknietych albo otwar-
tych gatunku 1-go, jakie wykonaé mozna na powierzchni bez
rozcigeia jej. Jezelip jest rodzajem powierzchni
dwustronnej otwartej albo zamknietej, wtedy
liczba zasadnicza K wyrazasie wten sposdb:

K=2p+ w.

Nazywamy rodzajem powierzchni jednostronnej liczbe,
ktéra daje suma dwoch liczb: jedns jest liczba cigé zam-
knigtych klasy 2-giej, albo cieé otwartych.gatunku 1-go i klasy
2-giej, jakie potrzebne sa, aby powierzchnie zamieni¢ na dwu-
stronna; drugs jest rodzaj tej ostatniej powierzchni.

Jezelinm jest rodzajem powierzehni jedno-
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stronej otwartej albo zamknigtej z w(>0)
brzegami, Kliczba zasadniczg, wtedy:

K=ntow.

Nazywamy rzedem spéjnosci albo wprost spéjno-
$cig powierzchni liczbe K 42, jezeli powierzchnia jest zam-
knieta, liczbe zas K, jezeli jest otwarta.

Twierdzenie zasadnicze, dotyczace rodzaju powierzchni, jest
nastepujgce: Dwie powierzchnie,obie dwustronne
albo obie jednostronne, bedace jednego ro-
dzajuiposiadajgce jednakowa liczbe brze-
gbéw,dajg sie odksztalcacé¢ jednana drugs.

Rodzaj powierzchninie zmieniasig, gdy
zrobimy wniej otwar.

Otwér powieksza o lspdjnosé powierzchni
otwartej, zmniejsza o 1 spéjnos¢ powierz-
chni zamknigtej. i wkazdym przypadku po-
wieksza o lliczbe zasadnicza.

Rozwazania nad spdjnoscia powierzehni rozpoezal Riemann
(Theorie der Abel’schen Funct, § 2, Crelle LIV i ,Fragment aus der
Analysis situs, Werke s. 448); prowadzit je w dalszym eiagn Neumann
(Abel'sche Integrale, wyd. 1° 1865, 2 1884). Z czasem badania te
razem z innemi (np badaniami Listinga, Vorst. zur Topologie,
Getynga 1847) utworzyly usubng ezesé swego rodzaju Geometryi no-
woczesnej, ktorg nazywamy zwykle Analysis situs, a jeszcze
lepiej Topologig (jakkolwiek, zdaje sie, Ze niektérzy nadaja wy-
razowi temu znaczenie, nieco bardziej Sciesniome, niz nazwa Analysis
_situs), ktora bada wiasnosei utworow geometryeznyeh, niezaleznie od
'ch postaci i od ich wielkodei. Innemi slowy: ta czedé geometryi bada

ormy, ktore przybiera utwir geometryczny; przyeczem nie uwa-
Zamy za r0zne dwieh form utworu, gdy od jednej mozna przejsé
do drugiej za pomocs odksztalcenia cigglego, t.j. gdy te dwie
formy odpowiadajg sobie punktami dwujednoznacznie; nie ma wszakze
potrzeby zakladania, Ze prawo odpowiednioSci jest analityeczne,
wystarcza bowiem, Ze jest ciggte.

Pierwsze uogdlnienia na przestrzeni tréjwymiarowe (rozpoczete
juz przez Riemanna w eytowanym ,Fragmencie*) poczynit Listing
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(Censusriumlicher Complexe, Gott. Abh. X, 1861, Gott. Nachr. 1867),
a jeszeze dalsze po raz pierwszy Betti (Ann. di mat. IV, 1870).
Dalej oglosili w tym przedmiocie prace: Picard (Journ. de Liouv.
(4),I), W. Dyck (Math. Ann. XXXII, XXXVH), De Paolis
(Teoria dei gruppi geom. ete. Soc. Ital. delle scienz. (3), VII), T o n-
nelli Lincei 1890)i Poincaré (Journ, de I'leol. pol. (2) [,
1890). Po tej pracy P oincarégo nastapita inua (Rend. Palermo
XMI, 1899), w ktorej znajduje sie odpowiedz na prace Heegarda
(Kopenhaga 1848), iw ktorej Poincaré prostuje niektore bledy,
popelnione w praey pierwszej. ‘Irzecig rozprawe w tym przedmiocie
oglosit Poincaré wr 1900 (Second complément & 1" Analysis Sitns,
Proceed. London Math, Society XXXH. 1900 str. 277—308).

Pokrewne z powyZszemi badania dotyeza sposobdw rozwigzy-
wania, tworzenia wezldow z linij krzywyeh i t. p.; przedmiotem tym
zajmowal sie Simony (Math, Ann. XIX, XXIV); Hoppe (Arch.
der Math, LXIV 1879. LXV 1880), Durége (Wien. Ber. 1880)
iSchlegel (Zeitschy.f. Math. XXVIII, 1883) rozciagneli te badania
na przestrzenie wielowymiarowe,

Spdjnosé przestrzens,

Listing rozeiagnal rozwazania, dotyczace spdjnosci po-
wierzchni, na przestrzenie tréjwymiarowe, Betti na prze-
strzenie wielowymiarowe. We wspomnianym juz wyzej ,Frag-
mencie* Riemanna znajdujemy niektére wyniki, odnoszgce
sig do tego przedmiotn.

Niechaj bedzie n zmiennych z,, Zy.... Z,, mogacych przy-
bieraé wszystkie wartosci rzeczywiste od — oo do —-co; ob-
szar n-krotnie nieskonczony ukladéw wartosei tych zmiennych
nazywaé bedziemy przestrzenig # wymiarowsg I ozna-
czaé przez Sy; uklad wartosci z stanowis bedzie to, co nazy-
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wamy spélrzednemi punktu tej przestrzeni. Uklad m
réwnan pomiedzy ilosciami z okresla przestrzeh o n—m wymia-
rach, zawartg w przestrzeni S,. Przestrzen S,_,, zawarta
W przestrzeni ., nazywasig liniowo-spdjng albo ma-
jaca spojnosé gatunku 1-go, jezeli dwa jej punkty mo-
zna polyczyé zawsze linia, zawartg w niej calkowicie, t. j. gdy
punkt ruchomy mozna przenies¢ do innego punktu sposobem
cigglym, pozostajac wciaz w przestrzeni S, ,. Jezeli
F (2, 75, . .. 24) = 0 jest zwigzkiem pomiedzy ilosciami z, funk-
cya zas F jest ciagls 1 jednoznaczng dla kazdego ukladu warto-
$ci rzeczywistych z, wtedy przestrzen S,—;, przedstawiona przez
réwnanie F=0, podzieli w ogéle przestrzen 5, na dwa obszary:
dla jednego z nich bedzie F>0, dla drugiego F<C0. Jezeli te
dwa obszary sg liniowo-spéjne, przestrzen 8, ; nazywa sie¢ zam-
knieta.

Przestrzen &,_, nazywamy przestizenia, majaca Spoj-
nosé powierzchniowasg czyli gatunku 2-go, jezeli
Jjakakolwiek linia zamknigta, w niej zawarta, daje sie odksztalcié
sposobem ciaglym na kazdg inng analogiczng 1 nalezgca weigz
do przestrzeni S,_,:; w ogdlnosci mdéwié bedziemy, ze prze-
strzen -,., ma spéjnosé gatunku r go, jezeli kazda
przestrzen zamknigta »—1 wymiarowa, w niej zawarta, daje sie
odksztalcié sposobem cigglym na inng analogiczng, nalezacg we
wszystkich stadyach odksztalcenia do przestrzeni §,_,,.

Jezeli przestrzen Y,., nie ma spdjnosei
rzedu r-go, to mozna wniej zawsze utworzyé
przestrzenie zamknigte o »—1 wymiarach i ta-
kie, ze dwie znich nie daja sig¢ odksztalcié
sposobem cigglym jedna na drugs, anizadna
znich sprowadzié do punktu, ale kazda inna
podobna przestrzen zamknieta dajesie zaw-
sze odksztalciéna jedng znich,albosprowa-
dzié do punktu

Liczba p, takich przestrzenrzamknigtych
jest stala iniezalezna odsposobu w jaki two-
rzymy te przestrzenie; liczba p}1nazywa sig
rzgdem spdjnosci gatunkur-tego.
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Dla przestrzeni majgcejspéjnosé gatun-
kur liczba p, jest zerem; rzgd spéjnosci ga-
tunkur jest 1.

Kawal plaszezyzny, zawarte] pomiedzy dwoma kolami,
z ktérych jedno jest wewnatrz drugiego, ma rzad 1 dla spéjno-
$ci liniowej, rzad 2 dla spdjnosci powierzchniowe;j.

Dla przestrzeni, zawartej pomiedzy dwiema kulami. z kté-
rych jedna znajduje sie wewnatrz drugiej, rzad spéjnosci liniowej
jest 1, spdjuosci pewierzchniowej 1, spojuosci przestrzeniowej 2.

Przestrzen, zawarta w pierscieniu, ma spdjnosé liniowsg po-
jedynczs, t. j. rzedu 1-go, spdjnosé powierzchniowa podwdjng
t. j. rzedu 2 go, spdjnosé przestrzeniows pojedynczy.

Przestrzen. zawarta pomiedzy dwoma pierscieniami, z ktérych
jeden znajduje si¢ wewnatrz drugiego, ma spéjnosé liniows poje-
dyncza, powlerzchniowa—podwdjna, przestrzeniowa—podwdjna.

Imne szezegoly i bibliegratie podajemy w paragrafie nastepnyni.
Co do pojecia przestrzeni jednostronnyeh i dwustronnyeh patrz eyto-
wane rozprawy Poincarégo.

Sieci wieloscianowe. Twierdzenie Eulora. Wielosciany w przestrzeni
o trzech i wigcej wymiarach.

Na powierzchni rodzaju p rozwinmy sieé wieloscianows
w ten sposéb. aby kontur kazdej sciany zamykal kawalek poje-
dyfczo-spéjuy powierzchni.

Jezell ta sie¢ ma F scian, 8 krawedzi, V wierzchoikéw,
wiedy mamy zwigzek:

VH+F=0>—2p42.

Jezeli przyjmiemy, ze powierzchnia dara jest rodzaju zero,
wtedy otrzymujemy twierdzenie, podane przez Eulera:
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Dla wieloscianuzwyczajnego wypuktego,
majgcego V wierzcholkdéw, Fécian, S krawedzi
zachodzi zwigzek zasadniczy:

Wielosciany tego gatunku nazywamy zwykle wielo -
scianami Eulera (patrz Hessel, Crelle VIII;.

Twierdzenie to bylo, byé mozZe, znane juz geometrom starozyt-
nym; znajdujemy je we fragmencie Descartes’a, wydanym do-
piero w r. 1860 (patrz Baltzer, Monatsher. Berl. Akad. 1861), ale
oglosit je i udowodnit dopiero Euler (Nova Comm. Petrop. IV,
1752). Inne dowody podali; Legendre (Géowméirie), L'Huilier
(Ann, de Georg 1812, 1), Cuuchy (Journ de I'Ecol. pol. 1813),
Steiner (CrelleI), Grunert (Crelle H)iv.Staudt (Geom, der
Lage). Rozwazania nad twierdzeniem Eulera i nad przypadkami,
w ktérych ona nie ma miejsea, podali; Poinsot (Journ de I'Ecol.
pol. eah. X, 1801), L'Huilier (l.e.), Legendre (l.c.), Ger-
gonmne (Ann, de Gerg. XV), Steiner (tamZe XIX)it.d Patrz
Baltzer, Stereometrie. O uogoélnieniu tego twierdzenia dla prze-
strzeni o wigkszej liczbie wymiardw pisali: Stringham (Americ.
Journ, of Math. TII), Biermann (Wien. Berl. XC, 1884), Hoppe
(Grunert’s Archiv LXVII), Schlegel (Nova Acta der Leop. Deutsch.
Akad. XLIV), Eberhard (Math Aun. XXXVI) (patrz koniec tego
paragratu).

Niechaj bedzie dany wieloscian i niechaj F, S, V majg te
same znaczenia,co wyzej; mamy wtedy nierdwnosci:

b4+SL3FL25; 64853V L2S;
14+ VLKAV —8; 44 FL2V L4 — 8.
Liczba katédw plaskich wielokatéw (Scian)

wielosclanurdwna sie podwéjnej liczbie kra-
wedzi.

Zescian wieloscianu nie moga mieé wszyst-
kie wiecejniz popie¢ wierzcholkdw; z katéw
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=3
St

brylowych wieloscianuniemogag mieé wszyst-
kie wigcej niz po pigé scian.

Nie istnieje wieloscian o siedmin krawe-
dziach.

Jezeli przez F, oznaczymy liczbe scian tréjkatnych wielo-
scianu, przez F, liczbe jego scian czworokatuych i t. d.. przez V,
liczbe jego katéw brylowych trdjsciennych, przez V, liczbe ka-
t6w brylowych czworosciennych i t d, wtedy zachodza
zwigzki:

QB+ P+ V=14V, +9V, 487, + ...
2(Vy+ Vit..)= &+ F,+2F,+8F, +...
Fo4-V, =8+ (FH+ V) +2(F+T)+...

Jezeli damy wieloscian, to w ogdle istnieje inny wzgledem
danego d woilsty, t.j. majacy te sama liczbe krawedzi, 1 tak,
ze kazdej $cianie m-krawedziowe] jednego odpowiada katbrylowy
m-scienny drugiego. Wlasnosci wielosciandw poddane sg tedy
widocznie prawu dwoistosci

Nazywamy wieloscianami foremnemi lub wie-
loscianami Platona wielosciany, majace sciany foremne
1 katy brytowe foremne, wszystkie jednego gatunku.

W przestrzenizwyklejistnieje tylko pigé
gatunkdw wieloscianédw foremnych. Sa niemi:

1. Czworoscian: 4 Sciany trdjkatne, 4 wierzchotki

katéw brylowych tréjsciennych, 6 krawedzi. Jezeli
promien kuli, w ktéra czworoscian jest wpisany,
przyjmiemy za 1, to dlugosé krawedzi wyniesie

1=1,632994..... . Punkty srodkowe $cian tworza
luny czworoscian, a punkty srodkowe krawedzi tworzg
osmioscian.

2. Szescian: 6 scian czworokatnych, 8 wierzchol-
kéw katéw brylowych tréjsciennych, 12 krawedzi
dlugodei | = 1,154700... . Punkty srodkowe $cian
tworza osmioscian.
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3. O$mioscian: 8scian trdjkatnych, 6 wierzcholkdw
katéw brylowych czworosciennych, 12 krawedzi diu-
gosel [=1414214... Punkty érodkowe Scian two-
rza szesclan,

4. Dwunastos§cian: 12 scian pieciokatnych, 20
wierzcholkéw katéw brylowych tréjsciennych, 30 kra~
wedzi dingosci 1=0,713644 ... . Punkty srodkowe
scian tworze dwudziestoseian, punkty srodkowe kra-~
wedzl tworzg 5 osmiosciandw.

5. Dwudziestoscian: 20scian tréjkatnych, 12
wierzcholkéw katéw brylowych pigciosciennych, 30
krawedzi dlugosei I = 1,051462 ... Punkty $rodkowe
$cian tworzg dwunastoscian, punkty srodkowe kra-
wedzi 5 osmiodeiandw.

Nazywamy wieloscianami pdlforemnemi lub
wieloscianami Archimedesa wielosciany, ktérych
wszystkie katy brylowe sg réwne albo podobne, sciany zas sa
zawsze wielokatam: foremnemi lecz w ogdle réznemi; oraz wielo-
sciany z niemi wzajemne .

Jezeli katy brylowe sag wszystkie m-§cien-
ne, wtedy mamy:

a wigc przypadkami mozliwemi sa nastepu-

jace:
m=38,  2S=3V=6(F—2);

m =4, S =2V =2(F-2):
m = B, 28 = bV = ng (F-2).

Tylko w dwdch przypadkach m=3,4 mozliwe sg wie-
losciany o 21 wierzcholkach (n jakiekolwiek), przyczem kaz-
dy kat brylowy tworzg albo dwie sciany tréjkatne i jedna sciana
n-katna, albo trzy sciany tréjkatne i jedna n-katna. Précz tych
przypadkéw wielosciandw nieoznaczonych istnieje tylko
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13 wielosciandéw Archimedesa, a mianowicie: 7 dla m==3,
4 dla m=4, 2 dla. m=>5.

Obliczenie to podali Pappus (Collect. math. V) i Kepler
(Harm. mundi H, str. 28). Szezegioly w Stereometryi Baltzera.

W przestrzeni czterowymiarowej jest
szes$ ¢ wielosciandéw foremnych, mianowicie:

1. ') ograniczony 5 czworoscianami, z ktérych kazde 4
maja wierzcholek wspdlny; ma 5 wierzcholkéw, 10
krawedzi i 10 dcian. Ten wieloscian jest wzajemny
z samym 30bg.

2. %) ograniczony 8 szedvianami, z ktérych kazde 4 majs
wspdlny wierzcholek; ma 16 wierzcholkéw, 32 kra-
wedzie, 24 sciany.

3 9 ograniczony 16 czworodcianami, majacy 8 wierzchol-
kdw, 24 krawedzie, 32 sciany; ten wieloscian jest wza-
jemny z poprzednim w sposéb analogiczny do tego,
w jaki osmioscian jest wzajemny z szescianem.

4. 1) wieloscian o 24 osmioscianach, 24 wierzchotkach, 96
krawedziach, 96 scianach tréjkatnych; jest wzajemuny
ze samym sobg.

5. %) wieloscian o 600 czworoscianach, 120 wierzcholkach,

720 krawedziach, 1200 scianach tréjkatnych.

. ) wieloscian o 120 dwunastoscianach, 600 wierzchol-
kach, 1200 krawedziach, 720 scianach pieciokatnych;
jest wzajemny z poprzedzajacym.

(o

) Pentraetroid wedlug Stringhama, Fiinfzell we-
dlug Sehlegela,

) Oktacdroid (Stringham) Achtzell (Sehlegel).

8) leksadekaedroid(@Stringham), Seehszehnzell
(Sehlegel)

4y Tkosatetraedroid (Stringham), Vierund-
rwanzigzell (Sehlegel).

5% Heksakosiedroid (Stringham), Sechshun-
dertzell (Schlegel).

8 Hekatonikosaedroid (Stringham), Hundert-
zwanzigzell (Sehlegel)
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W przestrzeni, majacej wiece]j niz cztery wymiary. istniejg
tylko trzy wielosciany foremne, badace uogdlnieniem trzech
plerwszych w przestrzeni czterowymiarowej; te za$ ostanie od-
powiadajg czworoscianowi, szescianowi 1 osmioscianowi prze-
strzeni tréjwymiarowej.

W przestrzeni n-wymiarowej liczba wierz-
chotkéw tych wielosecianéwréwna sie odpo-
wiednio: n—+1, 2%, 2n; wielos$cian, majacy wierz-
cholkdw n—+1, jest wzajemny zsamym soba, dru-
glzas jest wzajemny z trzecim.

Jezeli promien kull n-wymiarowej, w ktéra wpisane sg te
wielosciany, przyjmiemy za 1, wtedy dfugosci ich kra-
wedzi beda odpowiednio:

5) _ 2
[ 2l gy 2
L }a

Wzér Eulera, nogélniony dla wieloScianu
W przestrzeni n-wymiarowej, jest postaci:

1— N, N, — Ny +..... + (=11 =0,

to N;. Ny, N,. .. .oznaczaja odpowiednio liczbe
wierzcholkdéw, krawedzi, scian, przestrzeuni
tréjwymiarowych...., nalezacych dodanego
wieloscianu (Stringham).

O wieloscianach furemnych w przestrzeni o 4 i wiecej wymia-
rach patrz Stringham (L c.) Scheffler (Die polydim. Gros-
sen, Brunswik 1889 , Schlegel (L c. oraz Bull. Soc. math. X, str,
172, Rend. Palermo 1891), O wieloSeianach w ogéle pisali nadto:
Mobius (Werke II), Kirkman (Soc. Manchester 1854 1862),
Jordan (Crelle LXVI, LXVIIl, LXX), Eberhard (tamze CVI).

W kolekeyi L. Brilla znajdujg sie modele rzutéw wielo-
Sciandéw foremnych czterowymiarowych na przestrzei tréjwymiarows,.
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§ ok

Spojnosé powierzchni Rismanna. Powierzchnie Riemanna foremne
i symetryeczne,

Méwilismy juz w Rozdz XV, § 2 tomu I-go, z okolicznoseci
funkey;j algebraicznych, o t. zw. powierzchniach Rie-
manna, specyalnie zas o powierzehniach dwupowlokowych (lub
dwulisciowych), i wspomnielismy juz o tem, Ze za pomocy cigé
mozna te powierzchnie przeksztalcaé na jednospdjne.

Podobnie dla powierzchni jakiegokolwiek rodzaju wyste-
puje przedewszystkiem zagadnienie o sprowadzaniu powierzchni
do pewnego typu okreslonego, a nastepnie zagadnienie o wyko-
nywaniu takich cigé, ktdre powierzchnig zamieniajg na jedno-
spdjna.

Nie bedziemy tu wehodzili w szezeglly rozwigzania tych zagad-
nien; powiemy tylko, Ze zajmowali sig niemi Liiroth (Math. Anp,
IV), Clebsech (tamze VI), ktérego rezultaty zastosowal Kasten
(Rozprawa, Getynga 1876) do przypadku powierzehni trdjliSciowej,
Graf (Rozprawa, Bern 1878) dla przypadku powierzchni szescio-
liseiowej 0 20 punktach rozgalezieniu, Pokrewnemi sa prace Lii-
rotha (Erlang. Ber. 1883, Abl. (. Bayr. Akad. 1885 i 1887).

Kazdy punkt rozgalezienia, w ktérym m, powlok (lisei) po-
wierzchni jednoczy sig w jednym cyklu, jest réwnowazny z my—1
pojedynczemi punktami rozgalezienia, t. j. punktami, w ktérym
spajaja sig tylko dwa liscie (patrz Repert. t. I, str. 334).

Jezeli powierzchnia n-liniowa jest rodzaju p,, za$ ¢ oznacza
catkowitg liczbe pojedynczych punktow rozgalezienia, rownowaz-
nych ze wszystkiemi punktami rozgalezienia powierzchni,bedzie:

t=2m-+-2p — 2
Rodzaj powierzchni Riemanna wyraza sig
wzorem;

p=—mn-+1 -i-—é-‘E(mr-l}.
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gdzie suma X rozcigga sie na wszystkie licz-
by m,;,, oznaczajagce, ile lisci powierzchni
spajasie cyklicznie wkazdym punkcie roz-
galezienia.

Dla danej liczby pnajmniejsza wartoscig
liczby n jest najwiekszaliczba calkowita, za-
P |

5%

Horwitz (Math. Ann. »XXXIX) rozwigzal nastgpujace
zagadnienie: Danyeh jestt wartosci zmiennej z, w ktdrych powierz-
chnia Riemanna n-lisciowa i rodzaju p posiada punkty rozgale-
zienia; ile moze byé takich powierzchni? Znajdujemy, ze

warta w

gdy n-=2,liczba powierzchni Riemanna jest 1,
n=3 » 3 " Y. L
n=+=4 " ” 2 H2-1-1)(8t-2-1)

n

Jezelirodzaj p=0, a liczba powldk jest
n(>2), wtedy liczba powierzchni Riemanna
wynosi:

(2n—2)!
(n—1)!

y—4

Tem zagadnieniem w przypadku n=3 zajmowal sie 1 K a-
sten w wyzZej wspomniane) rozprawie.

Powilerzchnie¢ Riemanna rodzajup mozna
w ogdlnosci co? sposobami odwzorowaé pedo-
bnie na samej sobie; g=0 gdy p=0; o=1 gdy p=1;
=0 gdy p>1, (Schwarz Crelle LXXXVII; Hettner,
Gott. Nachr. 1880, str. 386; Noether. Math. Ann, XX, XXT,
Klein, Ueber Rismann's Theorie der alg. Fun., Lipsk 1882,
str. 66—67).

Wszystkie powierzchnie rodzaju zero
daja sig przeksztalcad¢ za pomocy odwzoro-
wania podobnego jedna na drugsa; nie majg
one zadnego niezmiennika bezwzglednego
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lub modulu, t j.nieistnieje zadne wyrazenie
zalezne od stalych, okreslajacych powierz-
chni¢ Riemanna i pozostajace niezmiennem
przy przeksztalcaniu powierzechni.

W przypadkn p=1 istnieje jeden modul
dla p>1jestich 3y—38; wogdlnosciliczba mo-
dulédw wynosi 3p—3+p, gdzie p ma znaczenie,
wyzej wskazane (Riemann, Abel'sche Func. § 12).

Kazda powierzchnia Riemanna o n lisciach
itpunktachrozgalgzienia dajesig za pomoca
przeksztalcenia ciagglego przeksztalcié na
kazdaginng otejsamej liczbielisciipunktdw
rozgalezienia (Patrz Liiroth, Math. Ann. IV; Clebsch
tom VI; Klein, L c. str. 66).

Poslugujac sie wlasnoscig powierzchni najmniejszych, mia-
nowicie tem, ze ich odwzorowanie kuliste jest podobnem (patrz
Rozdz. XVT), otrzymamy, ze powierzchnia Riemanna,
rozciagnieta na kuli (zamiast na plaszczyznie) wiel o-
lisciowej, dajesig odwzorowaé¢ sposobem po-
dobnym na powierzchninajmniejszej (Weier-
strass).

Mamy tym sposobem powierzchnie o zwyklym wygladzie,
mogaca stuzyé, podobnie jak powierzchnia Riemanna, do badania
funkecyj analitycznych. Przy pomocy zasad Analizy polozZenia
(Analysis situs) mozna zawsze, jak wiemy, otrzymaé powie-
rzchnie o wygladzie zwyklym (t. j. bez rozgalezien', bedacs
odksztalceniem jakiejkolwiek powierzehni Riemanna rodzaju p
(np. kule p powlokowa, patrz ,Repertorynm* t. 1 Rozdz. XV,
§ 2); stad waznosé powyzszego twierdzenia polega na fakcie,
ze powierzchnia najmniejsza 1 powierzchnia Riemanna daja
sig odwzorowaé na sobie przez podobienstwo, co nie ma miej-
sca dla kuali p-powlokowej w stosunku do powierzchni Rie-
manna.

Powierzchnia Riemanna rodzaju p =1 nie moze mieé co
przeksztaicen dwujednoznacznych na samg siebie; a moze mieé
tylko skonczong liczbe takich przeksztalcen.

Pascal. Rep. II. &1
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Niechaj f(w, 2) = 0 bedzie réwnaniem, odpowiadajacem
powierzchni Riemanna w plaszczyznie z: poléimy:

wy = R (w,2), r = R,002),

gdzie K|, R, sa fonkeyamwi wymiernemi takiemi, ze w i z wyra-
zone by¢ mogy jako funkcye wymierne ilosci e i 2.

Dajmy, ze to przeksztalcenie, ktdre oznaczmy przez S, jest
takie, ze przez mie powierzchnia Riemanna prze-
ksztalca sie na samg siebie.

Liczba przeksztalcen dwuwymiernych lub
dwujednoznacznych powierzchni Riemanna
nasamagsiebie nie moze by¢ wieksza niz 84p—1)
dla p>1 (Hurwitz, Math. Ann, XLIT, str. 424).

Przeksztalcenie dwuwymierne powierz-
chni Riemanna na samgsiebie jest zawsze pe-
ryodyczne; to znaczy, ze jezeliwyjdziemy z pun-
ktu Pizastosujemy m-razy to przeksztalce-
nie, to musimy powrocié¢ do punktu P. Naj-
wigksza wartosé liczby mjest 10(p—1).

Kazda powilerzchnia Riemanna, posiada-
jaca przeksztalcenienasamasiebie o peryo-
dzie m, moze byé okreslona przez réwnanie
typu @(wm2)=0, a samo przeksztalcenie za po-
mocg wzoréw zredukowanych:

2im

w1=.&"?£., g, =z.

Twierdzenie to ma takze miejsce dla p=0 idla y=1.
Twierdzenia powyzsze podal Hur witz (Math. Ann. XXXIT).

Opréez przeksztalcen S mozna wyobrazié sobie inne, okre-
slone wzorami:

w, = R, (10,2), z, = Ry (w,2),

gdzie w, z oznaczajs wartosci sprzezone z wartosciami w, z. Ta-
kie przeksztalcenie oznaczaé bedziemy przez X, 1 mozemy przy-
jaé, ze do powlerzchni Riemanna nalezg takze przeksztalcenia X.
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Wszystkie przeksztalcenia Slub X, nalezgce do powierz-
chni Riemanna, tworzg oczywiscie grupe.

Powierzchnia Riemanna, do ktérej nalezy przeksztalcenie
= o peryodzie 2 (t. . takie, ze X?=1), nazywa sie syme-
tryczna.

Jezeli zwiazek f(w,2)=0 ma spélezynniki rzeczywiste,
jest jasnem, Ze powierzchni Riemanna odpowiada podstawie-
nie X typu

[ ]

Wy =i, Z = B

ze wiec powilerzchnia Riemanna jest symetryezng. Ale i od-
wrotnie: jezeli powierzchnia jest symetryczns, wtedy pomiedzy
nieskonczenie wieloma postaciami odpowiadajgcego mu réwna-
nia jest zawsze jedna, ktdrej spélezynniki sg rzeczywiste.

Na powierzchniach symetrycznych istnieja linie, pozosta-
jaceniezmiennemi przy przeksztatceniu linij (symetrya); liczba
tychlinijniemoze byé¢ wigksza od liczby p+1.

Powierzchuie Riemanna symetryczne badali: Klein (Rie-
mann’s Theorie ete. Lipsk 1891) i Weiehhold (Zeitschr. f. Math.
XXVIII); temu przedmiotowi po$wiecona jest znaczna czesé drugiego
tomu litogratowanych wykladéw Kleina; Ueber Riemannsche Fli-
chen, Getynga 1892,

Powierzchnia Riemanna o N-powlokach, jednakoworozgale-
zionych wten sposdb, ze istnieje N przeksztaicen, przez ktdre jedna
powloka moze przeksztalcaé sig na ktérakolwiek inng, nasywa
sie powierzchniag Riemanna regularnierozga-
leziong lub wprost regularnasa (foremns).

Powierzchnia Riemanna, odpowiadajgca
réwnanin-dwumiennemu, jest regularna.

W powierzchni takiej punkty rozgalezienia sg rozmiesz-
czone w sposéb nastgpujacy: jezeli z=2, jest wartoscia zmien-
nej 2, dla ktérej mamy rozgalezienie, wtedy N powlok rozdzieli
sig w punkecie z=1z, na vl;r—- eykléw, kazdy o 7; powlokach. Ro-
dzaj powierzchni wyraza sig wzorem:

N —1
p=—N+1+ z_—_,

L
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gdzie r; jest liczba powldk, zlaczonych cyklicznie w kazdym
punkcie rozgalezienia, suma zas X rozcigga sig na wszystkie
t. zw. miejsca rozgalezienia, t. j. na wszystkie punkty rozgale-
zienia, zawarte w jedne] tylko powloce.

Niechaj bedzie réwnanie f(w,z)=0; uwazajmy je jako al-
gebraiczne wzgledem jedne] tylko zmiennej w, zmienng zag z
uwazajmy jako parametr i utwérzmy rozwiazujacg Galoisa
tego réwnania. Bedzie to rdwnanie pewnego stopnia N (odpo-
wiadajacego liczbie podstawien grupy, nalezgcej do danego réw-
nania algebraicznego, patrz Repert t. I, str. 115); powierz-
chnia Riemanna N-lisciowa, odpowiadajgca
rozwigzujacej Galois'a oz jednym parametrze,
jestregularnierozgalezionas.

Powierzchnie Riemanna regularnie rozgalgzione badal po
raz pierwszy K lein (Math. Ann. XIV), a mianowicie specyalnie
przypadek p=3, N=168, odpowiadajacy rozwiazujacej Galois’a
réwnania modulowego przeksztalcenia 7 rzgdu funkeyj eliptycz-
nych. Potem przedmioterntym zajmowal si¢ D y ¢ k (Rozpr., Mo-
nachium 1879, Math. Ann. XVIL. XX, ktéry rozwiazal przypadki
7=1,2,3; winnej zas rozprawie {w tomie XVII Math. Ann.
str. 510) rozwazal takze przypadek p=3, N=96. Co do warto-
sci N, odpowiadajacych wartosciom p==0,1,2, patrz A ppell-
Goursat (Fonct. alg. 1895, str. 241 1 nast., gdzie mozna zna-
lesé 1 inne wskazdwki).

Dla p=0 mamy powierzchnie Riemanna o 12, 24, 60 li-
niach; odpowiednie grupy sg grupami wieloscianowemi (patrz
Repert. t. I, str.316 i nast). Réwnania algebraiczne, odpowiada-
jace tym przypadkom, sa nastepujace:

(10t — 2V—3 w?+1)3

N = 12, g == = s
(10t 4 2V —3 w? 4-1)
(1® + 14* + 1)3
— 9
N—-— 4:, 108“.;4 (u.4 __!_ 1)4 3
N = 60 TR s 102 - 228 9415 — 494 941" —— 9984 — 1)

172820° (w1° 4 1105 —1)°
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Wielomiany, zawarte w pierwszym z tych wzoréw, sa to
wielomiany czworoscianu (patrz Repert. I, str. 318); licznik 1 mia-
nownik wzoru drugiego odpowiadaja wielomianom szescianu
1 osmiosciann; mianownik trzeciego jest piats potega wielomianu
dwudziestoscianu, licznik zas jest jego forma Hessego (patrz
Klein, Tkosaederit. d., Lipsk 1884).

Waznem jest nastepujace twierdzenie Dycka (Math.
Ann. XX, str. 30), uvogdlnione przez Hurwitza (tamze XLIL
str. 421).

Jezeli dana jest grupa skonczona N prze-
ksztalcen, to mozZna zawsze znalesé powierz-
c¢hnieg¢ Riemanna N-lisciowg regularnierozga-
teziong, ktérej grupa jest holoedrycznieizo-
morficzna z grupg dana.

Przy pomocy tego twierdzenia, majac dang powierzchnig
Riemanna z grupg przeksztalcen na samg siebie. mozna zbudo-
wac zawsze powierzchnie Riemanna regularnie rozgalezions o tej
same]j grupie. Nadto: Majac grupe przeksztalcef, mozna zawsze
rozmaitemi sposobami zbudowaé powierzchnie Riemanna, majaca
grupe holoedrycznie izomorficzng z grupa dang (Hurwitz).

Powierzchnie Riemanna w znaczeniu rzutowem wedfug Kleina.

Ze wzgledu na pokrewienstwo przedmiotu powiemy tu
kilka stéw o powierzchniach Riemanna w znaczeniu rzutowem,
rozwazanych przez Kleina.

Niechaj bgdzie krzywa klasy m. Z punktu rzeczywistego
P plaszezyzny mozna do te] krzywej poprowadzi¢ m stycznych,
z ktérych niektére moga byé¢ urojonemi; kazdemu punktowi
urojonemu odpowiada¢ bedzie punkt stycznosei urojony, t. j.
punkt urojony krzywe;j.
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Wyobrazmy sobie punkt P, liczony tyle razy w tyluz leza-
cych na sobie liseiach, ile jest styeznych urojonych, poprowadzo-
nych z punktu P do krzywej lub ile jest punktéw (stycznosei
stycznych, poprowadzonych z punktu P) urcjonych krzywej.
Ogdl punktéw P, tak rozmieszezonych, bedzie ntworem geome-
trycznym rzeczywistym, ktérego punkty jeden po jednym odpo-
wiada¢ beds punktom urojonym krzywej. Co sig tyczy punktéw
rzeczywistych krzywej, to otrzymamy je, skoro punkt [ przy-
padnie na rzeczywistej galezi krzywej; albowiem wtedy dwie
styczne sprzezone jednoczs sig i daja styczng rzeczywists z pun-
ktem stycznosci rzeczy wistym. Z tego powodu czesci plaszezyzn,
utworzone z punktéw P, muszg sie¢ konezyé na obwodzie rzeczy-
wistym krzywej i tu spajaé sig ze sobg po dwie.

Niechaj bedzie np. elipsa. Jedynemi punktami plaszezy-
zny, z ktérych mozna poprowadzi¢ styczne urojone, sg punkty
wewngtrz krzywej. Wychodzg z nich po d wie styczne urojone
sprzezone; trzeba bedzie tedy wyobrazié sobie czesé plaszezyzny,
zawarts wewnatrzelipsy zdwojona, t.j. jako dwa liscie réwne, spo-
jone wzdluz samej elipsy. Otrzymujemy tym sposobem powierz-
chnie, ktdra, jak widzimy, daje sig bezposrednio przeksztalcié na
kule (powierzchnig rodzaju zero).

Nie tak tatwo zbudowaé powierzchnig, gdy krzywa zasa-
dnicza jest klasy wyzszej. Zagadnienie to sprowadza sig do
szukania sposobu spajania réznych lisci; przyczem pewne czescl
plaszezyzny uwazaé bedzie trzeba za podwdjne, inne za po-
czworne i t. p.

O tym przedmiocie pisat K1ein (Math. Ann. VI, X); Harnack
Math. Ann. IX) zbudowal powierzchnie Riemanna, odpowiadajace
krzywym klasy 3-ej; Haskell (Rozpr. Baltimore 1890) zajmowal sie
specyalng krzywsg klasy 4-ej, ktérej réwnaniem w spélrzednyeh pro-
stej jest w,2u? - ugtuy 4wyt =0.



ROZDZIAL XIX.

GEOMETRYA RZUTOWA NADPRZESTRZENL.

§ 1L

Bzeczy ogdine. Rozmaitosci liniows. Zwigzki rzutowe i metryczne.
Odpowiedniosei homograficzne.

Jezeli dane s3 zmienne z,, &, . . . Z,, to kazdy uklad war-
toscl szezegdlnych (rzeczywistych albo zespolonych) tych zmien-
nych jest elementem (punktem) w przestrzeni
o n wymiarach, ktéra oznaczaé bgdziemy przez S,.

Zamiast n zmiennych mozna wziaé ich n-11irozwazaé sto-
sunki n zmiennych do ostatniej; punkt przestrzeni S, bedzie wy-
znaczony przez wartosci tych stosunkéw, a odpowiadajace sobie
wartosel n—1 zmiennych mozna nazwaé spdélrzednemi
jednorodnemi punktu. Spdlrzedne te mogg przybieraé
wszelkie wartosci, tylko nie mogg by¢ wszystkie zerami.

Réwnanie liniowe jednorodne pomigdzy spéirzed-
nemi jednorodnemi okresla rozmaitosé liniows, zawarts w prze-
strzeni 8, 1 nazwang nadplaszczyzng Przestrzen
S, zawiera co* nadplaszczyzn i takze oco® pun-
ktdw.

Nadplaszezyzna i punkt mogg byé uwazane jako elementy
wzajemne (d wolste) przestrzeni S, ktéra mozemy uwazaé
jako zlozong z punktéw, albo tez dwoiscle, jako zlozong z nad-
plaszczyzn.
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Za spblrzedne jednorodne nadplaszczyzny mozna przyjac
n—- 1 spdlezynnikéw jej réwnania.

Ogél punktéw, ktérvch spdlrzedne czynia zadosé dwom
réwnaniom liniowym, tworzy rozmaitoéé o n—2 wymiarach,
ktéra nazywamy dwuplaszczyzna; ogél punktédw, kté-
rych spélrzedne czynig zadosé & réwnaniom linjowym, nazywa-
my k-plaszczyzng Mamy wiec w ogéle wieloplasaz-
czZyzny.

Yiatwo widzieé, ze n-plaszczyzna jest punktem,
{n—1)-plaszczyzna jest prosta, (n—2)-plaszczy-
zna jest plaszczyzna zwykla, (n-3)-plaszczy-
zna jest przestrzenia zwylkta.

Jezell jako elementy przestrzeni S, przyjmiemy nadplasz-
czyzny, zamiast punktéw, to, przy pomocy znanego rozwazania,
zamiast wieloplaszczyzn bedziemy mieli odpowiednio wielo-
punkty.

‘Wieloplaszezyzny i wielopunkty tworza dwa szeregi zasa-
dnicze, odpowiadajgce sobie dwoiscie w przestrzeni §,, a miano-
wicie: (n—1)-plaszczyzna (zlozona z punktéw), (n—1) - punks
{zlozony =z nadplaszczyzn) sa formami gatunku 1-go (jednego
wymiaru); (n—2) - plaszezyzna 1 (n—2) - punkt sa formami ga-
tunku 2-goit,d.; k-plaszczyzna jest wyznaczoua
wogéle przez n—k-+1 punktdw; jest ona prze-
strzenialiniowa wymiaru n—£k, t. j. Si—i, zawanr-
tg w S,.

Dwie przestrzenie liniowe 8,5, S_p. za-
warte w Sy, niemajg wogodle punktéw wspdl-
nych, jezeli k+/%' >n; majsg zas co najmniej
wspllng przestrzen S, jezelik+ ' =n—7r; mo-
gg wszakzenawet, gdy k% >n, mieé punkty
wspdlne.

Jezeli §, i Sy nie majg punktéw wspél-
nychinalezs do przestrzeni S, wtedy prze-
Strzen liniowanajmniejszego wymiaru, nale-
Zgca do 8, i zawierajgca wsobie obie prze-
strzenie dane, jest wymiaru r-+»+1.

Jezeli S,1 S-maja przestrzen wspdélng S,
wtedy przestrzen hajmniejszego wymiarmn,
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zawierajagca wsobie obie, jest wymiaru t=r+-m,
czylijest wtedy: tfm=r-r,

Inne twierdzenia, dotyczace przestrzeni liniowyeh, zawartyeh
w S., podali: Bertini (Rend. Ist. Lomb. 1866), Segre (Rend.
Palermo II, 1888), Castelnuovo (Rend. Lincei 1889).

Uogoélniwszy zwykle wzory i rozwazania geometryi anali-
tycznej, mozna utworzyé Geometrye analityczng
przestrzeni wielowymiarowych, wprowadzajgc pojecia réwno-
leglosci, prostopadiosci, odleglosci, katdwit. p.

Rozwazania takie wprowadzili Jordan (Bull. de la Sc. math.
I, 103) 1 d'Ovidio (Mem. Lincei 1877, Math. Ann, XII}; ten ostatni
wyprowadzil wzory sposobem bardziej ogblnym, przyjmujac za ab so-
lut przestrzeni (putrz Rozdz. XXI) nadkwadrvke.

Dwie nadplaszezyzny, ktorych réwnania sg:
y Ty “l— e @y + a = O; blxl + ... "‘I“‘{'nmn + ﬂ = 01
nazywaja si¢ réwnoleglemi, gdy:

ay a,

T,

Niechaj beds dwie rozmaitosei Su—p 1 Sa—p Wymiaréw
n—k in—k', dane odpowiednio przez véwnania:

A =a,2 + ...+ 6wy +a, =0,
Su—r :

Ay =apa; ... + U ®n + ar = 0;

By=tbyx +... 4+ bnon+=0;
UMY -

By = binxy + o . = bpazy + B = O

Pomiedzy nadplaszezyznami, zawartemi w Sy—r, niec‘ha:j be-
dzie o niezaleznych od siebie (t. j. takich, Ze nie zachodzi Zaden
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zwigzek liniowy tozsamosciowy o spélczynnikach stalych pomie-
dzy stronami pierwszemi ich réwnan), i réwnoleglych do tyluz
nadplaszezyzn. zawartych w S,—p; mowimy wtedy, ze dwie roz-
rozmaitosci liniowe §,_ 1 S._p posiadaja rdwnoleglosé
rzedun p.

Jezell k(I 1 p=1Ik, powiadamy, Ze pierwsza rozmaitosé
jest rownolegta do drugiej.

Dwierozmaitoscimajg rédwnoleglosérze-
dug, gdyréwnania:

Aty 4 <o i = gy oo e b,

ll"fls + e Apttg, = Plbm + s + ,uk’bk’u

sprowadzajg sig do k+/k'—p rédwnan réznyech,
t. . gdy charakterystyka macierzy tychréow-
nat jest k-£4i'—p.

Odlegtosé dwéch punktdw (z),(y) przedstawia wy-
razenie:

Odlegtoscig punktuodrozmaitosci linio-
we] jest odleglosé jego od najblizszego punktu rozmaito-
§ci; ten ostatni punkt nazywa si¢ rzutem ortogonalnym
danego.

Odlegltoscig dwéchrozmaitosci liniowych
jest odleglosé dwéeh punktdéw najblizszych siebie: jednego wjed-
nej, drugiego w drugiej rozmaitosci .

Rozmaitosé S, nazywa sig prostopad?la do rozmaito-
sei Sy, jezeli, po poprowadzeniu przez pewien punkt przestrzeni
dwdch rozmaitosci §'u_; 1 8s_p réwnoleglych do rozmaitosci
danych, kazdy punkt rozmaitosci S'u..; rzuca sig na rozmaitosé

''w—r W punkcie, nalezgcym do wspdlnego przecigcia obu rozmai-
tosei S'.

Jezeli rozmaitosc S, ., jest prostopadia do S._¢, to 1 roz-

maitos¢ S,_; jest prostopadia do S,_.
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Niechaj beda dwie proste, dane przez réwnanja:

Uy Ty—ag Ly By—by L=l a—b,
ay ap T e T B —”-‘_-_E»__’
wyrazenie:
00828=-—~—2—:1—rﬁ—r:_—
2a 2f;

pozostaje niezmiennem co do wartosci (jest
niezmiennikiem) dla kazdego przeksztalce-
nia liniewego ortogonalnego spélrzednych,
t. j. dla takiego przeksztalcenia liniowego,
wykonanegona zmiennych x ze wyznacznik
przeksztalcenia jest wyznacznikiem ortogo-
nalnym (patrz ,Repertoryum¢, t. I, str. b8).

Kat 6 nazywa sie kg tem dwdch prostych.

Jezeli dane sg dwie jakiekolwick rozmaitosci, to za pomocs
poprzedzajacego wzoru mozna obliczyé kat pomiedzy jakakol-
wiek prosta w jednej z nich a jakgkolwiek prosta w drugiej;
najmniejszy ztych katéw, w ten sposéb utworzonych, na-
zywa sig katem dwéch rozmaitoseci.

Dwierozmaitoscisg prostopadle, gdy ich
kgt jest kgtem prostym; w tym przypadku kaz-
da prosta jednej rozmaitosci jest zawsze pro-
stopadla do kazde]j prostej w rozmaitosci
drugiej.

Przecigt przestrzen S, przestrzenig S, znaczy zbudo-
waé przestrzen Sp = Sy, . Wspblng obydwdm; wykonasé
rzut (rzucid) przestrzen S, z przestrzeni S, znaczy zbudo-
waé przestrzen S.;r_;, obejmujacy obiedwie.

Jezeli wdwéch przestrzeniach S,, Sy dane
sg grupy nt+2 punktdw, tomozna zawsze za po-
mocy rzutdwiprzecigé przejsé od jednej gru-
py dodrugiej, ‘

Dwie przestrzenie n-wymiarowe S, 1 &, nazywajg sig rzu-
towemi, homograficznemi lub kolinearnemj
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jezeli pomiedzy zawartemi w jednej z nich przestrzeniami linic-
wemi a przestrzeniami jednoimiennemi, zawartemi w drugiej.
zachodzi odpowiednios¢ dwujednoznaczna ciaggla taka, iz dwdém
przestrzeniom, nalezacym do jednej, odpowiadaja dwie prze-
strzenie, nalezace do drugiej, i nadto prostej punktowej w jed-
nej z nich odpowiada punktowa rzutowa w drugiej.

Dwie przestrzenie S,1 8, homograficzne
inalozone niemoga mieé wiecej niz n4+2 pun-
Etéw zjednoczonych jezeli nie zlewajag sig,
oile n+1jakichkolwiek ztyeh punktdéw nie
znajduja sie na tej samej nadplaszczyznie.

W sposéb podobny okresla sie dwoistosé lub wza-
jemnos¢ miedzy dwiema przestrzeniami

Homografie miedzy dwiema przestrzeniami przedstawiamy,
jak zwykle, analitycznie, ustanawiajgc zwigzki liniowe pomiedzy
spolrzednemi odpowiadajgcych sobie punktéw w dwdéch prze-
strzeniach: homografia jest o gé1lna, gdy wyznacznik spdl-
czynnikow tych zwigzkéw liniowych jest rézny od zera; lecz
mozna wyobrazi¢ sobie, ze wyznaczuik ten jest zerem i posiada
charakterystyke = — /-1 (patrz ,Repertoryum® t. I, str. 48),
wtedy otrzymujemy homografie osobliwe gatun-
kul Wtymprzypadku wjednej zdwdch prze-
strzeni istnieje przestrzen liniowa S wy-
miaru k—1 (przestrzen osobliwa), ktérej kaz-
demu punktowiodpowiadajg wszystkie pun-
ktyinnej przestrzeni: i wzajemnie:w przestrzeni
drugiej istnieje przestrzen 8,-, wymiaru n—7%
(przestrzen osobliwa), ktérej punktom odpo-
wiadaja w pierwszej przestrzeni punkty prze-
strzeni §';,, obejmujgcej przestrzen osobliwag S, _,

Teorye homografij dla nadprzestrzeni rozpoeczal Veromnese
W pracy mniZej wymienionej; potem prowadzili ja: Segre (Mem,
Lincei 1884—1886, Mem. Torino 1885), Bertini (Rend. Ist. Lomb.
1886—7, Acc. di Torino 1887), Predella (Ann. di mat. XVII, Ace.
Torino 1890—92) i t. d.

Cayley (Cambr. mat. J, IV 1845, Crelle 1846, Papers, I str.
55, 317) i Cauchy (Comptes rend, 1847) pierwsi stosowali wyra-
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Zenia geometryi n-wymiarowe j; pierwszg zad definicye rozmaito-
sei n-wymiarowyeh podal Grassmann w swojej .Ausdelnungslehre
(1844).

Pierwszy glghoki rozhidr zasad Geometryi w przestrzeni jakiej-
kolwiek zawdzigezamy Riemannowi(Ueber der Hyputhesen, die der
Geometrie zu Grunde liegen 1854, oglosz. w r. 1867; przeklad polski
Dicksteina i Gosiewskiego, Paryz 1877): Riemannowi
zawdzieczamy tez pojecie krzywizny przestrzeni (patrz Rozdz. XX).

Prace i badania, odnoszace sie do geometryi n-wymiarowej,
mozemy podzielié na trzy kategorye. Do hategoryi pierwsze) mozna
zaliczyé wezystkie prace, dotyezace zasad podstawowyeh geometryi
w znaczeniu bezwzglednem, t j. niezaleznie od pewnyeh
liypotez zasadniczyceh o naturze przestrzeni. np od hypotezy linio-
wosei, Pomiedzy temi poszukiwaniami, z ktoremi tacza sie nastepnie
prace o podstawach geometryi nieeuklidesowej Lobacze wskiego
i Bolyai'n (patrz Rozdz, XXI), glownemi sa prace: Riemanna
(patrz wyzej). Cayley’a (Phil. Trans. 1859, Papers II) Beltra-
miego (patrz § 6), Helmholtza (Ueber die Thatsachen, die der
Geometrie zu Grunde liegen, Gott. Nachr, 1868), Kleina (Math.
Amu, IV, VI), De Tilly'ego (Essai sur les principes fondam. de la
Géow, 1879), G. Cantora (Crelle LXXXIV, lub Acta math. II),
Liego (Leipz. Ber. 1886, 1890, it d. Wykind systewmatyezny tego
przedmiotn zawieraja prace: Pascha (Neuere Greometrie, Lipsk 1882),
Verouese'go (Fondamenti di Geowmetria ete., Padwa 1891, przeklul
niemiecki 18941, Killinga (Einfithrung in die Grundlagen der Geo-
metrie, Paderborn 1893), W koficn dziela Veronesego znajdujg
si¢ liezne wskazowki historyezno-krytyezne. Druga kategorya badaf
dotyezy rozeiggnigeia na przestrzenie wyzsze pojeé i wzordw zwyklej
geometryi nieskoficzonostkowej (patrz Rozdz. XX). Trzecia wreszcie
dotyezy rozeiggnigeia na rozmaitodci wyZsze poje¢ i zagadnien geo-
metryi rzutowej i metryeznej plaszezyzny i przestrzeni. Cytowane juz
prace Jordana i d'Ovidia naleza do tej kategoryi, do ktirej za-
licza sie te’ podstawowa praca Veronesego w Math. Ann. t. XIX.
Od tej wlaénie rozprawy rozpoczyna sig praca nad geometrys rzutows
nadprzestrzeni, t. j. teorya homografij ogdlnyeh, teorya rozmaitodei
rzedéw wyzszych zawartych w S,, a specyalnie teorya nadkwadryk,
krzywyeh, powierzchni prostoliniowyeh i t. d., zawartych w S, . Jest
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rzeexs naturalna, Ze starano sie takie rozeiagna¢ na przestrzenie
wielowymiarowe teorye odpowiedniviei dwonwymiernyeh plaszezyzn
i przestrzeni zwyklyeh (patrz Rozdz. VI, § 5, Rozdz. IX, § 6). Naleza
tu prace: Noethera (Math. Ann, II), Kantora (Rend Ist, Lomb,
1894), Brilla (Quart. Journ. XXVH, 1895) i (dla przestrzeni cztero-
wymiarowej) Del Pezzo (Ace. Napoli 1896 - 97).

Geometrva wykresina w przestrzeni czterowymiarowej zajmo-
walsie Veronese (Atti Ist. Ven. 1882), Wziawszy za element
przestrzeni czterowymiarowej prosta zamiast punktu, moZna utworzy¢
Geometrye prostej; badania o tym przedmiocie oglosili:
Segre (Rend. Palermo II) i Castelnuovo (Att Ist. Ven. 1891).

Nalezy wreszeie wspomnie¢, Zze kinematyka w przesirze-
niach wyzszyeh zajmowali sie: Jordan (w pracy wspomnianej)s
Clifford (Proe. Lond. math. Sve. 1878), Beltrami (Bull. coc.
math, 1876). Dluga liste prac o tym przedmiocie moZpa znalesé
w dziele Lorii(Teorye geometryezne it d ).

$ 13,
Rozmarstoser niefiniowe. Nadpowierzchnie, Przedstawienie monoidalne.

Ogdl tych punktéw przestrzeni S,, ktorych spélrzedne
czynig zadosé rownaniu wymiernemu calkowitemu jednorodne-
mu rzedu » wzgledem spolrzednych, nazywa sie¢ nadpo-
wierzchnig algebraiczng rzedu ».

Liczba» jest liczba punktdw, wktdrych
prosta przecina powierzchnie.

Nadpowierzchniarzeduy jest wyznaczona
przez

N(VJI—(NTy)—-l
»

punktow dowolnyeh.
Przez punkt P nadpowierzehni mozna poprowadzié do
niej proste, majace w tym punkecie d w a przeciecia zjedncezone
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(stycznosé dwupunktowa): miejscem wszystkich tyeh
prostych jest nadplaszezyzna, ktéra nazy-
wamy nadplaszceczyzng styczng donadpowierz-
chni wpunkcie P.

Nazywamy klasg nadpowierzchni liczbe jej nad-
plaszezyzn stycznych, przechodzacych przez rozmaitos¢ ogélng
S—2 przestrzeni ~,; klasa nadpowierzchni rzedu » réwna sie
w og6le »\y — 1", jezeli nadpowierzchnia nie ma osobliwosci,
t. j. kiedy przedstawia sig przez rdwnanie ogdlne.

Nazywamy punktamiosobliwemirzedu r nad-
powierzchni takze punkty, ze kazda prosta,przez nie przechodzaca,
spotyka w nich powierzchnie w r punktach zjednoczonych.

Kazdy punkt osobliwy rzedur zniza kla-
se powierzchni o r(r—1)*! jednoscl

Nadpowierzchniarzedu » z punktem »-krot-
nym sklada sig z co prostych, przez ten punkt
przechodzacych (stozek)

Nazywamy rozmaitoscig algebraiczng wy-
miaru kirzedu v przestrzen k-wymiarows, zawarta w S,
i taks, ze kazda przestrzen S,_, w S, zawarta przecina vwazang
w ogoéle w » punktach roznych,

Rozmaitosel dwuwymiarowe nazywajg sig zwykle po-
wierzchniami, jednowymiarowe krzywemi.

Rozmaitos¢ algebraiczna nazywa sie¢ normalng dla
swej wlasne] przestrzeni, jezeli nie moze byé uwazana jako
rzut rozmaitosel tegoz rzedun, zawarte] w przestrzeni wyz-
szej. Kazdarozmaitosé algebraiczna wymia-
rukirzeduy jest zawsze zawarta w przestrze-
niliniowej Sgyy—1,ale moze byt¢ zawartaiwprze-
strzeni liniowej nizszej. W szezegdlnosei: Kazda
rozmaijtosérzedu 2-go k-wymiarowa jest zaw-
sze zawarta wprzestrzeniliniowej S;4.

Kazda krzywa rzedu v jest zawsze zawarta
w przestrzeni liniowej, ktédrej wymiar wy-
nosinajwyzej»
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Z tego twierdzenia wyprowadzamy, ze krzywa rzedu 2-go
jest zawsze naj wyze] plaska. krzywa rzedu 3-go jest naj-
wyze]j krzywa szescienna skosna 1 t. d.

Jezeli dana jest rozmaitoséé wymiarulk, to
0261 wszystkich prostychstycznych do niej
w punkecie (patrz nizej) tworzy rozmaitosé linio-
wa tegoz wymiaru k. Co do przestrzeni liniowych stycz-
nych do rozmaitosei patrz Del Pezzo (Acc Napol 1886).

Dwie rozmaitosci algebraiczne, jedna
rzeduv i wymiaruk, drugarzedus» 1 wymiaru
I'przecinajg sie wedlug rozmaitoscirzedu »
iwymiaru k4L —n. oile b+ >n, itedwieroz-
maitodciniemajarozmaitosci wspdlnej rzedu
réwnego k—+Ai'—n+1 lub wyzszego; jezeli zas
k+l<<n, wtedy tedwierozmaitosci nie majsg
w ogdélnosci zadnego punktu wspdlnego; jezeli
k+k=mn, tomajaw punktéw wspélnych (Hal-
phen, Bull Soc. math. I, Noether Math. Ann. XI)

Podobuie jak dla krzywych skosuych przestrzeni zwyklej,
nasuwa sie tu naturalnie zagadnienie o przedstawieniu anali-
tycznem w przestrzeni S, takich rozmaitosci, ktére nieza w-
sze.sy przecieciami zupelnem1 nadpowierzchini. W tym
to wtasnie celu Halphen (l.c.) uogdlnil przedstawie-
niemonoidalne Cayley'a dla krzywych skosnych (patrz
Rozdz IX, § 2).

Monoida jest nadpowierzchnia rzedu » z punktem
(v—1) - krotnym; kazda prosta, przechodzaca przez punkt wielo-
krotny, spotyka ja w jednym tylko punkcie (stad nazwa mo-
noidy). Kazda rozmaitosé wymiaru k moze byé
przedstawiona analitycznie przez zwiazek
jednorodny pomiegdzy k+2spdéirzegdnemi (jed-
narodnemi) &y, Z;, . .. %p, przedstawiajgcy nadpo-
wierzchnig stozkowaiprzez n—k—1 monoid.

Inna metoda przedstawienia analitycznego rozmaitosci
opiera sig na nastepujgcem twierdzeniu Kroneckera, o kté-
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rem mowilismy juz w teoryi krzywych skosnych w przestrzeni
zwyklej (Rozdz. IX, § 2):

Kazda rozmaitosé wymiaru k& w przestrzeni S,
moze byé uwazana za przecigcie zupelne najwy-
ze] n+1 nadpowierzchni.

o
o

Nadkwadryki przestrzeni 8,. Wskazdwki o nadpowierzchniach
szesciennych przestrzeni S, .

Nadkwadryka przestrzeni S, jest nadpowierzchnig rze-
du 2-go, analitycznie przedstawia sie tedy za pomocg rownania
stopnia 2-go pomigdzy spélezynnikami.

n(n-3)

D)

Przez punktow przestrzeni S, prze-

chodzi wogdle jedna tylko nadkwadryka.
Nadkwadryka jest nadpowierzchnig klasy 2-ej.
Jezeli réwnanie nadkwadryki napiszemy w postaci

E'lf af? w&‘ mf = 0) (“!J"I_—-Ot 152 ey n)
to wyrdéznikiem jej bedzie:

4 = lﬂf-vl

Jezeli ten wyrdznik nie jest zerem, mamy nadkwadryke
ogblna; w razie przeciwnym mamy stozki kwadrykowe
lub nadkwadryki specyalne. Sa one réinych gatun-
kéw odpowiednio do charakterystyki wyznacznika A; jezeli ta
charakterystyka jest liczba n—Ah--1, mamy wiedy sto-
zek kwadrykowy gatunku A

Stozek kwadrykowy gatunku h zawiera co pun-
kté6w podwéjnych,tworzgeych przestrzen liniowa
Si_1;jezelih=1 mamytylkojedenpunktpodwdjny.

Pasecal. Rep. I1. 42
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Nadkwadryki nie majg niezmiennikéw bez-
wzglednych; majg tylko jeden niezmiennik (wy-
roznik), sa wiec wszystkie réwnowazne z punktu
widzenia geometryi rzutowej.

W nadkwadryce ogélnej zawarte sg przestrzenie liniowe

: n—2 n—
wymiaru —5— albo —;
rzyste albo nieparzyste.

Jezeli nadkwadryka jest gatunku 4. wtedy zamiast liczl
n+h—2 n-t+h—1

1 : .
, stosownie do tego, czy n jest pa-

5 albo 5

,stosownie do te-

powyzszych mamy
2o, czy n—l jest parzyste albo nieparzyste.

Jezeli n jest nieparzyste, istniejg dwa uklady rézne prze-
strzeni S,—i, zawartych w nadkwadryce; pomiedzy przypadkiem

-

n—1 . n—1l . sachodzi ta zasadni

—5— parzy stego a —;, © nieparzystego zachodzi ta zasadnicza
réznica, ze w plerwszym z nich przecinaja sie dwie rozmaitosci
Su— tylko wtedy, gdy naleza do jednego ukladu, w drugim zas

wgedy, gdy nalezg do ukladéw réznych (Segre). Ogdlniej:

oo Gt G & ; n—1
Jezeli przestrzen (nieliniowa) wymiaru —5—,zawarta wnadkwa-

2
dryce, spotyka w & punktach przestrzenie liniowe S.—; ukladu

plerwszego, w k' punktach przestrzenie liniowe ukladu drugiego;
jezeli innej przestrzeni analogicznej odpowiadajg podobnie pun-
kty %, 1 &';: wtedy liczba punktdw, w ktdrej sie te dwie prze-
strzenie przecinaja, wynosi: Ik’ 47k, gdy &9_«—1 jest niepa-
n—1
2

Twierdzenie to podal Segre; jest ono uogélnieniem
twierdzenia Chaslesa okrzywychalgebraicznych, nakreslonych
na kwadryce w przestrzeni zwyklej (patrz Rozdz. X, § 1).

rzyste; kle k'L, gdy

jest parzyste.

Nadkwadryki badal najprzéd Veronese (rozprawa w Matl,
Ann, XIX, § 3); potem poswiceil im obszerna prace Segre (Mem,
Torino 1884), ktory badal takze peki nadkwadryk i nadpowierzelnie
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rzedu czwartego, p o dstawe peku, oraz podat ich klasyfikaeye.
oparta na teoryi dzielnikéw elementarnyeh Weierstrassa (patrz
Rozdz. XIV, § 71III). Badanie i klasyfikacya tej nadpowierzehni rzedn
4-zo sa pokrewne z badaniem powierzehni rzedu 4-go o stozkowej po-
dwojnej, ktora to powierzehnia jest rzutem nadpowierzehni rzedu 4-go
w przestrzeni S;. Patrz Rozdz. XII, § 6. Peki nadkwadryk badal
tez Bertini (Rend. Lincei 1886), peki nadkwadryk wyspecyalizo-
wanyeh (stozki) Segre (Ace. Torine 1884); dalej przedmiotem tym
zajmowal sig¢ Del Pezzo (Ace. Napoli 1885, 1895), a o réwnaniu
rozniczkowem nadkwadryk pisat Berzolari (Rend. Lincei 18961
0O tworzeniu rzntowem nadkwadryk. jako o uogélnieniu tworzenia kwa-
dryk (Rozdz. V, § 1), pisali Veronese i Segre (l.c.).

Nadpowierzchnie szescienne w przestrzeni czterowymiarowej
badali w przypadkach waZniejszych (mianowicie: nadpowierzchaie
zawierajace plaszezyzny; nadpowierzehnie z 6, 7, 8, 9, 10 punktami
podwdjnemi} Segre (Mem. di Torino XXXIX, Atti di Torino 1887,
i Castelnuovo (Atti. Ist. Veneto 1881). Niektoremi rozmaitoscia-
i tréjwymiarowemi, ztoZzonemi z szeregdw plaszezyzn, zajmowal sie
Begre (Atti Torino XXI. 1886).

8 4

Powierzehnie lub rozmaitosei dwuwymiarowe przestrzeni §, .

Prostoliniowe. Powierzchnia Veronessego w przestrzeni S; .

Pomiedzy rozmaitosciami /[ - wymiarowemi, zawartemi
w przestrzeni ,, badano specyalniej powierzchnie (k=2), a pe-
miedzy temi ostatniemi zndw powierzchnie, dajace sie rozwingc
iy plaszczyznie, oraz powierzchnie prostoliniowe.

Badali je: Veromnese (L. c.), Segre (Atti Torino 1884,
15886; Rend. Lincei 1887, Math, Ann. XXX, XXXIV), Del Pezzo
(.Ace. Napoli 1885—86-—87; Rend. Palermo 1. 1887).

Wiele rozwazan o powierzchniach przestrzeni zwyklej me-
zna latwo rozciagnaé na powierzchnie w przestrzeniach wyz-
szych, tak np. odwzorowanie plaskie, rozwazania dotyczace ro-
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dzaju powierzchni i t. p. Co do tych ostatnich rozwazan patrz
prace, cytowane w rozdz. IX, § 4; w pracy tamze wspomnianej
Segrego uogdlnione zostaly rozwazania, dotyczace charak-
t eru niezmienniczego, analogicznego z rodzajem.

Powierzchnia, dajaca sig odwzorowaé punktami na plasz-
czyznie, jest homaloidalng (lub powierzchmia ro-
dzajuzero, wymierns, jednobiezna).

Jezeli powierzchnig prostoliniows, nalezaca do przestrzeni
Sy, przetniemy przestrzeniami liniowemi S,—;, otrzymamy na-
turalnie krzywa jednego 1 tego samego rodzaju (ors-
dzaju krzywych patrz § 5); rodzaj ten przyjmujemy jako rodzaj
powierzchni prostoliniowej. (Rozdz. IX, § 1)

Wszystkie powierzchnie rzedu n—1, nale-
zace do przestrzeni §, (a nie do przestrzeni
liniowej nizszej), sg albo prostoliniowemi,
albostozkami, zwyjatkiem (gdy n=5) t. zw. po-
wierzehni rzedu 4go Veronesego, o ktére] nizej
méwimy (Del Pezzo).

Powierzchnie rzedu n, zawarte w prze-
strzeni S, dla #n>9, sa wszystkie prostolinio-
wemi.

Powierzchmnie rzgdu », zawarte w prze-
strzeni S, sa dla » ponizej pewnych granie
wszystkie prostoliniowemi. Granice te obliczyl
Del Pezzo(Acc. Napoli 5 lutego 1887), lubo sposobem niebar-
dzo prostym,

Powierzchnia prostoliniowa rzedu n—1,
nalezgca do powierzchni §,, jest zawsze wy-
mierna.

Nazywamy kierownica powierzchni prostoliniowej
krzywsg, ktdrs spotykaja wszystkie tworzace.

Kazda prostoliniowa rzedu n—1 w przestrzeni S, ma je -
dn ¢ tylko kierownice rzedu najnizszego, wyjawszy przypadek,

w ktorym # jest nieparzyste, a rzad najnizszy jest E—Q_—l; w tym

bowlem razie kierownic rzedu najnizszego (,najmniejszych*)
jest col.
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Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, abydwie prostoliniowerzedu n—1 prze-
strzeniS,, byly rzutowo toZsamosciowemi jest,
by mialy kierownice najmniejsze tego same-
go rzedu

Na tem opiera si¢ klasyfikacya prostoliniowych rzedu n—1
przestrzeni §, wedlug rzedun kierownicy najnizszegorzedu; rzad

ten moze zmieniaé sie od1ldo Hg- albo do ﬂ;l

(Segre).

Na prostoliniowej rzedu n—1 przestrzeni §, dwie kiero-
whnice rzedéw n—Ik, n—=~&' przecinaja sie w n—k—k'—3 punktach.

Prostoliniowe wymierne (p=0) rzedun—1
iakiejkolwiek przestrzeni mozna otrzymaé
wszystkie, jako rzuty powierzchni prosto-
liniowych rzedu n—1, nalezgeych do prze-
strzeni S,.

Prostoliniowe eliptyczne (p=1) rzedu nt1
jakiejkolwiek przestrzeni, a nie bedace stoz-
kami, sg zawszerzutami powierzchni prosto-
liniowychrzedun n{1 przestrzeni §,.

Wszystkie prostoliniowe, (nie bedgce
stozkami) rodzaju 2 i rzedu n43, sg rzutami
prostoliniowyech tegozrzedu, nalezgcyech do
przestrzeni S,. Ogélniej: Wszystkie prosto-
linilowerzeduvirodzajup nalezagce do jednej
przestrzeninizszej niz S, sgrzutami pro-
stoliniowych tegosamegorzedu, nalezacych
do tejze przestrzeni

Kazda prostoliniowa rzedu » i rodzaju p ma krzywe kiero-
wnicze rzedn < <42~ ; stad, podobuie jak dla prostolinio-
wych wymiernyeh, wynika kryteryum klasyfikacyl prostolinio-
wych wedlug ich kierownic najnizszego rzgdu.

Wzér Sturma-Segrego, dotyczacy rzeduirodzaju
krzywej, nakreslonej na prostoliniowej, podalismy w Rozdz.
1X, § 4.
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Prostoliniowa rodzaju p>01 rzedu »>4p?), o ile nie jest
stozkiem, zawarta jest najwyze] w przestrzeni §,_,; jezeli
jest zawarta w przestrzeni S,—, i przytem p>1, wtedy ma kie-
rownice podwdjna; jezeli jest zawarta w przestrzeni S,._p—1 1 pray-
tem p>2, wtedy ma stozkows podwdjng albo tez kierownice pro-
stoliniowsa albo potrdjna, gdy zas p>>3 — krzyws pojedyhcza
plasks rzedu +-go (Segre).

Powierzchnia Veronesego, ktéra oznaczaé be-
dziemy przez V,*, jest powierzchnig rzedu 4-go, zawartg w prze-
strzeni pieciowymiarowej; daje si¢ ona punktami odwzorowad
na plaszezyznie (jest homaloidalng) i jest powierzchnia
normalnsg (patrz § 1) dla przestrzeni S; .

Mozna jg utworzyé, ustanawiajac odpowiednios¢ homogra-
ficzng pomiedzy nadplaszezyznami przestrzeni S, a stozkowemi
plaszezyzny; wszystkim stozkowym, przechodzacym przez jeden
punkt, odpowiadaé bedzie co* nadplaszezyzn przestrzeni S .
spotykajacych si¢ w jednym punkcie; miejscer tych pun-
ktéw jest powierzchnia Veronesego.

Powierzchnia zawiera uklad podwdjnie nieskonczony stoz-
kowych K; przez dwa jej punkty przechodzi jedna tylko stoz-
kowa, a przez jeden punkt przechodzi stozkowych co?.

Dwie stozkowe K spotykaja sig w jednym punkeie 1 sa po-
lozone w przestrzeni S, styczne] w tym punkeie do powierzchni.

Plaszczyzny styczne tworzg nadpowierzchnig klasy 3-ej.

Plaszezyzny stozkowych K nazywajy sie plaszczy-
znami siecznemi gatunku 1-go.

Dwie plaszczyzny sieczne gatunku 1-go nie przecinaja siz
wedlug prostej, lecz zawsze spotykajg sie w jednym tylko pun-
keie; stanowia one nadpowierzchnig rzedu 3-go.

Plaszczyzna przestrzeni S; nie ma wogdéle zadnego
punktu wspdlnego z przestrzenia (nie jest sieczng), ale moze
mieé jeden, dwa, trzy punkty wspélne; jezeli ma trzy punkty

') Ograniezenie to sluzy jedynie do prostszego wyrazenia wynikdw.
Patrz prace Segre go w Math, Ann. | e.
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wspdlne, a nie jest gatunku 1-go, wtedy nazywa sig ptasz-
czyzng styczna gatunku 2-go.

Pomiedzy nieskoficzenie wieln nadplaszczyznami S, prze-
chodzacemi przez plaszezyzng styczng do powierzchni w punk-
cie, jest jedna tylko, przecinajaca powierzchnie wedlug dwdch
zlewajacych sig stozkowych; taka nadplaszczyzna nazywa sie
nadplaszczyzng styczna podwéjna.

Nadplaszezyzny styczne, podwdjne, ktérych jest co, ob-
wodza powierzchnie wzajemna (klasy 4-ej) z dana. Dwie takie
nadplaszezyzny przecinajg si¢ wedlug plaszezyzny stycznej;
dwa punkty powierzchni okreslaja plaszczyzne sieczng gatunku
1-go. Dwie plaszczyzny styczne spotykajg sie zawsze w jednym
tiylko punkcie.

Pomiedzy powierzchniami, nie zawartemi w przestrzeni S,,
powierzchnia Veronesego jest jedyng powierzchnia, ktérej
kazde dwie plaszczyzny styczne spotykajg sig (Del Pezz o).

Jezeli rzucimy powierzchnig V,? z prostej S, na prze-
strzen nasza, otrzymamy wtedy powierzchnig Steinera (patrz
Rozdz, XTI, § 9). Jezeli prosta 8, spotyka powierzchnie V,*
w punkeie, wtedy rzut jest powierzchnig prostoliniows rzedu
3-go; jezeli prosta S, spotyka powierzchnie V,* w dwdch punk-
tach, otrzymujemy kwadryke; jezeli wreszcie prosta S, jest
styczna do F,*, otrzymujemy stozek kwadrykowy.

Powierzchnia Veroneseg o nalezy do kategoryi ogdl-
nej powierzchni normalnych homaloidalnych rzedu s w prze-

strzeni o ﬂgié)— wymiarach; powierzchnie takie maja te

wlasnosé zasadnicza, Ze przy pomoey rzutu ich na przestrzen
nasza mozna otrzymaé wszystkie powierzchnie przestrze-
ni S, dajace sig odwzorowaé punktami na plaszezyznie przy po-
mocy krzywych rzedu 7 albo mniejszego od %.

Powierzchnig te zanwazyl najprzéd Veronese wpracy
swej w Math, Ann. XIX: pd#niej badal ja w rozprawie osobnej (Mem,
Lincei XIX, 1884).

Z badaniami temi pokrewne sg badania stozkowych na
plaszczyznie, o ktérych byla mowa w Rozdz. IV, § 5-
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s
<

Krzywe w przestrzeniach S, .

Przechodzimy do rozmaitosci jednowymiarowych, t. j. do
krzywych. Przedewszystkiem latwe jest uogélnienie (nad
ktérem nie zatrzymujemy si¢) pojeé: plaszczyzny scisle
stycznej (majacej z krzywa trzy przeciecia nieskonczenie
blizkie) w punkcie krzywej, przestrzeni S; $cidlestycznej
(majacej cztery przeciecia nieskonczenie blizkie)1t.d. Nadto prosta
styczna nazywaé sig bedzie stateczng albo przegiecio-
wa, gdy ma z krzywa trzy przeciecia nieskonczenie blizkie;
plaszczyzna Scisle styczna nazywaé sie bedzie statecznag,
gdy, zamiast trzech, ma cztery nieskonczenie blizkie prze-
ciecia z krzywa 1 t. d.

Pierwsze nasuwajace sig tu zagadnienie dotyczy zwigzkéw,
istniejgcych pomiedzy liczbami charakterystycznemi, t. j. doty-
czgee uogdlnienia znanych wzoréw Pliickera dla krzywych
plaskich i wzoréw Cayley'a dla krzywych skosnych przestrzeni
zwyklej. Zagadnienie to rozwiazal pierwszy Veronese wcy-
towanej rozprawie.

Rozwazmy rzut krzywej C" przestrzeni S, z punktu
przestrzeni S, na przestrzen liniowg S, -1; otrzymamy krzywa
w przestrzeni S,_;. Rzut te] krzywej na przestrzen liniowa
Sa—z da nows krzywsa w przestrzeni 8, »1it. d. Rozwazmy da-
lej nadpowierzchnie roz wijaln g, utworzons ze stycznych do
krzywej C™. oraz przeciecie tej nadpowierzchni z przestrzenig
liniows, S,_;; potem rzucajmy to przeciecie kolejno, jak przed-
tem, na przestrzenie liniowe nizsze. Rozwazmy nadto rozwijalna,
odnoszaca sie do wskazanego wyzej przeciecia; przetnijmy ja
przestrzenig liniowsg S,_, 1 postepujmy, jak wyzej, tworzac ko-
lejne rzuty na przestrzenie niZsze.

Postepujae tym sposobem, otrzymamy n—1 krzywych pla-
skich, ktérych liczby charakterystyczne odpowiadaé bedg tyluz
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liczbom charakterystycznym krzywej danej: stosujac do kazdej
z tych krzywych wzory Plickera, otrzymamy razem 3(n-1)
zwigzkow pomiedzy liczbami charakterystycznemi
krzywej danej.
Oznaczmy przez: m rzgd krzywej C": k—porzadek
pierwszy krzywej O, t.]. liczbe stycznych S krzywej ™,
przecinajacych przestrzen S,—» dowolng; w —perzagdek
drugi krzywej C”, t.]. liczbe plaszczyzn S, scisle stycznych
do O™, przecinajgcych dowolng przestrzen S,—;; w—porza-
dek trzeci krzywej C», t.]. liczbe przestrzeni $cisle stycz-
nych §; do krzywej C™, przecinajagcych dowolng przestrzen
Sy—ty - - . .; W porzadek (n—2)—i krzywej €=, t. j. liczbe
przestrzeni §,_; $cisle stycznych do krzywej €™, spotykajacych
prosta dowolng ; przez «w™—® klase krzywej; w, — liczbe
stycznych przegieciowych (z trzem a punktami nieskonczenie
blizkiemi wspdélnemi z krzywsg); w;*)—liczbe plaszczyzn écisle
stycznych (z czterema punktami nieskonczenie blizkiemi
wspOlnemi z krzywa); w,® — liczbe przestrzeni §; statecznych ;
........ ; 0,3 —liczbe przestrzeni S, » statecznych: w,®—2
liczbe przestrzeni S,_, statecznych; R — liczbe ostrzy krzywe]
C»: D;—liczbe punktéw podwdjnych krzywej C*; D—liczbe
przestrzeni S,_s. przechodzacych przez n—2 punktéw dowol
nych 1 przecinajacych dwa razy krzywa skosna (punkty po-
dwdjne pozorne); DV —liczbe par stycznych niekolejnych krzy-
wej, (" przecinajacych przestrzen S,_; w dwéch punktach pro-
stej, ktéra przecina dowolna przestrzen S, y; D'®—liczbe par
plaszezyzn scisle stycznych niekolejnych krzywej C™, przecina-
jacych przestrzen S,—, w dwéch punktach prostej, ktdra spotyka
dowolna przestrzen S,—s; ........ ; D*-% — liczbe par prze-
strzeni S,_; Scisle stycznych niekolejnych do krzywej (™, spo-
tykajacych si¢ w punkcie danej plaszezyzny dowolnej (albo rzad
nadpowierzchni podwdjnej o n—2 wymiarach dla rozwijalnej,
utworzone] z przestrzeni S, Scisle stycznych do C™); d— licz-
be przestrzeni S.—., przechodzacych przez n—2 punktéw do-
wolnych 1 zawierajgcych dwie styczne niekolejne krzywej C™;
(0] —-liczbe par plaszczyzn Scisle stycznych niekolejnych krzy-
wej C™, przecinajacych przestrzen S, wedlug dwdch prostych,
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ktire razem z m—3 punktami dowolnemi stalemi przestrzeni
S.—1 znajduja sie w te] samej przestrzeni Si—e; ........ ... .
W"—2—Ticzbe par przestrzeni scisle stycznych §,—; niekolejnych
krzywej C”, przecinajacych sie wedlug prostej plaszezyzny sta-
tej; d, —liczbe stycznych podwdjnych krzywej C™; d(”—-hezbq
p'ra.-‘-szczyzn stycznych podwéjnych krzywej C®; ............
d, (=% —liczbe przestrzeni S, Scisle stycynych podwcunych
krzywej C.

Ustanowiwszy te oznaczenia, mamy zwigzkil na-
stepujace:

k=m(m—1)—2(D+4D)—3 R; m=k(k—1)—2(d+4d,)—3(w +1,);
w—tw, —R=2(k—m).
w == I (k—1) - 2(1M4-d)) — 8 (m+;):
k= w(w—1)—2(dV+d,00) — 3 (102 -{-10,2})
m 4wy — (W) = 3 (k—w).
v = ww—1)—2(DY4+d) —3 -+ w,™);
w o= wh(w?» —1) = 2(dP -+ ;) — 3 (w® 4 w,?) :

k4w — (w?4w,®) = 3(w—uwh).

w(n——ﬁ} — qpli—di (?6{"—43—1)-—'2( D{r:—2}+d1(n—3)) =8 “0{11—5)_}_?01 (a-—-s]);
WA= = le=9) (1 =8 —1) — 2 (Ar—2f-f, (D)) — 3 g, =2,
W) | 2(1—8) — g (=) —= 3 ((qplr—4) — qpl1=9))

Jezeli okreslimy rodzaj p krzywej C=, jako rodzaj jakiego-
kolwiek jej rzutu plaskiego, bedzie:
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(m—1) (m—2)

p = ) — [Pl —=R
— _|k_—1)21 =2 _ () — (ewy)
= =D (pedy) — (et
(10—1)2(35—21 — (A F 4D ) — ) 10,0),

Krzywa, bgdaca przecieciem zupelnem n—1
naldpowierzchni przestrzeni §, rzedow »,v..0—1

jest rzedu m=w;».....7: jej porzadkiem
pierwszym jest:
) F T i T % i
awyrazeniemna D jest:
2D = v Vg [V e s — Xy b - 2]

Przy pomocy tych wzordw Veronesego mozna otrzy-
ma¢ wartosel innych liczb charakterystycznych.

W szczegdlnosei :

Przeciecie zupelne rzedu 8-go trzech nad-
kwadryk przestrzeni cztero-wymiarowej ma
porzadek pierwszy rowny 8, porzagdek drugi
réwny 48, klase rdwna 32, rodzaj 5, 1 ma 120 prze-
strzeni S, statecznych.

Najwyzsza przestrzen, do ktdrejnalezecd
moze krzywarzgduyr irodzajup (gdy »>2p—2)
jest S,-,. To wazne twierdzenie, przypominajgce inne o po-
wierzchniach prostoliniowych (§ 4), podal Clifford (Phil.
Trans. 1888).

Zajmowali sig niemi takie Veromnese (Math. Ann XIX,
str. 213) i Segre (Math, Ann. XXX. str. 207).
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Z twierdzenia w § 2 wynika, Ze najnizszym rzedem krzy-
wych, nalezacych do przestrzeni S,, jest n.

Krzywarzedum nalezgca do przestrzeni
S,, jest wymierna (rodzaju zero). Oczywiscie krzy-
wa taka jest krzywsg normalng dlaprzestrzeni S,.

Dla takiej krzywej porzadek l-szy i(n—2)—i,
2-gi i(n—3)—iit. d. saréwne odpowiednio 2(n—1),
3(m—2) ...... iklasa krzywej] wynosin; krzywa
nie posiadaelementiwpodwéjnychistatecz
nyech.

Przez n+3 punkty przestrzeni S,, z ktérych zadne n—-1
nie znajduja sie na jednej nadplaszczyznie, przechodzi jedna
i tylko jedna krzywa rzedu m przestrzeni S, .

Dwie krzywe rzedu m przestrzeni S, sg zawsze rzutowo
identyczne.

Prosta, plaszczyzna, przestrzen S; 1 t. d. mogg mieé z krzy-
wa normalng rzedu » przestrzeni S, najwyzej dwa, trzy, cztery
i t. d. punkty wspélne.

Krzywa taks mozna uwazaé jako miejsce przecigé odpo-
wiadajacych sobie nadplaszezyzn w n—1 pekach nadplaszezyzn
rzutowych.

Przez punkt P przestrzeni 8, mozna poprowadzi¢ . nad-
plaszczyzn scisle stycznych do krzywej; jezeli n jest nieparzyste,
to n punktéw stycznosei tych nadplaszezyzn znajduje sie na
plaszczyznie, przechodzacej przez punkt P, (Patrz analogiczne
twierdzenie C hasles’a dla krzywe] szescienne] skosnej, Rozdz.
X, 8§2).

Krzywerzedu ntl przestrzeni S, sg elip-
tycznemi (rodzajup=1); nie majag elementow
podwéjnychistatecznych, précz (nt+l)? prze-
strzeni statecznych S,-1; 1ch klasa wynosi
n(n+1), aich porzgdkami sg odpowiednio liczby:
k=2(n—1)42; w=38(n—2)+46,...., w0t =n2—1.

ITtakrzywa jest normalna dlaprzestrzeni S,
nie moze byé bowiem rzutem rzedu n-}-1 przestrzeni Sy4:, gdyz
rzut taki bylby wymierny.
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Wszystkie krzywe wymierne rzedu m<n, zawarte w prze-
strzeniach &, S,,..... Se-1, sa zawsze rzutami krzywej normal-
nej rzedu n przestrzeni S, .

Wszystkie krzywe eliptyczne rzedu m <{n—1, zawarte
w przestrzeniach §,, S,,..... Su—;, sa zawsze rzutami krzywej
normalnej rzedu n--1 przestrzeni §,.

W ogdlnosei:

Wszystkie krzywerzedun-tp irodzaju p,
nalezace do przestrzeni S, wraz ze swemirzu-
tami w przestrzeniach nizszych, tworzg ca-
1osé wszystkich krzywych wskazanegorzedu
irodzaju nalezgcych do przestrzeni §,, gdzie
r<n; ajezelindp>2p—2, wtedy wszystkie te
krzywe stanowig calosé wszystkich krzywych
powyzszegorzeduirodzaju, albowiem wtedy
(wedlug twierdzenia Clifforda), précz krzy-
wych tegorodzajuirzedu, istniejagcych w prze-
strzeniach §,(r<n), nie ma innych krzywych.

Do prae o krzywyeh algebraicsnych przestrzeni S,, wymienio-
nych w § poprzedzajacym, dodajemy prace Segreg o (Giorn, di
Batt, XXVI. Rend. Palermo ).
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GEOMETRYA NIESKONCZONOSTKOWA I WEWNETRZNA W NADPRZE-
STRZENIACH LINIOWYCH [ W PRZESTRZENIACH O KRZYWIZNIE STALEJ.

P
p—

Krzywe w przestrzeniach liniowych.

Niechaj spélrzedne « punktu krzywe] beda wyrazone
w funkcyi parametru 7.

Przez k-1 punktéw krzywej mozna poprowadzié prze-
strzeh liniows o k wymiarach; dajmy, zZe te punkty zblizaja sie
nieograniczenie do jednego punktu P; polozenie graniczne prze-
strzeni liniowej nazywaé bedziemy przestrzenig linio-
wa k-wymiarows $cisle styczng do krzywej
w punkecie P. Liczba & moze zmieniaé sig¢ od 1 do n—1.

Odlegtosé punktu krzywej, blizkiego punktu P, od prze-
strzeni liniowej & wymiarowe]j Scisle stycznej w punkcie P, jest
nieskonczonostks rzedu 1.

Réwnaniamiprzestrzeni liniowej b—wy-
mlarO\veJ, scislestycznej do krzywej, sg rédw-
nania, ktére otrzymujemy, przyréwnywajac
do zera minory macierzy.

‘ ‘_'“"'I: -_“fﬂﬂ N . “

Elay = 5 w0 v ow By

x,®, a®, . L. L :F’h(f) ‘
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w ktérej o, 2,,...,%x sgspélrzednemi punktu I’
av, oy, .52, a2"%,..., pochodnemi tychzespdl-
rzegdnych wzgledem zmiennej niezaleznej 7.
Oznaczmy przez 6, kat pomigdzy dwiema przestrzeniami
liniowemi /-wymiarowemi w dwdch blizkich punktach krzywe;j,
przez s luk, zawarty pomiedzy temi punktami; granica stosunku

f, . 3
%, gdy s dazy do zera, nazywa sie krzywizng k-t:

krzywej w punkcie i—jakzwykle—odwrotnosé tej krzy-
wizny nazywa sie promieniem krzywizny. Promie-
ni krzywizny jest n—1L1.

Jezeli przez M; (0 <Lk <n) oznaczymy sume kwadratéw
minoréw rzedu , zawartych w macierzy

o il
T i
I

..GI”"J, L. ;gnﬂrl

polozymy A, =1, przez K za$oznaczymy k-ty promien krzywi-
zny, bedzie ogdlnie:

1 B M

BE = T ML

gdzie vezywiscie M; =« * + &/, ...+ 22
Mamy takze wzér:
1 My

Rt Ry .. B2 i o
, 2

Jezeli M, jest zerem dla wszystkich punk-
téw krzywej, wtedy krzywa polozona jest
w przestrzeniliniowejnizszej; jezell My jest
zerem dla wszysthkich punktéw krzywej a nie
Jest zerem M;, wtedy krzywa jest polozons
w przestrzeniliniowej k-wymiarowe].
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Punkty krzywej, dla ktérych jest 1/,=0, sg t. zw. punk-
tamistatecznemi krzywej.

Niechaj bedzie punkt P krzywej; rozwazmy nastepujacy
uklad n prostyeh, z ktérych kazde dwie sg do siebie pro-
stopadle: najprzdd styczna do krzywej, nastgpnie prosts prosto-
padla do stycznej 1 polozona w przestrzeni scisle stycznej dwu-
wymiarowe], potem prostopadia do tej ostatniej przestrzenii po-
lozona w przestrzeni scisle stycznej trdjwymiarowej 1 t. d. Jezeli
oznaczymy wtedy przez

Qpy - - o Uiy Qagy e - Uiy o v v e s Cply » « « Upn

odpowiednie katy kierunkowe tych n prostych wzgledem = osi
pierwotnyeh, to zachodzi¢ beda nastepujace wzory, ktére mozna
uwazaé za nogolnienie wzoréw Freneta 1 Serreta (Rozdz
XII, § 4), odnoszacych sig do krzywych skosnych; wzory te
wyrazaja rozniczki n? dostaw katdw a przez
funkeye liniowe samych dostaw:

decosay __ COSapir; COS ¢,

ds - R, Ry 7

gdzie,rozumie sie, ze, w przypadku k=1 zniesé¢ nalezy wyraz drugi
po stronie drugiej, gdy zas k=n, to nalezy zniesé wyraz pierwszy.
Patrz Brunel (Math. Ann. XIX) i Landsberg (Crelle CXIV).

O uogdlnieniu twierdzenia B onneta, dotyczacego odle-
glosel dwoch stycznych nieskonczenie blizkich krzywej i odle-
glosci punktu krzywej od plaszezyzny scisle stycznej w punkeie
nieskoniczenie blizkim, patrz Jordan (Compt. rend. LXXIX,
1874, str. 796).

O teoryi nieskonezonostkowej krzywyeh w jakiejkolwiek prze-
strzeni pisal tez Hoppe (Arvehiv, (1), LXIV, (2). VI, XL X
1880 .~ 1802),
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§ 2.

Geometrya rdzZniczkown rozmaitosei wielowymiarowych, znajdujgcych
sfe w przestrzeniach linfewych. Formy rdzniczkowe kwadratowe.

Jak w teoryl powierzchni wprowadzamy znans forme réz-
niczkows kwadratows o dwdch zmiennyeh, przedstawiajaca kwa-
drat nalezacego do powierzchni elementu liniowego, podobniez
dla rozmaitosci,-majacych wiecej niz dwa wymiary, wprowadza-
my formg rézniczkows kwadratows n zmiennych:

ds? = Zn,'a.,;,- dz, du; (1)
1

przedstawiajaca kwadrat odleglosci nieskonczenie malej pomie-
dzy dwoma nieskonczenie blizkiemi punktami rozmaitosei, czyli,
jak sig méwi, kwadrat elementu liniowego, nale-
zgcego dorozmaitosci. Przyjmujemy, ze for-
ma (1) jest okreslonsg dodatnig izZejej wyzna-
cznik jest rédzZny od zera.

Hypoteza, ktéra jest podstaws przyjecia formy rézniczko-
wej kwadratowe] a nie innej, np. formy rzedu 4-go lub 6-go,
jest istotnie hypotezs szczegdlna, ale jest ona wynikiem in-
nej hypotezy, ktérg czynimy tu wyrainie, Ze nasza rozmaitosé
znajduje sig zawsze w przestrzeni liniowej o wiekszej licz-
bie wymiardw.

Jezell przyjmiemy, Ze element liniowy
daje sie wyrazié formg kwadratows, jaks jest
forma (1), to mozna zawsze znalesé¢ liczbe A

n(n—1)

3 ’
-d

0Lh

takg, Ze dobrawszy odpowiednie funkecye y,,

Ygy+oYntn zmiennych z,...0, sprowadzié mozna
forme (1) do postaci:

J:-E_-‘.Ta

2 dy?,

i=1

ascal, Rep. I 43
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odpowiadajgce] przestrzeni liniowej o nl/i
wymiarach (patrz Schléfli, Ann. dimat. V, str. 190;
Riceci, tamze XTI, str. 137).

Najmniejsza z liczb & nazywa sie klasa rozmaitosc
(Ricel).

Geometrya wewnetrzna rozmaitosci sprowadza sie tym
sposobem do badania form rézniczkowych kwadratowych i ich
przeksztatcen.

‘W teoryi form rézniczkowych kwadratowych dogodnie jest
wprowadzi¢ t. z. symbole Christoffela. Istniejg cztery
kategorye tych symboli, a mianowicie: tréjskaznikowe gatunku
1-go i2-go i czteroskaznikowe gatunku 1-go i 2-go (patrz
Christoffel, Crelle LXX i wyzej Rozdzial XVI§ 8), Sym-
bolamitréjskaznikowemi gatunku 1l go sg:

[ kh ] B df&;, L’Z(t,p),' . dI’H. .
2 (d,; 4 i 0. o, ) '
tréjskaznikowemi gatunku 2-go:

{k;’;} ‘,AE[.’hl

gdzie wielkosci 4 sg dopelnieniamialgebra-
icznemielementdw, majgcych tez same skazni-
ki wwyznaczniku spélczynnikéwa. Symbo-
lamiczteroskaznikowemi gatunku 2-go sg:

o) oY)
..'._-_— _ f L
{kh,ij) = i -y

S (ki flj}_fkj] Ili]
+2[{ 7 -5
wreszcle symbolamiczteroskaznikowemi ga-

tunku 1-gc sg:
(kl, ij)=Za,{kl, ij}
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Pomigdzy temi symbolami istnieje bardzo wiele zwiazkdw.
ktére czytelnik znales¢ moze w ,Geometryi rézniczkowej®
Bianchiego.

Dang forme rézniczkows kwadratows (1), skoro zmienne 2
uczynimy funkeyami innych zmiennych o', mozemy przeksztalcié

"

na inng forme rézniczkowa Xa'jdr/def. Te dwie formy rdz-
1

niczkowe nazywaja sie wowczas ré6wnowaznemi.
Zasadniczem zagadnieniem w teoryi form rézniczkowych
jest szukanie warunkéw na to, aby dwie formy rézniczkowe byly
réwnowazne.
Najprzéd szuka sig warunkdéw, ktérym winny czyni¢ zadosé
funkcye o zmiennych #'; warunki te wyrazajsa sie
n*(n-4-1)
2

réwnaniamirézniczkowemi czastko-

weml jednoczesnemi typu:

0%, L\ oz, Ony LfrsY d
L T, iy et N e
e oxy U ome i) exs 0x, T L b
frs)’

rdzie| . oznaczasymbol Christoffela, obli-
8 l?] 3

czony dla formy przeksztalconej.

Warunkami calkowalnosei tego uktadu réwnan o pochod-
nych czgstkowych beds réwnania warunkowe, ktérym powinny
czynié zadosé spélezynniki 4, ¢’ 1 ich pochodne Kombinujac
w odpowiedni sposéb te réwnania warunkowe, mozemy nadaé
im forme niezmiennicza, i w ten sposéb bedzie mozna otrzymad
niezmienniki i parametry rézniczkowe, t.j. wyrazenia, pozosta-
jace niezmienionemi przy przeksztalcenin zmiennych (patrz ,Re-
pertoryum® t. I, str. 209). Nie bedziemy tu zatrzymywali sie
nad szczegélami konstrukeyl tych parametrdw rdéiniczkowych
i odsylamy czytelnika do prac nizej wymienionych.

Liczba warunkéw przeksztalcalnosci dwéch
tormrézniczkowych kwadratowych o n zmien-

n?(:—1)

12 ’

Aby forma rézniczkowa kwadratowa o n

nych wynosi
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zmiennych dala sig przeksztalecié nainnag, dla

ktérej kwadrat elementu liniowego jest po-
5 - ..

staci Xdx?, koniecznemisg warunki (hk ij)=0,

1

gdzie (lik,ij) jest symbolem Christoffela.

Zagadnienie o przeksztalceniu form rézniczkowych obej-
muje wsobie, jako przypadek szczegélny, zagadnienie, dotyczace
warunkdw, jakim czynié winna zadosé przestrzen, aby byla li-
niowa, t.j. aby kwadrat jej elementu liniowego dal si¢ sprowa-
dzi¢ do postaci X du'?.

=1

Réwnania Lame'go, odnoszace sig do ukladéw po-
tréjnych ortogonalnych (Rozdz, XVI, §14), odpowiadaja
wlasnie warunkom liniowodci przestrzeni
trojwymiarowej.

Pokrewnem z zagadnieniem o przeksztalceniu jest szukanie
warunkéw, przy ktérych forma rézniczkowa jest klasy O, klasy 1
it.d. Patrz Ricci (Ann. di mat. XIT; Rend. Lincei, marzec,
1888).

Zagudnienie o przeksztaleceniu form rdéZniezkowych kwadrato-
wyeh poczeli badaé Christoffel (Crelle LXX) i Lipschits
(tamze LXX, LXXI, LXXH, LXXIV, LXXVIII, LXXXI, patrz tez Bull.
Darboux, IV, 1873). Lipschitz rozwazat takZze przypadek for-
my rézZniczkowej stopnia wyZszego. Suworow (W praey rosyj-
skiej, streszezonej w Bull. Darboux IV) rozwazat tylko przypadek
form rézniczkowych kwadratowych trojkowyeh i otrzymat trzy wy-
razenia niezmiennicze; przypadek ogélny form kwadratowyeh roztrzasa
Voss (Math. Ann. XVI).

$ 3.

Odksztatcenie i krzywizna Riemanowska przestrzeni, Przestrzenie
o krzywiznie Riemannowskiej statej.

Jezeli przypomnimy sobie wlasnosé zasadniczsa, krzywizny
Gaussowskiej K powierzchni, mianowicie, ze nie zmienia sie ona
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przez przeksztalcenie formy rdzniczkowej zasadniczej, to po-
wstanie odrazu mysl o przejsciu od badan nad przeksztalceniem
form rézniczkowych do badaf mad uogdlnieniem pojecia
krzywizny. W tym paragrafie méwi¢ bedziemy o krzy
wiznie przestrzeni wedlug pomyslu Riemanna.

Podamy przedewszystkiem nastepujace wazne twierdzenie
Beeza (Zeitschr. f. Math. und. Ph. XX, XXT; patrz taksze
Ricei, Ann. di mat. XII, str. 163 i Cesaro, Geom. intrinseca).

Przestrzen o n>>2 wymiarach, znajdujgca
sie w przestrzeni on-}1 wymiarach, nie moze
wogdle odksztalcaé sig, pozostajagc zawsze
w przestrzenin41 wymiarowej, t. . nie mozna
wogdle zginad jej,w przestrzeni otaczajgce]j,
przy zachowaniuniezmiennosci elementu li-
niowego, jak to mozna czynié¢ znajwiekszg
swobodg dla przestrzeni jednowymiarowych
{linij)1 ze swobodag $ciesniong dla przestrze-
nidwuwymiarowych (powierzchni). Zginanie
jestmozliwem tylko dla przestrzenispecyal-
nych., Jedyne odmiany, jakim moze ulegad
przestrzen ogdélna o liczbie wymiardw n>2,
bez wyjscia z przestrzeni (n}+1)-wymiarowej.
w ktérej jest zawartg, sa ruchysztywne, t. j.
przesunigciaiobrotyit. d

Mozemy teraz da¢ pojecie krzywizny przestrzeni
w punkcie, wedlug Riemanna.

Niechaj bedzie punkt P przestrzeni; w otoczeniu tego pun-
ktu nieskoniczenie malem poprowadzmy przez ten punkt wazystkie
mozliwe linie geodezyjne we wszystkich kierunkach, t.j. line,
stanowiace najkrétsze drogi pomiedzy punktem P a punk-
tami nieskonczenie blizkiemi te]j przestrzeni; linie, dla ktérych
calkawyrazajaca dlugosé luku,jestnajmniejsza. Takich linij
mozna poprowadziéoo”’, jezeli przestrzen jest
n-wymiarowsg Mozna pomiedzy niemi wybrac
nlinij (inie wigcej nad n) takich, ze jezeli ds,
dsy,...ds, sarézniczkamiichlIukdéw, liczonych
¢d punktu P, wielkoseci ds,ds,...ds, bedg linio-
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woniezalezne; rédzniczka lukn kazdejinnej
linii geodezyjnej wyrazi sig witedy liniowo
przez ds,ds,...ds,.

Rozwazmy dwie takie linie np. linie, odpowiadajace réz-
niczkom ds,, ds,, wraz z nieskonczenie wieloma innemi liniami,
ktérych rézniczka luku wyraza sig wzorem ds;, =4, ds; + Ay ds, .
Punkty wszystkich tych nieskoniczenis wielu linij w otoczenin
nieskonczenie malem punktu # utworza rozmaitos¢ d wuw y-
miarowasa (powierzchnig), zawarta w przestrzenl uwazanej;
takich rozmaitosci powierzchniowych nieskonczonostko-

n(n—1)
] "

wy ch okolo punktu P mozna utworzyé

Dla kazdej z tych powierzchni obliczamy sposobem Gaussa
krzywizne w punkeie P (utworzymy ja sposobem znanym
przy pomocy spélezynnikéw formy rézniczkowe] kwadratowej
o dwu zmiennych, wyrazajacej kwadrat elementu liniowego po-
wierzchni) . Krzywizne te nazywamy za Riemaunem
krzywizng przestrzeni w punkcie P w tak
okreslonej oryentacyl powierzechniowej. Wi-
dzimy tedy, Ze w kazdym punkcie przestrzeni liczba krzywizn

n[?;ﬂ)—-, t. J. tyle, ile wynosi liczba réznych oryenta-

wWynost

cyj powierzchniowych. W przypadku, gdy te wszystkie krzy-
wizny, odnoszace sig do danego punktu sa réwne i pozostajs
réwnemi w przejsciu od punktu do punktu, méwimy o prze-
strzeniach zestalyg krzywizng Riemannowska

Krzywizna stala moze by¢ dodatnia, ujemna albo réwna
zern; jezell jest zerem, przestrzen jest liniowa.

Jezeli krzywizna jest stalg dodatnia, przestrzeh nazywamy
kulistg (sferyczng), przestrzenia Riemanna lub
wreszeie eliptycznag; jezeli krzywizna jest staly ujemna,
przestrzen nazywamy pseudosferycznsg, przestrze-
nig fiobaczewskiego, hyperboliczag lub nie-
eunklidesowas wznaczeniu scislejszem; jezeli wreszcie krzy-
wizna jest zerem, mamy, jak juz powiedziano, przestrzen 1i-
niow g, ktéry nazywamy inaczej euklidesowa lub pa-
raboliczna (patrz Rozdz. XXI).
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Przestrzen pseudosferyczna lub hyper-
boliczna rozcigga sig donieskonczonosci, prze-
strzen zas eliptyczna nie jest nieskonczona
(Riemann).

Przestrzenie o krzywiznie stale] Riemanna majs wazng
wlas1io08¢, ze dajg sig rozwija¢ na samych sobie w ten sposdb, iz
z jednego ich punktu mozna sig¢ przenieéé do kazdego innego i to
bez odksztalcenia, ktore zresztg nie byloby mozliwe wedlug twier-
dzenia Beeza; t.j.dla tych przestrzeni utrzymuje si¢ w calej
zupelnosel zasada przemieszezania w nich figur bez odksztalce-
nia. jak to ma miejsce dla powierzchni kulistych przestrzeni zwy-
klej (Lipschitz w pracy, cyt. w § poprzedzajacym; patrz
Bianchi, Rend. Lincei 1898).

Element liniowy kazdej przestrzeni o krzy-
wiznie stalej Riemanowskiej K dajesig zaw-
sze przez odpowiedni wybdér spdélrzednych
(nazywanych niekiedy stereograficznemi)
przedstawié¢ w postaci (Riemann):

s — dz? + dx,? 4 . . . do®
( = K ] M
1+ T (2 @2, ..+ 24?)

w ktérej spélezynniki formy rézniczkowe] zasadniczej sg pro-
porcyonalne do wielkosci stalych, a czynnik proporcyonalnosci
jest funkcys wszystkich zmiennych z.

Jezeli obierzemy inny uklad spéirzed-
nych, toelement liniowy przestrzeni o krzy-

wiznie stalej ujemnej -——-}1? mozna bedzie przed-

stawi¢ w postaci:
R?
ds? = g3 (do® + dz 2 4 . . . dz.?),

gdzie wielkosciz polaczone sg zwigzkiem:
242+ .. . . . 4 5= ad;
ajest iloscia stala. Element liniowy prze-

. . - S 1
strzeni o krzywiznie stale] dodatnie] +_IT
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daje sie przedstawié przy pomocy wzoru:
i

ds? = —F (2 dory* = . .. - diy® — dir®) |

gdzie wielkos$ciz polaczone sa zwigzkiem:
= wtait ..l

Wazng jest nastepujaca wlasnosé przestrzeni o stalej krzy-
wiznie Riemannowskiej.

Przy odpowiednim wyborze ukladuspél-
rzednych (tego mianowicie, przy ktérym element liniowy
ma posta¢é ostatnio podang), linie geodezyjne wyra-
Zaja sie za pomocag réwnan liniowych (twierdze-
nie Beltramiego. Anali di mat. II); odwrotnie: jezeli
réwnania linij geodezyjnych przestrzeni sa
liniowemidlaspecyalnego nktadu spdirzed-
nych, wtedy przestrzen ma stata krzywizne
Riemannowska (Schlafli, Annali di mat. V; Bel-
trami, tamze; patrz Rozdz. XVI, § 11).

W przestrzeni o krzywizniestalej ujem-
nejdwa punktyindywidualizuja linie geode-
zyjna, 1 to bez wyjatku; dwie geodezyjne prze-
chodzgce przez jeden punkt, niemajg innych
punktédw wspélnych; przeciwnie, w przestrze-
niach o krzywiznie stalej dodatnie] moze sie
zdarzy6, ze dwie geodezyjne, przechodzace przexz
jeden punkt, spotykaja sie jeszczel winnym
punkcie (przypominamy dla przykladu zwykls powierzchnie
kulista); ale nie zachodzi to dla wszystkich przestrzeni o krzy-
wiznie statej dodatniej. (Spostrzezenie Klein a, patrz Rozdz.
XXT, § 2).

Element liniowy przestrzeni o krzywiznie

stalej dodatnie]j % mozna przedstawié w po-
staci (Bianchi, Rend. Lincei VII, 1898, str. 155):

At =R +sin’sr, diy® Sin%w sinde, 0+ ... S0, . 8070, i),
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aelement liniowy przestrzeni o krzywiznie
.. . 1

stalej ujemnej - v kazdej z trzech naste-

pujacych postaci (Bianchi, patrz XVI, § 11):

| 2.0
ds® = dax,?~}- cosh? (—j;—') 2 by dz, dz; (byp hyperboliczny),
k

‘l

P

2z,
ds* = dz?e® X by dr,dxy, (typ paraboliczny),

H
g \2 2.1
ds* = dx,;? -} sinh? (%‘«) 2 by d; dzy  (typ eliptyczny).
o

Jedynym z najprostszych ukladéw spélrzednych dla prze-
strzeni o krzywiznie stalej jest uklad Weilerstrassa (ktéry
znalesé juz mozna w dawnej rozprawie Beltramiego z roku
1868); w ukladzie tym elementliniowy ma dla
przestrzenio krzywizniestalej ujemnej — ')
pestacd:

ds* = R ( X dy.2—dy?), przyczem y*— Xy =1,
dla przestrzeni za$ o krzywizniestalej do-
datniej postad:

ds? = R (dy*+ X dy?), przyczem y*+ Xy =0,
i i

Ten uklad spélrzednych otrzymujemy z ukladu, w ktérym
réwnania linij geodezyjnych sa liniowemi, kladac m:‘— ==4F,

T =1y;. Co do form, przy pomocy ktérych przechodzimy od
tego ukladu do ukladu Riemanna, patrz Bianchi (Ann.
mat. (3), I, str. 102).

Potrzeba spelnienia szesciu warunkow na to, aby przestrzen
tréjwymiarowa miala krzywizne stals Riemanowsks K; jezeli
element liniowy tej przestrzeni przyjmiemy w postaci:
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ds? = Hydr? + Hydzy® ++ Hydr?,
wtedy warunkami temi beds :

¢H; 1 0H. 0H; | 1 0H; 0H:

ox; Ox,  He 0x; oz | Hy dxp  Oxy

0 (1 OHy\, 0 (1 oH,\ , 1 oH, oH,
+55;{R“ or; )+E(E T )+E2 0y 0

(A k=1,2,8)

= —HH,;

(patrz Suworow L c.).
Dla K =0 otrzymujemy wzory Lamégo (patrz Rozdz.
XVI, § 14), dajgce warunki na to, aby przestrzen byla liniowa.

Pojecie krzywizny, wyZej przedstawione, zawdzigezamy Rie -
mannowi (Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grun-
de liegen); Beltrami (Ann. di math. IT) rozwingt je w rozprawie
o przestrzeniach o krzywiznie stalej; poezem nastgpily wymienione
juz prace Schlifli'ego i Beltrami’ego (Ann. di mat. V),
Lipsehitza, Vossa iinnyeh, wymienione w§2, wktoryeh rozwi-
nigto w odmienny sposob pojecie krzywizny catkowitej Gaussowskigj
dla rozmaitosei, znajdujacej sig w przestrzeni wyzszej, i otrzymano wazne
przyezynki do teoryi krzywizny Riemannowskiej; w pracach tych
znajdujemy teZ wzor na krzywizng Riemannowsks, wyraiona przez
spblezynniki formy réZniczkowej kwadratowej zasadniczej

Przestrzen o krzywiznie stalej Riemannowskiej ma, jak juz
wyzej powiedziano, nieskonczenie wiele ruchéw w samej sobie,
a mianowicie daje sig rozwingé na siebie sama

nin—1)
co * sposobami, jezeli n jest liczbgjej wy-
miardw.

Powstaje zagadnienie o badaniu natury takich przestrzeni,
ktore nie zezwalajg na tyle przelksztalcen na same siebie, a maja

tylko przeksztalcen co”, gdzie r < s m;_i . Tak np. w prze-

strzeni zwyklej, procz kuli, majacej co? przeksztalcen na sams
siebie, powierzchnie obrotowe majg ich tylko co’.
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Zagadnieniem tem zajmowali sie: Lie (Theorie der Transfor-
mationsgr. I str. 310, I str, 575). Killing (Crelle CIX, str. 121),
a w przypadku =3 opracowal to zagadnienie w zupelotci Bianchi

(Mem, della Societd Ital. delle scienze (3), XI, str, 267, 1897).

§ +

Inne uogdlinienie pojecia krzywizny rozmaitosei lub przestrzeni
wigeej niZ o dwoch wymiarach, znajdujacej sig w przestrzeni wyzszej.

Uogdlnienie, ktére nadal Riemann pojeciu krzywizny,
stosujac je do przestrzeni wyzszych, okazalo sig bardzo waznem
i zostalo specyalnie wyzyskane w przypadku, w ktérym krzy-
wizna Riemannowska jest stala. W innych przypad-
kach to uogdlnienie krzywizny Ganssowskiej ma
te niedogodnosé, ze krzywizna posiada nie jedne tylko wartosé
dla kazdego punktu przestrzeni lub rozmaitosci, a ma tych war-
tosel _n_(_n_-_)‘—__l 3 » b j. tyle, ile jest oryentacy] powierzchniowych
w uwazanym punkecie. Wynika stad potrzeba odmiennego jesz-
cze nogodlnienia pojecia krzywizny.

Rozwazmy rozmaitosé (n—1)-wymiarows J,.;, znajdu-
jaca sie w jakiejkolwiek przestrzeni M, n-wymiarowej.
Jak w przypadku powierzchni, znajdujacych sig w przestrzeni
liniowej, uwazamy proste styczne do powierzchni, podobnie
w tym przypadku rozwazmy linie geodezyjne rozmaito-
éci I, styczne do rozmaitosei M, -, w punkeie P. Dla powierz-
chni zwyklych kierunki linij krzywiznowych mozna
uwazaé jako dwusieczne kierunkéw linij asymptotycznych, t. J.
jako osi stozkowe]j, ktdrej asymptotami sg te ostatnie kierunki
(patrz Rozdz. XVI, § 9); podobniez w ogdlnosei, jako miejsce
stycznych do linij asymptotyeznych uwazajmy linie geodezyjne



68% Rozdziat XX. — § 4.

rozmaitosci M, scisle styczne (t.j. z stycznoscig trgjpunktows)
do rozmaitosci Jf,_ . w punkcie P; utworzg one rozmaitosé kwa-
dratows, ktérej m-——1 osi uwazamy za kierunki linij krzy-
wiznowych.

Kazde dwie ztych osisa wzajemnie pro-
stopadle: ich diugosci. pecdobnie jak to ma
miejsce dla przypadku zwyklego wskazujg-
cej Dupina w powierzchniach. sa promieniami
krzywizny przecieét normalnych rozmaitosci
M.y, wzietemi w kierunku linij krzywizno-
wych (promienie gléwne): odpowiadajg one
dokladnie maximomiminimom promieni krzy-
wizny nieskofhczenie wielu przecigé normal-
nych.

Odwrotnos¢ iloczynu tych gléwnych promieni krzywizny
nazywa sie yrzywizna calkowita rezmaitosci
wuwazanym punkcie,

Pojecia puwyzsze wyplywaja zrozwazan Liipschitza
1 Vossa (eyt. w§ 2), opartych na teoryi form rézniczkowych
kwadratowych.

Kronecker (Berl. Ber. 1869, str. 170, 695) 1 Beez
(Zeitschr. f. Math. XXTI, XXIV, Math. Ann. VII) wychodzg zin-
nego stanowiska, bardzo zreszta naturalnego.

Ograniczmy sie dla prostoty do przypadku, w ktérym roz-
maitosé M, znajduje sie w przestrzeni liniowej S, iroz-
wazmy Ww tej ostatnie] rozmaitos¢ kulista (n—1)- wymiarows
o promieniu 1, t. j. rozmaitosé, ckreslong przez réwnanie

=422 ..... iy —1=0;
réwnaniem za$ rozmaitosci danej niechaj bedzie:
Fy g Bgnimonins « ) =50
Us;r.ano’wmy odpowiednioéé miedzy punktami rozmaitosci

Fif, w spds6b analogiczny do stosowanego przy odwzorowaniu
kulistem powierzchni (Rozdz. XVI, § 8), t. j. niechaj odpowia-
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daja sobie wzajemnie punkty, ktirych proste normalne
sgrownolegle. Rozwazmy objetosé]elementu nieskonezo-
nostkowego rozmaitosci w punkecie P i odpowiadajacego mu ele-
mentu rozmaitosci kulistej: granica stosunku drugiego do pierw-
szego jest krzywizna Gaussowska rozmaitoseci
w punkcie P; jest ona réwna odwrotnosci iloczynu promieni
gléwnyeh, o ktérych mowa w rozwazaniu poprzedniem. K rzy-
wizna ta KA wyraza sle wzozem:

o F, F, ...,F

g _1 F,a J-":‘I.Il’ Fl!': & -E’u
= — s 2
F;n -E'Tnl-u Flr'_!; o a w o RUE i

gdzie F;, F,; sa pochodnemi pierwszemi i drugiemi funkeyi F,
S zas réwna sig VF*+4-F,*+.. +F2.

Co do tego wyrazenia patrz Ricei (Amn. di mat, XII, str. 163,
adla n=4 Suworow /Bull. des sciences math. IV, str. 186).

Nazwijmy vozmaitosci Jf,_;, nalezgce do przestrzeni 1f,,
plaskiemi, gdy w kazdym punkcie wszystkie n—1 pro-
mieni krzywizny sa réwne co; kulistemi, gdy wszystkie sa
réwne tej samej wielkosci skonczonej, zachowujacej stale swa
wartos¢ przy przejscin od punktn do punktu, wtedy :

W przestrzeni M, jakiejkolwiek nie ist-
nieja wogdlnosci rozmaitosci plaskieikuli-
ste;jezelispdlczynniki elementulliniowego
przestrzeni M, czynig zado$é pewnym warun-
kom, wtedy przestrzen [, zawiera co* plasz-
czyzn lub kul (danego promienia); wprzypad-
ku, gdy M, zawiera co* plaszczyzn, wtedy nie
moga w niej istnieé rozmaitosci, ktéryech pro-
mienie gléwne krzywizny, bedacstalemidla
kazdego pojedynhczego punktu, zmieniajgsig
od punktu do punkturozmaitosci. Innemislowy,
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zachodzi to samo co dla przestizeni zwyklej. w ktdrvej, précz
kul, nie ma innych powierzclmi, majgcych wlasnodé, iz kazdy
ich punkt jest kolowym (umbilikiem.

W przestrzeni o krzywiznie stalej Rie-
manna (patrz § 3) istunieja rozmaitosci, majagce
w kazdym punkcie wszystkie promienie krzy-
wizny réwne ale zmieniajgce sie od punktudo
punktu.

Jezeli krzywizna calkowita jest zerem
wkazdym punkcieroczmaitoséci, wtedy rozma -
itosé tama wlasnosé. Zzezkazdego jejpunktu
wychodzi linia geodezyvina przestrzeni M,.
majgca z nig stycznosé czteropunktowas Ste-
sujac tu nazwy, wziete zteoryl powierzchui, mozemy powie-
dzie¢, ze kazdy punktjest punktem parabolicznym
(patrz Rozdz. XVI, § 9.

Jezeli krzywizna calkowita jest zerem. 1 n—2 z pomiedzy
promieni gléwnych krzywizny sa oo w kazdym punkcie rozmai-
tosel (n—1) - wymiarowej, wtedy przez analogie z przestrzenig
zwykls, méwimy, Ze rozmaitosé jest rozwijalna, gdyz two-
rzy sig ona z linij geodezyjnych przestrzeni M, w sposéb podo-
bny do tego, w jaki powierzchnia rozwijalna tworzy sie z pro-
stych w przestrzeni zwykle;j .

Pokrewnem zpoprzedzajacemi jest nastepujace twierdzenie
A. Brilla (Math. Ann. XXVI, str. 302).

Rnzmaitos§é pseudosferyczna (0 krzywi-
znie Riemanna ujemnej) tréjwymiarowa rze-
czywistanieistnieje w przestrzeni liniowej
czterowymiarowej, lecz tylko w przestrzeni
liniowej pieciowymiarowej.

Ogélniej (Bianchi, Differentialgeometrie, Lipsk 1899,
str. 619): W przestrzeni (n+l)-wymiarowej Sy
m>2) o krzywiznie Riemannowskiej Kstalej
nie istnieje zadna rozmaitosé o krzywiznie
Riemannowskie] K,stalej, jezeli K, - K jest uje-
mne; jezeli ta rédzZnica jest dodatnia. wtedy
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odpowiednie powierzchnie sa tylke nadku-
lami.

Wspomnimy jeszeze o tem, Ze uogdlniono dla rozmaitosei wyz-
szyeh i inne pojecia oraz twierdzenia teoryi powierzehni.

Uogollnienie wzoréw Codazziego doprowadza do ukladu

1 .
e n(n—1)(5n—1) wzoréw dla rozmaitodei #n-wymiarowej, znajdu-

jacej sie w przestrzeni liniowej; twierdzenie Eulera uogdlnil Jor-
d an (Comptes rendus. LXXIX, 1874, str. 912), twierdzenie Du-
pina: Lie (Gott. Nachr, 1878), Klein (Math. Ann, V), C esaro
(Geom. intrinseca). Wyklad Geometryi rézniczkowej przestrzeni wyi-
szyell zawiera dziele Killinga, Die Nicht-Euelid. Raumt.. Lipsk
1883.

§ 0.

Geometrya rozniczkowa rozmaitosci dwuwymiarowych (powierzchni),
znajdujacych si¢ w przestrzeniach o krzywiznie stalej Riemanna.

W niektérych badaniach nowszych, a zwlaszcza w bada-
niach Bianchiego, nogélniono zwykly geometrye réznicz-
kows powierzechni dla przypadku, w ktérym te powierzchnie
znajduja sie W przestrzeniach tréjwymiarowych o krzywiznie
stalej .

Niecha] elementem przestrzeni trojwymiarowej o krzywi-
znie stale] bedzie -}1{2 albo —71-;; odpowiedniemi formami beda
ds? = R* (- dz?~ da 2+ dry2 4 da,®), gdzie wielkoscl  czyniy
zadosé zwiazkowi a2--2,2+ a,*+ a2 =1; znaki gérne stosuja
sie do przestrzeni hyperbolieznej.

Do kazdej powierzchni w takiej przestrzeni nalezg dwie
zwykle formy rézniczkowe kwadratowe; pomiedzy spélezynni-
kami E, F, G, D, D', D" tych form zachodzy trzy zwigzki, z kté
rych dwa pierwsze s wzorami Codazziego (patrz
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Rozdz. XVI, § 8), trzeci zas zwigzek (& aussa zamienia sig na
nastepujacy :
DD"—D'?
o= &

gdzie K jest krzywizng przestrzeni, k-krzywizna bez-
wzgledna powierzchni (odnoszaca sie do pierwszej formy
rézniczkowej zasadniczej). Strona pierwsza tego zwigzku na-
zywa sig krzywizng wzgledn g powierzchni; rdwna sig
ona odwrotnosci iloczynu dwéch promieni gtéwnych krzywizny
zredukowanych 7, #,.

Biavehi badal w przestrzeniach o krzywiznie stalej powierz-
chnie o krzywiznie bezwzglednej zerowej (Ace.
Torino 1895, Amnali di mat. (2) XXIV, (3) II), do ktoryeh nalezy
pewierzehnia Clifforda (patrz Klein, Math. Ann XXXV,
Killing, tamZe XXXIX); badal powierzehnie najmniejsze (Rend.
Lincei 1880, Annali di mat. (3), II; temi powierzehniami zajmowall
gie takze Lipsechitz, Crelle LXXXVIIL, i Cayley (Compt,
rend. CXI, 1890); powierzchnie typu Liouville’a, dla ktorych
%——5—-%;—: 2 albo #;~-#,==01t. d. (patrz prace cytowane). Tenze
autor zajmowal sig tez ukladami Weingartena (patrz Rozdz.
XVI § 14) w przesirzeniach o krzywiznie stalej (Mem. Lincei (4),
IV, 1887). Wyznaczeniem objetoSei w przestrzeniach o krazywi-
znie stalej zajmowali sie: Simon (Math. Ann. XL1I), D’Ovidio
(Acc. Torino 1893), Loria (Giorn. di Battag. XXVI). O innych pra-
each w tym przedmiocie, nie odnoszgeyeh sie speceyalnie do geometryi
nieskoticzonostkowej, méwimy w Rozdziale nastgpnym.

Wspomnimy wreszeie, Ze podzial foremny przestrzeni
nieeuklidesowejlub pseudosferycznej na wielo-
Seciany przystajgece prowadszsi do zagadnienia o grupach nie-
ciagtyeh podstawien liniowyeh jednej zmiennej (P oincaré p. Repert.
I. Rozdz. XIV, § 2). O tyeh badaniach patrz Diane i, (Math, Aon.
XXXVIHIL XL, XLII i Reml. Lincei 1893),



ROZDZIAL XXI.

GEOMETRYA BEZWZGLEDNA 1 SPECYALNIE GEOMETRYA
NIEEUELIDESOWA NA PEASZCZYZNIE 1 W PRZESTRZENI.

§ L
Zarys historyczny geometryi nieeuklidesowej.

Cala metryka geometryi euklidesowej opiera si¢ na hy-
potezie, ktérej logicznie nie mozna daé pierwszenstwa
przed 2zadng inng podobna; jedyny powdd jej pierwszenstwa
pochodzi z prawdopodobnego przystosowania sie do niej na-
szych zmystéw. Taks hypoteza jest w istocie rzeczy ta, ktora
wigze sig ze slawnym postulatem oliniach réwno-
leglych Elementéw Euklidesa.

W réznych czasach czyniono liczne usifowania, by udo-
wodnié¢ ten postulat albo tez zastapi¢ go innemi; po szczegély
w tym przedmiocie odsylamy do dziela Engela i Stackela
(Die Theorie der Parallelinien von Euklid bis auf Gauss“ (Lipsk
1895). Pomiedzy temi usilowaniami zuanemi sg najwigcej roz-
wazania Liegendrea, zawarte w dwdch pierwszych wyda-
niach jego ,Elementéw geometryi* (1794), (patrz tez Mém. de
Paris 1833 i ,Planimetrye* Baltzera); godnemi sa te? uwagi
dawniejsze rozwazania Girolama Saccheriego (Euclides ab
omni noevo vindicatus etc., Medyolan 1733), na ktdre Beltra-
mi zwrécil uwage matematykéw (Lincei Rend. 1889), oraz
Lamberta (1766), (patrz wspomn. wyzej dzielo Engela-
Stiackela).

Pascal. Rep. II &4
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Zdaje sie, ze G a uss posiadal juz sposéb rozwigzania tego
problematu (patrz Engel-Stackel L c., Math. Ann. XLIX.
str. 159, Bull. des. sciences math. 1897, str. 206, wreszcie Gauss,
Werke t. VII1, 1900); lecz dopiero Lobaczewski i Jan
Bolyai, syn Wolfganga Bolyaia, pierwsi w osobnych
rozprawach podalinowe i oryginalne poglady na prawdziws istote
teoryl ogélnej réwnoleglych, przyjmujac za zasadg podstawows.
7e postulat o liniach réwnoleglych nie jest prawda, dajaca sie
wyprowadzié logicznie z innych, lecz ze jest od innych niezalez-
nym. Prace Liobaczewskiego otym przedmiocie sg na-
stepujace: ,Wyklad zasad geometryi it. d.“ (przedstaw. Uni-
wersytetowl kazanskiemu w r. 1826), ,Nowe podstawy geome-
tryi* (Zapiski Uniw. kazanskiego 1835—1858). Prace te Engel
przetozyl na jezyk niemiecki i wydal w tomie, ogloszonym
u Teubnera w Lipsku w r. 1899; dalej ida: ,Géométrie imagi-
naire“ (Crelle XVII), ,Geometrische Untersuchungen“ (Berlin
1840), ,Pangeometrya* (Kazan 1855). Praca Bolyai'a ma
tytul , Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens etc.®
1 wydane zostalo jako dodatek do ksigzki Wolfganga Bolyai'a
» Tentamen etc.* (1832).

W ten sposéb utworzona zostata teorya, ktéra nazwano
Geometrys bezwzgledng, Goeometrys urojonag,
Pangeometrys, Geometryg abstrakeyjng, Me-
tageometry g, albo mniej wlasciwie Geometryg nie-
euklidesowa. Powstala tedy Geometrya ogdlna, w ktdrej
nie zakladamy koniecznie protestu Euklidesa i ktéra zawiera
w soble geometrye euklidesowa, jako przypadek szczegélny.

Nadmieni¢ wypada, e nazwa Geometryi nieeukli-
desowe] oznaczamy te czesé Geometryi bezwzglednej, z kté-
rej wylacza sie przypadek szczegélny geometryi euklidesowej;
tym sposobem Geometrya bezwzgledna dzieli sie¢ na dwie :
na enklidesowsg inieeuklidesows

Dodajmy jeszcze, ze Liobaczewski, przyjawszy po-
stulat o prostej nieskonczonej, doszed! do jednej tylko
z dwéch geometryj nieeuklidesowych, mianowicie do t. zw. geo-
metryi hyperbolicznej (patrz § 2).
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We wzorach Geometryi bezwzglednej wystepuje stala nie-
oznaczona, ktérej wartosé charakteryzuje przesirzen rozwaza-
nych utwordw geomstrycznych w ten sam sposéb, w jaki war-
t0sé krzywizny charakteryzuje przestrzen Riemannowsks o krzy-
wiznie stale]; wartos¢ tej stalej nieoznaczone]j
moze dat¢ tylko doswiadczenie. Tym sposobem po-
stulat Euklidesa lub kazdy inny podobny mozna uwazaé jedynie
zg dany dodwiadczalnie 1 sprawdzajgcy sie
w granicach naszych spostrzezen.

Do wyjasnienia i utrwalenia nowej nauki przyczynily sie
w dwéch réznych kierunkach pomysty Riemanna o prze-
strzeniach z krzywizng staly (patrz Rozdz. XX) i pomysty Cay-
ley'a (Phil, Trans. 1859) o sposobach okreslania rzutowego
metrycznych wlasnosel figur. Pozytek, jaki geometrya nieeukli-
desowa moze mieé z teoryl powlerzchni i przestrzeni o krzywi-
znie stalej wedtug Riemanna, wykryl pierwszy Beltrami
{Saggio d'interpretazione della Geometria non euclidea, Giorn. di
Batt. VI, 1868; Annali di mat. I); zwigzek zas pomiedzy bada-
niami Cayley'a a pojgciami geometryl bezwzglednej znalazl
Klein (Math. Ann. IV, VI). Te pokrewiehstwa wykazaly sci-
$le niemoznosé wywodu logicznego postulatu Euklidesa, co %io-
baczewskii Bolyail przyjmowali byli bez dowodu.

Inne prace specyalne o Geometryi hezwzglednej oglosili: Cay-
ley (Math. Aun. V), Story (Amer. Journ. IV, V), Simon (Crelle
OIV), ktorzy uogdlnili wzory trygonometryczne; Battaglini (Giorn.
di Batt XM, XVI), d’Ovidio (Mem. Lincei 1875—76, Atti Torino
1891—93) i wielu innych. Pomigdzy glownemi ksigZkami wyktado-
wemi o geometryi nieeuklidesowej wymieniamy dzieta: Frisch-
haufa (Lipsk 1875), Killinga (Lipsk 1885), Mansiona (ParyZ
1893. Mathesis 1895),tegoz ,Pierwsze zasady Mategeometryi® przeklad
polski 8. Dicksteina, ,Wiad, mat. I, 1897 i w osobnej odbitee),
wyklady litografowane K leina (1889—90). Dalej do oryginalnych
prac o geometryi nieeuklidesowej naleza: D e Tilly'ego »Recher-
ches sur les éléments de géométrie*, Bruksela 1860) ,Essai sur les
principes fondam. etc.* (Mém. de Bordeaux (2), HI, 1877), ,Essai de
geom. anal. générale (Mém, de Belgique 1892), Flye S. Marie go
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JEtudes analytiques ete.“ (Paryz 1871). Przedmioty ogélniejsze trak-
tuje ,Fondamenti di Geometria® Veronesego iprace cytowane
wyZzej 1 w Rozdz. XIX, §1; dodatek do dziela Veronesego za-
wiera bardzo szezegélowe wiadomosdei historyezno-krytyczne, patrz
tez artykul Mansiona w Revue des questions scientifiques® 1895)
w ktérym uwzglednione sg poszukiwania De Tilly'ego. O wai-
nych badaniach Liego w t. 1II dziela ,Theorie der Transforma-
tiansgruppen“ patrz F. Klein Zur ersten Verteilung des Lobat-
schewsky-Preises (Math, Ann. L, 1898, str. 583-—600), Barbarin,
Etudes de géom. anal. non euclidienne, Bruksela 1900).

§ 2.

Postulat V-y Euklidesa. Wyniki, otrzymane przez tobaczewskisgo
i Bolyai'a. Trzy geometrye z punktu widzenie elementarnego.

Postulat V-y Euklidesa brzmi:

Jezelli katy wewnetrzne, utworzone po jed-
nej stronie przez prostg z dwiema innemi prze-
cinajgcemi jg prostemisg takie, Zze suma ich
jest mniejsza oddwdéchkatéw prostych,wtedy
te dwie proste przedluzone spotykaja sig po
tejze stronie.

‘Wymieniamy jeszeze inne postulaty euklidesowe, kladac
przy nich numery kolejne, przyjete w wydaniach Euklidesa,
np. w waznem wydaniu Heiberga (1883-1888). Co do
uwag krytycznych o postulatach, patrz Tannery (Bull des
sciences math. (2) V, VIII i artykul Mansiona (Soc. scient. des
Bruxelles XTIV, 1889—90). O postulatach Geometryi patrz naj-
nowszg prace Hilberta: ,Ueber die Grundlagen der Geome-
trie“ (Lipsk 1899).

I Dwapunkty dane mozZna zawsze polg-
czyé prosta.

II. Linig prosta mozna przedluzyé.

IIl. Majgcdanysrodek jakikolwieki dany

promief mozemy zawsze nakreslié
kolo.
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IV. Wszystkiekaty prostesgrdwne.

VI Dwie proste nie zamykajg soba prze-

strzeniskonczonej.

Trzy pierwsze postulaty nazywajs si¢ postulatami
konstrukeyi.

Usilowania udowodnienia postulatu V-go doprowadzity do
zastapienia go innemi. Wallis w 1693 r. w dwdch notach do
. Elementéw Geometryi“ (patrz Engel-Stickel L c.) zastg-
pil go nastepujagcym: Istniejs tréjkgty podobne.
Postulat ten jest zreszts za obszerny i mozna go zastgpié in-
nym (spostrzezenie Saccheriego): Istniejg dwa tréj-
katy o katach odpowiednioréwnychinieréw-
nowazne.

Inny postulat zamiast Euklidesowego wprowadzil Le -
gendre:

a) Z punktu zewngtrz prostej moznapo-
prowadzié doniejjedne tylko réwnolegls, co
odpowiada przyjeciu, Ze istnieje jeden tylko punkt
w nieskonczonoscina prostej.

Twierdzeniami réwnowaznemi postulatowi Euklidesa
sg nastepujace:

b) Suma trzech katéwtrdjkatardowna sie
dwom katom prostym.

c) Weczworoboku, wktérym dwa katysg
prostea dwa boki przeciwlegle, przylegle ka-
tom prostym, sag réwne—i dwa pozostale kgty
sa proste (postulat, przyjety przez Saccheriege. .

d) W czworoboku trédjprostokgtnym kat
czwarty jest prostym (postulat, przyjgty przez Liam-
berta imalordznigcy sig od poprzedniego).

Hypotezy. w ktérych przyjmujemy, ze te katy sg roz-
warte albo ostre, nazywamy dla krdétkosci hypotezs
kagta rozwartegoihypotezg kata ostrego Sac-
cheriego lub Lamberta.

Niezaleznie od przyjecia postulatu, mamy twierdzenia na-
stepujace;
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Jezeli przyjmiemy istnienietréjkata, dla
ktédregosuma kgtédw réwna sig dwom kagtom
prostym, to toz samo zachodzié¢ bedzie w kaz-
dyminnym tréjkacie (Legendre).

Jezeli przyjmiemy, Ze prosta ma punkty
w nieskonczonosci, to suma katédw trédjkata
niemoze by¢ wyzsza od dwéch katédw prostych
(Legendre).

Przy tem zaloZeniu nie mozna przyja¢ hypotezy kata roz-
wartego Saccheri’egolub Lamberta.

Jezeli postulat Saccheri’ego lub Lamberta jest praw-
dziwy w jednym przypadku, to jest prawdziwy zawsze.

Jezeli hypoteza kata prostego albo rozwartego Sacche-
ri’ego lub Lamberta jest prawdziwa w jednym przy-
padku, to jest prawdziwa zawsze.

Stosownie do tego, czy suma trzech katéw tréjkata jest
mniejsza od dwdch katéw prosvych, réwna dwdém katom pro-
stym, albo wieksza od dwéch kgtéw prostych, prawdziwg jest
odpowiednio hypoteza kata ostrego Saccheri'ego, hypoteza kata.
prostego, wreszcie hypoteza kata rozwartego (Saccheri).

Przy przyjeciu hypotezy o sumie dwéch
katdw tréjkata mniejszej od dwdch kagtéw pro-
stych, dwie proste albo przecinaja sig, albo sg
asymptotamijedna dla drugiej (zblizaja sie
nieograniczenie, niespotykajgc sie)albo tez
majg prostopadlag wspélna, od ktérej poczgw-
szy,rozchodzg sig (Tw. Saccheri’ego).

Przy tejze hypotezie pole trdjkata jest
proproporcyonalne doniedomisru kgtowego,
jeZzeli przez niedomiar rozumiemy réznice
pomigdzy dwoma katami prostemi a sumag
trzech kgtdw trédjkagta (tw. Lamberta).

Jezell przyjmiemy, ze przez punkt, polo-
zony wewnatrz kata trédjkata, mozna popro-
wadzié prostsg przecinajgcsa obaramiona kata,
to wyniknie stad, Ze suma trzech kytéw tréj-
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katanie jest mniejsza od dwéch kagtéw pro-
stych (Legendre, patrz Baltzer, Leipz. Ber. 1870,
Crelle LXXIII, str. 372).

Z twierdzen poprzedzajacych wyplywa jasno podzial Geo-
metryi ogélnej na trzy gléwne gatunki, mianowicie:

. Geometrya Liobaczewskiegolub hyper-
boliczna. Prosta jest wniej nieograniczona lub otwarta.
Pystulat V-y nie stosuje sie; stosuje sig natomiast postulat VI-y.
Suma katéw tréjkata jest mniejsza od dwdch katéw prostych.

Geometrya ta odpowiada hypotezie kata ostrego Sac-
cheri’egolub Lamberta.

Z kazdego punktu mozna poprowadzié do prostej danej
dwie proste réwnolegle. W geometryi tej wyobrazamy sobie,
ze prosta ma d wa punkty w nieskoniczonosei.

Jezeli oznaczymy, jak zwykle, przez a, b, ¢, 4, B, C boki
i katy tréjkata, wtedy zachodzié bgedg zwigzkina-
stepujgce:

sin—%—sin C =sin -fﬂ—sinB, (Twierdzenie o wstawie)

4

. . @ b b a
sin — cosA+s1n-R~ COS - COS O Sin - ¢S 4

c

7 cos 4, (Tw. o do-

c0s-% — cos o cos— ~+ sin -é—siu
& 4 B stawie)

i
cos 4 -+ cos Bceos ¢ = sin B sin Ccoa%,

; . . a . b
sin Csin 4 = sin B cos - — cos C’sm.Acos?i—,

wktérych R oznacza liczbe stals ¢ z ysto-urojon g; moinaby
wige sposobem zwyklym zastgpié w tych wzorach funkeye ko-
Iowe funkcyami hyperbolicznemi.

Trzeci z powyzszych zwigzkéw podat wr. 1825 Taurinus,
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ktory rdéwnoczesnie z Eobaczewskim pracowal nad zasadami
geometryi (patrz (Engel-Stickel L c.).

Lambert zas wr 1766 zauwazyl, ze geometrya na tej
hypotezie kata ostrego oparta, daje sig interpretowaé na kuli
0 promieniuurojonym; poprzednie wzory trygonome-
tryczne stwierdzaja slusznosé tego spostrzezenia.

W Geometryi iobaczewskiego krzywe, ktérych
punkty majg odleglosci réwne od prostej danej (krzywe rdéw-
nych odleglosci), posiadaja nastepujace wlasnosci.

1. Normalneichsg wszystkie prostopadle
do prostej,iodwrotnie.

2. Kazda prosta,spotykajgca krzywg w dwdch
punktach, tworzy wtych punktachkagty rédw-
nez krzywas.

3. Dwiestyczne, poprowadzone do krzy-
wej zjednego punktu, majgrédwne diugosei.

Krzywa, majaca wlasnosei 2 1 3 i nadto wlasnosé, zZe
jej normalne sg wszystkie rdwnolegle, nazywa sig¢ horycy-
klem lub krzywa graniczng XLobaczewskiego.
Jest ona przypadkiem granicznym krzywych réwnych odleglo-
$ci 1 zarazem przypadkiem granicznym kola.

Horycykl mozna uwazaé za kofo, ktérego
srodek znajduje sie wnieskonczonoseci.

W przestrzeni hyperbolicznej o trzech wymiarach mamy
podobnie horysfere lub powierzchnie graniczng
Yiobaczewskiego; powlerzchnie te odpowiadajg powierz-
chniom, ktére Bolyai oznaczal liters F.

II. Geometrya euklidesowa lub parabo-
liczna. Prosta jest nieograniczona lub otwarta Stosuja sie
pewniki Vi VL. Suma katéw tréjkata réwna sie¢ dwém katom
prostym.

Geometrya ta odpowiada hypotezie kata prostego Sac-
cheri’ego lub Lamberta.

Z punktu mozna poprowadzi¢ jedneg tylko réwnolegly
do prostej danej. Prosta ma jeden tylko punkt w nieskonczo-
nosci.
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Stosuja sie tu powyzsze wzory trygonometryczne, gdy przyj-

miemy Wnich% =0 lub BR=oc0, a zatem gdy zamiast

.a L% - a . L
R sin g Wetzmiemy d, zamiast cos —- jednosé .

III. Geometrya Riemannalubeliptyczna.
Prosta jest zamknieta i skonczona. Nie stosuje sig ani pewnik
V, ani tez tem bardziej pewnik VI. Suma katéw tréjkata jest
wigksza od dwdch prostych.

Geometrysa ta odpowiada hypotezie kata rozwartego Sa c-
cheri’ego lub Lamberta.

Z punktu danego nie mozna poprowadzié Zadnej réwno-
legtej do prostej danej; prosta nie ma zadnego punktu
w nieskonczonosei.

Wzory trygonometryczne sa te same, co poprzednio, ale na-
lezy w nich R uwazaé za liczbe rzeczywista dodatnig.

Klein plerwszy zauwazyl, ze geometrye te nalezy po-
dzielié na dwie, a to sposobem nastepujgcym:

Przy pomocy wzoréw trygonometrycznych znajdujemy, zZe
jezeli dwie proste spotykajs sl w pewnym punkcie, to spoty-
kajg sig 1 w drugim odleglym na Rz od pierwszego, oraz ze gdy
na proste] wyjdziemy z pewnego punktu, to po drodze réwnej
najwyzej 2Rn, powrdcimy do punktu wyjscia. Przy tej za-
sadzie mozliwe s dwie hypotezy, a mianowicie:

a) Przebiegajac po prostej, wracamy po raz pierwszy do
punktu wyjscia, przebywszy droge réwng Rax; wtedy punkt
drugi, w ktérym spotykajg si¢ dwie proste, jest ten sam co pierw-
szy stgd wyplywa twierdzenie: dwie proste spoty-
kajg si¢ w jednym tylko punkecie; przez dwa
punkty przechodzi jednatylko prosta. Dlugosé
prostej réwna sig wtedy Rx. Geometrya, na tej hypotezie oparta,
nazywa si¢ geometrys Riemanna pojedynczg lub
geometrys eliptyczng pojedyncza.

W Geometryi tej najwigksza odleglos¢é dwdch punktéw
jest £ Rm; jezeli damy punkt, to wszystkie punkty odlegle od
niego na % Rz, tworzg prosta.
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Plaszezyzna w tej geometryi nie dzieli sig na dwie czesei
przez prosta na nie’ .

b) Przebiegajac po prostej, powracamy po raz pierwszy
do punktu wyjscia, odbywszy droge 2Rn; wtedy dwie proste
spotykajg sie zawsze w dwdéch punktach i istniejg pary punktéw,
przez ktére przechodzi nieskoficzenie wiele prostych. Dlugosé
kazdej prostej réwna si¢ 2 Rz; Geometrya, oparta na tej hypo-
tezie, nazywa si¢ Geometrys Riemanna lub elip-
tyczng podwdjng (Klein).

Najwieksza odleglosé pomigdzy dwoma punktami jest Kz,
dla danego punktu istnieje tylko jeden punkt, odlegly od niego
na Rn. Istnieje zawsze prostopadla wspélna do dwdch pro-
stych danych. Plaszczyzna przez kazda prostg na niej albo przez
kazda linig zamknigty rozpada sig na dwie czesci. Kazde
koloma dwa $srodki.

Ta specyalna Geometrya Riemannowska jest podobna do
Geometryi sferycznej i daje si¢ interpretowaé na kuli.

Jezell interpretujemy Geometrye eliptyczng na powierz-
chni o krzywiznie stalej dodatniej, wtedy podzial tej Geometryi
na dwie inne ma zwigzek z hypotezg podwdjnsg, jaksg uczynié
mozna 0 dwustronnosci i jednostronnosci po-
wierzchni (patrz Rozdz. XVIIL, § 1).

To odréznienie dwoch geometryj Riemannowskich, nie spo-
strzeZone przez niektérych matematykéw, np. przez Beltrami’ego,
znalazt K1ein (Math. Ann. IV, str, 604 nota i VI, str. 125), patrz
takze Newcomb (Crelle LXXXIII i Killing (L c.); ten ostatni
nazywa przestrzell eliptyezna pojedyheza: forma bhiegunowg
przestrzeni Riemanna Poréw. t. I wspomnionyeh juz
wykladéw litografowanych Kleina, str. 243, 293,

Zauwazmy, Ze postulat IV stosuje sie do wszystkich trzech
geometryj; odpowiada on w pewien sposéb postulatowi o nie -
zmiennos$ci figur, bez ktérego nie mozna zbudowaé zad-
nego ukladu geometrycznego (patrz De Tilly, Essai sur les
principes fondam., Bordeaux, 1879, str. 18); podobniez stosujg
sig do wszystkich trzech geometryj postulaty I, IT, III.
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De Tilly w pracach, cytowanych w paragrafie poprzed-
nim, a zwlaszeza w pracy z r. 1893, utworzyl trzy geometrye,
wyuhodzsgc jedynie z pojecia odleglosci, uwazanego za pier-

wotne, 1 wylaczajac katy. Juz dawniej] Fourier mial tez
samg mysl zbudowania calej geometryi euklidesowej na tem po-
jeciu (poréw. ustep, powtdrzony w ,Mathesis® IX, str. 139—141,
1889). De Tilly dla scharakteryzowania trzech geometryj
korzysta ze zwigzku, zachodzacego pomiedzy odleglosciami
czterech punktéw na plaszezyinie i ze zwigzku pomiedzy
odleglosciami piecin punktéw w przestrzeni. wskazanych juz
przez Lagrange'a, badanycl przez Cayley'a, uogélnionych
wreszcie przez Scheringa na przestrzenie nieeuklidesowe
(patrz Rozdz. I, § 81 4), i na tych zwigzkach opiera zasady trzech
geometryj. Z tychze zasad otrzymal on tez dowéd niemozliwo-
dcl wywodu logicznego postulatu Euklidesa, czego plerwsi
twdrcy geometryi bezwzglednej nie uczynili, a co wyniklo dopiero
zprac Beltrami’ego. Nadto De Tilly podal dowdd, Ze
nie istnieje zaden inny system geometryl, précz systemu euklide-
sowego 1 dwdch nieeuklidesowych. Co do krytyki prac De Til-
ly’ego patrz ,Fondamenti Veronesego str. 592.

§ 3.
Zwykte zwiqzki metryczne w postaci rzutowej.

Zwiazki metryczne zwykle mozna przedstawié w postaci
rzutowsej, uwazajgc na plaszezyznie dwa punkty kolowe urojone
w nieskonczonosci, w przestrzeni za$ kolo urojone w nieskon-
czonosci (Rozdz. IV, §3; V, § 2):

Niechaj z, , z,, 23, 2/, , 'y, 2y bedg spbirzedne jednorodne
dwéch punktéw P, P'; &, &. &, &1, &y, &y spblrzedne dwéch
punktéw kolowych plaszczyeny (Rozdz.I, §3); odleglosé
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migdzy dwoma punktami wyraza sie wzorem:

Viwa'€) (axx' &)
(2EE) (' &)

r=2=R

gdzie R jest stalag zalezng od jednosci miary.

Jezeli wprowadzimy jednostke miary, przyjmujac, Zze odle-
glosé dwdéch punktéw a, a’ réwna sie 1, wtedy wyrazenie
rzutowe odleglosci » bedzie postaci:

V(' E) (2o’ &) (adE') (a' EE)
Viaa'§) (aa’&) (&8 (' EE')

Niechaj %, =0, w',=0 bgdg réwnania dwéch prostych na
plaszezyznie w spolrzednych jednorodnych; kgt pomigdzy
prostemi wyrazisie we wzorach rzutowych
w ten sposéb:

cos @ = i‘"—————“ﬂe_.«__—_u;a st L) 0 , sinw = i e u’_ﬂ__;
2 Vusug . wpwy 2 Vugup . upi's

Waznem jest w tym wzgledzie twierdzenie Laguerre’a
(Nouv. Ann. XII, str. 64, 1853, podane juz przez nas Roz. I, § 3):

Kat w dany jest przez wzdr
1 g Wy

—lo
g 8 Uy g

o =

. , . 1 s
t.].,ordwna sig g, pomnozZonemu przezlogarytm

stosunku harmonicznego czwdérki, nutworzo-
nejprzez dwie proste daneiprzez dwie proste,
idgce do punktédw kolowych.
Aby znales¢ wzory analogiczne dla przestrzeni, nalezy
wprowadzié rozwazanie kola urojonego w nieskoniczonosci.
Dajmy, Ze mamy wyznaczyé odleglosé punktéw danych
W spétrzednych jednorodnych: a,, @, 2y, 2,; @y, @), «s, o, .
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Utwérzmy stozek kwadrykowy, ktéry rzuca z pun-
ktu v, ¥ ¥s, Yy, przestrzeni kolo urojone w nieskoneczonosei
iniechaj F(X,y) bedzie réwnaniem takiego stozka, w ktérym X
oznaczajs spolrzedne biezace; niechaj dale] T(X)==0 bedzie
réwnaniem plaszezyzny, przechodzace]j przez kolo urojone w nie-
skonczonosci. Odleglosé pomiegdzy dwoma punk-
tamiprzestrzeni wyrazisig wzorem:

_ p JE@2)
"= T @)
gdzie B jak zwykle oznacza stala zalezng
tylkood jednostki miary, a ktérg mozemy wy-
znaczyo, jak wyzej.

Niechaj beda dwie proste, wychodzace z punktu y; niechaj
na jednej znich znajduje si¢ punkt (), na drugiej punkt (z');
oznaczmy przez F, biegunows formy F z biegunem (z') 1 wzgle-
dem zmiennych (z), przez @, (xy)=0—réwnanie plaszczyzny stycz-
nej, poprowadzone] przez punkt (') do stozka z wierzcholkiem
w punkcie (¥); kat pomigdzy dwiema prostemi
wyrazisig wtedy wzorami:

Fx’ 3 F Qzl 5
i . ) SR W—— ()]

VE@y) F@,y) V@) P,y

apomigdzy Fi #zachodzié¢ bedziezwigzek:
Do (zy) = Fon(ry) — Flay) F(z'y).

Kat pomigdzy dwiema plaszczyznami jest
iloczynem% przez logarytm stosunku podwdj-

negoczwdrki, utworzonejzdwdéch ptaszezyzn
danych i z dwéch innych, przechodzgcych
przez 0§, istycznych do kotaurojonego wnie-
skohczonosel

Jezeli kolo urojone w nieskonczonoscei uwazaé bedziemy za
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kwadryke obwiednis znieksztalcony, wtedy trzy osi glowne ja-
kiejkolwiek kwadryki beda trzema krawedziami czworoscianu
samosprzgzonego (patrz Rozdz. V, § 114), odnoszgcego sig do
danej kwadryki i do kwadryki znieksztalconej, ktdérs przedsta-
wia kolo urojone w nieskonczonosel.

Kwadryki spélogniskowe (Rozdz. V, § 3) sa kwadrykami,
wpisanemi w tez samg powilerzchnig rozwijalng, zawierajgcs
koto urojoue w nieskonczonosci.

§ 4

Absolut Cayley’a. Metryka rzutowa. Interpretacya rzutowa
trzech geometryj.

Cayley w szdstej swej rozprawie o teoryi form alge-
braicznych dwdjkowej i tréjkowej (Phil. Trans. 1859) podal
pomysl gleboki, o ktérym méwié tu bedziemy; pomysl ten
Klein (Math. Ann. IV, VI) zastosowal do rzutowej interpre-
tacyl geometryi nieeuklidesowej.

Formy gatunku 1-go. Ustalmy na prostej pare punk-
téw, ktérg nazwijmy absolutem prostej. Jezeli ,, 2, s3
spolrzednemi jednorodnemi biezacemi punktu prostej, wtedy
pare punktéw przedstawi forma dwdjkowa kwadratowa zmien-
nych z;, %y, ktdrg oznaczmy przez X,.. Do absolutu odniesmy
stosunki metryczne pomiedzy punktami prostej.

Niechaj z, ' bedsg punkty dane, & & punkty absoluty;
utwoérzmy stosunek podwdjny

@§) (%' &)
D=t
(&) (xE) °
inazwijmy odlegloscig dwdch punktdédw z, 2/ wyra-

Zenie:
r = RlogD,
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gdzie R jest stalg dowolna. Jezeli X, oznacza biegunowsg
formy 2,- 0 biegunie ', wtedy:

2@:" + V}.f'?w e Exx Zx'x'

Lo — VZ’W — Doz oz

r = R log

Odleglost rczynizadosézwigzkowi zasa-
dniczemu (ktéremu czynigzadoséiodleglosci na prostej, poj-
mowane w zwyklem znaczeniu tego wyrazu) :

g+t +ry =0,

gdzie r,; oznacza odleglosé punktéw ¢, j. Mezemy odréznié trzy
przypadki:

I. Dwa punkty £1 & sa rézne (t. j. wyréznik formy X
jest rézny od zera) i mojone sprzezone. W przypadku
tym mamy geometrye¢ eliptyczng na pro-
stej.

II. Dwa punkty &, & zlewajs sig. Mamy geometrye
parabolicznsg.
III. Dwa punkty & & sg rzecsywiste. Mamy geome-
trye hyperboliczna.
W geometryl hyperbolicznej dwa punkty & & maja odle-
glosé nieskonczong od kazdego innego punktu; prosta ma dwa
punkty w nieskonczonosel

Odleglosé w przypadku geometryi paraboliczne] wypada
zawsze réwna zeru, gdy R dazy do co. Kiladziemy wtedy

E =& +vL,, &, =E8+¢l,, zamiast B piszemy -Isi i okreslamy
odlegtos¢ jako granice, mianowicie :

r=1Iim [-J? logD] :

e=0

W geometryi parabolicznej jedyny punkt & jest punktem
w nieskonczonosei, t. j. ma odleglosé co od kazdego innego pun-
ktu; odleglosé r pomiedzy dwoma punktami
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wyraza sig jakordznica dwéch dwustosunkdw

. _ _w0)(F) _ (20)(E¥)
= @5 (EO0) () (B0)

gdzie O jest poczgtkiem na prostej, £ zas pun-
ktem—jednoscig.

W Geometryi eliptycznej dtugos¢ proste] jest skonczona
iréw.i 2Rx.

Formy gatunku 2-go. Wyobrazmy sobie na plaszezyznie
stozkows o réwnaniu X,,=0, nazwijmy ja absolutem
plaszczyzny; réwnaniem jej w spoirzednych prostej niechaj
bedzie 8,,/'=0.

Kazda prosta plaszezyzny przecina stozkows w dwéech
punktach, ktdre sg rzeczywistemi, urojonemi sprzezonemi albo
zlewajgcemi sig; te punkty bedg punktami zasadnicze-
midla Geometryinaprostej plaszczyzny.

Z kazdego punktu plaszczyzny mozna poprowadzié dwie
styczne do stozkowe] absolutnej; te dwie proste bedg
prostemi zasadniczemi dla geometryi peku
prostych wychodzgcych ztego punktu.

Odleglos¢ dwéch punktdw (z), (#) okreslamy
z& POMOCcY WyrazZenia :

.Ex:c’ + Vz:?zx' — zzz 2_;’;’_- .
2:..-@' - stx:c' - zzz zm’z' ’

r =R log

kgt dwéch prostych (u), («) za pomocg wyrazenia:

Sam' + VS 2uu’ S Sw Su’u
Suu' S nguu’ =7 S&m Su.’rs‘

o = R'log

Stozkowa absolutna jest miejscem punktéw plaszezyzny,
majacych odleglosé nieskonezong od punktu danego.

Miejscem punktéw plaszezyzny, majacych odleglosé stals
od punktu danego (x) jest stozkowa, dotykajga stozkowe] abso-
lutnej w dwdch punktach, w ktdrych tejze stozkowej dotyka
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biegunowa punktu (x). I wzajemnie: Proste, ktére z prosig
dang (w) tworzg kat staly, obwodzg stozkows, dotykajacs stoz-
kowej absolutnej w dwdch punktach jej przeciecia z prosta .

Proste, spotykajace si¢ na stozkowej absolutnej, tworza
kgt zero i dla tego mozna uwazaé je za réwnolegle. Stad:
z kazdego punktu mozna do prostej danej poprowadzié¢ dwie
réwnolegle (rzeczywiste, urojone, zlewajace sie).

Dajmy, Ze stozkowa X jest urojomna i polézmy R=iR,,
R'=1iR'; dlugos¢ kazdej prostej rzeczywiste] na plaszczyznie
bedzie skoficzonairéwna 2Rz, suma zas katéw w peku prostych
bedzie 2 R/, .

Jezeli przyjmiemy jeszcze R'| =%, otrzymamy Geome-
trye Riemannalub eliptyczna (patrz § 2).

Jezeli przyjmiemy, ze stozkowa X jest rzeczywista 1 polo-
s#ymy R=1R,, R'=iR';i Bi=4%, otrzymamy Geometrye
Y.obaczewskiego lub hyperboliczna.

Jezeli wreszcie stozkowa znieksztalea sig i jako obwiednia
redukuje si¢ do pary punktéw, otrzymujemy Geometrye
paraboliczna wznaczeniuszerszem, kidéra spro-
wadza sig do Geometryi euklidesowe], gdy te dwa
punkty sa punktami kolowemi (urojonemi sprzg-

Zonemi)

Niema juz teraz Zaduej trudnosei w uogdlnienin tych roz-
wazah na formy gatunku 3-go, a w szczegdlnosei na
przestrzen zwyklsg. W przestrzeni tej absolutem bedzie kwa-
dryka. Stosownie do tego, czy kwadryka ta jest urojona, rze-
czywists ale nie o tworzacych rzeczywistych, albo znieksztal-
cong (jako obwiednia) na stozkows plaska lub kolo urojone,
otrzymujemy trzy geometrye: eliptyczna, hyperboliczna i para-
boliczng § 2-go.

Pascal Rep. H, &5
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§ b.

Odwzorowanie geometryi nieeuklidesowsj na powierzehniach
lub rozmaitosciach wyzszych przestrzeni euklidesowey,
podane przez Beltramiego.

Geometrya Yiobaczewskiego jest toZsama
z geometrys wprzestrzenio krzywizniesta-
lejujemnej Riemanna (patrz Rozdz. XX); dos¢ tylko
zamiast linij prostych podstawi¢ linie geodezyjne. Stad w szcze-
gélnoscl, geometrya plaska Xobaczewskiego lub hyperbo-]
liezna zlewa sig z geometrys na powierzchni o krzywiznie stalej
ujemnej (patrz Rozdz. XVI, § 11) i dla tego geometrye te mo -
zna nazwaé takze pseudosferyczmna.

Powiedziano juz w§2, ze Lambert w r. 1766 spo-
strzegl, ze geometrye, wyplywajaca z t. zw. hypotezy kata
ostrego, mozna interpretowaé na kuli o promieniu urojonym.

Minding (Crelle XIX, XX, 1839—1840) spostrzeg! byl,
ze wzory trygonometryczne, odnoszgce sig do tréjkatéw pseudo-
sferycznych, mozna otrzymaé z wzordw dla tréjkatéw kulistych,
zmieniajac B na BV:=1 (Rozdz. XVI, § 11). Przedmiotem tym
zajmowal {ez sie Codazzi (Ann. di Tort. 1857), lecz dopiero
Beltrami (Giorn. di Bat. IV, 1868) znalazl pierwszy praw-
dziwe i pigkne wyjasnienie tych faktéw. W pézniejszej rozpra-
wie (Ann. di matt. [T) Beltrami rozciagnal na przestrzenie
tréjwymiarowe rozwazania, poczynione poprzednio dla plasz-
czyzny.

Stala R, zachodzgca we wzorach Geome-
tryi Liobaczewskiego (patrz §2), jest pierwiast-
kiem kwadratowym z odwrotnosci krzywizny
przestrzeni, w ktdrej interpretujemy te geo-
metrye.
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Co do geometryi plaskie] Riemanna lub eliptycz-
nej, to powiedzieliSmy juz w § 2, #e dzieli si¢ ona na dwie.
Tylko jedna znich daje sig interpretowaé na kuli; druga
odpowiada wprawdzie geometryl powierzchni o krzywiznie sta-
lej, ale takiej, kiérej spéjnosé jest rézna od spéjnosei po-
wierzehni kuli, Patrz uwagi Kleina w wykladach litogr.
(I, 1892, str. 243—293) 1 to, co powiedziano wyzej na str. 697.



ROZDZAL XXII

NOWA GEOMETRYA TROJKATA

Punkty i kota Lemoine’a i Brocarda. Prosta Eulera. Kofo dziewigeiu
punktéw lub kofo Feuerbacha. Kofa Taylora i Tuckera.
Prosta Simpsona.

Podamy w tym ostatnim Rozdziale najwazniejsze rezul-
taty t. zw. Geometryitrdjkata.

Niechaj bedzie tréjkat 4B C, oraz prosta, ktéra tak jest na-
chylona do bokéw 4B, AC; jak prosta BC odpowiednio do bokdéw
AC, AB, nazywaja sie¢ przeciwréwnolegla (antiparal-
lela) do bokéw BC.

Punkty $rodkowe wszystkich przeciwréwnoleglych do jed-
nego boku tréjkata znajdujg sie na prostej, przechodzace] przez
wierzcholek przeciwlegly temu bokowi; prosta ta nazywa sig
symedian g trojkata.

Trzy symediany przechodzs przez jeden punkt, zwany
punktem Lemoine'a.

Odleglosci punktu Lemoine’a od trzech bokdéw tréjkata sg
proporeyonalne do tych bokéw, a suma kwadratéw tych odle~
glosci jest najmniejsza (minimum).

Jezeli z punktu Lemoine’a poprowadzimy réwnolegle do
trzech bokéw tréjkata, to szesé punktéw, w ktérych te proste
spotykaja boki, tworzg szesciokgt Lemoineailezg
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na okregu kola, zwanego pierwszem kolem Le-
moine a lub kolem potréjnego stosunku.

Srodek pierwszego kola Lemoine'a jest srodkiem prostej, 1a-
czace] punkt Lemoine’a ze srodkiem kola opisanego na trdjkacie.

Jezeli D, D'; E, E'; F, F' sa wierzcholki szesciokata Le-
moine'a, polozone odpowiednio na trzech bokach trojkata, to
odcinki DI, EE, FF' s w stosunku szescianéw bokdw, na ktd-
rych sie znajduja.

Jezell przez punkt Lemoine’a poprowadzimy przeciwréw-
nolegle do bokdw tréjkata, to szes¢ punktéw, w jakich te proste
przetng boki, do ktérych nie sg przeciwréwnolegtemi, znajdujs sig
na okregu kola, ktére nazywa si¢ drugiem kolem Lemoine'a
lub kolem dostawy.

Odecinki. ktdre to kolo odeina na bokach tréjkata, sa pro-
porcyonalne do dostaw katéw trdjkata .

Niechaj bedzie dany tréjkat ABC, punkt O na plaszezyznie
taki, ze katy OAB, OBC, OCA sg rdwne, oraz punkt 0’ taki, ze
katy O'CB, O'BA, O'AC sg réwne. Pierwszy z tych punktéw
nazywa sig punktem dodatnim Brocarda, drugi pun-
ktem njemnym Brocarda. Rozréinienie to, oczywiscie,
ma waznos¢ bezwzgledna tylko wtedy, gdy ustalimy polo-
zenie wuzajemne wierzchotkdw trojkata zasadniczego; przyj-
mijmy tedy, ze droga AB, BC, CA jest droga o zwrocie
przeciwnym ruchowi skazéwek zegarowych.

Kat O4B réwna sig kgtowi 0'B4 i podobniez rzecz sig ma
z katami pozostatemi; wspdlna wartosé tych katéw nazywa sie
kgtem Brocarda. Katten nie moze byé wigkszy o jedne
trzecig od kata protego. Wielkosé jego daje wzdr:

cotg @ = cotg 4 - cotg B + cotg C.

Kolo spélsrodkowe z kolem pierwszem Lemoine'a i prze-
chodzgce przez pierwszy punkt Lemoine’a, a wigc przez srodek
kola opisanego na tréjkscie, nazywa sie kolem Brocarda.

Ze srodka kola, opisanego na trojkscie, poprowadzmy pro-
stopadle do bokdéw i niechaj 4', B, (' beds punkty, w kiérych
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te prostopadle przecinajs okrag Brocarda, wtedy proste B4’
CB’, AC' zbiegajs w punkcie dodatnim Brocarda, proste AB’,
BC, (A’ w punkcie ujeranym Brocarda.
Kolo Brocarda przechodzi przez dwa punkty Brocarda.
Jezeli I;, L, sy promienie dwdch k6l Lemoine’a, B pro-
mien kota Brocarda, R promien kola opisanego na tréjkacie,
wtedy zachodzg zwigzki:

R*=3L3+ B!, L’=L +B.

Kolo Brocarda nazywamy jeszcze kolem pieciu pun-
ktéwlub kolem siedmiu punktdw.

Jezeli z danego punktu poprowadzimy réwunolegle do bo-
kéw tréjkata, to szesé punktow, w ktr}rych te proste przecma.]at
boki, 1ez9, na jednej stozkowej, zwan33 stozkowsa szesciu
punktd w; stozkowa ta staje si¢ kolem (pierwszem kolem Le-
moine'a), gdy punkt, z ktérego prowadzimy réwnolegle, jest
plerwszym punktem Lemoine’a.

Punkt Lemoine’a i srodek cigzkosci tréjkata otrzymuje sig
jeden z drugiego przy pomocy konstrukeyi, unalezacej do prze-
ksztalcenia Desargues’a (patrz Rozdz. X VII); innemi slowy: jeden
z tych punktéw powstaje przez przeksztalcenie Desargues’a
z drugiego. W podobnej zaleznosci od siebie sg dwa punkty
Brocarda.

W tréjkacie punkt H przecigeia wysokosel (zwany ort o-
centrem), punks S przecigeia trzech srodkowych (Srodek ciez-
kosci—b ar ycentr), punkt M przecigeia trzech prostopadlych,
wyprowadzonych z punktéw srodkowych bokéw, (srodek kola
opisanego) lezg na jednej prostej, zwane] prostsg Eu-
lera (Novi Comm. Petrop. X1, 1765, str. 114). Prosta MN po-
dzielona jest w punkecie S wewnetrznie w stosunku T%'{SL = 2.

Kolodziewigciupunktéw, zwane takie przez
niektdrych blednie (patrz pracg Mackaya nizej cytowans)
kolem Kulera, jest to kolo, przechodzace przez $rodki trzech
bokéw tréjkata. Przechodzi ono takze i przez srod-
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kitrzech wysokos$ciiprzez srodkitrzech od-
cinkéw, zawartych pomigdzy wierzcholkami
apunktem spotkania wysokoscitréjkata.

Srodek N kola dziewieciu punktéw ZD&]dIlJe sie na prostej
Eulera i lezy na niej tak, ze odeinek MN dzieli siq wewnetrznie
w punkecie § (Srodku cigzkosci) 1 zewnetrznie w punkeie H (punk-
cie spotkania wysokosci) w stosunku 2: 1.

Promien kola dziewieciu punktéw jest polows promienia
kola opisanego.

Kolo dziewieciu punktéw jest styczne w czterech punk-
tach do czterech kél: wpisanego i zewnetrznie wpisanych wtréj-
kat (twierdz. Feuerbacha, Eigenschaften einiger merk-
wiirdigen Punkte des geradlingen Dreiecks, Norymberga 1822;
dlatego niektdrzy kolo dziewieciu punktéw nazywajs takze ko-
tem Feuerbacha).

Kolo dziewiecin punktéw jest tez styczne do kazdego
z dwunastu kél, wpisanych wewnetrznie i zewnetrznie do tréj-
katéw, utworzonych z ortocentru i dwéch z pomiedzy trzech
wierzcholkdw tréjkata (tw. Hamiltona, Nouv. Ann. 1862,
str. 183).

Na okregu dziewigein punktow istniejs inne jeszcze godne
uwagi punkty trdjkgta, mianowicie dwa punkty Schroe-
tera (Nouv.Ann. 1865, str. 178), punkt Vigariego (Math.
1888), punkt Lemoine'a (J. de math. élém. de Liongchamps
1889, str. 93; 1890, str. 118), dwa punkty Bouba lsa (tamze
1891, str. 215).

Kolo dziewigeiu punkidw jest przypadkiem szczegdlnym
stozkowej dziewigciu punktdéw, przechodzacej przez
szes$¢ srodkéw bokdéw czworoboku zupelnego i przez trzy punkty
przekatne.

Jezeli jeden z wierzcholkéw czworoksta zupelnego staje
sig ortocentrem trzech pozostalych, wtedy stozkowa staje sie
kolem; a jezeli cztery wierzcholki znajdujg sie na okregu, wtedy
stozkowa jest hyperbols réwnoboczns.

Stozkowa dziewigciu punktéw jest miejscem srodkéw stoz-
kowych peku, ktérego punktami podstawowemi sg cztery wierz-
cholki czworokagta.
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Bibliografia kola dziewieciu punktéw: Brianehon i Pon-
celet (Ann. de Gergome XI, 1820, str. 215), Steiner (tamie
XIX, str. 86 i Geom, Constr. Berlin 1833, str. 553), Casey (Quart.
J. 1860, IV), Kiieher (Grunert's Archiv XLVII), Schroe-
ter (Crelle LXVIII, Math. Ann. VII), Lappe (Crelle LXXI),
Baur (Schlom, Zejtich. XH), Sehub ert (tamze XVI). Historye
kola siedmiu punktéw podat Mac kay (Proe. of the R. Soc. of Edin-
burgh XT, 1892—93).

Koto Taylora jest to koto, przechodzgce przez szest
punktéw, ktére sg rzutami ortogonalnemi spodkéw wysokosci
na boki trojkata zasadniczego (Proc. Lond. Soc. XX, 1889).

Jezeli rozwazymy tréjkat homotetyczny z trdjkatem zasa-
dniczym, przy przyjeciu punktu Lemoine’a za srodek homotetyi,
wtedy boki tych dwdch tréjkatéw przetna sie w szesciu punk-
tach, znajdujgcych sig na tem samem kole. Kola takie nazy-
wamy kolami Tuckera.

Kolo opisanse, dwa kola Lemoine'a, kolo Taylora sa kolami
specyalnemi Tuckera; miejscem srodkéw wszystkich kél Tu-
ckera jest prosta, bedaca srednicg kola Brocarda.

Obwiednia kéf Tuckera jest elipsa zwang elipsg Bro-
carda; ogniskami jej sa dwa punkty Brocarda; jest ona wpi-
sana w tréjkat i dotyka bokéw tréjkata w spadkach symedian
(Brocard, Ann. de Toulouse 1887, J. de math. spéc. 1889;
Catalan, Mém. de Belg. XLIX, 1891).

Inng interesujgca wlasnoscig elementarna tréjkata jest na-
stepujaca:

Jezeli z punktu okregu kola, opisanego na trdéjkacie, po-
prowadzimy prostopadlie do trzech jego bekéw, to spodki tych
prostopadiych znajdowac sie beda na jednej prostej, zwanej
prostg spadkowsg Simpsona lub Wallace'a trdj-
kagta.

Obwiednig prostej Simpsona jest hypocykloida tréjostrzo-
wa (patrz Rozdz. XVII, § 12).

Twierdzenie o spodkowej podal Servois (Ann, de Georg IV,
1813 —14; str. 251), przypisujac je Simpsonowi; Gergonmne
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(tamze) dal dowéd analityezny twierdzenia i wypowiedziat unogélnie-
nie tegoz dla eczworoscianu, uznane wezakZe przez Durrande’a
(tamze VII) za biedne. Inne uogdlnienie podal Steiner (tamie
XIX). Poréwn. Brocard (Bull. Soc. mat) i Mackay (Soc.
mat. Edinburgh IX, 1890, Assoc, Fran¢. 1893). Wskazowki biblio-
graficzne znaledé mozna w Interm. des math. HI, 169; IV, 7.

Badania nad t. zw. geomeirya tréjkata nie sy zbyt
dawne. Pomijajae niekiére prace dawniejsze lub cytowane poprze-
dnio, wymieniamy jako, pierwsze najwazniejsze, badania: Lemoine’a
(Nouv. Ann. 1873, Assoe. Frang, 1873—74), Brocarda ( Nouv.
Corresp. math, de Catalan III, 1877, 1879, 1880), Neuberga
(tamze 1879, 1880, Assoe, Frang, 1888, Mém de Belg. 1890), Schou-
tego (Acad. d’Amsterdam, 1886), Cesaro (Nouv. Anmn. 1887,
Mathesis 1890) i t. d. Patrz takie Lemoine (Bull. Soc. math.
XII, 72, XIV, 167), F. Caspary, Zur neueren Dreiecksgeometrie
(Archiv. der Math, u, Phys. (3) I, 1901, str. 143—158). W dziele
Casey'a (A sequel to Euclid. 188, przeklad francuski p. t. Géom.
élém. récente, Paryz 1890 zebrana jest wigksza czedé¢ rezultatéw Geo-
metryi tréjkata); inna praca tego rodzaju jest Poulaina (Nouv.
geom. du triangle, ParyZ 1892). W literaturze polskiej mamy prace
S. Kepiniskiego p. t. ,Wiasnosei szezegllnych tréjek punktéow
iréjkata“ (Prace mat,-flz. I, 1890, str. 169—219). Wymieniamy
datej: Rouché et Comberouse, Traité de géométrie 6 éd.,
Paryz 1891, str. 429—485. Note ITII, Sur la géométrie récente du
triangle; A. Emmerich, Die Brocard'schen Gebilde ete., Berlin
1891). Krétszy zbiér rezultatéw geometryi tréjkata znajdujemy
w Periodico di mat. V1. Historye tego przedmiotu obejmuje Vigarié
Esquisse historique sur la géom. du triangle (Assoc. Fr. 1889).

Uogdlnienia podanych wyZej twierdzeil, odnoszace si¢ do ezworo-
katow, szeSciokatow it. d. poczynilii Neuberg (Mathesis 1885),
Tucker (Educ. Times 1885), Casey (Irish. Acad. 1886, Mathe-
sis 1890), Neuberg i Tarry (Assoc. Franc. 1886) i t.d.; uogél-
nienie do czworofcian poezynili Picquet (Assoc. Frang. 1874)
i Neuberg (Mem. de ’Acad. de Belgique 1884).







SPROSTOWANIA,

Do Tomu I.

Str. 74 i 81. Calke Eulera, oznaczong ua tych stronicach liters
nalesy vznaczyé litera 4, dla utrzymania jednostajnosci znako-
wania, przyjetego na str. 426 i innych,

Str. 78 wierz 5-y od dotu, zamiast Lsur ent, powinno byé Laurent.

Str. 154 wiersz 3-c¢i, dodaé: Calka ta znana jest od dtuzszego czasu;
tatwa metode jej obliczenia podat Lo batto (Crelle IX).

Str. 155 wiersz 3-¢i od géry, zamiast wyraZenia po stronie drugiej

wzoru, powinno byé:

da —— 1-4-acos =

Vai—1 a4 cos @

Wzér ten moze sluzyé do znalezienia calki, okreslonej w gra-
nicach od 0 do 7.

Str. 158 wiersz 11 5. Funkcya log (log #) jest czysto-urojong
pomiedzy 0 i 1 i dlatego calki, wystepujace w tych wzorach
nalezy rozumieé, jako podzielone przez — log (-—1), TaZ
sama uwaga stosuje sig do wzoru Mascheroni'ego na
str. 426.

Str. 160 wiersz 1-y od géry dodaé: liezby «i b sg liczbami calko-
witemi réznemi.

Str, 373 wiersz 1-y od dolu powinno byé:

of) = Dc(z?;.-z —it. d
i nadto nalesy zauwazyé, Ze stosujac w tym wzorze dzialanie
D, uwzgledniamy okolieznosé, iz wielkosei ¢ zaleZa tez wy-
raznie od e;, Ze wige nalezy dotaezy¢ wyraz:
s pe,
de;
: e ( s 2 )
1. j. +T 4e£——?)—gz ;

, przy warunku a>> 1.
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Do Tomu IT.

Str. 146 w wierszu 15 od géry, zamiast: ,ktore sg opisane okolo stoz-
kowej f i wpisane w stozkowa f “ powinno byé: ,ktore sa
opisane okolo stozkowej f' oraz oo! trdjkatéw biegunowyeh
wzgledem stozkowej f' i wpisanych w stozkows f¢.

O tyeh tréjkatach pisali: Smith (Proc. Lond. math.
Soc. H), Rosanes (Math, Ann, VI), Darboux (Bull
des sciences math. I, 348).

Str. 553. Do bibliografii linij geodezyjnych dotaczamy: Sochocki

»Prace mat. fiz.* III, 1892, str, 82—109.
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.. lemniskaty, 605.

Odleglosé geodezyjna, 550.
Odpowiedniosé dwnjednoznacezna. 3.

" homotetyezna form
gatunku 2-go, 37

a5 inwolueyjna, 16, 17,
36, 51,

Odwzorowanie knliste kongrueneyi,
571, powierzelni 538.
Odwzorowanie ptaskie powierzchni
szefeiennej, 318.
Odwzorowanie pedobne powierz -
chni. 538,
a ptaskie powierzehni,
201.
Ogniska kongrueneyi. 472.
. kwadryk, 169.
»  Oowali Cassini’ego, 601.
i stozkowyeh, 138.
Ogniskowe osobliwe eyklidy, 386.
i osobliwe powierzchni, 385
Ogniska stozkowyeh, 1.
Okna Vivani'ego, 624.
Oktateodroid. 637.
08§ rzutowosei, 15.
Osi kwadryk, 165.
» DPOprzecine hygerboloidy, 166.
» BStozkowyeh, 133.
Ostrze krzywej, 183.
Owale Cassini’ego, p. Kasynoida
»  Descartes’a, 606.
Osemka [krzywa), 605.

Pangeomeirya, 690.
Parabola, 120, 128, 596,

n Neil

szeseienna, 309.

Parabole o gniskowe paraboloidy, 170

»  lozbieine, 231.
Paraboloida eliptyezna, 159, 160.

§ hyperbeliezna, 151, 159,

160.
»  linij normalnych, 426.
Paradoks Eulera, 188,
46
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Parametr gliwny paraboli, 135.
Parametr rézniezkowy, 587.
tworzgeej powierzehni pro-
stoliniowej, 427,
Parametry izometryezne powierz-
chni, 536,
Pasma kwadryk, p. r’glti kwadryk.
. stozkowyeh 142.
Pentaedroid, 637.
Perspektywiczno&é, 4.
Pek plaszezyzn, L.
» Drostyeh 1.
nieskotniczenie wazki promieni,
578.
Peki kompleksow liniowyeh, 451
» kwadryk, 175.
komplekséw linowyeh, 451,
, nadkwadryk, 659
» perspektywiezne prostyeh, 22
» promienilub prostyeh, 119—22,
» Stozkowyeh, 142
syzygetyczne krzywyeh szes-
ciennyeh 238,
Pigcioseian Sylvestera, 336.
Plaszezyzna liniowa, 1.
# unktowa, 1.
Plaszezyzna-kula, 487.
= geisle styezna krzywej
skofnej, 524.
Plaszezyzny kotowe kwadryki, 167.
ogniskowe kongrueneyi,
474,
odwdjne pozorne, 259,
rednicowe kwadryki,
163.
styczne, 511.
trojstyezne do krzywej
skosnej, 260.
» zjednoczone, 49
Pochytosé plaszezyzny styeznej po-
wierzehni prostoliniowej,
427,
Podkiad peku, 1.
W szeregu, 1.
Podobiefistwo. 34.
Podnormalna, 509.

» biegunowa, 509.
Podstyezna, 509.
n biegunowa, 509.
Podzial foremny przestrzeni, 688,

Pola biegunowe, 519.
Pole elipsy, 594.
» hyperboli, 596
. krzywej piaskiej, 514.

n

n

n

kd

"
n

Pole pasa kulistego, 558.
plaskie, 514

n - = -
powierzehniowe, 514.

‘: powierzehniowe elipsoidy, 516.

= 4 pierseienia, 518

i w spitrzednyel
biegunowyeh, 519.

» sinusoidy, 620

» tréjkata geodezyjnego, 551.

4 i kulistego,

s ,  prostokreglnego, 31,

3 5

Porzgdek kongrueneyi linij prostyeh
471.
Postulat V-y Euklidesa, 692.
Powierzehnia rzymska Steinera,
383—398,
= Veronesezo, 662,
Powierzelnie algebraiczne — teorya
ogdlna, 255,
aualagmatyezne rzedu
4go, 384,
Appela, 572,
Bianehi’ego, 561.
biegunowe, 266,
Dini'ego, 561.
_Ennepera, 561.
faloweFresnela, 370,371
E Goursata, 572
graniezne Lobaezew-
czewskiego, p. IHory-

sfera.
& liomaloidalne, p. po-
wierzehnie wywmierne,
" Hessego dla powierz-
chni szeseiennej, 337,
# Hessego dla ukladiw
biegunowyeh, 287,
5 Jasobi’ego dla ukia-

dow biegunowyel, 287
jednobieine, patrz po-
wierzelinie wymierne.

. jednospdjne i wielo-
spbjne. 628,
. jednostronne, 626.

kanatowe, 572.
kaustyeane, 588,

,, Kummera, 359,
5 listewkowe, 542,
; taficuehowe, p. Kate-
noida.
& minimalne, 565.
® . Henneberga
560,
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Powierzehnie minimalnejﬁegémstronne
» Schwarza, 569
» Cayley’a, 267,
obrotowe, b92,
o krzywiznie éredniej
dodatniej, 564.
. ::sobliwogci kompleksn
445,
" przekgtneClebscla,338
i prosteliniowe 1rzedu
4 go, 398.
R prostoliniowe
4-go, 416.
przesuniecia Scherka
569.

2 5 g 4

rzedu

. pseudosteryezne, 458.

. Riemanna regularne,
643,
Riemanna symetryez-
ne, 648,

i Riemanna w znaezeniu
rzutowem 645

. rownolegle, 589.

. rozwijalne, 258, 531.

Z rnzgvija.lne rzedu 5-go,

13.

i rozwijalne rzedu 7-go,
425,

. rozwijalne jakiegokol-
wiek rzedu, 426,

. rozwiniete, 571.

= rzedu 4-go z nieskor-
ezenie wielu stoiko-
wemi, 372,

" rzgdu 4-go zo stozko-
w3 podwdjng albo vs-
trzows, 3:5.

< rzedu 4-go 1z prostg
podwdjng, 390.

.. rzedu 5-go nieprosto-
liniowe, 409.

w rzedu 6-go albo klasy
6-ej, 419.

i spéizmienne, 236
stozkowe, 593.

" typu Liouville'a, £37.

y Veronesego, 662.

4 waleowe, 592.

E ‘Weddlego, 356.

wymierne, 434

”

Prawo bezwiadnosei form kwadra-

towyeh, 98,

|
I
|
|
|

1

Promienie gléwne
wierzehni, 543,
Promief krzywizny?

krzywizay po-

eodezyjnej. Sin.
= < inii krzywej, 521
Prosta biegunowa krzywej, 523,
- Eulera, 710.
Prosta punktowa, 1, 8.
- spodkowa Simpsona lub
Wallace'a, 712,
- zjednoezona biegunowoéei. 30
- urojona p?{ku. 20.
Proste osobliwe ompleksu, 445,
- powierzehni rzedu 3-go, 16
Przecieeia figury, 3.
»  Dormalne gldwne powierz-
ehni, 542,
Przeciwbiegunowoéé, 52.
Przeciwdwoistosé, 52
Przeciwinwolueya, 62.
Przeeiwréwnolegla, 708.
Przeciwrzutowosé, 52,
Przeciwzmienniki formy, 85
Przeciwzmiennosé formy, 85.
Przedstawienie analityezne krzy-
wyeh skosnyeh, 266.
% symboliezne komplek-
sbw, 447.
2 monoidalne krzywych
skoSnyeh do rozmai-
tosei, 268, 656.
" symboliezne konek-
gbw, 108
Przegigeie krzywyeh plaskich, 513.
Przekroje kotowe kwadryki 166.
Przeksatatcenie Cremony, 214
- pogierzchni Riemanna
64

4 przez promienie od-
wrotne, 293.
A spbirzednych Descar-
tes’a, 26.
Przestrzenie o krzywiznie stalej Rie-
manna, 678,
Przestrzeni plaszezyznowa, 2.
5 punktowa, 2.
Punkt jedno&é, 11.
» -kula, 487
» Lemoine’a, T08. s o
eliptyezny powierzehni alge-
7 bl'gfumq}: 256. . )
» lhyperboliezny powierzehni
algebraieznej, 256. )
- paraboliczny powierzehni
algebraieznej, 256.



724 Skorowidz alfabeiyczny.

Punkt Vigari’ego, T11.
. zjednoezony biegunowosei, 39
Punkty harmoniezne, 8.
. Broearda, 709,
Boubalsa, 711
dwuplaszezyznowe, 274
aniezne kongruenmeyi, 474.
jednoplaszezyznowe, 274.
kotowe ptaszezyzny. 33, 130.
»  pewlerzehni, 543.
osobliwe krzywej algebraicz-
nej, 183.
osobliwe krzywyeh skoényeh,
275.
osobliwe powierzehni, 274
podwéjne pozorne, 259.
przecieeia trzech kwadryk, 311
przegiecia krzywej algebra-
icznej. 183. .
- przegigcia krzywej szeseien-
nej ptaskiej, 221.
. prze ?tne, 56.
. rozgalezienia na powierzehni
Riemanna, 639 o omad
sprzezone wzgledem kwadry-
ki,-sfoﬂkowej %?3, 131. 153, 162
stozkowe, 274,
styeznodeiowe,
Sehroetera, 711.
urojone, 13.
wielokrotne krzywej, 182.
zbiegn, 14
zjednoezone inwolueyi, 16.

1 O T S T

LI I A

4 ¢t & 1 1 3 1

Rachunek symboliczny warunkiw
w geometryi liezgcej, 593.
Rodzaj koneksu, 111.
" ]géywaj algebraicznej, 183,

w  krzywej skodnej, 280.
»  powierzehni Riemanna, 639,
Réwnania krzywyoh rzedu 4 o, 241,
»  kwadryk w formie zreduko-
wanej, 160.
»  styeznej do krzywej skos-
RRSWasify Blopanowe siipar 1
wnanie biegunowe elipsy i hyper-
boli,gl35. EEITOE
w  dwoistodei pazestrzennej, 51
«  inwolueyi, 18.
«  kanoniczne krzywe) szet-
ciennej, 227.
»  kota w ukladzie prostoksgt-
»  bym i uko$nokgtnym, 129.

Réwnanie krzywej rz¢du 4-go z trze-
ma punktami podwdjnemi,
250.
krzywej rzedud-go z trzema
ostrzami, 251.
kwadryki ze srodkiem, 163.
normalnej do powierzechui,
511,
normalnej do kraywej plas-
kiej, 508
normalne plaszezyzny, 47.
e prostej, 29.
peku syzyeetyeznego krzy-
wej szesciennej, 221,
plaszezyzuy, 46.
plaszezyzny srednicowej,
kwadrylki, 163,
El&szcz_vzny normalnej So
crzywe) skosnej, 510,
plaszezyzny styeznej do po-
wierzehni, 511.
pokrewienistwa, 34
powierzehni Fresnela. 371,
powierzehni  Knmmera,
261 - 262
powierzehni prostoliniowej
rzedu 5-go, 417
powierzehni rozwijalnej
rzedu 6-go, 423,
powierzebni rzedu 4 - go
% 7 punktami podwdjnemi,
357.
- grzekszta}cenia dwukwa-
ratowego, 218.
16 plaszezyzn osobliwyeh
powierzehni Cayley’ai Kum-
mera, 369, 361.
” rzutowosel,14.
5 stozka asymptotyeznego do
kwadryki, 163,
stozka opissanego na kwa-
iryee, 161
styeznej do krzywej plas-
kiej, HO8.
i styeznodciowe stozkowe],
131.
& wewnetrzne hyperboli raw-
noboeznej, 526.
" wewnetrzne krzywej, 526.
i wewn%trzne krzywej kuli-
stej, 527.
»  wewnetrzne paraboli, 526.
1 o Stoikowf‘j 526
Rownoleglo§é plaszezyzn, 47.
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Réwnoleglo&é nadplaszezyzn, 649, Spotzmienniki, 85.
Rozgalezieniepowierzehni 643, " formy szedeiennej traj-
Rozwijalnosé, 555. 567, 679 ' kowej, 233,
Rozwinieta elipsy, 594. = formy rzedu 4-go traj-

s lemniskaty, 503.
Ruzwiniete i rozwijajaee, 531.
Rulety, p. krzeywe eykloidalne.
Rzgd gongruencyilinij prostyeh, 471

- krzywej algebraicznej’ 179,
Rzutowosé kolowa, 19, 21,
Rzut stereograficzny,
Rznty figury, 3.

i3ieé komplekséw liniowyeh, 452
Sieci homolaidalne,
«  kwadryk, 175.

Sieezne wielokrotne krzywej skon-

nej, 274.
Sinusoida, 620.
Skrecenie geodezyjne linij na po-
wierzehni, 551
.- krzywej skofnej, 535.
Slimakowa Paseala, 607.
Spiralna Archimedesa. 615.
G hiyperboliezna, 616.
5 logarytmowa, 615,
A paraboliezna, 616.
»  sinusidalna, 616,
Spiryki, 610.
»  knliste, 624,
Spodkowa krzywe] plaskiej, 584.
Spajnosé powierzehni, 628,

" przestrzeni, 631,
Spiezynniki katowe, 29.
Spitrzedne baryeentyezne, 11, 12

5 biegunowe, 24

e Deseartes’a, 26, 41.

“ dwubiegunowe, 25.

o elementiw formy, 2.

“ eliptyezne Lamégo, 575.

i hyperboloidalne, 209

» Jednorodne, 12, 24, 25, 435.

" 5 kuli, 486.

»  krzywoliniowe na powierz-

chni, 533.
P promicniowe, 438,
b prostej w przestrzeni, £137,
s punktow kolowyeh kwa-
dryki, 167.

o tetrametryczne, 42,

= tréjliniowe lub tryme-
tryczne, 25.

W rzutowe, 13, 42.

" Zeuthena, 440,

|
ii
|
|
|
E
|
|

. kowej, 253,
Srednice kompleksu, 451),
“ sprzgione elipsy i hyper-
, boli 139, d
Srodek eiezkosei tréjkata, 710
»  haomolegii. 36, 5S.
s  inwersyi. 582
»  krzywizny geodezyjnej linii
na powierzehni, 549.
»  krzywizny linii krzywej, 523,
. kwadryk:, 153, 163.
- peku, p. podkiad pekn, 1.
. ~__ frednich harmonieznyeh, 59.
Srodki harmoniczne, 22
.+ kolineacyi, 59
., odleglogel érednich, 160
»  &rednich harmonieznyeh. 59
. stozkowyeh, 132
Stosunek anharmoniezny, p. Dwu-
stosunek.
Stozek kierowniezy powierzehni pro-
stoliniowej, 5a7.
Stozki algebraiczne, 259.
» asymptotyezne, 154, 163
» Knmmera powierzehni rzedu 4,
T,
Stozkowa biegundw, 324.

o dziewieein punktow, 712,
towarzyszgea kraywej
szeScienne), 224.

" 119 i dalsze, 59%.

Stazkowe kuliste, 302.
ogniskowe kwadryk, 170,
171.
Strofoida, 600, .
Styezne osobliwe krzywej algabra-
ieznej, 183.
“ sprzezone, 545.
Styeznoéé rozuyeh rzedéw krzywyeh
i powierzehni, 528.
stateezna, 278
trojpunktowa, czteropunk-
towa i t. d., 256, 432,
Symbole Christoffela, 540.
czteroskasnikowe Christof-
fela, 674.
»  tréjskainikowe Christoffela
674.
Symediana, 788.
Symetroida, 358.

"

”
ki

bl
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Szeveg punktéw, p. Prosta punk-
towa
Szeregi przeciwpodstawieniowe, 53.
réznopodstawieniowe, 84,
., rzutowe punktéw, 14.
.  spblpodstawieniowe, 83,
Szeteiokat Lemoine'a, T58.
Szebeioscian biegunowy Cremony.

n

Tautochrona, 611.
Tetraetroida Cayley’a. 363 —369.
Topolegia, 625.
Tuozzamogei pomiedzy utworami sym-
bolieznemi form, 88,
Traktorye, 619,
Triedrometrya, 74
I'rochoidy, 612.
Trijkat biegunowy, 39.
reodezyjny, 550.
podstawowy spéhrzednyel,25
przegiecia krzywej szeScien-
nej, ¥21.
Trajbok przekatny, 7
Trojki ;L nktéw na krzywych skos-
‘rgge rredu 4-go gatunku 1-go,
Trojéeiany, T4
Trijseiany sprzezone Steinera, 342
Trygonometrya kulista, T4—8(\
W pseudosferyezna, 563.
¥ plaska, 7274
Twierdzenia Rohna o powierzeh-
niach Kummera, 467—368.
Twierdzenie Abela o podziale le-
mniskaty, 604

o]

& Beeza o rozmaitosciach
677,

" Beltrami'ego o liniach
weedezyjnyeh, 559, 680.

i Beltrami'ego o kongru-
eneyach normalnyeh,

3 Bertiniego o krzywej
ogélnej nktadu liniowe-
go, 196.

i Bonneta, 556

” Boura o helisoidzie,556

i Brianchoena, 122,

B Brilla o rozmaitoéei

8sandosf eryeznej, 686.
astelnuova iEnrique-
sa 0 powierzehniach al-
gebraieznych, 436.

5 Carnota dla krzywej
plaskiej, 191.

Twierdzenie Carnota o stozkowyel,
1356—136.
- Cayley’a o krzywych
algebraieznyeh, 181.
Cevy, T1.
Chasles’a o lemniska~
tach, 193.
Chasles’a o tworzenin
krzywyeh algebraiez-

nych, 203.

. Clairauta, 550.

> Clebseha o komplek-
sach, 445,
Clifforda o grupach
punktowyeh na kray-
wej, 209.

=2 Cotesao krzywyeh pla-
ckieh, 191.

" Cremony o przeksztal-
ceniu dwujednoznacz-
nem, 215.

Delamnay’aokrzy wych

potudnikowyeh undu-

loidy i nodoeidy.

Desargues’a, |22.

Eulera (z teoryi po-

wierzehni), 543.

W Eulera o wielofeia -
nach, 633
Fagnana v fukach elip-
sy 1 hyperboli, 595.

i Fagnana o podziale

lemnigkaty, 604

Gergonne’a o kausty-

kach, 587

Halphena o krzywiz-

nach algebrajeznych,

262—263, 271.

¥ Jacobi'ego o krzywyelh
algebraicznyeh, 181,

.- Krausa o krzywych do-
tyezonyeh, 210.

s Landena o tukach hy-
perboli, 596.

5 Legendre’a o katach
tréjlyta ;‘)laskie ro,

“ Legendre'a o trijkytach
kulistych, 80.

o Maclaurina o stozko-
wyeh, 122,

» Mueclaurina o krzvwyel
plagkich plaskieh, 192.

» Muclaurina o krzywej
szedeionnej, 223.
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27

Twierdzenie Malusa-Dupina o kon-
grueneyi normalnej,h80

i Menelausa o trijkacie,
Tl.

- Mensniera 543.

by Newtona o krzywej
ptaskiej, 191

e Nothera, 182

i o reszeie w teoryikray-
v-bych algebraieznych,
207.

=]

zachowaniu rodzaju dla
dwbeh powierzehni, 294

& Pascala, 122

. Riemanna-Roeha. 208.

- ~teinera o spodkowyeh
585.
Steinera o stozkowyeh,
122,

i Paseala i Brianchona,
T2.

- Plickera o krzywyel
algebraiczayeh, 191.

“ Poneeleta o kraywyeh
algebraiczayeh. 181.

, Webera o krzywyeh

dolgezonyeh, 210—211.
Weingartena o powlo-
kaeh powierzehni roz-
winietej, 572,
Tworzgea osobliwa powierzeln ipro-
stoliniowej, 428,
’1‘\\‘1}1‘?,:18m- powierzehni rozwijalnej,
258,
Twarzenie geometryezne powiers-
rzedu 3-go, 333,
oy rzitowe krzywyeh alwe-
braiezayel, 203.
- krzywyeh rzedu 4-go, 239.
i ” "t " we-
diug Geisera, 244,
. rzutowe krzywych szei-
ciennyeh, 225,
w  rzutowe kwadryk, 149.
»  rzutowe stozkowyeh, 119.
Typy rozmaitosei o krzywiznie sta-
lej 681,
Uldad <-zw0rof~rcienn§ czyli tetra-
metryezny spoirzednyeh, 42.
sy izotermiezny krzywyeh na po-
wierzehni, 536.
»  kanopiezny grup punktéw
na krzywej algebraieznej, 207
»  Maski, 2

|

Uklad spélrzednyeh jednorodnyeh,
13.

»  Spilrzednyeh Weierstrassa,
65

Ulktady dwu stozkowyeh, 147.
» homaloidalne krzywyeh, 202
, homototyezne 37.
»  kolinearne, 33.
» linlewe grup punkibw, 63.
i »  krzywyeh, plaskich,
1596.
=) »  powierzehni, 28990
»  plaskie jednokreélne, 33.
»  powierzehni ortogonalnyeh,
973.
»  podobne, 35.
. Wzajemne, 5
5 zerowe, 52, 306, 450, 472,
« zupelne utworéw mniezmien-
niezych, 89, 107,
Umbiliki, patrz punkty kolowe.
Unduloida, 565
Utwory niezmiennieze, 82,
» - uktadn form
trojkowyeh, 144

Versiera, patrz Zwrotniea,

Walee eliptyezny, 159, 160.

»  hyperboliezny, 159, 160.

»w  Dbaraboliezny, , .,
‘Warunek liniowosel przestrzeni, 676

” wymiarn formy geome-
tryeznej, 491.
‘Wezownice eliptyezne  230—231.

5 hyperboliezne ,,
w paraboliezne ,
Wigzka plaszezyzn, 2.
" prostyeh, 1.
Wieloksty Steinera, 223.
‘Wielopunkty, 648, X
Wielogciany Archimedesa, 636

» Eulera, 634

- Platona, 635

. utworzone z I?ta.szczyzn
tréjstyeznyeh do po-
wierzehni rzedu 4-go,
377,

Wierzcholki stozkowyeh, 133
Wklesto§é i wypukiodé krzywych
plaskieh, 512.
‘Wiasnosel grafiezne, 5.
5 miarowe lub metryezne,5
,, metryezne kwadryki, 173.
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‘Wtasnosei metryezne stezkowyeh,135
" ogniskowe kwadryk, 169.
55 »  stozkowyeh, 188,
i rzutowe kwadryk, 152.
stozkowyeh, 122.
" . tréjkatow, ezwo-
katéw it. d., 69.
‘Wskazujaca Dupina, 544,
Wypadkowa, 96.
Wyréznik, 96.
‘Wyréznik formy kwadratowej, 99
100.
»  rzywej, 187.
»  kwadryki, 156
»  Stozkowej, 126
W yznaeznik Hessego, 114.
‘Wyznaezniki funkeyjne, Y4.
‘Wzér Hamiltona (dla kongrueneyi),
»  odpowiedniosei Cayley'a i
Brilla, 211.
»  Stringhama, 638,
» Zeuthena z t,aur%i krzywyeh
algebraicznych, 219,
Wzory Codazzi’ego; 535
» Freneta i Serreta inogdlnie-
nie ich dla krzywyceh w pr
strzeniach liniowyeh, 525, #73

” kb

§

na ineydencye i koineyden-
eye, 493.
»  Plickera, 184"12%{)'1; R
., trygonometryikulistej, 76—T79.
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