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1 Wprowadzenie

Pojcie pole aywane jest w fizyce do okfknia obszaru, w ktérym wysiuje zalena
od miejsca i czasu pewna wiefofizyczna, np.: sita, potencjat elektryczny, tengiara,
predkos¢. Problemy polowe wyspuja wszdzie tam, gdzie przestizgptaszczyzna) sktada
sie z mniejszych elementéw o Zmicowanych ksztattach i wiasfmach fizycznych,
majgcych wplyw na ing wartas¢ fizyczmg, ktérej nie znamy. Zagadnienia takie pojawisig
zarébwno w zyciu codziennym, jak te w zlozonych zadaniach naukowo-technicznych.
Obliczenie dowolnego zadania fizyki (matematycznigdo technicznego) na ogot prowadzi
do rozwhzywania uktadow algebraicznych rownlniowych o takiej czy innej strukturze. Z
tego powodu w analizie numerycznej najeaj uwagi péwicca s¢é metodom redukciji
roznorodnych zada do uktadéw algebraicznych réwindiniowych i systematycznemu ich
rozwigzywaniu [Matrl].

Do znaczcych osignig¢ w zakresie metodologii rozgdaywania tego typu problemow
mozna zalicz¢ m. in. prace Harold’a C. Martin’a [Har]. Rozwopsbwanych w lotnictwie
technologii zwgzanych z wprowadzaniem nowych materiatdw konstrpi@h, osgganiem
przez samoloty coraz wkszych pedkosci wymusity na konstruktorach konieczgazmiany
metod stosowanych do obliczania regefi powstagcych w strukturze materiatow
konstrukcyjnych, czy te projektowania nowych, bardziej dostosowanych deemmjcych
si¢ warunkow ksztattow skrzydet. W latachefmiziesatych minionego stulecia, H.C. Martin,
prowadac badania na uniwersytecie w Princeton we wspd&ypracdwoma koncernami
lotniczymi opracowat now meto@d rozwigzywania problemow polowych, poiej nazwag
metod elementéw skiwzonychwnoszc tym samym. znagey wkiad do rozwoju nauki w
omawianej dziedzinie.

W chwili obecnej ztaone obliczenia wielkiej skali realizowane przy wykorzystaniu
superkomputerow. Przyktadowo, zbudowany przez fidEC komputer réwnoleglty znany
pod nazw Earth Simulator (zlokalizowany w pobfiu Jokohamy w Japonii) mnie
wykonywa: 35,6*10 operacji zmiennopozycyjnych wagu jednej sekundy (TFLOPS).
Sktada s} on z 5120 procesoréw skonfigurowanych w 25@nioprocesorowych wztow
pofaczonych przejcznia krzyzows. Jest on #ywany medzy innymi do tworzenia
wirtualnego modelu ziemi [EaS] shcego do przewidywania #aorodnych zjawisk
atmosferycznych oragledzenia zmian klimatycznych. Jednym z najszybsayal$wiecie



komputeréw jest aktualmiesuperkomputer BGW (Blue Gene Watson), zainstalgwan
Yorktown Heights. Na dwukrotnie aktualizowanej wgti roku lécie pkciuset najszybszych
komputeroéw ngwiecie (Top500) znajdujeesbn na trzeciej pozycji, agjajpc w benchmarku
linpack moc obliczeniow 91,29 TFLOPS. Komputer ten wykorzystywany jestwgiie do
symulacji syntezy protein i innych proceséw biotzgiych. Pierwszym superkomputerem,
ktérego moc obliczeniowa przekroczyta waétd00*10" operacji zmiennopozycyjnych na
sekund@ byt komputer BlueGene/L. W czerwcu 2006agsiat on 207,3 TFLOPS, Komputer
ten wykorzystywano m. in. do symulacji procesu padmnia s¢ molibdenu pod wysokim
cisnieniem. Inne uruchamiane na tym komputerze apgkkaocmaliwiajg symulacg
wybuchoéw adrowych bez konieczrioi przeprowadzania ich w rzeczywistn Aktualnie
planowane jest rozwijanie serii BlueGene. Jego jkgiai implementacjami maj byc:
Cyclops64, BlueGene/P, BlueGene/Q. Ostatni z tyatmputerow ma oggmé 3
PETAFLOPS. Do symulacji wybuchowdrowych wykorzystywany jest rowriéASC Purple
znajdupcy sk obecnie na czwartej pozycji najszybszych komputeiwiata. Zainstalowano
na nim me¢dzy innymi oprogramowanie Linux SUSE oraz MPI (ierpentacja firmy IBM).

W Polsce na uwag zastuguje projekt Clusterix [Clu, CIW]. Zakfada doudowe
Krajowego rozproszonego klastra linuksowego, utanego z lokalnych klastrow PC o
architekturze 64- i 32-bitowej, zlokalizowanych wiel odlegtych geograficznie
niezalenych agrodkach. Wydajng: tego klastra oceniagsobecnie na 4,4 TFLOPS. Clusterix
wykorzystywany bdzie m. in. do bada naukowych w zakresie: modelowania zjawisk
termomechanicznych, ztonych symulacji (np. przeptywu krwi), przewidywansruktur
biatek czy projektowania uktadow elektroniki molékunej itd. Moc, jak posiadat klaster w
chwili uruchomienia, uplasowataby go na okoto 13&jetu najszybszych komputeréw na
swiecie. Projekt 4czy dwanécie polskich érodkow akademickich, oto one: Politechnika
Biatostocka, Politechnika @gtochowska (koordynator), Centrum Informatyczne
Tréjmiejskiej Akademickiej Sieci Komputerowej TASKolitechnika tddzka, Uniwersytet
Marii Curie-Skiodowskiej w Lublinie, Akademickie @&um Komputerowe CYFRONET
AGH, Uniwersytet Opolski, Poznhakie Centrum Superkomputerowo-Sieciowe, Politechnik
Szczeaiska, Politechnika Warszawska, Wroctawskie Centrieai®vo-Superkomputerowe,
Politechnika Wroctawska, Uniwersytet Zielonogorski.

Publikacje opisujce wydajnéc¢ réwnolegtych aplikacji MES to esto prace japtskich
naukowcow. K.Garatani, H. Okuda i G. Yagawa badeptyw dekompozycji macierzy na
efektywna¢ aplikacji [GOY], a publikacje K. Nakajima [Nal, RaNa3, Na4, Na5] opisaj

gtéwnie wptyw architektury komputera na wydajicalgorytmu. Badaneasprzez niego

! lista Top500 z czerwca 2006



gtéwnie superkomputery, przede wszystkim Earth $aon. Rownolegte implementacje
MES rozwaane g rowniez w pracy A. Kaceniauskas, P. Rutschmann [KaR]. yia tle
bardzo ciekawie prezentujsic réwniez opracowania polskich autoréw (T. Olas, R.
Wyrzykowski, A. Toma, K. Karczewski) [OKT, OLK, OWT]; wyprowadzagjoni model
matematyczny oblicze MES dla aplikacji rownolegtych. Bazig na powyszym modelu
autor niniejszej rozprawy zamierza wyprowadzmodel, ktérego parametry ¢dip
uwzgledniaty réwnie: pewne niedoskonatoi klastrow o wgztach wieloprocesorowych. Czas
obliczen MES otrzymany z modelucdzie mogt by dzigki temu bardziej zbkony do czasow
otrzymanych déwiadczalnie.

Rownolegly sposob realizacji aplikacji, polegaj na wykorzystaniu do jej
implementacji nie jednego, lecz wielu niezalgch jednostek procesorowych, prowadzi z
reguty do skrocenia czasu jej wykonywana. Wiétkaizyskiwanego w tym zakresie
przyspieszenia zatg jednak od bardzo wielu czynnikbw zmanych zaréwno z
oprogramowaniem jak i spgem systemow rownolegtych [Fos]. Jednym z czynnikow
negatywnie wptywajcych na ostatecanefektywna¢ realizacji aplikacji rownolegtych as
tzw. wymagania komunikacyjne, polegzg na konieczri@i zapewnienia wymiany
informacji (komunikatéw) pomidzy realizowanymi rownolegle jej fragmentami. Wyraag
te mog by¢ w pewnych przypadkach tak wysokies rozpraszanie zaflanoze okaza sic
nieoptacalne. Ponadto, w zatesici od rodzaju aplikacji, sam proces jej zrownolaeigemaze
okaz& sie zadaniem bardzo zionym, szczegdllnie w przypadku, gdwzg sie do
zbudowania efektywnej aplikacji, wykorzysiogj w sposéb mdiwie optymalny maliwosci
sprztu konkretnego systemu réwnolegtego. W zasobnytinBowo érodkach problemy te
rozwigzuje s¢ przy wykorzystaniu diych (nie rozproszonych geograficznie) systemow
rownolegtych, skladarych s¢ niejednokrotnie z bardzo wielu elementéw procesgoh.
Clusterix jest przykladem jak mwa omim¢ ograniczenia finansowe poprzez integgacj
istniejgcych systemow. Pogga to jednak za sglzwiekszenie narzutow komunikacyjnych na
wykonujgce sé réwnolegle aplikacje. Architektura rozproszona pdwje, ze naley
rozwaznie projektowa same aplikacje, gdzie optymalizacja wymiany dangst zadaniem
priorytetowym. Potrzebne jest zbudowanie modelukapji wykonugcej st réwnolegle,

gdyz jej nieprzemylane wdra@enie mae pociagngé za soh niepotrzebne koszty.

1.1 Trendy w technologii komputerowej

Gdy komputery stawaly sicoraz szybsze, przypuszczange w kacu ich moc
obliczeniowa bdzie juz wystarczajca, aby wykona dowolry znary aplikacg. W latach
1940-tych rad brytyjski stwierdzit,ze zapotrzebowania Wielkiej Brytanii to dwa, meatrzy
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komputery [Fos]. W praktyce jednak nowe aplikacjgmagaly wprowadzania coraz

wigkszych mocy obliczeniowych. Od 1945 roku ifwosci najszybszych komputerow

wzrastag dzieseciokrotnie co pg¢ lat. Ta tendencja utrzymujecsiéwniez dla komputerow
osobistych. Maliwosci procesorow réwniewzrastag wyktadniczo. Tendencja ta jednak ma
swoje ograniczenia, takie jakepikos¢ swiatta [Fos]. Aby informacja na wajiach uktadu
scalonego mogta zostgrzetworzona i pojawita sina wygciach, musi przeldy okreslona
drogg wyznaczon przez przejtna uktadu scalonego. Czas ten ograniczazlimosé
zwickszania cgstotliwosci taktowania ukladu a w rezultacie wyznacza gogranie
mozliwosci procesoréw wykongpych zadania sekwencyjnie. Projektanci komputeréw
uzywaja réznych technik, aby ob&j te ograniczenia. Stosujeg¢Sprzetwarzanie potokowe,
wiele jednostek arytmetyczno-logicznych, tworzonge komputery oparte na wielu
procesorach i wreszcie wykorzystuje siiele osobnych komputerow posiagiajch wkasne
procesory i pami, polgczonych ze sabtypows badz dedykowan sieci polgczen.

Trendy te powoduaj ze zmienia si tez sposob projektowania aplikacji. W przysaonie
tylko aplikacje uruchamiane na superkomputeracle, @wniez na zwyktych stacjach
roboczych bdg musiaty by projektowane tak, aby wykorzystadwnolegly potencjat tych
komputerow. Poniewazdecydowana wksza¢ algorytmow tworzona jest dla pojedynczych
procesorow, istnieje potrzeba ponownego ich zaktojeania tak, aby byly one efektywne
dla wickszej liczby procesoréw. Programy magsky¢ skalowalne, tzn. uruchamialne na
dowolnej liczbie procesorow (komputerow).

Foster [Fos] omawia¢ zagadnienia zwkane z przeksztalcaniem oprogramowania z
realizacji sekwencyjnej na réwnolagistwierdza, ze dobrze zaprojektowany program
rownolegly powinien miétakie cechy jak:

- Réwnolegidé¢ - czyli mazliwos¢ wykonywania wielu akcji jednocgeie; jest to
podstawowa wisciwosé, jezeli program ma by wykonywany na wielu procesorach,

- Skalowalné¢ - oznacza,ze mana zwkksza lub zmniejsza liczbe procesoréw, na
ktorych program &dzie wykonywany,

- Lokalng¢ - oznacza,ze odwotania przez procesy do paanizdalnej (komunikacja)
powinny by niewielkie w stosunku do odwatdokalnych; jest to klucz do agjniccia
wysokiej wydajndci w architekturze wielokomputerowej,

- Modularng¢ - dekompozycja ztmnych jednostek na proste komponenty; jest to cecha
wazna zarOwno w programowaniu rownolegtym jak wesekwencyjnym.

Jak dalej podaje autor, gkiszas¢ problemow programistycznych posiada wiele réwnigieyg

rozwigzah. Najlepsze rozwizanie mae r&ni¢ sie od tego, ktdére sugeruje konstrukcja

programu sekwencyjnego. Trudno jest podgolm recep¢ projektowania takiego programu,

kazdy algorytm wymaga indywidualnego, "kreatywnego'tegcia. Niemniej jednak Foster
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podaje cztery etapy budowania takiej aplikaciji:

1. Partycjonowanie - czyli rozdzielenie na matesceobliczer i zwigzanych z nimi danych.
Mozna rozr@ni¢ tu dwa poddpia: najpierw dzielimy na partycje (gxi) dane programu
a nasgpnie danym przypogglkowujemy obliczenie, ktére powinnyesivykona dla tych
danych. Podégie to nazywamydekompozygj dziedziny Drugim podejciem jest
dekompozycja funkcjonalpazyli rozdziat czynnéci a nastpnie przyporzdkowanie im
okreslonych danych. Chocia s3 to techniki komplementarne, jednak ¢&zej
wykorzystywany jest pierwszy sposob.

2. Komunikacja - zadania wygenerowane przez panysyanie z zateenia § wykonywane
rownolegle, ale naje#ciej nie niezalenie od siebie. Obliczenia, ktére mygszosta
wykonane w jednym zadaniu, potrzebujanych skojarzonych z innym zadaniem. Dane
musz zost& przestane pomdzy zadaniami tak, aby urmowi ¢ wykonanie tych oblicze
Ten przeptyw danych porudzy zadaniami musi zostazaprojektowany w fazie
projektowania komunikacji. Pierwszym etapem praj@kdnia komunikacji jest
wyznaczenie kanatléw popdzy nadawcami i odbiorcami komunikatow, natomiast
drugim okrglenie struktury komunikatow przesytanych przez jezd. Rozwizania
wymaga rownie problem komunikacji globalnej, w ktorej mushrat udziat wszystkie,
lub duza liczba procesow; przyktadem by sumowanie warkei znajdugjcych s¢ w
réznych procesach aplikacji. Nieodpowiednie zaprojeldoie tej czynnéci spowoduije,
ze dla duej liczby proceséw nagi znacace wstrzymanie obliczecatej aplikaciji.

3. Aglomeracja - w tej fazie przechodzimy od abstygnej struktury do konkretu.
Rewidujemy decyzje po¢lle w czasie projektowania partycji i komunikacjk.taaby
program mogt by efektywnie uruchomiony na pewnej klasie komputeréwnolegtych.
W szczegolnéci rozwazamy maliwos¢ polgczenia zada utworzonych w czasie
partycjonowania tak, aby zmniejszyarzuty komunikacyjne.

4. Mapowanie - to decydowanie, na ktérym procespmeinno s¢ wykona kazde z zada.
Problem mapowania nie istnieje w komputerach jedmgsorowych i ze wspétdzielgn
pamkcia, w ktorych zachodzi automatyczny przydziat zadib procesorow. Zadanie
moze by roznie rozwihzywane dla rénych algorytméw. Niekiedy zadanie jest trywialne
I jest jedynie uzupetnieniem aglomeracji, niekigeginak wykorzystuje sitakie metody
balansowania obgien procesorow jak: rekursywna bisekcja, algorytmyalok, metody

obliczapce prawdopodobiestwo, cykliczne mapowanie oraz kierownik/pracownik.

1.2 Cel, teza i zakres pracy

Mimo poprawnego zaprojektowania aplikacji rowno&ghie mana z cad pewndcig
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odpowiedzié czy poprawi Ssi jej wydajnag¢ dla danego algorytmu i dla dowolnego sjuz
(klastra), w ktérym zostat uruchomiony program. Abgipowiedzié na to pytanie autor
niniejszej pracy zamierza utwokzynodel czasowy réwnolegtych obliazdES opartych o
metod CG (gradientu spezonego). Umaeliwi to realizacg gtdwnego celu pracy, jakim jest::

Optymalizacja aplikacji réwnolegltych zywanych z rozwizywaniem zagadnie
polowych, polegajca na dostosowaniu tych aplikacji - algorytméw (@nat zada
obliczeniowych, dystrybucja danych, komunikacja) sttmktury oraz mdiwosci klastrow
obliczeniowych.

Jako podzadania moa wymieng:

- Zbudowanie modelu pewnej klasy klastréw w celuroglizacji obliczé dla MES.

- Zbadanie mdiwosci przyspieszenia komunikacji w klastrze poprzekoveystanie

wspolnej pandci i naktadkowanie (overlapping).

- Opracowanie prostej, efektywnej, rownolegte] agjkMES.

Do zada symulacji zjawisk opisanych rownaniamizniczkowymi czstkowymi czsto
wykorzystywana jest metoda elementéw skaonych (MES). Narglzia utatwiajce
rownolegte implementacje tej metody rozwijanepszez drodki naukowe na catyréwiecie
[Azt, Blo, Pet, PSp]. Zna¢ parametry klastra oraz model neay oszacowa korzysci
ptynace z rozbudowy klastra oraz peélpdpowiednie decyzje wcaaiej. Majc to na uwadze
teza pracy brzmi nagiujaco:

~=Uwzglednienie specyfiki konfiguracji oraz oprogramowanigastréow obliczeniowych
stwarza realg podstaw do poprawy efektywnigi (szybkdci) rownolegtego rozwizywania
ztozonych zagadnié polowych przy wykorzystaniu MES, w poréwnaniu darsdardowych
implementac;ji.”

Uklad pracy jest nagpujacy. Dalsza cgi¢ rozdziatu pierwszego omawia skrétowo
umieszcza go w klasyfikacji systemow komputerowyetyjasnia znaczenie macierzy
rzadkich podczas oblicae MES oraz podaje parametry klastra wykorzystywanego
badaniach. W rozdziale drugim zwrocono uwatp wszystkie istotne, zdaniem autora,
aspekty tworzenia efektywnych aplikacji klastrowydtonfiguracja pajczen sieciowych,
ilo§¢ pamkci operacyjnej, rola systemu operacyjnego i opnognaania klastrowego
uwzglkdnienie architektury wieloprocesorowej oraz spogimlzialu zadania na ¢€xi.
Podano przyktad rownolegtej aplikacji migmia macierzy. W rozdziale trzecim dokonano
przeghdu metod rozwjzywania uktadow rowna liniowych. Przedstawiono podstawowe
metody doktadne z uwzglnieniem technik pasmowych i frontalnych, metodsratyjne
stacjonarne i niestacjonarne oraz dokonano porGangth metod w rozvwgzywaniu

ukladow petnych oraz rzadkich. Czwarty rozdziatyday z kolei problematyki zwiranej z
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implementagi macierzy rzadkich. Omowiono wplyw sposobu zapiswacierzy na
efektywna¢ operacji dokonywanych na tych macierzach, opisaayongci wykonywane na
macierzy podczas oblicaeMES, przeprowadzono badania nad giszeniem efektywniei
tych operacji poprzez redukcjodwotan do pamgci, wykorzystanie techniki SSE2 oraz
optymalizac¢ catych wyraen wektorowych. W rozdziale piym przedstawiono rownolegte
implementacje metod Bi-CGSTAB i CG oraz metody amlizacji komunikacji pongidzy
procesami programu. Rozdziat szOsty podaje dalsadiwosci zwickszenia efektywnii
komunikacji w klastrze, oméwiono rplrozgtoszé, przedstawiono algorytm numeraciji
procesoOw, ustalagy sciezk¢ rozprzestrzeniagych s¢ wiadomaci w klastrze. W rozdziale
siocdmym przedstawiono realizacj rbwnolegtej implementacji metody elementdw
skaaczonych oraz przyktadowe zadanie elektrostatyki okahano pomiaru czasu
wykonywania obliczé. W 6smym rozdziale wyprowadzono model rownoleghatiliczen
MES przy wykorzystaniu metody CG. W modelu uwzgliono czas oblicze czas
komunikacji oraz maiwos¢é wyskpowania overlapping'u (nakladkowania) oblicze
komunikacji. Zbudowany model zweryfikowano 2z danynidoswiadczalnymi oraz

wykorzystano do zasymulowania czaséw oblicdia zmienionych parametrow klastra.

1.3 Numeryczne metody obliczania rozktadu pél

Problemy polowe opisywane séwnaniami raniczkowymi, castkowymi. Ze wzgidu
na czsto nieregularne ksztalty elementéw, ktore malewzgkdnic podczas obliczania
rozktadu pola, rozwzanie analityczne problemu o stg sie niemaliwe - pozosta
wowczas jedynie metody numeryczne, ktore pozwalajzwigzaé problem z pews
ograniczog doktadndcig. Doktadn@d¢ rozwigzania mana poprawé stosugc zagszczenie
siatki oraz odpowiedni podziat obszaru, dopasowadmyksztattu elementow. Zmiany takie
skutkup czsto zwekszeniem rozmiaru uktadu réwnaalgebraicznych, ktory natg
rozwigzat. Pochga to za sabz kolei konieczn& zwiekszenia mocy obliczeniowej jakze
wykorzystania wydajniejszych algorytmow uwggshiajgcych zaréwno sprzowe maliwosci
zaimplementowane w nowoczesnych procesorach jak dptymalizacg komunikacji
pomiedzy procesami znajdagymi sk na tym samym, dalz na r&znych komputerach.

1.3.1 Metoda roznic skonczonych

W metodzie ranic skaiczonych [Sik] rownanie tiiczkowe czstkowe sprowadzane
jest do réwnania ricowego. Tworzona jest siatka (na ptaszorg (rys. 1.1) lub w
przestrzeni), ktérej elementy mpgnie¢ ksztatt kwadratowy (sZeienny) lub prostodny
(prostopadtécienny). Tworzony jest uktad rownaalgebraicznych réwnoway réwnaniu
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réznicowemu. Macierz tak utworzonego uktadu jest magiezadly (wickszaé elementow
rowna zero). Uklad ten rozwdaywany jest najogciej przy wykorzystaniu metod
przyblizonych (iteracyjnych).

T

Yo e

v xL
X »
e Y

Rys. 1.1. Podziat przestrzeni (ptaszczyzny) na eteynw metodzie rinic skaxczonych.

1.3.2 Metoda elementéw skonczonych

W metodzie elementéw skozonych [Zie] przestrzedzielona jest na proste elementy
roznego ksztattu i wielkei (rys. 1.2). Jest to wyfag zalet tej metody w poroéwnaniu do
metody ra@nic skaxczonych, gdy mozna w niej stosowaw jednym obszarze podziat na
elementy o rénej gestasci (nazywane elementami skazonymi). Dalsze pogbowanie jest
rownowane minimalizacji catkowitej energii potencjalnejtatu (funkcjonatu). Podobnie
jak w metodzie rénic skaiczonych tworzony jest dy uklad rowna bedacy réwnie

uktadem rzadkim. Podobnieztenazna go rozwgzac metodami iteracyjnymi [OWT].

X

| .
»

Rys. 1.2. Podziat przestrzeni (ptaszczyzny) na etgygnw metodzie elementow skazonych.

Gtéwne etapy rozwgzania konkretnego problemu przy wykorzystaniu M& $ie]:
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- Generacja siatki (podziat na elementyrgkaone).

- Matematyczne sformutowanie metody Galerkina l@siacyjnej.

- Wybér funkcji ksztattu (interpolggych rozkiad szukanych waftm wewrgtrz
elementu).

- Wyznaczenie uktadu rownalgebraicznych dla kdego elementu skozonego.

- Skladanie uktadéw réwmadla poszczegllnych elementéw w celu utworzenia
jednego uktadu globalnego.

- Uwzglkdnienie warunkéw brzegowych w globalnym ukfadziemén.

- Rozwgzanie uktadu réwnaalgebraicznych.

- Obliczenie wartéci wtornych i prezentacja wynikéw

Problemy automatycznego generowania siatek omavaane in. w publikacjach takich

autorow jak B. Gtut, T. Jurczyk i M. Pietrzyk [GJ&J2, GJ3, GJ4]

1.3.3 Metoda elementow brzegowych

W metodzie elementow brzegowych [BSS] analizowsngdynie brzegi obszaru (rys.
1.3). Powoduje to zmniejszenieg diczby rowna w tworzonym ukfadzie. Uktad rowna
powstagcy w tej metodzie jest jednak uktaderstym. Uktad najcgiciej jest rozwazywany

metodami doktadnymi (np. eliminacji Gaussa).

A
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Rys. 1.3. Podziat na elementy w metodzie elememi@egowych.

1.4 Klastry obliczeniowe

1.4.1 Klasyfikacja klastrow

Wedtug klasycznego podziatu [FI2] systemy rownadegiazemy w zalenaosci od ilosci
strumieni danych i liczby strumieni instrukcji poele¢ na systemy typy SISD (pojedynczy
strumier instrukcji, pojedynczy strumie danych), SIMD (pojedynczy struntieinstrukciji,
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wielokrotny strumi@ danych), MISD (wielokrotny strumieinstrukcji, pojedynczy strumie
danych) oraz MIMD (wielokrotny strumieinstrukcji, wielokrotny strumig danych).

Systemy komputerowe w/g Flynna

SISD SIMD
pojedynczy strumien instrukeyi, pojedynezy strumien mnstrukeyi,
pojedynczy strtumien danych wielokrotny strumien danych
£ a0, P,
SR ‘
MIMD MISD
wielokrotny strumien mstrukeyi, wielokrotny strumien mstrukeyi,
wielokrotny strumien danych pojedynczy strumien danych
sD
5R,
3 e PR 18— P ] P |
BR.
X Js, JP, WP, z
: : x = R,
| s BRe 5, —{ JF, | [mp,] F
i [ e

Rys. 1.4. Klasyfikacja systemow réwnolegtych wedkignna [KSz].

Zdecydowana wksza¢ systemow rownoleglych to systemy typu MIMD. W tej

kategorii zostato wyrinionych przez Hwanga jeszczedpodkategorii (rys. 1.5).

Klasyfikacja MIMD w/g. Hwanga

PVP - Parallel Vector Processor MPP - Massively Parallel Processor

------

I Przelgcznica krzyzowa I

I MPIIIMP]I MPI

PIC

DSM - Distributed shared memory machine

I Specjalizowana sieé polaczer I

MP - modut pamieci

F/C PIC 1S - interfejs sieciowy

PW - procesor wektorowy

P/C - procesor skalarny i cache
M TA - translator adresow

COW - Cluster of workstations

TA A
Stacja Stacja

s 3 robocza +++«d robocza
z dyskiem z dyskiem

= =
- o

| |
[ Standardowa sie¢ (Ethernet, ATM) I

I Specjalizowana siec polgczen I

Rys. 1.5. Klasyfikacja systeméw MIMD wedtug Hwanga.
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Systemy klastrowe niemy zaklasyfikowé jako systemy typu MIMD, poniewasy to
systemy wieloprocesorowe mgme jednoczénie wykonywa rozne programy z rnymi
danymi. W klasyfikacji Hwangaasto oczywicie COW (Cluster of Workstations). Pewne
standardy jak MPI (Message Passing Interface) ucagz jednoczesne wykonywanie tych
samych programéw na wszystkich procesorach, co gojgazawzenie standardu MIMD ze
wzgledu na oprogramowanie jako SPMD (jeden program,engttumieni danych). Mma
tak zaprojektowa kod, aby kady uruchomiony proces mogt wykonyaatkiem rane
operacje. Analizujc budow pojedynczego wzta klastra, ména dofé do wnioskuze sam
mikroprocesor mze dziatg na zasadzie SISD, SIMD, MISD lub MIMD. Nowoczesthestry
mozemy zatem klasyfikow@roznie na rénych poziomach. Ogolnie moa je zaklasyfikowa
jako MIMD, jezeli jednak pominie girownolegt@é na poziomie procesora lub pojedynczego
wezta, to mana zbudowa aplikacg rownolegh o relatywnie mniejszej efektywsa.

Systemy MIMD mana podziek na systemy ze wsp@mpamekcia i systemy oparte na
przesyle komunikatéw. Klastry w tej klasyfikacjieda z pewndciag oparte na przesyle
komunikatéw. Jednade system wieloprocesorowy znajgity sk w obrbie jednego wzia
maoze by oparty o wspolg pamkié, co w rezultacie daje rozgdanie hybrydowe, stage sé

aktualnie pewnym standardem w zakresie konfigukdagtrow.

1.4.2 Co to jest klaster obliczeniowy?
Doktadna definicja klastra nie jest sprecyzowaredndke jest kilka cech, ktorymi
charakteryzyj sie klastry [CIn].
— Skiladaj sie z wielu takich samych Ilub podobnych maszyn (korapw),
nazywanych wztami,
— Posiadaj w zaleznosci od przeznaczenia typaviub dedykowas sie¢ polgczen,
- Wszystkie wzly posiadaj wspoélne zasoby takie jak katalog domowy,
— Wezly klastra ,ufay” sobie nawzajem tak, aby dane peday nimi nie musiaty by
szyfrowane ani nie byto potrzeby podawania hasta,
— Wezly musz mie¢ zainstalowane odpowiednie oprogramowanie klastrome
biblioteke MPI tak, by programy mogty ldyuruchamiane wspdlnie przez wszystkie

wezly.

1.4.3 Budowa prostego klastra
Prosty klaster mimna zbudowé na bazie istniggej sieci komputerowej Ethernet.zéé
istniejgce pohczenia sieciowe gsniskiej przepustowdri, warto zainwestowaw szybsze

16



urzadzenia, poniewa moze st to okazé kluczowy spraws w oshgnicciu odpowiedniego
przyspieszenia wykonywanych aplikacji. Stosowanypotvych sieci jest dosy tanim
rozwigzaniem ze wzghku na brak lub niewielkie zmiany konfiguracji istfacego sprztu.

Drugim krokiem jest skonfigurowanie interfejsow g@vych i wspodlnego katalogu
domowego. Ta operacja m® st rozni¢ dla r&nych systemow operacyjnych. Kby wezet
klastra powinien mienadan wtasrg nazw (identyfikator).

Nastpnie naley tak skonfigurowé zabezpieczenia, aby procesy uruchamianezwyah
weztach mogty si ze soh komunikowa bez podawania hasta i szyfrowania danych.

Ostatnim krokiem jest zainstalowanie oprogramowamaxliwiajgcego uruchamianie

aplikacji komunikugcych s¢ poprzez przesyt komunikatéw np. jadnimplementacji MPI.

1.4.4 Efektywnos¢ klastréw

Technologia klastrowa w stosunku do superkomputetaj@ znaczne ohienie kosztow
sprztu z zachowaniem podobnej mocy obliczeniowej. dedn powaniejszych
niedogodnéci w systemach klastrowych jest mata szydgkarymiany informacji w klastrze
w stosunku do szybkoi wykonywanych operacji wykonywanych na jednymgasorze. W
skrajnych przypadkach bardziej optaca wykona& zadanie w jednym procesiezrdzieli¢ je
na kilka podzada Poza tym, aby podziat zadania byt optymalny, misvi by silnie
Zwigzany z rodzajem algorytmu. Ostatnio zawyamazna coraz wyrazniej technologie
mieszane, gdzie kdy z wziébw Kklastra ma coraz bardziej zaawansayatruktug.
Wykorzystanie tych nowych mbwosci wigze st z potrzelh zastosowania rozszerfzelo
istniejgcych standardow.

Do zalet klastrow mma zaliczy:

— korzystny stosunek ceny do wydajon

— odporng¢ na awarie,

— wysoka dosfpnasé,

— mozliwos¢ stopniowej rozbudowy (skalowaléx),

— wysoka wydajnéc¢ dla pewnej klasy zada

Jako wady klastrow mima wymiené:

— niedostosowane oprogramowanie (nie tworzone dgmwyuruchamianiu w klastrach),

— brak maliwosci efektywnego rozpraszania zadaa wiele wziow przez systemy

operacyjne,

— powolna komunikacja mdzyweztowa.
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1.4.5 Oprogramowanie

O ile sprzt komputerowy cgsto jest narzucony poprzez ista®y sie¢ komputerovy, o
tyle oprogramowanie zagdzapce klastrem mina wybrg spcgrod wielu tanich lub
darmowych, dospnych przez internet wersji. System operacyjny paevi by przede
wszystkim wielozadaniowy, powinien wykorzystyévatechnologie wieloprocesorowe,
HyperThread, i in. Wybdr niewdaiwego systemu m@ spowodowd ze mimo posiadanego
Zaawansowanego spta nie wykorzysta giw petni jego mocy obliczeniowej. Me st tez
okaza& (dla mniej popularnych systemowd)e nie lgdzie dla danego systemu operacyjnego
odpowiedniego oprogramowania klastrowego. kalicc wybra jeden z popularniejszych
systeméw (np. Windows, Linux). Oprogramowanie kiaste rozwijane jest przez ide
osrodki naukowe i dogpne jest cgsto w wersjach darmowych. Jako popularniejszemao
wymieni: MPICH, LAM MPI, MP_Lite, PVM. Oprogramowanie kl@eswe wykorzystuje
dostpne dla danego systemu kompilatory (np. GCC - dagynoVisual Studio —
komercyjny). Majc juz oprogramowanie podstawowe #ama s¢ zastanowd nad instalagj
bibliotek obliczeniowych specjalizowanych do wykemnia zada na macierzach rzadkich.
Wsrdd nich, jako najbardziej kompletne ama wymiené takie pakiety jak: P-SPARSLIB
[PSp], AZTEC [Azt], PETSc [Pet], BLOCKSOLVE [Blo].

1.5 Macierze rzadkie

Wiele metod rozwjzywania zada z r&norodnych dziedzin, (genetyka, teoria graféw,
socjologia, elektrotechnika, mechanika, itd.) prdeiaw ostateczriei do koniecznéci
wykonywania ra@nego typu operacji na macierzach rzadkich. Macieazlka to taka, ktorej
wicksza¢ elementdw maat sany wartaés¢ (w dalszej cgsci rozwaana ledzie tylko taka
sytuacja, gdy wartgé ta lkedzie zerem). Macierze takie bra zapisywé& w pameci
komputera w podobny sposéb jak macierze petne,ajegest to czsto nieoptacalne z co
najmniej dwéch powodow:

Zajmujg one wiele wgcej paméci operacyjnej ni jest to w rzeczywistei konieczne. W
rzeczywistych zadaniach ¢sto liczba elementow niezerowychsmge liniowo wraz ze
wzrostem rozmiaru zadania (im eksza macierz tym procentowo mniej elementéw
istotnych), pelny zapis macierzy wymaga jednak mag@mnia N wspotczynnikéw. W
wyniku tego weksze zadania magapotrzebowanie na ogromnesgopameci.

Pelny zapis macierzy wymaga uwadhienia podczas operacji arytmetycznych diata
na wszystkich elementach macierzy (réowrierowych). Powoduje to zazwyczaj zkézenie
ztozonasci obliczeniowej zada w stosunku do analogicznych zadavykorzystugcych
skrécony opis macierzy. Przykladewstruktug macierzy rzadkiej wygenerowanej na
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przyktad w trakcie obliczZeMES przedstawia rys. 1.6.

i
N
'y

Rys. 1.6. Struktura macierzy rzadkiej generowarz@pprogram MES z siatki o dwudziestu

weztach.

1.6 Standardy MPI i PVM

MPI i PVM umazliwiajg tworzenie aplikacji klastrowych wykorzystoych przesyt
komunikatéw do przekazywania informacji peoizy procesami. Aplikacje nioa tworzy w
jezykach C, C++ i Fortran. Kay z tych standardédw udephia zestaw funkcji
umazliwiajgcych uzyskanie pewnych informacji o klastrze i aktym procesie, przesytanie
komunikatéw, realiza¢j rozgloszé oraz synchroniza¢jprocesow. Kady proces posiada
swoj identyfikator zadania i nie by przyporadkowany do pewnych grup procesow.

Jak wid& zalazenia standardéwaspodobne, wic porownywanie ich funkcjonaldoi
musiatloby s} odby poprzez poréwnanie wszystkich istp®jch implementacji tych

standardow.

1.7 Klaster wykorzystywany do oblicze n
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Rys. 1.7. Struktura klastra badawczego Politechbolskiej.

Wickszas¢ pomiaréw i bada wykonywanych w trakcie realizacji niniejszej pra@dy

tak nie bylo - zaznaczono to w pracy) przeprowadzerzy wyciu klastra badawczego

Politechniki Opolskiej. Parametry klastrargastpujace (rys. 1.7):

Klaster sktada giz agsmiu weztow,

Kazdy z weztdw posiada dwa procesory Intel Pentium IV Xeon8 ZGHz
(technologia HyperThread),

Parametry wztow: 2 GB RAM, 80 GB HDD, 2 x Intel 1 Gigabit Etimet,
Wyposaenie dodatkowe: FDD, CDROM, USB, RAID, IDE.
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2 Efektywna realizacja oblicze n w klastrach

Efektywnas¢ aplikacji obliczeniowych dziatagych w klastrach mama analizowa na
kilku poziomach. Odpowiednia konfiguracja sgmwva i wybor widciwego oprogramowania
stanowi platforr@ do uruchamiania programéw, natomiast modyfikadgorgtmu mae
zmniejszy obchzenie klastra komunikagij wykorzysta efektywniej jego wieloprocesorowe

wezty.
2.1 Optymalizacja na poziomie sprz etu

2.1.1 Topologie fizyczne i logiczne
Topologie paodczen sieciowych we wspoétczesnych klastrach magie¢ réznorodne

struktury. Do popularniejszych nalge pierscien, tablica, drzewo i hipersgaan (rys. 2.1).

a) b) f
O—=O

Rys. 2.1. Rénorodne topologie sieci: a) péeren, b) tablica, c) drzewo i d) hipersoéan.

Fizyczne paiczenie determinuje w dym stopniu efektywn@ wykonywanych na
klastrze zada Pohczenie klastra w piécien powoduje,ze najdiisza droga, jak musi
przeby wiadoma¢ z jednego wzta do innego jest rownd/2 (gdzieN to liczba wztoéw). W
strukturze tablicy kady wezet mae mig€ do czterech gsiadow — wymusza to posiadanie

czterech interfejsow (kart sieciowych) przez niek&tdwzty. Najdiuzsza droga wiadonsoi
wynosi w tym przypadkuz(\/ﬁ —1). Topologia drzewa wymusza posiadanie do trzech

interfejsow przez kaly z weztow. Droga wiadomgxi jest w przyblieniu proporcjonalna do
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Iogz(N). Wydaje s, ze jest to dosy wydajne padczenie, jednak powoduje nadmierne
obcigzenie wezta, ktdry znajduje sina szczycie drzewa. Droga wiadajmioprzy pohczeniu

w hiperszécian jest podobna jak w topologii drzewa jedreakie posiada gztdw, ktore leda
przecizane podczas transmisji. Istnieje tu jednak inn@wigzenie. Wraz ze wzrostem liczby
weztow, kazdy wezet musi posiadawicksz liczbe interfejsow Qogz(N)).

Popularne jest feinne rozwizanie (dla matych klastrow) — pokzenie wszystkich
weztdbw poprzez szyhk przehcznice. Pohczenie takie umdiwia czesto komunikagj z
maksymalyg predkoscia przez wszystkie wety jednoczénie przy jednoczesnym wymaganiu
posiadania zaledwie jednego interfejsu przezdikawezet. Ograniczenie niiwoscCi
stosowania tego rozedania polega na skozonej liczbie we§¢ przehcznicy, do ktoérych
mozna podiczy¢ wezty klastra. Niedogodrig ta mazna niwelowa taczac ze sob wicksz
liczbe¢ przehcznic. Rozwizanie to warto zastosowaw Kklastrach przystosowanych z
istniejgcych lokalnych sieci komputerowych (zmiana pgeehicy na szybsgi pozostawienie
istniejgcej konfiguracji wydaje siby¢ bardziej uniwersalnym i tanim podejem dla matych

klastrow n modyfikacja fizycznych pagtzen).

2.1.2 Pamiec€ operacyjna

Interesugcym zagadnieniem jest wptyw #oi pameci RAM na czas wykonywania
okreslonego zadania. Obserwgjzachowanie gikomputerow z matiloscia pameci, wptyw
wydaje s¢ oczywisty. Zostalo to jednak sprawdzone dla zamlamingenia macierzy
wielkosci 2*10°x2*10°. Testy przeprowadzono na komputer@eleron 500w systemie
Windows XP obniajac ilos¢ fizycznej pamgci RAM nawet poniej minimalnej zalecanej dla
Windows XP, mimo to nie datogizauway¢ zadnych istotnych rnic dla tych przypadkow
(rys. 2.2). Wnioskiem ma@ by to, ze algorytm ten ma stosunkowo mate zapotrzebowamie n
pamke¢. Dla bardzo diych macierzy testyasutrudnione z powodu bardzo diugiego czasu
obliczen.

Wiphyw ilosci RAM na czas wykonania zadania
1500 . . T .

1000

500

czas wykonania 3]

56 120 154 248
ilagé pamieci [MB]
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Rys. 2.2. Czas murenia macierzy w zakmosci od dosgpnej ilosci pameci operacyjne;.

Mozna s§d wysni¢ wniosek,ze dla niektorych zadawptyw ilosci pameci RAM nie jest
zbyt istotny.

2.1.3 Wezly wieloprocesorowe

Nastpny test przeprowadzono w ¢we dwuprocesorowym. Teoretycznie moc
obliczeniowa wynikajca z dwuprocesorowoi bedzie wykorzystana wtedy, gdy w i@dym
wezle uruchomione dxlg przynajmniej dwa procesy obliczeniowe. Aby to zkad

uruchomiono w jednym gle kilka proceséw mnaenia macierzy.

Wykanywanie zadafh w weile wielopracesorowym

o

e

]

czas wykonania [s]

o

1 2 3 4 ) 5 7 a
liczba uruchomionych procesbw

Rys. 2.3. Wykonywanie jednoczesnych obliczedwuprocesorowym gzle.

Jak wid@& z wykresu (rys. 2.3), wykonanie jednego i dwocklaaazajmuje tyle samo
czasu, wzel jest weéc wykorzystywany efektywniej, gdy zostanie na niedrjoczénie
wykonane dwa lub wtej proceséw (jest to zgodne z oczekiwaniami, peatewezet jest
dwuprocesorowy). Programy powinnydwicc tak projektowane aby wykorzystav petni

mozliwosci wieloprocesorowych gztéw klastra.

2.2 Rola wykorzystywanego oprogramowania

2.2.1 System operacyjny i obcigzenie
W systemach wielozadaniowych sma sprawdz jak na czas wykonania algorytmu
wptywa obcyzenie procesora kilkoma jednoémée dziatagcymi procesami. Prezentowane
ponizej wartgci czasOw, dotycge rownie problemu mngenia macierzy, zmierzono dla
systemu Linux (kompilator gcc) i Windows XP (konmguilane w Delphi) obgizajac je
wykonugcymi sk jednoczénie do6 procesami mngenia macierzy. Test wypadt na kofzy
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systemu Windows — zmierzone czagyosok. potowe krotsze. W systemie Windows jednak
czas wykonania zadania obliczeniowego bardzo maralerat od tego czy proces byt
pierwszoplanowy. Niedogodéca w systemie Windows jest fakze po uruchomieniu
zadania obliczeniowego bardzo trudno wykbimae czynnéci - problemu tego nie datoesi
zauway¢ w systemie Linux. W przypadku obydwu systemow apginych przy obagzeniu
sz&cioma procesami otrzymano czasy wykonania algorybkg-krotnie diwzsze (rys. 2.4),
czego mana s¢ byto intuicyjnie spodziewa

Zaleznosé od systemu nperacg,fjnegn [ Dhn::iaienia

5':' T T T
T 4 Bl system Linux
= ' ] system Windows T
& 30} .
[}
_;f—u 20 F -
=
o

a

I||::z|:|a uruchummnych prucesnw

Rys. 2.4. Zalenos¢ czasu oblicz@ od systemu operacyjnego i ofp@nia procesora.

2.2.2 Oprogramowanie klastrowe

Istnieje co najmniej kilka standardéw oprogramowgkiastrowego. Do popularniejszych
naleza MPI (Message Passing Interface) i PVM (Parallettu&l Machine). Standardy te
opisup jedynie interfejs tzn. zestaw deghych funkcji, efektywn& natomiast zalma jest
od konkretnych implementacji. Standard MPI promoygast przez wiele @odkow
naukowych, w¢c w dalszej cgsci omawiane bdzie wignie to oprogramowanie.

Aby poréwna rozne implementacje tego standardu zbadana zostad&gét przesytania
danych ponydzy procesami znajdaggymi sie w tym samym i w rénych weztach klastra.
Wartas¢ ta byla badana przy pomocy programu ttcp oraz graraowania MPICH i LAM.
Program ttcp bada przepustdi&sieci mierac czas kopiowania plikbw pogdzy weztami
poprzez gniazda. MPICH i LAM to implementacje MRdt6re umdliwiajg tworzenie
programow skiadagych s¢ z wielu procesow uruchamianych wzngch weztach klastra.
Komunikacja mgdzy tymi weztami odbywa si poprzez przesyt komunikatow.

Program ttcp uzyskat gakos¢ kopiowania danycl®,84 Gb/s(rys. 2.5). Osignicto wigc
ok. 84%teoretycznych mdiwosci sprzitu (1 Gb/9.
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Szybkoig transmis]i w zaleznosci od oprogramowania

; k2
(e T NI

T
Bl transmisja lokalna
M| [ transmisja zdalna

fo —
m =

transmisja [Ghis]

a

MEICH

L Ahd

Rys. 2.5. Por6éwnanie szybia transmisji lokalnej i zdalnej zmierzonej za pam@rogramu

ttcp

ttcp oraz oprogramowania MPICH i LAM.

Przesytagc dane pomgidzy procesami lokalnymi (realizowanymi na tym samymzle)
otrzymano szybk& ok. dwukrotnie wyszy (brak ogranicz@ medidw transmisyjnych).
Transmisje mgdzy procesami zdalnymi (realizowanymi namgch weztach) wykonane przy
pomocy oprogramowania MPICH okazatye sbk. dwukrotnie wolniejsze, natomiast w
przypadku transmisji lokalnej ¢utkos¢ spadta o ok.25% Oprogramowanie LAM dla
transmisji zdalnej uzyskato ¢kos¢ 0,75Gb/s,co jest wynikiem prawie dwukrotnie lepszym

niz w MPICH. Dla transmisji lokalnej LAM osgnat nawet lepsze wyniki giprogram ttcp.

2.3 Uwzgl ednienie architektury wieloprocesorowej

W technologiach wieloprocesorowych oraz HyperThregski czasowe w aplikacjach
obliczeniowych g widoczne podczas uruchamiania kilku proceséow wnyed wezle.
Eksperymenty wykonywane byly nag¢mach dwuprocesorowych, kdy o architekturze
HyperThread, tzn. skladaly sk z dwoch logicznych procesorow pactonych do wspdlnej
magistrali (rys. 2.6). Architektura taka pozwalaortycznie na uzyskanie okoto
czterokrotnego przyspieszenia algorytméw. Systemperacyjne wykorzystyj taka
architektug, aby r&ne procesy wykonywaty &ina ré&nych procesorach. Zyskiecta
widoczne, gdy algorytm zostanie podzielony pgimy wykonujce s¢ procesy. Dla ranych
algorytmow uzyskane przyspieszenie z@dy¢ rézne. W skrajnych przypadkach programy
mog zachowywd sie tak jakby byly uruchamiane w architekturze jedmmgsorowe).
Technologia HyperThread polega na umieszczeniu wewfgednego fizycznego procesora
dwu lub wicej procesoréw logicznych. Kdy logiczny procesor posiada prawie kompletny
zestaw rejestrow unibwiajacy zapamjtanie stanu procesora oraz wiasny kontroler
przerwa. Wszystkie logiczne procesory majnatomiast wspolny rdie czyli czs¢
wykonawcza oraz interfejs magistrali systemowej. W rezultaehnologia HT m#ze nie

dawa tak dobrych rezultatoéw jak systemy wieloprocesaow
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AS AS AS AS

Rdzen Rdzen
procesora procesora
32-bitowego 32-bitowego

Wspdlna magistrala

< D

Rys. 2.6. Dwa procesory o architekturze HyperThrpadhczone do wspéinej magistral

systemowej. AS-zapawgtany stan procesora logicznego.

Duze znaczenie ma zaréwno sposoéb, w jaki system ogeyagrzydziela czas zadaniom
jak i liczba odwota procesoréw do wspdlnej pagoi. Na system operacyjny maa wptyraé
np. poprzez zmianpriorytetow proceséw, jednak powoduje to raczeymtaszczanie sobie
czasu innych procesow mizwickszenie efektywnixi. Modyfikujagc algorytm mana w
znacznym stopniu zredukowdiczbe odwotar do pamgci oraz wykorzysta specyficzne

mozliwosci procesoréw.

2.3.1 Podziat zadania na procesy i watki

Systemy operacyjne udephiajg mechanizmy wspomagge obliczenia w systemach
wieloprocesorowych ze wspalrpamecia (jeden wezet klastra). Poprzez tworzenie nowych
procesow lub wtkbw mazna zrownolegli obliczenia. Kady z tych mechanizméw jest
mozliwy do wykorzystania réwnie w MPIl. Mozliwo$¢ podziatu procesu nagiki zostata
wprowadzona z powodu mniejszego a@lenia systemu gtkami niz procesami, poza tym
czas zainicjowania nowegoatku jest wielokrotnie krétszy ninowego procesu. Yki w
obrebie jednego procesu wspoétdzielen sam obszar danych globalnych, natomiast przy
podziale na procesy dane mayigost& skopiowane.

Aby poréwng zysk czasowy osgany przy podziale zadania nagtii i procesy,
zostalo uruchomione zadanie rownoleglego nemca macierzy w jednym g&ile Kklastra.
Wezet posiadat dwa procesory w technologii HyperTdregozmiar mngonych macierzy
wynosit 1000x1000 Zadanie byto dzielone nhdo 8 watkdw/procesow. Wyniki pomiaréw

przedstawionegsna rysunku 2.7.
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Czas wykonania zadania przy podziale na watki | procesy
BI:I T T T T T T T T

o
n A0 +
]
(]
20 r
1]
2 3 4

1

o
2
T

5 B 7 5]
liczba wathkdwipracesdw

Rys. 2.7. Wyniki pomiarow czasu rownolegtego memia macierzy w jednym ¢ile klastra

przy podziale na wiki i procesy.

Wydawa& by sk mogto, ze wykorzystanie wspoélnej przestrzeni adresowejkéw
znacznie przyspieszy zadanie. Wyniki jednak zamajgdym dywagacjom. Okazujecsize
skopiowanie potrzebnych danych w tego typu zadanipgst zaniedbywalnie mate w
porOéwnaniu ze stratami czasowymi wynd@jmi z wykorzystywania wspoélnego obszaru
danych. Konflikty procesoréw w odwotaniach do pechiokazuj sie na tyle due, ze
zwiekszap czas obliczé przeszto dwukrotnie. Natomiast podziatl na procpssyspiesza

zadanie prawie dwukrotnie.

2.3.2 Sledzenie obcigzenia procesoréw

Wezet w wykorzystywanym klastrze jest dwuprocesoroysdnak w z powodu
architektury HyperThread w systemie widoczne & cztery procesory. W czasie
wykonywania zadania wtzono monitoring obgizenia poszczegolnych procesoréw. Wyniki
dla podziatu zadania nado czterech wtkdw pokazaneasna rysunku 2.8. Obstugagtikow
przekazywana jest poruzy procesorami nawet kilkakrotnie w trakcie damaprogramu.

Najmniej zmian odnotowano przy podziale programulwa i cztery wtki.
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Rys. 2.8. Procentowe olggenie procesorow przy podziale zadania mgkiv

Obciazenie procesordw (w procentach) - podziat na watki
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Przy podziale zadania na trzy procesy (rys. 2.9ynmaozauway¢ jakby zjawisko

migotania - proces przerzucany jest pesay procesorentpuO i cpul. Nie wplywa to

jednak w widoczny sposéb na czas wykonania tegoesto
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Ohciazenie procesordw (w procentach) - podziat na procesy
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Rys. 2.9. Procentowe olggenie procesorow przy podziale zadania na procesy.

Whiosek, jaki mana wychgng¢ z tych pomiaréw dla tego typu zadania uruchamianeg
w tego rodzaju wziach: naley unika odwotan do wspoélnej pamgci wykonywanych
rownolegle przez e procesory. Zysk uzyskany z braku kopiowania danyest
niewspotmiernie maty w poréwnaniu ze stratami wwgkymi z konfliktbw podczas

odwotaa do wspolnych obszarow pagui.

2.4 Efektywne algorytmy rozproszone

Efektywna¢ obliczer rozproszonych zakma jest nie tylko od aywanego sprau i
oprogramowania, ale #eod sposobu realizacji zadania. W paaych przyktadach

przedstawione zostarsposoby na zoptymalizowanie obliézea poziomie algorytmu.

2.4.1 Przykiad rownolegtego mnozenia macierzy
W tym podpunkcie przeanalizowanydzie problem efektywnej realizacji zadania
rownolegtego mnzenia macierzy w klastrze.
W przypadku podziatlu na dwa rowne podzadania pgtaynikOw otrzyma mazna w

lokalnym wezle, potowe natomiast w zdalnym. deli macierz zostanie podzielona kni

poziomy na dwie cesci, woéwczas wysipi koniecznéé przestania do wzta zdalnegod N?
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wspotczynnikow oraz ze zdalnego do lokalneégd® wynikéw (rys. 2.10).

P =3N2+1N2=2N? (2.1)

-

Rys. 2.10. Przesyt i wykonanie zdalnych oblicpezy podziale na dwa podzadania. Podziat

pierwsz metod,.

Jezeli w zdalnym wzle zamierza si przeprowadd bada obliczenia dla kwadratowego
wycinka macierzy, to naky wystat do niego J2N? wspotczynnikbw a ze zdalnego do

lokalnegoi N? wynikéw (rys. 2.11).

P, =+v2N? +1N? = 191N? (2.2)

LE_ B

Rys. 2.11. Przesyt i wykonanie zdalnych oblicpezy podziale na dwa podzadania. Podziat

drug metod,.

Druga metoda podziatu jest ¢ui bardziej optacalna, chociapierwsza wydaje si
bardziej intuicyjna. Czas oblicaena poszczegodlnychqztach zaleny jest gtébwnie od iléci
wykonywanych operacji mrenia i jest on réowny dla obydwu metod podziatu réalé2.3).

M =1N?3 (2.3)
Ostatecznie czas rownolegtego meoia macierzy ¢dzie rowny (2.4):
C=P[C,+M [T, (2.4)

gdzie:
C,- czas przesytu jednego wspotczynnika,
C,, - czas wykonania jednej operacji nieaia skalarnego.

W przypadku podziatu zadania na trzy podzadanjaewlokalny lgdzie w wikszym
stopniu obcjzony transmigj danych ni wezly zdalne. Dlatego wydaje ¢silogiczne
obcigzenie weztow zdalnych wiksz iloscig obliczer. Jednak pogpa to za sobzwigkszenie
ilosci przesytanej informacji i mee zwikszy catkowity czas oblicze
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Proponowany przez autora niniejszej pracy sposdlziptu zadania na ¢ty zdalne

przedstawiony jest na rysunku 2.12
——
R i

Rys. 2.12. Przesyt i wykonanie zdalnych oblicpezy podziale na trzy podzadania.

Biata cz$¢ macierzy obliczana jest lokalnie. Reszta dzielesana dwa wzty zdalne.

o)
e
Q 2 o
x = O
z = NS
z = £ =
5 Z XX
£ 2  nNxC, =

>

I | N (N 'X)yCM ’

v N(N-X)(N-y)C,,

Rys. 2.13. Przebieg czasowy transmisji i oblicpezy podziale zadania na trzy podzadania.

Jezeli liczbe kolumn macierzy obliczanych lokalnie oznaczy gizezx a liczba wierszy
obliczanych w pierwszym gzle zdalnym przey to czas potrzebny na wykonanie wszystkich

zada w wezle lokalnym jest rowny (2.5):
C, =(an? -3Nx)c, +N?xC, (2.5)
Czas potrzebny na wykonanie zagazesytu i obliczé w weztach zdalnych to (2.6):
Cn= (Ny+ (N - X)(N + y))CP + (N - X)NyCM
(2.6)
C,, =(4N2 =3NX)C, + N(N - x)(N - y)C,,

Catkowity czas mnzenia macierzy dla ustalonych waitoN, Gy i Cp wynosi (2.7):

C.(x, y)=Max(C,,C,,.C,,) (2.7)
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Nalezy jeszcze tylko znaf€ x i y, dla ktorych powygsza funkcja przyjmuje minimum.
Przy podziale na wksz ilos¢ podzada znalezienie optymalnej metody podziatu staje si
coraz bardziej utrudnione a ftoniewiadomych w réwnaniach goie.

Przyktadowesrednie czasy zmierzone w klastrze:

Czas mngenia dwoch zmiennych o podwojnej precydogblg: C,, =24ns

Czas przesytu przez sigednej zmiennej typdouble(8 bajtow): C, = 12us

Dla takiej proporcji czaséw nasuwea giytanie, czy w ogoéle warto dziélzadanie na
czesci i przesytd siech.

llos¢ danych, ktére naky przest& przez sié rosnie proporcjonalnie do kwadratu
wielkosci macierzy. Jak wiadomo ztongs¢ czasowa samego mienia macierzy jest ¢du
N°. Mozna wic przypuszczg ze nawet w przypadku wolnej sieci i szybkich kompone
optaca si dla pewnych wielkéci macierzy zastosowaodziat na cgci.

Czasowy udziat transmisji w rdwnoleghym mnozeniu macierzy

_,.
in

T T T
B czas cbliczerd
[ ] czas transmisji

f*_ﬁﬁnhhhhk |

00 150 200 250 300 350 400 450 500

czasowy udziat operacji [5]

Frocentowy udzia’rtransmisji e I’Ifl'-.-'-.-'r'IEI|Engj,-'rT| mnozeniu macierzj,f

i B udzist obliczen [T
J |:| udma’rtransmmjl
]

50 100 150 200 250 300 350 400 45EI EEIEI
wielkosc macierzy

]
]

o
2
T

)
o

procentowy udziat operacji [%]
b=
=

Rys. 2.14. Czasowy i procentowy udziat oblitzaetransmisji podczas muenia macierzy
przy podziale na dwa podzadania dlanych wielkgci macierzy.

Na wykresie (rys. 2.14) nioa zauway¢, ze o ile przy wielkéci macierzy200x200czas
przesytu danych jest podobny jak czas oblicze dla wielk@ci 500x500stanowi ju tylko
okoto 25%

Na tej podstawie wyggnag¢ mozna wnioski dotyczce podzialu zadania na ¢zi.
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Wykres (rys. 2.15) przedstawia przyspieszenie,ejakbstanie uzyskane przy podziale na
podzadania w stosunku do wykonywania zadania bedzigo. Dla podanych vegj
przykladowych parametrow sieci igokosci procesoréw otrzymano naptijace wyniki: dla
macierzy o wielkéci do 200x200 nie ma sensu dzielenia zadania na podzadania. Dla
macierzy z przedziatu 0800x200do 350x350warto zadanie podzi€lina dwa podzadania.
Dla rozmiarow wgkszych naley podzielc na trzy podzadania. Analogicznie ma
sprawdzé podziat na wksz liczbe podzada.

Przyspieszenie w stosunku do obliczed w jednym wezle

2 T T T T T T T T T T T T T T T T 2
Bl v procesy
2 g 54 L] trzy procesy 115
ot
ol
2 1 1
ol
oy
= 05F I —0.5
|:| | | | | | |:|

80 100 180 200 250 300 350 400 450 500
wielkosc macierzy

Rys. 2.15. Przyspieszenie uzyskane przy podzialarsa na dwa i trzy podzadania.
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3 Rozwigzywanie uktadow rowna n liniowych

Analizowane w tym rozdziale macierze, to macierzein@. Dla poréwnania
przetestowane zostaly wygenerowane losowo macierzeszystkich wspétczynnikach z
przedziatu(O, 1) oraz takie, ktdre na przgtkej posiadaj wspotczynniki weksze nk suma
elementdbw w wierszu. Szybko zbieznosci algorytméw rozwigzywania uktadow réwna
liniowych w znacznym stopniu #ai si¢ dla r&nych typow macierzy. Uzyskane wyniki
stanowg podstaw do wyboru metod, ktorecha najlepiej spetniaty oczekiwania stawiane dla

konkretnych zada

3.1 Metody doktadne

Metody doktadne (czasami nazywanerskmnymi) § najczsciej wwywanymi metodami
w przypadku rozwgzywania petnych uktadoéw rowna uktadéw pasmowych [BSS].

3.1.1 Metoda eliminacji Gaussa

Jest to najprostsza z metod dokladnych. Polega ranaeliminowaniu (zerowaniu)
kolejnych wspétczynnikbw macierzy tak, aby otrzymaacierz jednostkoyv(w realizaciji
Gaussa-Jordana). Pgtzowa warté¢ wektorax jest rowna wektorowi wyrazow wolnydh
Wektor x jest przeksztatcany wraz z wierszami maciegkzyo przeksztatceniu macier2yw
macierz jednostkogy w wektorzex otrzymujemy rozwjzanie uktadu rowna(rys. 3.1).

A X
2n-1| 2n-2| ... n+2| n+1

1 2 3 n-1 | n

Rys. 3.1. Kolejn& eliminacji w metodzie Gaussa.

W przypadku macierzy rzadkich ignorowana jest izbaa ich korzystna (z punktu
widzenia zt@onasci obliczeniowej) struktura (rys. 3.2).
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Rys. 3.2. Po wyzerowaniu niezerowych elementéw potklgtng inne, zerowe elementy

zmieniaf wartcc.

Chocia metoda jest nazywana doktagdrto w przypadku oblicze numerycznych na
liczbach o skaczonej doktadnéci dochodzi do ldéw zaokgglen. Aby zminimalizowa
powstagce w ten sposob &y naley zmieni& kolejnas¢ wierszy i kolumn macierzy przed
kazdym krokiem eliminacji tak, aby na pozycji diagamgl znalazt si element o najwkszej

wartasici bezwzgédne,.

3.1.2 Metoda Cholesky’ego

Metock t3 mazna stosowd gdy macierz wspoétczynnikOwA ukladu réwna jest
symetryczna i dodatnio okilena. Naley dokon& dekompozycji macierzy, tzn. wyznacz§
taka dolna trojkatna macierz L, aby zachodzitoA=LL'. Po dokonaniu dekompozycji
otrzymujes¢ réwnanie postadil'x=b. Najpierw rozwizywany jest uktad.v=b, a nastpnie
L"x=v. Metoda algebraicznie podobna jest do metody ekgji Gaussa. Wymaga mniejszej
ilosci obliczen w czasie eliminacji kosztem dokonanej w&rej dekompozycji. Na uwag
zastuguje rowniz metoda Crouta, rowniepodobna do metody eliminacji Gaussa, w ktérej

wystepuje jednak inna kolejr$o obliczania elementoéw macierzy.

3.1.3 Techniki pasmowe

Techniki pasmowe zapisu macierzy rzadkich stosigj@izy do rozwazywania uktadoéw
rowna, dla ktérych macierz wspoétczynnikow ma struktyasmow, tzn. A;=0 dla j>i+m
oraz j<i-m. Do rozwhzywania takich uktadow rowmastosuje si wymienione wczéniej
metody dokladne. Rahica polega na oszedniejszym wykorzystaniu pagti operacyjnej

oraz na pomijaniu podczas oblidzelementéw spoza pasma (rys. 3.3).
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Metody pasmowe

Rys. 3.3. Implementacja macierzy pasmowych.

Dla macierzy pasmowych nie stosuje przestawiania wierszy i kolumn macierzy.sfio
zajmowanej pamgci jest bardzo istotna, gdywielkosci macierzy dla zigonych zada (np.
MES) mog@ przekracz& rozmiary dosfpnej pamgci operacyjnej. Wykorzystanie
specyficznej struktury macierzy (macierze rzadgigsmowe) pozwala zmniejszytozonasé
pamkiciowg i obliczeniovg algorytmu. StosowanegsrOwniez metody zmiennopasmowe,
gdzie parametm zmienia s dla r@&nych wierszy macierzy lub pomijang & ten sposéb

zerowe ,dziury” wewgtrz pasma.

3.1.4 Techniki typu frontalnego
Techniki frontalne rownie opierag sic na metodach doktadnych, zazwyczaj na metodzie
eliminacji Gaussa. Organizacja obliazev metodach frontalnych zezana jestscisle z

numeracj elementéw w metodzie elementéw skponych.

Metody trontalne

1 5 g 13 17
| v | VI X

2 6 14 18
Il v Vil Xl

3 7 11 15 19
Il Vi IX Xl

4 8 12 16 20

Rys. 3.4. Przyktadowa numeracja elementéwataw w MES
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Po wygenerowaniu macierzy dla elemehfays. 3.4) otrzymuje giréwnania dla wztéw
siatki 1, 2, 5i 6. Nastpnie mana zauway¢, ze wezet pierwszy nie wyspuje juz w zadnym
innym elemencie skmzonym. Mana wikc dokon& eliminacji zmiennejx; zgodnie z
zasadami eliminacji Gaussa. W tym kroku algorytmuunt obejmuje wzty 2, 5i 6, natomiast
wezet 1 znajduje s juz poza frontem. W nagbnym kroku analizuje si elementll.
Wspotczynniki macierzy dla tego elementu dodaje véi odpowiednie pozycje utworzonej
wczeniej macierzy. Zmienn&2 orazx3 3 juz w peini okrélone, mana wic dokona ich
eliminacji a front przeswg na wzty 3, 5 6 i 7. Algorytm ma mniejsze zapotrzebowanie na
pami¢ operacyja niz metody pasmowe. Bardziej szczeg6towe omoéwienie odhet

frontalnych mana znale¢ np. w pracach [AMJ, Hoo, Iro].

3.2 Metody iteracyjne - stacjonarne

Metody stacjonarne mady¢ przedstawione w postaci ngstijgcego wzoru (3.1):
x¥) = By 4 ¢ (3.1)
gdzieB i ¢ s3 statymi i nie zaleg od aktualnej iteracjk. Opisane zostancztery metody
stacjonarne: Jacobiego, Gaussa-Seidla, SOR i SSOR.

3.2.1 Metoda Jacobi’'ego

Rozwaa sk nastpujacy uktad rowné:

Ax=D,
gdzie:
A jest macierz o wymiarze ®n natomiast x i bgsn-wymiarowymi wektorami

Metoda Jacobiego bazuje na wyznaczaniu weart@sobno kadej niewiadomej w
zaleznosci od aktualnych wartei pozostatych niewiadomych. Jedna iteracja metddy,
wyznaczenie wszystkich niewiadomych uktadu. Metgest tatwa do zrozumienia, gad
podane zostanie jej wyprowadzenie. Badasobno kade réwnanie uktadéx=b, mazna je
zapis&@ w postaci wzoru (3.2):

n

;aﬁjxi =h (3.2)

mozna rozwjzaé niewiadom X znapc pozostate niewiadome za pomozaleznosci
(3.3):

x=(0-2a,x)a, (33)

j#i
Sugeruje to zastosowanie ngmitjacej iteracji (3.4):
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=0 -3 x ) a, (3.4)

j#i
gdzie: k - kolejny numer iteracji
Jest to whanie metoda Jacobi’ego. Kolejito w ktorej rownaniagbadane, jest dowolna,
gdyz 53 one niezalene od siebie. Zapis macierzowy tej metody wslgl nasipujaco (3.5):
X = DL +U)x Y+ D (3.5)
gdzie D, -L, -U to ixn wymiarowe macierze: diagonalna, trijka-dolna i tréjlgtna-
gérna utworzone bezpednio z macierzyA. Metoda wymaga, aby w kdej iteracji

dokonane zostato maenie macierzy przez wektor.

3.2.2 Metoda Gaussa-Seidla

Metoda ta wprowadza zal@os¢ nastpujacej postaci (3.6):
=l -Ya,x-Xax ) a, (3.6)

j<i j>i

Kolejnos¢ rozwigzywania rowna w tej metodzie jest istotna, gdyanalizowane
wartaici wyliczone ju: w biezacej iteracji. Wynik iteracji ¥ zalezny jest od kolejngci, w
ktorej obliczane g niewiadome. Jeeli kolejnas¢ bedzie inna, obliczone waroi rowniez
beda inne. Te wlasnii mogy sie okaza istotne w réwnoleglym przetwarzaniu macierzy
rzadkich. Wykorzystujc istnienie zer w macierzach vma grupowa rownania tak, aby
zminimalizowa wptyw wynikow jednych rowna na inne. W zapisie macierzowym
zaleznosé (3.6) przyjmuje posta(3.7):

x = (D - L)*{ux* +b) (3.7)
Podobnie jak wczmiej: D, -L, -U to macierze: diagonalna, trgjka-dolna i trojtna-

gbrna utworzone bezpednio z macierz.

3.2.3 Metoda SOR

Metoda SOR (Successive Overrelaxation)zenby¢ wyprowadzona z metody Gaussa-
Seidla przez wprowadzenie dodatkowego parametrlPrzy optymalnym wyborze tego
parametru zbienos¢ moze by szybsza i dla metody Gaussa-Seidla. Zapis macierzowy tej
metody jest naspujacy (3.8):

X =(D - al) ™ (ad +(1- w)D)x Y + @D - al) b (3.8)

Dla a1 réwnanie upraszczagsdo postaci rownania w metodzie Gaussa-Seidla. Jak
podaje s} w Literaturze [Kah] metoda SOR dtaspoza przedziak, 2) jest rozbiena. W
praktyce stosowane snetody heurystyczne oltenia «j dla ktérego metodachzie dziatata

efektywnie, jednake znalezienie optymalnej waftod w maze st okaz& zbyt kosztowne w
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poréwnaniu z ogganym zyskiem. W innych realizacjach do clkasia tego parametru

wykorzystywane gtez metody adaptacyjne.

3.2.4 Metoda SSOR
Metoda SSOR (Symmetric Successive Overrelaxatigikprzystuje metogd SOR w ten
sposoOb,ze obliczana jest dwukrotnie SOR, a wpseie wyliczana jest ich kombinacja.
Réwnanie macierzowe opigge § metod jest nasipujace (3.9):
x® = BB, X + 2~ w)(D -l )'D(D -l )b (3.9)
gdzie:
B, =(D-al) ek +{1-w)D),
B,=(D-aL)"(al +(1- w)D)

3.2.5 Poréwnanie metod stacjonarnych
Testy metod prowadzone byly dla macierzy dobrze rumkowanych (tzn. wartai
elementéw na przeknej byly wicksze nk suma elementow w wierszu - rys. 3.5) oraz stabo

uwarunkowanych (tzn. wszystkie elementy macierzy lmsowe z przedziah0, 1)

Rys. 3.5. Struktura macierzy rzadkiej, dobrze uwkowanej. Puste pola to wastd zerowe;
biate 1 czarne kota oznaczaj odpowiednio niskie i wysokie waloi

wspoétczynnikow.

Obliczenia byly prowadzone dla macierzy o rozmiamé 1 do 100. Algorytm
zatrzymywat sj po osignieciu oczekiwanej doktadroi wynikéw epsréwnejmax_eps=18

lub po przekroczeniu maksymalnej liczby iteranjiax_step=2*1f Dla parametruar1
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algorytm Gaussa-Seidla i SOR tezsame. Dla rozrinienia tych metod przgfo wiec ax1,1
zaroéwno dla SOR jak i dla SSOR. Najszybszy okazabgorytm Gaussa-Seidla, ngstie
kolejno SSOR, SOR i Jacobiego (rys. 3.6).

Metody stacjonarme - macierz dobrze uwarunkowana
2':' T T T T T Fd) . T |.l'\_,l"l,

—
m

liczha iteracii
=

5 -
|:| | 1 | |
B0 70 Gl a0 100
x 10°
E 2 T T T T T T T T T
5 — Jacohi
B 15H— Gauss-Seidal
= — - SOR
5 q|l-- SSOR |
&
= —_—
= 051 P
=
Fd - — —
Q — .-
= I:I = T | 1 | |

L 1 |
a 10 20 30 4 a0 B0 70 80 a0 100
wielkosc macierzy

Rys. 3.6. Poréwnanie metod stacjonarnych dla mac@obrze uwarunkowanych.

Dla macierzy stabo uwarunkowanych pasyge algorytmy okazaly girozbiezne. Dla

wielu zada potrzebne okazujegwykorzystanie innej klasy metod iteracyjnych.

3.3 Metody iteracyjne - niestacjonarne

Metody niestacjonarne zdig si¢ od stacjonarnych tynre wykorzystug one informagj,

ktora zmienia si w trakcie iteracji.

3.3.1 Metoda CG
Metoda CG (Conjugate Gradient) wykorzystywana jeki obliczania uktadow

symetrycznych, dodatnio olétenych. Algorytm metody zaimplementowanej wzyku

Matlab jest nagpujacy:

function x = cg(A, b, max_eps, max_step)

x = zeros(size(b)); r=b; p=r;
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eps = max_eps+1,; step = 0;
while ((eps>max_eps)&(step<max_step))
ro_1 =r"r;
if (step>0)
beta =ro_1/ro_2;
p = r+beta*p;
end
q=Ap;
alfa = ro_1/(p™*q);
X = x+alfa*p;
r = r-alfa*q;
ro 2 =ro_1,
eps = max(abs(A*x-b));
step = step+1,;
end

Wektor przyblzonych rozwiazan uaktualniany jest za pomgavektora kierunkup i
wspotczynnika krokur (3.10):
X = 1) 4 o) (3.10)
Uaktualniany jest te wektor kierunkup oraz ortogonalny do niego wektor residuéw
(3.11):

pl) = (1) 4 golk1)
(3.12)
r(k) - r(k_l) _aAp(k)
Obliczanie warunku stopueps = max(abs(A*x-b)) jest dosy ztozone

obliczeniowo i mana je zasipi¢ inng zaleznoscig np.eps = norm(r)/norm(x)

3.3.2 Rozwiniecia metody CG

Metody MINRES i SYMMLQ to warianty metody CG dla rsgtrycznych, ale nie
koniecznie dodatnio okféknych macierzy. Metody hiej zostaly opisane przez Paige, Parlett
i Van der Vorst [PPV] (MINRES) oraz Paige i Saursdg?S1, PS2]. GMRES to rozszerzenie
MINRES na uklady niesymetryczne. Metoda ta posiadéele odmian. Cech
charakterystyczn metody jest potrzeba gromadzenia dodatkowych wéktow kazdej
iteracji, co powodujeze zagtos¢ pamkeci i haktad czasowy oblichezwickszap si¢ liniowo
wraz z kolejnymi iteracjami. Aby omad ten problem stosuje ¢sirestarty algorytmu po

pewnej liczbie iteracji. Zgromadzone danrgusuwane a obliczone wyniki sk jako dane
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startowe po restarcie. \&ej na temat GMRES znale mazna w publikacjach [DDS] oraz
[DHV]. Metody CGNE i CGNR to rozwigcia CG dziatgjce na prostej zateosci
ATAx=Ab. lloczyn A'A jest zawsze symetryczny i dodatnio ckvey, mazna wicc ten uktad
obliczy¢ przy wykorzystaniu metody CG. Dodatkowy nakiadicd#h potrzebny jest na
otrzymanie iloczynuA'A. Inne rozwinicie metody CG na uklady niesymetryczne jest
omawiane w literaturze przez Paige i Saunders [PB8Jmaga ono zbudowania ukitadu

rownax postaci (3.12):

{AIT S\M ) m (3.12)

Omijane w ten sposéb zostaje kosztowne obliczeloiezynu A'A kosztem oblicze
dokonywanych na macierzy o dwukrotnieckgzych rozmiarach. Imnmetod, posiadajcs
cechy wspdlne z GMRES jest QMR, posiadaj wiele odmian. Ceghcharakterystyczn
niektérych implementacji gs zabezpieczenia przed zatamaniemng sigorytmu poprzez
analizowanie w przéd. Odmiany tego algorytmu omawia w pracach Freund i Nachtigal
[FN1, FN2].

3.3.3 Metoda BIiCG
Metoda BIiCG (BiConjugate Gradient) wykorzystywarestj do obliczania ukladéw

niesymetrycznych. Algorytm metody zaimplementowamg¢tzyku Matlab jest nagpujacy:

function x = bicg(A, b, max_eps, max_step)
X = zeros(size(b));
rl=Db;r2=rl;pl=rl;p2=r2
eps = max_eps+1; step = 0;
while ((eps>max_eps)&(step<max_step))
ro_1=rl1"*rz,
if (step>0)
beta =ro_1/ro_2;
pl = rl+beta*pl; p2 = r2+beta*p2;
end
ql = A*pl; g2 = A*p2;
alfa =ro_1/(p2*ql);
X = x+alfa*p1l;
rl =rl-alfa*ql; r2 = r2-alfa*q2;
ro 2=ro_1,

eps = max(abs(A*x-b));
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step = step+1,;

end

Dla ro_1= 0 metoda zawodzi. Wektor przyblinych rozwjzaar uaktualniany jest za
pomog wektora kierunkyp i wspoétczynnika krokur (3.13):
x®) = x4 g (3.13)
Uaktualniane tutaj mugz by¢ dwie sekwencje wektoréw kierunkpl i p2 oraz

ortogonalne do nich wektory residudtvi r2 (3.14):

pl(k) =1k 4+ ﬂpl(k_l) pz(k) =2k 4 ﬂpZ(k_l)
3.14
ri® = ritd - gap®) r2W) =2kt — gAT p2lv 344

Dla macierzy symetrycznych i dodatnio aitomych uktadow metoda sprowadzag slio
metody CG. Wykonywana jest jednak dwukrotnie wqglziggpowodu potrzeby dwukrotnego

obliczania iloczynu macierzy przez wektor.

3.3.4 Metoda CGS
CGS (Conjugate Gradient Squared) opisywana jest jagtoda dziatgra zwykle okoto

dwukrotnie szybciej i BiCG. Algorytm metody zaimplementowanej vzyku Matlab jest

nastpujacy:

function x = cgs(A, b, max_eps, max_step)
X = zeros(size(b));
rl=Db;r2=rl;ul =rl;, p=ul,
eps = max_eps+1; step = 0;
while ((eps>max_eps)&(step<max_step))
ro_1 =r2"rl,
if (step>0)
beta =ro_1/ro_2;
ul =rl+beta*ql;
p = ul+beta*(ql+beta*p);
end
v = A*p;
alfa = ro_1/(r2'*v);
gl = ul-alfa*v;
u2 = ul+ql,;
X = x+alfa*u2;
g2 = A*uz,;
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rl =rl-alfa*q2;

ro 2 =ro_1,

eps = max(abs(A*x-b));
step = step+1,;

end

Metoda nie wymaga muenia przezA", wiec w przypadkach, gdy wykorzystywamnié
jest niepraktyczne (np. w macierzach rzadkich Ibbcaeniach réwnolegtych) metoda CGS
wydaje s¢ atrakcyjna. Wgcej informacji na temat tej metody g znale¢ w publikacjach
Sonneveld [Son] oraz Van der Vorst [Van].

3.3.5 Metoda Bi-CGSTAB

Metoda Bi-CGSTAB (BiConjugate Gradient Stabilizedpstata wprowadzona, aby
rozwigzywat uktady niesymetryczne, jednak eliminupc nieregulara zbieznoé¢ metody
CGS. Algorytm metody wegyku Matlab zostat podany paej:

function x = bicgstab(A, b, max_eps, max_step)
X = zeros(size(b));
rl=b;r2=rl;ro_1=1;p=rl;
eps = max_eps+1; step = 0;
while ((eps>max_eps)&(step<max_step))
ro_1 =r2"rl,
if (step>0)
beta = (ro_1/ro_2)*(alfa/w);
p = rl+beta*(p-w*v);
end
v = A*p;
alfa = ro_1/(r2'*v);
s = rl-alfa*v;
if (norm(s)<max_eps)
X = x+alfa*p;
break;
end,
| = A*s;
w = (I*s)/(I"*1);
X = x+alfa*p+w*s;
rl = s-w*;
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ro 2=ro_1,
eps = max(abs(A*x-b));
step = step+1,;

end

Jak mana zauway¢ algorytm posiada dwa wigia. Jeeli wyjscie nasipi poprzez
sprawdzenie normy wektomwynik maze numerycznie tni¢ si¢ doktadndciag od wyniku

gdzie zatrzymanie nagdito podczas sprawdzenia drugiego warunku.

3.3.6 Poréwnanie metod niestacjonarnych

Testy metod, podobnie jak dla metod stacjonarnymbwadzone byly dla macierzy
dobrze uwarunkowanych (tzn. waitd elementéw na przeknej byly wicksze nk suma
elementow w wierszu.) oraz stabo uwarunkowanych. (tzszystkie elementy macierzy byty
losowe z przedziatfO, 1) Obliczenia byty prowadzone dla macierzy o rozagaodl1l do
100 Algorytm zatrzymywat si po osagnicciu oczekiwanej doktadroi wynikéw eps<10°
lub po przekroczeniu maksymalnej liczby iteragjiax_step>2*1& Wyniki testéw dla

macierzy symetrycznych i dobrze uwarunkowanych gistaevione g wykresie (rys. 3.7):

Metody niestacjonarne - macierz symetr., dobrze uwar.

vvvvvvv

liczha iteracji
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1 | |
a 10 20 30 4 a0 B0 70 80 a0 100
wielkosc macierzy

Rys. 3.7. Porownanie metod CG, BiCG, CGS i Bi-CG8Tdla macierzy symetrycznych,

dobrze uwarunkowanych.
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Najlepsza w tej kategorii okazata¢smetoda Bi-CGSTAB, mimaze wymaga ona
dwukrotnego mnzenia macierzy przez wektor w idej iteracji. Fakt,ze zadanie byto
zazwyczaj rozwjzywane w dwoch iteracjach, spowodowak metoda ta okazafta esi
najefektywniejsza. BiCG jest okoto dwukrotnie mneégktywna od CG, co wynika z faktu,
ze dla macierzy symetrycznych BIiCG jest:dama algebraicznie z CG, wymaga jednak
dwukrotnego mnizenia macierzy przez wektor w #dej iteracji. CGS jedynie nieznacznie
usgpito miejsca metodzie CG, mimo dwukrotnej operaujiazenia macierzy przez wektor.

Dla macierzy stabo uwarunkowanych Bi-CGSTAB okazwavak czesto rozbiena,

dlatego nie zostata ona uwgdhiona w nagpnym teécie

Metody niestacjonarne - macierz symetr., stabo uwar.
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T
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—
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0 10 20 30 40 a0 B0 70 ol a0 100
wielkosd macierzy
Rys. 3.8. Poréwnanie metod CG, BICG i CGS dla magiesymetrycznych, stabo

uwarunkowanych.

Poréwnanie pozostatych trzech metod (rys. 3.8) wipana korzy¢ CG. BiCG byt
dwukrotnie wolniejszy z powodu dwukrotnego mania. Metoda CGS okazata siajmniej
efektywna dla tego typu zaila

W nastpnej klasie zadanie zostata uwzgtiniona metoda CG z powodu niesymetrii
badanego ukfadu. Przetestowane zostaly epapte metody: CG-1 (Rozwiecie CG
polegajce na zastosowaniu zateici ATAx=A'b), CG-2 (Rozwinicie CG polegajce na
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zastosowaniu zat@osci {AT

Alr b
O}{ }= {O}), BiCG, CGS oraz Bi-CGSTAB.
X

Metody niestacjonarne - macierz niesym., dobrze uwar.
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Rys. 3.9. Poréwnanie metod CG-1, CG-2, BIiCG, CGSBIii{CGSTAB dla macierzy

niesymetrycznych, dobrze uwarunkowanych.

W tej klasie zada (rys. 3.9) najlepsza okazatg 8i-CGSTAB, niewiele jej ugpowata
metoda CGS. Naky jednak pamita¢, ze algorytm metody Bi-CGSTAB posiada dwa
warunki zatrzymania iteracji - w jednym z nich gmwmna doktadni& wynikow jest
watpliwa. Najmniej efektywna okazatagSCG-1 z powodu koniecz8oi wykonania operaciji
mnazenia macierzy. Metad CG-2 zastosowano w najprostszej postaci. W pragpad
dekompozycji operacji mmenia macierzy przez wektor (3.15) #na algorytm przyspieszy

okoto dwukrotnie. Jednak kedzie ona nawet w tym przypadku wolniej zina niz BiCG.

di [ Al cl dl=cl+ Ac2
= =
d2| |AT olc2|” d2=A"cl (3.15)

Nastpng grup; testow przeprowadzono dla macierzy niesymetrydznyc stabo
uwarunkowanych. Rysunek 3.10 przedstawigdibé dziatanie metody CGS, ktora w
niektorych przypadkach przekraczata maksymdicebe iteracji algorytmu. Z tego powodu
nie zostata ona uwzglniona (podobnie jak Bi-CGSTAB) w testowane] grumpietod.
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w10 Metody CGS - macierz niesym., stabo uwar.
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Rys. 3.10. Metoda CGS okazatae shiestabilna dla macierzy niesymetrycznych, stabo

uwarunkowanych.

Przetestowane zostaty Metody CG-1, CG-2 oraz Bify& 3.11).

Metody niestacjonarne - macierz niesym., stabo uwar.
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Rys. 3.11. Porobwnanie metod CG-1, CG-2 i BiCG dlacierzy niesymetrycznych, stabo

uwarunkowanych.

Z powodu duej liczby iteracji wymagane] do uzyskania ztnesci metod, operacja
mnazenia macierzy w metodzie CG-1, ktéra jest wykonyavgdnokrotnie, nie odgrywa tak
waznej roli jak w poprzednich testach. W z@ku z tym metoda ta okazala siajlepsza w tej
grupie. CG-2 byta najmniej efektywna z powodu poph&go rozmiaru macierzy, ktora
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musiata by analizowana. Mimo dobrej zhkieosci algorytmu BICG, przejawia on cechy

niestabilndci dla pewnych danych wégiowych.

3.4 Podsumowanie

Ztozonas¢ metod doktadnych mima ustalk bez dokonywania testow. Majone
zastosowanie gtéwnie dla uktadow petnych, stabo rumkowanych, dla ktorych metody
iteracyjne okazaly si malo efektywne Ilub nieskuteczne. W uktadach dobrze
uwarunkowanych z metod stacjonarnych warta polecgest metoda Gaussa-Seidla z
powodu szybkiej zbimosci i braku dodatkowych parametrow uruchomienia afgjou. W
metodach niestacjonarnych wyrd¢ maozna uktady symetryczne gdzie najlepsze okazaty si
Bi-CGSTAB i CG oraz ukfady niesymetryczne, w ktdrymajszybciej zbime g Bi-
CGSTAB i CGS oraz niewiele im ggtujaca metoda BiCG. Metoda Bi_ CGSTAB okazala si
jedmg z najlepszych metod dla tej klasy zad@Pamétaé jednak naley o watpliwej
doktadndci wynikow uzyskiwanychg metod, oraz o tymze nie udato sita metody, uzyska
zbieznosci dla uktadow stabo uwarunkowanych. Chaametoda CGS okazatacsiiestabilna
w uktadach niesymetrycznych, stabo uwarunkowanyich,jednak dla uktadéw dobrze
uwarunkowanych okazata ¢sijedrg z najlepszych. Ceghcharakterystyczn metod Bi-
CGSTAB oraz CGS jest tge nie ma potrzeby maenia macierzy transponowanej przez
wektor. Maze to by istotne przy podziale zadania na&i w obliczeniach rownolegtych
oraz w macierzach rzadkich, gdzie uzyskanie magi¢ransponowanej nmme stanowd
problem.

Kazdy problem obliczeniowy m® generowa macierze o innych cechach
charakterystycznych. Aby wyhiaodpowiedni metod obliczenr, nalery przetestowa ja dla
tego typu zada
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4 Implementacja macierzy rzadkich

4.1 Wyboér struktury macierzy

Macierze rzadkie mag by¢ zapamgtywane na wiele rych sposobow [MaS].
Popularniejsze z nich to zapis wierszowy, kolumnowgjkowy oraz tablice rozproszone.
Wybor jednej z nich powinien bydokonany na podstawie operacji, ktére zamierzamy n
nich przeprowadza

Zapis wierszowy (kolumnowy) wymaga zapatania trzech aigow:

— kolejne elementy niezerowe czytanych wierszamiykoiami),

— numery kolumn (wierszy) kolejnych elementow niexeych,

— ciag ,wskanikow” informujgcych ktéry niezerowy element jest pierwszym w

kolejnym wierszu (kolumnie)[Sad] (rys. 4.1).
W przypadku takiego zapisu liczba zapetywanych elementow réwna je2N+K gdzieN to
liczba elementéw niezerowych K& to liczba wierszy (kolumn) macierzy. W przypadku
mnazenia macierzy wygodne jest takie zaprojektowangomgtmu, aby macierz w zapisie
wierszowym mn@ona byla przez macierz w zapisie kolumnowym. kbroe przez wektor
wymaga rozpatrywania jedynie elementéw niezerowyohcierzy, co znacznie olxai
ztozongs¢ operacji. Stabymi stronami tego zapisu jestatty sposéb wstawiania kolejnego

niezerowego elementu, jego ustaie lub odnalezienie w macierzy.

a b 00c O

0O d O0O0O&e O

f 0

A= g O 00

O h Oi 0O

0O 000 j O

|10 k I 0 0 m|
elem = (a, b, ¢, d, e f, g, h i, |, k I, m),
ind = @ 2 5 2 5 1L 3 2 4 5 2 3 6),
ptr = (@& 4, 6 8 10 11 14).

Rys. 4.1. Zapis przyktadowej macierzy rzadkiej vgtagi wierszowej.

W zapisie tréjkowym zapartywane g dla kadego niezerowego elementu jego
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wspotrzdne i wartd¢. Liczba zapamgtywanych elementéw jest wé rowna3N. Zaley jest
prostota zapisu i tatwsdé dodawania kolejnych elementéw macierzy€jejestamy pewni,ze
takie elementy jeszcze nie istniejUsunecie elementu wymaga odnalezienia go $ié (w
przypadku nieposortowanej listy wymagane jesiNdgprawdzé). Mnozenie dwoch macierzy
w tym formacie oraz mrenie macierzy przez wektor jest bardzozelwe obliczeniowo,
poniewa wymaga kadorazowego odnalezienia kolejnego elementu macierzy

Zapis macierzy rzadkiej jako tablicy rozproszonejega na upakowaniu elementéw
niezerowych tak,ze wspotrzdne elementu gs kluczem do odnalezienia go w pawii
(tablicy): ADR=f(i,j). Zapis ten wymaga rozgaywania konfliktow w przypadku, gdy kilka
elementéw niezerowych wedtug algorytmu powinné bgpisane pod tym samym adresem.
Zapis ten wymaga rowniepewnej nadmiarowsei pameci tak, aby konflikty nie zdarzaty i
zbyt czsto. W zapisie tym odnalezienie elementu jest élasaybkie, jednake algorytm
mnazenia macierzy wymaga sprawdzenia wszystkich elepmembacierzy, nawet zerowych.
Powoduje to nieefektywrdé algorytmow wykonujcych operacje arytmetyczne na
macierzach w postaci tablic rozproszonych.

Oprocz wymienionych, istnieje wiele innych sposobaapisu macierzy rzadkich w
pamkci. W specjalny sposob opisuje shacierze pasmowe, trajine, symetryczne. Czasami
w zaleznosci od implementacji warto macierze opisywa postaci tablic a czasami w postaci
list.

4.2 Operacje na macierzach rzadkich

Operacje wykonywane na macierzach rzadkighsgecyficzne dla typu zadania, ktore
zamierza & za ich pomog wykona. Macierze, ktore shs jedynie do przechowywania
danych powinny umdiwiaé proste operacje wstawiania, wyszukiwania i1 usuwani
elementow niezerowych. W przypadku wykonywania apgr rownolegtych, powinny
umazliwi ¢ tatwg dekompozygj i przestanie ogci macierzy do rénych proceséw. Format
macierzy mae by inny w zaleénaosci od tego czy znajdujeiv pameci operacyjnej, czy na
dysku. Macierze znajdage s¢ na dysku nie mugz by¢ optymalizowane pod gtem
wyszukiwania elementow i operacji arytmetycznycle, powinny umaliwia¢ wczytywanie
duzych podmacierzy wprost do pagoi operacyjnej.

Jako przyktad mina rozway¢ operacje na macierzach w metodzie elementow
skaaczonych. W metodzie tej pewien obszar dzielony jestpodobszary. Wygenerowana
zostaje w ten sposob siatka zawigraj wezty. Wezly siatki zostag ponumerowane. ¢y,
ktore @ sgsiednie w siatce wyznaczaglementy niezerowe macierzy kwadratowejelie
macierz jest symetryczna, oemy wstawid do macierzy po dwa symetryczne wagm
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gtéwnej przektnej elementy. W przypadku zapisu do macierzy petrne stanowi to
problemu, jednak nie kda macierz rzadka umldwia tatwy dostp do dowolnego jej
elementu. W tym wypadku uzasadnione zmoby¢ zapamgtanie macierzy w postaci
trojkowej. Wygenerowana w ten sposOb macierzzen@osta umieszczona na dysku.
Kolejnos¢ trojek reprezentggych wezty siatki mae nie by zgodna z kolejn&eia elementow

w macierzy. Poza macigrzzadlky w MES otrzymuje si tez kolumre wyrazéw wolnych,
ktora nie jest j# jednak maciergrzadly; zostaje ona zapisana na dysku w petnej postaki. T
przygotowane dane powinny dywejsciem do aplikacji, ktéra rozwie ukiad roéwna z
macierz rzadkiej. W przypadku, gdy aplikacja uruchamiaest jw klastrze obliczeniowym,
proces odczytgcy musi przegrupowa dane zapisane na dysku tak, aby odpowiednie
elementy macierzy trafity do wdaiwych proceséw obliczeniowych. Po skompletowaniu
wszystkich danych, kaly z proceséw musi posortowalementy wzgidem ich potaenia w
macierzy a nagpnie dokona na niej obliczé. Przed przyapieniem do rozwjzania zadania
format macierzy warto zmiehina inny, ktory lepiej nadaje¢sdo operacji arytmetycznych —
np. format wierszowy. Zeli dane na dysku bylyby juprzygotowane w odpowiedniej
kolejnasci, niepotrzebne bylyby operacje przegrupowaniartasvania danych. Upkgitoby

to znacznie obliczenia, warto ¢ei skonstruowa algorytm generacji siatki tak aby otrzyéna

dane ju posortowane wzgtem potaenia w macierzy.

4.2.1 Wybor metody rozwigzywania uktadu rownan

Nastpnym krokiem jest wybor metody rozygiywania uktadu rowna Mozna to uczyni
metod, dokfadr, (np. metoda Eliminacji Gaussa i metody pochodnb)jedry z metod
iteracyjnych. Metody doktadne nie znalaztyzdgo zastosowania w rozyziywaniu uktadow,
w ktérych macierz jest rzadka. Optaca @ stosowa w przypadku, gdy macierz rzadka ma
regulara budove, np. pasmow lub tréjkatna. W metodach iteracyjnych najistotniejszymi (z
punktu widzenia ztooncdsci obliczer) operacjami & mnazenie macierzy rzadkiej przez
wektor, iloczyn skalarny wektorow oraz nuemie liczby przez wektor. Zastosowana zostata
wierszowa struktura macierzy, dla ktérej nmanie macierzy przez wektor jest najprostsze w
implementacji. Testy porOwnawcze przeprowadzonetaipsdla macierzy rzadkich o
wypetnieniu podobnym do tych, ktore uzyskiwamens MES. Wyniki testow przedstawione

s na wykresie (rys. 4.2).
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Metody iteracyjne - macierze niesymetryczne, rzadkie
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Rys. 4.2. Porownanie metod iteracyjnych dla magiezadkich, niesymetrycznych.

Wykorzystana w testach metoda Bi-CGSTAB zostala dyfikowana tak aby mie
pewna¢ uzyskiwania poprawnych wynikow tzn. z kodu algowyt zostala usugia
mozliwos¢ zakaczenia dziatania poprzez sprawdzenie normy weld¢zab.Rozwigzywanie
ukladow réwné liniowych). Testy wykazaly przewggmetody Bi-CGSTAB dla tego typu
zada.

4.3 Redukcja odwota n do pami eci

W programach obliczeniowych odwotania do panhoperacyjnej komputera mgdpy¢
~Waskim gardiem”. Szybk& procesordw jest stosunkowo wysoka. Wartgondadbd o to
by kluczowe operacje obliczeniowe wykonywane bytgypak najmniejszej liczbie odwata
do paméci. Kompilatory nie zawsze potrafizoptymalizowéd kod programu, aby byt
efektywny. Potrzebna jest ingerencja na poziomeardmera. Testy przeprowadzone byty w
systemie Linux, na klastrze badawczym Politechri@golskiej (po 2 procesory Xeon w

wezle).

4.3.1 Mnozenie liczby przez wektor
Kod operacji mngenia liczby przez wektor wzyku C wyghdat nastpujaco:
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for(i=0; i<max; i++)
w2[i] = liczba*w1[i];

Utworzony przez kompilator kod wynikowy dokonujekazdym kroku dwéch operacji

odczytu z pangici do rejestréw koprocesora oraz jednej operagjiszado pamci (rys. 4.3).

krok i krok i' krok i'"! krok i+1

odczyt odczyt zapis

zwl liczby do w2

wilJi] wl[i]* wl[i+1]
liczba

Rys. 4.3. Operacje wykonywane w koprocesorze paderazenia liczby przez wektor przed

optymalizacy

Po zmianie kodu na rownowmy arytmetycznie, w kalym kroku dokonywana jest
jedynie jedna operacja odczytu i jedna zapisu dmiga. Dodatkowo w kroku zerowym

dodano jeden odczyt a w ostatnim opri@nie koprocesora (rys. 4.4).

krok 0 krok i krok i' krok i'" krok i+1 ost at ni
odczyt duplikat odczyt zapis duplikat oproé zn.
liczby zwl do w2 koproc.
liczba liczba liczba* liczba liczba
wi]i]
liczba liczba liczba

Rys. 4.4. Operacje wykonywane w koprocesorze padozmagenia liczby przez wektor po

optymalizacji

Testy przeprowadzone byly dla wektoréw o dkajdl0* liczb zmiennoprzecinkowych
zapisanych w podwéjnej precyzji. Mienie przeprowadzone bytd' razy. Zasipienie w
kazdym kroku jednej operacji odczytu z pawii przez opera¢j duplikowania rejestru
koprocesora spowodowato zmniejszenie czasu wykomynaperacji mngenia liczby przez

wektor (rys. 4.5).
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Optymalizacja mnozenia liczby przez wektor

1.4

B rzed optymalizacja
[ ] po optymalizac]i
1L i

el |

] B 7 g
liczba procesdw

czas wykonania [s]

Rys. 4.5. Czas wykonania operacji mepia liczby przez wektoréw dla adej liczby

proceséw uruchamianych w jednymgale.

4.3.2 lloczyn skalarny wektoréw
Testowany byt nagpujacy kod programu:

suma = 0;
for(i=0; i<max; i++)

suma+=wl[i]*w2]i];

Utworzony przez kompilator kod wynikowy dokonuje kezdym kroku trzech operacii

odczytu z pangici do rejestréw koprocesora oraz jednej operagjizado pamici (rys. 4.6).

krok i krok i' krok i'l krok i'' krok i'V krok i+1
odczyt odczyt odczyt sumowanie zapis odczyt
zwl Zw2 sumy do sumy zwl
wlJi] wl[i]* suma suma+ wl[i+1]
w2[i] wl[i]*
w2[i]
wl[i]*
w2[i]

Rys. 4.6. Operacje wykonywane w koprocesorze paddmezynu skalarnego wektoréw

przed optymalizagj
Po zmianie kodu na réwnowmy arytmetycznie, w kalym kroku dokonywane as

jedynie dwie operacje odczytu z pawcii Dodatkowo w kroku zerowym dodano zatadowanie

koprocesora wartgig 0 a w ostatnim dodano jeden zapis (rys. 4.7).
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krok 0 krok i krok i krok i" krok i+1 ost at ni

zalad. odczyt odczyt sumowanie odczyt zapis
wart. 0 zwl zZw2 zwl do sumy
suma (0) wil[i] wl[i]* suma+ wl[i+1]
w2[i] wl[i]*
w2[i]
suma suma sumat
wl[i]*
w2[i]

Rys. 4.7. Operacje wykonywane w koprocesorze paddnazynu skalarnego wektoréw po

optymalizacji

Testy przeprowadzone byly dla wektoréw dtégjol0* liczb zmiennoprzecinkowych o
podwdjnej doktadnéci. Mnozenie przeprowadzone byla0* razy. Zmniejszenie liczby
operacji zwjzanych z pamgciag spowodowato znaczne zmniejszenie czasu wykonywania

operacji iloczynu skalarnego wektorow (rys. 4.8).

Optymalizacja ilclcrynu skalarnegu wektordw

Bl rzed optymalizacja
[ po optymalizac]i '_‘ '_"_‘

I||::z|:|a prncesuw

2

—
[y |
T

o
r_n

czas wykonania [=]

o

Rys. 4.8. Czas wykonania operacji iloczynu skalgoneektorow dla rénej liczby procesow

uruchamianych w jednymesle.

Na rysunku przed optymalizacjmozna zaobserwowa efekty czasowe zwrane z
architektug dwuprocesorow oraz technologi HyperThread. Po optymalizacji zacieraie
efekty HyperThread (nie ma grupowania w czworkd) wida ze wykonanie jednego procesu
i dwu proceséw zajmuje tyle samo czasu procesoMwprzypadku wgc uruchomienia
przynajmniej dwu proceséw w jednym ¢fle, moc obliczeniowa procesorow jest

wykorzystywana znacznie efektywnie;.

4.3.3 Mnozenie macierzy przez wektor
Przetestowany zostat nggtijacy kod programu:
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for(i=0; i<l_ptr-1; i++){
w2[i]=0;
for(j=ptr[i]; j<ptr[i+1]; j++)
w2[i]+=elem[j]*w1[ind[j]]
}

Utworzony przez kompilator kod wynikowy dokonuje kezdym kroku trzech operaciji

odczytu z pangici do rejestréw koprocesora oraz jednej operagjiszado pamci (rys. 4.9).

krok i krok i krok i" krok i'" krok i'Vv krok i+1
odczyt odczyt odczyt sumowanie zapis odczyt
Z elem zwl Z w2 sumy z elem
elem([j] eleml[j]* w2[i] w2[i]+ glem[j+1]
wl[ind][j]] elem[jJ*
wl[ind[i]]
eleml[j]*
wl[ind[j]]

Rys. 4.9. Operacje wykonywane w koprocesorze padarmaenia wektorow przed

optymalizacy

Po zmianie kodu na réwnowmy arytmetycznie, w kalym kroku dokonywane as
jedynie dwie operacje odczytu z pami Dodatkowo w kroku zerowym dodano zatadowanie

koprocesora warfgia O a w ostatnim dodano jeden zapis (rys 4.10).

krok 0 krok i krok i' krok i'l krok i+1 ost at ni
zalad. odczyt odczyt sumowanie odczyt zapis
wart. O z elem zwl z elem do w2
w2 (0) elem([j] wa[ind[j]]* w2[i]+ elem[j+1]
elem[j] wl[ind[j]]*
elem[j]
w2[i] w2[i] w2[i]+
wl[ind[j]]*
elem[j]

Rys. 4.10. Operacje wykonywane w koprocesorze mxlomaéenia macierzy rzadkiej przez

wektor po optymalizacji.

100x100 co

spowodowato utworzenie macierzy rzadkiej wigliol0’x10". Mnozenie przeprowadzone

Testy przeprowadzone byly dla siatki elementow MEfelkosci

byto 10° razy. Zmniejszenie liczby operacji zmanych z pamgtia spowodowato nieznaczne
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zmniejszenie czasu wykonywania operacji aera macierzy przez wektor (rys. 4.11).

Optymalizacja mnozenia macierzy rzadkie] przez wektor

]

I rzed optymalizacja
[ 1 pooptymalizacji i

RLLE

7 g

[y
T

ra

czas wykonania [s]
i
T

=

1 2 3 4
liczha procesdw

Rys. 4.11. Czas wykonania operacji me@oia macierzy rzadkiej przez wektor dlazméj

liczby proceséw uruchamianych w jednymake.

Optymalizacja operacji miienia macierzy rzadkiej przez wektor przebiega padofak
w przypadku iloczynu skalarnego wektorow, gdzie ekmé wiersze macierzy moa
traktowa jako osobne wektory. Stosunkowo maty zysk optymaafi mnaenia macierzy
rzadkiej przez wektor mima ttumaczy tym, ze zysk z optymalizacji uzyskiwany jest przy
diuzszych wektorach, natomiast w macierzach rzadkictyotywanych w MES kaly wiersz
ma zaledwie kilka elementéw niezerowych. Poza tyrmadcz$¢ obliczen procesora podczas
wykonywania algorytmu koncentruje¢shie na obliczeniach wdaiwych tzn. mnaenia i

sumowania liczb, ale na obliczaniu adresow tychbliw tablicach.

4.4 Wykorzystanie techniki SSE2

SSE2 to rozszerzenie MMX umlwiajgce dokonywanie operacji SIMD (Single
Instruction Multiple Data) na liczbach zmiennoprin&owych o podwadjnej precyzji. Rejestry
XMM o dtugosci 128 bitbw umaliwiaja za pomog jednego rozkazu zatadowanie dwdéch
liczb 64-bitowych a nasgpnie wykonanie na nich jednoczesnych operacji agtgoznych
(rys. 4.12). Wykorzystanie techniki SSE2 raodo dwoch razy zwkszy szybkaé
algorytmow obliczeniowych dokomagych operacji na liczbach zmiennoprzecinkowych o

podwajnej precyzji.
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X1 X0
127 64 63 0
| Y1 YO
127 64 63 0
\ A 4
Q)P oP
\ 4 A 4

X1 OP Y1 X0 OP YO

127 64 63 0

Rys. 4.12. Wykorzystanie operacji SIMD dla liczb iemmoprzecinkowych o podwadjnej

precyzji.

4.4.1 Mnozenie liczby przez wektor

Optymalizacja SSEZ mnozenia |iI32|:l'_-,-' przez wektor
1 T T T T

Bl przed optymalizacja
0.8 [ ] po optymalizac]i
06}
04
02
L] I

I||::2I:|a prucesnw

czas wykonania [s]

Rys. 4.13. Zastosowanie operacji SIMD dla operaciazenia liczby przez wektor.

Zysk czasowy uzyskany dkii operacjom SIMD w algorytmie muenia liczby przez

wektor jest rgdu kilkunastu procent (rys. 4.13).

4.4.2 lloczyn skalarny wektoréw
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Optymalizacja SSEZiInczg.rnu skalarnegn wektnrﬁlw

0.8

B rzed optymalizacja
0E H [ po optymalizacii
04

el

I||::2I:|a prucesnw
Rys. 4.14. Zastosowanie operacji SIMD dla opelitagizynu skalarnego wektorow.

czas wykonania [s]

Wykorzystanie operacji SIMD podczas iloczynu skadmo wektorow dato zysk dé0%
(rys. 4.14).

4.4.3 Mnozenie macierzy przez wektor

Optymalizacja S5EY mnozenia macierzy rzadkie) przez wektor

I rzed optymalizacja
[ 1 pooptymalizacji i

[y
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]
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czas wykonania [s]
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1

1 2 3 4 ) 5 7 a
liczha procesdw

Rys. 4.15. Zastosowanie operacji SIMD dla operacjiazenia macierzy rzadkiej przez

wektor.

W algorytmie mnaenia macierzy rzadkiej przez wektor nie uzyskanaekiwvanego
przyspieszenia (rys. 4.15). Wynik ten ima tlumaczy podobnie jak w przypadku
optymalizacji odwotAa do pamgci: krotkie optymalizowane ggi liczb oraz ziaone

odwotywanie s} do elementow tablic.

4.5 Optymalizacja catych wyra zen

Optymalizacja kodu na poziomie Adego dziatania z osobna beoskt okaz& o wiele
mniej efektywne mi optymalizacja catego wytania. Zmienne tymczasowe,c¢cdace
wynikiem jednego z dziatma danymi dla drugiego, nie mushy¢ zapisywane do paggui

operacyjnej, ale mag by¢ zatrzymane w rejestrach do ponownego wykorzystaia
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algorytmie CG trzykrotnie w iteracji wykonywane feayrazenie typu (zapis wegyku
Matlab):
wl = w2+wsp*wl,;
lub
wl = wl+wsp*w2,;
gdzie:
wl, w2 - wektory,
wsp - warta¢ skalarna.

W jezyku C zapis pierwszego wytenia wyghda nastpujaco:

for(i=0; i<max; i++)

wl[i]=w2[i]+wsp*wW1][i];

Optymalizupc kod na poziomie calego wyenia otrzymano dodatkowe skrécenie czasu
wykonywania zadania. Na rysunku 4.16 poréwnano exgsonania dziatd na wektorach
zawierajcych 10 liczb zmiennoprzecinkowych o podwéjnej precyzjieisze pomiary
dotycz czaséw otrzymanych po redukcji odwidido paméci i wykorzystaniu SSE2. Drugie
pomiary otrzymano po dodatkowej optymalizacji chtyeyrazen.

Optymalizacja na puzinmie CEI|'_-,-'I3|"| wyraieﬁ wektnruwych

B przed optymalizacja
15 H ] po optymalizacji
N = FT ﬁ h
0

I||::2I:|a prucesnw

czas wykonania [s]

Rys. 4.16. Dodatkowe skrocenie czasu wykonywaniadukgpoprzez zastosowanie

optymalizacji catych wyrzen wektorowych.

4.6 Poréwnanie wydajno $ci algorytmu z inn g implementacj g

Po dokonaniu wszystkich wymienionych optymalizaggas wykonania powgzego
wyrazenia zostal porownany z czasem wykonywania rowmoego  kodu
zaimplementowanego w bibliotece AZTEC. Bibliotek@T&=C zostata zaprojektowana przez

korporacg Sandia na zlecenie mdu Standéw Zjednoczonych. Biblioteka zawiera szereg
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funkcji w jezyku C i Fortran skgcych do wykonywania operacji na macierzach rzadkich
przy wykorzystaniu klastrow obliczeniowych. Po dokaiu wszystkich optymalizacji udato
sie uzyska ok. 0,55%przyspieszenia w stosunku do biblioteki AZTEC (#y$7).

Pordwnanie z biblioteka AZTEC

—

Bl biblioteka AZTEC
[ ] biezaca implementacja

o
]
T

o
[y
T

|

0.4 .

1 2 3 4 ] ) 7 g
liczba procesdw

czas wykonania [s]

o
u]
T

=

Rys. 4.17. Por6éwnanie optymalizacji wprowadzonychbikzgcej implementacji z czasami
otrzymanymi przy @yciu biblioteki AZTEC.

4.7 Podsumowanie

Macierze rzadkie gsspecyficzne zarowno z punktu widzenia struktuky ijanozliwosci
optymalizacji wykonywanych na nich operacji. Wynibliczer uzyskane w jednym g¥le
stanowsj podstaw do prawidtowego rozdziatu zaglav klastrze obliczeniowym.
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5 Rozwigzywanie uktadoéw réwna n liniowych w
klastrze

Analizowane w tym rozdziale macierze, to macierzadkie o rozkladzie elementéw
niezerowych podobnym jak w MES. Macierzgdobrze uwarunkowane tzn. wspotczynniki
na przektnej] s wicksze nk suma elementéw w wierszu. Zaimplementowana metoda
rozwigzywania to Bi-CGSTAB ze wzgtlu na bardzo szybkzbieznos¢ dla uktadéw o takiej

strukturze.
5.1 Rownolegte implementacje metod

5.1.1 Dekompozycja macierzy

Aby zaimplementowd metod rownolegh, nalery sie zastanowd nad sposobem
zdekomponowania macierzy rzadkiej. W Zzalgci od wybranej metody zmieni ¢sitez
sposob réwnolegtego wykonania operacji mar@a macierzy przez wektor. W dekompozycji
wierszowej (rys. 5.1) podczas operacji ma@mia macierzy przez wektor najenajpierw
skompletowa catas¢ wektora w kadym procesie, a naginie wykon& obliczenie iloczynu

lokalnej czsci macierzy przez wektor.

u, A, X,
U2 A2 X2
u3 A3 X3

Rys. 5.1. Dekompozycja wierszowa macierzy.

Dekompozycja kolumnowa (rys. 5.2) usizvia bez transmisji wykonanie iloczynu
lokalnej czsci macierzy z lokals czgscig wektora i uzyskanie wszystkich, aleeg@owych
wynikéw mnaenia. Uzyskanie catkowitych wynikow rove jest po dokonaniu redukciji

(sumowania sieciowego) wynikow uzyskanych przezalia procesow.
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U, X3

Rys. 5.2. Dekompozycja kolumnowa macierzy.

Dekompozycja blokowa (rys. 5.3) jest podobna doodghozycji wierszowej, ale
pamketane g tylko niezerowe bloki. Elementy w blokach maoQy¢ pametane w postaci

wierszowej, kolumnowej, trojkowej i in.

u, A11 A12 A13 X
u, A21 A22 A23 X3
u, A31 A32 A33 X3

Rys. 5.3. Dekompozycja blokowa macierzy.

5.1.2 Implementacja Bi-CGSTAB

Metoda Bi-CGSTAB wymaga wykonania w Agym kroku trzech operacji maenia
macierzy przez wektor, trzech operacji iloczynu laskeego wektorow, szeiokrotnego
mnazenia wektora przez liczloraz siedmiokrotnego wykonania dodawania lub odejemia
wektoréw. W réwnolegtej implementacji metody (n&2) potrzebne gsrowniez operacje
komunikacyjne: sumowania i znajdowanie maksimunezbicz r&nych procesoéw, oraz
kompletowanie wektorow z danymi z innych proces@v.le sumowanie i znajdowanie
maksimum dotyczy liczb skalarnych i nie wnosi zlstyo obcizenia komunikacyjnego, o
tyle kompletowanie wektoréw wymaga przesytaniaejuiczby danych i mze spowodowg
ze rébwnolegte wykonanie algorytmu stanie sieoptacalne.

Algorytm wykonany sekwencyjnie w jednymesle klastra obliczyt ukiad rownaz
4*10° niewiadomymi w17,51 sekundy. Wprowadzenie optymalizacji amanych z redukaj
odwotar do pamgci i operacjami wektorowymi zmniejszyto ten czasld21sekundy, czyli
uzyskano ok.22,8% przyspieszenie. Chodawyniki otrzymane w jednym w¢le klastra
wydajg Sie obiecujce, to wykonanie algorytmu réwnolegle nie dalo domanego
przyspieszenia (rys. 5.4). Podziat zadania neéctzdat w rezultacie zwkszenie czasu

64



obliczen. Spowodowane jest to ggm czasowym naktadem komunikacjigdzyprocesowe;.

Wykananie po jednym procesie w kazdym welle

.
=

12 3 4 5 B

Wiykonanie dwdch procesdw w kazdym weile

0 J_“ I I I
2 4 B g 10 12
Rys. 5.4. Czas réwnolegtego rozaywania rzadkiego uktadu rowfanetod, Bi-CGSTAB.
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Bazupc na istniggcym sprzcie i oprogramowaniu, efektywne wykorzystanie categ
klastra maliwe jest tylko poprzez zminimalizowanie wymageomunikacyjnych algorytmu.
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Proces 1 Proces 2

Dane: Aﬂ, kﬂ, max €, max_step Dane:g, kﬂ, max_g, max_step
xﬂ=0, pﬂ=r]ﬂ=rzﬂ=bﬂ xﬂzo, Fﬂzr]ﬂzrﬂzbﬂ
€=max g+1, step=0 g=max g+1, step=0

powtarzaj gdy: €>max_g)i(step<max_step))

pl=r2'mrr1M pl=r2"cw*r1id
SUMUJ: p1l

wykonaj jeeli: (step>0)

B=(p1*a)/(p2*w) = (pl*ot)/ (p2*w)
BBl p=r 1+B*(pl-w Vi)
IKOMPLETUJ: p
vil=A"Moll vil=Ampll
o_tmp=rZmvl o_tmp=rZce*vi
SUMUJ:a_tmg

a=pl/a_tm a=pl/a_tm
M=r1®-a*v =ri-o*v
IKOMPLETUJ: $
H=n-sH I=Asll
w_tmpl=lm*sl w_tmpl=lcw*si
ISUMUJ: w_tmpll
w_tmp2=Tm+1 8 w_tmp2=Tcw1
ISUMUJ: w_tmpQ
w=w_tmpl/w_tmp2 w=w_tmpl/w_tmp2
xﬂ:xﬂ+cx*pﬂ+w*sﬂ xﬂzxﬂ+a*pﬂ+w*sﬂ
r1M=M-w+ A r1=c-w+
p2=pl p2=pl
IKOMPLETUJ: X
e=max(abs(ﬂ*x l—bﬂ)) e=max(abs(E*x l—bﬂ))
MAKSIMUM: €

Rys. 5.5. Algorytm réwnolegtej implementacji metdBiyCGSTAB.
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5.1.3 Implementacja CG

Rozwigzujac zagadnienia statyczne otrzymuje sktad rowna z symetryczg maciera,
ktory mazna rozwigzac metody CG. Po dokonaniu uproszczenia w warunku #akenia
iteracji (patrz listing funkcji CG w rozdziale 8)garytm wymaga ona wykonania jednej
operacji mnaenia macierzy przez wektor, czterech operacji yoozskalarnego wektorow,
trzykrotnego mngenia wektora przez liczboraz trzykrotnego wykonania dodawania lub

odejmowania wektorow w kdym kroku iteracji.

Proces 1 Proces 2
Dane: A, 8 max €, max_step Dane: i, i, max €, max_step
x8=0, ==t xu=0, (==t
g=max g+1, step=0 g=max g+1, step=0
powtarzaj gdy: €>max_g)i(step<max_step))
pl=r'mr pl=rrm*rl
SUMUJ:pl

wykonaj jeeli: (step>0)

LR, P

IKOMPLETUJ: p

A=Al om=Ampll
o_tmp=pmqH o_tmp=pw*q
SUMUJ:a_tmg
a-pl/a _tmp a=pl/a_tmp
=l pﬂ xﬂzxﬂm*pﬂ
rﬂ M-+ =-a*q
p2=pl p2=pl
sum_r=rmrr sum_r=frwri
ISUMUJ: sum |r
sum_x=Xmr*xl sum_x=Xcw*x
ISUMUJ: sum_K
sum_r=sqrt(sum_r) sum_r=sqrt(sum_r)
sum_x=sqrt(sum_r) sum_x=sqrt(sum_r)
€= sum_r/ sum_Xx €= sum_r/ sum_Xx
step=step+1 step=step+1

Rys. 5.6. Algorytm réwnolegtej implementacji metode.
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Na rysunku 5.6 przedstawagym réwnolegly algorytm metody CG rma
zaobserwowg ze w pojedynczej iteracji algorytmu niezine jest wykonanie jednej operac;ji

kompletowania wektoréw oraz czterech operacji refii{kieciowego sumowania).

5.2 Optymalizacja rownolegtej implementacji metod

Przyghdajac sk doktadniej operacji rownolegtego miremia macierzy rzadkiej przez
wektor mana dofé do wniosku,ze zaden z procesdéw nie potrzebuje do tego celu catego
kompletowanego wektora. Dla Zich zadé elementy niezerowe w macierzy zajmjgdynie
stosunkowo wskie pasmo wzdiu przelgtnej. Elementy wektora, ktére¢tts mnazone
jedynie przez elementy zerowe macierzy nie wgogadnego wkiadu w obliczenia
wykonywane w danym procesie. Na rysunku 5.7 zazrarpasmo elementow niezerowych
macierzy. Indeksenj oznaczono poziome ¢xi macierzy, dla ktérych obliczeniagdy
wykonywane w pojedynczym procesie. Indekseaznaczono pionowe e&i macierzy, dla
ktorych podczas mmenia potrzebnegselementy wektora z procesuDla czsci macierzy o
indeksach (1, 1), (2, 2)... elementy wektora amajdug sie w biezacym procesie, natomiast
dla czsci macierzy oddalonych od przgkej nie ma potrzeby przesytania elementow

wektora.

\\
N \\
\\\ \\\
J \\ \\ X
N N
\\ \\
\\ N
\\

Rys. 5.7. Organizacja danych podczas rownolegtegmzemia macierzy rzadkiej przez

wektor.

Przesytanie jedynie istotnych elementow wektorgracesui do procesuj wymaga
wczesniejszego, jednokrotnego przestania tablicy z nameérpotrzebnych elementow z
procesuj do procesu. Powoduje to dodatkawtransmiss. Poza tym przesytane elementy
bedg musialy by pakowane w procesie i rozpakowywane w procesig co powoduje

dodatkowe obarenie procesora.
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Innym sposobem zmniejszenia nakladu czasu potrgebnea komunikaej jest
odpowiednia kolejn& transmisji. Jeeli program jest wykonywany przé&procesow, kady
proces musi uzyskabrakupce 7 czesci wektora od pozostatych proceséw. W sumie w
systemie bdzie musiato b§ wykonanych ddb6 transmisji (w przypadku macierzy petnej). W
macierzy rzadkiej liczba tactizie mniejsza ze wzgllu na przesytanie jedynie elementow
istotnych. Organizagc przesyt kolejnymi wierszami (rys. 5.8a) kompletuy na pocgku
caly wektor dla procesQ, pozostate procesy oczekujolejno na dogp do procesD aby
przekaza dane. Nagpnie kompletowany jest wektor w procedigoozostate procesy czekaj
na dosgp do tego procesu. Zai zorganizujemy transmisjkolejno kolumnami (rys. 5.8b),
procesO wysyta najpierw dane do wszystkich procesow, ktieekug kolejno na potrzekn
paczk informaciji z proces®. Ta samy czynnad¢ wykonuje nasfpnie proced itd. Jak wida
w kazdym z tych sposobow w kolejnych fazach transmijs@ien z procesow jest przgaony,
natomiast reszta - prawie bezczynna. Aby zndiefai sytuacg, mazna zorganizowa
transmisg w fazach (rys. 5.8c), gdzie kilka jednoczesny@ms$misji nie koliduje ze sab
(problem mae pojawé sie na przeicznicy, ale ma ona zazwyczaj wielokrotnieckdzy
przepustowsd niz pojedyncza karta sieciowa).

a i b) i C [
01234567 01234567 01234567

0 112(3(415]|6]|7 0 8 0 1(2(3]4]-
118 9 1|1 1 3|2 41
2 21219 2 1 4

.3 3[3]- 3 4

I 4 4[4 4 1213
5 55 5 3[2
6 66 6 1
7 77 7

Rys. 5.8. Trzy warianty podziatu operacji kompleamia wektorow na fazy transmisyjne.

Po opisanych zabiegach dokonano ponownego podailglorytmu na procesy. Tym
razem zrownoleglenie dato pmlane skutki (rys 5.9) a naktad komunikacyjny okasaina
tyle niski, ze mazliwe byto dla széciu proceséw przeszio giokrotne zmniejszenie czasu
obliczen.
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Wykonanie po jednym procesie w kazdym weile
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Wykaonanie dwdch procesdw w kazdym weZle
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Rys. 5.9. Czas réwnolegtego rozwmywania rzadkiego uktadu réwianetod, Bi-CGSTAB
po optymalizacji kompletowania wektorow.
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6 Efektywna komunikacja w klastrze

Polczenia komunikacyjne w klastrze oma rozumié jako fizyczne (pomidzy
procesorami w wzle, pomedzy weztami w sieci, pomidzy sieciami) i logiczne (porglzy
procesami, pomdzy watkami w procesach). Koszt (czas) przestania wiadempomicdzy
dwoma weztami zaleny jest od ich fizycznego patenia w klastrze. Petzenia logiczne
informuja algorytm o tym, ktére zadania powinny $iomunikow& ze soh. Odpowiednie
zaprojektowanie patzen logicznych w zalenoéci od istniegcych pojczen fizycznych
umazliwia implementagj efektywnych algorytmow obliczeniowych, podczas giya

struktura pajczen maze st okaza bardzo niekorzystna.

6.1 Rozwigzania komunikacyjne

W zaleznosci od rodzaju algorytmu, struktury klastra i zaalstvanego oprogramowania
mozliwe s3 rozne metody optymalizacji czasu komunikacjedryprocesowej. Dla klastréw o
weztach wieloprocesorowych, ¢zto korzystne jest uruchamianie wielu procesow anyen
wezle. Rozgtaszanie komunikatow powinno ¢bytak zaprojektowane, aby najpierw
wiadoma¢ dotarta do kadego wezia klastra a nagpnie byta rozgtaszana pogdizy
procesami znajdagymi sk w kazdym, pojedynczym wzle (rys. 6.1).

/1'—_\
12 12
3 3 3 3

Rys. 6.1. Projektowanigiezki rozgtoszé w klastrach o wztach wieloprocesorowych.

Klasycznie do budowania modeli komunikacyjnych prayje sk, ze przestanie
komunikatu pomydzy procesami charakteryaugdwa czasy: inicjalizacja przesylu i czas
transmisji jednej danej. Inicjalizacja przesytu zady¢ wielokrotnie bardziej czasochtonna
niz sama transmisja, dlatego warto budéwalgorytmy tak, aby komunikaty, ktéres s
jednoczénie przesylane przez nde procesy znajdage s¢ w tym samym wzle klastra byty

w miare mazliwosci grupowane (rys. 6.2).
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5
4

Rys. 6.2. Grupowanie komunikatow w transmisjedziyweztowe;.

Czesto poruszanym zagadnieniem jest teaktadkowanie oblicze i komunikacji
(overlapping). Wyodsbniane § w kazdym wezle procesy (lub watki) ktérych zadaniem jest
jedynie komunikacja mdzyweztowa. Niezalenie od nich wykonywane as procesy
zajmupce s¢ obliczeniami, ktore inicjuj zadania w procesach komunikacyjnych oraz

korzystaj z uzyskanych w ten sposob danych (rys. 6.3).

" —Pp- =« - e

Rys. 6.3. Naktadkowanie obliczé komunikaciji.

W wielu przypadkach korzystne mm st okaz& wyodrcbnienie pamici wspdlnej dla
procesow znajdggych sé w tym samym wzle klastra. Proces nadawczy nie musi wtedy
oczekiwgd na gotowé¢ procesu odbiorczego, niewe jest te kolejnas¢ odbioru
wiadomaci przez procesy podczas rozgtoszenia. Zmniejszeesilosé zagtej pameci gdyz
nie jest wymagane alokowanie pamiidla tych samych danych przezzHs proces osobno
(rys. 6.4).

Rys. 6.4. Wykorzystanie pagti wspolnej proceséw.

Oczywiscie nie kade z tych rozwgzen bedzie maliwe dla dowolnego algorytmu i nie
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kazde z nich da oczekiwane przyspieszenie dla dowolkepfiguracji sprztu i

oprogramowania.

6.2 Rolarozgtosze n

Klastrowe algorytmy obliczeniowe ¢zto sktadaj sie z kolejnych faz, gdzie nagtuja po
sobie naprzemiennie faza obliazefaza transmisji. W fazie transmisjigsto potrzebna jest
wymiana informacji ,jeden do wszystkich”, ,wszyscgo jednego” lub ,wszyscy do
wszystkich. W czasie rozgtoszenia wszystkie procesyrzymup kopie danych
przekazywanych przez jeden z procesow. W czasiekofiddane ze wszystkich proceséw
kumulowane g w jednym z procesOw za pomppewnych operatorow (sumowanie, iloczyn,
itp.). Rozgtoszenie i redukcja podobnymi zadaniami, ale wykonywanymi w przeciwmyc
kierunkach. Dlatego nima je rozpatrywajako analogiczne problemy.

Dosy¢ naiwnym sposobem rozgtaszania wiadéongest wysytanie danych z jednego
procesu kolejno do wszystkich innych. Spowodowattibprzecizenie jednego procesu gat
transmisy w klastrze, podczas gdy mma roztay¢ zadania bardziej rownomiernie. Dgbr
drogs do osagnigcia wysokie] efektywngéci rozgtoszenia wydaje giby¢ wykorzystanie

struktury hiperszeianu (rys. 6.5).

Rys. 6.5. Droga rozgtoszenia wiadosoiow hiperszécianie a) z wzta nrO b) z wezta nrb5.

W oprogramowaniu MPI kaly proces posiada swoj numer z zakresuOodo N-1.
Podobnie wierzchotki hipersgganu g réwniez odpowiednio ponumerowane. Na rysunku
6.1 przedstawiono osiem ponumerowanych @dlo 7 procesdw uldonych w szécian
(odmiana hiperszeianu). Aby przeanalizowakolejnas¢ procesoéw, ktorym przekazywana
jest wiadomeéc¢, nalery zapisé numery procesOw binarnie. Dla procesubedzie to 101
Proces ten przekazuje wiadofdalo procesu o takim samym numerze ale z zanegowanym
najwyzszym bitem. Bdzie to wec 001 (dziesetnie: 1). Nastpnie obydwa procesy przez
zanegowanie kolejnego bitu otrzymujumery kolejnych dwdéch procesow, ktore otrzygnaj
wiadoma¢: 111 1 011 (dziesetnie: 7 i 3). W trzeciej i ostatniej fazie kdy z czterech
procesow, ktore otrzymaly juwiadomaé, poprzez negagj swojego hajriszego bitu
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otrzymuje ,adres” pod ktéry natg teraz przesta wiadoma¢: 100 000 110 i 010
(dziesttnie: 4,0, 61 2).

Teoretycznie ztlponas¢ czasowa rozgtoszenia w hiperézanie jest rzdu logy(n). Aby
rozgtost informacg w asmiu weztach, potrzebnegstylko trzy fazy przesytu danych. W
praktyce mae st okaz#, ze transmisje, ktdre powinnyg¢sbyly wykonywa niezalenie,
wykorzystup te same zasoby (kartsieciows, przehcznic, itp.), gdy struktura
hiperszécianu dotyczy tu paktzen logicznych a nie fizycznych. Me to spowodowa ze
czas wykonania rozgtoszenia jest trudny do przeswdz, gdy nie znamy fizycznej struktury

klastra.

6.2.1 Optymalizacja rozgtoszen

MPI posiada standardewfunkcje rozgtoszenia. Aby zbadgej efektywnd¢, zbadano
czas rozgtoszenia wiadosw wielkosci 100MB w klastrze o dwuprocesorowychemach.
Jw po wstpnej analizie, znag mazliwosci transmisyjne klastra, okazalo¢sie mana
skroc ten czas ustalgg wilasm drog rozgtoszenia wiadongoi. Schemat (rys. 6.6)
demonstruje przykladowe zadanie, gdzie uruchomemsg¢aty4 procesy, po dwa na kadym z
weztdw. ProcesD rozsyta rozgtoszenie do pozostatych. ia to zrobé na kilka ré&nych

sposobow, ustalgg kolejne fazy rozprzestrzenianig giformaciji.

A B
ol{2]||]2]]3
iy 5
\_@/

A B
0] [1 2|3

\\J ~__VW
~5— ©
Rys. 6.6. Réane warianty drzewa rozgtoszenia.

Dla wickszej liczby wztow ustalenie efektywnego drzewa rozgtoszeniaersy okaza
0 wiele bardziej ztgone.
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Efektywne rozgltoszenie w WP

Bl oprogramowanie MPICH
[ oprogramowanie LA N

| T N I < S i b |

—

czas rozgloszenia [5]

2

1 2 3
droga rozgltoszenia: 1) standardowa w MPL 2) 0-21 1-22 0-=3; 3) 0-2 0->1 2-23

Rys. 6.7. Pomiar czaséw dla standardowego rozghieszeraz ustalonej kolejsoi
rozgtoszenia w MPICH i LAM.

Wykres (rys. 6.7) przedstawia poréwnanie czasutalzia standardowego rozgtoszenia
MPI oraz czaséw rozgtoszaevedtug zadanego drzewa. Wiglae udato si otrzyma czasy
krotsze od standardowych, jedaeknie wedtug uniwersalnego algorytmu a tylk@znie

zadanego schematu.

6.2.2 Numeracja procesow

Aby zbudowa algorytm rozgtoszenia dla liczby proceséwdirej dowolra potga
dwojki, mazna potraktow& numery proces6w MPI jako odpowiednie wierzchotki
hiperszécianu, w ktorym bdzie s¢ rozgtaszéa informacg. Pozostawienie istnigjej
numeracji mae st jednak okaza mato efektywne. W jednym ¢ile maze wykonywa sie
jednoczénie kilka proceséw. Czas przesylu wiaddeio pomidzy nimi mae by
kilkakrotnie krétszy ni przesyt do innego gzeta. Procesy, ktdreasiadup fizycznie,
powinny st& si¢ rowniez 3siednie logicznie w hipersgaanie.

Rozpatrzono kilka przykladéw rozmieszczeniana proceséw w klastrze sktagaym

si¢ z dwoch wztéw (rys. 6.8) analizyp efektywnd¢ rozgtoszenia w tych przypadkach.

a)

©

Rys. 6.8. Trzy przypadki rozmieszczenia procesoéw dwéch wziach: a) ul@enie

naprzemienne, b) wariant optymistyczny, c) war@ggymistyczny.

W utozeniu naprzemiennym (rys. 6.8a) w trzeciej fazgdabwykonywane jednoczeie
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az cztery transmisje przez to samo fizyczpeze, co prawdopodobnie zngca wptynie na
czas wykonania rozgtoszenia. Rysunek 6.8b pokazapgant optymistyczny, gdzie odbywa
si¢ tylko jedna transmisja pogudzy weztami — pozostate wykonaisic juz wewmntrz weztow.
Wariant c) jest pesymistyczny i wymagazéarazowej transmisji poprzez interfejs fizyczny
taczacy obydwa wgzly.

Najbardziej krytyczna jest ostatnia faza rozgtoszegdy wykonywana jest rownolegle
najwicksza liczba transmisji. W tej fazie powinnyg sivykona transmisje, ktore dulg
najstabiej obgjzaty interfejsy komunikacyjne klastra.

Aby tego dokoné& mazna wykon& probne transmisje pogdzy kazdg pag procesow.
Czas przesytu ustalonej wiell@ paczki okréli koszt drogi pomgdzy dwoma procesami,
ktory bedzie zapisywany w odpowiedniej tablicy. Czasy mubyg: mierzone wtedy, gdy w
klastrze nie odbywaj si¢ inne transmisje, aby miepewnd¢, ze wyniki pomiaréw g
niezaktocone.

Aby okresli¢ ztozonas¢ czasow rozgtoszenia w klastrze, naleprzyja¢ szereg zateen.
Przyjte tutaj zataenia g nastpujace:

- klaster sktada giz N=2" weztéw,

- kazdy wezet posiadd@=2° procesoréw i jest na nim uruchomioRerocesow,

- kazdy wezel posiada jeden interfejs dziajey w trybie pétdupleksowym, wszystkie
wezly klastra padczone g za pomog przehcznicy, ktora nie powoduje dodatkowych
op&nien,

— przesyt okrélonej wielkasci paczki w obgbie jednego wzta zajmuje czas fla
pomiedzy r&nymi weztami Ty, przy czymTp<Ty,

— jednoczesne transmisje w ©bie jednego wzta wykonywane przez niezalee
procesy wykonuyj sie rownolegle nie powoda¢ dodatkowych opinien,

— Jjednoczesne transmisje wykonywane przez nienalewzly wykonup Si¢
réownolegle bez dodatkowych apen na przejcznicy,

— jednoczesne transmisji wykorzystujcych ten sam interfejs opdia transmisj k-
krotnie.

W wersji optymistycznej wiadomdé jest najpierw przesytana do wszystkiclgzbow
klastra a péniej rozgtaszana w obloie kazdego wzila. Czas takiego rozgtoszenia wynosi
(6.1):

Top = Ty og, N + T, [log, P (6.1)

Wersja pesymistyczna pogalizy dwoma wztami przedstawiona jest na rysunku 3c. Czas

takiego rozgtoszenia wynodi, [(2P - .1Dla czterech wztow w kolejnej fazie wszystkie

procesy wzta 0 przesytag jednoczénie wiadomeéé do wezta 2, a wszystkie procesyeata 1
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do wezta 3. Czas te] operacji wynost, [P. Ostateczny czas rozgtoszenia w wersji
pesymistycznej wynosi (6.2):
T s = Ty (2P -1+ P flog, N - 1)) (6.2)

We wzorze na czas pesymistyczny w ogole nie ¢gpyge krotszy czadp a jedynie
dituzszy Tn. CzasTpes jest prawie liniowo zalay od liczby proceséw uruchomionych w
jednym wezle P.

Warto wic sprobowa zmient numeragj procesow tak aby przyhi¢ sie do wariantu

optymistycznego.
6.3 Realizacja algorytmu numeracji procesow

6.3.1 Opis dziatania algorytmu

Koszty ustalone za pom@@omiaru czasow przesytu wiadoed pomiedzy procesami
postwza nam do pogrupowania proceséw w pary gdzie komajakkedzie najszybsza (rys.
6.9).

2720 @—’@ 2?1 koszt=0,5
2720 @—’@ 2?1 koszt=0,7
220 @—’@ 2?1 koszt = 0,9
220 @—>@ 2?1 koszt=0,9

Rys. 6.9. Przykladowe numery procesow, ktégealpolagczone w pary (obok wypisano ngw

numeracg w zapisie bitowym - na razie ustalono nagzy bit).

Nastpnym krokiem jestgczenie utworzonych jupar w czwérki. Szukaney polgczenia
0 najmniejszym koszcie, gdzy procesami, ktore nie natedo tej samej pary.

200
200 —’@901 —’@ 201
210
—>

210 211 —> 211
Rys. 6.10. Numery proceséw, ktoredh polaczone w czworki (obok wypisano ngw

numerac w zapisie bitowym - na razie ustalono dwa negre bity).

W ten sposob otrzymujegsdwie czworki, ktore jeszcze nalepolaczy w jedry dsemk
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(rys. 6.10). Wynik dziatania algorytmu przedstawigest na rysunku 6.11.

010 011

100 101
Rys. 6.11. Procesy pmizone w hiperszeian (bitowo zapisano pozycje w hipergzanie).

Procesy midzy ktorymi odbywa si najszybsza komunikacja, umieszczong \8
pozycjach hipersZeianu r@nigcych sg¢ tylko najnizszym bitem. Bda wiec odpowiadaly za
ostatny faze rozgtoszenia, ktéra nie st okaza krytyczna dla efektywrimi algorytmu.

Algorytm zostat przetestowany w klastrze badawczipolitechniki Opolskiej. Do
pierwszego testu wykorzystano czteryzly i uruchomiono na nich osiem proceséw po czym
zmierzono czas rozgtoszenia paczki wiglkial0O0 MB Rysunek 6.12a przedstawia kolejne
fazy rozgloszenia przed zmm@nnumeracji, natomiast 6.12b po wykonaniu algorytmu

numeracji procesow.

a)

oroonte)

T @)
O8e OO

I

Rys. 6.12. Numery procesow i fazy rozgtoszenia gbrizpo wykonaniu algorytmu numeracji

dla gdmiu procesow i czterecheztow.

Czas wykonania rozgtoszenia zmniejszy¢ & 5,15 s do 4,82 s Uzyskano wjc

stosunkowo niedie 6% przyspieszenie.
Drugi test wykonano dlasmiu procesow uruchomionych w dwochezdach. Rysunki

6.13a i 6.13b przedstawigolejne fazy rozgtoszenia przed i po zmianie nwaoger
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Rys. 6.13. Numery procesow i fazy rozgtoszenia gbrizpo wykonaniu algorytmu numeracji

dla gémiu proceséw i dwoch gziow.

Czas wykonania rozgtoszenia zmniejszy 2i5,35s do 3,69 s. Uzyskano wjc tym

razem wgksze, ok31%przyspieszenie.

6.4 Podsumowanie

Pelne wykorzystanie klastra obliczeniowegoaagi st z zastosowaniem efektywnej
komunikacji. M@na p uzysk& na r@ne sposoby w zateocsci od rodzaju wykonywanych
obliczen i mazliwosci wykorzystywanego spemu. Przed zaimplementowaniem danej metody
nalezy zbadé jej efektywna¢ dla konkretnego zastosowania.
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7 Roéwnolegta implementacja programu

Program rozwjzujacy problemy za pom@dVES dziata kilkuetapowo (rys. 7.1).

1. Generacja siatki (podziat przestrzeni na elgyngkmczone)

Decyzja o wyborze funkcji interpolagych rozktad szukanych

2.
wartasci wewrgtrz elementow
Tworzenie uktadu réwnmalgebraicznych dla kdego elementu
3. skaaczonego idczenie ich w jeden ukfad globalny (oparty na
macierzy rzadkiej)
4 Uwzglednienie parametrow wygtujacych w warunkach

brzegowych w globalnym uktadzie rowna

5. Rozwjzanie ukladu rowna(najczsciej metodami iteracyjnymi)

6. Obliczenie wielkéci wtérnych

7. Ostatry fazg moze byt prezentacja wynikow

Rys. 7.1. Etapy dziatania aplikacji MES.

Etapy 1, 3, 4, 5, 6 magzosta wykonane roéwnolegle lub prawie réwnolegle (potreels
momenty wymiany danych poguzy procesami).

Opracowana aplikacja rownolegta zostata wykonana swstemie Linux przy
wykorzystaniu oprogramowania klastrowego LAM MPI jezyku programowania C++.
Realizuje ona punkty 1 - 5 przy czym decyzja o wybofunkcji interpolujcych (etap 2)
podgta byta ju na etapie projektowania programu. Pozostale ermsyaly zrealizowane
rownolegle, przy czym szczeg@lruwag poswigccono efektywnej implementacji etapu 5
(rozwigzanie uktadu rowng. Etap ten rozwizuje rownolegta implementacja algorytmu CG
(mozna ng rozwigzywa uktady symetryczne, dodatnio okiene). Jedna iteracjact tego

algorytmu sklada si z operacji skalarnych i wektorowych. Kk operacja wektorowa
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wykonywana jest przez lokalny procesor, poczym gpagé (oprOcz operacji sumowania
wektoréw i mnaenia liczby przez wektor) komunikacja. Kk iteracja (oprocz pierwszej)
zawiera naspujace operacje wektorowe: sumowaniegdb odejmowanie) wektoréw (3-
krotnie), mnaenie liczby przez wektor (3-krotnie), iloczyn skala wektorow (4-krotnie),
sumowanie wszystkich elementéw wektora (2-krotmi@)nazenie macierzy rzadkiej przez
wektor. Operacja, ktéra pochtania najegj czasu procesorow i wymaga najeéj operacji
komunikacyjnych to mnaenie macierzy rzadkiej przez wektor. Teoretycznipdicaenia i
transmisja danych magic wykonywa jednoczénie podczas tej operacji (tzw. overlapping),
jednak nie zostato to zaimplementowane w aplikasjzgkdniono jednak ¢ wlasnag¢ w

utworzonym modelu czasowym (rozdziat 8).

7.1 Generowanie siatki

Programy komercyjne posiadartozone algorytmy generacji siatek. W tym przypadku
zdecydowano sizastosowa prost, jednak nie trywiala metod, ktora kxdzie uwzgédniata
prostokitne ksztalty podobszaréw, zmgczenie przy kraydziach oraz trojiny ksztatt
elementu skaczonego. Zagszczenie elementow wzdiubrzegdédw obszarow dokonujegsi
automatycznie z wykorzystaniem funkcji kosinus (F/).

|
|

Rys. 7.2. Podziat podobszaru na tebjie elementy skaczone

e ——

7.2 Tworzenie macierzy elementow

Funkcje interpolujce powinny by obliczone dla kzdego elementu i spetdia

nastpujgce zataenia:
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-z kazdym weztem elementu zwrzana jest jedna funkcja ksztattu,

— funkcja przejmuje wartd@ 1 w pozycji wzta z ktorym jest zwizana a0 dla
pozostatych wztow,

— suma wszystkich funkcji powinna prayjwartas¢ 1 na obszarze catego elementu.

Dla elementow trojitnych kpdzie to zazwyczaj funkcja postaci (7.1):

N» - (a'l +bIX+Ciy)
' 27 (7.1)

Do opisu pola elektrycznego obszaru wypetnionegtudiem, stosujemy réwnanie

Poissona (dla uproszczenia dwuwymiarowe, bez aoigiox (7.2):

2
oV oV __ p

x> Ay’ &€, (7.2)
Funkcjonat podlegagy minimalizacji to (7.3):
1(avY’ 1(av)" p
=\ll=| =—| +=| —| ——— dxd 7.3
X H[Z[dxj Z(Oyj 505,} Y (7-3)
Macierz dla kadego elementu mma wyznaczy§ ze wzoru (7.4):

h =

ve

oN, ON; 9N, N,
+ dxdy (7.4)
ox o0Ox ody oy

Dla elementu tréjtnego lgdzie to (7.5):
bb +cc bb; +cc;, bb +cc,
[h]° =4i bb +c,c; bb, +cic; bbb +cc, (7.5)
bb +c.c bb; +ccc; bb +cc
Wyprowadzenia powszych wzoroéw znajdgjsic m. in. w ksizce O. C. Zienkiewicza

.Metoda elementéw skazonych’[Zie]. Wszystkie macierze elementéywnastpnie Bczone

w jedrg macierz globalap

7.3 Przyktadowe zadanie

Przeptyw cieczy w ruroggach mae w okrélonych warunkach generowaadunki
elektrostatyczne. Powoduje to liczne zagmia w zaktadach przemystowych, a szczegdlnie
w przemyle petrochemicznym. Ciecze wytwarzane z ropy naffoywosiadaj mah
konduktywnd¢, co sprzyja generacji tadunkéw, natomiast enemgiptonu oparéw tych
cieczy g rzedu utamka mJ.

Zadanie polegato na obliczeniu rozktadu potencjatéewmtrz zbiornika o przekroju
kwadratowym5x5 m(rys. 7.3), do potowy wypetnionego cigoa wzgkdnym wspotczynniku
przenikalndci elektrycznej §=2,2 oraz gstaici tadunku p=1004C/nt. Pozostata G#é
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zbiornika to powietrze o wzglinym wspotczynniku przenikaldoi elektrycznej =1 i

gestaici tadunkup=0C/m’. Obudowa zbiornika jest uziemiona.

2,5m

5m <

€=2,2 p=100uC/m’

Rys. 7.3. Przykladowe zadanie - uziemiony zbiorosgsciowo wypetniony natadowan

cieca.
W obrbie cieczy obowjzuje réwnanie Poissona natomiast w pozostatym obsza

upraszcza giono do rdwnania Laplace’a. Po obliczeniu rozktapdtencjatu elektrycznego,
przeprowadzono anatizozkladu nagzenia pola elektrycznego (rys. 7.4).

Matezenie pola w uziemionym zbiarniku

—

natezenie pola w zhiorniku [WY/m]

i g ]

gtebokosé zhiorika [m] szerokosE zhiornika [m]

83



Rys. 7.4. Rozklad natenia pola w uziemionym zbiorniku - analiza dwuwyroiaa (przekroj

pionowy).

Na granicy érodkow widoczna jest zmiana charakterystyki rozutahtzenia. Ma@na
zauway¢, ze wart@gci natzen niebezpiecznie zldajg sic do wartdci krytycznej
(wytrzymataci dielektrycznej), ktéra dla powietrza wynosi ok@MV/m]. Po przekroczeniu
tej wartgci maze nasipi¢ wytadowanie i zapton par cieczy.

Wyniki uzyskane za pomac zaimplementowanej rownolegle MES3 sgodne z

obliczeniami wykonanymi w programie Matlab metadznic skaiczonych.
7.4 Pomiar szybko sci oblicze n
Na rysunku 7.5 pokazano czasy wykonania zadaniatrdiech wielkdci siatek, po

uruchomieniu w1, 2...8weztach klastra. Uktad rowmaobliczono metogl CG.

Czas wykonania zadania dla rdzne] wielkosci siatek

2':' T T T T T T
—— 200x200
5L — 180x150 |
- 100100

M

czas wykonania [s]
=

[

preyspieszenie

liczba procesdw

Rys. 7.5. Czas wykonania zadania dlangech wielkaci siatek, przy podziale zadania na

rézng liczbe weztow.

Dla kazdej wielkasci zadania istnieje optymalny podziat zadania ngaz Dla siatki
200x200najlepsze okazatogivykonanie zadania przekprocesy, dla siatki50x150byty to

3 procesy, natomiast zadanie o siatce wi@kd00x100najszybciej zostato obliczone przy
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podziale na2 procesy. Wida na tym przyktadzie nagiujacag zasad: wicksze zadania daj
sie efektywniej zréwnolegli, natomiast zadania mate natavykonywa w mniejszej liczbie

weztdéw lub na pojedynczym komputerze.
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8 Model oblicze i rownolegltych MES

Central czscig obliczen MES jest rozwizanie duego rzadkiego uktadu réwhaw

zaleznosci od rodzaju problemu (statyczny, dynamiczny), aiygrowana macierz me by

symetryczna #dz niesymetryczna. Dla przeanalizowanego problemaraika wypetnionego

ptynem macierz jest symetryczna. Dla tego typu aaugprostsz metod, rozwigzania jest

algorytm iteracyjny CG (metoda speonych gradientéw).

jezyku Matlab znajduje gina listingu.

function x = cg2(A, b, max_eps, max_step)
x = zeros(size(b)); r=b; p=r;
eps = max_eps+1,; step = 0;

while ((eps>m  ax_eps)&( step<m ax_step))

rol=r*r _ ;
if (step>0 )
beta=ro_1/r 0_2;
p=r+tb __  eta*p ;
end
q=A"p;
afa=ro_1/( p™*q_);
x=x+a __ Ifa*p_;
r=ra __lIfa*q ;
ro_2=ro_1,
sum_r=sqrt (sum (r.22_));
sum_x =sqrt (sum (x.22_));
eps = sum_r/s um_x

step = step+1

end

8.1 Schemat ogdiny modelu

Implementacja algorytmu w

Schemat ogo6lny modelu przeniesiony zostat z pugjik@las T., Wyrzykowski R.,

Toma A. i Karczewski K opisujcego model rownolegtych aplikacji MES dziaajch w

klastrach [OWT]. Czas jednej iteracji algorytmuzna rozpisa jako (8.1):
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— ¢ initial + final
comp_ final — tcomp +tcomm

t=t +t 4t +t +t (8.1)

comp_initial comm  ‘mul mul
gdzie:
tmul - CZas mngenia macierzy przez wektor,
tcomm- €Zas komunikacji podczas jednej iteracji algonyt
tcomp_iniial + fcomp_iniial - CzZas pozostatych obliczepodczas jednej iteracii
algorytmu.

Rysunek 8.1 przedstawia schemat czasowy jednecjierNa pocatku rozpatrzono
klaster ztaony z komputerow jednoprocesorowych. W komputertattich nie wysipuje
problem jednoczesnego dgsti do pamici przez r@ne procesy. Czas obliaz@ie zmniejsza
sie przy podziale zadania na podzadania wcloiler jednego komputera. Miwe jest jednak
czesto czsciowe naktadkowanie (overlapping) oblidzekomunikacji, poniewa transmisja
danych jest zazwyczaj jedynie inicjowana przez esoc, a jej dalszy g jest wykonywany

niezalenie.

( tcomp_initial
t . tmul_comm
mul_internal_comp

)
C ) !
) \\

l C tmul_boundary_comp )
C tcomm

v
C tompim )

Rys. 8.1. Schemat czasowy wykonania jednej iteedgprytmu CG [OWT].

8.2 Czas oblicze n koprocesora

Na zamieszczonym wgj listingu podkrélono operacje ktéregola wykonywane przez
koprocesor arytmetyczny w kolejnych iteracjach ajgjou bez uwzgidnienia operacji

mnazenia macierzy przez wektor. Czas tedde rowny (8.2):

pinitial + final _ (10nw + 4(nw _1) +:|_0)[f (8.2)

comp
gdzie:
ts - czas wykonania jednej operacji zmiennoprzecirgjow

ny - liczba weztéw siatki w ktorych warteci obliczane g przez bieacy proces
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8.3 Czas komunikacji

Do przyblzenia czasu komunikacji potrzebnego do przestanedendgci w klastrze
uzyto standardowego modelu (8.3):

Teomm = 0 + W (8.3)
gdzie:

a - czas inicjowania transmisji,

[ - czas przestania jednego wspoétczynnika zmienrmmimkowego,

w - liczba wspétczynnikdw do przestania.

Wymiana informacji (oprécz operacji mimgnia macierzy przez wektor) wgpuje w
algorytmie po iloczynie skalarnym wektoroOw oraz qqueracji sumowania. Nagiuje wtedy
redukcja sum cgciowych (poprzez ich sumowanie sieciowe), oraz gageenie
otrzymanego wyniku we wszystkich procesach progrtan@peracja taka w MPI
(MPI_Allreduce zajmuje zazwyczaj czas rowny sumie czasow redukdPl_Reduce) i
rozgtoszenia (MPI_Bcast) [Ger]. Dobre implementaojggtoszenia i redukcji dagtozonasé
logarytmiczm (patrz rozdz. 6) tych operacji. Poniew@godczas wiej wymienionych operacji
przesylany jest tylko jeden wspoétczynnik zmiennegimkowy, wec formuk opisupca czas
komunikacji podczas jednej iteracji algorytmu ina zapis&@ w postaci réwnania (8.4).
Réwnanie (8.4) stanowi rozwigtdie modelu [OWT], uwzgldniagce logarytmicza
ztozongé¢ rozgtoszenia.

t..nm = 8a + B) Eeil(log, (wk)) (8.4)
gdzie:

ceil - operacja zaokglania w goe,

wk - liczba weztéw klastra.

8.4 Mnozenie macierzy przez wektor

Do wyprowadzenia pozostat jeszcze czas wykonangagp mnaenia macierzy przez
wektor. W czasie mrnia, czs¢ wspotczynnikbw potrzebna do tej operacji jest cmsa
lokalnie w kadym z procesow a €&¢ z nich naley uzyska z innych proceséw. Dla dych
ptaskich siatek o elementach trgfigych mana liczle wspotczynnikbw niezerowych
macierzy przypadagych na lokalny proces zapésaizorem (8.5):

nz, =70, (8.5)

Dla proceséw analizegych kravedzie siatki, liczba ta dwlzie mniejsza, jednak z
punktu widzenia ztoncaici obliczeniowej istotne gsczasy najdhasze. Siedem elementow
niezerowych w kadym wierszu macierzy wymusza podczas namia macierzy przez wektor
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siedem operacji mrenia i sz& dodawania. Czas wykonywania wszystkich oblicze
danym procesiedazie rowny (8.6):
t =13, [, (8.6)

mul_comp

Wiekszas¢ wspoétczynnikdw dospna jest lokalnie, jednak niektore musg zosta
przestane z procesow analizeych gsiednie czsci siatki. Niektore z&a wspoétczynniki
lokalne musz zost& przestane do procesowassadupcych. Czas potrzebny do
skompletowania wszystkich nieginych wspotczynnikbw wektoréw mpna przybliyc¢
sumupc (8.7) obydwa te czasy (wysytanie i przyjmowara@yth) wzoér (8.7):

t =2sa +(n, +n,)B (8.7)

mul_comm
gdzie:
s - liczba gsiadugcych (na siatce) procesoéw,
np - liczba weztdow siatki obliczanych przez dany proces, przyjggah do
innego obszaru,
ne - liczba weziéw siatki obliczanych przez inny proces, przyjaggch do
biezagcego obszaru.

Jezeli zalary sie, ze w systemie mdiwy jest overlapping komunikacji wykonywany
catlkowicie w tle, to podczas wykonywania oblitz@nazenia macierzy przez wektor, ktére
nie wymagaj transferu danych nioa wykona przesyt wspotczynnikéw, ktore et
potrzebne w dalszych obliczeniach (patrz rys. Malezy jednak zauway¢, ze overlapping
moze by czesciowy, tzn. czas mri@nia macierzy przez wektordzie wikszy ni czas
samych operacji arytmetycznych, jednak mniejszy suma operacji arytmetycznych i
transferu danych. Nataetoby wic wprowadzé dodatkowy wspotczynnik charakteryzoy
dany system. Jest to kolejna modyfikacpodelu w stosunku do wersji publikowane] w
[OWT]. Dla dwych uktadow réwna czas transmisji jest mniejszy zniczas lokalnych
obliczen i mozliwe jest wykonanie catej niegtinej transmisji podczas wykonywania
lokalnych obliczé [OWT]. Przy takim zaleeniu maemy wyprowadzi nastpujaca
zaleznoéé na czas mnaenia macierzy rzadkiej przez wektor (8.8):

t,, =130, 0, +(1-wo){2sa +(n, +n,)B) (8.8)
gdzie:

wo - wspétczynnik charakteryzagy overlapping w systemieO(- brak, 1 -

maksymalny)

Ostatecznie, po uwzglnieniu wszystkich skladnikéw czas wykonania jeditefjacji
algorytmu CG meéna zapisé jako (8.9):

t =(10n, +4(n, -1)+10)t, +8{a + B)eeil(log, (wk)) +
+130h,, U, +(1—Wo) [(23cr+(ne + nb)[a’) (8-9)
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+130n, 1, + (L-wo){2sa + (n, +n,))

8.5 Obliczenia w w eztach wieloprocesorowych

Otrzymane roéwnanie moa zastosowaw przypadkach, gdy uruchamia 90 jednym
procesie w kadym wezle klastra. W przypadku ¢ztow wieloprocesorowych zasadne wydaje
sie uruchamianie wikszej ilasci procesow w kadym z weztdw. Teoretycznie mama by
zatazy¢, ze obecné¢ czterech procesorow urdiwia jednoczesne, niezalee uruchomienie
czterech proceséw i uzyskanie w ten sposob czteno&go przyspieszenia algorytmu. W
praktyce przyspieszenie m® by mniejsze ze wzgtu na specyfik wezta klastra. Sposob
zrownoleglenia dogpu do pamgci (wspélna magistrala, przgiznica krzgowa), architektura
rownolegta procesoréw (fizycznie rozdzielone, Hylgeread, MultiCore), dogp réwnoleglty
procesorow do parii Cache, maiwosci systemu operacyjnego i kompilatora do
wykorzystania tych technologii, itp. mayptyw na to w jakim stopniu zadaniedzie mana
zrownoleglt. Uwzgkdnienie tych wszystkich czynnikbw w réwnaniu, @ospowodowa
mak elastyczné¢ modelu, gdy bardzo szybko pojawigjsic nowe rozwizania w zakresie
technologii rownolegtych, ktére spowodowalyby praedienie sj zalazen. Racjonalnym
sposobem uwzgtinienia tych wszystkich niuanséw wydajee sby¢ wprowadzenie
wspotczynnika aproksymagego stopig zrownoleglenia dla danej konfiguracji sghz i
oprogramowania w zadaniach MES. Spowoduje to zgnianwzorze zmienndj nats* (8.10)
(kolejna zmiana modelu w stosunku do [OWT]).

r=t, (8.10)

gdzie:
wz - wspotczynnik zrownoleglenia,
p - liczba proceséw uruchomiona w jednyrazle.

Wspotczynnikwz=1 oznacza idealne zrownoleglenie bez straty szdlabliczer, wz=0
oznacza,ze zadanie nie dajeesizrownoleglé w tym systemie. Naly zauway¢, ze wzor
moze przybliaé czas, gdy liczba proceséw jest mniejszazbréwna liczbie procesoréw,
gdyz nie mana otrzyma idealnego zréwnoleglenia dla dowolnej liczby psime, gdy liczba
procesorOw w systemie jest ograniczona.

Czas przestania informacji pogdizy procesami znajdagymi s w tym samym wzle
moze by wielokrotnie krétszy mi wymiana danych w sieci, dlatego nalewyznaczy
dodatkowe parametng i S ktore kedg charakteryzow@lokalny transfer danych. Efektywne
rozgtoszenie informacji porilzy procesami powinno najpierw rozesidane do kadego

wezta klastra a nagbnie pome¢dzy procesami w obbie jednego wzta (patrz rozdz. 6). Czas
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tcommzmieni s¢ nastpujaco (8.11):
teomn = 81{(a; + 8, ) Eeil(log, (wk)) + (a; + 4 ) zeil(log, (p)) (8.11)
gdzie:
ai i [3 - wspotczynniki charakteryzage transmisgj lokalmg,
a, i B, - wspotczynniki charakteryzage transmisj zdaln,
Zmianie ulegnie réwnie czas przesytu informacji podczas menia macierzy przez
wektor. W tym wypadku mugzzost& rozr&znione wezly siatki, ktore gsiadup z obszarami
analizowanymi przez proces znajglty sk na lokalnym i zdalnym komputerze (8.12).

t = 25 0'| + (nel + nbI ):BI + 2520'2 + (nez + nbz)ﬁz (812)

mull _comm
Ostatecznie czas wykonania jednej iteracji algowtmmaze by przyblizony w
nastpujacy sposob (8.13):

t= ticr:)i:'ir?l;”inal +tcomm tmuI (813)
gdzie:

initial + final (10nw + 4(nw _1) +:|_0)[f *

comp

tcomm =8 [«al + ﬁl ) |:(tell(logZ(p)) + (0'2 + ﬁz) |:(tell(logz (Wk)))
tmuI = 13mw |:ﬂf * +(1_ WO) EQZS O'| + (nel + nbI )IBI + 2520'2 + (nez + nbz)ﬁz)

t*=t, ™

ny - liczba weztéw siatki analizowana przez dany proces,

ai, B, az B, - wspotczynniki transmisji lokalnej i zdalnej,

p, Wk - liczba uruchomionych proceséw wefle klastra, liczba wztow klastra,

ts - czas wykonania jednej operacji przez koprocesor,

Nel, Noi, Nez Npz - liczby weztdow siatki gsiadupcych z biggcym lub innym
procesem potmnym lokalnie Bdz zdalnie,

wo, wz - wspotczynniki overlappingu i zréwnoleglenia.

8.6 Weryfikacja modelu
Aby  zweryfikowa& model naleatlo okréli¢  wartagsci  wspoétczynnikow
charakterystycznych dla badanego klastra. Wspéiikynri S otrzymano miergc przesyt

t=a+ pu,
t,=a+ Aw,

obliczenie ich wartéci. Wspoétczynnikt; otrzymano przez odpowiednie podstawienie do

matych i duych paczek wspétczynnikéw. Uktad rév\ﬁmostaci{ pozwala na

modelu bez zréwnoleglenia i overlappingu. W#&ttavo ustalono wykonujc operaci

mnazenia macierzy. Najpierw zmierzono czas samegozema macierzyt() i wyznaczono
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paczk informacji, ktorej przesyt zajmowat doktadnie tadkam czas. Naginie zmierzono

czas jednoczesnego wykonania mer@a macierzy i transmisji tof. Wspotczynnik

overlappingu otrzymano podstavga; W0=(:—l—1j*2. Poniewa wspotczynnik
2

zrownoleglenia mee st okaza& charakterystyczny dla danego typu algorytmu, zedée go
obliczy¢ mierzic wykonanie jednej iteracji algorytmu dla jednegui¢kszej liczby (mniejszej
od liczby procesoréw) proceséw uruchamianych nanyjedwezle, a nasipnie dobierajc
wspotczynnik wz tak, aby wyniki déwiadczalne najlepiej pasowaly do modelu.

Wspotczynniki dla badanego klastra wynosity:

ai - 0,825
B - 0,0295
ay - 50us

B - 0,075

t - 0,006%s
wo - 1

wz - 0,3

Duzg rolg w wymianie danych odgrywa czas inicjalizacji tnamsi, ktéry dla
komunikacji zdalnej jest okot60-krotnie wikszy niz dla lokalnej. Dtugi czas inicjalizaciji
jest charakterystyczny dla sieci Ethernet. Abyrtoenic nalezatoby wprowadzi siec Myrinet
o wielokrotnie krotszym czasie inicjalizacji [OWTWspoétczynnik overlappingu réwng
oznaczaze jednoczesnha transmisja danych i obliczenia nlglljg ze soh w zauwaalny
sposoOb. Niski natomiast okazak svspétczynnik zréwnoleglenia - mimag kady wezet
klastra ma dwa procesory, obliczenia nie przebiegajezalenie. Przyczyn s
najprawdopodobniej konflikty w dogiie do pamgci przez réane procesy. Rysunek 8.2
poréwnuje wyniki uzyskane za pompamodelu i otrzymane dwiadczalnie. Wyniki
uzyskane dla wej niz czterech wztow klastra zaczynajsic znacaco r@ni¢ od siebie. Jest
to spowodowane tymze model uwzgidnia optymistycza (logarytmiczm) ztozonasé
operacji redukcji i rozgtoszenia (MPI_Allreduce). oNel hybrydowy uwzgidnia

rzeczywicie zmierzone czasy tej operacji w klastrze.
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w10 Jeden proces w kazdym wezle klastra

— a) Pomiary rzeczywiste

— b} Wyniki modelowane
- ) Model hybrydowy N
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liczba procesdw

Rys. 8.2. Weryfikacja modelu: a) czas jednej itgralgorytmu CG zmierzony w klastrze, b)
wyniki uzyskane z modelu przy uwzghieniu optymalnego rozgtoszenia i redukcji,
c) wyniki uzyskane z modelu przy uwgdhieniu rzeczywistych czasow

rozgtoszenia i redukcji.

Majac do dyspozycji klastrowy model obliazdMES, mana zmodernizowaistniegcy
juz sprzt tak, aby nasze obliczenia wykonywahe sizybciej. Mana to zrobté na kilka
sposobdéw. Aby obliczenia w jednymesie wykonywaly s¢ szybciej naley wymienic piyty
gtéwne wraz z procesorami. Ulegnie wtedy na pewnoamie czas wykonania operacji
arytmetycznych (wspf). Moze tez zmient sie sposéb dogpu procesoréw do pagti a co
za tym idzie wspotczynnik zréwnolegleniad). Wspétczynnikiai, 4 i wo mogy by¢ zalezne
w duzej mierze od systemu operacyjnego. Zmieyiagtniepca sie¢ komputerowy uzyskuje
sie wptyw na wspotczynnikir, i 5. Aby podpé¢ wiasciwg decyzg, naley wiedzie jak kazdy
wspotczynnik ma wpltyw na czas obliczéWV tym celu przeprowadzono symukagzasow
obliczen dla siatki wielkdci 200x200 elementow. Liczb proceséw uruchamianych na
jednym wezle ustalono nad, a liczle weztbw zmieniano w zakresi@ do 100 Wyniki

symulacji prezentuje rysunek 8.3.
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w0 Crtery procesy w kazdym wezle klastra

E T T T T T T T T T
o — a) aktualne parametry
o — b)) zmnigjszany czas al
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Rys. 8.3. Wynik dziatania modelu dla zmodyfikowamy@spdtczynnikow: a) obliczenia z
aktualnymi wspétczynnikami badanego klastra, b) imjsaony dwukrotnie czas;,
c) zmniejszony dwukrotnie czg$, d) zwikszony dwukrotnie wspotczynnikz, e)
zmniejszony dwukrotnie czas, f) zmniejszony dwukrotnie czg$, g) zmniejszony

dwukrotnie czas:.

Z przeprowadzonej symulacji wynikae dla matej liczby wztow najkorzystniejsze jest
zmniejszenie czasu wykonywania operacji arytmetycart; (odpowiedzialne elementy to
gtdéwnie procesory, pard operacyjna i podczna). Dla wgkszej liczby wztow, konieczna
jest zmiana parametrow sieci, szczegolnie czasjoimania transmisji danychay), ktory w
badanym klastrze przekraczat ok. 700-krotnie czasgytu jednego wspotczynnika. Diugie
czasy inicjowania pgtzen 53 charakterystyczne dla poker Ethernet. Zakup dodatkowych
weztow klastra bez zmiany istnigjej sieci mae nie dé oczekiwanego przyspieszenia
obliczen MES.

Powyzsza symulacja wykonywana byta dla statej wiéthasiatki. Aby przekonasie jak
wielkos¢ zadania wptywa na przyspieszenie uzyskiwane préyizolegleniu na wksz
liczbe weztéw, uruchomiono symulagjdla r&nych rozmiaréw siatki przy uwzgdnieniu

aktualnych wspotczynnikow badanego klastra (ry$, 8.5).
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Czas jedne] iteracji w zaleznosci od wielkosci siatki
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Rys. 8.4. Czasy jednej iteracji uzyskane przez nadeglenie na wiele gztéw klastra dla

réznych wielkdci siatek MES.
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wielkosci siatek MES.

Wynik obliczer wskazuje na toze w klastrze najlepiej zréwnolegdagic duze zadania
MES. Dla matych zadanarzut czasowy zwrany z komunikagjzmniejsza zyski wynikage

Z jednoczesnego wykonywania zadania na wielztach.

8.7 Podsumowanie

W przypadku MES dane w&gjowe ustalone gsjeszcze przed wykonaniem programu.
Przy ustalonym algorytmie i danych é@pwych program wykonuje zawsze te same
operacje z4 samy liczbg krokéw iteracji. Utworzony model jest pewnym uproseniem
operacji zachodgych w klastrze komputerowym podczas obliczania anad MES.
Wspotczynnik t; wykorzystywany w modelu natg rozumié€ nie jako rzeczywisty czas
wykonania operacji zmiennoprzecinkowej, ale jakedni, charakterystyczny dla tego
algorytmu czas operacji zmiennoprzecinkowej wraprzygotowaniem danych (oldlenie
adresu w tablicy, panrgi, zaladowanie koprocesora, zapis danych do gamiNalezy
rowniez pameta¢ 0 paméci podrcznej (cache), ktéra w systemach komputerowyctiemo
by¢ wielopoziomowa, ogciowo wspolna dla kilku procesorow. Efektywédonykorzystania
tej pameci zalezy rowniez od wielkaci tablic wykorzystywanych w programie jak rowaie
kolejnasci odczytu danych. Zamodelowanie algorytméw wyketgywanych w pamgci
podrczne] wymaga pewnych uproszazkib (jak to zostalo ustalone w bhigym modelu)
uzn& je jako staty element degtu do pamgci podczas operacji zmiennoprzecinkowych.
Uproszczenia dotygzréwniez struktury klastra jako sieci komputerowej z jeqmzehcznia,
ktora nie powoduje dodatkowych opden w transmisji.

Stosowane uproszczenia modelu poweduge nie odwzorowuje on idealnie
rzeczywistych czasow obliczeZtozongs¢ systemu komputerowego (zwana ze spgzem i
oprogramowaniem) powodujee nawet déwiadczalne kolejne pomiary czasowzng sie od
siebie. Uproszczenia modelu jednak konieczne, aby wraz ze zmigrstosowanych
technologii nie bylo konieczgoi zmiany catego modelu a jedynie wado
charakterystycznych wspotczynnikow. Utworzony modig jest teé zdominowany aktualn
implementagj bibliotek do programowania rownolegtego (MPI, PViMn.), ale uwzgidnia
optymistyczne (optymalne) charakterystyki rozgtaszeedukcji informacji w klastrze. Mimo
wszystkich uproszce mazna uznd, ze model dobrze odwzorowuje czas procesow
obliczeniowych podczas wykonywania rownolegtegooglgnu CG - glébwnej ogci
programu MES.
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9 Whnioski

Zalozenia, ktore zostaly wymienione we wgie pracy, zostaly osjnicte. Zostat
zbudowany model pewnej klasy klastrow, wedtug kgérerzeprowadzono symulaagjnapca
na celu optymalizag¢jobliczer rownolegtych MES.

Zaimplementowano pragt rownolegh aplikacg MES, w ktorej wprowadzono
optymalizacg odwotar programu do paraci, wykorzystano technik SSE2, wprowadzono
poprawiony schemat komunikacji ogranicgy) liczle kolizji w czasie faz transmisyjnych
algorytmu. Nasipnie poréwnano jej efektywdéd z kodem zaimplementowanym w
specjalizowanej do tego celu bibliotece AZTEC. Wglstupc tg aplikacg réwnolegh
dokonano oblicae rozktadu potencjatdw wewatrz zbiornika uziemionego zbiornika,
czesciowo wypetnionego ciegz Zbadano te mazliwosci przyspieszenia komunikacji w
klastrze poprzez wykorzystanie pagiiwspolnej, nakladkowanie oraz humegapjocesow.
Elementy te nie znalazly esiw implementacji aplikacji, jednak naktadkowanie zostato
uwzgkdnione w zbudowanym modelu. Jako stabmodelu mana uzna fakt, ze uwzgédnia
on jedynie rozwjzanie zadania metgdCG. Zbudowanie modeli dla innych metod wymaga
bedzie zazwyczaj jedynie zmiany niektorych wadidiczbowych podanego modelu.

W pakiecie Matlab zaimplementowano szereg funkbjicaajgcych petne oraz rzadkie
uklady rowna. Wykorzystujc te funkcje dokonano analizy poréwnawczej metod dl
roznych uwarunkow& macierzy. W programie Matlab zaimplementowano riéwifunkcije
modelupca czas wykonania rownolegtej aplikacji MES.

Wprowadzony model oblicaeréwnolegltych MES umdiwit symulacje efektywndci
obliczen dla zmienionych parametréw klastra, oraz wybobaajziej efektywnego podziatu
zadania na klastrze o zadanych parametrach, copogetavy do realizacji (udowodnienia)
tezy pracy.

Oryginalny dorobek naukowy rozprawy obejmuje zatexstpujace osagniecia:

- Opracowanie - w oparciu o istiey model czasowy - poprawionego modelu

wykonania jednej iteracji algorytmu CG w klastradiczeniowym, a w tym:
a. zmiana zilponcsci czasowej operacji globalnych  komunikaciji
(uwzgkdnienie logarytmicznych charakterystyk rozgtoszgnia
b. uwzgtdnienie faktu kolizji w dospie do wspdblnej pamci przez réne
procesy wzta wieloprocesorowego,
c. uwzgkdnienie wspoétczynnika overlappingu charakteryzego wezet
klastra do wykonywania rownolegle obligzeraz transmisji danych,
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- Opracowano algorytm numeracji proceséw ulmoajacy implementag
efektywnego rozgtoszenia informacji w klastrze obéiniowym o wztach
wieloprocesorowych i nieznanym rozémiu procesow w gztach,

- Dokonanie optymalizacji czasu obliczgpoprzez redukej odwotaa do pamgci,
wykorzystanie techniki SSE2, uwzdhianie obliczé catych wyraen wektorowych,

- Dokonanie testébw poréwnawczych stacjonarnych kestaicjonarnych metod
iteracyjnego rozwizywania rzadkich uktadéw réwndiniowych,

- Analiza obcizen weztow klastra podczas réwnolegtego miania macierzy,

- Uzyskanie parametrow analizowanego klastra, badabcihzenia przy podziale na
watki i procesy, analiza efektywdo architektury HyperThread dla wybranego

algorytmu rownolegtego.

Przeprowadzone i zaprezentowane w niniejszej re@prhadania wskazgijna celowéé¢
i koniecznd¢ szczegblnie starannego podég w procesie budowania aplikacji
rownolegtych, gdy to determinuje w diym stopniu ostatecanefektownd¢é prowadzonych
obliczen réwnoleglych. Otrzymane rezultatyeda stanowity w najblisze] przysziéci
podstaw do tworzenia przez autora rozprawy efektywnejibtbki funkcji pozwalaicej na
w miar proste budowanie klastrowych aplikacji dla rozamych typow probleméw i
zagadnié numerycznych, uwzgtiniagcych specyfik architektury klastrow obliczeniowych.
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