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Streszczenie: W pracach [Górecki i in. 2014; 2016] przedstawiono konstrukcję składowych 
głównych dla wielowymiarowych danych zmiennych w czasie (wielowymiarowych danych 
funkcjonalnych). W pracach [Harris i in. 2011] oraz [Lu i in. 2014] podano konstrukcję 
składowych głównych dla wielowymiarowych danych przestrzennych. Są to składowe 
główne lokalne, geograficznie ważone. W pracy tej przedstawiona jest konstrukcja składo-
wych głównych dla wielowymiarowych danych czasowo-przestrzennych, łącząca wyniki 
przywołanych prac. 

Słowa kluczowe: składowe główne, dane czasowo-przestrzenne. 

Summary: In Górecki et. al [2014; 2016] the structure of principal components for multi-
dimensional data variables over time (multivariate functional data) are presented. Harris et. 
al [2011] and Lu et. al [2014] provide the construction of principal components for multivar-
iate spatial data. These are the local principal components, geographically weighted. This 
paper presents the construction of principal components for multivariate temporal-spatial da-
ta, combining the results of the mentioned papers. 

Keywords: principal components, temporal-spatial data. 

1. Wstęp 

Inspiracją do powstania tego artykułu były dwie prace [Harris i in. 2011] oraz [Lu  
i in. 2014]. Prace te dotyczą analizy składowych głównych w przypadku obserwacji 
wektorowych w ustalonym momencie czasu. Standardową analizę składowych 
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głównych autorzy nazywają analizą globalną. Obok analizy globalnej wprowadzili 
pojęcie analizy lokalnej. Zakładają, że znane są współrzędne geograficzne miejsca 
obserwacji wartości p-cechowego wektora losowego. Dla każdego z n miejsc obser-
wacji wykonywana jest oddzielnie lokalna analiza składowych głównych polegająca 
na tym, że zamiast klasycznej macierzy kowariancji budowana jest ważona macierz 
kowariancji. Wagami są wartości pewnych funkcji odległości między obserwowa-
nymi miejscami.  

Wyniki uzyskane przez wspomnianych autorów zostaną uogólnione na przypa-
dek wielowymiarowych obserwacji dokonywanych w pewnym przedziale czaso-
wym, tj. na przypadek wielowymiarowych danych funkcjonalnych. Globalna analiza 
składowych głównych dla takich danych została opisana w pracach [Górecki i in. 
2014; 2016].  

Autorzy niniejszej pracy uważają, że globalna oraz lokalne analizy składowych 
głównych nie są spójne, ponieważ w analizie lokalnej dane są ważone, natomiast nie 
są ważone dane w analizie globalnej. Stąd proponujemy, by również w analizie glo-
balnej stosować procedurę ważenia. W pracy wagi wyznaczane są na bazie współ-
czynników dostępności komunikacyjnej [Górniak 2015]. 

2. Analiza globalna 

Załóżmy, że obserwujemy -wymiarowy proces stochastyczny 
. Dalej załóżmy, że  i , gdzie  jest 

przestrzenią Hilberta funkcji całkowalnych z kwadratem na przedziale  z iloczynem 
skalarnym postaci:  

 
Ponadto załóżmy, że -ta składowa procesu  może być reprezentowana przez 

skończoną liczbę funkcji bazowych :  
 

 
gdzie  są zmiennymi losowymi takimi, że  

Niech ,  

                                   

(1) 

gdzie , . 
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Używając notacji macierzowej, proces  ma następującą reprezentację:   

 
Globalna analiza składowych głównych bazuje na macierzy . W praktyce ma-

cierz ta nie jest znana. Możemy ją oszacować na podstawie  niezależnych realizacji 
 procesu losowego . 

Załóżmy, że  niezależnych realizacji  może być przedstawionych 
w postaci , gdzie  dane jest wzorem (1) oraz że wektory , 

 są scentrowane. 
Oznaczmy . Wtedy . 
Niech  będą niezerowymi wartościami własnymi macierzy 

, a  odpowiadającymi im wektorami własnymi, gdzie .  
Wówczas -ta funkcjonalna składowa główna procesu  ma postać  

 
gdzie funkcje wagowe  dane są wzorem  

 
Współrzędne rzutu -tej realizacji  procesu  na kierunek wyznaczony przez 

-tą funkcjonalną składową główną są równe:  

 
dla , . 

W szczególności współrzędne rzutu -tej realizacji  procesu  na płaszczyznę 
wyznaczoną przez dwie pierwsze funkcjonalne składowe główne są równe:   

 
Jeżeli każdy z wektorów  pomnożymy przez odpowiednią wagę wyznaczoną 

na postawie współczynników dostępności komunikacyjnej i dalej postąpimy tak, jak 
poprzednio, to otrzymamy ważone globalne składowe główne. 

Współczynnik dostępności komunikacyjnej  przekształcamy w wagi  według 
wzoru: 

 

3. Lokalna analiza składowych głównych 

Niech  będzie macierzą danych. Ustalmy miejsce obserwacji, 
powiedzmy . Niech  będzie odległością między -tym oraz -tym miejscem ob-
serwacji, .  
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Odległość  ustalamy według następującej zasady sąsiedztwa. Niech  będzie 
promieniem okręgu, którego środek znajduje się w -tym wyróżnionym punkcie (np. 
w mieście wojewódzkim). Promień  zmienia się w zależności od tego – czy obok- 
ległe obszary (np. województwa) sąsiadują bezpośrednio, pośrednio przez jedną 
krawędź, pośrednio przez dwie krawędzie itd., z obszarem, na którym leży wyróż-
niony punkt . Oznacza to, że wszystkie punkty , leżące na powierzchni koła o pro-
mieniu , będą posiadały tę samą odległość  od wyróżnionego punktu . 

Odległość  przekształcamy w wagę  związaną z -tym miejscem obserwa-
cji, według wzoru:  

 
Przyjmujemy  

 
Wektory  mnożymy przez , a następnie centrujemy. Przez  oznaczmy 

macierz złożoną z otrzymanych wektorów. Wówczas estymator macierzy kowar-
iancji dla miejsca  ma postać:  

 
gdzie , . 

Dla każdego miejsca  macierz  jest podstawą konstrukcji lokalnych składo-
wych głównych. Jeżeli wagi  zastąpimy wagami wyznaczonymi na podstawie 
współczynników dostępności komunikacyjnej poszczególnych miejsc obserwacji, to 
otrzymamy jedno rozwiązanie globalne ważone.  

4. Przykład 

Badanie obejmowało 15 lat (2002-2016) oraz 7 zmiennych charakteryzujących stan 
szkolnictwa wyższego na poziomie województw. Uwzględnione cechy to: 
• X1 – liczba uczelni, 
• X2 – liczba studentów, 
• X3 – liczba absolwentów, 
• X4 – liczba nauczycieli akademickich, 
• X5 – liczba nauczycieli akademickich z tytułem profesora, 
• X6 – liczba studentów studiów podyplomowych, 
• X7 – liczba studentów studiów doktoranckich. 

Dane pochodzą z Banku Danych Lokalnych i dotyczą n = 16 polskich woje-
wództw. W tabeli 3 oraz na rysunkach województwom przypisano oznaczenia jak w 
tab. 1.  
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Tabela 1. Współczynniki dostępności komunikacyjnej 

1 Dolnośląskie 285 9 Podkarpackie 131 
2 Kujawsko-pomorskie 327 10 Podlaskie 144 
3 Lubelskie 108 11 Pomorskie 221 
4 Lubuskie 88 12 Śląskie 418 
5 Łódzkie 254 13 Świętokrzyskie 189 
6 Małopolskie 345 14 Warmińsko-mazurskie 168 
7 Mazowieckie 367 15 Wielkopolskie 238 
8 Opolskie 91 16 Zachodniopomorskie 93 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Górniak 2015]. 

Tabela 2. Wagi  wyznaczone na podstawie współczynników dostępności komunikacyjnej 

        
0,0822 0,0943 0,0321 0,0254 0,0733 0,0995 0,1059 0,0262 

        
0,0378 0,0415 0,0637 0,1206 0,0545 0,0485 0,0686 0,0268 

Źródło: opracowanie własne. 

Tabela 3. Odległości pomiędzy województwami wyznaczone według zasady sąsiedztwa 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
1 0 213 391 96 213 298 298 96 391 391 298 213 298 298 96 298 
2 288 0 288 288 114 419 114 288 419 288 114 288 288 114 114 288 
3 359 256 0 479 256 256 128 359 128 128 359 256 128 256 359 479 
4 135 231 451 0 231 451 327 231 451 451 231 327 327 327 135 135 
5 263 99 263 263 0 263 99 99 263 263 263 99 99 263 99 263 
6 305 305 185 447 185 0 185 185 85 305 447 85 85 305 305 447 
7 366 139 139 366 139 256 0 256 256 139 256 256 139 139 256 366 
8 89 234 351 234 89 234 234 0 351 351 351 89 234 351 89 351 
9 497 348 96 497 245 96 245 348 0 245 497 245 96 348 348 497 
10 483 298 142 483 298 398 142 398 298 0 298 398 298 142 398 398 
11 359 153 426 359 359 515 359 359 515 359 0 426 426 153 153 153 
12 227 227 227 355 96 96 227 96 227 355 355 0 96 355 227 355 
13 387 252 82 387 82 82 82 252 82 252 387 82 0 252 252 387 
14 373 144 273 373 273 373 144 373 373 144 144 373 273 0 273 273 
15 160 160 394 160 160 394 277 160 394 394 160 277 277 277 0 160 
16 305 305 593 174 305 593 483 305 593 483 174 483 483 305 174 0 

Źródło: opracowanie własne. 
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W pierwszej kolejności dane zostały poddane unitaryzacji, następnie przedsta-
wione w postaci ciągłej (wykorzystano bazę Fouriera). Oszacowane wektory prze-
mnożono przez wagi. Dla analizy globalnej był to wektor wag wyznaczony na pod-
stawie współczynników dostępności komunikacyjnej (tab. 2), dla analiz lokalnych 
wektor wag bazujący na odległościach ustalonych według zasady sąsiedztwa (tab. 4).  

Tabela 4. Wagi  związane z województwami małopolskim i wielkopolskim 

Województwo małopolskie 
P  

 
        

0,3196 0,3196 0,6572 0,0863 0,6572 1,0000 0,6572 0,6572 
        

0,9152 0,3196 0,0863 0,9152 0,9152 0,3196 0,3196 0,0863 
Województwo wielkopolskie 

        
0,7069 0,7069 0,1220 0,7069 0,7069 0,1220 0,3536 0,7069 

        
0,1220 0,1220 0,7069 0,3536 0,3536 0,3536 1,0000 0,7069 

Źródło: opracowanie własne. 

Wyniki prezentowane są na płaszczyźnie dwóch pierwszych funkcjonalnych 
składowych głównych. Na punktach reprezentujących poszczególne województwa 
rozpięty został dendryt oraz dokonano jego podziału, zaznaczając linią przerywaną 
krawędzie dłuższe od wartości krytycznej [Krzyśko i in. 2016, Sekcja 4]. Ze wzglę-
dów technicznych prezentowane są cztery z nich: analiza globalna, analiza globalna 
ważona dostępnością komunikacyjną oraz dwie analizy lokalne, odpowiednio z Ma-
łopolską i Wielkopolską jako punktami centralnymi. 

Na rysunku 1 widoczne są 2 skupienia jednoelementowe, izolowane: wojewódz-
two mazowieckie i województwo małopolskie. Pozostałych 14 województw tworzy 
jedno skupienie. W tym skupieniu najbliżej województwa małopolskiego położone 
są województwa dolnośląskie oraz lubelskie. Podobna sytuacja ma miejsce dla anali-
zy globalnej ważonej dostępnością komunikacyjną (rys. 2). Najbliżej województwa 
małopolskiego położone są województwa lubelskie i dolnośląskie. Jeżeli za punkt 
odniesienia przyjmiemy województwo małopolskie (rys. 3), to nadal mamy 2 sku-
pienia izolowane: województwo mazowieckie i województwo małopolskie, a pozo-
stałe województwa tworzą jedno skupienie. Wśród nich najbliżej województwa ma-
łopolskiego położone jest województwo dolnośląskie. Jeżeli natomiast za punkt od-
niesienia przyjmiemy województwo wielkopolskie (rys. 4), to województwo mazo-
wieckie stanowi skupienie izolowane. Na przeciwstawnym krańcu położone jest 
drugie skupienie izolowane – województwo lubuskie. Pozostałe województwa two-
rzą jedno skupienie. Najbliżej województwa mazowieckiego położone są wojewódz-
twa dolnośląskie, małopolskie i wielkopolskie. 
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Rys. 1. Analiza globalna klasyczna 

Źródło: opracowanie własne. 

 

Rys. 2. Analiza globalna ważona dostępnością komunikacyjną 

Źródło: opracowanie własne. 
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Rys. 3. Analiza lokalna (punkt odniesienia – województwo małopolskie) 

Źródło: opracowanie własne. 

 

Rys. 4. Analiza lokalna (punkt odniesienia – województwo wielkopolskie) 

Źródło: opracowanie własne. 
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5. Podsumowanie 

Przywołane na wstępie pracy modele: analiza składowych głównych dla danych 
geograficznie ważonych oraz analiza składowych głównych dla danych funkcjonal-
nych, samodzielnie stanowią rozwinięcie dotychczas stosowanych metod statystycz-
nych. 

Połączenie ich w jednym prezentowanym modelu jest kolejnym krokiem umoż-
liwiającym analizę danych w bardziej kompleksowy sposób, uwzględniający trzy 
wymiary, tj. cechowy (wiele zmiennych), czasowy oraz przestrzenny (dane ważone). 
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