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Streszezenie: W pracach [Gorecki i in. 2014; 2016] przedstawiono konstrukcje sktadowych
glownych dla wielowymiarowych danych zmiennych w czasie (wielowymiarowych danych
funkcjonalnych). W pracach [Harris i in. 2011] oraz [Lu i in. 2014] podano konstrukcje
skladowych gtéwnych dla wielowymiarowych danych przestrzennych. Sa to sktadowe
glowne lokalne, geograficznie wazone. W pracy tej przedstawiona jest konstrukcja sktado-
wych gtéwnych dla wielowymiarowych danych czasowo-przestrzennych, taczaca wyniki
przywotanych prac.

Stowa kluczowe: skladowe gtowne, dane czasowo-przestrzenne.

Summary: In Goérecki et. al [2014; 2016] the structure of principal components for multi-
dimensional data variables over time (multivariate functional data) are presented. Harris et.
al [2011] and Lu et. al [2014] provide the construction of principal components for multivar-
iate spatial data. These are the local principal components, geographically weighted. This
paper presents the construction of principal components for multivariate temporal-spatial da-
ta, combining the results of the mentioned papers.

Keywords: principal components, temporal-spatial data.

1. Wstep

Inspiracjg do powstania tego artykulu byly dwie prace [Harris i in. 2011] oraz [Lu
i in. 2014]. Prace te dotyczg analizy skladowych glownych w przypadku obserwacji
wektorowych w ustalonym momencie czasu. Standardowa analiz¢ sktadowych
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glownych autorzy nazywajg analiza globalng. Obok analizy globalnej wprowadzili
pojecie analizy lokalnej. Zaktadaja, ze znane sg wspotrzedne geograficzne miejsca
obserwacji wartosci p-cechowego wektora losowego. Dla kazdego z n miejsc obser-
wacji wykonywana jest oddzielnie lokalna analiza sktadowych glownych polegajaca
na tym, ze zamiast klasycznej macierzy kowariancji budowana jest wazona macierz
kowariancji. Wagami sg warto$ci pewnych funkcji odleglto$ci miedzy obserwowa-
nymi miejscami.

Wyniki uzyskane przez wspomnianych autoréw zostang uogoélnione na przypa-
dek wielowymiarowych obserwacji dokonywanych w pewnym przedziale czaso-
wym, tj. na przypadek wielowymiarowych danych funkcjonalnych. Globalna analiza
sktadowych gtownych dla takich danych zostala opisana w pracach [Gorecki i in.
2014; 2016].

Autorzy niniejszej pracy uwazaja, ze globalna oraz lokalne analizy skfadowych
glownych nie s spdjne, poniewaz w analizie lokalnej dane s3 wazone, natomiast nie
sg wazone dane w analizie globalnej. Stad proponujemy, by rowniez w analizie glo-
balnej stosowac procedur¢ wazenia. W pracy wagi wyznaczane sg na bazie wspol-
czynnikow dostegpnosci komunikacyjnej [Gorniak 2015].

2. Analiza globalna

Zalézmy, ze obserwujemy p-Wymiarowy proces stochastyczny
X = (X1, Xa,...,X,)" Dalej zatézmy, ze E(X) = 01 X € L5(I), gdzie L5(1)jest
przestrzenig Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem na przedziale f z iloczynem
skalarnym postaci:

< U,V >= / u'(t)v(#)dt.
I

Ponadto zat6zmy, ze k-ta sktadowa procesu X moze by¢ reprezentowana przez
skonczong liczbe funkcji bazowych { ¢z, }:

By,
Xk(t) - chf,¢b(i), tcl, k=12 ...p,
b=0

gdzie ¢,y sa zmiennymi losowymi takimi, ze E(cy,) = 0, Var(cp,) < oc.

Niech c = ((.’1()., (.‘151, iy (’,‘p{), CPB;J)”
ety 0 ... 0
0 St ... 0
@(1) = w2t 1)
0 0 ... gt

gdzie oy (1) = (po(t), i (D) k = 1, ... p.
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Uzywajac notacji macierzowej, proces X ma nastepujaca reprezentacje:

X(t)=®(t)e. t € I, E(e) =0, Var(e) = X..

Globalna analiza sktadowych gléwnych bazuje na macierzy 33.. W praktyce ma-
cierz ta nie jest znana. Mozemy ja oszacowac na podstawie r; niezaleznych realizacji
Ti.x9....,2, procesu losowego X.

Zaloézmy, ze n niezaleznych realizacji x;, zo, . . ., z,, moze by¢ przedstawionych
w postaci x;(t) = ®(+)é;, gdzie &(t) dane jest wzorem (1) oraz ze wektory g,
1 =1,2,...,n 3 scentrowane.

Oznaczmy C = (é1,€2,....6,) Wtedy ¥, = f—ICa'Cl

Niech 41 > 42 > --- > 4, beda niezerowymi warto$ciami wlasnymi macierzy

~

Y.ad.do, ..., d; odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi, gdzie s = rank (X, ).

Wowczas k-ta funkcjonalna sktadowa gltéwna procesu X ma postac
Up =< thg, X >,
gdzie funkcje wagowe 4, dane sg wzorem
Gp(t) =®(B)dy, k=1,...,5

Wspotrzedne rzutu i-tej realizacji g; procesu X na kierunek wyznaczony przez
k-ta funkcjonalng sktadowa gtéwna sa rowne:
Uﬁg =< U, Ly >= &;ét.
dlai =1,2,....mk=1,2...,s

W szczegdlnosci wspotrzedne rzutu i-tej realizacji g; procesu X na plaszczyzng
wyznaczong przez dwie pierwsze funkcjonalne sktadowe glowne sa rowne:

(d,e;.dyes). i =1.2,....n.

Jezeli kazdy z wektorow ¢, pomnozymy przez odpowiedniag wage wyznaczong
na postawie wspolczynnikow dostgpnosci komunikacyjnej i dalej postapimy tak, jak
poprzednio, to otrzymamy wazone globalne sktadowe gtowne.

Wspotczynnik dostgpnosci komunikacyjnej d; przeksztalcamy w wagi w; wedhug
WZOru:

4
- . =1,...,. Ti.
Z ;:’}_: 1 d" 3 r] ¥ ?

LUI =

3. Lokalna analiza skladowych glownych

Niech € = (é1,é,,...,¢,) bedzie macierzg danych. Ustalmy miejsce obserwacji,
powiedzmy k. Niech dy.; bedzie odlegloscig migdzy A-tym oraz jtym miejscem ob-
serwacji, j = 1,2 7.

PR
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Odleglo$¢ dy; ustalamy wedlug nastepujacej zasady sasiedztwa. Niech d;, bedzie
promieniem okreggu, ktorego srodek znajduje si¢ w k-tym wyrdéznionym punkcie (np.
w mies$cie wojewodzkim). Promien ¢, zmienia si¢ w zaleznos$ci od tego — czy obok-
legte obszary (np. wojewodztwa) sasiaduja bezposrednio, posrednio przez jedna
krawedz, posrednio przez dwie krawedzie itd., z obszarem, na ktorym lezy wyr6z-
niony punkt k. Oznacza to, ze wszystkie punkty j, lezace na powierzchni kota o pro-
mieniu d;, beda posiadaly t¢ samg odleglo$¢ dy,; od wyrdznionego punktu k.

Odleglo$c¢ . ; przeksztalcamy w wagg ;. ; zZwigzang z k-tym miejscem obserwa-
cji, wedlug wzoru:

Wi = exp(—)\kdij), A > 0,
Przyjmujemy
1
1 n 2 )
(?171 j=ldk‘j)

Wektory &; mnozymy przez ,/wy;, a nastgpnie centrujemy. Przez C_';; oznaczmy
macierz zlozong z otrzymanych wektorow. Wowczas estymator macierzy kowar-
iancji dla miejsca k ma postac:

Ap =

. 1 ;1. .
S = ~C10% = ~OW &,
T Tt
gdzie W, = diag(wpr, wps, ..., wpnh k= 1,2, 0.

Dla kazdego miejsca k macierz 3, jest podstawa konstrukcji lokalnych sktado-
wych giéwnych. Jezeli wagi wy,; zastapimy wagami wyznaczonymi na podstawie
wspotczynnikéw dostgpnosci komunikacyjnej poszczegdlnych miejsc obserwacji, to
otrzymamy jedno rozwigzanie globalne wazone.

4. Przyklad

Badanie obejmowato 15 lat (2002-2016) oraz 7 zmiennych charakteryzujacych stan
szkolnictwa wyzszego na poziomie wojewodztw. Uwzglednione cechy to:
e X1 - liczba uczelni,
o X2 —liczba studentow,
o X3 —liczba absolwentow,
o X4 —liczba nauczycieli akademickich,
o X5 —liczba nauczycieli akademickich z tytutem profesora,
e X6 — liczba studentow studiow podyplomowych,
o X7 - liczba studentow studiow doktoranckich.
Dane pochodzg z Banku Danych Lokalnych i dotycza » = 16 polskich woje-
wodztw. W tabeli 3 oraz na rysunkach wojewodztwom przypisano oznaczenia jak w
tab. 1.
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Tabela 1. Wspotczynniki dostgpnosci komunikacyjnej

1 | Dolnoslaskie 285 | 9 | Podkarpackie 131
2 | Kujawsko-pomorskie 327 | 10 | Podlaskie 144
3 | Lubelskie 108 | 11 | Pomorskie 221
4 | Lubuskie 88 | 12 | Slaskie 418
5 | Lodzkie 254 | 13 | Swictokrzyskie 189
6 | Matopolskie 345 | 14 | Warminsko-mazurskie 168
7 | Mazowieckie 367 | 15 | Wielkopolskie 238
8 | Opolskie 91 16 | Zachodniopomorskie 93

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie [Gérniak 2015].

Tabela 2. Wagi ' ; wyznaczone na podstawie wspolczynnikoéw dostgpnosci komunikacyjnej

N i

Uy

Uiy

uin U

wy

Uy

0,0822 0,0943

0,0321

0,0254

0,0733 0,0995

0,1059

0,0262

g U0

w1

U2

U3 U4

uny

Uie

0,0378 0,0415

0,0637

0,1206

0,0545 0,0485

0,0686

0,0268

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 3. Odleglo$ci pomigdzy wojewddztwami wyznaczone wedhug zasady sasiedztwa

1 2 3

4

5

6

7

8 9 (10 | 11 | 12

13

14 | 15

16

0 |213]391

96

213

298

298

96 | 391391298213

298

298 | 96

298

288 0 |288

288

114

419

114

288 419|288 | 114 | 288

288

114|114

288

3591256 | 0

479

256

256

128

359|128 | 128 | 359 | 256

128

256 | 359

479

135|231 | 451

0

231

451

327

231 | 451|451 | 231 | 327

327

327|135

135

263 | 99 | 263

263

263

99

99 263263263 99

99

263 | 99

263

305|305 | 185

447

185

0

185

185 | 85 | 305|447 | 85

85

305 | 305

447

366 | 139 | 139

366

139

256

0

256 | 256 | 139 | 256 | 256

139

139|256

366

89 | 234|351

234

89

234

234

0 |351(351(351| 89

234

351 &9

351

O |0 | I ||| |[W | ND]|—

497 | 348 | 96

497

245

96

245

348 | 0 |245|497 | 245

96

348 | 348

497

—_
(=}

4831298 | 142

483

298

398

142

3981298 | 0 |298]|398

298

142 | 398

398

—_
—_

359|153 | 426

359

359

515

359

359 |515(359| 0 |426

426

153|153

153

—_
[\

227|227 | 227

355

96

96

227

96 |227|355|355| 0

96

355227

355

—_
w

387|252 82

387

82

82

82

252 | 82 | 252|387 82

252252

387

—_
S

373|144 | 273

373

273

373

144

3731373 | 144 | 144 | 373

273

0 |273

273

—_
(9]

160 | 160 | 394

160

160

394

277

160 | 394 | 394 | 160 | 277

277

2771 0

160

16

305|305 | 593

174

305

593

483

305|593 (483 | 174|483

483

305|174

Zrédto: opracowanie wiasne.
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W pierwszej kolejnosci dane zostaly poddane unitaryzacji, nastgpnie przedsta-
wione w postaci ciaglej (wykorzystano bazg Fouriera). Oszacowane wektory prze-
mnozono przez wagi. Dla analizy globalnej byt to wektor wag wyznaczony na pod-
stawie wspotczynnikow dostgpnosci komunikacyjnej (tab. 2), dla analiz lokalnych
wektor wag bazujacy na odleglo$ciach ustalonych wedlug zasady sasiedztwa (tab. 4).

Tabela 4. Wagi 13, ; zwigzane z wojewodztwami matopolskim i wielkopolskim

Wojewddztwo matopolskie

Hh U Uly (1%} Uy e uy Uy
0,3196 0,3196 0,6572 0,0863 0,6572 1,0000 0,6572 0,6572
Wag U0 U1 N9 UMy U4 Uy ue

0,9152 0,3196 0,0863 0,9152 0,9152 0,3196 0,3196 0,0863
Wojewddztwo wielkopolskie

k251 U Uy U4 U Ulg Ury Uy
0,7069 0,7069 0,1220 0,7069 0,7069 0,1220 0,3536 0,7069
Uq U U U9 g U4 uny UNg

0,1220 0,1220 0,7069 0,3536 0,3536 0,3536 1,0000 0,7069

Zrédto: opracowanie wiasne.

Wyniki prezentowane sg na plaszczyznie dwoch pierwszych funkcjonalnych
sktadowych glownych. Na punktach reprezentujacych poszczegdlne wojewodztwa
rozpiety zostal dendryt oraz dokonano jego podziatu, zaznaczajac linig przerywang
krawedzie dluzsze od wartosci krytycznej [Krzysko i in. 2016, Sekcja 4]. Ze wzgle-
dow technicznych prezentowane sg cztery z nich: analiza globalna, analiza globalna
wazona dostepnoscig komunikacyjng oraz dwie analizy lokalne, odpowiednio z Ma-
fopolska 1 Wielkopolska jako punktami centralnymi.

Na rysunku 1 widoczne sa 2 skupienia jednoelementowe, izolowane: wojewodz-
two mazowieckie 1 wojewodztwo matopolskie. Pozostatych 14 wojewddztw tworzy
jedno skupienie. W tym skupieniu najblizej wojewodztwa matopolskiego potozone
sg wojewodztwa dolnoslaskie oraz lubelskie. Podobna sytuacja ma miejsce dla anali-
zy globalnej wazonej dostepnoscia komunikacyjng (rys. 2). Najblizej wojewodztwa
malopolskiego potozone sa wojewodztwa lubelskie i dolnoslaskie. Jezeli za punkt
odniesienia przyjmiemy wojewodztwo matopolskie (rys. 3), to nadal mamy 2 sku-
pienia izolowane: wojewddztwo mazowieckie i wojewodztwo matopolskie, a pozo-
state wojewddztwa tworza jedno skupienie. Wsérod nich najblizej wojewddztwa ma-
fopolskiego potozone jest wojewddztwo dolnoslaskie. Jezeli natomiast za punkt od-
niesienia przyjmiemy wojewodztwo wielkopolskie (rys. 4), to wojewodztwo mazo-
wieckie stanowi skupienie izolowane. Na przeciwstawnym krancu potozone jest
drugie skupienie izolowane — wojewddztwo lubuskie. Pozostate wojewodztwa two-
rz3 jedno skupienie. Najblizej wojewddztwa mazowieckiego potozone sa wojewodz-
twa dolnoslaskie, matopolskie i wielkopolskie.
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Rys. 1. Analiza globalna klasyczna

Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Rys. 2. Analiza globalna wazona dostgpnoscia komunikacyjna

Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Rys. 3. Analiza lokalna (punkt odniesienia — wojewodztwo matopolskie)

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 4. Analiza lokalna (punkt odniesienia — wojewddztwo wielkopolskie)

Zrédto: opracowanie wiasne.
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5. Podsumowanie

Przywolane na wstepie pracy modele: analiza sktadowych gtownych dla danych
geograficznie wazonych oraz analiza skladowych gtownych dla danych funkcjonal-
nych, samodzielnie stanowig rozwinigcie dotychczas stosowanych metod statystycz-
nych.

Polaczenie ich w jednym prezentowanym modelu jest kolejnym krokiem umoz-
liwiajagcym analiz¢ danych w bardziej kompleksowy sposob, uwzgledniajacy trzy
wymiary, tj. cechowy (wiele zmiennych), czasowy oraz przestrzenny (dane wazone).
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