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PREFAZIONE

Scopo di quest’opera ¢ quello di raccogliere e coordinare
i risultati oftenufi in recenti studi di geometria differenziale:
risultati che da soli costituiscono un nuovo ampio capitolo di
dottrine geometriche dedicato alla ricerca delle proprietd dif-
ferenziali invarianti per collineazioni, La grande ampiezza di
queste ricerche, e il vasto sviluppo da esse ricevuto negli
ultimi anni ha dato al libro una mole tale da consigliare alla
Casa Editrice Nicola Zanichelli, cosl benemerita degli studii
matematici italiani, di dividere I’opera in due volumi. L’ indice
dard una chiara idea degli argomenti trattati.

La redazione & dovuta alla collaborazione del due autori;
per i risultati che sembrano nuovi si troverd sovente, anche
soltanto con la iniziale F oppure 6, indicato a quale dei due
spetti la priorita.

Gli Autori infine esprimono qui tutta la loro riconoscenza
sia alla Casa Zanichelli, sia agli illustri Colleghi che hanno

voluto redigere notevolissime appendici per il loro trattato.






INTRODUZIONE

§ 1. - Coordinate, versi, orientazioni.

A) COoordinate di punto, piano, retta.

Siano @, y, z, ¢ coordinate omogenee di punto, &, 7, ¢, *
coordinate omogenee di piano, Indicheremo un punto o un piano
con la sola sua prima coordinata x o & Dati # punti a,, 2y ..., @,
con (#y, @,.., x,) oppure piu semplicemente con (x; #y... )
indicheremo sia la matrice

Ty Moo Ly

1 Ya- Yn
(1)

% R Zn

AR S

che ¢ massimi suoi minori. Notazioni analoghe varranno per n
piani §. Per n==4 tale matrice si riduce a un determinante. Per
n-=3 con (¥, @y, ay) indichiamo quindi non solo la matrice delle
Ty Yiy iy b, (1=1,2,3) ma anche i suoi minori del terzo
ordine; e per evitare equivoei di segno, determiniamo senz’altro
di - considerare i complementi algebrici di w,, y,, 2z, t; in
(¢, @g, @, x,). Per n=2, con (2, x,) indichiamo non solo la
matrice delle a;, ¥, %, ¢, (!=1,2), ma anche i suoi minori

* del secondo ordine; e per evitare equivoci, porremo :

(2) ; =0, p;=—pj
Pya== (21 Yo — % 9) =—Pay; Pra= (@2 — 2p2) =—pg);
€0C. 5 Pau=(% lg—2t)) = —py3.,
Fomni o Eron, Lexioni di Geomelria proietlivo-differenviale. A



2 INTRODUZIONE (§ 1, 4]

Le p,, sono le coordinate di Pliicker della retta congiun-
gente i punti @; ed w,.
Dualmente, se &, & sono due piani, porremo :

T=0, Tg=—mg = (M — &) Tas=—"Ty=
= (&M —EM)3eeres M= — M= (5% — i)

Le =&, sono le coordinate di Pliicker della retta intersezione
dei piani &, &. Ora, se i piani §, & contengono i punti @, 2y,
le due rette precedenti coincidono; ed & ben noto che le coordi-
nate dei precedenti punti e piani (determinate al solito a meno
di un fattore, perchd si tratta di coordinate omogenee) si possono
scegliere in guisa che sia proprio:

Pro="Tg4y Ppa=Ty9y Pra=—Tag—"—Ta4q,

Ts="Pag) Pra=Tpa) Pra=T14.

(3)
Queste uguaglianze saranno indicate simbolicamente con

(4) (@1, @) = (&, &)

Se invece i punti @, @y, @, @ giacciono su una stessa
retta, la
() (21, wg) = (1, )
indica che:

@) Yp— p Yy =X Yo — B Yy €CC, Zyla—Zly =2l —2nl,
ossia, definendo le »’ in modo analogo alle p, che: p,,=p;,. Si
noti il differente significato che, per definizione, hanno le (4), (5),
dovato al fatto che in (5) figurano in entrambi i membri coordi-

nate @, « di punto e in (4) coordinate x di punto in un membro,
coordinate &€ di piano nell’ altro, Cosl le:

{5)th (eia 52) =(Eis 5;)

hanno un significato analogo a (5), indicano ciod che B ==t

e e e F—
T N

R S e .
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Talvolta le sei coordinate di una retta, anzichd essere con-

traddistinte da indici, sono indicate con lettere differenti; e si
pone :

Pe=1l, pa=m, py=n, py =p, Pag =) Pu=rT.

Anche una retta sard indicata, enunciandone una sola coor-
dinata; e noi diremo sovente la retta p anzich® dire la retta di
coordinate p,, oppure p, ¢, r, I, m, n.

B) I simboli 5, 2.

Con una espressione del tipo Sa* (oppure S, oppure S¢e)
indichiamo una somma, i cui addendi si ottengono dal primo,
rotando le coordinate di punto o di piano. Cosl p. es.

() Sad=aff iR B, SO =@ -0,
Sfe=¢x+-ny-+Lz-|rt, ecc.

Invece con espressioni del tipo Xa}, Y&, ecc. indichiamo
somme i cui addendi si ottengono dal primo, facendo variare
I”indice 4. Cosi p. es. se abbiamo 3 punti » o 8 piani §
(i =1,2,38), poniamo :

(7) Sai=af +aj4-of, B8 84848,
D& =8 a4 & 2 Ly, ecc.
Talvolta incontreremo anche espressioni del tipo
SEa; =1 Sa}

e analoghe; il loro significato ¢ chiaro senz’ altro, cosl p. es. noi
porremo :

®) SSat= X (al it 2+ 1), ece

se si trafta di 3 punti z,,
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Significato analogo ha la scrittura Spp’, quando p e P
giano le coordinate di due rette. Se la prima congiunge i punti
@y, @, la seconda i punti @, @,, cosl che

p= (2, @), P == (2, @),
81 porra :
(9)  Spp'= pua P + P Dla - Prs Pia 4 Pas Pl P1a Vs + P Pra =
= (pl' 49 1+ m--qm' -rn’ 41" n).
(10) = (v @y @ @)
In particolare

Sp? =2 (p1aPas—t PrsPug—+ PraPys) =2 (Pl - gm —-rn).

Cosicchd, com’® ben noto: Condizione necessaria e sufficiente af-
fimehé p, q, v, 1 m, n, siano coordinate di unw retla @ che Sp2=10;
affinché p e p siano due retle incidenti & che Spp’ =0,

Se p 0 la retta individuata dai punti @;, @, e p" la retta
intersezione dei piani & e § cosi che

p=(% @), p==(6&) (*),
allora:

S&w Sy
SEx Sz ;

A1) =8 (5, a) (& ,ei}=|

(*) Questa seconda uguaglianza indica che:
]

v

?‘)‘im'rl:'”.—_.‘(tl't.'——'rlc,), v 71'..:“'..2'(51“%""51710-
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(1) Orientazioni di una refta.

Diremo punto analitico una quaterna di valori reali non tutti
nulli delle w, y, z, ¢t determinati a meno di un fattore positivo.
Le quaterne w, y,2,t ¢ —x, —y, —2, —1, pure individuando
uno stesso punto geometrico, si considereranno pertanto come
definenti due punti analitici distinti; in modo simile definiremo i
piani analitici.

Due punti aenalitici @, ed =z, determinano un wverso sulla
retta che li congiunge; il verso in cui si muove il punto

Ay -y per poi A

crescente; cosi due piani analitici & e & determinano nel loro
fascio il verso in cui ruota il piano A&, - p*E2 per LA crescente.
Siano dati 4 punfi analitici

@y, Xy, Xy, &, tali che (@) a5 2y ) >0.

Considereremo associati il verso per p:h crescente in cui si
muove il punto A @y - @y, ¢ quello in cui ruota il piano che
dai punti x,, x, proietta la punteggiata A wy-{-pa,. Al variare
dei punti @y, @ in guisa che sia sempre ‘wz; @, ay a,) >0, co-
gicchd in particolare i punti w; non diventano mai complanari, io
dico che mon cambia U associazione dei versi sulla punteggiata
@y, @ ¢ sul fascio dei piani passanti per essa. Cido si pud dimo-
strare direttamente, o con considerazioni di continuitd, oppure
anche trasformando la precedente definizione in modo da renderla
indipendente da ay,2,. Siano §,, § due piani passanti per @, x,
e sia (& &) = (x; a,). Sard:

8 (&) &) (v ) = 8 (2 @) (¥ @)
ciod :

S NG

SEnwﬂ Seam‘ ‘:(xlm,a:am‘)>0.
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Il piano p &, --6¢&, passa per A ay--pa, se:

0==8(p& +66) (hag+ pa,) = phSE ay-}-
P86 e M6 2+ .68 2,

ossia ;

%Selxﬁl"ge]%

B
p

L8tz 86,

In virti della precedente disuguaglianza fT eresce con E—, cio
che avviene anche se le (§ &) differiscono per un fattore positivo
dalle (2; 2,). Quindi:

Se i piani &, & passano per i punti X, ed Xy, se (& &) dif-
feriscono per un fattore positivo dalle (x; X,), allora sono associati
i versi per i\ crescente nella punleggiola WX, - px, ¢ nel fascio
A +pby, e sono pure tra loro associali 1+ wversi per pi ) de-
crescente.

Si noti che questa associazione, se é dato il tehaedro fonda-
menlale, dipende esclusivamente dalla retta (e non dal modo come
su essa sono stati scelti i punti @ od i piani §). Cido & evidente
8¢ ai punti @,, @, sostitniamo altri dwne punti #;, %, in guisa
che (z,, ¥,) differiscano per un fattore positivo da (2y, 23). Ma
anche se cambiamo i segni, il modo d’associazione non varia.
Infatti p. es. cambiando @, in — @;, oppure @, in — @, , oppure
@y con @y, si dovra fare una operazione analoga sulle § affinchd
(65 &) © (g wy) differiscano per un fattore positivo. K la pre-
cedente associazione di versi resta inalterata.

Tale associazione di versi si dird 1’ orientazione proiettiva
della retta; essa dipende soltanto, data la retta, dal sistema di
coordinate, ciod dal tetraedro di riferimento,

Dalla definizione segue immediatamente che, se sono dati
4 punti @y, @y, @y, x, tali che (@ @y @, ) >0, ossia, s sono
date due rette p e p' [essendo p = (@ @), p' = (wg,) | tali che
Spp’ =0, allora il verso per p:A crescente sulla punteggiata
Aoy - pacy, & quello associato al verso in cui ruota il piano che
dalla stessa retta p proietta Ay pa,, quando p: ) cresce.
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D) Orientazione di un fascio.

Sia dato un elemento analitico (2, §) ciod un punto analitico
@ e un piano analitico & che si appartengono, cosi che si abbia
S @& = 0. Scegliamo in £ altri due punti analitici @, 2; in guisa
tale che & e (v, wy ) differiscano per un fattore positivo; e per
@ facciamo passare due piani &, & in guisa che altrettanto avvenga
per @ e (& 6&,&). Allora x ed [(w,xy, 2;), &, &] differiranno per un
fattore positivo. 11 primo minore di questa matrice, ciod il comple--
mento algebrico di % nel determinante

[Cxy @y, w5), & &, X

& il prodotto della matrice (x, @, @) per la matrice

T | M
& M G T
& Ta Ls T

cambiato di segno, ciod, poichd S§& = S§& x==0, vale
— a8 (g @) Ea ) = — 2 (Sg €y S 2y s — 5 2y & 8 23 6).
Poichd deve differire da @ per un fattore positivo, 1’ espressione
S (g wy) (6 &) = Sap &Syl — Sy S w §

sard negative. B quindi, poiche il piano pé& -} 6§ € incidente al
punto A @, -} p.ay quando

0= 8 (p& + 6&) Oy + p) =
6
=ph{Stmy+ 1 St @ect - Stz +_‘f§sea;ca),

f ) .
ne segue che — & decrescente per g—\ crescente © viceversa.
P
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Il verso di p.: h crescente sulla punteggiala Ky |- w2y che
coincide col verso per 6: p decrescente nel fascio pé, --6&, (segalo
con £) si diranno il verso positivo nel fascio di vertice x e piano &,

Mentre, dato il tetraedro di riferimento, una retta individua
la sua orientazione proiettiva, non basta dare un fascio per indivi—
duarne il suo wverso positivo. Questo infatti si conserva cambiando
contemporancamente di seqgno x e &, ma si inverte cambiando di se-
gno le sole x o le sole & Questo verso invertito si pud anche con-
siderare come il verso del fascio (§ @) indicato enunciando prima
le coordinate del piano analitico & poi quelle del punto analitico @.

E) Aleune identita di matriei.

() e 2y), () 203 ,) ] == () @) (@) W3 25 0,)
(12) (@) @y @0), (0 @05 ), (2, @y 0) | == 0, () @y 0y 0, )?

(2, g @), () g ), (@) Dy 2), (29, Xy, 0) | = (00, @y 057 ).

§ 2 - Collineazioni.
A) Preliminari,

Una collineazione ¢ definita da formole del tipo:
[ T =an@+ e Y~ Gy % = gt
Y=y &~ Oy Y | gy % - Gyl
(1)

K=y ¥ - ap Y -} 0gx2 -} ayl

b= ag & = Gy + a2 - ayt
a cui corrisponde sui piani la:

(1) bis E—_-“n_g “+ gy 7] - ay ':_—I‘ “u;
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o analoghe o anche, se 4,, o il complemento algebrico di a,, nel
determinante 4 = | a, |, diviso per lo stesso 4 :

(l)m E:A115+A12H+A13C+AHT-

Il determinante A, differente da zero per collineazioni non degeneri,
si dira il modulo della collineazione. F identicamente :

(2) Stw = Stw
La (1) si pud rigunardare come prodotio delle :

- —_ Oy Qg Qg Qyy
C=pW) B=—B Y+ ¥+ ¢

e Yl e YA
o analoghe, ove .

p=y4.

La prima si dird una collineazione moltiplicativa di fattore p e geo-
metricamente equivale alla trasformazione identica; la seconda si
dird wnimodulare perchd ha il modulo 1. Questa decomposizione,
che nel campo complesso & sempre possibile, & invece nel campo
reale possibile soltanto se 4™ 0. Nel campo reale cioé ogni colli-
neazione @ modulo positivo é ancora scomponibile nel prodotto di
una collineaz. moltiplicativa e di una unimodulare, ‘Invece ogni
collineazione a modulo negativo é prodotio di una collineaz. a modulo
positivo e di una particolare collineaz. a modulo negativo (p. es. della
T==— 2,7 = Y, X =2, =1). Quelle a modulo positivo conservano
il segno dei determinanti (@, @, aya,) e percid la legge di orientazio-
ne delle relte: quelle a modulo negativo (0 di seconda specie) inver-
tono tlale legge di orientazione,

Noi, per studiare gli invarianti proiettivi, cercheremo dap-
prima gli invarianti per le collineazioni unimodulari, che diremo
invarianti  wnimodulari. Dedurremo poi da questi gli invarianti
proiettivi per collineazioni a modulo positivo, normando le coor-
dinate degli enti studiati (punti, rette o piani) ciod fissando in
qualche modo il fattore di proporzionalita delle loro coordinate
omogenee,
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B) Collineazioni nello spazio rigato,

Una collineaz. moltiplicativa di fattore =+ p individua eviden-
temente una trasformazione moltiplicativa di fattore p? sulle
coordinate di retta; e viceversa una collineaz. unimodulare sulle
@ equivale ad una collineazione ancora unimodulare sulle coordi-
nate di retta che trasforma in sd la forma quadratica

Spr=2(lp-fmq-+4nr),
e quindi anche la forma bilineare
Spp' =lp' 4Vp+4mqg-++mqg 4-n'r-- .

Viceversa sia data una collineazione unimodulare sulle p che
trasformi in sd stessa tali forme, Hssa porterd due rette incidenti
p, p in due rette incidenti P, p’ e percid portera un fascio di
rette in un fascio di rette, una stella di rette in un’ altra stella
_oppure in un piano rigato. Io dico che il secondo caso & da
escludere. Infatti in tal caso, o variando con continuita la trasform.
comsiderata, o moltiplicandola per una collineazione unimodulare,
possiamo supporre che alla nostra trasform. sulle p corrisponda
nello spazio la reciprocita

E=aw, 7 =byl=czrt=4dt
eon a, b, ¢, d costanti, cosicchd la nostra trasformazione sarebbe
1_712 = E‘.ﬂ o= M)’Pm-_n;lu = };¢2 = dbpig;.e.... E?f:u = ?_JI?, = cdpy
che ¢ a modulo negativo.

Una collineazione a modulo negativo & prodotto di una col-
lineazione a modulo positivo per la collineazione,

E:-w,ﬂ:y,izz,tn‘-t.
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Questa individua sulle coordinate di retta una trasf. lineare intera
omog. a modulo — 1, che cambia di segno la forma Sp®.

Una reciprocita & prodotto di una collineazione € per la
reciprocita '

E::x’ﬁzy"f:z,'r—::!,

alla quale sulle p corrisponde la

Pie = Puy Pra = Pagy 6CCy Py = Prp

che 6 una trasform. di modulo negativo, che trasforma in s¢ la
forma Sp?. In conclusione :

Le trasform. sulle p unimodulari che trasformano Sp* in s
sono tulte e sole quelle che corrispondono a collineazioni unimodulari,
quelle @ modulo — 1 che cambiano di segno Sp* corrispondono alle
collincazioni di modulo — 1 ; quelle a modulo — 1 che trasformano
Sp* in 8¢, e quelle wnimodulari che cambiano Sp* di segno sono
tutle e sole quelle che corrispondono ad wna correlazione,

§ 3 - Contatto di curve e superficie.

A) Contatto di curve.

Due carve €, O siano definite dando le coordinate non omo-
genee x, y, # ed &, ¥, &, dei loro punti in funzione di due pa-
rametri w, w. (Si suppone ciod ¢ == 1, ¢=1). Se hanno comune
un punto 4, ivi sara @ - &, Qui e nel seguito si intenderanno
sempre sottintese le uguaglianze analoghe per y e per z. Se ivi
si foccano sara:

(1) == phes 8§ W,

ove 6 0 un conveniente fattore, Il contatto sard tripunto (di se-
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condo ordine) se ¥
dby dy d*z __ &%
da* dx’ do? do®

ossia se i rapporti

You By — Yy muue Zuuw Ly — Zy Ty

@, @,

non mutano in A, sostituendo alle @, y, 2, » le @, ¥, %, %; in
altre parole se esiste un’ altra costante t tale che:

(2) @y = 6 T35+ © Z; (e analoghe in y, 2),

La (1) si pud enunciare dicendo che si pud sulla €' sce-
gliere un nuovo parametro u’, tale che in A sia

b _ 9%

4 du
¥ Pl 7 (Basta che sia 6 = —— nel punto 4 )

o

La (2) si pud enunciare dicendo che con conveniente scelta di
tale parametro nel punto A4 si ha:
i, e

%ﬂr -%hf— (4 =1, 2) (Basterd che in A4 sia anche © = %:ﬁ-
Risultati analoghi valgono per contatti di ordine superiore' Se fin
dal principio era w = u, veniva determinata tra i punti delle due
curve una corrispondenza, quando fossero considerati come omolo-
ghi punti individuati dallo stesso valore di w. In tal caso, se nella
(1) & 6=1, o nella (2) & =1, ©=0, diremo che il contatto & ana-
litico, o anche che le due curve hanno in 4 comuni due o tre
punti infinitamente yicini, omologhi I’ uno dell’ altro nella corri-
spondenza citata.

B) Contatto di superficie.

Siano 8, 8 due superficie, i cui punti @, y, z ed Z, y, ¥
sono rispettivamente fanzioni dei parametri w, v, e dei parametri
%, 7, Quando mai le superficie hanno un contatto di ordine r in
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un punto comune A4 di coordinate a, b, ¢? B necessario e suffi-
ciente che, sviluppando z—c¢ in serie di potenze di @ —a, y—¥b,
oppure ¥ — ¢ in serie di potenze di & -—a, ¥ — b, si abbiano due
sviluppi aventi a comune tutti i coefficienti fino a quelli dei termi-
ni di grado = inclusi, ossia che, assumendo a nuovi parametri wu,, v,
sul’ una le @ —a, y—0b, ¢ sull’altra le & —a, y — b, siano
identici i differenziali di @, y, z e quelli di @, 7, % fino a quelli
di ordine » inclusi, E questa proprietd si conserva per una tra-
stormazione w, = @ (ug, v5), ¥; == ¢ (g, vy) dei parametri. Noi po-
fremo servircene in guisa da rendere iy = u, v, = v; allora w, ?
risulteranno funzioni delle w, ». Quindi: Condizione necessaria ed
evidentemente anche sufficiente affinché le superficie S, S si locchino
di ordine v in un punto comune A é che st possano sostituire alle
w, © tali funzioni delle w, v che nel punlo considerato i differenziali
delle @, y, z e quelli delle @, §, % coincidano fino a quelli di or—
dine r inclusi. Indicando ciod con o, B, 7, ece. i valori nel punto
A di convenienti derivate di queste funzioni, dovra essere: (F).

(3) T =, x, =0 T; +[3£E;1 Z‘"ZTE;—{-'O\:_L:;
(a8 —Br%0) (per r==1)
e inoltre, per r=2
( :c”-:;:)\":E;,—|—p.ﬁ?;-|—a’?n‘,—,-;+2a53£;;-|—ﬁ2:?;,—,
(4) ¢ 2uo=VTa+nT; +ayTas 4 (234-B1) Tas RO a5
Zyo=p0z f0zy +11 8554270055 +8°T5 5
(oltre alle analoghe in y, 2)
Il contatto si dird analitico, se w=u, v=7, a=0=1,

B=q=A=p=yv=p=y=0=0 Otfteniamo un caso parti-
colare di contatto del secondo ordine supponendo che :

(D) =T w,—oTg=ax,—0T;=10
o che A
(6) Ry y—0 ¥n 5, By—odzs, ®,,— 82233

siano combinaziont lineart di wx,, @,
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C) Contatto di superficie in corrispondenza biunivoca.

Supponiamo ora u=w% , v=7, e quindi i punti di S, S
in corrispondenza biunivoea, Quando mai avverrd che curve omo-
loghe di 8, S, uscenti dal punto comune 4 hanno un contatto di
ordine »?

Per r=1 dovra essere nel punto A identicamente in d u,
dv, in virtl della (1) :

x,du+ 2, dv=>=06 (Z;du-|T; dv) ossia per (3)
o @5 +pwy =80; (%5 0%;=07%;.

Ora, escludendo senz’altro i punti singolari, le Z; non pos-
sono essere proporzionali alle Ty . B percid sard :

(7) b=a=8; P=y9v=0 (per r = 1).

Per r = 2, oltre alle (7) dovra essere inoltre nel punto 4 iden-
ticamente, comunque siano scelte le funzioni w= wu (f).v=0 () di
un nuovo parametro f:

v

d? x

L dx i
T 1 =52?§+t-d_t (cfr. le (2)),

ove 6 ha il valore precedente, e ¢ pud anche dipendere dai valori
nel punto 4 delle «', »', «”, »”, Questa equazione, scritta per
disteso, diventa :

2 ' w0 2 w20, 0V -2, , 0=
(Mo { =6 (Bt + 2,7 + 2o & 2422, @' T F2,,72) 4
+ @’ +T00),
Sostituendovi i valori (4) e identificando i due membri si

trova 6% = 6 e percid 6 = 1, perchd® non pud essere &= 0, da
cui seguirebbe x, = x, = 0, mentre noi abbiamo escluso i punti
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singolari; e inoltre che t & indipendente da u”, »"” ed @& lineare
in ', »". Cosicchd in fine si trova: (F)

(8) dae=d7 de=d*T+2 (ldu—+mdv)dx
08sia :

x"=T; ‘ruu _Tuu.—l*zziu
(8) bis Ly v :?’Euv_,—(zmu-l_mi?u) ¥ =7

Alle (8) potremmo giungere direttamente, anche senza invocare
le (4). Infatti, derivando (7),, rispetto »” o v”, si deduce tosto
che 6 =1 e che = 0 funzione delle sole u’, v'; la (7), dimostra
poi che t & lineare omogenea in ', ',

Le (8) ui, sono un caso particolare delle (5) e (6).

. . s x
Se ora ritorniamo a coordinate omogenee, ponendo T

=--|c,-_e

2z
i
al posto di @, y, z, le (3) e (4) diventano del tipo:

2=1rz z, =1 (aT, + BT, 4 IT)
x, =r({ T, + 8T, + mT)
Tuw=1rATz + pT5+ a*Tpg + 2afags +
—i—BﬁE;;ﬂ-ﬂ-E), ece.

(3) bis
(4) vis

a le (8)y, diventano :

%, =pT x,=p®,+ax) w,=p,+ ba)
| D= p[Buw+ 21T, + p7]
®) e Buo = 0 [Fue + 1T0+ m Ty + 7]

oo = p[Tes +2Mm T, 4 r T

Il contatto & analitico se I = a, m = b, Si nofi invece che il éon-
tatto del prim’ordine subordinato al contatto (8) , del 2° ordine
¢ sempre analitico.
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§ 4. = Osservazioni varie.
A) Curve razionali di terzo grado.

Sia ¢ (2, y) un polinomio omogeneo di 2° grado in due va-
riabili @, y con discriminante diverso da zero; ¢ sia un polinomio
analogo di 3" grado,

Interpretiamo le

(]) =2, m=yp, L =14

come coordinate omogenee di punto in un piano w. Tale punto al
variare delle «, » (che noi considereremo come coordinate omo-
genee di punto su una retta ») descrive una cubica € razionale,
in corrispondenza biunivoca coi punti di tale retta r.

L’ equazione di ¢ &

(2) C@(&,T:)ZLP(EJD

Se ne deduce, che, com’era evidente, il punto § == % = 0
& doppio per €, che ha ivi per tangenti le due rette definite dalla
e, ) = 0.

Alle intersezioni, di € con una rettn A§ - p 7 - v{=0
del suo piano, ciod alle terne di punti di € allineati corrisponde
su r una schiera lineare w? di terne di punti: la schiera defi-
nita da:

@) hedppol, n+vd@, =0 (& p,v = cost)

Se ¢ (v, y) = kay, le § = 0,71 = 0 sono le tangenti alla ¢
nel punto doppio; e, se

ol . 2 £ 2 3
b =ayyy 2% 4 Bay1p ¥®y + Ba,,, ¢ Y* - gy ¥

allora

g
Gl 5 (@119 &+a1g927m) =0
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¢ la retta congiungente i tre flessi della ¢, ai quali pertanto cor-
risponde su 7 la terna dei punti definita dalla @y, 2% 4 ay 4, 4* = 0.
Osserviamo che questa terna @ 1" unica delle terne (3) la quale sia
apolare o coniugala ‘alla ®, ciot abbia wun Hessiano proporzionale
alla o (2, y). Danque: Vi sono tre terne (3) di punti tra di loro
coincidenti (quelle corrispondenti alle tre tangenti di flesso della
curva ('); @ tre punli cosi delerminati (corrispondenti ai flessi di €)
appartengono ad una medesima lerna (3) e precisamente a quella
delle terne (3) che ¢ apolare o coniugala alle . In generale, se
@ (€, y)==ayy @ 420y, Ty - ayy Y cOn A =ty yy —aiy F 0,
ese A, @il complemento algebrico di a,,in A, diviso pe: A, la terna
byyy @ = 8by1o @y~ 8bygg @ y* 4 bye 4P =0 & apolme alla ¢
se valgono le equaziont

P Ay by = }IA,., bns =0

Se la ¢ & essa stessa apolare alla ¢, se ciod ¥ A,, a,,, =0

per ¢ == 1,2, allora la retta dei flessi & senz’altro la retta { = 0.
Se invece cosi non ¢, la retta dei flessi @ AE - pn v =0,
ove i rapporti A: w: v sono determinati dalla condizione che il
“primo membro di (3) sia apolare alla ®.

» B) Varietd di terzo grado.

Sia ¢ una forma di 2° grado di » variabili @y, @y, ..., 2,
¢=2Xa,,2,

col determinante A =|a,,| %0, e sia ¢ una forma di 3" grado
nelle medesime variabili, Sia # lo spazio ad 2 — 1 dimensioni,
in cui le @ sono coordinate omogenee; e sia « uno spazio ad n
dimensioni in cui siano ‘coordinate omogenee & , &, ..., &, G
Poniamo :

e1=x1?1 52 = By Py veny b =0 9, E=
Allora, al varviare delle @, il punto §, { descriverd una va-

vietd V,_,ad »n— 1 dimensioni di ferzo grado avente per equa-
zione :

(4) C?(Elsﬁeao--:au)z'{’(elm&'}.a"'1E-a}°

Funint o Ceen, Lexioni di Geomelria proiettivo-differenxiale. ]
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Fssa @ razionale, e in corrispondenza biunivoca coi punti di ». Il
punto & =& =...=§, =0 & un punto doppio; la

Py ooy &) =0

& lequazione del cono tangente in questo punto, Alle sezioni iper-
piane di questa varietd corrisponde su r un sistema lineare di va-
rietd, e precisamente il sistema lineare :

(5) ‘P(“’J: DR xn)§'lixi+!L¢(xla LRI xn) =0
(he 4 = cost.)

Tra di esse chigmeremo principale quella, univocamente determi-
nata, che & coniugala od apolare alla ¢ ; e ricordo che una forma
cubica £b,,, x, x, x, si dice apolare alla p, se valgono le n con-
dizioni

(6) FE‘A.“(J,.” 5= par 8= 1820 5 )

ove con A,, indichiamo, al solito, il complemento algebrico di a,,
in A, diviso per A, Se ¢ = YXw,,, @, z,, allora, poich¢

(7) @ (@yyeeny ) EN T = %}J(J&,a], + A\a,. + Na,,) 2,2,
la (4) & apolare alla ¢, se:

0= ;L}‘l' Ay Gicg'e T %— L Ap Nides = Aty < 3
ossia, se:

2
(8) 0‘=I-" 2 Araarﬂ+ %llﬂ

le quali equazioni determinano i rapporti Ay : Ayt ... At p

(') La retta principale del Togliatti.

Si deve al Togliatti la seguente generalizzazione a curve pil
generali della retta dei flessi di una cubica. Supponiamo di nuovo
n=2, &, =2a, & — Y, la ¢ un polinomio omogenco di grado m
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nelle x;, la ¢ un polinomio omogeneo di grado m - 1. Il punto

E=axp, 1=yp, =4

(ove, come sopra, &, 7, £ sono coordinate omogenee in un piano
w) genera, al variare di @ : y una curva razionale di grado m - 1
di equazione

CoCym)=4¢E,n)

che ha nel punto &= v = 0 un punto =", in cui ha m tangenti
definite dall’ equazione

e(&, M =0.

Eyse oG, M) =21 Py 0.0 Du, Ve p; & un polinomio omo-
geneo di primo grado nelle &, v, allora tali tangenti sono le rette
P, = 0. Supponiamo che sia possibile determinare m costanti X, in
guisa che

"P LA };‘l‘ 'Pim-H

sia divisibile per o, ossia sia uguale al prodotto ¢ P, ove P &
un polinomio omogeneo , & + pyn di primo grado nelle &, 7.
Lia retta {==p, &+ pym si dird la retta principale (di Togliatti)
della curva, Se p. es. p=rkay e

$==a1901 2% + 3119 Py A+ By ¥ + 990 Y

allora

=8, Pa=1, \ =0a111, Ay =Gy,

= e Bayy9® + Bag9,y
S 7 :

Ii la retta pr-inc-i;}mlc si riduece alla precedente retta dei flessi.

D) Una ulteriore generalizzazione.

Possiamo col Fubini ulteriormente estendere la definizione del
Togliatti ; supponiamo che delle m tangenti p, == 0 due abbiano
un ufficio ben distinto dalle altre ; e senz'altro scegliamole come
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assi £ =0, n=20. La nostra curva avri per equazione

EnCyEym=14(,n

ove y o di grado m — 2 nelle &, 7. Supponiamo le costanti A, , A,
tali che ¢ — Ay £+ — ), ™+ sia divisibile per £7, ossia sia
uguale al prodotto &7 Q, ove Q & un polinomio omogeneo di grado
m—1 nelle &, 7. Allora la curva 2L —Q(§, %) =0 si dird la
curva principale definita dalla curva data e dalle due tangenti con-
siderate; e anche per questa potremo, come sopra, definire una
relta principale.

Oss. La definiz. data in ) si pud esporre cosi: La curva
) —Cw=0 e le curve (degeneri) p,"*' = 0 definiscono un si-
stema lineare di o™ curve, in cui generalmente vi & una sola
curva che si scompone nelle  tangenti complessivamente di equa-
zione @ = 0, e in una retta residua = P, che si dird la retta
principale. '

La definiz. data in D) si pud enunciare cosi: Nel sistema
lineare di o? curve determinato dalla curva data e dalle &"*' = 0,
7"t =0 esiste generalmente una sola curva che si spezza in que-
ste tangenti §71 = 0, e in una curva ulteriore ¥ { = Q, la curva
principale.

Ulteriori e non difficili generalizzazioni ei sono inutili.

E) La divigione covariante.

Se ¢ =Xa,, 2.2, ¢ una forma quadratica binaria con di-
scriminante A 40, e ¢ & una forma nelle stesse variabili »,, x,
di grado m > 1, noi potremo in un solo modo decomporre ¢ in
una somma ¢, + ©, ove ¢, & apolare alla ¢ (*) e % & di grado

m
(*) Una forma F =2Zb 4, 4, .. @iy Big.... Bi, di m 4mo grade
; .

SA PR
nelle @ ; dicesi apolare alla ¢ se per ogni sistema di valori perle ,,%,,..., im
vale la:
B A ta by iy =0
byt
Questa proprietd & inlrinseca, cioé @ invariunte rispetto a una trasform.
lingare omogenea eseguita sulle w. .
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m—2. Se m — 2> 1, potremo di nubvo operare nello stesso
modo nella ¥ decomponendola nella somma di una forma y, apo-
lare alla » e di un prodotto 8¢, ove 6 & di grado m — 4. K cosi
via. Se p. es. ¢ = 26,9 ¥ ¥y, © $ =L by, ¥, ¥, ,, si ha:

® = (@' + byopg %) + —2‘5‘1‘2‘ (4by399 @ - 6byygp 0y - 4bgosyy®),

di cui il primo termine & apolare alla g, il secondo divisibile per ¢.
Applicando di nuovo lo stesso procedimento si trova

'y 3 2
= (Og11n @ 4 bygas #d) + ® (i”!_l_l_a_"“_a‘t?_'fa_u_l. Ef_) %
12

a8
g (‘?2 @Ef; bllaa)

Questa decomposizione si pud generalizzare anche a forme qua-
dratiche in pit di 2 variabili w.
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Carrroro 1. \

LA TEORIA DELLE CURVE (%.

§ 5 - La teoria delle curve in geometria euclidea.

A) Gli invarianti fondamentali.

Di solito in geometria cuclidea una curva ¢ si definisce dando
le coordinate x, y, z cartesiane ortogonali di un suo punto in fun-
zione di un parametro £, Curve uguali possono avere rappresenta-
zioni distinte dovute sia alla loro diversa posizione nello spazio,
sia alla diversa scelta del parametro ¢. Nello studio dell’ intorno
di un particolare punto O della curva cid si pud evitare, come o
noto, nel modo seguente: si assumano come assi delle @, y, 2 la
tangente, la normule principale, la binormale in O, e si dieno le
y, z come funzioni della @, Siccome il piano osculatore z = 0 ha
con €' in O un contatto fripunto, e la tangente y=2z=10 un
contatto bipunto, varrano delle formole

(1) Y=gt 5 = bat -0,
dove i termini trascurati sono (per @ == 0) di ordine superiore

(risp. di ordine superiore al secondo e terzo ordine). Questo al-
meno nel caso che valgano alcune condizioni di continuita, deri-

(*) Questo Capitolo si pud leggere man mano, soltanto allora che i suoi
risultati saranno invoeati nei Cap. successivi,
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vabilita ecc., che supporremo senz’ altro soddisfatte. Il triedro x, o, 2
sopra definito dicesi il triedro principale relativo al punto O: fin
qui si ¢ determinata la posizione, non 1’ orientazione dei suoi assi.

I valori delle @, b sono qhantith invarianti in quanto che, se
" & una carva uguale a ¢, nel punto O° omologo di O restano
per essa analogamente definiti due sviluppi y =a'a®+..., 2z =
=b'a’..., dove & proprio a'=a, b'=b; cid che prova essere i
valori delle @, b invarianti per movimenti. Si noti perd che 1’ in-
determinazione nella orientazione degli assi porta con s una inde-
terminazione di segno per le @, b, (cosicch® il nome di invarianti
dovrebbe essere riservato alle «®, 6%). Questa indeterminazione si
pud togliere con qualche convenzione supplementare : se p. es, a$0,
si pud sull’ asse delle y scegliere una direzione . positiva tale che
a0 (ciod che in un piccolo intorno di O la curva giaccia nel
semispazio y=0), e fissare, se b {0, il segno di b imponendo al
triedro principale di essere congruo al triedro coordinato iniziale.
Si noti ancora che i valori delle @, b dipendono dall’ unitd di mi-
sura delle lunghezze. Vedremo ben presto che dare i valori delle

a, b in O equivale a dare in O la curvatura —:)— e la torsione -%

Le simmetrie e, pii generalmente, i movimenti di 2* specie
cambiano, nelle precedenti convenzioni, il segno della b,

Ul
B) Equazioni intrinseche di una curva.

Per definire completamente una curva si dovrebbero dare i
valori delle a, b per ogni punto della curva, p. es. dare le a, b
come funzioni del parametro t. Per scegliere in modo invariante
questo parametro ¢, lo si pone uguale all’ arco s definito dalla

(2) ds? = da® | dy? |- d2?

in modo intrinseco (ciod indipendente dal parametro t) e invariante
(per movimenti). Riguarderemo non essenziale 1’ indeterminazione
di & dovuta all’ arbitraria scelta dell’ origine, da cui si contano gli
archi s, e all’ arbitrarietd del segno di ds, ciod del verso, in cui
8 8i suppone crescente. Quest’ ultima si potrebbe togliere, studiando



[§ b, B] CAPITOLO PRIMO 25

5 1 3 Joyiet
le curve dotate di wverso. Date la curvatura — e la torsione = in
p

T
funzione di s, detti a, B, v i coseni direttori della tangente
volta nel verso dell’arco crescente, &, 1, ¢ quelli della normale prin-
cipale e A, i, v quelli della binormale, valgono le formole di Frenet

WL S AL S ST
(3) ¥y = O Ol == P—, &s = F-ﬂ;l_‘,l‘ _’T :

(e analoghe in y, B, m, 1 © 2, 7, & V)

Le coordinate rispetto al triedro principale in O sono caratte-
terizzate dai valori iniziali delle (z,a,&N), (#,8,71,1) e (21, V)
che sono rispettivamente (0,1, 0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), Si trova-
cosi, a meno d’ infinitesimi d’ ordine superiore

1 &

1 1
v=oogat ot ¥ =gtk (G) 5t

2p

e v A

dove con p, T sono indicati i valori di p, T nel punto 0. Ne segue :

1 jige
5 = a L — S ——— 3 DI
(‘)) ?/ 2 p & + y &= GPT x +
e : : g (e slion)
Quindi le @, b della (1) sono determinate dai valori di PR\
J
nel punto O e viceversa, Una curva ¢ determinata (a meno di mo-

L

vimenti) dai valori di ;—, T dati in funzione di s. Quanto ai segni

rinvio a quanto si ¢ detto piu sopra. Eliminando a, & A dalle equa-
zioni di Frenet si trova un' equazione del quarto ordine, a cui sod-
disfano le @, y, z come funzioni di s. I coefficienti di tale equazione

§ ¢ 3 YA B ol
dipendono esclusivamente dagli invarianti f_ o © loro derivate,
¢l
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C') Nuova deduzione degli invarianti fondamentali.

Come da? 4-dy*-}-dz® & un invariante per movimenti, cosi
sono pure invarianti per movimenti le somme

@+ @ y)? 4 (@2? (m=1)

che hanno il grave inconveniente di dipendere da differenziali di

un ordine n, che pud superare 1. Evidentemente invece dipendono

dal solo differenziale primo le seguenti forme invarianti intrinseche
(di significato indipendente dal parametro t)

dx 'dy dz ]

de dy dz #

(6) ; ; d*x d*y d*z |

dtw dly. dPz

B By Pz
le quali valgono rispettivamente :
(6) i b
p* et
(come si deduce dalle formole Wi Frenet). La considerazione di

esse equivale alla considerazione di

v

]

i i

2 B . X ;

Tissato che }—/;"‘_‘{]' (per il che basta fissare, come abbiamo
4

visto, in modo opportuno il verso positivo della normale principale),

il segno di 0y resta fissato, se si vuole che il triedro principale

sia congruo al triedro coordinato iniziale.

. : . Aoty 37/
Un movimento di seconda specie cambia il segno di R

§ 6 - Geometria proiettivo-differenziale delle curve.
|
A) Preliminari analitici.

Sia #, = a, du un differenziale; sia o, funzione della w. Porremo:

(1) . G u=d—'F,
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cosicche in particolare, indicando o, con la semplice lettera o.:
2) 8w = du, 3% = d*u - “—a‘: du?, 8u = dddu - -‘;_ du 5%, ece.

Sia B, = b,du" con b, funzione di u, ed » =0 (n intero). Var-
ri la

(3) dB, =db,du") = by dutt 4 nb,du" 8% u,
se & posto:

ab, 0wy
(4) Oafy = d-t—‘--—n?b,‘,

che noi chiameremo derivata covariante di b,
Se p. es. r, 8, t sono interi positivi con r - 2s -} 3¢ = n, &
vale la:

) d[badu (B2u) (*u)] = byps durt (BFu) (B*w)*
+ 7 b, (du) (32 w) (@ w)t + 8 b, dw (32 u) " (8% w)H -
b, dw (82 u)* (2% u) ' 0t w.

In altre parole la sostituzione di 8'w a d'w per i>>1 non
altera le regole formali di derivazione, purchd alla derivata ordinaria
di b, si sostituisca la derivata covariante. Anzi le due regole coin-
cidono se o = cost,

In particolare per una funzione x, = wx della w, posto:

7 d w dx ey
(6) N ==& Ay IR AT S Wy By £ — =2 35 000,

valgono le:

de = xydu; d*x = vy du® 4 2, 8%u;
d*x = agdu® 4 3wydudu + 0% ;
d'v = x, du' 4 65 du® 3*u + 3w, (8%u)* 4
(7 + 4w, dud®u + w, O'u
d'x = wydu® + 102, du® 8*u + 15y du (8%)* -
+ 102gdu® Bu + . . ..
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Si noti che la derivata covariante di ogni potenza di o, é nulla.
In particolare, se Fy = adu® con a = ay = o =0,3, valgono le:

(8) Fy = adu®, dFy = 3a du® 8*u, d*Fy = 3adu®?®u + Gadu(B*u)*.

Se le forme F,, B, hanno significato intrinseco (indipendente
dalla scelta dolla variabile indipendente u), i singoli addendi, in
cui (3) decompone B,, come pure i singoli termini di (5); hanno
tutti significato intrinseco.

B) Applicazione della teoria delle curve.

Siano le coordinate omogenee # di un punto di una curva ¢
date come funzioni continue, derivabili ecc. di un parametro w.
Noi voglianmo caratterizzare ¢ mediante elementi inérinseci (indi-
pendenti da u), ed invarianti (per collineazioni). Comincieremo col
limitarci alle collineazioni wnimodulari. Elementi del tipo voluto
sono i determinanti

9) (v, dz, d?z, d"z) (L SRR A

il cui studio sard ora ricondotto a espressioni dipendenti dai soli
differenziali primi, Questo avviene gia nel caso = 3; se indi-
chiamo con o il suo segno, noi porremo :

(10) Fg? = (adu®)® = w(x, dz, d?z ,d%z) (0 =+ 1),

Sia a che ¥y sono dalla curva C determinati a meno del segno,

I punti per cui Fy= 0 sono i punti a piano osculalore sta-
ziona.io, che noi considereremo come singolari, ed escluderemo
dal nostro studio.

Il caso di Fy identicamente nullo & quello delle curve piane

a
(§ 8). Posto a = a; = Ja, assumeremo o, du = I'; come forma
fondamentale per la definizione dei differenziali 6"« e delle deri-
vate covarianti.
Sostituendo in (9) ai d" @ i valori dati da (7), tali determi-
nanti i decomporranno parecchie espressioni luble intrinseche ed in-
varianti (per collineaz. unimodulari). \
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Il determinante (9) per » =4 non porta a nulla di nuovo.
Infatti per (10) &:

(¢, de, d*x, d'x) = 20 FydFy

Poichd per (8) e per la quarta delle (7):

(,de,d*x,d'z) = (x, %, 2, 2) du’ + 6 (2, 2, 2y, ¥3) du®Slu

20 Fy dFy = 6a® du® 3* w

sioavrd :

(11) (@ %y X9 5 &) = (.
Per » = 5, dalle (7) si deduce:

w(@,dv, iz, dr) = o(z 2, vy ) du® + L‘a?" Fyd*Fy — %(dFs)e.

Il determinante (9) per r = b porla alla considerazione della

nuova  forma o (@ &, ¥, xg) du’., Cosl potremmo continuare per
L 2L R N

(') Le curve come luogo ed inviluppo.

Ma tutto il calcolo assume una forma pil perspicua se noi
consideriamo contemporaneamente le coordinate § del piano oscu-
latore, che noi fisseremo in modo intrinseco con le:

(12) b= (e @ T = (2 2, 7).
0 chiaramente :
(13) 0 = Stx = 8z, = Sz, = 8,2, = S,
(14) Fy = 8¢z = — Sdfd*x = Sd*{dx = — Szd% (*)
come si vede tenendo conto delle Sfx = Sgx; = 0 (¢ = 1, 2), che

(*) Infatti por (10), si ha: Fl=w (2, ¥y, Tuu , d* 2)du® =
= adu® SEd*x = F, SEd*a.



30 LA TEORIA DELLE CURVE (8 6, C]

sono -la definizione delle & e delle equazioni ottenute derivando,
Per tali equazioni il prodotto

(%, de , Bz, d3) (§, dE, d3¢, %)
si trova uguale ad (Fy)'. Per (10) sard dunque :
(10) g4 (§,d8, d°%, d%) = o Fj,
Confrontando ||cou le :
Sed?§ = —Fy, S = Szdé = Swxd*6 =0

si trova la formola duale di (12):
(12) s m=—— (&b, b

Si ha poi :
20FydFy = d(wF}) = (x , dv , d®x , d'x) =
= —as- (¢, @y, g, d'%) = wFy8td'z,

ciot :
Std'z = 2dF,,

Confrontando con le formole ottenute derivando (14), si ha:
(15)  2dFg = Sid'z = — Sxd't = — 28déd*x = 28dwd
(11) s SdPedt = 0

I’ ultima delle quali equivale alla (11).

I determinanti (9) si possono sostituire con le S&d"», che ne
differiscono solo per un fattore ; sostituendo in queste forme alle
d'> i valori (7) e tenendo conto del solo addendo che dipende dai
differenziali primi, si trovano forme del tipo richiesto.

Cosi p. es. si trova:

5 7 \2
(16) - Sed'x = Fy + l?- dF;— — (aFy)"
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R 2
(16) y, Sdadt = — Sdtad®t = F, -+ % &Py — -(f)_ E‘::“)
» H]

ove Iy dipende dav soli differenziali primi. La (16) ,, © un esempio
del come, differenziando (15) ed (11),;,, si possono ottenere tutte
le forme Sd"wd'¢ con r +4 s = b espresse mediante Fy ed Fy,

Cosi tutte le forme Sd"zd€ con r 4 s = 6 si possono espri-
mere mediante una sola forma del prim’ ordine ; il modo pit sem-
plice di scegliere questa & di porre:

(17) Fy = Sdbad

che, come segue facilmente dalle precedenti formole, dipende dai
soli differenziali primi (& di primo ordine e di sesto grado).

Cosl si pud trovare una forma #, del primo ordine e di set-
timo grado, mediante la quale si possono. determinare tutte le
forme

Sdrad's con r 4 8 = 1T.

lo dico che queste forme Fy, Fy, Fy, F, tulle intrinseche ¢ del
primo ordine bastano a delerminare la curva (a meno di collinea-
zioni unimodulari). Notiamo che la Fy ¢ determinala a meno del
segno (cosl come il ds della geom. metrica). Noi lo potremo fissare,
scegliendo un wverso positivo sulla curva, e imponendo ad Fy di
essere positiva in tale verso. Con cid alla curva € sostituiamo la
nozione di curva con verso, di curva orientata,

D) Le equazioni differenziali fondamentali.

Per dimostrare il nostro teorema, scegliamo (in modo intrin-
seco ed invariante per collin, unimod,) un punto X e un piano
E definiti da :

SXe=1, SXdt= SXd% = SXd% =0

(18)
’Ea: = 1 ' SEd:n = S'Eﬁx = SEdaa: = 0.

Differenziando si deduce SEIX = Sd&dX — Sd2tdX = 0. Sara
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pereio :

(19) dX = bz e analogamente dZ = [,

dove i fattori di proporzionalita b, B sono forme differenziali di
primo grado e primo ordine in w, Poich® i punti @, da, d*x, X
non sono complanari, potremo determinare delle quantita @, tali che:

e = ayx + a,dv - a,d?x + a,X

(20)
BE = ab + aydé + 0y @ + agE.

Se ne deduce

Siddx = ay ciod ag = Fy; SdédPs = — a, Fy, ciod ay = -‘;—{"-“—
Sd*tdPa = ay Fg = — Sd3&d®x ;
SBEBr = — ayFy + aydFy —- ay SdxddE = — a, Fy
ossia :
R
3
insieme alle duali:
Cue  ag=—Fyj ag=0ay; a3 =055 ag= ~

Moltiplicando le (20) tra di loro si trova:
Fy = SdPxzd3¢ = 2F, — F® SXE
ossia:

21) )t BN

_F;i .

1

Da (18), (19) e dalle equazioni oftenute differenziando (20)
si ottiene:
bFy = — bSxd¥ = — SdXd% = SXd% =

F, el
= X (& + Bloy + od) = d () — BFy — - aF
3 3
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donde ;

[21) s b+ p= d( e )

Dungue le a, le o, la b+ B sono determinate da Fy, ¥y, Fy;
e sarebbe facile provare che, nota F,, resla delerminata b — B,
ciod b e f3,

PostelF:, = adu? , -{:“— = — Odu®, — kLA = qdu*, b = cdu,
3 Fy
B = ydu, si ha per (21) e
¢ . 0 G
22) e+ =— 7 Bt Fy = adu® , F, = — Oadu®,

Sostituendo in (20), i termini in 2%, & si eliminano, e si
ottengono le equazioni differenziali fondamentali completamente deter-
minate dalle forme precedenti,

23) ’ rg = bx — g, + aXH i{, T
fg=—0—qf—aE & =1t

Se noi cambiamo il paramelro u in guisa che a =1, esse di-
ventano :

" g — O =X, £ 4 gt +0t=—8

(23) bs 3 X' — oX o (c41=-0)

od anche :

c—l—*;:—ﬁ'

28) ; 7" 4 g + (¢ — 0’ — (' + o)z =
T g @ O O+ )

Queste equazioni insieme alla-w(xr @’ «” &) = 1, la quale, se
soddisfatta nel punto iniziale, & soddisfatta dappertutto in virth
delle Stesse (23) ., , determinano le w, ¢ quindi la curva a meno di
una collineaz. unimodulare; e si ricordi, sono esse slesse determinate
da FE! Fbs F{H F‘T'

Dalle (28) ., segue che le @ e le & soddisfano ad equazioni
aggiunie.

Fumnr o Ewen, Lexiond di Geomelria profettivo-differenxiale, 8
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E) Le curve di un complesso lineare,

Tali equazioni coincidono se 6 = 0. Esiste allora una trasform.
lineare intera omogenea a coefficienti costanti che porta le @ nelle
¢, e quindi le dz, d*x, d®x nelle d§, d*§ d*& Poichd 6 =0 ¢
Fo= 0.

E quindi per (11) ., e (17) & Sxt= Sd"zd"§ = 0 per
pr=1, 2, 3. Percid tale trasformazione definisce un sistema
nullo (*), il quale trasforma la curva pensata come luogo di punti
nella curva stessa pensata come inviluppo. Le tangenti alla curva
saranno rette del corrispondente complesso lineare. Vale pure il
teorema reciproco. Dunque la Fy =0 o § = 0 carallerizza le curve
di un complesso lineare,

I') Bignificato del segno di v=--1,

Le rette (z, dx) e (&, d§) coincidono con la retta tangente
in @, Percid (xdw) = x(§dE) con = fattore di proporzionalita. Per
la Sd*xd*t = 0, anche le rette (wdz) e (§d*E) coincidono. Se ne
deduce differenziando che = = cost. Differenziando di nuovo, si
trae :

(dz d*x) = — (zdPz) + » (d§ d*€) + w(€ d®)
donde :
S (dw , d*x) (d§, d*) = — S(z, d®x) (d§ , d%) -

S d%) (&, %) + w9(E, d%) (@& , d%)
ossia, per le identitd dell’ introduzione (§ 1 B)

Sdxdi Sdxd*§

= 2 da-
Sdradé  Sd*x d* (€, d , d%, d%)

F? = noly? ossia % ==,

(*) Infatti, se @ & un punto prestabilito ad arbitrio della curva, ogni
punto P dello spazio avrd coordinate che si possono scrivere nella forma
hae + ka' 4 lz” 4 maz"", e sard trasformato nel piano hE -4 kE" -1 4 mEg™,
' che, per le precedenti identitd, contiene il punto P,
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Ciod vale I’ identita (C)
,

(24) (%, dv) = w(§, df)

Dunque, essendo dato il verso positivo della curva, e quindi
anche il segno di ognuna delle da , d&, ¢ versi di e + pda e di
M -+ pdé danno U orientazione proiettiva della retta tangente conforme
alla nostra convenzione, oppure U orienlazione opposta secondo che
w = 1, oppure v = — 1. Resta cosl intuitivo che le collineazioni
a modulo — 1 cambiano il segno di w. '

({) Le collineazioni a modulo qualsiasi.

Finora ci siamo occupati specialmente delle collineazioni uni-
modulari. E abbiamo scelto il parametro » in modo invariante per
tali collineazioni. Conseguenza di tale scelta & stato che nelle (28) yr
& mancato ogni termine in ™ | &, Questa © una proprietd carat-
toristica del parametro » e delle sue funzioni lineari.

Studiamo ora una qualsiasi trasformazione moltiplicativa
@ = pZ, da cui segue & = p& Sarad:

du' = Fg® = w(w, dz, &z, &) = wp* (% , dT , &*T , d°Z) =
= o' Fy? = p'a® du,

86 @, Fy , wsono i nuovi valori di @, Fy, u. Sard dunque @ = 1,
se il nuovo parametro w soddisfa alla (du: du)® = 1: g (Escludo
che du: du possa essere negativo, perchd w come u deve crescere
nel verso positivo della curva). Noi dunque doyremo per studiare
tutte le collineazioni a modulo positivo (che sono prodotto di una

collineaz. unimodulare per una moltiplicativa) studiarve ancora ef-
fetto di una trasformazione

€= pT; €= pk; uw=wu(u) con (du: du)® = 1:p2; (Fy = )

li facile riconoscere che F,: Fy == 6du® non cambia (che ciod
fdu® = Gdu?), o, con un caleolo un po’ pitt lungo, che non cawm-
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bia neppure Vdu', quando si ponga:

3 3 5 G-k
Vug 4+ — 81~561-—2-(Tq R el M T

E, notiamolo, le 6 = V = 0 caratterizzano le cubiche sghembe. In-
fatti in tal caso, scelto p in guisa che sia nullo il corrispondente |
'valore di ¢, dalle 6 = V =0 segue 6 =c=17=0, e le (23)
provano che x, & sono polinomi di terzo grado nella w.
Possiamo anche studiare 1’effetto di un cambiamento del verso

scelto sulla curva come positivo. Il nuovo valore Fy della forma
cubica fondamentale ©: Fy = — Fy; cosicchd, se Fy = du® ed
- Py=dud, sard du = —du e, come Si pud Supporre, u = — u.
11 nuovo valore della & & dato da:

.E: o, 43, x;":):—-m("cixumuu) = —§,

Cosiechd il nuovo valore della F; e di 6 sono dati da:

Fy = SBEdPr = — Sd¢ddx = — F; E?- = ;9_ ;
8 3
Odu® = Odu®; 6= — b,
Del resto ponendo in (23) ,,, @ =, u = — u, essa diventa:
oSl ) (e
che prova non solo la ® = — 6, ma anche le q s g, ¢=c.

H ) Coordinate normali.

Dunque, se 6 % 0, esiste un werso invariante, che chiameremo
normale, a cui corrisponde un 6 = 0. Potremo poi moltiplicare le
@ per un fattore p in guisa che 6 assuma il valore 1. Infatti, mol-
tiplicando le @ per p, il nuovo valore di 0 soddisfa alla:

Odu® = Odu® con (du:du)® =1:p*
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La 6= 1 determina pertanto p a meno del segno. Restano
dunqgue determinate (a meno di un contemporaneo cambiamento di
segno) le coordinate @, § di punto e piano osculatore: noi le di-
remo coordinate normali. Il valore corrispondente di « si dird
Parco proiettivo della curva. Una collineazione qualunque produce
sulle coordinate normali una trasform. lineare a coeffic. costanti.

Se noi usiamo coordinate normali, 1 corrispondenti valori delle
7, ¢ (0, se si vuole, delle ¢, 1) sono completamente determinati in
funzione di w. I loro walori determinano la curva, e sono percio
nella geom. proiettiva gli analoghi della curvatura e della lorsione
melriea. Ogni altro invariante proiettivo della curva si esprime
mediante essi e le loro derivate.

Se fosse 6 = 0, noi potremmo definire delle coordinate nor-
mali (non un verso normale) imponendo che V == 1, (Restando
escluse le sole curve per cui 6 = V = 0, ciod le cubiche sghembe).
In tal caso basta la conoscenza della sola gq.

Oss. Vi 6 un caso notevole in oui coordinate won omogenee possono as-
sumersi a coordinate normali. Scegliamo un punto su ogni tangente; potremo
fissare il fattore di proporzionaliti delle # in guisa che esso sia il punto da
il piano osculatore della curva da esso descritta ¢ il piano (de, d*z, d*az),

0iod il piano E. Al punto dz nel sistema nullo osculatore (§ 7) corrisponda il
piano dg, che inviluppa una sviluppabile, di cui X & il punto di regresso.
Quando mai avverrd che de descriva una curva piana, e dE inviluppi un cono,
ciod quando mai X o E saranno fissi, ossia X"=E" =07 0id avviene soltanto
S0 =y =0 o quindi anche §"=03; ciod, 0 6=0, e la curva appartiene a
un complesso lineare (nel qual caso evidentemente, se X & fisso, & fisso anche
il pinno & che gli corrisponde nel relativo sistema nullo) oppure 6 = cost. 4 0.
Lo coordinate @, E sono percio normali ; e (poiché ¢ =y =0) per (23) + una
di esse si pud supporre costante, e quindi le altre tre si possono poi consi-
derare come coordinate non omogenee.

§ 7. — Gli elementi geometrici fondamentali.

A) Bistema nullo osculatore.

—_—

Siano 7, @, @, & ece. le coordinate di punto e piano oscu-
latore e le loro derivate calcolate in un punio generico O della
curva. Le coordinate @, & di un punto o di un piano qualsiasi
dello spazio potranno scriversi nella forma :

(1) @ =1% + mT + 0@ + pT", & = M+ p& + v 4 wf",
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La reciprocita definita nello spazio dalle
(2) A=l, n=m,V=n,s=0p

non dipende dal parametro w, rispetto a cui si deriva, e non varia
neanche se molfiplichiamo le #, e quindi anche (secondo le con-
venzioni del § 6, €) le & per un medesimo fattore p. Supposto per
semplicitd @ = 1, si frova (indicando con ¢, 0 il valore di ¢, 6 nel
punto 0): '

8§ = hp — Iz + mv — ap. + g(nrw — vp) — Opn
cion
(8) Swf =1L+ mM + nN + pP = — (AA 4 pM + vN + =ll)
ove
(4) (L=—m, M=y, N=—p+gr, P=)\—q — bz,
| A=—p, M=n, N=—m+qp, Il =1— gn-+ Op.

Lo l,m,n, ped L, M, N, P sono coordinate di punto

o piano nel tetraedro D che ha per vertici i punti #, z', 2", #""";

le A, p,v,me A, M, N, Il sono coordinate di piano e punto

nel tetraedro A che ha per faccie i piani &, &, &', . La reci-
: procitd (2) si pud definire con le:

@ue L=—p, M=n, N=—m+qp, P=1—qn—0bp,
e A=—a, M=y, N=—p+gn, Il =\—qv+ On

Tenuti fissi i tetraedri 2, A, e il valore di ¢, queste corre-
lazioni descrivono, al variare di 6, un fascio di correlazioniy i
punti che appartengono al piano corrigspondente sono i punti per
cui Bp* = 0, cioé i punti del piano oseulatore p = 0, @ cui corri-
spondono gli stessi piani in tulte le corvelazioni del [ascio. Questo
fascio di correlazioni © individuato dalla correlazione degenere
L=M=N:==0, P=p e dal sisteme nullo definito dalle

(5] L=—p M=n, N=—m+qp, P=1l—qn,
oppure :
(5) s A:_'_“!szmN":"'I"‘l"?ﬂa“"'=}~—QV:

;
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oppure :

(D) tar P=im, n=y, m=jil=A\—0r

Ksso sard chiamato il sistema nullo osculatore, di cui vedremo ben
presto il significato geometrico. :

B) 1l tetraedro principale,

Voglhiamo definive én modo inirinseco un tetraedro tnvariante per col-
lineaxioni e correlaxdont, che nella attuale teoria compia I' ufficio che il trie-
dro principale compie nella geometria metrica. Scelto ad libitum e = =1 (e
non indicando pit con indici derivate covarianti), poniamo :

3 1 1 e
::yl+ qul 4= ('""_2_ U+Tﬁ-‘1)lyl

() m=s (y. iR 7-70 qy.)
n=y,
P =8y,

O8I

Y=~ ._.i_ qn -+ ( _lz ] . ‘J")i"

10 40
7
(6) bin Yu== t(m ~ 15" ¢ P)
Ya=n
Y, =¢p.

11 piano E==AE + WE 4+ vE" 4 wE" ha nel tetraedro D per (4) 1’ oqua-
zione :

— a4 vm+ (g — A4 (A —gv —m)p =0
che potremo serivere nella forma :

Nt 4+ Nt + 0 +0y=0

ove sia posto :

U -— BT
== .
LAt
1 kgL =
{0 T = g em — o
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ossia
AR e 1y
Y=""
! 7
{7) bis = — g(’q. -}— .1_.6 rﬂ]l)

3 & 3¢s
1:71.4"1-607].——2—9711— o ™

che si ottengono da (6) sostituendo alle :
bym,n,p,y,, Yoo Yay Yoo —1H
le: Ay By ¥y Ty Ny — Mgy Myy — My — 0

Le (7) si possono considerare percid come le formole duali delle (6). E la
simmetria delle formole apparird piti chiara, se si pone:

(8) C.Zm,C.='—'&n¥.='ﬂn§.=—‘ﬂ.-

Chiameremo fetraedro prineipale T in O quello in cui le ¥ ed 4 (0 ©)
definite da (6), (7), (8) sono coordinate di punto e piano; e lo assumeremo
a tetraedro di riferimento.

Consideriamo-le coordinate y di un punto delln curva posto nell’ intorno
di un suo punto O. Supporremo naturalmente, come abbiamo visto sempro
possibile, @=1, 6 =1 (opp. 0 =0). Le y soddisferanno alle (23) (sr del §6 D;
i loro valori iniziali in O e quelli delle loro derivate saranno date da (6),
appena si conoscano i valori in Ordelle I, m , n, p o loro derivate, Ora i
valori di &, 07, V", m, m”, " n, 0 0", p, 9, P in O sono
wulli, quelli di Z, =", #”, p valgono 1. Potremo cosi trarre gli sviluppi
in serie delle y. K si trova:

e D F )
+(l_‘;"0__"::%01_2(fq T‘%ﬁ *g—-%—q';)u'+...
® | Yhis=u— %%""%"'4‘ L%‘i"'];‘g—; g
y'=_f!..’~ 7 + Qq ut —'“‘('? — 39" + o)t -},
\ yﬁ!='%:— ‘30 '+—--7~2~3-2—u‘+‘..

Scambiando 6 in — 6 si hanno gli sviluppi delle € definite da (9),
L interpretaxione geometrica di questo letraedro T st avra dall’ esame
dei seguenti elementi geometricl fondamentali.
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() Altri elementi geometrici.

Punto 0. Hsso & ora definito dalle y,=y,=y,=0, o, in coordinate
di piano, dalla %, =0, oppure {,=0.

Piano oseulatore in O, B il piano L,=1{¢,=1{,=0 ossia (come luogo
dei punti) g, =0,

Retta tangente in O, B la rotta y, =y, =0 ossia §,={,=0.

Cono quadrico osculatore in 0. L’ unico cono quadrico col vertice in
O che ha con la curva C in O contatto di sesto ordine (tale cioé che sosti-
tuendo (9) nella sua equazione siano nulli tutti i coefficienti di w* pern << 6)

@ il cono :

{10) le' ‘“35’-3}.:0 ossia Ca=3Ca' _HCIC1=0
(]l primo membro di (10) vale 15(‘;45—‘3 w ...

Conica (inviluppo) osculatrice in O. B 1'ente duale del precedente.
(10) is 2, — 38,6, =0 ossia ¥, = 3y,! — 8By, y,=0.

Fascio osculatore di cubiche (sghembe). Una cubica sghemba posta sul
cono osculatore & intersezione di questo e di un cono quadrico che ha il ver-
tice P p. os. sulla generatrice y, =y,=0 del precedente, ¢ che ha quindi
un’ equazione omogenea di 2° grado in y,, ¥, ky, + ky, se ky, + ki, =0
0 un piano passante per /°. Notando che

0 Vv
i —'gylylz g 'E"}' %— W U iy
(L)
T Sre— %u‘ + termini in w4 ....,
81 riconosce che soltanto le intersezioni del cono osculatore con uno dei coni

Y — 20y, + 2hy,y, =0 (h = cost.)

hanno in O contatto pentapunto con la curva data. Le cubiche cosi ottenute
hanno per equaxioni parametriche in coordinate di punto o di piane oseu-
latore :

(12) jﬁ# :% = 3!" =) (w parametro)
ot = Ys 5 ¥
(12) 1is B Noncll,) TS, ORI, | Sear SR
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che se ne deducono mulando le y in €. Hsse definiscono tulle lo stesso si-
stema nullo : il sistema nullo oseulatore y ==,

f
Ponendo 2&:-:-%- si ha una cubica che per (11) ha in O con € un contatto

G punto: la (prima) eubica oseulatrice. Ponendo 2h = —-eﬁi si ha la (secon-

da) eubica osculatrice che ha in O con C 6 piani oseulatori consecutivi co-
muni. Per k=0 si ha ln eubica armonica, luogo dei coniugati armonici di
O rispetto ai punti ove lo precedenti cubiche incontrano le generatrici. Queste
cubiche coineidono solo se 0 =10, ciod se la curva data C appartiene a un
complesso lineare. Come i loro punti giacciono (in ogni caso) sul cono qua-
drico oseulatore, cosi © loro piani osculatori inviluppano la conica oseu~
latrice.

Punto di Halphen (primo). I coni quadrici passanti per una cubica del
fascio osculatore hanno per equazione

(18)  2a(2y,"—3y,y.) + b(y.' — 24,9, + 2hy.y) + Q{3 —BhY—yay) = 0
(13) nis (@b — ¢* =0) (@, b, e=ucost,)

Il vertice del cono & quello, a cui corrisponde il parametro
(14) w=2a'e=20:0

Se h=¢eb: 10, la cubica considerata ¢ la prima osculatrice; il cono cor-
rispondente alle b==e¢=0 @& il cono quadrico osculatore ed ha percido in
0 con €' un contatto 7— punto. Se 640 vi & tra i (13) un altro cono che
in O ha con C un contatto 7 — punto, Infatti il primo membro di (13), per
“lo (9), ha, se 10 h=eb, uno sviluppo

sle

by :
G0 TR

Il cono (18) avrd con ¢ in O un contatto 7-— punto non solo per
b=0=0, ma anche per 2¢: b=12e0V: 3, che di luogo ad un cono, il oui
vertice & il punto

‘ 2 _
() p=s ke P, = T g=aV, y,=],

che non coincide con O se B4 0, ¢ che diremo il primo punto di Halphen.
Ksso & U unico punto della prima cubica osculatrice, da cui questa & proiel-
tata secondo un cono quadrico avente in O un conlatto 7 punto con lo
curva data C. Il piano, che da esso proietta la tangente in O, ¢ @l piano
principale di Halphen, luwogo dei punti da ewi la prima eubica oseulatrice
é proietiata secondo un econo (cubico) avente in O wun contatto T— punto
eon C,
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Il piano osculatore alla prima cubica osculatrice -nel punfo trovato si
potra dire il (primo) piano di Halphen. Dualmente troveremo sulla seconda
oubica osculatrice un (secondo) piano di Halphen, che la oscula in un punto
che chiameremo il (secondo) punto di Halphen.

Se 0=0 il (primo) punto di Halphen coincide con 0O, ecc.

Punto di Sannia (primo) é il punto comune alle 20 * quadriche che hanno
in O un contatto 7 — punto con la carva data, e che percid appartengono
alla rete definita dalle quadriche

A=2' —3y,y,=0
2s0 v
B=y! — 2y, + _1‘0._.. Yotle + = Yl =0;

P dsb | 3e0
C= 8y, 4. — e 1 Y Y = 0 y'!'=0.

(Si noti infatti che le A, B, € per le (9) hanno sviluppi, che cominciano col
termine in #'). Trovando i punti ove la cubica 4 = C =0 incontra la qua--
drica £ =0, si trova che il punto di Saunia ¢, se 64 0, il punto:

gl

2 2
v=1, y, =V, Vo= 5 P, ytz—ﬁ--{——gﬂiﬂy'.

Potremo, analogamente a quanto sopra, definire un secondo punto e duo
piani di Sannia, Notando che tra le quadriche aventi un contatto sette punto
in O con €' vi sono i coni che da O e dal primo punto di Halphen proiettano
la cubica osculatrice [i quali hanno a comune, oltre a tale cubica, la genera-
trice che ne congiunge i vertici] troviamo: Un punto della curva e i corri-
spondant? punti di Halphen e di Sannia sono allineati.

Tutti questi enti, definiti se 040 ciod per curve non appartenenti a com-
plessi lineari, permettono di caratterizzare il tetraedro fondamentale. Il ver-
tice y,=y,== vy, =10 & {l punto O generico della curva, lo spigolo y,=y, =0
la tangente in O, il piano y,=0 @l piano oseulatore in 0, Lo spigolo
Yo=Yy, =0 & la retta uscente da O posta sul piano oseulatore che si ap-
poggia alla congiungente i due punti di Halphen ed incontra la conica
osculalrice in O e nel punto y,=y,=y,=0, in cui la conica osculatrice
ha per tangente la vetta y, =y, =0. Definiti cosi gli spigoli del tetraedro
posti in y, =0, ¢l sisterma nullo osculatore delermina gl altri tre. Questo
totraedro ha per faceie due piani oseulatori della eubica armonioa, ¢ i
due piani ehe dal punto di contatto di uno protetiano la tangente nell’altro.
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D) Una osservazione.

Sia @ + rdz un punto P della retta tangente, & - rdé il piano
@ che gli corrisponde nel sistema nullo osculatore. Posto x = p7,
£ =pé, il punto P e il piano z avranno le coordinate 7 + rd¥
e £+ rd &_, ove:

1 1
_—= — dl()g .
IS '
Sia Fg = du?, e siano ( ———)_t le coordinate di retta
tangente. Se (du : du)?® =—{12— sard (§ 6 () Fy = du®, mentre
)

= o x5 d%
b= \me E:“.Quindi:

= g*t (du: du) =

ul.h
=3

Percio

3 - QrsT =

i g o T

-}- 1 vl e t i rdt
sono proporzionali. La corrispondenza tra il punio X + rdx, il piano
£ rdé, e la retta t 4 —} rdt ¢ dunque indipendente dal fattore p,
ed é dunque definibile geomelricamente (). Infatti, posto rdu = s, il
punto @ - rdx = « - sa’ ha le coordinate I = 1, m = 8, n==p =10
ossia: yy =1, y, =288, y3 =y, = 0, la cui polare rispetto alla
conica osculatrice ¢ 3esy, — 4yy = y, = 0, passante per i punti

(1,0,0,0)e(u,1

i &8, 0) {mentre t & la retta da (1, 0, 0, 0)

a (0,8 0,0) e ¢ & la retta da (1,0, 0,0) a (0, 0,1,0)| e conse-
guentemente coincide con ¢ - —Z— rdt, che ¢ dunque la polare di

X + rdx rispetto alla conica osculairice, come ¢ la polare di & + rd§
rispetto al cono osculalore.
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Proiettiamo ora la nostra curva da un punto (a,b, 1, ss)
qualsiasi del piano § - 8¢’ (ciod del piano n =1, 14 == — es,
1y = Ty = 0) sul piano osculatore. La proiezione avra per coordinate

= @ 3 5
.’h:?h""“ss‘y«=1—"*2—§-u“+...;

- b b 7
16‘22?;‘2—';3;4=5[u-—(_§-;+.1T_(qi_)us+.__]

1 u?

Ysg = Ys— g!f«= '2_1"2—-6; eosy Yu=0,

La conica osculatrice, avente contatto 5 -— punto con tale
proiezione ¢ la conica

¥ 2e
' — 2y, Yy — 3, Bets + oy =0,

ove o inutile specificare il valore di o ; e la retta polare di » 4 sa’
rispetto a tale conica & sempre la retta ¢ 4 —':-rdt precedente ; che

¢ dunque anche la retta polare di x - rdx rispetio alla conica
osculatrice in O alla proiezione della curva falta sul piano escula-
tore in O da un punto del piano §& 4 rdg. (&).

§ 8. — Le curve piane.

Daremo un rapido sunto della teorin di queste curve. Se x (ciob @, y, 2)
sono le tre coordinate omogenece dei suoi punti, porremo (x, dz, d*z) = a® du’.
Se E sono le coordinate di retta tangente ¢ Sgv = SEa” = SE'@ = 0. Saril percio :

SEd'e = — SdEdw = Sad*E.
Imporremo alle  tale fattore di proporzicnaliti che:

(€, de, d'f)=a'du*=(x , do, d'o)
ossia che :

€, dE , d*E) (v dw d'z) = (SEd'x)* = (Sad'E)* = a' du'.
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Sard :
Std'x = — Sdadf = Sad*E = a* du'.

Noi sceglieremo # in guisa che @ = 1. Il parametro » cosi definito varia
pero, moltiplicando le @, § per uno stesso fattore. Sard allora :

(@@ &)= (22 2”) =0 ciod 0= = — SE'" = SE"0 = — SwE"”.

Possiamo definire la eurva dando I equazione differenxiale lineare
cui soddisfano le x ,y ,z di un suo punito e loro combinaxioni lineari,
Posto pertanto

@ = ha'' 4 ko’ + Lo si aved hSEe' = SEa"", ciod k=0 (nell’ipotesi @ =1)
E all’ equazione si pud dare la forma :
:L..ﬂﬂ < gqm' 4 (qr g B)m =0,

Se noi moltiplichiamo le @ per uno stesso fattore p, e contemporanea-
menfe variamo il parametro % in guisa che sia ancora @==1, si riconosce
facilmente che Odw' & envariante, Se 6=0, scelto il citato fattore p in guisa
che ¢ =0, I'equazione si riduce alla " =0, le @, ¥, x sono pertanto po-
linomi 'di 2* grado di uno stesso parametro. Danque, so 0 =0, la eurva @
una contea. Se 04 0, si potrd scegliere g in guisa che 0=1. Il parametro
corrispondente » sarh 'areo proiettivo, o le coordinate @, E corvispondenti
le eoordinate normali.

Esse soddisfano alle due equaxioni aggiunte :

w o 420 + (¢ — Da=0 €7 4208 + (¢" + 1)E=0.

La curva, se non & una conica, ¢ dunque definita dalla conoscensa
della q in funxione dell’ arco prodettivo u.

Se w, 2", £, €', ¢ sono i valori di 2, &', ece. in un punto O della
curva, ogni punto del piano @ avrd coordinate del tipo ¥, » 4 g’ + y.(a” + qx)
o ogni retta E del piano avrit coordinate del tipo §,E 4 & =+ C,(E" 4 ¢). 1l
punto e la retta si apparteranno se C,y, 4§, ¢, — G s = 0. La coniea oscu-
latrice sia alle eurva luogo che alle ewrva inviluppo ha per equazioni
2y, 4, — y,' =0 pensata come luogo e 2%, ¢, — ¢,* = 0 pensata come inviluppo.
La polaritd rispetto n questa conica & definita dalla T, =y, .

Il punto di Halphen (y,=2.7" —26¢*, 3y, = —490q, y,=7T. 25¢")
il punto comune alle cubiche che in O hanno un contatto 8 — punto con lu
curva data; la eubica penosculante nodale

b(2y, ¥y — ?J-')Ih = 431' =0

¢ 1’ unica cubica con punto doppio in O, che in O ha un contatto 8 punto
con la curva data, od ha per tangenti le rette y, ==y, =0. Ma tufta la con-
ligurazione cosi generata non ha trovato finora applicazione aleana.
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Una osservazione.

Nel seguito ci sara utile la sola ossery. seguente. Se x, &,
da, d*x, ecc. sono le coordinate 2 di un punto della curva e §
della tangente corrispondente, e i loro differenziali, calcolate tutte
in un punto fisso O, allora nella polarita rispetto alla conica oscu-
latrice si corrispondono il punto ax 4 bdx -+ ed*x e la retta
a§ + bd 4 ed*t quando le x e le & relative a un punto generico
della curva sono legate dalla :

(1) (v, dv, Be) =15, d&, d'¢)
da cui segue 3
(1) bls (@, dx ’ P2)=(% ) dg ) d'aE)

che ¢ equivalente alla :

(1) ar Séddx = Swd (%)
ossia, per le:

(@) Sed2e = — Sdéda = Swd® ;
alla :

(1) quater S(déd*a — dd*¢) = 0.

(*) Infatti & evidentemente § =rp(@,.de), @ =06(E, df) con p, & fattori
di proporzionalitd, Quindi (1) di —%— Sgd'e = %Sxd'&. Ma, derivando lo iden-

tith Sgw = SEdw = Swdf = 0, si ottengono le (2); e quindi p=8. Percid le
(1) viay (1) e sono equivalenti.
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§ 9. — Formole di caleolo assoluto.

¢
A) Differenziali controvarianti.
Sia
(1) G=2a,du.du, (r,8= 1,35 s

una forma quadratica differenziale col discriminante 4 4 0; sia
4,, il complemento algebrico di a,, in 4 diviso per 4. Poniamo:

@) [-;;aJ s }_(ﬁa,‘ i oay, af_;'_,,) :

2 \ du, Ou;  ou,

5 ih etoa i h
(3) ( . )“%A“'lr J

Risolvendo le (3) si trova:

@ [r{s] & -\:ﬂ':.- (r:).

o ih e
Conserveremo il simbolo { < } anzichd ( \ soltanto per l'elemento
: r
lineare di Gauss della geometria metrica.

Funiyt o Cron, Lexioni di Geomelria proiettivo-differenxiale.
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Si dimostra che :

(®) dlogy 4 _ );(”).

au‘ L 1

Le (2) e (3) sono i cosidetti simboli di Christoffel di prima e
di seconda specie. Porremo :

M, = duy = du;y 8% =d%u, + X (r:) du,, du,

(6) o
Bu, = d(@*u) + & ( ; )du,ﬁﬁu,, ece.

r,s

Tali espressioni saranno chiamate (F') differenziali controvarianti. Se
noi alle variabili », sostituiamo = loro funzioni indipendenti w/ ,
la forma @ si muta in

N r ’ by g —"—'—'au‘ au’
(@) a',du'.du', ove a,, = iz‘j“fi ow', 0w,

Corrispondentemente si mutano i simboli di Christoffel. Ma, come &

. ou ;
(8 du; = ::a E{h du',.

cosi si pud dimostrare che formole affatto simili valgono per i
differenziali controvarianti, che ciod :

q au 5 .
+—d'w’, anche per s = 2,3,

) 0wy =

g "

Se n = 2, porremo sovenle Uy = u, Uy = V.

B) Aleune definizioni. Le geodetiche,

Diremo che un’espressione & inlrinseca, se il suo valore non
muta con un cambiamento di variabili » in loro funzioni «'; la
diremo  impropriamenle inlrinseca se essa resta immutata per cam-
biamenti di variabili a Iacobiano positivo, ma cambia di qegno per
trasformazioni a Tacobiano negativo,
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Cosl p. es. dalle (7), (8), (9) si deduce:

d(uy u .u) 2
1 ! =2 2 -
s S AT )

a8 N

(11) (du'y 3w’y —'duy 8*u'y) = -%(Ei:;—%))— (duy 8 uy — duy 3* uy).
e=2,8,...)
Quindi, per n = 2, le espressioni ]
(12) VTAT (duy 32uy — duy 3*u,)
0
(13) VTAT (duy 8% uy — duy 33uy)

di cui, si noti, la seconda ¢, com’® facile verificare con le (5) e
(6), il differenziale della prima, sono entrambe impropriamente in-
trinseche,

La prima di esse divisa per l-’??add la curvatura geodetica di
una linea tracciate su una swperficie, su cut ( ¢ I' elemento lineare.
Le geodetiche si possono definire dicendo che essa & nulla.

Si noti 1" identitd, che ben presto generalizzeremo :

(11 d@d = 2 Ya,, du, 8%u,,

Se dunque scegliamo lungo le geodetiche il paramefro ¢ de-

- du, "~ 8% i
finito dalla df =} @, lungo esse sard }..rr,,{—h’— —-—3’-5-_——0 e quindi,

essendo nulla anche (12), esse soddisferanno alle

= azui . E
(15) : dﬁ-—:U (i=1,2),

com’ & ben noto. In questa trattazione si o escluso che lungo le
geodetiche considerate sia ¢ = 0, ciod abbiamo escluse le geode-
tiche di lunghezza nulla.

Le (1b) per ¢==1,2,..., n definiscono anche per n > 2
le geodetiche, quando ¢ sia assunto ad elemento lineare,
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') Derivate ccvarianti.

NB. 11 lettore puo leggere il resto di questo § man mano che esso sard
invocato nelle pagine seguenti; sarebbe troppo pesante leggerlo in una sola

volta, almeno per chi non conosce gid il caleolo assoluto.
Sia, per fissare la idee
(16) By = X b,,, du, du, du, (b = Dy = bii=000:)

una forma cubica di carattere intrinseco, ciod indipendente dalla
scelta dei parametri indipendenti w,. Differenziando, e sostituendo
alle d@*w i loro valori dedotti da (6), si trova:

(17) dBy = 3 X b, 8*u, du, du, - 3By
ove si & posto
(18) 8By = X b, du, du, du, du, ,
Ob,y ri , (81 S
{ S L RN A B .
(19) * by B, > (q )bq,, qL ( ; )),,“ by (q )b,,q

_ La (18) si dird la forma 6B prima covariante della B, il si-
stema (19), generalmente non simmetrico, si dird il sistema primo
derivato covariante del sistema delle b,,,. Com’® evidente anche il
primo termine del secondo membro di (17) & infrinseco, come B,
@ dBy; altrettanto avverra percid del secondo termine &B,.

Altrettanto si pud dire per forme B, intrinseche di grado

qualunque r; in particolare

per r =1, se By = Xb,du,, sard:
dB; = Xb,.3%u, 4 6By, 0B, = Xb,du,du,

b, ri
A b AR, [
e du q (‘I )3.1

per r = 2, 8¢ By = ¥b,, du,du, (b, =b,), sard:
dB, = 2%b,,du, 3*u, + 8B, , 8B, = Xb,, du, du, du,

(21)
SRR R (”)h,;, A ("”)b,,,..

)
du’, 2y q

(20)
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In particolare, se By = ¢! = Xa,, du, du,, ©:

A atti_\, ri FLesien st ¥ oa,,
T au‘ :: q ‘g8 : q Gr. = 'E';" .

ciod, come avevamo gia trovato in (B)

ri
l‘?.

'stlzo

.r.

(14) dG = 2Ya,, du, 0% e

Cosiccho s Il sistema derivato covariante del sistema fondamentale
delle a,, ¢ nullo.

Infine, se @ & una forma intrinseca di grado » = 0, ciod so
@ ¢ una funzione intrinseca, ©:

de = Ya,du;, d*zx= Xz, 8% + Lw,, du,du,,

(22) : :
dde = Y, 3, + 3Xz, du,. 8%, -+ ., du, du, du, ,
ove
b dx TRl 0% o
R T A S A T Ve B8
23)

e 1ot
sl au‘ ‘: q qs g q Ear

sono le cosidette derivale covarianti prime e seconde della x. Si noti
che, se ai 3 sostituiamo i d*u, e alle derivale covarianti le deri-
vate ordinarie, queste formole si riducono alle formole abituali ; con
cui del resto esse coincidono, se le a,, sono costanli,

D) Una generalizzazione.

Se du,, d'w,, d"u;, ecc. sono altrettanti sistemi di differenziali
primi, e se p. es. la forma trilineare

Bs = }:lb,.“ fl’f.&,‘ d"u. d”ﬂq‘
Ove non o pilt necessario supporre che b, sia simmetrico, ha ca-

rattere intrinseco, potremmo ripetere per essa un ragionamento ana-
logo e chiamare primo sistema derivato covariante del sistema b,,,
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quello definito da (19). Si trova di nuovo che

Y du, d'u, du, d""u, ;

ha carattere intrinseco.
Noi porremo

(24) =0 Al 4, Ay "’un
Lok
Sard :

{25) bl'xl Lo x mr‘j Uy gy b”n'

Notazioni analoghe saranno usate per sistemi hbinari, quater-
nari, ecc. (a 2, a 4 indici ecc.) In particolare

(26) gi= g s 4,0, = Esj,. RS
Y '

&s=1,5,=0 per jtr).

I sistemi come b,,, sono i sistemi covarianti del Ricei, i sistemi
b i sistemi controvarianti. Se 6™ & controvariante, ed x, a', 2"

y M
sono tre funzioni intrinseche anche
Lba ol %

¢ intrinseco, Pin avanti definiremo anche i sistemi misti.

) I simboli a guattro indici e alcuni parametri differenziali.

Essendo per (26) 4,, un sistema controvariante, se ne deduce
che i ben noti parametri differenziali

f27) By a= A w s A inie= XA, 2 3

hanno significato intrinseco, se @ & una funzione intrinseca,
Da (23) si deduce derivando :

M

(28) . Bpgy =— gy == & (81, pr) Ay, .-t-',;
Pia
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ove (st, pr) & il noto simbolo di Riemann definito dalla :

B o i O BV g oL g
2 ("°"">-?(a73;;;+';eu, By By onn T B

+2an([ ] [V]= [l ])

Il sistema delle (#k, th) & un sistema covariante:; se = = 2,
quelli dei simboli di Riemann che non sono nulliy a meno del
segno, coincidono con (12, 12),

(12, 12)

La frazione ~~———"" si chiama, se n = 2, la curvalura di G.

A

/

') Relazioni di apolariti.

Una forma intrinseca

#

}:' br‘aih.... dur dul r:h“"l d'u'ﬁ

si dice apolare o coniugata alla G, se per ogni sistema di valori
delle ¢, h,.... vale la:

(31) ‘ l\:‘ “‘.ifk bl'l”l“«‘ = 0.

r.,5

Questa relazione © intrinseca. Cosi B = Xb,, du, du, ¢ apolare alla
G, se

(82) XA,b, =0 ossia, per # = 2, 80 @y, byg 4= tgg b1y — 26y by == 0

ossia, posto

Uy =W, Ug =1,

se le radici dv : du della G = 0 e della B = 0 si separano armo-
nicamente. Possiamo conservare questo enunciato anche nel caso .
finora escluso A4 == 0; cosi la relazione di apolariti per due forme
quadratiche ¢, B diventa simmetrica.

Sempre supposto che anche B abbia significato intrinseco, ed
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A%0, la forma

L | byyduy + bygduy by, duy + byy duy

Tt = Xe¢,, du, du,
VAT | ayydu, + ay, duy  ayaduy + agydu,

(33) ¢

§

impropriamente intrinseca é una forma apolare ad entrambe ; se le
forme date non sono proporzionali, se ciod (33) mon & identicamente
nullo, le forme quadratiche apolari alle G, B sono tulte ¢ sole le
forme proporzionali a (33),

Se vale la (32), allora la forma B & apolare sia a ¢ che a C.
Ora C, essendo apolare alla ¢ che ha il determinante 4 % 0, non
puo essere proporzionale a ; percid, per il precedente teorema,
esisteri un fattore A tale che:

R B A | epdu - eppdv Coy du - cgq dv
VT4 gy du 4 ayy dy gy dte - ayy dv

Ricordando la (32) si trova che:

(35) A= —agmd =+ 1.

§ 10. — Riassunto di alcuni teoremi metrici.

A) Triedri diretti e inversi,

Dato un sistema di assi cartesiani p. es. ortogonali x, y 2
chiameremo positiva la faccia del piano @y volta verso il raggio
positivo delle z. Siano date altre 3 rette orientate non complanari
a, b, ¢ uscenti da un punto O; la faccia del piano a b, volta verso
la direzione positiva di ¢, si dird la faccia positiva di tale piano
nel considerato triedro. Se con un movimento portiamo a coinci-
dere le faccie positive dei piani @y ed ab, allora pud avvenire
che coincidano i versi delle rotazioni che attraverso 1'angolo con-
cavo portano il raggio (ciod la direzione positiva) @ nel raggio b,
oppure il raggio @ nel raggio y. In questo caso diremo che il
triedro abe & diretto, o che segue la legge di orientazione determi-
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nata dal sistema coordinato xy=z, nel caso opposto diremo che
abe & un triedro inverso, o che non segue la legge di orientazione.
Il determinante dei coseni divetlori di a, b, ¢ & positivo nel primo
caso, negativo nel secondo. Le simmelrie portano triedri divelti in

inversi e viceversa; altrettanto avviene per i movimenti di 2* specie.
B) Le forme fondamentali di Gauss di una superficie.

Una superficie S sia definita dando le coordinate x, u, z dei
suoi punti in funzione di due parametri w = w,, v = uy. Le w,,
Yy %, Sono proporzionali ai coseni direttori della tangente ad una
linea » = cost. di S; e il fattore di proporzionalith & positivo, se
noi scegliamo quel verso della tangente che & diretto nel verso
delle u crescenti, Proposizione analoga vale per le x, , ¥, , z, . Come
verso della normale scegliamo quello tale che il verso delle u cre-
scenti su una » = cost., il verso delle » crescenti su una u = cost,,
e il verso della normale formino un triedro diretto; i coseni di-
rettori X, ¥V, Z di questa direzione normale renderanno positivo
il determinante (x,, x., X). Con queste convenzioni & fissata la
faceia positiva del piano tangenle alla S in un suo punto A e anche
della stessa superficie S, almeno in un intorno di A.

Un ecambiamento di variabili coordinate u, cambia, o non cam-
bia tale faccia positiva, m:’cmadn che aE suo  lacobiano é positivo o
negativo,

La forme fondamentali di Gauss sono:

(1) ds* = Bdu* 4 2Fdudv | Gdv* = Sda®

(2) Ddu? + 2D'dudv + D"'dv* = SXd*v = — SdXdx =
( “w 1 l b | d x)
VEG—F®

5

La prima ® intrinseca e invariante (per movimenti).

[ia seconda & impropriamente intrinseca, invariante per soli
movimenti di prima specie, perch® cambia di segno per movimenti
di seconda specie (oltre che per una trasformaz. dei parametri u; a
lacobiano negativo).
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In altre parole la seconda forma & completamente determinata
soltanto se & data I’ orientazione di S, ciod se ¢ data la sua-faccia
positiva,

La prima forma & U’ elemento lineare della S.

Date le forme (1), (2), la determinazione della superficie o
ridotta all’ integrazione del sistema

3) o =DX, #,=DX, ayp=D0X,
' FD' — GD FD — ED
f=ga—p %t Tga—
{4) | ' ]
. FD'—GD | FD'—ED
a7 P e B o S

ove le =, indicano derivate covarianti rispetto all’elemento lineare,
assunto a forma ¢ fondamentale. Per questo elemento lineare i

p T . " . i e rs b
simboli di Christoffel di seconda specie, anzichd con ( ¢ ), si in-

dicheranno con 3:85, come abbiamo gia detto (§ 9 4).

Le condizioni di integrabilita delle (3), (4) danno le equazloni
di Codazzi, e I’ equazione di Gauss

¢ DD’ —D'® y
©) = =5

ove K & la curvatura dell'elemento lineare. Hsse sono le condi-
zioni necessarie e sufficienti, affinchd (1) e (2) individuino una
superficie [oltre alla BG — F2 = 0, almeno nel campo reale; que-
sta ultima & 1'unica condizione a cui deve soddisfare la (1)].

Le linee per cui & nulla la (1) sono le linee di lunghezza
nulle (immaginarie coniugate nel campo reale); quelle che annul-
lano (2) sono le asintotiche. Da ogni punto O della superficie escono
due asintotiche, coincidenti se DD" — D* = 0, ossia se la curva-
tura K = 0. I’ essere identicamente soddisfatta questa condizione
caratterizza le sviluppabili (e loro casi limiti).

Se D' = 0, le linee w, v sono coniugale e, dividono armonica-

IR d* P i STl e 7
mente le asintotiche ; se hane log 57 &in piu nullo, ciot se si
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possono mutare i parametri delle » ,» in guisa che D+ D" =
il sistema delle w, v dicesi isolermo-coniugato.

I piani tangenti in due punti consecutivi di una direzione di
S si incontrano nella direzione coniugata; il piano osculatore alle
asintotiche uscenti da un punto di 8 coincide col piano tungente
ad 8§ in questo punto.

(') Raggi e linee di curvatura,

Le rette normali generano una congruenza, le cui sviluppabili
corrispondono a un sistema ortogonale coniugato : il sistema delle
linge di curvatura, I fuochi di una normale diconsi centri di cur-
vatura, le loro distanze »,, r, dai piedi della normale raggi di

1 oh
curvatura. Il prodolto —~— (curvatura totale della superficie)
Ty Tg
coincide con la curvatura K dell’elemento lineare. Soltanto sul piano
e sulla sfera le linee di curvatura sono indeterminate.

D) Elemento lineare dell’immagine sferica.

Si considera sovente anche la terza forma
SAX? = edu® + 2fdudv + gdv? ,

completamente determinata dalle prime due; i relativi simboli di

et I o e e th)'
seconda specie di Christoffel si indicano con ; 1 } Vale la:

(5) via ‘/ eg — f“ = K= : ;

L G

I}) Superficie applicabili.

Se due superficie &, 8" hanno ugunale elemento lineare, diconsi
applicabili. Cio significa che la corrispondenza biunivoea tra i punti
delle due superficie che hanno uguali coordinate w,v conserva
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lunghezze e angoli. Ciot, se O ¢ un punto di S ed 4, B sono
punti di § infinitamente vicini del primo ordine (con coordinate,
la cui differenza da quelle di O dipende dai differenziali primi du,
dv), e se O, A", B’ sono i punti omologhi di &', allora 04 = 04/,
OB = O'B', I'angolo A(O)B = A'(0)B. In altre parole esiste un
movimento M, che porta O in O e i punti infinitamente vicini ad
O’ del primo ordine nei punti omologhi infinitamente vicini ad 0,
ciod porta S in una superficie S, che con S ha comuni il punto
O e i punti ad esso infinitamente vicini del primo ordine, ossia
porta S’ in una superficie S che con O ha un contatto analitico
del primo ordine. Poich® O e i punti infinitamente vicini conside-
rati si possono considerare complanari, ¢ inutile distinguere i mo-
vimenti di prima o di seconda specie. Il movimento M variera con
la coppia di punti omologhi O , O considerati, perche, se cosi non
fosse, uno stesso movimento M porterebbe S in 8 ; gueste due su-
perficie sarebbero uguali; pertantc avrebbero comune non solo ’ele-
mento lineare, ma anche la seconda forma fondamentale (al pit a
meno del segno, se M & di seconda specie).

Se invece del contatto analitico imponessimo ad M di portare
S"in una S tale che curve omologhe di 8, S abbiano un contatto
geomelrico, basterebbe che su S, S8 angoli omologhi fossero uguali,
ossia che S, S" avessero elementi lineari proporzionali, o, come si
swol dire, che S, 8 fossero conformemente applicabili. In tal caso
per ogni coppia di punti omologhi O, 0" esiste una similitudine M
che porta §' in una superficie S che con S ha in O un contalto
analitico; e le S, 8" si possono anche considerare come applicabili
nel gruppo delle similituding, Se poi questa similitudine M non va-
riasse con la coppia di punti O, O' omologhi considerata, allora
le superficie surebbero simili ; le loro seconde forme avrebbero un
rapporto costante, il cui quadrato & uguale al rapporto dei loro
elementi lineari.
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§ 11, — Prime considerazioni di geom. proiettiva.

A) Le direzioni asintotiche.

Definiremo una superficie &, dando le coordinate omogenee
@, y,z,t dei suoi punti in funzione di due parametri w = u; e
v = vy, Se per un momento con ', i, 7, t' indichiamo coordinate
correnti, I'equazione del piano tangente in un punto @ di S @

(@&, 2y 2) =0,

Poiché un punto di 8 infinitamente vicino al punto @ ha le
coordinate

x'=:v+d.'c+‘—]; 2.

esso apparterrd al piano tangente se ¢ nulla 1’ espressione

(1) (2 v, z, d22) = (2, T, , Ty, Ty, du® + 22, dudv + 2,, dv?)

ke SRk
ove a,, = — ecce. ], che noi indicheremo con
ou®

(2) byy du® - 2byy du dv - byy dv®
(Ot (o, ) Bl == (00 By By,) 3 Bag == (00 - Bnds

Questa espressione, che evidentemente cambia soltanto per un
fattore per una collineazione o per una trasformazione di parametri
u, v, definisce dunque, uguaghate a zero, le direzioni in cui il piano
langente taglia la superficie, cioé le asintotiche, B del resto, se ¢ = 1
ed @, y, z sono coordinate cartesiane ortogonali, essa coincide con
]"EG — I (Ddu® + 2D'dudv - D"dv®). Nei escluderemo sempre le su-
perficie  sviluppabili, cioé le superficie elementarissime per  cut
by byy — b2y = 0; e trascureremo pure come eccezionali 1 puniti
i cui fosse by by — b2y = 0. Ammetteremo cioé sempre distinte
le dirvezioni asintotiche uscenti da un punlo della superficie,
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B) Le direzioni di Darboux.

Diconsi quadriche osculatrici in un punto O di 8 quelle che
incontrano la superficie 8 in una linea che ha un punto &riplo nel
punto O (cosi come piano tangente in O & quello che incontra S
in una linea che ha in O un punto doppio). Supponiamo ¢ = 1, che
z = 0 sia il piano tangente in O; varra allora uno sviluppo

(4) 2=,y +dz, )+ ....

ove % & un polinomio omogeneo di secondo grado in x,y, ¢ d
omog. di terzo grado in z.y e dove sono ftrascurati i termini di
grado superiore al terzo. Le quadriche osculatrici saranno le qua-
driche di equazione :

() ve—9) + 200+ py+ ) =0 (h,p,v,n = cost)
che incontrano la superficie in una linea determinata da (4) e da:
(6) v 4 oA = py) ... =0

ove, come sopra, sono trascurati i termini di grado superiore al
torzo,

Le 3 tangenti alla linea d’intersezione hanno nel piano tan-
gente r = 0 1’ equazione

() W+ 90 + py) = 0,

Questo sistema lineare di terne di rette uscenti da O ha dunque
una equazione identica alla (3) del § 4, 4. In virtt dei risultati
allora ottenuti abbiamo :

Tra le terne (1) ve ne sono sollanto lre formale da tre direzioni
coincidenti ; le tre direzioni cosi delerminate appurlengono a loro
volta ad una delle terne (7): a quella unica terna che & apolare a .
Hsse si dicono le direziony di Darbouw.

Le quadriche osculatrici a cui corrisponde come terna (7) la
terna delle dirvezioni di Darboux diconsi quadriche di Darboua.
Se (5) & una di ecsse, le altre se ne deducono facendo variare n.
Percio : '
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Le quadriche di Darboux formano wn fascio, cui appartiene la
quadrica z* = () formata dal piano tangenie conlato due wvolte (fascio
di Darboux).

Al sistema lineare (7) si perviene anche in altro modo. Tenuti
fissi gli assi delle «, y e i punti unitd di questi assi facciamo va-
riare I’asse delle z ; poniamo cio® :

!

z=ht, z=0+m, y=y + p7.
La (4) si muta in:
he' = (@ +mz', y + p2) + $@, ¥) + ....
ove, come sopra, non si sono seritti i termini di grado superiore

al terzo in «', y. E questa equazione equivale appunto alla:

B —;1;- (@ ¥) + vy ¥) 4 O+ py) 9@ 9) 4l

m

1 ¢ ; :
ove h = Sy dove A, p sono parametri, che, al variare di [,

possono assumere valori arbitrarii. Come si vede, i termini di terzo
grado descrivono precisamente il sistema lineare (7). Potremo dun-
que scegliere I’asse delle z in guisa che essi formino un polinomio
@polare alla @3 e, se ad assi delle x, y abbiamo assunto le dire-
zioni asintotiche, lo sviluppo assumerit la forma canonica :

n(g) z:—f-kmy+~%-{Am3+Dya} Ui

Se 1’asse delle z fosse stato scelto a caso, e quindi lo sviluppo
fosse pilt generalmente

2 = kay + %—um + 3Bay 4 30y +Dy?) +, ..,

lo direzioni di Darboux sarebbero sempre quelle definite dalla :
Ax® + Dy® = 0, :

Le direzioni coniugate di queste, per cui l’{l].‘.llldl Ax® — Dy® = 0,
diconsi le divezioni di Segre.
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§ 12. — Le forme differenziali fondamentali.

A) Primo metodo.

N. B. Il lettore pud accontentarsi di studiare il secondo metodo dato
in (B); chi vuole conoscere altri metodi veda le Mem. di Fubini, ove tali
forme furono date per la prima volta.

Poniamo (efr. le (1), (2) del § 11 A4):

(1) Fy = N x, @, d*x) = AXb,, du, du,
(2) Py, = Mz 2, 2, d¥2) — —g—— dF,

ove A & una funzione delle u, v. Queste forme, una quadratica,
Paltra eubica, dipendono dai soli differenziali primi delle u, ».
Data la superficie S, queste forme variano :

o) quando si esegua sulle @ una collineazione a coefficienti
costanti,

) quando si moltiplichino le @, y, z, ¢ per uno stesso fat-
tore p(u , v),

1) quando si muti la funzione A,

g) quando si mutino i parametri w, v

Un facile calcolo prova che in tutti questi casi, e percid anche

gquando su & si esegue una collineazione qualsiasi, tali forme su-
biscono una trasformazione del tipo :

(3) Fy == 6Fy, &y = 6D, + (hdu + kdv)F,

Queste formole hanno una notevole interpretazione geometriea, Po-
stovinfattit =1, v =u, Yy =», h=—1:

Fy = d*%2 — 2, d*¢ — 2, 4% = 2z, da* + 2z, dedy <+ z,dy*

by = (A% — 2, d%x — z,dP) — %fuﬂz i

|
I
tc} —

(2oneda® = Bz, datdy + 3z, dvdy® + z,,,dy*)
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Se nell’intorno del punto O(x = y = z = 0) della nostra su-
perficie o :

2= 9@, y) + 4@, 9) + ...

ove » & omogeneo di secondo grado, ¢ di terzo, allora nell’ intorno
del punto considerato si ba:

) FEZ%@(d-a‘-.dy)—i--..; Py = — 3(da, dy) + . ...

ciod per i risultati del § 3:

La Fy = 0 delermina le direzioni asintotiche, la Py = 0 una
delle terne di direzioni in cui la superficie é incontrata da una qua-
drica osculairice ; la indeterminazione per ®, & proprio la stessa
che avevamo trovato per queste terne di direzioni.

Sorge cosi l'idea se non sia possibile rendere Py apolare ad
¥y cosi che la ®y = 0 definisca proprio le direzioni di Darbour.
Il risultato fondamentale, che ora proveremo, & che cid si ottiene
semplicemente ponendo :

A= 1

1

V| byy byg — b1

che ciod la forma

1 '

4
Vi byy byy — b¥, |

(5) By = (X Xq Xy 0%x) % dF,

e apolare alla

(6) F, =~ - (& X0 A
V [ 1 by — b, |

Avremo cosl conseguito insieme il risultato fondamentale di scri-
vere I’ equazione ¥y = O delle linee di Darboux in coordinate curvi-
linee u, v qualsiasi, ¢ in qualunque sistema di coordinate omogenee
> SR

Infatti, posto B = by, byy — b2y, Fy = — : Y by duy dug duy

| B|

Fonini o Euon, Lexioni di Geomelria proiottivo-differeniale. &
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con b,y simmetrico in 7, s, ¢, si ha:

B by B, B

blll = (.’.E Ly &y :vuuu)"‘ 9 a‘l& s -—8—— bll T ¥

1 db b

I!’1112 = 6121 = b!ll = (m Xy Xy xmw) &5 ? '_5?— o —6’:&?— +
A By : B,
+ ? (bll_]}‘—- + "”Dlﬁ T)
o analoghe per by , bgsye Quindi: :
by,
by bygy + by ooy w— 2byp bygy = byy |(@ @y Ty Fyuu )-—- -_—6? -+ ;

ab
(a: .’L‘ﬂ a:tr Iﬂpp) e 1o _é_:j?]

+ b

e 2513 [(w Ly Ly xmm) ety T _é.'l;u — _Z.._W_

gl (T L) (X Ly Tup Do) — (1: Ly Ly -'rim) (;L‘ Xy, Ty Tye)

f

-+ (2: G Iw) (I @t Lok Taits)

che & identicamente nullo, come si vede p. es. portando con una
collineazione i punti @, @, , @, , @, nei vertici del tetraedro di ri-
ferimento (*). In modo simile si prova che anche:

(*) Cid si pud anche provare in modo diretfo, osservando che, aggiun-
gendo alla matrice (2 @u &uu Tuv Cw) una rign uguale alla prima, si ottiene
un determinante nullo. Percio:

x(x“ Lun Luy :\:w} — &y (& Tun Tup Tow) 4+ Tun (.‘.?: Tu Tuv ﬁw) = Ty (ﬂ: T Tuu Zun) =
-+ won(® Ty Zun qu) =0,

Analoghe identiti si ottengono sostituendo alla @ la y, oppure la 2, oppure
la t. Moltiplicandole rispettivamente per i complementi algebrici di X, Y, Z, T
in (2 zu 2v X) e sommando si otticne 1” identiti del testo. '
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byy Dagy + by byge — 2046199 = 05

quindi Fy ¢ apolare ad Fy, Dalla stessa definizione (5) e (6) segue:

Le forme By, ¥y sono impropriamente inlrinseche, invarianti per
collineazioni wnimodulari, restano molliplicate per p* se si eseque una
collineazione di fattore p, e per — 1 se si esegue una collineazione
@ modulo — 1 oppure un cambiamento di variabili , v a laco-
biano negativo,

1l loro rapporto Fy: By & percid indrinseco tnvarianle, ¢ sard
detto elemento lineare proietlivo,

Posto
(7) Fo =Y G dity duy ;8
(8) Ay g — WPy = A = —¢ V 51—1_‘;’;2 — b 12|
ove g = — sgnd = — sgn(byy byy — b%,) = 1+ 1.

Assunta la forma (impropriamente) intrinseca ¥, a forma fon-
damentale di un ealcolo assoluto, valgono le:

1 1
Py = ——— (v &, 2y d*2) = —— (2 vy ¥y L &py du, du,)
V4 V4]
adfy = 2 2&,,, du, %, = -—,-33--.-— (% wy 2y X2y, duy 3%u,)
9) - 7
ddx = X, SBu, + 38 ay, duy, Py + X2y du, du, duy
1

Fg=- A ’ (@ Ty 2y X Xpgy Aty ey du,)

Confrontando il precedente valore di dF, con quello ottenuto
derivando, si trova anche la:

(D Fy= ?I_l = (%, @y du - 2y dv , gy du - Ty dv , d)

Altre espressioni notevoli per ¥, , Fy troviamo in B).
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B) Nuovo metodo per definire le Fa, Fs‘

Diciamo positivo quel verso nel fascio delle rette tangenti
uscenti da un punto @ che corrisponde al verso di p.: A crescente
nel fascio che da x proietta la punteggiata Aa, -} pa,. Ksso & im-
propriamente intrinseco, perchd si inverte se le », » subiscono una
trasformazione a Iacobiano negativo.

Le coordinate & del piano tangente soddisfano alle:

(10) Séw = St = Stx, = 0, donde segue Sw, = Sxé, =0
e sono percio date dalle:
(11) = A& 2, Ty)

dove ) & un fattore di proporzionalitd, che deve essere posilivo se
si vuole che il verso positivo del fascio (x, &) definito nell’ Introd.
coincida col precedente. Dalle stesse (10) segue anche:

(12) @ = ety
Poniamo :
(13) Fy = S&d?x = Yay, du; duy, .

Sard per le (10) anche:

(13) e Fy = — Sdédw = Swd?¢
o quindi: :

(14) aip = Sbay, = — 8§ wp = — 8§ v; = Safy
B sara pure

(14) i agp = N @y @y xg) = (& & 6o &)
cosiccho :

A )

0 —ay —aw L
FE = (e ay, oy d® d2E) = 3 2k
2 w v %) (§ & &y d%) = \p R

PPl e giip

———
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ove & inutile esplicitare L, M, P,Q, R, ossia:
F}= — \pAF3, cosi che 1 = —Apd = sph|A| ove s = —sgnd
Dovendo essere A >> 0, p avrd il segno & di — 4; e noi fac-

ciamo una convenzione intrinseca supponendo A = ep = ———.

V14|

Quindi :

1 €
= — (2 2, @y) 2z =—(§ &uby)
8) V4] yid|

e = —agnd

(® @y @y d2a._-) = V1 A| ¥y = 8(§ &u & dz‘c')
Si noti poi che con queste convenzioni

(16) A = a,, agy - a®1y = N*|(® @y Ty Lun)(® Py Ty Typ) — (2 Ty Ty ;::.w)2]

Poichd A*=1:|4]|, sard:

BE= BT {(x Ty Xy J:tm) (*" Ty Ty xvv) -
1 i &
A= V_I-__:T_ = [( 2y By L) (& 2y Ty Tyo) = (2 Ty Ty Tun)®

_ La forma F, coincide con la Fy precedente; & impropriamente
Intrinseca, invariante per collineaz. unimodulari ece.

: Data la ¥y, i fattori di proporzionalite per le coordinale X, §
di punto e piano tangente sono determinati a meno di un contempo-
ranco cambiamento di segno,

Derivando le (18) e (13),, si trova:

dFy = Std3x + Sded*x = — Sdéd*x — Sdxd*t = Sdad?t -+ Swd3§.

£ Stml'lﬂnflo i singoli termini del 2° 3° 4° membro. Iissi con-
gono i differenziali secondi, e, data Fy, sono tutti completamente
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determinati se si da ancora (C)

1

(17) Fy = - S(dad® — déiP),

la quale espressione dipende solo dai differenziali primi. Infatti
. Sdad®t = SEx; & dug S*uy + S X a; &, du; duy du, =
= — zﬂ;,{- di&,‘ 821.&}, —|* ¥ S.’l‘-; E,-,;] d-u,- rhr.,. du,

insieme alla formola analoga per Sd&d*a ; cosicché :

X8(2; & o Bf ¥y dug iy dutg

{ -

(17) y F:; ==

L

L

Noi porremo :
(18) Fy = Yaudu, du, duy ;
non vi & possibilita di equivoco; con @,y non val la pena di in-

dicare le derivate covarianti della a,,, che sono (§ 9 ) identica-
mente nulle. Anzi, derivando covariantemente (14), si trova:

(19) - Sapy = — 8 wy = — S& 7 = — S& 2,, =
= 8y by = S bt = 82, &g = — Sitbp.

E quindi

(19) i : Qygt = SEry

in modo completamente conforme all’ ultima delle (9).
Si noti che anche Fy &, come F,, impropriamente intrinseco,
perche tale @ il metodo con cui, date le wx, abbiamo fissate lo £

C) Le forme Fyi Ty nella geometfria metrica.

Sia ¢ = 1, siano 2, ¥, z coordinate cartesiane ortogonali; siano
X,Y,Z i coseni direttori della normale. La (16),, da

1
(20) = | (G — F?%) (DD" — D2)| *
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Percio
Fy, = — Moy @y d*2) = — N2y, 2, X) (Ddu® + 2D dudv 4 D"dv®)

g = —

B, se le X sono scelte in guisa che (v, v, X) >0, sari:

(Ddu® + 2D'dudv + D'dv?) =

a4
: BG—TF*
2 —g— ’ e
S AL ,Vﬁf)"H—s!ﬂ
Ddu® - 2D'dudp - D'dv®
e i
VIK |

Siano & =vX, 7=vY, {=vZ, © le coordinate del piano
tangente. K ' :
Fy = Std®v = v8Xd*x = v(Ddu® -}- 2D dudv - D"dv®).

Percio
1
(22) etie T
VK|
(28) . Ky = - dS(@ndl) — SEde = — ——vi(SKdk) —

i {}d» SXdz — vSdXd2e,

Ora le equaz. fondamentali della geometria metrica danno.
SXdPx = -} LDy, duy dig (Dyy = D3 Dyg = D' ; Dy = D)
dSXd%x = XD, du, du, duy + 25Dys duy 0%uy
SdXd2x = — XDy, duy 8%u;, .

Trattandosi di questioni metriche, i differenziali controvarianti
2% e le derivate D,q covarianti sono state calcolate secondo 1" ele-
mento lineare di Gauss; cosicchd, per le equazioni di Codazzi, le
Dy formano un sistema simmetrico, Quindi

24) - Fy = —;—1——— (B Dy daty dry duy — j— D, duy dug dlog|K|)
2/ K|
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Che Fy sia apolare ad F, si dimostra p. es. osservando che:

DD — D
d]UgK = dlogw 7 (I)lll D22 — 2D112 DJ.2 —+- }J" l)lez)dﬂ “I‘

+ (Dy19 Doy — 2D,y Dyy + Dyy Dygo)dv

oppure, pit semplicemente, usando coordinate =, » asintotiche.
Allora D = D" =0 ed Fy si riduce, a meno di un fattore, ad
11 22 Az ; L Al R
{ 9 }du“ —1-{ 1 }dfu-", ove i simboli { } sono i simboli di Chri-
stoffel calcolati per 1’ elemento, lineare.
La forma EDyy du, du, du, definisce, uguagliata a zero, le di-
rezioni comuni alla superficie e ad una delle quadriche osculatrici.
Tale forma vale

1 ds®
ds*d (——~—- —_—2 ——
Y R,,) /4 R
ove . 1 1 no la curvatura normale e geodetica, e
R R e PR S,

la torsione geodetica.

(]
D) Una osservazione.

La Fg = 0 definisce le linee di Darboux; se addottiamo la
(17) come definizione di Fy, il fattore di proporzionalita delle §&
deve essere scelto non in modo arbitrario, ma col metodo precisato
in B). Se scegliamo invece tale fattore in modo arbitrario, la

SR 2
5 S(dxd*§ — déd*x)

varia nel sistema lineare 6Fy -~ (hdu - kdv)Fy; ciod ¢ una delle
forme ®j-definite in 4 e definisce la terna di direzioni comuni
alla superficie e ad una quadrica osculatrice. Percid il fissare, come
in B, il fattore di proporzionalita delle & equivale a scegliere, tra
le quadriche osculatrici, una quadrica di Darboux.
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§ 18. — Prime applicazioni.

A) Superficie correlative.

Le (13), (13),, e (17) del § 12 dimostrano che non solo le
collineazioni, ma anche le correlazioni conservano le asinlotiche e le
linee di Darboux,

Se 0, O sono punti consecutivi di una linea di Darboux, su
una superficie correlativa ad O, O corrispondono due piani tan-
genti «, o' consecutivi, i cui punti di contatto sono consecutivi su
una linea di Darboux, e che quindi si tagliano nella direzione a
questa coniugata : ciod (§ 11 B) su una linea di Segre. Sia S corre-
lativa ad S; allora le coordinate & di un suo piano tangente si
possono supporre coincidere con le coordinate « del punto omologo
di 8, cosicehd, per i risultati del § 12 B, le coordinate &' del punto
generico di S', varranno e§& Quindi le forme di & saranno :

(1) Fy=oF, Fy=—sF,

e le due superficie avranno elementi lineari proiettivi uguali e di
segno opposto,

Ossgerv, Per le nostre convenzioni il verso positivo nel fascio
tangente in @ ad S corrisponde al verso di p: A crescente sulla
punteggiata Av, - pr, , ciod & il verso positivo nel fascio (w, &)
perchd &:(z z, z,) > 0.

Poichd @: (€ &, &) ha il segno di ¢, tale verso & il verso po-
sitivo del fascio che ha per sostegno la retta (8. &), 0 il verso
opposto secondo che & =0 oppure & << 0, ossia secondo che le asin-
totiche sono reali o complesse. E cid ¢ intuitivo. La retta da x ad
@+ dr & coniugata della retta intersezione dei piani &, & 4 d§,
© percid con questa separa armonicamente le asintotiche; le due
rette ruotano pertanto nello stesso verso soltanto se le asintotiche
Sono complesse, ossia se & <C 0, ciod appunto quando sono concordi
i versi della punteggiata (z,,), del fascio (x, &) e del fascio di
piani (§,, &,). Heeo il significato geometrico della ! '
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B) Significato geometrico del fattore di proporzionalita delle E.

Le superficie 8, 8 siano due superficie che si toccano lungo
una linea L, che assumiamo su entrambe a linea » = 0: la dire-
zione coniugata alla direzione di Z in un punto qualsiasi di L
sard la stessa su 8, S ; supponiamo che le linee w = cost. siano
su 8, 8 tangenti per v = 0 a tali direzioni coniugate, Potremo
dunque supporre che per » = 0 sia:

' ’ f '
€= , By = Ty, Tyy = Tyu, bry = oy

(5 = fattore di proporzionalitd).

Anzi, mutando su una delle S, 8 il parametro » in un altro.

che si annulli per » = 0 e che altrove abbia lo stesso segno di »,
potremo rendere 6 = - 1, senza cosi muture la faccia scelta come
positiva su S ed 8. Sara allora per » = 0

g=|TA: 478 ayy =V |4: 4] €ay, g = a'yy = 0

A4A =@, a5 dy gy, dondea'y, = (4': A) ) [A": A bag,

ossia Sy, =(A": A) )| A" A]| 68y, ,

. I 1 : L e T f1’ | T T T
ossia SEf ) A:A'| &'y — -A—I- PA s A Bwgy|=10
ciod i

Wyy— (A" 1 A) (| A 1 d | )2y, COSI COME Tyy — Xy = 0y Ty, Xy
sono per » == 0 combinazioni lineari di », ay, @, .

Confrontando con (3) e (4) del § 3, B, si trova che il contatto
delle due superficie ¢ del secondo ordine soltanto se

(A':A4)([4':4])=62=1, cicdse 4 =4’

e quindi: § =066 (oon &6 =1.1)

Dunque : Se due superficie S; 8 a punti contemporaneamente
ellittici o iperbolici (cosi che A, A hanno lo stesso segno) st toc-
cano lungo una linea i non asintotica, il contatlo & del second’ or-
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dine soltanto se (tutt’al pit a meno del segno) hanno comuni su L
le coordinate di punto e di piano tangente (normate secondo le con-
venzioni del § 12 B).

Nel caso generale le direzioni asinfotiche delle due superficie
in un punto di Z sono date da

Gy AU 4 g dv® =0 0 @' du® 4 dggdv® =0,
di cui la seconda vale:

Ay QuP 4 g (A': A) (|A": A|)dv* =0,

0ssia

nh'ay du® 4 aydv® = 0, ove 7 = sgn o ) h=V[4: 47

mentre o : £: & = 6h.

Percid : Se due superficie si toccano lungo una linea 1. non
asintolica, e se poniamo 7 = 1 quando esse sono entrambe ad asin-
totiche reali o complesse, ed wyuale @ —- 1 gquando una & ad asinto-
tiche reali, Uallra ad asintoliche complesse, allora il birapporto delle
quatiro direzioni asintoliche conlale in un certo ordine vale

Kot S
ol 1 4- i*' fh'-‘- !

ove h ¢ + —i'-, ciod ¢, a meno del segno, il rapporto delle coordi-
»

nate di piano tangente per S, 8 in un punto X = x' di L.

In alire parole la tangente dv® = 0 alla L contala due wvolle,
la tangente coniugata du® = 0 pure contata due volle, ¢ le due coppie
di tangenti  asiniotiche du®: dv? = — ag3:a; e du*:dv? =
= — 1y, : Nh'a,, appartengono a una stessa involuzione e formano

il birapporto 7h',

Se la linea L & di Darboux per S, sardi (per v = 0) S§, @y =
= S, ¥ per la (17) del § 12 B; quindi sari:

(2) BS(Ey B — o ¥y ) =

i

=8 (’*eu -+ &hy )wlﬂi — Ty (k&u o 2hy, Eu - Eftu .‘) =
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) = WGy Ty — éuu) + B @y,

che & nullo soltanto se A, = 0. Dunque:

Se due superficie si loccano in una linea L non asintotica, che
¢ linea di Darboux di una, essa & anche linea di Darboux per Uallra
soltanto se i precedenti birapporti sono costanti lungo L (*). In par-
ticolare, se nei punts di L le due superficie hanno comune una, e
quindi entrambe le direzioni asintotiche, se L ¢ linea di Darbowx
per una, essa & linea di Darboux anche per Ualtra.

Dimostreremo ben presto che le linee #y = 0 di una super-
ficie rigata non sviluppabile si riducono alle generatrici ed a una
linea che incontra ogni generatrice generalmente in due punti:
linea che diremo la linea flecnodale della rigata (la quale dunque,
insieme alle generatrici, esaurisce le linee di Darboux della rigata
stessa). Avremo dunque dal teor. precedente :

Le lince di Darboux 1. di una superficie S che non sono anche
asinlotiche sono caratterizzate da cio che le rigate formate dalle tan-
genti tirate ner punti di L ad uno dei sistemi di asintoliche di S
hanmo L come Uinea flecnodale ; se cid awvviene per le asintotiche di
wn sistema, altrettanto avviene per 1 altro,

La (2), scritta nell’ipotesi che due superficie si toechino lungo
la linea » = 0, diventa nell’ipotesi che la linea di contatto sia
gualunque :

dh
h

(8) Fy= ik(Fa + f—j-]‘} ) (lungo la linea di contatto).

Supposta 8 rigata e quindi formata da rette tnl;genti ad S
nei punti di L, questa linea L sard flecnodale per S’ se

BRI e
h 8

(*) A pag. 35 della Mem. (Courbes tracées sur une surface dans 1'espace
affine). (Publications de la Faculté des Sciences de I' Université Masaryk,
Brno, 1923, n. 28) Cech ha dimostrato che :

Se due superficie S ed 8’ hanno contatto del secondo ordine almeno lungo
una curva C, che & curva div Segre per 8, condizione necessaria e suffiesente
affinché C sia curva di Segre anche per 8 & che il condatlo sva del lerzo or-
dine aimeno,
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Quindi :

Le tangenti ad una superficie S uscenti dai punti di una linea
L. non asintotica si possono distribwire in o' rigate, per cui L é
Mlecnodale. Consideriamo in ogni punto di 1 la tangente ad 1 contata
due wvolte, la tangente coniugata pure contata due volle, la coppia delle
asintotiche di S e la coppia delle asintotiche di una di queste rigate,
che tulte appartengono ad una stessa involuzione. Il birapporto v di
B Bopaha
"'g' —l',‘n . Eeeo
il significato geomelrico trovalo da Cech per Uelemenlo lineare pro-
vettivo !

queste quallro coppie é delerminato dalla dlogy = —

Osserv. 1, Le considerazioni precedenti non si applicano al
caso che la L, assunta a linea v = 0, sia asintotica. Se le u = cost.
sono anch’esse asintotiche su entrambe le superficie, si potri sup-
porre lungo L che & = o' | &, = &', , ', = 6, + ax, con 6=+1,
ece. ecc.

Osserv. 2.* Altra interpretazione di Fy: Fy si ha (Bompiani)
studiando I’invariante J di una direzione generica e della terna
di direzioni Fy = 0 (di Darboux) o della terna coniugata (di Segre).
Per le forme normali 9y e @, (§ 14 D) si hanno (Bompiani) pure
notevoli interpretazioni quando si studii il differenziale di J cor-
rispondente a spostamenti lungo una curva della nostra superficie,
il cui piano osculatore passi per I'asse (cfr. seg. Cap.)

Le curve per cui J = cost. sono geodetiche per una metrica
di Gauss definita da un elemento lineare proporzionale ad F, sol-
tanto se la superficie © isotermo-asintotica (§ = 1) ecc. (Bompiani).

Pitt avanti troveremo altre interpretazioni geometriche dovute
allo stesso Bompiani ed a Wilezynski.
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§ 14. — Le equazioni differenziali fondamentali
e la terza forma differenziale.
A) Formele fondamentali.

I due piani § , & si tagliano in una retta uscente da z, e
contenente il punto

(1) X =I -;— Ay = ‘_33- SA4:

perché

(2) SE X = ‘.]““ LAy 8Ei ayy = — —‘1—- YAy a0 =0

per le relazioni di apolaritd. Invece ¢ /
(3) SEX = -é— B BeniS e fT S 1

cosicche il punto X & distinto dal punto «, ed insieme ad @ indi-
yidua la retta (§, §,). Derivando (3) e ricordando (2) si trae:

(4) 8Xit=0.
Dualmente, posto
& 1 (e
(5) == ';_Aze'—_'-'a_')-"'lrs£ﬂ‘
si ha:
(6) Sl = 1 y Sy 8=0, SzZ; = 0.

La (3) dimostra che i punti @, ,, ,, X sono linearmente
indipendenti ; e percid quattro quantitd qualunque, p. es. wy, (ed
Urs 5 Zps y lys) S poOSsono esprimere come loro combinazione lineare;
potremo cio@ serivere :

@y = Nou 4 pay + vX 4 pz (con le analoghe per y, z, o),
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donde :

Qg = SEXpy = ¥ — Qyyi = SEi Xpg = — Mgy — M
che permettono di determinare ), p. Si ha cosi in conclusione:

(D Xy = X lygp Apg ¥g + s X + Pra.
Pq

In modo simile si provano le:
(II) . ar.u -y Vi Ear&p qu E‘_J 1— Oy o) 'I" Trs E‘

In quanto alle py,, m, possiamo soltanto affermare :
Come le forme ¥y, Wy, cosi anche le forme

P = ¥pp du; dug, [l = Ymy du, dug

non mutano né per collineazioni unimodulari, né per cambiamento di
parametri u, v a lIacobiano positivo. Anche esse sono apolari alla
Fy. Infatti da (1) e (I) si deduce, per le relazioni di apolaritd tya
Fy ed Fy: :

2X = XAg ¥py = Ddgs | Bysy Apg g+ Ops X - P 2| =
= 2X - wX Ay Py
donde segue appunto XA, py, = 0. Le dirczioni per cui P =0 e

le direzioni per cui 1l = 0 formano pertanto due coppie di direzioni
coniugate, '

B) La forma P — 11

Poniamo :
) Q — SXE,
viservandoci di calcolarlo altrove. Dalle (I) e (II) si deduce :

(8) Sahk Lyg = Sﬁu (Eur’p Am xq + (yg X + ?')f.l x) F—1
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= X Gy Apg kg + Drs O - trs SX(— Dy Apg & - air E - mpi)
Py q
=2 Qygp qu Gghk + Prs Wi~ Gys Tk + Aps Oy 2

Py
donde :

() S(Enk s — Ers np) = Wi (Prs — Tops) + Ars (T — Pa)-

Ora, derivando covariantemente le @y, = — S§, @y, , @y =
= — 8§, 25, 8i deduce:

(10) — @yy39 = 86y @430 + SE1a @115 ~— Gy19y = S&; X0y ~+ 561, 7o.
Ora o: SE; 2139 = 8 2191,

Infatti per le (28) del § 9 (B):

86 (@119 — @19y) = 2¢,(12, pl) Ay, x, =
= — 3(12, pl)ay, 4, = — (12, 11) = 0,

E percio, sottraendo le (10) si avra per (9)

u(11) G119y — Gyyyg = 8810 %1y — 881y g =
= (R — Pra) — @yo(Ty1 — Pry)

insieme all’ analoga
(1) vis Gaage — Goggy = Aga(Fyy — Pig) — Ayg(Tag — Do)
e alla relazione di coniugio
(11) o @gy(myy — Pyy) — 2849(Ry9 — Pya) + @11(Tpg — Pyg) = 0.

Poiche, derivando covariantemente la relazione di coniugio

2 Ay @y = 0 si trova:
r,s

(12) X Adpap = 0, (per ogni sistema di valori di ¢, j)
p'q
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si avrd dalle precedenti anche :
(11) guster  @ag(myy — P11) — @y3(Top — Pag) = 2(A1300 — Gagyy)-

Tutte queste equazioni. bastano a determinare P — 1, quando
sieno date Fy, Fy.
Ma si pud presentare il calcolo nel modo seguente. La forma:

1 (P11 — Tp)du + (g — Tpp)dv ayydu - ay dv

V4] (Pra — myg)dte - (pag — Tpa)dv  agy du - agg dv

apolare alla F, ed alla P —II vale per le (11)

1
——— X (Apge; — Opp1o)dity du,
i Pzl par2) ity dtty

Quindi, per i risultati del § 9 #, la forma P —II, che & apolare
a quest’ ultima forma ed alla /'y vale:

1 |(@190 = @yqg1)du (@199 = @ygpy dV ayydu - aygdv

P-]l = —
4 (1912 = @yg91)du = (Agp 1o = Apgoy)dV gy - Agodv
a a dv*
s 1112 — G119 11 v
seasler Uyg1e — @am Ay — dudv

2
Uggrp — lggy Oy O

Invece delle forme P e Il basterd dungue, date le Fy , ¥y, dare
la forma

? = X(Pps ~ o)ty dug = Eqyps duy dut

(14)
OVe Grs = Prs —+ T

C) Altre equazioni fondamentali.

Derivando le (I), (II) si trovano delle equazioni :

(I11) ; X; =L & 4+ Smy Ay 7,
P

Fumst o Erou, Lexioni di Geomelria proiettivo-differenxiale, 6
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Iv) Bio= ik + = by A &

ove I, h,m, p. sono completamente determinate dalle forme F,,
Iy, P, Il, ossia dalle tre forme F,, Fy, Q.
Rinviando ad altro luogo lo seriverne completamente i valori,
qui osserviamo soltanto :
o) Da (III) e (IV) segue:

(15) L+ M = SX, B - 8XE, = %5 SXE = Q,
: ¢
f) Da (II) e da (III) si trae:
JS.XE”“ = S!a.”‘ + TCHI. M JSA.,E,;; = — "‘?n’pr aqk = — M.

Poiche, derivando SX§, = 0, si trae SX, &, - SXE, = 0, sara:
(16) My, = Ty, - Qa, e similmente p,, = pyu + Qay,.

In conclusione :

Zmy duyduy, = 11 4 QF, 3 By, duydny, = P |- QF,

7
9 S+ )du, = dS.

Notiamo una proprieta del piano &, Facciamo descrivere al punto 2 una linea
L di S; e per ogni sua posizione consideriamo un punto 2" = X - ra della
retta intersezione dei piani E, e E,, ove r & una funzione delle u , v. Quando
mai la tangente alla linea L’ descritta da z” incontra la tangente coniungata
della tangente &i L ? Ciod quando mai i punti @’ e dz” giacciono in un piano
del fascio 4 pdE ? 11 punto @"=(rz + X) giace per le (2) sul piano d§ ; dovre-
mo dunque esprimere che anche dz’ sta in questo piano ciod che

0 = Sda'dt = S(zdr + rdz + dX)df = — (r + Q)F,— 11

la quale equazione da, per ogni valore di 7, due direzioni corrispondents per
la linga L di 8, Queste due direzioni sono coniugate soltanto se r= —Q,
ciod 2" = X — Qz. Quest’ultimo punto insieme ai pnnti =, z, , @, determina
appunto il piano E. Ecco cosi definito geometricamente questo piano ; dualmente
si puo definire geometricamente il punto X tra i punti della retta intersezione
dei piani €y, Ev. Su questa retta sono percid caratterizzati per via proiettiva
i punti #, X e il precedente punto a'= X — Qx; ogni altro suo punto si
potri caratterizzare mediante il birapporto che forma coi precedenti.
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D) 1l teorema fondamentale.

Le equazioni 1, 1I, 1II, IV sono per la geomelria proielliva
U analogo delle equazioni fondamentali 3, 4 (§ 10, B) della Geom.
melrica, ¢ permeltono, date le forme Fy, Fy, Q di risalire alla su-
perficie, che ne resta determinate a meno di wuna collineazione. Le
loro condizioni d integrabilitc sono I’ analogo nel caso altuale delle
equaziont di Codazzi.

§ 15, — Varii sistemi di coordinate «, §.
A4) Un primo sistema di coordinate.

Noi potremmo scegliere a coordinate x, y, z, ¢ di punto e
£, 1,6, di piano (che finora sono sempre determinate a meno
di un fattore comune) coordinate tali che 4 = a; tyy —afy = + 1.
Una tale ipotesi non & di carattere intrinseco, neanche se sulla
superficie sono prefissate le linee coordinate «, ». Noi non ce ne
serviremo mai, per quanto, se %, v sono le asintotiche, tali coor-
dinate sieno quelle di cui fa uso la seuola di Wilezynski.

B) Coordinate non omogenee.

Potremmo usare o per i punfi o per i piani coordinate non
omogenee, ponendo p. es, ¢= 1, oppure == 1. Questo metodo
tratta perd il piano ¢ == 0, o il punto == 0 in modo affatto par-
ticolare (con locuzione metrica, considera il piano ¢ = 0 come
piano all’infinito, il punto === 0 come origine) ed & percid da
usare soltanto se nel problema che si studia vi @ un piano od un
punto in posizione affatto speciale. Se ¢ = 1, dalle I si trae che
Pe=0; se t=1, d invece =, = 0. Viceversa, se le p,, sono
nulle, esiste una combinazione lineare delle z, y, z, t a coefficienti

costanti, che & essa stessa una costante; un risultato duale vale
se w,, = 0,
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(') Superficie rigate.

Per fare una scella di coordinate intrinseca, di carattere proiet-
two, e dipendente soltanto dalla superficie considerata dobbiamo co-
minciare dallo scrivere i discriminanti delle F,, Iy,

A = ay gy — ajy;
— B 2 | 2 2
R = Ba3), azy ”“ Oty age tyyg Aoy — a7y Aiige —
(1) — dayy aley — dagp af)s
—_— 2
= (015 Aapy — aig) (A1) Wy — Oiyy) —

— () Bges — @y Agp))’.
L’identita XA4,,a,, = 2, insieme alle relazioni di apolaritd
2 A5 == B==sl""2)

danno, risolute rispetto alle A, :

A 8. Dl ), g 0 B e B
" A AT i ooy ks AT
«(2)
A e PG L Yk Ot b G (o)
12 A A2I

ove @ posto:

ey gy

(3) I=—y (e Ohgg  Oage |

yy s flag
almeno se 74 0. Se ne deduce che:
(4) BR= A'P(A, Ay — A%) = I'4®
almeno se [0, formola {.;he, per continuitd, deve valere anche

se [ =0, come si pud del resto dimostrare direttamente cosl. Se
I = 0, la terza riga del determinante che figura in (3) non pud
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essere combinazione lineare delle precedenti, perché dalle relazioni
di apolaritdh seguirebbe I’assurdo 2 = XA, a, = 0. Dunque le
prime due righe di tale determinante formano, se I = 0, una ma-
trice nulla; ed esistono quindi due costanti ¢, , ¢, tali che:

yy 't Oygp t Gggy & ooy == €} €13 C, CF €3,

Quindi: Se 1= 0, la Fyg ¢ un cubo perfetto ; percio R = 0,
¢ la (4) vale, anche se 1 = 0. Viceversa da (4) si trae che, se R = 0,
anche 1= 0 ed By & un cubo perfetto.

Le relazioni di apolaritda dicono che allora il faltore lineare,
di cui ¥y ¢ il cubo, & anche fattore di T, ; viceversa, se Fy, Fy
hanno un fatlore lineare comune, la ¥y & proporzionale al suo cubo,

Le linee di & che annullano tale fattore lineare sono percio
asintotiche, per cui & nullo S(dad*¢ — déd*x), ove & che & il piano
tangente ad S, @ il piano osculatore di tale linea. Ora, prendendo
i differenziali lungo tale linea, &

Séx = Stdx = S&d*x = 0 e percid — Sdid®x = Séd3x
Swdé = Sdxdé = Szd*€ == 0 e percid Sdwd* = — Sdéd*x = Skddx,

Per le nostre linee avviene dunque che & identicamente
Séd®x = 0, ciod che ogni piano & ad esse osculatore & anche iper-
oseulatore, Dunque le nostre linee sono piane, ed, essendo asin-
fotiche di S, sono anche »rette. 1 viceversa, Dunque :

Le superficie rigate sono caratterizzate dall’ una o dall’ altra
delle relazioni equivalenti : o) R = 03 ) L= 0; ) Iy é un cubo
perfetto ; 8) ¥y ed ¥y hanno un fattore lineare comune (che, ugua-
gliato a zero, definisce le generatrici),

Ne segue anche :

Se Ty ¢ identicamente nullo, tulle le asintoliche sono relle, e la
superficie, essendo doppiamente vigala, & una quadrica.

D) Coordinate normali,

Bscludiamo le rigate, di cui ci occuperemo altrove.

Osserviamo che, moltiplicando Fy ed /'y per uno stesso fattore
6, I invariante assoluto 1 del sistema di queste forme resta mollipli-
cato per 67", Noi dunque facciamo una ipotesi intrinseca imponendo
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alla I di valore — 1. Che, se fosse 1=k > 0, basterebbe molti-
plicare le @ o le & per Vk; e, so fosse I = — k<0, basterebbe
in pili, cambiare la faccia scelta come faccia positiva di 8. Con
questo metodo alle forme ¥y, ¥y sono sostituite due forme @y, ®,
proporzionali complelamente delerminate tn modo intrinseco invariante;
e le corrispondenti coordinate x , § di punto e piano tangente sono
completamente delerminate a meno di una collineazione unimodulare
a coefficienti costanti, e in particolare a meno di un contemporaneo
cambiamento di segno. Di piu resta intrinsecamente determinata in
modo invariante una orientazione positiva della superficie.

Queste coordinale X , &, queste forme @, , ©g ¢ le corrispondenti
P, 11, Q, e questa orientazione si diranno coordinale, forme, ed orien-
lazione normali.

Poichd, date le coordinate omogenee arbitrarie x, occorre una
radice quarta per determinare F,, Fy, e la determinazione poi
degli enti normali richiede ancora una radice quadrata, la deter-
minazione degli enti normali, date le x, richiede I’estrazione di
una radice ottava. Date le w, per passare alle coordinate normali,
bisogna calcolare ¥y, Fy, cio® bisogna ricorrere alle derivale terze.

Ogni sistema di coordinate omogence che sia determinalo dalla
sola superficie in modo intrinseco invariante a meno di una colli-
neaz. a coefficrenti costanti, e che richieda per la sua delerminazione
& partire da un qualsiasi sistema di coordinale omogenee  sollanto
derivazioni di ordine non superiore al terzo coincide, a meno di un
fattore nwmerico énesacn.ziulf:, con le coordinate normali,

Infatti, se @ sono le coordinate normali, ed 2" & un altro
sistema di coordinate che gode delle proprietd precedenti, allora il
rapporto z’: @ sarebbe una quantitd intrinseca invarviante che di-
pende dalle derivate di coordinate omogenee generiche di ordine
non superiore al terzo. Cid che & assurdo, perche la (9) del § 11
prova che con una proiettivitd (precisamente con una omologia)
ogni superficie si pud nell’intorno di un suo punto generico tras-
formare in una superficie collineare (e pereid ad essa uguale dal
nostro punto di vista) definita da un’equazione

g=ay 4+ @4y ..., (ove t = 1). (%)

(*) Basterd nella formola citata cambiare i punti unita degli assi coordinati,
cioé moltiplicare ciascuna delle @, y, 2 per una opportuna costante.
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Percio :

Il modo pia semplice (che ricorre ciod a derivate di ordine
minimo) di definire un sistema di coordinate omogence in miodo in-
irinseco tnvariante, é quello di ricorrere alle derivale normali.

) Rette normali.

. WS 1
In. coordinate normali x il punto X = —2—%.1: o la retta

(x, X) restuno determinate in modo inlrinseco invariante. Dalle I,
II, confrontate con le equazioni fondamentali della geom. metrica
sorge spontanea l’idea di dare a tale retta il nome di normale
proieltiva (o di prima normale), e alla retta (&, E) il nome di seconda
normale.

Come vedremo, I"ultimo teorema dato in D) equivale al se-
guente :

Il modo piu semplice di estendere al campo proiettivo la nozione
di retta normale in"modo che le sviluppabili di queste formino un
sislema coniugato (che sard il sistema delle linee di curvatura proiel-
tive) ¢ quello sopra definito, che quindi appare come U unico possibile.

Questa definizione, pubblicata per la prima volta dal Fubini,
fu ritrovata in modo affatto indipendente dal Green, che non ne
pose perd in luce il carattere di necessitd, se si vuole la definizione
pite semplice possibile. Il Green cerco semplicemente in un certo
fascio di rette una retta che descrivesse una congruenza, le cui
sviluppabili determinassero su S un sistema coniugato.

I') Metrica normale.

Usando coordinate normali, un punto 2" dello spazio in un
intorno di un pezzo di S avrd per coordinate 2’ = x -}~ wX, ove
@ & quel punto di S, da cui esce una normale passante per ', e
w & un parametro. Le u, », w 81 possono considerare come coor-
dinate di un punto dello spazio in un intorno di S; e, se noi
assumiamo come elemento lineare

() ds® = @y -} dw?,
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avremo definito in tale intorno wne geomelria metrica determinala
dalla superficie S in modo inirinseco invariante. In questa geom.
metrica la nostra normale proiettiva incontra proprio ortogonalmente
la superficie §; tutti gli invarianti metrici, curvatura geodetica,
torsione ecc., diventano altrettanti invarianti proiettivi della S e
degli enti connessi a tale superficie. In particolare sulla S resta
definita una geometria metrica (ds* = p,), per cui le asinlotiche
sono le linee di lunghezza nulla, e di cui daremo pii avanti un’in-
terpretazione geometrica. Cosi le espressioni

(6) VTAT (dud®y — dvd2u) : oy
(7)  d{JTA] (dudiv —dvatu) | : ¢ = TA] (dudty — dvadu): gf

sono per una linea di S degli tnvarianti proiettivi : la prima (cur-
vatura geodetica nella nostra metrica) s potrebbe chiamare la cur-
vatwra asinlotica.

Si possono anche estendere le nozioni di torsione, e di torsione
geodetica.

Cosi U espressione

1
'

P

=(x,dx, d®x, d®x): ¢},

calcolata in coordinate normali, ¢ un invariante nullo sollanto per
le sezioni piane, che percid st pud chiamare torsione proieltiva.
Tenendo conto delle equazioni fondamentali (1) e (II), questa
espressione si pud calcolare facilmente; rinviandone I’esame al §
seguente, osserviamo soltanto che, se &%, = &%, = 0, allora essa

s ]

A 1 1 : : ) A
8i riduce a g o ?{}, dove Py é una forma differenziale di sesto
a 2

grado e del primo ordine, La torsione proiettiva di una linea a curva-

tura asintotica nulla si riduce percidé precisamente ad 8 poichd
g

—5,17- ha uguali valori per due linee tra loro tangenti, esso, calco-
g

lato per una linea qualsiasi Lidi S in un punlo A, vale la torsione

protettiva di quelle linea tangente in A ad L che ha la cuwrvaluwra
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asintotica nulla. Percid alle linee di curvatura asintotica nulla pos-

siamo dare il nome di geodetiche proteltive, e alla frazione T quello

7
di lorsione geodelica protettiva.

Ritroveremo pilt avanti queste quantitd da un altro punto di
vista,

§ 16, — 11 caso di linee coordinate asintotiche.

4) Le forme F,, F,, P, 11, Q.

Se le », v sono asintotiche, supposte reali, &:

, D= Gy == s = (@ 0y ) = (0 0 o ) ==
— (\"‘; Eu e:.l &u n) — (ﬁ Eu Ev EH ,,)

(35 Ty Xy u::w) = (ﬁ 5.. &v erm) — M?g , Ove

(1) W= 8‘9'?1(33 Xy Xy Xy v) — Sgn(f;‘ 5:: Eﬂ eu :-') == &gnay
¢ — — sgnd — sgna}y — 1
1 Qv 1 3
X—=—A7Az2= Rar = A
2 e T 2 Agt @y

Porremo sovente :
(2) ||:}:m|:e[i : 0= 64
Essendo Iy apolare ad Fy, sard:
(3) Fy = 2a,, dudv = 2adudv ;
Fy = ay(Bdu® + vdv®) = a(Bdu® 4- vdv?).

Se a9 == f, le coordinate sono normali (e la superficie non &
rigata).
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Se f=+1=0, allora ¥y =20, e la superficie é una quadrica ;
se f=0, le v= cost. sono rette ; sey =0, le u= cost. sono relle,
Questi teoremi, conseguenza dei precedenti risultati generali, rice-
veranno conferma anche dalle seguenti deduzioni. Le equazioni
fondamentali (I} e (II), e i risultati relativi a » —1I danno ora:
I). Ty = [ - P®, Ry =10 Pyt
ossia :

1 I:la) P05 + ﬁ‘mv "I— P Xpyp = %y 'I‘ Ow Ty _l" Pag @
insieme alle :

1) Eu=—Ph+m€ &= —18 + 7yt

ossia :

1T Bs) un =— Oy Gy — BEB + “11& Eo = — T‘Eu ‘+‘ 6, & + '7:23&

4) pe="p=0 @y —pu=0f+ B0 T — Do ="Tu 4+ 104

Posto poi:
(5) M=+ =0  n=1n+ m
a:
1 1 1
5 u= P n o (B + 80.) ==y, — T (B + BO2)
(6)

1 1 1
—2—4’23:?22+ *g‘(Tu +T0~):“22‘—"“§“(Tu +10a).

Le Qqq4 Qoo S0n0 aulo-duali.

B) Flecnodi.

Nei punti soddisfacenti alla 1 =0 la (I),;, dimostra che =,
¥y, Typ S0no collineari ciod che nei punti per cui =0 le asin-
toliche = cost. hanno un flesso.
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Proveremo che in tale punto la retla tangente all’ asintolica
u= cost. ha un conlallo quadripunto con la superficie. Tcoremi
analoghi valgono per @ punti soddisfacenti alla §=0.

Per provarlo assumiamo f =1 ed a coordinate =, y, z quelle
determinate dai seguenti valori iniziali:

@iz} st o= 1L omiem ) g s )
V== Yup = U) vo=1
S P I R R I
Sviluppando con la.formola di Taylor, troviamo per le (1),
serivendo 1 soli termini che ci interessano, indicando con w = » = 0

il punto considerato, e con 0, , B, 7, ece. i valori di 0,, B, 7 ecc.
in questo punto

=~

3 1
(0002 4 10%) - (1o + 1600 - ..

@ =u-|

(3

S

&

y=v- —.15— (Pu - 0, ¥%) - ...
)
2= uw - % (Bu® - 30, w*» - 30, uv® -}~ 1v?) +-

1
F g (1o 10000

ciod (serivendo dei termini di grado superiore al terzo soltanto
quello in y*):

1 o
®) z=ay — = (@ + 10°) + 45 (210 — o)y’ + o0

Si riconosce appunto che, sollanto ove ¥ =0, la tangente asin-
lolica 7 = x = 0 ha un contatlo almeno quadripunto con la superficie,
Se ® identicamente 7 == 0, le asintotiche u = cost. hanno in
ogni punto un flesso, e quindi sono rette come gid sapevamo. La
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superficie risulta rigata, e le sue linee di Darboux si riducono alle
generatrici w = cost., e alle linee soddisfacenti alle f=0.

Ora per una superficie non rigata i punti, in cui f==0 op-
pure 1 =10 diconsi flecnodi; per una superficie rigata, in cui sia
identicamente p. es. f = 0, diconsi flecnodi i punti che annullano .
Lvi la tangente all’ asintotica curva ha un contatto quadripunto con
la superficie, ciod inconira quatlro generatrici infinitamente vicine.
Poiché quattro rette hanno generalmente due direttrici, segue che
su ogni generalrice v == cost. vi sono generalmente due flecnodi, ossia
che con opportuna scelta del parametro =, la 1 ¢ un polinomio di
secondo grado in uj cid che, come vedremo, si deduce facilmente
anche dalle condizioni d’integrabilita delle (I) . Il luogo dei flec-
nodi dicesi linea fleenodale. Su una rigata le linee di Darboux si
riducono alle generatrici e alla linea flecnodale.

Dallo sviluppo (8) si trae un’altra conseguenza: La tangente
asintotica z=—=x=0 ha un conlatlo pentapunto con la swperficie
net punti ove o =y = 0, ciod nei puniti ove la linea flecnodale 1 = 0
o ha un punto doppio oppure ¢ langente a wna asintolica 1 = cost.

Nel caso delle rigate questo e il precedente teorema si pos-
sono dimostrare anche in un altro modo; cercando cio® quando la
rgtta (@, 2,), che: & tangente all’asintotica w = cost., incontra

- . - ]‘ a
una generafrice, ciod una retta (.’.L -+ @, dv-- 5 % o i T

Ly + Tyy dv + '%" Loy dv? "']L' ...)

i’

I’ equazione in dv che si trova ammette dv = 0 come radice
quadrupla se 7 =0, come radice quintupla se 1 =", =0.

(') Osservazioni varie.

B facile caleolare

mi‘l o Ell v

(9\ R=8XE—=8 <2

Osserviamo innanzi tutto le identiti :
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0 ="y == 860y =58 %y = Bluu

()= gy — SE.'E,_,. et Smev v

Mg — i e = Skyy = — 88 7y = — S&y @y = Sy

111 — [3“12 - Seu Xy —— Sy Wy — S, euu

Gpgg == Yy = — S @y = 82y Eorv
(10) G113 — == SIU,, Euv s Sen Cyp — —* SF,,, 1=
ia S i a“m b ‘3”12
= - 6Ev Lunw— Y mﬂ Gl "I‘
Oggy = 0 =82y §uy= Sy 2uy =
Ty 8 dayy ¢ datyy
= — 8§ Ty — 5 Sty & + o
Quindi:
F A g 13 S vl
£ = —a"fg *ajl;— S, E“‘, —-—&?2" S«U“ —aa“ =
1 0
—— s —ﬂr-fg_ va. E' (Boer 5 7&u + ﬂsse) e
1 ¥ 1
=— — |0, 82,§ — 182, | = — (B, + BY)
A | thye
ciod
J ‘T“\E 1 1
(9) bis n‘la jm—y bX'.-l _ IS ﬂ. — > — (Bur‘ i b5 ET) =
12 12

1 dlogay By
= U T e

La Q vale pertanto il rapporto (B : ayy in coordinate asintoti-
che) della forma normale @, alla ¥y, diminuito delle curvatura di
F,: cosi enuncialo, il teor, permette di calcolare & in coordinate
u, v qualsiasi.
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Le linee di Darboux hanno per equazione Bdu® - 7dv® = 0,
quelle di Segre fdu® — qdv® = 0. Chiamiamo isolermo-asintotiche
le saperficie per coi

o logB: v
1 : -
(11) dudv

Per esse si potranno scegliere i parametri delle %, v in guisa
che B==1.

D) Condizioni di integrabilitd.

Diamo una prima forma delle condizioni d’integrabilitd, che
studieremo pitu tardi in modo pit completo, Esprimendo che i va-
lori di 2,,,, tratti da (I) derivando coincidono, si trovano le con-
dizioni

Yot 2B 4 0 00) 40,0, = By + 28,7 - O

) 0
; Bw + 2 ?11 'ay (Bor') + Uu Um' = Tlrjﬂ _1_ 2?7!5 + t}lﬂ.m'l
(12) {
a d a2
- p” g K ocss Pzz + 2Pga B + ap:l =

%Py
dur

dap :
=0, 20 O g,

che si possono presentare in forma pin somplioo Ad una trasfor-,
mazione moltiplicativa di coordinate @ == pa’ (Oll‘lSPO])dmlO le p=p’,
T=1, @ = p*a’yy. Ponendo in ([) 2= pa’ con p® = ayy:dy,,
si trova facilmente che :

1 h ? B ' )
O — ":3_&51_ Bﬁu — 2py =0, — 9 B:_BB IS 2?‘111

e I'analoga in py,. Sottraendo dunque @, dai due membri, si trova
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che: le quantita
L=29 2 62 f 20, =0 : ﬁ’

== uu'_’_z— i ﬁ g [iu — aP1 = uu_"'_.z_' AL

Lsns
-+ RO, 4 B, — 2myy = O, — o b — a1

(13) ¢ ¢ ' :
M=10,——06—10, = 1— 2pg = 0,, — =y 63 -

]

1

+' Tﬁu + ™ 27"‘22 e BI‘H‘ X1 '? 0?' e QEz

non mulano neanche per una trasformazione = = pa’, ciod non mu-
tano per una qualsiasi collineazione. K le 112) si riducono alle:

(14} L..- o m— (2ﬁTu _I" TBI‘) ] Mll o (2.(Bﬂ + th) ;
(15) BM, + 2MB, 4 Bevo = 1y + 2L + Yuuu-

Infatti le (14) equivalgono le prime due delle (12); I'ultima

: o 0 : S : ; ;
di queste, quando alle —g;’ H ;:’ si sostituiscono i valori tratti

dalle altre due, diventa :

d
ﬁ ""Egg' + 4?’32 pn Lo |nn i “Gu Gtm " 2[31: ﬂw . Bewm '+'

"i' [3’{“,. ! 031 + Bﬂ ﬁ.l’ll' '*_ 281: TBI! =

'Pn

== 2'{ + 4}7" (Pt (A e Iaﬂ 01 1 e 'a{n ‘jmn e Tﬂulln '{_

+ Bus — Bo 0%+ 0, %B. -+ 20, B

a cui si riduce anche la (15) in virtu di (13).

In coordinate non omogenee (f == 1) I’ ultima delle (12) & una
identitd, perch® py; = Py = 0. Non lo @& invece la (15) che si pud
in tal caso considerare come la condizione d’integrabilitd delle (13)
pensate come equazioni nella 6,
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La forma Ldu® 4 Mdv® ¢ invariante per collincazioni (e reci-
procitd), ma non é inlrinseca, come si riconosce studiando su 0
I’effetto di un cambiamento dei parametri delle asintotiche nel-
I’ipotesi semplificatrice che ¢ =1 e quindi p,; = pgp = 0. Ma ©
facile riconoscere pure che, posto

o

(16) —+e¥ = By oppure —1* oppure VB oppure VB, ...

3 1 = u___';
(17) =+ e¥ = By oppure - oppure Jy oppure VB%,...

1
(se p. es. f =0, ponendo ¢ = —log|%¥|, ¢ = ?Iog]ﬂ)
allora la forma:

18) (5= gt ) o (3 — o o 5 42,

& indrinseca, pure essendo ancora invariante per collineazioni a mo-
dulo qualsiasi; essa si pud percio talvolta con vantaggio sostituire
alla P (o Il, oppure @), che & invariante solo per collineazioni
unimodulari,

Da tutto questo si possono anche dedurre le condizioni d’in-
legrabilita. in coordinate u , v qualsiasi, che furono date in forma
concisa per la prima volta dal Fubini nelle sue Note : Fondamenti
della geomelria proieltivo-differenziale di una superficie. (Rend. della
R. Accad. dei Lincei vol. 27,, 1918). Non l¢ scriveremo qui, per-
che pit tardi le daremo sotto un’altra forma, dovuta al Cech.

E) Caleolo di (zdzd’zd®:). 11 cono di Segre.

Supporremo le x coordinate omogenee qualsiasi. L, se % = u,
e v = uy Sono asintotiche :

d?x = S, 8%y + (B, + pyy 2)du® 4+ 22, dudv + (12, < Py ¥)do®
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A3z = Zx, 0%, + 3 {(Bz, + pya)dudn 4 x, (dud® - dvd*u) +

+ (14 + Pag)d0d% { +

+ @y du® - (g3 + 20p9,)dutde 4 (X4 + 22490 )dudv® - Tggedv®
Ora

da
T = 3:: — 20,2y = pyy ¥, + (B — 28007, 4 B2y + . - .

o 0 .
Tyyp + 2¥p9; = 3:}1 + 20,, 2, = (37 + 20,.)2, + 37y, 2, ...

e analoghe dove sono trascurati i termini in @, e dove, si ricordi
B, + pu + B, = my,.

Quindi, posto
A = 3% + 3vdvd™ + pydu® + (3f7+ 20, )dudv
+ 3mgg dudv® + (1, — 290, )dv?
B = 8% -+ 3fdud®u + pydv® -+ (3f7 4+ 26, )dudv®
+ 8myy dvdu® + (B, — 280,)du’ ,
C = 3(dud® - dvd*u) - Bdu® - ydv® ,

sard
du dv 0
2 3
%@% = | 8% 4 qdv* &% 4 fdut  2dude
W v u, A B CI'

(dud® — dvd®u) + 3(Bdu*d*u — ydv*d*v) |-
= — 2dudv + (Bu — 280.)du’ — (1, — 2¢0,)dv*
+ 3%y — pu)dvdu® - (pyy — 3myg)dudv®

<+ [3((1.1;5% + dvd*u) + Bdu® 4- 1dﬂa] [duﬁ% — dvd®u + Bdu® — ydv®|.

Fumxt o Sron, Lexioni di Geometria proiettivo-differensiale, 7
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Se Fy @ il covariante cubico a(Bdu® — qdv®) di Fy e @ o la
espressione intrinseca a(dué® — dvd®u), avremo :’

G = a(dud® — dvd®u) A6 = a(dud® — dveu)
(cioé la curvatura geodetica rispetto all’ elemento Fy & G':JF, B) :

AF, = 2a(dud + dv3®u)

AFy = Ba(Bdut8®u—~dv*d%v) 4ty y du’ + 13,0 duPdv-aygq, dudv®=dgg,,di

= Ba(fdu®s*u — dv*e*) 4 [a—glg)— — 36, aﬁ}du‘ -

d(ap) 5 s o(@r) o .o [0@7) . ‘
+ __.é-‘l}_ dudy — ‘—'—8—1"—* dudv® — -"aT‘ 38,ﬂ"{:|d?} '

Essendo (2 @, @, 2,,) = a* ne deduciamo 3

(z de d*x d?z) = — I, [dG‘ 4 dFy - Fy(myy du? — gy dvz)l

(19) i
3 (? daF, + F,,) (a EE Fa’).

Si noti che myy du® — my dv® si scrive subito anche in coordi-
nate curvilinee qualsiasi; essa ¢ la forma quadratica apolare ad
F, e alla forma X, du,du,, covariante al loro sistema.

Cosicche la (19) permette di calcolare (x dx d*x d®x) in coordi-
nate qualsiasi, Uguagliando a zero, si trova I’equazione delle se-
zioni piane, Ne segue facilmente (cfr, la Nota di F. citata pil
avanti) che 0'equazione delle sezioni piane & determinala dalle nostre
forme e viceversa; cosicch® due superficie poste in wna corrispon-
denza biunivoca, che conservi le sezioni piane, sono collineari (cid
che & evidente per superficie algebriche e che per superficie qual-
siasi si pud dimostrare direttamente (cfr. la Nota del Fubini negli
Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino 1914 vol. 49 pag. 786).

Cambiando di segno f,y si trova I’equazione delle curve di
contatto della nostra superficie con un cono (§ d§ d* d%) = 0,
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I’ equazione :
(20) (@ do d*x d®x) = (€ d€ d*€ d3¢) (*)

non contiene i differenziali terzi e si riduce alla:
r 1 t (1) i ]
(20) iy — Fy |2dFy’ + Fy |(7y; — pyy)du® — (mgp — Pyg)de® = J o

+ 2GFy + 3Fy/dFy = 0

che dev’essere indipendente da @, perch¢, moltiplicando le = e
quindi anche le & per uno stesso fattore, la (20) resta equivalente
a s¢ stessa. Sviluppando la formola precedente si trova infatti che
(20) si pud scrivere quando si consideri » come funzione della v

: ,_ du B
e §i ponga w = —, U= —g )

'8 . . "
(20):or 2 i u:.ji-_L '’ = (;;'-": — fu ufz) s 2(_1%:" P Bﬂu’) =0,
Le curve O definite da questa equazione hanno un importante si-
gnificato geometrico. Sia @ un piano osculatore in @ ad una di
queste curve , contenente percid anche 2 altri punti consecutivi
ad @« sulla curva €. Consideriamo un quarto punto consecutivo
preso non su O, ma sull’intersezione della superficie con . Il primo
membro di (20), e quindi per la (20) . anche il secondo membro
sard nullo. Percid i piani tangenti alla superficie in questi quattro
punti concorreranno in un’unico punto, Al § 24 del Cap. I1I° tro-
veremo che (20) ., definisce le pangeodetiche. Abbiamo dunque:

In un punto O di una swperficie il piano osculatore w di
una qualsiasi pangeodetioa uscente da O gode della proprietd che i
4 piani tangenti in O ed in 3 punii consecutivi dell’ intersezione di
© con la nostra superficie passano per un medesimo ‘punlo.

Al § 24 del Cap, III° studieremo il cono inviluppato da que-

(*) Per superficie ad asintotiche non reali, alla (20) si dovrebbe sostituire
I'equazione ottenuta, moltiplicando per & uno solo dei due membri,
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sti piani: cono che per la prima volta & stato considerato dal
Segre. La equazione (20) & dovuta al éech; essa © molto notevole,
perchd permette di fare i calcoli in coordinate »,v qualsiasi. Si
veda anche 1’ultimo teorema del § 22. Il Fubini trovd per la prima
volta le forme F, studiando appunto 1’ espressione (x , dx , d*x , dx).

I') Confronto con le formole della Geom. metrica.

Supposto ¢ = 1, siano @, y, z coordinate cartesiane ortogonali,
Sard :

11 11 22 | 22
(1 ] xuu = i i + , 2 ! xt‘ ‘] xm' (ot i 1 xﬂ + 2 a'u f]
0ve %]: sono calcolati per 1’elemento lineare di Gauss. Confron-

tate con le precedenti, si deduce :

L 22 11 22
(20) Guzjlia Or_igl: ﬁ"‘“’zz-: i f 1
: : G eyl 22
Ne segue che i nostri [}, 1 non sono che i simboli 9 {11
) ; . 11
per U elemento lineare di Guss; se p. es. = 0, sard 5 e 0,

ciod le v = cost. avranno curvatura geodetica nulla ed, essendo
asintotiche, saranno rette, come giad sapevamo. Sard poi :

(20 €y s %ye) = 02 = =D YEG—F?,

(21) IR N4 AT
ay = VDVEG—F* = ]/ e
: 0
1
ove K = — — © la curvatura totale della superficie, in completo

(J
accordo con la (21) del § 12 C.
La coordinate normali si ottengono dalle precedenti, moltipli-



[§ 16, '] 1 FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE 101

cando per

By T —0:2
22) Eﬁr—'VW

Si noti che, posto By, = B, B, = F, liy = (, conseguenza
differenziale delle

BE{I‘ 1‘“; 3“ ‘
~ = 3B + S E;,
awl i gt l” i i I

sono le formole :

o (11) (11)(22) & (12) {12 )(12])  F

W1+)1”1I=Tﬁ _*',IH‘J!%“PT
23)

o (22) (22)(11) o (12] f(12)(12] P

('a}?_ z!+;1ljzi—a 2 +‘ R

o che conseguenza delle equazioni di-Codazzi (essendo ora D=D""=0)
sono le:

; 12 ologlp 12 ! i 31‘_’0’"5
T ot oo I P
B, per le (20), (21):
10 il G L R
Uul'+ﬁf'—,1tu+:2 Elg |1+}1‘,2E=
12 12 |\ 12 F
41&41”J+Fﬂ
u 33209}/; o 3.!09]/{-3‘ 33’091;-[: f
= Toudv ou %
ciod
(24) yo R= Guu e BT e V_P— dudv —_f’

che @ la quantita che si presenta mella celebre equazione di Moulard.
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§ 17. — Applicazione agli invarianti

di un sistema coniungato.

A) Calecolo di tali invarianti.

Le u, » formino un sistema coniugato; sia

(1)~ du = rdu + sdv ,  dv = Sdu -+ Rdv
cosicché :
a i, d d d a

1) bis — =7 S — =8 R
oF du du + dv av ou G v
(2) rR+488=0,

- 1 1 - 1 1
(3) du——‘ér—du-}——z—s—dv 3 dv:—‘zg—duﬂ'--g]—ad‘!}

Ll

Per la (2) le condizioni d’integrabilita danno :

! Ss?
8; = r; = 18, + S8, = rs, 4+ FR“=

=ﬂ( 84 ___15&)=mazog(s;1e)
8 d

’

n u
(A
R: = 8; =rR, + SR, = rR? % + SR, =
([ R, 8, \ o OlogR:s
Sard poi :
02 0* 9* dlogs: R 0
() Sudv wegiielr 7 ol e v SR T T
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dlogR:s @
i e
Sara dunque (posto a = a,,)
: o ~ dlogs: R )
6 —_— U'u RS T Tu
©) . dudv (rs RE b ou 7

e (raﬁ -+ RSO, 4- Rg_qmi‘iﬁ)x,. + (rspyy + BSpyy)e =

=y 4, dlogas: K dlogalRl:s %
=13 (’ g e ) + 2.5'(”‘3 o Rs_éa_‘")}"’"

1 dlogas: R ! dlogalt:s\) _
+ {-é-;(ra SRt + RS“{) + SR (raﬁ -+ RS e )} %S
-+ (r8pyy -+ RSpyp)e,

Questa & una equazione di Laplace per le coordinate » di punto,
di cui il primo invariante &:

/1 ( dlogas: R 4 dlogaR:s 8
A b RS“) + IR8 (RS av “"""’ﬁ)

(7) + r8pyy + RSpgy —

1 ( dlogas: R X 1 dlogaR:s
it [-ﬂ(m o — - RS ) 4 e 55 (rs[i -+ RS ir e ) %
'
Poniamo :
8 r

(8) ""I'é" o e e =80

allora

(9) du — pdv = 0 & 1’equazione delle % = cost.

d d d i : i
(10) == S(‘é;' — p-a?). (Qui S non & un simbolo di somma).



104 CAPITOLO SECONDO [§ 17, 4]

I/ uitimo termine del secondo membro di (7) diventa :

aﬁu—}-ap R——paﬁ-{—RB-——R% =

tl

= ;{R{pﬁ +P‘.—r—'—'ﬁP +0"hf‘_}'

u

1
— — —2—- S(R., _— pR..} (p{},, —+- Pu — .:T_. Iap'a N 0"_'{;7.)
1 K 0 *r

Per le condizioni d’integrabilitd & R, : R* = s,: s*; e percid il fattore

1
— 5 8(R,— pR.)

del primo termine dell’ ultimo membro vale L RS - f;
¢l
Se ne deduce, ricordando (2) e le (13) del § 16 D che:

v

, 21 M
—_— | Ly — —
S ( BT )+
1 pe? 5 0%gp . pw 8. pf
+ [p““ ke sl e dudv e P 2 p°
(11) | :
: Po Loy - Pu 1
+(— fu'-“2TF—-?'PT,+2fP—2‘1 T-P—,,)
Rilo 1 s
i 2{309 T ﬁup £ “BPPH =t ""2_ﬁ p* + 2ﬁpr .

Dunque : (F)

La forma 8ldudy = %(— — du? + pdv2) y che ha un si-

gnificato indipendente dal modo con cui sono slati scelli i parametri
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u : v del sistema coniugato che si considera, si calcola appena data
U equazione du — pdy = 0 delle u = cost. oppure du - pdy = 0
delle v =cost. senza ‘che si debbano calcolare le equazioni di queste
curve in termint finite o ricorrere a quadrature.

[’ altro invariante se ne deduce scambiando 7 con &, R con S,
ciod cambiando p in — p ed Ss in Rr = — 85, Lo diremo il se-
condo invariante,

Gli invarianti per 1'equazione di Laplace relativa ai piani
tangenti se ne deducono semplicemente sostituendo — B, —7t a i, 1.

B) Sistemi coniugati ad lnvurianti'uguali.

La differenza dei due invarianti per I’equazione di Laplace
relativa alle coordinate di punto & quindi il prodotto di Ss per

d*logp . P 1 )
dudv P 27 'P_a iy Tu?g' i Bu(’ TR 2BPPu

—2

. 1 (%}
che vale, (F), posto — o ke, Y1

d*log .

D & D
aué‘v g (T _f;)g + ([3 F)ﬂ

Dunque: Il sistema coniugato Cdu® -+ Ddv? = 0 ha invarianti
di punto uguali, se (12) é nullo,

L' uguagliare a zero il solo primo termine carallerizza, si noti,
1 sislemi isolermi conjugati. :

L’ uguagliare a zero la (12), in cui si cambino i segni di [, 7,
carallerizza similmente © sislemi coniugati a invarianti langenziali
uguali,

Poichd cambiare i segni di §, 7 equivale a cambiare il segno

1

di o ciod a sostituire al sistema coniugato Cdu?® 4 Ddy® = 0 il

sistema coniugato armonico (che lo divide armonicamente) Cdu® —

(12)
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~— Ddv* = 0, ne deduciamo (Fubini) il teor. di Darboux (Théorie
des surf. 1896 Tomo 4, p. 72):

Se un sistema coniugalo ha invarianti di punto uguali, il si-
slema contugato armonico ha uguali invariants langenziali e viceversa.

Segue pure immediatamente: Se un sistema contugato gode di
due delle tre propriela sequenti : di avere uguali invariants di punto,
di avere uguali invarianti tangenziali, di essere isolermo contugato,
gode pure della terza ; ed anche il sislema coniugalo armonico gode
delle stesse proprieta,

Se una superficie contiene un tale sistema contugato, potremo
cambiare © parametri u , v delle asintoliche in guisa che C=1D = 1,
Risultera percio dall’annullarsi di (12) cke @, = v,. Tali superficie
diconsi di fonas.

Notiamo ancora: Se due superficie hanno le stesse [, 7 cioé
lo stesso elemento lineare proietlivo, cioé se, come vedremo, §ono proiet-
tivamente applicabili, su di esse si corrispondono ¢ sistemi contugali
ad invarianti uguali, (F).

All’ equazione ottenuta uguagliando (12) a zero, si possono
sostituire delle equazioni piti semplici. Tale equazione dice infatti
che

d
(a 100D+rb)du+( logC + 3 )

¢ un differenziale esatto dlogy, ciod che:

d D 019/ .
Wlog?—l*'fm——o -é—-log "rﬁ ‘P =0

Posto ¢ == ¢H, ove H & una funzione arbitraria, e sostituito

C:deD:¢gale O, D, col cheil rapporto ¢': D resta immutato,
queste equazioni diventano

D 0] ] (8} D
(70 ¥ Rai e rae b gladll Heathd

088ia :

< T Hu, ¥ e H,
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7

che sono lineari in €', D. Poichd H & arbitrario, si pud, volendo,
scegliere H = 1; e le (13) diventano allora:

(14} I)u i Filoary TC b Cn P HD
La determinazione dei sistemi contugali a invarianti uguali é

ridotta al semplicissimo sistema lineare (14) (I).

(’) Un’altra applicazione,

La differenza tra il primo invariante dell’ equazione di Laplace
per le coordinate di punto ed il secondo invariante tangenziale vale
dunque il prodotto di Ss per

o 0%logp 2 Vi T i
— Ve o e 21 o Bl - 2
ciod vale
i a*logp
(15) QSsz(ﬁp)vm(F.)u__ L

Posto p = 4 -%—, I’ eguagliare a zero questa espressione (15)

equivale, (quando si moltiplichino 4, B per uno stesso opportuno
fattore) a imporre le:

(16) A, 4 4B=0 B,+ B4 =0

affatto analoghe alle (14); vedremo che queste equazioni equival-
; ¥ : d v,

gono a dire che le tangenti alle linee ——: dtes 03 ciod alle

w = cost. (du — pdy = 0) formano una congruenza W. Se ne de-

duce il teor, (F):

Se il primo invariante in coordinate di punto é uguale al se-
condo invariante tangenziale, le rette tangenti alle curve del primo
sistema (u = cost.) formano una congruenza W. i

Se questo avviene anche per le linee coniugate v = cost., cioé
se le equazioni di Laplace per 1 punti o per i piani langenti
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hanno uguali invarianti, scambiali di posto, cioé se tali equazioni
sono aggiunte, allora, scegliendo opportunamente i paramelri u , v
delle asintotiche, potremo supporre p == 15 il sistema coniugalo che
81 considera & pertanto isolermo contugalo ; e, come si vede da
(15) y B, = %u. Le superficie, su cui esiste un tale swtema, 8010
le superficte R di Tzilzeica e Demoulin.

L’ analogia tra le (14) e (16) non & soltanto formale; vedremo
che, integrate le (16) cioé trovate le congruenze W di cui S é prima
falda focale, si sanno integrare le (14), cioé trovare v sistemi coniu-
gati a invartanti uguali con sole derivazioni; e wiceversa, integrate
le (14), si sanno inlegrare le (16) con sole quadrature.

Notiamo ancora che se due superficie sono in corrispondenza
biunivoca, e se per la seconda B’ e ¥’ sono i valori delle {, 7, la dif-
ferenza dei due invarianti citati ha uguali valori sulle due super-
ficie [per il sistema coniugato, a cui appartengono le du — pdv = 0]
soltanto se:

(16) 7 (& — Be| = |7 = -]

Supponiamo che le due superficie debbano aver uguale tanto
il primo invariante in coordinate di punto che il secondo invariante
tangenziale. Allora bastera che sia soddisfatta la (16), e che siano
uguali i primi invarianti in coordinate di punto; ciod, indicando
con L'y M" i valori di L, M per le due superficie, dovra essere
soddisfatta, oltre alla (16), anche la:

1
o(B— o — 28 + 5 %) —
(17)
1
=ip (L — Fu— 200 + 5 '292)—

. Po s
(M + 27 2. -+ -2—' -r—g'———)

\
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Le (16), (17) hanno un ufficio fondamentale nella teoria della
deformazione delle congruenze. :

Ancora una osservazione: Per le superficie isolermo a‘sz'nm-
tiche (per cui -5:2—1; log?ﬁ- = 0) st possono mulare © paramelri
u, v delle asintotiche in guisa che f = 1.

Per tali superficie le equaxzioni (14) e (16) sono perfettamente
equivalenti. Si ha cost una trasformazione (F) delle congruenze W che
hanno una tale superficie come prima falda focale; la soluzione
di (14) che, come abbiamo enuncialo, si deduce con sole derivazioni
da una soluzione di (16) é ancora una soluzione di (16) e individua
pertanto ancora una congruenza W.

§ 18, — Nuovi studii in coordinate asintotiche u«, v,

4 ) Coordinate non omogenee e di Lelieuvre.
Siat=1; e quindi @, y, 2z siano #on omogenee. Le equazioni
SE.T“ : SE'J:,._ = 0 3 S&x“ = SEx,. =0

(i cui primi membri si riducono a tre soli termini perchd ¢,=t,=0)
provano che esiste una quantitd A tale che

8=M H=M 2=,

Poicht E=

I!\.alb—‘

Ay §, sard:

.

Pup = My P (per ¢ =&, 7, L, non per ¢ = )
Ora
i = 8X&8 = \8XE = \.

Percio (§ 16 C) sard: -

1) fuo= (O + PP (per o =2§,7,C, non per ¢ =1

che & la classica equazione di Moutard.
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Se ne deduce:

I piani tangenti alle asintotiche di una swperficie tagliano un
piano qualunque t == 0 in un sistema contugato ad invarianti tan-
genziali wguali. Questo teorema o il duale del seguente, che & ben
noto, e che si dimostra supponendo © = 1. Proiettando da un punto
su un piano le asintotiche d'una superficie st ottiene un sistema
contugato ad invarianti (di punto) uguali.

Viceversa siano &, 7, £ tre soluzioni indipendenti di una equa-
zione di Laplace ad invarianti uguall che potremo supporre ridotta
alla forma

(1) bis (Puu o

Costruiamo le equazioni

(2) Euu — mEu e [350 + 7‘115 Et\‘ e 7&1; + EEr _E' '1122&;

a cui soddisfano le funzioni &, 7, Le (1), e (2) hanno 3 so-
luzioni indipendenti comuni, e soddisfano percio alle condizioni
d’integrabilitd, Da queste si trae innanzi tutto o, =&, , cosicchd
si pud porre o= 0, , e = 6,, e inoltre si trae che:

(3) B = qu + ﬁ.{ r} T = irj"- 'I' Bﬁwr ] “?2 =Tu —i_ T(ju'

‘ 9 1
_3’!)—‘ (ﬁau = ? &?l g Bﬂ 0 ﬁﬂ.) = — 2w — TP
gistH 1
el Gt b 'rﬂu) = — 218 —1h..

In particolare sono dunque soddisfatte, com’era prevedibile a
priori, le condizioni d’integrabilitd per il sistema formato dalle
sole (2); ed esisterd pertanto una quarta fanzione t(u, v), linear-
mente indipendente dalle precedenti che soddisfa a (2), ma non
d (1) . Cid che del resto si potrebbe dimostrare a posteriori,
verificando direttamente i seguenti risultati, Il piano &, 7, ¢, © in-
vilupperd una superficie 8, su cui le », v saranno le asintotiche.

La Stz, = 0 diventa per (1),

_)'_f- (’suv Ty, + Tfyu Yu + Curzu) 'Jf' ‘d“ = 0.
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Confrontando con la SZx, = 0, ossia SE,, x, = 0 si deduce:
(ruu S Rt)‘u = 0

ossia, poich¢ t non soddisfa ad (1), &, = 0; similmente si prova
che t, = 0, ossia che ¢ = cost., ossia che @, ¥,z daranno coordi-
nate non omogenee [e quindi che p,y; = &y, — (B, + £0.) € Pag
sono nulle, come si poteva dedurre anche da (3)]. Dalle Sfx, =
= SE, @, = 0, che si riducono a somme di soli #re termini, si trae:

e

(e analoghe in y, 2 )
N Cu

4 @ =p p = fattore di proporzionalita

Similmente, se 6 & un altro fattore, si trae:

Y|
e =\

(4) vis x, = —6 ’ I (e analoghe in y, z).

Dovendo essere S¢,z, = S§,x,, sard p = 6, Si riconosce poi

che le condizioni d’integrabilitdh sono soddisfatte se p, = p. = 0,
p. es. per p==1. Si ha cosi:

g 4

(b) dz = N A — 1, dv C.du— ( dv

‘ (e analoghe in y, 2).

Queste sono le ben note formole di Lelicuvre, che permettono”di cal-
colare X,y , % con sole quadrature. Sard inoltre :

(2 B By Loge) =2 e Ty Ty Wig) =
. -
._.(T"C 'TJC| ’flpﬁ...)_ﬂf;n
e “w c" ! L] L] : i} " =2 iy :
3 RS o

Calcolando le derivate di quest’ultimo determinante, si trova
per le (1), (2) che esso vale ke con k = cost. D’altra parte

E E‘I El‘.
(e Eu ﬁu &u') - T] nu "?n (Tun e R'ﬁ) .
S
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B, calcolando le derivate di =,, — Rr, si trova che, moltipli-
cando la © per un fattore costante, si pud rendere z,, — Rt = ke” .
Percio,

(e Gy em-) = ket = (x Ty Ty Byy):

E si ritorna completamente alle usuali formole della teoria
delle superficie appena si osservi che, essendo 6 determinata a
meno di una costante additiva dalle 6, = &, 0, = e, possiamo ser-
virci di tale indeterminazione per rendere & = 1.

Abbiamo conseguito wn wulteriore risullato che ciod la t, la
quale non soddisfa alla (1), soddisfa invece alla :

(6) Tyy = Rt + €% = Rt + a4y,

completando cosi il risullato di Lelieuvre. -

Si capisce ora perché il Lelieuvre, nella geometria metrica,
sostituisca le precedenti &, , L ai cosent direltori della normale. Le
€,m, L insiteme alla © sono proprio quelle coordinate del piano
tangente che corrispondono alle coordinate non omogenee 2,y ,z, 1
secondo le nostre convenzioni (x z, », #,,) = (§ &, & &) relative
al caso e = 1 di asintotiche reali.

B) Asintotiche appartenenti a complessi lineari.

Nella teoria delle curve avevamo scelto coordinate corrispon-
denti di punto « e di piano osculatore § in guisa che (@ da d*z d%z) =
= (£dE a2t d%). Ora, se z descrive una superficie di cui & & il piano
tangente, allora & & anche osculatore ad ogni asintotica; Cech ha
fatto 1’importante osservazione che le coordinate & scelte con le no-
slre convenzioni per le superficie sono proprio le stesse, cui giunge-
remmo con le convenzioni relative alle asintotiche, Infatti, se ei muo-
viamo su una asintotica » = cost.,, e se & & il piano tangente alla
superficie, allora per le equazioni fondamentali (I) e (II)

(8 dE 4% d%) = (§ & &uu Gunn)du® = (€ &4 &, £u0)fPdu® =

= (¢ @, z, 2,,)B*du?® = (z dz d*x d%).
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Dunque tutte le nostre formole relative alle curve si possono
senz’ altro applicare alle asintotiche. Cosi p. es. le v = cost. appar-
teranmo ad un complesso lineare se lungo v = cost. é Sd3xd% = 0,
0881 SX,y, Eyun = 0, equazione che, tenuto conto delle equaziont fon-
damentali 1° e 1I° diventa Uequazione di Cech :

0%l
@ au;ip =1

Se 7= 0, e quindi le u = cost. sono rette, allora questa equa-
zione ci dice che § & prodotto di due funzioni, una della sola u,
una della sola v,

La linea flecnodale B = 0 sara percid contemporaneamente
definita da una equazione v=cost, e percid sari un’asintotica,
oppure una coppia di asinfotiche (cfr. 16 B pag. 92), e quindi sara
una retta o una coppia di rette, direttrici della rigata. Ne segue,
come del resto apparird ancora piu chiaro dal capitolo sulle rigate,
che:

Le superficie rigate, per cui le asintoliche curve appartengono
ad un complesso lineare, sono tulte ¢ sole le rigate appartenenti ad
una congruenza lineare a direltrici coincidenti o distinte, le quali
sulla superficie esauriranno la linea flecnodale.

Si pud poi dimostrare: T'wile le asinlotiche curve (v = cost.)
di una di queste rigate sono (proiettivamente) identiche (*).

Escludiamo ora il caso 7 = 0 delle rigate; pit tardi noi tro-
veremo le superficie qui cercale come lulle quelle che sono trasformate

(*) Nel Capitolo dedicato' alle rigate vedremo che, se y==0, si pud sup-
porre 0 funzione della sola %, supporre p,,=0, B= Ulav*+ bv +4¢) con
U, a,b, e funzioni della sola «; e infine p,, = p — aUp con p funzione della
sola w, Nel nostro caso potremo anzi supporre le @, 4, e costanti e, mutando

» in v + cost, (oppum -%;) supporre anche e==0. Dalle equazioni fonda-

mentali si trae che le @, y, %, ¢ soddisfano tutte all’equazione @uu —
1

—Oupu—po=20, ove o= — T(:r....-— 0w @y — [p 4+ bU]2). Questa

equaz. di quarto ordine nelle @, ¥, x, ¢ ha coefficienti indipendenti dalla »,
ed & percid ln stessa per tutte le asintotiche » = cost. ; le quali sono dunque
proiettivamente identiche.

Fumnt o Geon, Lexiont di Geometria profettivo-differenxiale. 8
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di una rigata mediante una congruenza W. Noi qui le determine-
remo per via puramente analitica. Dai valori di L, , M, dati dalle
prime due condizioni d’integrabilita (pag. 95) si deduce per la (7):

. (5!3)”__2 FRE

2 \ B
2 alogB 1 /ologh \®
BNt Y Rt 0gp
= ov? 2 ( v )+V’

ove U & funzione della sola w, V della ». L'ultima condizione
d’ integrabilitd da poi:

: T T e T
®) ﬁ"“"‘*"*’fﬁ'@r{?(%)"z i
1. AP 0° log ,
4= 2Tu{?(%) _2"Fa'_:i{;"_?'}+70uu "i‘TU 5= 2TuU

Ora hanno, come sappiamo (pag. 96), significato intrinseco, sia

[L_ _1__‘?1!_0_5_[3_ -+ 1 (_310_g{3_)“]du2

2 ou? B o
az'log[i 1 /adlogf 3
che [M -} 7t -} 5 (_855_) dv
ciod sia
3” log dlogf 8 5
{ L ( ) + 2 U] che

. bR - , g
Poich® anche [ o ¢ intrinseco, segue che possiamo cambiare

i parametri w, v delle asintotiche in guisa che U =0 e che V
sia uguale a 0, oppure ad 1. Sostituendo questi valori di U, V
e quello di v dedotto da (7) nella (9), si trova un’equazione nella
sola B, di cui & inufile occuparci, perche, come dicemmo, affron-
teremo il problema per altra via.
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C) Superficie di cni tutte le asintotiche appartengono

a complessi lineari,

Supponiamo che tanto le w = cost. che le v = cost. apparten-
gano a complessi lineari. Insieme alla (7) varrda la

d*logy

(10) dudv -.JET )

ooz £
Og ”

dudv
dungque isolermo—asintotiche ; con un cambiamenlo di parameiri w, v
8i potra percid rendere § = 1; e le (7), (10) si ridurranno alla equa-
zione di Liouville

dalle quali si deduce = 0. Le superficie cercale sono

d*log 8 S
() . dudy =8

di cui I’integrale generale ®

ove U & funzione della sola u, V della v. .
Si avra poi, come in B,

¥ e ologf 1 ( dlog B )’_I_ U, ,

u? 2\ ou
(18)
- 0%logp 1 / dlogfP\?
M—‘"'—‘a—vﬁ“—'z—( v )”’u

con U; nuova funzione della sola w, V, della ». E le condizioni
d’integrabilita danno (B2 V,), = (B2 U,)., cosicchd

B*(Vydu 4 U,dv) & un differenziale esatto dp.
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Integrando si trova:

% OOy

dove U, & una nuova funzione della sola u, Vy della v. Identi-
ficando i due valori di ¢, si trova:

?_,U-— U VA Vo V=V V=T, U+ U, U =0
che, derivata rispetto ad w ed a v, da: V,' U = Uy V', ciod:

Vo=kV 44, Uy=kU 41 (kyh,l= cost)
che, sostituiti nella precedente, danno :

U U — kU2 4 (h— YU = V V' —kV2 + (L —B)V.

Essendo i due membri uno funzione della sola #, 1’altro della
sola v, saranno una stessa costante p. K quindi:

kV: 4 (h—V +
=

kU + (1 —HWU +p

(13) v U1 e U V1="

(hyb,l,p=cost)

Le (12), (18), (18), individuano le nostre superficie; al va-
riare delle costanti h, k,1, p non tutte essenziali, non varia = ¥,
ciod non varia U elemento lineare proieltivo ; e percid le superficie
corrispondenti sono tulle proiettivamente applicabili tra di loro,

Per k=p=1—h=0 si hanno le superficie di Tzitzeica-
Wilezynski, che ritroveremo piit tardi per tutt’altra via; cosl pure
soltanto piu tardi studieremo le relazioni fra @ precedenti risultati,
la teoria delle congruenze W che hanno una quadrica per falda
focale, e le superficie a curvatura nulla negli spazi di curvatura
costante,
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§ 19. — Le rette tangenti.

* Accanto ai punti ed ai piani tangenti studiamo ora le rette
tangenti. Siano dv:dw e dv:du i parametri corrispondenti a dire-
zioni coniugate. Sara:

Bu = agdu + agedv 8y = —= ayydu — ayqdv.

La retta congiungente i punti # e 8x = x,%u + «,0v coin-
ciderii con la intersezione dei piani & e dé = §,du - §,dv; cosic-
chd, se A & un fattore di proporzionalitd, sard (§d€) = Nz ,d=), o,
pilt precisamente :

(& &,)du + (£ &)dv = A[(2 x,)0u + (v x,)0v]
che, per evitare equivoci, seriveremo per disteso :

i 8 1

§ "
R

€
& M

du - dv = )\ ou -

sz
insieme alle analoghe ottenute con permutazione circolare di 7, ¢, *
nei primi membri, di z,¢, y nei secondi.

Moltiplicandole rispettivamente per g, , 2, , 4, © sommando si
trova

ztl “ zv t\!

e
0 9 2 b | Bv = N4] &0 =
yl} z' ‘l}

= §(Yu M + 24 Cu + )l — &y + L2 + ho)du -+
+ (Yo + 248 + tuTe)do — &Y + G2 - Tha)dV

= §(— a5y — & 2)du — & (— Ev)du +-

+ &(— ayy — @, §)dv — §,(— Ea,)dv

= §(~— @y, du — a,ydv) = &8,
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Percid A = adw e si hanno le equazioni del Fubini :

V14l

(v) ' (E'fiu ¥, ’ﬂﬁu) o "'/I_L—:T l_ 11 {ztv SR ‘zv) + U1p (z‘“ 3 82“) I

] X
(E'qu o nev) i “VE“ I_ (g (zzu S !2‘.‘,) "I' (g (_ztu il uu)l

che sono equazioni analoghe a quelle che in geometria metrica
danno le derivate dei coseni direttori della normale in funzione
lmeare delle derivate delle coordinate di punto.

Coch ha osservato che

}Tﬁ

: e &'
d'u = du+ —— du , dv +
et 7 =7

goddisfano identicamente alla

N

l

cosicch®, comunque siano state scelte le du, dv , il rapporto d'u:d'v
garatterizza le direzioni asintotiche. Le tangenti asintotiche sono
dunque le rette

(z dz) + V:i: (2, 62) = (z, dw) i]fe_(é, dg) ,

comunque siano scelte le du , dv (E).

§ 20. — Applicabilith proiettiva.
A) Il teorema fondamentale.

Siano date due superficie 8, 8 in corrispondenza biunivoca,
che noi rappresenteremo dando le coordinate 2 ed @ dei loro punti
come funzioni degli stessi parametri  , ». Noi, estendendo le defi-
nizioni del § 2, diremo col Fubini che:
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Le superficie S E st diranno protetlivamente applicabili se,
per ogni coppia di punh. omologhi O, O esiste una collineazione M
che porta S in una superficie ', 0 nel punto O in guisa che curve
omologhe tracciate su S ed S ed uscenti da O vi abbiano un contatto
del secondo ordine. (Se cid avvenisse per una sola coppia di punti
omologhi, le superficie sarebbero applicabili soltanto in essa).
Notiamo : e
1°) Se la M non variasse al variare di 0,0, le §, S sa-
rebbero (proiettivamente) identiche, perché M le porterebbe 1’ una
nell’altra.

2°) Non si & parlato di contatti del primo ordine, perchd
dalla corrispondenza biunivoca segne che i fasei di tangenti omo-
loghe uscenti da due punti omologhi O, O’ sono collineari; percid
una definizione che parlasse di soli contatti del primo ordine con-
durrebbe a chiamare proiettivamente applicabili due superficie qua-
lunque in corrispondenza biunivoca.

30) 11 contatto, di cui abbiamo parlato, pud essere geometrico
od analitico. Questi due casi (di cui gli analoghi nella geometria
metrica portano 1’uno all’applicabilita effettiva, 1’altro all’applica-
bilita o corrispondenza conforme) non sono distinti, come risultera
da quanto segue, nella geom, proiettiva.

Siano dunque 8 ed § due superficie proiettivamente applica-
bili nella coppia di punti omologhi = ed . Se con &' indico il
trasformato di = mediante la collineazione M, allora

(z" 2, &, d*:r'):p.(—:; z, ¥, dz-x_) y

ove p & il modulo di M. Avendo 2 curve omologhe di § ed &
uscenti da O = O’ un contatto del secondo ordine, varranno le
equazioni (8) ., del § 3 dell’ Introduz. ; e percid

(@ %, », d%2) = p*(2’ 2, z, Pz) = pp' (.; x, ¥, d°x)

Percio le forme Fy ed F‘, per le due superficie saranno in 0, 0’
proporzionali, ciod in O, O si corrisponderanno le asintotiche. Sup-
poniamo questa condizione soddisfatla in ogni coppia di punti omo-
loghi ; le superficie S ed S avranno forme Fy ed F, proporzio-

nali. B, moltiplicando le coordinate dei punti di & per un oppor-
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tuno fattore, e trasformando, se necessario, la S con una collinea-
zione a modulo negativo, potremo supporre che le forme F, ed F,
siano identiche.

Se z, z sono una coppia di punti omologhi, potremo ancora
supporre &" = z, Le relazioni che legano in tali punti le a', , @',
ece. alle @, x,, ecc, date dalle (8) ,, del § 3 dell’Introd. varranno
anche (essendo F, = F,’) quando alle derivate ordinarie si sostitui-
scono le covarianti; e allora, seritte le Fy, Iy’ servendoci della
(9) yis del § 12 concludiamo che Fy — Fy" & divisibile per F, e
quindi, essendo apolare ad F,, & identicamente nulla. Percid
Fg=Fy =Fy; ciod le due superficie avranno uguale elemento li-
neare proiettivo, Ad ugual risultato si giungerebbe confrontando le
equazioni fondamentali (I) per le =,,, z,, e le equaz. citate che
esprimono il contatto di curve omologhe.

Viceversa se F, ed F, sono identiche e se in una coppia di
punti omologhi & Fy = Fy, sara in tale coppia di punti (= , @, X)=
= (z @, x, X), perchd le forme F ed F, coincidono, ¢ noi potremo
con una collineaz. unimodulare trasformare S in una superficie 8’
tale che, per i valori considerati delle u, v, sia z = ', ¢, = a,/,
@, =2x,, X =X', Fg=Fy. Dalle equazioni fondamentali si de-
duce che allora ., — 7, = (p,, — p,,)%, che ciod nei punti consi-
derati le S, 8" hanno il contatto voluto. Percio: (F)

Condizione necessaria per U applicabilita proiettiva di due su-
perficie poste in corrispondenza biunivoca in wna coppia di punti
omologhi é che in questi si corrispondano le asintoliche, Se poi que-
sta prima condizione & soddisfatta per ogni coppia di puniti omologht,
condizione necessaria e sufficiente per Uapplicabilita proiettiva in una
coppia di punii omologht é che in questa coppia di punti le super-
ficie abbiano uguale elemento lineare proiettivo Fy: ¥y, o, cid che é
lo stesso, abbiano le stesse forme @, , wg, € differiscano soltanto per

la forma P (o Il o Q).

B) Una proprieti caratteristica di due superficie
proiettivamente applicabili.

Due superficie S,S in corrispondenza biunivoca sono protetli-
vamenle applicabili in una coppia di punti omologhi A , A, se i
piani osculatori alle linee di S uscenti da A, e i piani osculatori
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alle linee omologhe di S uscenti da A formano due stelle collinears.
Ecco una semplice dimostrazione (F) di questo teorema di Gech.

In tale collineazione a piani passanti per una retta tangente
in A ad 8 corrispondono piani passanti per la tangente omologa
di 8. Usando coordinate non omogenee z,y,z nulle in 4, po-
tremo quindi trasformare S in una superficie S’ passante per 4
in guisa che in 4 ciod in ¥ =y=2=0 sia

=y mgm=0) o,=0 2 =0z  (6analoghe in y,2)

e che piani osculatori a curve omologhe delle S ed 8 coincidano;
con una conveniente omologia di centro 4 potrd rendere 6 =1;
ma, poiché questa omologia lascia fermo ogni piano uscente da 4,
in particolare i piani osculatori citati, piani osculatori a curve omo-
loghe uscenti da 4 continueranno ancora a coincidere. Ciod il piano
per tre punti

e=0, =z4dz, x—|~dx+—;—d‘-'a:

di 8, ciod il piano per I’origine che contiene i punti dw = da’ e
d*x dovra contenere anche il piano d*x’. E percid sard :

(1) 0 = (da, d*x, d*s" — d*x) = (¥, @, Dy’ — Dy)(du d* — dvd*u)
-+ (dx Dy Dy')
ove & posto

Dyz = ,, du® + 2, dudv + x,dv* ed analoghe.
Annullando i termini in d*u, d®v si trova

z, x, Dy’ — ) % 0

cosicche [essendo per le ipotesi fatte fin dal principio del libro
(% x,) 0, perchd i punti singolari sono esclusi| sara:

Dya’ — Dyx = Mz, + px, (e analoghe in y,2),
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ove A, i sono forme quadratiche in-dw, dv, La (1) diventa cosi:
0 = (dz , Dyx , Nv, + pa,) = (Adv — pdu) (2, z, Dyz).

Non potendo essere identicamente nullo il secondo fattore
(perche altrimenti in 4 la S avrebbe asintotiche indeterminate,
caso da noi sempre escluso) sarid Adv — pdu = 0. Ciod

sard una forma pdu -+ 6dv in du, dv., Si avrd pertanto
Dy’ = Dyx + (pdu + Edv)dx ;

formola che, per i risultati dell’introduzione, prova appunto che
curve omologhe di 8, 8" uscenti da 4 vi hanno un contatto del
secondo ordine. A questo teorema si pud dare col prof. Bianchi
il seguente enunciato :

Se 8 ed 8" sono superficie in corrispondenza biunivoca e, ad
ogni sistema di curve di S uscenti da un punto fisso O di S coi
piani osculatori formanti fascio corrispondono curve di S uscenti dal
punto omologo O con piani osculatori ancora formanti fascio, le due
superficie sono in O, O proiettivamente applicabili.

Escluso questo caso, allora, se tra 8,8 si corrispondono le
asintotiche, a nessuno dei precedenti sistemi di curve di S uscenti
da O corrisponde un sistema analogo di curve su 8,

Se tra 8,8 le asintotiche non si corrispondono, esiste una
sola retta » uscente da O tale che alle curve di 8,1 cui piani oscu-
latori in O contengono r, corrispondono curve di &', i eui piani
osculatori in O" formano ancora un fascio. La » si pud chiamare
’asse della corrispondenza tra S ed 8 nel punto O,

C) Un’altra proprietid caratteristica delle superficie
proiettivamente applicabili.

Se S ed S sono proiettivamente applicabili, ed A, A ¢ una
coppia di punti omologhi, esiste una collineazione che porta S in
una superficie S’ dolata della seguente proprietd : Ogni striscia di



[§ 20, 0] I FONDAMENTI DRLLA TEORIA DELLE SUPERFICIE 123

elementi del primo ordine relativa alla superficie S, la quale contenga

U elemento formato da A e dal relativo piano tangente e la striscio

omologa di S’ hanno in A tre elementi successivi comuni (Cech).
In altre parole, se in A & u=v=0, gli sviluppi delle coordi-

ax

tenze di u, v relativi ad S oppure ad S’ hanno comuni i termini
di grado inferiore al terzo. Usiamo nella dim..coordinate omogenee.

Nelle nostre ipotesi si pud supporre che S, S abbiano le
stesse forme F, , Fy. Potremo scegliere il tetraedro di-riferimento,
e trasformare S con una collineazione in una superficie 8’ in guisa
che per =wv=0 i punti @, 2" coincidano con (0,0,0,1), i
punti «,,, con:(1,0,0,0), i punti «,, 2, con (0,1,0,0),
i punti X, X con (0,0,1,k).

Allora dalle equazioni fondamentali segue che

nale mon omogenee X, Y, %, ¢ di 1)=ﬂ y Q== g—: secondo le po-

g=u+A+.., y=v+B+..., 2=0+..., t=14+D+...

ove 4, B,C, D sono forme di secondo grado in w, v, di cui le
prime tre non dipendono dalle p,,, che sulle due superficie possono
anche avere valori distinti; cosicch® per le a', %, 2" varranno svi-
luppi del tipo:

d=ut+Ad+ .iiey, Y=0v4+B4.. .y, 2=0+4....
mentre invece

'=14D+4....,

ove D" puo essere una forma di secondo grado, distinta da D.

r 2 i S . .
Dunque "= f— Moy hanno sviluppi in serie che, fino ai
termini di secondo grado inclusi, coincidono con gli sviluppi di

’ . ’

T T _zt_ I’ equazione del piano tangente & nelle notazioni
di Monge -i— =p % + q % Quindi Je p,q coincidono con
—§:{ ed —m: ¢, ciod, a meno del segno, sono

zt):(xyt), e (v,z,0):(x,¥,1),
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ove sia posto

JUEE AR
(yzt) = | Yy 2 .| ed analoghe,
yv.r Zy f’v

Anche gli sviluppi di p, ¢ coincidono dunque, fino ai termini
di secondo grado inclusi con quelli di p’, ¢, come si era enunciato.

Ne segue anche facilmente che in 4 le S, 8" hanno un con-
tatto del terzo ordine, ma questa non ¢ affatto una proprieta ca-
ratteristica.
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§ 21. — La quadrica di Lie.

4) Sua definizione.

Nella teoria delle curve sghembe & notevole specialmente il
sistema nullo osculatore in un loro punto; di cui sono analoghi
per le superficie i sistemi nulli osculatori alle due asintotiche uscenti
da un punto di esse. Ma accanto a queste corrispondenze ve ne
sono molte altre, notevoli per molte ragioni. Qui studieremo le pit
semplici, Se # & un punto fisso di una superficie S, e € il cor-
rispondente piano tangente, le coordinate di ogni altro punto e
piano § dello spazio ambiente si possono scrivere nella forma :

2 =2'e4 Yz, + 22, + X

1) e it
§ =88+ 18 + 8 + 7E.

Si noti che, mentre &', ¢, §, t* hanno significato intrinseco,
cid non avviene per ¥,z le quali si dovrebbero considerare come
un sistema controvariante ; altrettanto dicasi delle 7', ¢’. La con-
dizione Séx di appartenenza di punto e piano diventa, indicando
senz’ altro con , a, i valori delle Q ed a; nel punto considerato :



126 CAPITOLO TERZO (§ 21, B)
(2) 2t 4§V 4 'R — |ay y'n' + a0 + 1'7) + a2’ | =0

che si muta in sd stessa cambiando le 2’ (ciod 2', ¥, 2/, ¢') nelle &'.
Quindi la correlazione definita dalle :

(3) &'._'—:x', nrzy:’ Cr=zr, 'C’=£
non € che la polarite rispelto alla quadrica Q di equazione
(4) 22t 4 QU2 — (a5, Y + 2a;5 y'7' + agy2'?) = 0.

La correlazione (3) ha carattere evidentemente intrinseco ed
invariante per collineazioni [perché non muta neanche se molti-
plichiamo le coordinate dei punti di S per uno stesso fattore
plu,v)] (*); altrettanto avverra di questa quadrica, che chiameremo
la quadrica di Lie relativa al punto considerato x di &.

Proseguiremo per semplicitd i calcoli con coordinate « , v asin-

totiche. Sard ayy=a,,=0, Fy=a, (fdu® -+ (du?) , Q;.GL By — K,
12

1 ;
K=— 2 Ouey G =t¢", X= -2, ¢ I'equazione della
Qg = G1a

quadrica sard :

r 5
(4)11!.! 2.‘5 fp’ e 2&12 y;z’ + (r_T — )t!z == 0.
A1y
B) Interpretazioni geometriche della forma g,
e dell’elemento lineare o, : ¢,.
Per quanto non abbiano relazioni con gli ulteriori sviluppi

di questo Capitolo, sard bene dare almeno 1’enunciato di alcuni
dei teoremi trovati dal Bompiani (**). In un punto O di una super-

(*) Questo fatto intuitivo sard verifieato in C).
(**) Atti della R, Accad. di Torino (Aprile 1924),
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ficie S costruiamo la quadrica di Lie che assumiamo ad assoluto
di una metrica di Cayley.
Se O' & infinitamente vicino ad O su S, il birapporto che serve
a misurare la distanza da O' al piano tangente in O su una iras-
versale generica wuscente da O vale —;3—-— %.
2
Se Q ¢ una quadrica che ha per generatrici le tangenii asinto-
tiche in O, ed O', 0" sono punti vicini ad O sulle due asintotiche
uscents da O, il birapporto che serve a definive la distanza 0’0"
nella melrica definita da Q vale hyp, = 2hfrdudv, ove h ¢ una co-
; 1 ; Sl
stanle numerica (ﬁ se @ o la quadrica di LIB).
Se da un punto generico si proietlano le rette 00", 00" sul
piand langente, il birapporto di tali proiezioni e delle direzioni asin-

totiche vale _81_ ®p

Nella Mem. cit. si troveranno anche altri teoremi’ analoghi,

che tutti danno svariati significati geometrici delle nostre forme.
(Ofr. anche § 13 B e 23 C)

() Fascio delle quadriche di Darboux.

Consideriamo le coordinate a’, y', 2', ¢' di un punto di § posto
in un intorno di «. Esse per u=v= 0 si riducono ad 1,0,0,0,
le loro derivate 2, y., ecc., le x; ecc, e le @, ecc. si riducono
rispettivamente ad 0,1,0,0,ad 0,0,1,0 ed infinea 0,0, 0, ay,.
Per le equazioni differenziali fondamentali sard, posto al solito
0 = log|ay|:

@' =1 - termini almeno di 2° grado in w, v

Yy = u- % (0, %® 4+ 7v*) 4 termini almeno di 3° grado
z:—-v—i—--—%—-(ﬂ,v’-"—puﬂ}—l— » » »

¢ = ayguv+ % (Bu® + 360,u% + 36,ur® 4 1) + termini

almeno di 4° grado,
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Quindi

t® si annulla per u = v = 0 del quart’ ordine
! 1yt 1t -] 3 a3 i3 .

e (@t — apy'z )=T(Bu +1v%) 4 termini almeno di 4° grado_
12

Percio il fascio delle quadriche determinato dalla quadrica di Lie
e dal piano tangente t" = 0 contato due wolle coincide col fascio di
quadriche di Darboux, In allre parole la quadrica di Lie ¢ una delle
quadriche di Darboux. (§ 11, B).

In questo fascio si possono anche determinare altre quadriche.

A tal fine mutiamo le coordinate @ di un punto di 8, ponendo
= p(u, v)° ove p & un fattore di proporzionalitd. Il nuovo va-
lore @}, di ay & dato da a;, = p*ajy. Poniamo, analogamente alla (1)

x 1]
z=2a"2"+ ¢y al 4 2" ad + ¢ a‘l',‘ {
12

Sard chiaramente :

o’ = pa’ + p,y’ + p¥ + pﬁ‘“{, v

F

t R A

!

3" = pe' + ———p,

pPal

da cui (indicata con K°la curvatura di 2af,dudv) seguono le identita:

1 2 1 é&%logp
Koieaie s 0 L
p® L ajy, p*  Oudv
(6)
293::‘!: 2“1 y.rr 7 2:6‘ Ll 2“1’ yi ’ + “?2 aa;zip f‘!

da cui segue non soltanto che la quadrica di Lie non é mulata
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perché il primo membro di (4),, vale proprio

2:5”‘” et 2&-?,?}”3” + ( r‘T M Ku)tna e 0

s
ma anche piu generalmente che la quadrica di Darboux

@) 20t — 2agy's’ + 2 (pEE — ')=0

12
\

ha per nuova equazione la perfettamente analoga

22"'t" — 2ayyy"'s" + ¢ ([L-——-—-ET — K") =0,
*13
Percid ogni quadrica di Darboux si pud caratterizzare dando
il valore del corrispondente parametro p., che & sottoposto all’ unica
condizione di essere una quantita intrinseca invarian'e.
Per p. =1 si ha la quadrica di Lie.
Per p = o il piano tangente contato due volte.
1 é%lo 4 :
Per p = — —— S2408PY. si ha una quadrica che, quando
- Py dudv

8i scelgano coordinate normali (fy = ay,), ha I'equazione
(1) o @'t —apy's =0 (@19 = P7)

e che diremo percid la quadrica normale. Kssa passa per il punto
@' =y =2 =0,t=1, che in questo caso & il punto X della
normale proiettiva.

Per p = 0 si ba una quadrica, che coincide con quella che
Wilezynski trovd per altra via e chiamd canonica, La sua equa-
zione & ancora (7),, se sulla superficie sono adottate coordinate
tali che K = 0 (p. es. le coordinate di Wilczynski).

Del resto, data una qualsiasi delle quadriche di Darboux, si
pud sempre scegliere il fattore p in modo che I’ equazione della
quadrica considerata sia proprio del tipo (7),,

"

'V —ahy'e = 0;

Pupixt o Ceen, Lexioni di Geomelrin profettivo-differensiale 9
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contemporaneamente resta scelta una coppia di rette a” = ¢ = 0
ed y” = 3" = 0 polari reciproche rispetto alle quadriche di Dar-
boux. Comunque sia scelto p, i risultati precedenti dimostrano che

i termini dello sviluppo in seri - 2"t —y"z" si riducono
12

) a meno di termini del quart’ordine, che ciod

1 t” 3 anu z.f.r 3
& A+ *‘3( )+ (%)

o sempre infinitesimo del quarto ordine, che ciot tutte le varie
superficie cubiche Vg definite dalla:

(8] . t” "e a ynzuxu EE;L (ﬁyng _+_ ,{zus) = 0

hanno un contatto del terz’ ordine con la superficie data, e che,

"

al varviare di p, nello sviluppo di o in serie di potenze di
12
" n

L e variano soltanto i termini del quarto grado o di grado

superiore. Percido lo studio delle varie quadriche di Darboux si
pud illustrare con la considerazione delle varie superficie cubiche
(8) che hanno con S un contatto del terz’ordine, o con I'esame
delle varie coppie di rette (una uscente da z, Ialtra posta in €
polari reciproche rispetto alle quadriche di Dalboux, o con I’ esame
dei termini di quarto grado nello sviluppo in serie recentemente
citato. Di tali studii si occuparono Green e Wilezynski studiando
qualche caso particolare (*).

(*) Nelle Trans. of the Amer. Math. Soe. tomi 9 e 20. Per altri H\fiIll]lpi-
in serie ofr. Fumiyt Annali di Mat, Ser, 3, Tomo 25 (1016) pag. 229 e seg.
Invarianti proiettivi-differenziali ece.
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D) La quadrica di Lie come iperboloide osculatore.

Da ogni punto di una asintotica # = cost. tiriamo le tangenti
all’asintotica v = cost, che esce da tale punto; altrettanto facciamo
per ogni asintotica v = cost. Otterremo cosi due sistemi di rigate
asintotiche della superficie S; da ogni punto 2 di S escono due di
tali rigate, una di ciascun sistema. Lasciando il soprassegno, una
di tali rigate sard il Inogo dei punti &" == @ + wa,, (*) ove la u si
tenga costante, che sono percid funzioni dei due parametri », w.
L'equazione (" 2, @,” d*x"")=0 delle sue asintotiche &, tenuto conto
delle equazioni fondamentali I per le a:

0— d (25{‘1?‘"‘—“]2[137 ]dv).
@9

Un primo sistema di asintotiche & formato dalle generatrici,
che sulla nostra rigata hanno per equazione » = cost. Invece la
tangente all’asintotica curva uscente dal puuto o' = a 4 wx, pas-
serd per il punto :

LT

2 4 2" d:’ =xl‘+wxu”+%ﬁ__w2xu(£[___]{).

Tale tangente & pertanto il luogo descritto dal punto

-

1 + Zw : (}& 'f—T) ! + we, + Z(xu '{_ 1013"")
12

al variare del nuovo parametro Z. Il punto precedente ha, con le
notazioni del § 21 4, le coordinate

=1+Zw-‘%2~ ’-—-E—l), yY=w, 3’=2, t'=2w

(*) Qui 2" ha tutt’altro significato che in § 21, C.

o
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e pertanto, qualunque siano Z e w, giace sulla quadrica di Lie
relativa al punto . Ora la rigata luogo delle tangenti alle asin-
totiche curve di una rigata R uscenti dai punti di una gene-
ratrice &, com’®d ben noto, la rigata osculatrice alla R nei punti
della generatrice considerata (che contiene 3 generatrici consecutive
di R”). Quindi:

La quadrica di Lie relativa a un punto X ¢ la quadrica oscu-
latrice alle due rigate asintotiche della superficie considerata wuscenti
dal punto X.

Un’ altra dimostrazione di questo teorema sarda data al Cap, IV
§ 2 B.

§ 22, — La corrispondenza di Segre.

Diremo che un’equazione v = ¢(u) definisce una linea L della
superficie data, ciod un sistema di o! punti della superficie e dei
relativi piani tangenti. Tre consecutivi di questi punti definiscono
un piano osculatore della L cosi come dualmente diremo punto di
" regresso di L il punto intersezione di tre consecutivi dei precedenti
! piani, Un piano osculatore & quello dei tre punti

@, de=uw,du+x,dv, d*z=z,8% 4 x,8% + X, du.du,
ed & percio il piano p di coordinate
(1)  &(dud*— dv &% + Bdud — (dv?) -+ 2§, dutdv — 2§, dudv®,
mentre il corrispondente punto di regresso M @& il punto
(2)  2(dud*v—dv o*u-— fdu® 4 1dv®) + 22, dutdv — 2w, dudv®,

Ad ogni piano p uscente da un punto 2 di 8 potremo far
corrispondere il punto M di regresso per una linea a cui . sia
osculatore, ciod il punto d’incontro dei piani tangenti ad § in

e nei due punti consecutivi in cui p. incontra S,
Questa corrispondenza tra i punti (2) e i piani (1) ¢ la cor-

N R
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rispondenza di Segre. Con le notazioni del § 21 essa ¢ definita dalle:
xl’ = e!_r‘i'cf + {BTJJ:] + Tﬁ's : yn‘ 2t _ﬂ!gﬁ! : ;r i C’n]e :

che & una corrispondenza birazionale cubica. Ai piani di un fascio
(il cui asse r passi per il punto X consideralo) corrisponde nel piano £
tangente in X una cubica razionale tangente alle asintotiche, la cui
refla dei flessi é la polare della r rispetio alle quadrica di Lie,

A un piano corrisponde lo stesso punto nella polarita di Lie
¢ nella corrispondenza di Segre soltanto se Bdu® — 1dv?® = 0, cioé se
il piano passa per una direzione di Segre! (F).

Ecco una proprietd geometrica molto semplice di queste linee,
11 Prof. Segre le aveva definite con un’altra proprieta :

Sia © un piano tale che il corrispondente punto di regresso I
sia stazionario (ciod P sia intersez, dei piani tangenti ad 8 in 4
punti consecutivi dell’intersezione di S e di z). L’inviluppo di tali
piani w® & un cono (di Segre cfr. § 16 F) di sesta classe che tocea
il piano tangente nelle direzioni asintotiche e nelle direzioni di Dar-
bouz. Il punto P descrive una curva di 6° grado che nel punto X
tocea le asintoliche e le divezioni di Segre. Noi ritroveremo questo
risultato al § 24,

Tutte queste proprietd verranno approfondite meglio in un
altro capitolo. '

§ 23, — Geodetiche, e analoghi sistemi di curve.

A) Primi teoremi.

Le linee geodetiche nella metrica di cui F, & elemento lineare
hanno per equazione du &% — dvd*u= 0. Piu generalmente studia-
mo le linee che soddisfano ad un’ equazione del secondo ordine

(1) ayy(dud — dvd®u)=a,,(Bdu® — Cdv®) - 2ha,pdudv(lydu — lydv)

Ove con A indichiamo una costante. La equazione (1) & intrinseca,
se la forma data aj,(Bdu® — Odv®) & intrinseca, e se talo o
Lidu — lydy, in altre parole se la forma data al secondo membro
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di (1) @ intrinseca: noi I’abbiamo decomposta in due addendi,
uno apolare ad Fy, Ialtro divisibile per Fy. Se io pongo « = pa,
e indico con @y, , 8% ecc. i nuoyi valori di aqy, 8%, ecc., si ha:

Uyg = PPy, 8% =%+ 2 —rp*— du®, ecc. Se si vuole dunque che

la (1) abbia un carattere invariante per collineazioni, bisogna far
la convenzione che alla = pa, @9 = p®ay, corrispondano le B=B5,

=0,

Ay = bl Pr Wy = hly + f;)

Se cosi @, diremo che la (1) & anche invariante, Dunque
la (1) & intrinseca, se tale & il secondo membro; le (1) intrinseche
anche invarianti sono definite da una forma a,y(Bdu®— Cdv®) che
si trasformi come la Fg, e dai due punti x, Al 2, @, + hlyx
delle tangenti asintotiche, o dalla refta che li congiunge che & posta
sul piano tangente e che potremmo chiamare il secondo asse della (1).

Appare gid di qui la corrispondenza tra i differenziali h(l; du —
— lydu) e le rette del piano langente : corrispondenza lale che, al
variare del parametro h, la retta corrispondente (segnando due pun-
teggiate proiettive [aventi il punto @ comune] sulle due tangenti
asintotiche) descrive un fascio, cioé determina un punto lyx,—1;x,
del piano langente.

Chiameremo primo asse della (1) la retta polare del secondo
asse rispetto alla quadrica di Lie, ciod 1’ intersezione dei piani
&+ hél,.

Il piano p osculatore, e il punto M di regresso di una delle
nostre linee sono il piano:

§ [Bdu3 — Odv® + 2hdudv(ly du— 1, dv) 4 fdud —ydvd| 4

-+ 2¢,dudv — 2&, dudv®

e il punto
% [Bdu“ — Cdv® 4 2hdudv(ly du — 1y dv) — fdu® 4 1dva} -

+ 2z, dutdv — 22, dudv?,
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Per ogni direzione du :dv esce una delle nostre linee. Le pre-
cedenti formole dimostrano che al variare di duw :dv

Tutte le linee soddisfacenti a (1) uscenti da un punto X della
superficie hanno un punto di regresso che descrive una cubica razio-
nale avente le asintotiche per tangenti mel punto doppio )?, e il se-
condo asse della (1) per retta dei flessi ; una propriela duale vale
per i piani osculatori. Al variare di h la refta dei flessi per la cu-
bica e la relta cuspidale del cono duale descrivono due fasci polari
rispelto alla quadrica di Lie, (F.)

In particolare per le geodetiche (B=C=1,=0) la retta dei
flessi & la retta (&, E) e la retta cuspidale ¢ la retta (x,X). La
relte cuspidale per le geodetiche proiettive (quelle relative alla forma
normale ;) ¢ proprio la normale proiettiva. Ecco una relazione tra
geodetiche e normale, che ricorda 1’analoga, ma pit semplice rela-
zione tra geodetiche e normale nella geometria metrica! (F.)

La nostra cubica st riduce a una relta sollanto se

B=pg, C=r1;

il cono duale si riduce a un fascio (come avviene per le geodetiche
della geometria metrica) soltanto se B + f==C -4 =0.

In generale si ha: I piant osculatori alle tre curve soddisfa-
centi a (1) e tangenti alle direzioni definite da (B+-f)du®=(C4-y)dv?®
8t incontrano in una stessa rella. In particolare (B=C=1=()
ciod avviene delle tre geodetiche relative alla forma ¥, tangenti ad
una direzione di Segre (0.) Teoremi duali valgono per i punti di
regIesso,

Siano S ed 8’ due superficie in corrispondenza biunivoca, i
cui punti sono caratterizzati da uguali valori delle coordinate u , v.
Siano 0 ed 0" due punti omologhi. Le curve ¢’ di §', uscenti
da O',i cui piani osculatori in O’ passano per una retta fissa uscente
da @', soddisfano in O’ ad una equazione del tipo (1). Altrettanto
avverrii per le curve ¢ omologhe uscenti da O su S; e quindi i
piani osculatori a queste curve € invilupperanno, come ha osser-
vato esplicitamente il Castelnuovo, uno dei nostri coni di terza
classe.
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B) Terne apolari ().

Siamo quindi condotti a studiare senz’altro quelle terne di
curve soddisfacenti ad (1), le cui direzioni formano una lerna apolare
alle asintotiche, ciod quelle terne di curve, a cui corrispondono fre
valori A, ke, Ae® di du:dv, ove &*=1, Supposto =1, i tre
piani osculatori saranno :

&(D + Be 4 Febr) - 02 £, —2he" ¢,
ove
D=B+EN—C+), EB=—2N,, F=2)"

Ora i due piani §, —pé e & — of individuano una retta uscente
dal punto « della superficie considerata; e viceversa una retta
uscente da @ non posta sul piano tangente & determina due piani
§,—pk e & —oak Queste quantita p e o si potranno assumere per-
tanto a coordinate delle rette uscenti da @ ; esse diventano infinite
per le rette poste sul piano & In coordinate p, s di vetta i pre-
cedenti piani osculatori hanno per equazione

(D + Ee" + Fs*") 4- 2026* p —2)s"0 = 0. !

2 I, se per un momento pensiamo p, 5 come coordinate carte-
giane in un piano ausiliario, queste equazioni determinano i lati
F B

—, —. A
28 2)\
questi valori di p, o corrisponde la retta intersezione dei piani
&+ 4E, &+ 1& Percid:

Tre curve soddisfacenti a (1), uscenti da X con direxioni for-
manti una terna apolare (alle asintotiche) hanno piani osculatori
che formano un triedro, rispello al quale il piano langente & ha per
retta polare il primo asse della (1). (I.)

di un triangolo avente per baricentro il punto —

(*) Qui o nel seguito sono sovente tacitamente escluse le superficie
rigate (fy =20).
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Eeco una nuova proprietd geometrica di questa retta, a cui
corrisponde una proprieta duale per il secondo asse.

Soltanto se D =0 ¢ tre piani osculatori precedenti formano un.
fascio, il cui asse é proprio il primo asse della (1). (F.)

(}) Le coppie apolari e la conica di Wilezynski

Interpretazione non euclidea della metrica proiettiva.

Recentemente (1923) il Wilezynski ha aggiunto ai precedenti
risultati del Fubini una osservazione notevole, Consideriamo una
coppia delle nostre curve con direzioni formanti una coppic apolare,
cio® con direzioni coniugate, corrispondenti ciod ai valori 4 A di
du: dv. Posto p.= 2 iloro due punti di regresso determinano una
retta, su cui giacciono evidentemente anche i punti (combinazione
lineare dei precedenti) (*).

z|(B—B)p + 2l2|_ 4 2z, , @
|

(1—0)+ 2I1p.] -+ p,,

Adottando a coordinate correnti di un punto z'z - y'z, -+ 2'z,
del piano tangente proprio le ', y', 2', tale retta, al variare di p,
inviluppa la conica

(@ —hy —4 3P =E—B)(r—0)y7,

che tocea le tangenti asintotiche y' =0 e z'== 0, e rispetio alla quale
il punto x consideralo della nostra superficie ha per polare precisa-
mente il secondo asse della (1)! Cido che dd una ulteriore proprieti
di questa retta, Prendiamo ora sulla nostra superficie accanto al
punto 2 il punto infinitamente vicino E-i— dx = x + @, du + x,dv,
ciod accanto al punto @’ =1, y' = 2" = 0 anche il punto 1, du , dv,
La retta che 1i congiunge incontra la precedente conica nei punti
soddisfacenti alla :

(@ —bLy —,3):y:5==)B—B)(1— C)dudv : du : dv.

—_—— e

(*) Indichiamo con #, o con ® un medesimo punto della superficie.
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Proiettiamo i due punti precedenti (1,0,0) ed (1, du, dv),
© queste due intersezioni dal punto 2’ —1, 4 —1I,2' = z' = 0. Tro-
veremo le quattro rette .
H@' —Ly —1,2)—2' =0,

corrispondenti ai seguenti 4 valori di H:

dv dv
=dv, + :
1 —lydu—lydv AL Y — B) (1 — C)dudw

He= 10

Pereio il birapporto di queste 4 rette, ciod dei precedenti 4
punti vale, a meno d’infinitesimi d’ordine superiore :

1+ 2/(5— B) (1 — O)dud.

Ora, assunta la precedente conica come assoluto di una metrica
non euclidea, questo birapporto ha un logaritmo, che, a meno di
un fattore numerico arbitrario, vale la distanza ds non enclidea
di @, @4 da; per ds vale dunque la:

ds® = 2m(f — B) (1 — C)dudv
(m = costante numerica arbitraria).

Per B = C = 0 si ha la metrica (normale) del Fubini, Si ha
quindi il teorema di Wilezynski :

Per le curve corrispondenti a valori arbitrarii di 1y, 1y, a,,
p. es. per le geodetiche relative ad wna qualsiasi forma F, avviene
che, assunta la corrispondente conica come conica assoluto, la melrica
non euclidea che ne viene definita coincide con la melrica proiettiva
del Fubini ; questa appare dunque come una melrica non euclidea
ad assoluto variabile da punto a punto, Questa interpretazione della
forma ds* = 2@ydudv ¢ da porre accanto all’ interpretazione che Cech
ha dato per U elemento lineare proiettivo. (§ 13, B). Cfr. anche i teo-
remi di Bompiani (§ 21, B).
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D) Curve di un fascie ; 1’ asse della superficie.

Un caso particolare di equazioni (1) & quella a cui soddisfano
le curve di un fascio, ciod le curve per cui

1 du

(2) == e e 008t (h == funzione di u,v).

Differenziando (2) si trova che vale la (1), ove sia posto

oy 1 odlogha,,
5B du 4

dlogay, @ )
v :

RS _;—
Un tale sistema di curve sari detto un fascio di curve.

Dunque anche per le curve di un fascio avviene che i piani
osculatori nel punto x della superficie S per quelle curve del fascio
che escono da x inviluppano un cono di terza classe ; la sua rella
cuspidale (intersezione dei tre piani cuspidali) é la retla polare del
piano tangente rispetto al triedro formato dai piani osculatori @ 3
curve qualsiasi del fascio, le cui direziont ), he, Ae* formino wuna
terna apolare,

E questi tre piani osculatori passano proprio per tale retta
cuspidale soltanto se BA* -1 = 0, ciod se la terna di direzioni
considerata ¢ la terna delle direzioni di Segre. Per queste vale
dunque il seg. teorema, molto analogo a quello precedentemente
enunciato :

L unica terna di curve di un fascio uscenti da un punto X,
le cui direzioni formano una terna apolare, e i cui piani osculatori
passano per una stessa relta é la terna corrispondente alle curve di
Segre (E)

Quesla retta ¢ poi la polare del piano tangente rispetto al triedro
dei piani osculatori in X ad un’altra terna qualsiasi di curve dello
slesso fascio con direzioni formanti una lerna apolare, p. es. alle
tre curve di Darboux ; e tale retta ¢ anche la retta cuspidale del cono
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di terza classe inviluppato dai piani osculatori in x alle curve di
tale fascio ; ed é anche polare del piano tangente rispello al cono
quadrico (duale della conica di Wilczynski) relativo al fascio consi-
derato (F).

Questa retta si dird il primo asse della superficie in z; la
sua retta duale, posta sul piano tangente, si dird il “secondo asse,
che contiene i@ punti di regresso delle curve di Segre.

Il primo asse (o, senz’altro, |'asse) ¢ U'intersezione dei piant

1, L8

{4) 2£uu+(3 " -3" [3 _ﬁu)xu
LN T U

+ (....3_._1;3_.._...3_-._._ ﬂ")x‘

I punti di regresso delle curve di Darboux (e dualmente i
loro piani osculatori) godono di una proprietii assai meno semplice.
Essi sono i punti

alr 4 32 — 1, ls"! — A% — A"

120
ove M=—1:8, h= ——,j-ﬁ-log(la,g),
-
IE = — Tz- ‘—é'v— log(am H l).

Ogni conica del piano tangente che nel punto x (ciod nel punto
a'=1, y'=2 =1U=0) tocca p. es, la tangente asinlolica z'=0 ha -
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una equazione del tipo:
oyt 4 2gy'7 + 2fa's’ +ha'?= 0.

Determinati ¢, ¢, f, h in guisa che essa contenga ¢ 3 punti di re-
gresso cilati, si riconosce subito che essa passa anche per il punto
ove I'allra tangente asintotica incontra il secondo asse. (O).

§ 24, — Le pangeodetiche. 11 fascio canonico.

Noi abbiamo studiato non solo le geodetiche proiettive, ma
anche pilt generalmente le geodetiche per ogni forma F,. Ora stu-
dieremo le estremali per 1'integrale dell’ elemento lineare proiettivo
Fy: F,, che, come sappiamo, ¢ sempre uguale a tpg: @, Le chia-
meremo pangeodetiche.

Se noi annulliamo la variazione prima di [%, troviamo :
. 2

w U

, _ du w_ du
Mo e S

che ¢ la stessa equazione trovata al § 16 H. Questa equazione del
Fubini & stata da Cech (§ 16 K, per le superficie ad asintotiche
reali) seritta nella forma semplicissima :

(» da dd d%) = (¢ dé d*¢ d%).

Ricordando i risultati del § b se ne deduce 1’ osservazione
s
dovata pure al Cech :
Se due superficie hanno conlatio del secondo ordine lungo una

curva, questa, se ¢ pangeodetica per una di esse, ¢ pangeodetica anche
per U altra.

L' ultimo teorema del § 16 B serve a dare una definizione geo-
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metrica delle pangeodetiche, perché da una proprietd caratteristica det
loro piani osculatori.

Il piano osculatore ad una pangeodetica, ciod il piano passante
per @, z,u' +x,, v,u' 42,424 22,0 4+ x,,, ove w’ ® dato
dalla precedente equazione, @ il piano

wSE ’Jl' wﬂ(ZEu g 2 Oue) '+' wl(‘-)eu el Bue) ]
ove:
wy = 2(@du’ — *dv®) 4+ (B, duw' — 71, dv*)dudv +
+ 2(B, du* — 1, dv*)dutdv®

Wy = 2dw*dv(pdud + (dvd) ; w) = — 2dudv®(Bdu® + 1dv®).

Posto wy=pdu , wy=—pdv, sard — p’= 2wow,(fuf — 1u}).
Moltiplicando quindi per g® il valore di w,, si trova:

0 = 2wy wy wy (B — 1) + 2(Bwf— 1*wi) — (Bu wh — 1w} wyw, +
+ zwl!i w?(pu wg i w?)

Considerate le w; come le coordinate di un piano uscente da =z,
se ne deduce (efr. I’ultimo teor. del § 22) che I'imviluppo dei piani
osculatori alle pangeodetiche uscenti da un punto coincide col cono
di Segre ed ¢ un cono I'y di sesta classe, che tocca il piano tangente
nelle 2 direzioni asintotiche e nelle 3 direzioni di Darbouw (F. e b’.)
Al sistema lineare determinato da I'; e dai due coni (degeneri)
wh = 0, w} =0 appartiene un solo cono spezzato nei fasci wy= 0,
wy = 0 dei piani passanti per una tangente asintotica e in un cono
I’y di quarta classe. I’equazione di I'y si trova essere:

0 = 2w, (Bl — 1) 4 (1w — Buwh) + 2wy w, (B, wi — 1)),

Troviamo (Introd, § 4 C) le rette principali di questi due coni,
Dobbiamo cercare, tra i coni del sistema lineare determinato da I,
e dai fasci di piani aventi per sostegno una refta di Darboux, cia-
scuno contato quattro volte, quel cono che si spezza in questi tre
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fasei di piani, e in un quarto fascio, il cui sostegno sard la retta
principale di I';. E uno studio analogo si fard poi per L.
Un facile calcolo dimostra che la retta principale di I'y

dlogy(® 510';:[5:
2 i B 0?

1
wﬂ_?( i

ciod 0 la retta d’intersezione dei piani

. AloovR2 & 1 61 r[g s “
(1) 28+ (.i Glmi, 2 ﬁu)e, %, + (Hi-‘rl- 0..);,

3 ou 3 dv

ciod & la retta che congiunge « ad

(1) bis x«n'JI_ ':}T (""" 50 + alngjﬁ )x,, +
+ i ( 36, + 810%3‘ ) ;

Cosi la retta principale di I'; & la retta intersezione dei piani

1 dlogy's® i ( 1 dlogh%®
S IR G a1 7 IS PE BT ol ol T
( ) 45“ ( 3 au Gll ): ) I-cv . 3 aﬂ 26»)&

che congiunge x al punto

) 1 [ ologh'® 1 ( ology'p® g
(2) his a"-lll! + 12 ( a_”__ F=a Gel.‘)‘tu + Tg_ (_T“_—-_ Wi bou)a:n

da confrontare con le (2) e (3) del precedente § relative all’asse.
In coordinate mormali (f7 = ay,) D'asse e le rette principali
Sono quelle che congiungono il punto @ al punto:

1 - ; \ 1 1% “
Ty — 5= (_{_ ] ['33—) P (-%— + 2 -T?-)x (asse) (C.)
L% B, 1 (B Tw .
('_3 w T T (""'— 2 ""_) RS Y (_ 2 __") v rette
DR et G o= : x 5\ B 4 Y ¥ Emi_n_
1 T Bn 1 Bu u cip?h)
a "“—W(T—”“a“)”""“ﬁ(‘l‘“?)“ &)
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Si noti che la retta congiungente z al punto

(B)bte Bup— —2“(:%-!- 2 I;—') z, — (%‘ + 2 1"') 2 (F.)

si pud (¥) definire come la retta pseudoprincipale, la quale & so-
stegno di un fascio di piani, che, insieme ai fasci di piani aventi
per sostegno una retta di Darboux, formano un cono (degenere)
-appartenente al sistema lineare determinato da I'y e dai fasci di
piani aventi per sostegno una tangente asintotica, ciascuno contato
4 volte.

L’ asse, le rette principali (3) e (3)y, e la normale proiettiva
appartengono ad uno stesso fascio; il fascio canonico, in cui troveremo
ben presto altre rette fondamentali per la teoria.

Cosi p. es. la normale proiettiva si polrebbe definire come I’ unica
retta del fascio canonico, le cui sviluppabili corrispondono per una
superficie generica ad un sistema conwugato. Noi chiameremo cano-
niche tutte le rette congiungenti » ad

1

:c,,,—l—).( +2‘ )x“-l l(p"+2-:;—“—)x,,,

g P
ove A ha un wvalore numerico ()\=_ _i_ per Iasse, A = — _%. :
—%1 i ';— per le rette principali, A==0 per la normale proiettiva).

§ 25. — Congruenze di rette (*).

4) Syiluppabili e fuochi,

Abbiamo gia visto al § 23 che a un differenziale I,du — lydv
«corrisponde una coppia di rette duali: la retta »* congiungente i
punti z, 4l @, @, + lyx , intersezione dei piani § e &,, + 4§, +

(*) Oltre ai primi studii del Fubini negli Atti della R. Acead. di Torino
(1918) si devono ricordare le posteriori, ma importanti ricerche del Green.
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+ 13§, , e la retta » duale, intersezione dei piani §, 4 [, € & 4 L€
conginngente i punti 2 ed z,, -+ L&, + L a,.

Noi preferiremo considerare queste due rette come definite dal
differenziale coniugatlo 1;du - lydv, convenendo che ad una trasfor-

mazione @ = pa: corrisponda la I, = I, + ﬁ‘ per' ¢ =1, 2, So-

vente scriveremo I =1,, I, = m.

Al variare di «,v la retta » descrive una congruenza K, la ¢'
una congruenza K', che diremo congruenze duali, Cerchiamo i fuochi
della retta » della congruenza K. Se « -+ R(x,, + lo, -+ ma,) ne
& un fuoco, devono potersi trovare du:dv e due parametri A, p
in guisa che:

da + Rd(z,, + lz, 4 maz,) = Ao + w(@,, + 2, + ma,).

Tenuto conto delle equazioni fondamentali I, il primo membro
si potra serivere nella forma Az, 4+ Bz, -} Cw,, -- Dx; sard D =),
C=u, B=ypm, A=pl, ciod dovra essere B =m0, 4 = IC.

Ora si trova:

C = R(db + ldv - mdu) ,

A = du + R[(ﬁ*{ -+ 0,0)du A~ dl - 10, du - mydy -+ myy dv|

¢ una formola analoga per B. Eliminando dalle B—mC=4 —I1C=0
la R, si giunge all’ equazione delle sviluppabili di K:

dm

) 0= (11'11 e e mb,, - If — m-')du“ + (m, — U,)dudv +

+ (""‘ Tgg — ln + lmu —mY "[' t:z)dv‘i!‘

Incidentalmente voglio osservare che alla lerza forma fonda-
mentale myydu® - mee dv® di una superficie si poteva giungere anche
studiando tale equazione (1) p. es, per I = m = 0,

Eliminando invece du :dv o ponendo R = p:ay, (cosicchd p
avrd significato intrinseco) si giunge all’ equazione che determina
i fuochi

(2) =+ p‘ + o L +h—-0ﬂ,+—-(z + m, -__zrm)] . =0.

P “m (tyg

Fonine o Suon, Loxioni di Geomatria proiettivo-differenxiale, 10
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I’ equazione delle sviluppabili di K si otterra da (1) cambiando

Byt in —B, —7 e my in py. Ricordo che:

il
Ty = % (@11 + Bo -+ BYY)  Pi= 5 (411 — Bo — BO,)
(3)

[

1
Tap = R (922 + u - 710) Dop= o (228 — Yu — 70)

Se a;, = B, od l=m= 0, ciod se 7 & la normale proiettiva,
i valori di -;— diconsi le curvature (proiettive), i valori di p i raggi

proiettivi di curvatura, perche nella metrica proiettiva sono le di-
stanze dai fuochi di una normale proiettiva al suo piede. La (2)

dimostra che:

2 |- i) vale la cur-
P1 Pa

vatura della forma ¢, diminuita di 1 ; teorema che ricorda I’analogo
di Gauss per la curvatura totale di una superficie nella geometria
metrica. (H.)

I centri di curvatura e i punti a, X si dividono armonica-
~mente se @, ha la curvatura -- 1, ciod se la quadrica di Lic e la
quadrica normale coincidono. (6)

Una congruenza K(K') si dird contugata (armonica) alla super-
ficie, se le sue sviluppabili corrispondono a un sistema coniugato
di questa, o sono indeterminate. Basta osservare la (1) per con-
cludere :

Quando la congruenza K & contugate alla swperficie, la K' &
armonica ; ¢io che avviene sollanto quando 1dv -+ mdu & wn differen-
ziale esatto ; nel qual caso, con una trasformazione di coordinate
@ = px, s pud renderlo identicamente nullo, donde segue :

: AR AL
La semicurvatura proielliva media ?(

La pit generale congruenza X coniugata alla superficie & quella
delle retle congiungenti X a (px),, ossia a Ay(px).
Ricordando qual’® il modo pitt semplice per determinare un p
(§ 15 D) ne deduciamo (I.):
La pit semplice congruenza K coniugata alla superficie e deter-
minata in modo inlrinseco invariante ¢ quella delle normali proiettive.
Teoremi duali si hanno per K'.
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B) Le direttrici di Wilezynski.

Ci chiediamo : Quando si corrispondono le sviluppabili di X , K'?
Caso 1°) I, +m,; le sviluppabili non sono indeterminate, nd
corrispondono a un sistema coniugato, In tal caso dovri essere:

Ty + 1B = pyy — I Tgg -+ MY = Py — MY
ossia per le (3), se By 0:

) 1 dlogfa, 241 ol dlogray,
(TR et e i< e o

La retta canonica per = — -;—, gic trovala al § 24 coincids

con la relta v qui determinala,

La retta r corrispondente si dird direttrice, o prima diretirice,
la ¢ seconda diretirice ; la loro scoperta & dovuta a Wilezynski, che
le ha definite come le direttrici della congruenza comune ai compless
lineari osculatori delle due asintotiche (*). Per dimostrarne questa
loro proprieti basterd dimostrare che esse sono il luogo dei punti
che hanno lo sltesso piano polare in questi due complessi. Ora noi
sappiamo (§ 18 B) che, considerate le & come coordinate del piano
osculatore ad una asintotica, esse seguono le nostre convenzioni
relative alle curve; e percid nel sistema nullo osculatore ad una
asintotica » = cost, al punto

1
&, — 0,2, — %- ¢,,¢ corrisponde il piano &, — 0,§, — "2'“911"3

(*) Bompiani ne ha scoperto la seguente proprietd. Demoulin ha dimo-
strato che le quadriche di Lie hanno un inviluppo che tocea la quadrica di
Lio relativa a un punto P della superficie, oltre che in P, in 4 punti vertici
di un quadrangolo, di oui quattro lati appartengono alla quadrica di Lie, e i
due rimanenti sono reciproci rispetto ad essa, Una divettrice di Wileaynski
st puo definire come la reita uscente da P che si appoggia o questi due lati,
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ciod, per le equazioni fondamentali I, al punto 4

1 1
f, + (?’11 oA fhl)m = P, — 5 (Bo + BO.)2
corrisponde il piano . ;

— [pt—5 @+ p0¢]

i quali evidentemente si corrispondono anche nel sistema nullo
osculatore dell’altra asintotica w==cost. Altrettanto dicasi del punto B

§ § 1 . ;
di coordinate 7z, — —— (1. + 70.)@ e del piano corrispondente, La

2
retta 4B, che ¢ precisamente la secconda diretllrice sopra definita,
ha dungue nei due sistemi nulli la stessa retta polare, che é preci-
samente la prima direttrice, duale di AB, cioé polare di AB anche
rispetto alla quadrica di Lie. Dalla teoria delle superficie rigate se-
guira pov che A e B sono 1 convugati armonici del punlo considerato X
della superficie S rispetto ai punti flecnodali delle corrispondenti ge-
neralrici delle rigate asintotiche uscenti da X ; cid che di un guarto
modo per definire la retta AB. (Ricorderd qui che Wilczynski ha
anche studiato i complessi lineari osculatori alle rigate asintotiche).

1* Oss, Se la superficie iniziale & rigata, p, es. f =0, per
tutte le congruenze K , K' definite, scegliendo | ad arbilrio e ponendo

_ 1 dlogray

= 2 ou

awvviene che alle sviluppabili di K corrispondono le sviluppabili di X',

2* Oss. Non si esclude che i valori (4) soddisfino alla I, = m,,
Si vede subito che cid avviene ossia che le congruenze delle direl-
trici sono coniugate od armoniche alla superficie soltanto se questa é
d*logh : v 2 0)'

w8olermo asintoli
o ( Judv

0) Congruenze I coniugate e K" armoniche ad S,

tra cui si corrispondono le sviluppabili,

Rispondiamo ora alla domanda postaci in B) nel caso di con-
gruenze armoniche coniugate ad S, ciod nel caso I, ==m,. Le svi-
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ol 8
luppabili si corrispondono se, posto I = — gi‘b , m=— lgi‘b :

-

=1

pb. — o (B BOID 1Dy — - (1u o+ 10)P

o .

(Dum e ﬂu(-bu e _:12“'&11‘1, q)l'\! i Uud}u = % Qo ([)

Oppure, essendo [, = m,, potremmo, cambiando il fattore di
proporzionalitd delle x, rendere, come gid sappiamo, I =m= 0. La
nostra condizione diventa allora semplicemente: 7y : Py = Tag: Poy
equivalente alla pyy: g1y = Pag: e [cfr. le (3)].

Una semplice proprietd geometrica di queste congruenze si
trova, ponendoci con Cech 1la seguente domanda: Quando mai si
pud scegliere sulla retta v in oo modi un punto P ed in corrispon-
denza il piano w che lo proietta da 1, in guisa che al variare di v
il punto P descriva una superficie S', di oui = @ il piano tangente ?

Se con @’ e & indico, per brevita, le coordinate di P, m,
dovria essere :

Seﬁxr = SE;I‘: = Seix'f o 0.
Per ipotesi esistono due parametri p, o tali che:

a:'=a:‘,,+lx,+m,+pm, e’=5uu+zau+mev+ce'

_Sostituendo nelle precedenti e trascurando i termini che non
dipendono nd da p, nd da o, si trova:

=—04 0., pu= (0,4 2mp+4.... po= (0,4 20p+....

Per ipotesi fatta la posizione iniziale di P ¢ arbitraria, per-
ché alle congruenze K , K’ corrispondono w? superficie S'. Le con-
dizioni d’integrabilita delle precedenti equazioni in p devono per-
tanto essere identicamente soddisfatte. Cid da 1, = m,, provando
che le congruenze K , K' devono essere conmiugate alla superficie S ;
e, variando il solito fattore di proporzionalitd delle coordinate omo-
genee, potremo supporre I = m = 0, e quindi:

o' = a,, + px § = §. + fo.
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E quindi

r [} a
Ly — eux i Exu + qu "Jf‘ (ﬁpﬂ + g;l + Pﬂ _pﬂu)xi

ove non ci interessano i valori di &, F. La S&'a'= 0 determina
6+ p; la S&x, = 0 diventa, per le precedenti:

La condizione d’integrabilita o:

d (?’uu'{"ﬁi"sﬂ): d (Pﬂnu“"f?jn)

che, in virtu della ultima delle (12) § 16, diventa:

Poa(Bs + BO) = Pra(re =+ 704)

che equivale alle precedenti pyy: yy = Pyt e in virti delle (3).

Alla domanda sopra postaci soddisfano percid tutle e sole le
congruenze K , K' armoniche ad S, su cui si corrispondono le svi-
luppabili,

D) Le superficie a curvatura — 2.
Possiamo chiederci con Cech anche quando mai 8i pud in oot

modi scegliere su v° un punto P il quale generi una swperficie X, a
cui sia langente il piano = che da P proietta . Se P & il punto

m' o X(xu + mx) 'I' !"‘(xx + I:I:).,
il piano = &

§ = A&, + mé) — p(é, + 1K)
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La condizione Sg'dz’ = 0 da, posto p= A:p

P sz i (2m =+ Uu)P Po'EReER) + (2; s Bv]P

La condizione d’integrabilitd, che deve essere soddisfatta identica-
mente in p, da:

2I=——'§L—Og 2m-:—£'......
T

¢
!’u 't‘ mv+ {BT+Buu) = 0'

Dalle prime due si trae: Le congruenze cercale sono quelle delle
direttrici di Wilczynski., B 1 ultima da poi, sostituendovi i valori
trovati delle 7, m, I’equaz, di Liouville:

1 o6%logfy a2
S e TR

Si trova cosi che, cambiando i parametri delle »,» si pud porre
By = (w4 »)~2%; si trova poi dalle equaz. precedenti :

¢ ke —u 1 kv 1

p k4+v u4v '’ e h—u u-4v

(k = cost.)

ciod: Le superficie S per cui esistono due congruenze duali K, K' del
tipo richiesto sono quelle, per cui la curvatura della forma ¢, vale
— 2 e per queste superficie le congruenze K | K' sono quelle delle
direttrici di Wilczynski. La S ed ogni X, come & facile riconoscere,
sono falde focali di una congruenza C. Infatti, posto p =1, A= p,
il caleolo- effettivo dimostra che , — paj, ® combinazione lineare
di @ e di po, + 2,, ciod di » ed a', precisamente come avviene
di pa, 4 @, = 2’ — (pm + N2,

Quelle delle precedenti superficie che sono isotermo-asintotiche
(per cui ciod si pud supporre f== 1) sono tulle ¢ sole le superficie,
di cui le asintotiche appartengono a complessi lineari, (§ 18 C), In
tal caso la ¢ & congruenza W.
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E) Le congruenze a sviluppabili indeterminate.

Vogliamo verificare col caleolo diretto che le congruenze K a
sviluppabili indeterminate sono quelle, le cui rette escono da un
punto fisso, insieme al teorema duale per K'. Se le sviluppabili
di K sono indeterminate, ¢ I, = m, ed esiste una funzione ® tale
che — dlog® = mdu |- ldv,

Esprimendo che (1) & un’identitd si trova:

D, = 0, Py — ﬁq)w + 7y @ 1 ®,, = 0,0, — 1P, 4 oo @

Percid ® & una combinazione lineare bE - en 4 €€ - fr delle coor-
dinate di piano tangente con b, ¢, e, f= cost.; la refta r generica
della congruenza K & I'intersezione dei piani & = &b, — ®¢,,
¢ = £d, — ®E,. I evidente che questi due piani passano per il
punto fisso (b, ¢, e, f), per cui passano dunque tutte le rette di K.

Se, come in casi analoghi, avessimo cambiato coordinate omo-
genee in guisa che l=m=0, ciod ®=1,1a (1) sarebbe riuscita
un’identita se myy = m,, = 0. Cambiando tetraedro di riferimento,
avremmo potuto rendere la quarta coordinata © del piano tangente
uguale ad 1; la retta », intersezione di §,, &, sarebbe passata sem-
pre per il punto = y=z=0, Ci chiediamo ora: Quando avviene
, Che le sviluppabili sia di K che di K' sono indelerminate ? In {al
caso si possono (essendo mdu - ldv un differenziale esatto) scegliere
le coordinate omogenee di punto in guisa che l=m=0. Le svi-
luppabili saranno indeterminate se py; == Py = my; = ®gy = 0. L’ es-
sere P;; = Pyy= 0 significa che, cambiando il tetraedro di riferi-
mento, si pudo rendere p. es. la é=1, in modo che le z,y,z
siano coordinate non omogence. Essendo «,, = m,, = 0 le coordinate
di piano tangente devono soddisfare ad una equazione lineare a
coefficienti costanti :

hE + ¥n + r§ + v = cost,, (b, k,r= cost.)
(Cfr. pit sotto). Scritta I’equazione del piano tangente nella forma:
E(x—h)+q(y—k) + Le—) + (e + n + ) =0

se ne deduce che, con una traslazione di assi ed una similitudine,
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tale piano acquista 1’ equazione
ety +lz=1;

le nostre superficie (come si vede interpretando x, y, z come coor-
dinate cartesiane ortogonali) sono dunque quelle, i cui piani tangenty

hanno la distanza -—r:—__l—_____—daﬂ’or-iginc’., ossia (§ 18 A) essendo
Y e e :

T, ove
K qui indica la curvatura totale di Gauwss (0 almeno si riducono
a queste superficie con un cambiamento di assi coordinati).

Si potrebbe anche dire che le nesire superficie sono quelle, a
cui, secondo le nostre convenzioni, n coordinate non omogenee (t= 1)
di punto corrispondono covrdinale non omogenee di piano.

Noi abbiamo scritto poco fa la relazione lineare che lega le
§ 1, ¢ ¢ (in virth delle m; == 0) nella forma Ag--kn--r{-+t=cost.
Cid o lecito, escluso il caso che tale equazione abbia la forma
h§ + ke -+ r = cost.,, e non contenga t. In questo caso, cambiando
assi, posso ridurre p. es, §= 1, pure conservando ¢= 1. La con-
gruenza K luogo delle rette (£, , &) appare (quando il piano ¢==0
8i consideri come piano all’eo ) come la congruenza delle rette pa-
rallele all’asse delle @, e la congruenza K' come la congruenza
delle rette all’infinito, Questo ¢ dunque il caso particolare che si
presenta quando il punto comune alle rette di K giace nel piano stesso,
@ cui appartengono le rette di K'.

Si noti ancora che dalle ;= p,==0 segue £0,4B,=10,47.=0;
la retta v che genera K @ la rella che unisce x ad x,,, che, per tali
condizioni, é la diretirice. Partendo da questo fatto studieremo di
nuovo queste superficie al § 28,

§&mCdi Lelieuvre, sono quelle per cwi tale distanza vale V-—»

§ 26, — Lo spigolo (edge) di Green.

Cerchiamo il polo B di una tangente asintotica (x, a,) in un
punto @ della nostra superficie rispetto alla conica osculatrice del-
altra asintotica v = cost. nella sola ipotesi § 4 0. Secondo le con-
venzioni del Cap. I° a forma cubica Fg dell’asintotica » = cost.
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posso assumere la forma

5 (b — )0 = By,

@ come coordinate ¢ della sua retta tangente le

b= (:U, 2,

l—-——

]/“mﬁ

Dal § 7 Dsi deduce che il polo della retta ¢, - %cz rispet-

to alla conica osculatrice della dv = 0 & il punto =z, - ox. Posto

6= —

% log(af, : ), se ne deduce che il polo della retta (x, X,),

-
ciod della tangente all’ asintolica w == cost., & il punto B
1 dlogai,: f
(1) W = -4—' —gu— €,

Il punto B si pud anche definire come il polo dellx retla (x x,)
rispetto alla conica osculatrice della protezione dell’ asintotica v = cost.
fatta sul piano tangente & da un puntio qualsiasi V del piano
1 dloga},: B

@ e el

che & il piano polare di B sia nella polarite di Lie, che in quella
definita dal sistema nullo osculatore alla v = cost, (6)

Analogamente, se 7%0, definiamo un punto A4 sulla tangente
asintotica (¢, #,). La retta AB si dird il secondo spigolo, la retia
duale il primo spigolo, o senz’allro lo spigolo.

Ne segue: I punti A, B ove il secondo spigolo taglia le tangenti
asintoliche sono contugali rispelto ai due coni quadrici osculatori alle
asintotiche (nel punto x considerato sulle superficie S) @ quali abbiano
il vertice Y sul primo spigolo,

Consideriamo una retta del piano tangente & passante per
il punto B, e la retta duale congiungente « ad =, -4 lx, —
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dlo
— -l— ! gg:z 4 x, (dove ! & per ora arbitrario). Scrivendo la con-

dizione che i coefficienti di du® nelle equazioni delle sviluppabili
di K, K' coincidano, troviamo If - -‘]2—([3, + @0,) = 0. Quindi:

Se B$0, la retta » congiungente x ad
i a 1k i)
'(3) Lyp — '2_ _§? lng({aalﬂ) &y — "'4__3;' 1053.'(”-’1;2 : mxn

gode delle proprieta dello spigolo per cid che riguarda la asintolica
v=cost.; I'involuzione di direzioni di cui una coppia corrisponde alle
sviluppabili della congruenza K luogo di v, e un’alira coppia alle
sviiuppabils della congruenza duale X' ha per raggio doppio la tan-
gente all’ asintoticn v = cost.

Nel caso ¥ = 0 Sullivan era giunto a questa retta studiando
i complessi osculatori alla superficie rigata data; e Green I'aveva
per le rigate (ciod appunto nel caso 1 = 0) sostituita alla direttrice-
del Wilezynski. Green, dopo il Fubini, ma in modo indipendente,
era poi giunto al concetto di normale proiettiva cercando una retta
del fascio determinato dall’ asse e dalla dirvettrice, la quale generasse
una congruenza coniugata alla superficie data; con questo metodo
perd, come gia abbiamo osservato, non si ricomosce la necessita
della definizione da noi posta per la normale proiettiva.

§ 27. — 1l fascio canonico.

Le reite (§ 24, 256 B e 26) congiungenti X ad

é‘lu;_.[-]--; dlogpr?
Dy + l( Ty t?-u &,
1 olog - FT adlog -gl
a6y s, i, 22 . e

[di cui I’ultimo termine si annulla in coordinate normali] descri-
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vono il fascio canonico. Precisamente per
A= 0 si ha la normale proictiiva, (F.)

A =— -;_. 8i ha la diretirice, (di Wilezynski) (Cfr, anche § 24)(F.)

;—_-—%ai ha lo spigolo, (di Green)
1 . o
A =— —2si ha P asse, (di Cech) (*)

AN=——, ——— gi hanno le relte principali, (F.)

A= oo 8 ha la tangente canonica della data superficie, (F.)
A = costante numerica si ha una relta canonica.

Tutte queste rette formano, a 4 a 4, birapporti soltanto numerict.
Cosi p. es. la rella coniugata armonica della tangente canonica rispetto
alla normale proiettiva e alle dirvettrice @ lo spigolo ; la coniugata
della tangente canonica rispetto alla mormale protettiva e all’ asse &
. una delle rette principali; la coniugata della tangente canonica rispetto
alla. normale ¢ alla precedente rettn principale ¢ U altra relta princi-
pate. Lo spigolo e la diretlrice dividono armonicamente la normale
e U’ asse.

Solo le rette normali descrivono per qualunque superficie una
congruenza coniugata alle superficie ; un'altra delle precedents gode

(*) Lo rette congiungenti @ ad

8.__ 8_ 2 2
Tuv +VﬁT‘Wu +V B @y — %_( dlogp’y o dlogpy To ) 5
dv du
a3
dove i V_ sono scelti in modo che il loro prodotto sia By, sono (Bompiani)
intersezione dei piani osculatori a due linee di Darboux e del piano osculatore
ad una linea di Segre. )
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della stessa proprieta soltanto se la superficic @ isotermo asinlotica,
nel qual caso la congruenza generala da una qualsiasi retla canonica
¢ coniugata alla superficie.

Quando mai le rette canoniche coincidono tutte tra loro? Evi-
dentemente soltanto se

ologh*y _ dlogPr® 0
v ou 5

ciod se le linee di Darboux sono geodetiche per I’elemento lineare
2f1dudv (Bompiani).

Cambiando i parametri » , v delle asintotiche potrd allora ren-
dere = 7 =1; e le coordinate normali (@, = By = 1) soddisfe-
ranno alle :

Ry = By - TPy Ry = Ty TPga «
La condizioni d’integrabilita danno tosto :
Py=cu-th Pag =0+ k (¢, b,k = cost.)

Le superficie di coincidenza (per cui ciod coincidono le rette
canoniche) sono le superficie, © cui punti soddisfano a equazioni
del tipo : '

(1} Tyu = T, + (0w -+ k) ) Ty = T, + @(cu + k).

(¢, h, k= cost)
e sono tulle tra di loro protettivamente applicabili (perchd hanno gli
stessi valori di B, 7). Queste equazioni si integrano immediatamente

nel caso ¢ = 0.
In tal caso, posto @ = Ae"*+" (4, m,n = cost.), si trova:

m=mn-+h, nt=m-+k, ossia(@@m—h)=m+k

Se m(i=1,2,3,4) sono le 4 radici di questa equazione
(supposte distinte), ed n i corrispondenti valori della », a coordi-
nate dei punti della nostra superficie potremo addottare le:

(2) 2= oMyt v, Y= oM U1t 01 2= M3 H-|-ﬂ3i" { = gMattnye,
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Determinando le costanti #; con le equazioni Em,r,= Znr;==
= Yp, = 0, troviamo che I’ equazione delle nostre superficie é I’ equa~
zione omogenea di grado zero

(3) 2”1 y" 2 ¢4 = cost,

Se h=k=0, si ha m=10,1,0a,a® ed 7,=0,1,0a% «
con o®= 1, e la superficie si riduce alla yzt = a8 Twite le altre
superficie di coincidenza sono dunque prowttivamente applicabili su
questa,

Lasciamo al lettore 1’esame del caso che non tutte le m, siano
distinte. Viceversa ogni superficic (3) @ una superficie di coincidenza
(per cui ¢ = 0). Infatti, posto ¢= 1, 1’equazione (3) diventa del
tipo: z==a"y*; per una tale superficie 1’ equazione delle asintotiche &

r(r— 1)y2da® | 2rsxydedy + s(s — 1)2°dy* = 0.

Se o, f sono le radici costanti di questa, considerata come
) . ’i o ORI, -
un’ equazione nell’ incognita % g% Tieonosce che le equa-

zioni delle asintotiche sono

= loga —alogy=cost. , v=loge — flogy= cost.

e che percio logz, logy, logz sono lineari nelle u, v, mentre
logt = 0. 2

Essendo ¢ = 1, sard p, = p,y = 0. K, per calcolare (3, bastera
ricordare le due equaz. (nelle 6,, §, riguardate come incognite)
Cou = 0,2, + B2y Yuu = 0. ¥u + B¥., per dedurne che [ = cost.
Similmente si prova 7 == cost, come si voleva.

Queste ultime superficie godono di un’altra notevolissima pro-
prietd, Consideriamo una collineazione x'=lk, @, y'=1kyy, 2’ = kyz,
t' = Iyt con k;= cost. Sia S una superficie ed S la sua trasfor-
mata per tale collineazione. Se S ed 8 sono le falde focali di una
congruenza, di cui » e » sono le sviluppabili, varranno delle equa-~
zioni del tipo:

®, = Ao + pa' v, == px 4 ox’,
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ossia :
Iy

ta= O+ pl)e muu(o+ L)

e analoghe in y,z, ¢
Moltiplicando x, y,z,t per uno stesso fattore posso rendere-
A= 0. Sard allora:

_?6:_:::% =k tho =0, .Z_'l‘. (e analoghe per y, z, ).
Dunque
(4) bp—o—gt=0  (=1,2,8,4)

Ma, se la collineazione non si riduce ad una identitd, vi sa-
ranno almeno due delle %, distinte tra di loro, Dalle corrispondenti
equazioni (4) si deduce che i rapporti p,:0,:p, sono costanti.

Potremo dunque porre p == mep, , 6= 8p,, p=1r¢,con m,s,r
costanti e ¢ funzione di w,v. Sard cosi:

2, = kymp, @ x, = (3 3 L).P”x
kl

¢

o quindi

r
k.l m?uv £ (8 + 7;1')'19“11

r
che deve valere anche per k, , kg, k,. Se ¢,,+0, allora k,m:s—l--é—.

1
E quindi sia @, che g, z, ¢ sarebbero, a meno di fattori costanti,

uguali ad e?; e il punto (v y=zt) sarebbe fermo. Dunque ¢,,= 0,
o=U-V con U funzione della sola w, V della v; ed o

Tl *
= hlel’!‘*m +(“+ "."l) g (hy = cost.)
ingieme all’analoghe per v, z,t K, se le », sono costanti tali che

Ef‘; == Ek‘ !’, == Ef;(& + ‘{:“‘) == 0 \
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la nostra superficie ha 1’equazione del tipo "t y"22" ¢"1 = cost,,
cioé ¢ una superficie di coincidenza con ¢ = 0 (su cui perd le at-
tuali w»,» segnano un sistema coniugato). 7'ali superficie sono
dunque caratlerizzate dal fatto di essere prima falda focale di wuna
congruenza W, la cui seconda falda le ¢ collineare in una proielli-
vita di tipo generico,

§ 28. — Le superficie per cui una retta canonica

passa per un punto fisso, e superficie duali.

4) Caso delle normali proiettive.

Studiamo quando le seconde normali giacciono in un piano
fisso e percio generano una congruenza a sviluppabili indeterminate.
In coordinate mormali cid avverrd se py, = Py = 0, se ciod le coor-
dinate normali sono anche covrdinate non omogenee, ciod quando,
calcolato I’ invariante I in coordinate non omogence, si trova I==cost.;
queste condizione, per z= f(z, y), equivale ad una equazione alle
derivate parziali del terzo ordine per z, Il piano fisso su cut giac-
ciono le seconde normali (aventi © punti X, X,) risulla poi il piano
t ==0 all’ infinito. Un teorema duale vale per le superficie, le cui
prime normali passano per un punto fisso (I’ analogo proiettivo delle
sfere). (C.)

B) Formole generali.

Studiamo una retta canonica qualsiasi con A3 0, oo, Perchd
la prima vetta considerata passi per un punto fisso, e quindi generi
una congruenza a sviluppabili indeterminate, la superficie dovri
essere isotermo-asintotica ; e noi potremo supporre =1, Scegliamo
coordinate non omogenee di piano tangente (w;q = my = 0), La retta
considerata & quella che congiunge z ad

Vo Ha oo 1
Ly — E{—‘ Xy — -}T iy, (H = ["’tln [3 3 1)
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Scrivendo che le sviluppabili sono indeterminate, si trova:
H,, =6,H,—BH, H.,=6H,—BH,.
Ora
ayy = H2E2AH3N 6 — loga,, = 2logH 4 2(1 + 3))logB
E quindi (§ 16 D) :

1

L= 0y, —— 9

+ B0, + B, = log@g 1+3’~}J

i l_[logqe(wrsw“ + B2 logg1+80 4 g,

Una formola analoga vale per JM.
Possiamo ora cambiare coordinate omogenee in guisa che:

(1) ay=p21+3  6=2(143)Nlogh e quindi H=1.

Dal confronto dei valori precedenti di L, M con quelli validi
in generale risulta che sard Tyq = Mgy == 0, come precedentemente.
Potremo percid supporre contemporaneamente ,, = my, = 0, H=1.
Sard poi:

2) pyy =1 —00,—By=—38(1+2NB,; Psa=—38(1 4 2))B,.

Varranno cosl le:

e Tk J% Zu + B+ kB2,

By = — (k4 1) I; P —l—AB,,x,

ove : k=—3(1+2\) 2(143\)=—k—1,
BEssendo H = 1, la nostra refta canonica & semplicemente la
retta congiungente « ad ,,. Con una collineaz. unimodulare a coef-

ficienti costanti, che non muta i valori delle p, =, potremo portare
il punto fisso per cui passa tale retta nel punto x= y=z==0.

Funint o Eeon, Lexioni di Geomolria profetlivo-differenxiale 11
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Varra pertanto una equazione

4 o,+px=0 (per = 2, y,2, NON per x = t).
Serivendo che (3), (4) formano un sistema integrabile, si trova:

0" logp

w= (k- 1) — (2= — (b, + BY)

(5) o+ (b 1) (B + BB = 0

B
s
+ (6 + 1) ‘?,— b b(Bu -+ B8 = 0.

Sostituendo nelle wultime due il valore di [ dalo dalla prima,
si trovano due equazioni alle derivate parziali per .

C) 1 caso 14k =0 (per 1'asse). (C.)

Le (b) diventano semplicemente
(6) ﬁlﬂl + 31’?“ ﬁnl + iﬁﬁ e n

Gli assi passano per il punto fisso O di coordinate a=y=2=0;
ciod tutti i piani osculatori ad ogni linea di Segre passano per O.
Si tratta delle superficie di Cech @ linee di Segre piane. Le (8), (4)
diventano

(1) @y =Bz, — B2 @, = P, —Bu (por 2=2,y,2,1)

(8) Ty =Pz  (per =2, y, z, NON per @ = 0).
Una prima soluzione di (6) ¢

(I) B = cost,

Altre soluzioni si trovano supponendo che {§ sia funzione della sola
w= au - bv con a,b = cost. _
Le (6) danno @2Bu,+3bpBw = b*Buww-t 3affe = 0 donde a® = b%;
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a
percid potremo supporre, se & = J/1, che w valga v - su con

i=0,1,2 e B + 3BBw=0, ossia B, -+ -§- [* = cost., donde:

' 2 1
(H) B"—: 3— wta (a = COSt.)
2
oppure B Tacntg(aw +a) (o, a= cost.)

Ksclusi questi tipi piti semplici, passiamo al caso generale.
Dalle (6), sottraendo, si deduce :

i T s

Similmente, se e®= 1, si trova:

p )
(81%_52: av) (G‘ﬁ"-l-ss'ﬁl.w%ﬁg): 0 (5.21’2)’

Posto wy=u+v, wy=e*u+ev, wy=scu+se%, se ne de
duce che:

5 % = F|(w;) (¢=0,1,2)

B 4 P, —

ove F; ¢ una funzione della sola w,. Sommando, dopo aver mol-
tiplicato per 1, o per &', o per ¢, si deduce:

Q = L
e {8 = ‘\T‘F‘ (w;)
3B, = Ye'F'(w;)
i
88, = TP’ (w)).

Dunque, scegliendo opportunamente le costanti additive in #,
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si avri:
9 n W] r Ve Al
(4) — @ =3F() 3= IP(w)
L]
La

, 5
B+ Bo— 5 B = Fi(w)

dii, derivando successivamente, e rvicordando i valori di 80 R
Buv— 3B(Bu + B.) = Fi'(wy), ecc.,
donde si trae:
F" + 6F,F; = 0. (Ugual formola si trova per I, ed Fy).

Per ognuna delle F' vale percid la

P4 -8F?2=cost. ossia é—Fi"{—F:“:Ww,»’[—d‘ (e, d;==cost.)

donde
(B) ' P/ = — 2py(w; + o) ;

) 4o — ¢
oppure — 20,* cotg(et; & + ;) — —g-’ﬂ oppure W appure o,

ove o, B, sono costanti, ¢ la py, ¢ una funzione ellittica p di
Weierstrass a periodi qualsiasi. Ma dalle (A) si deduce:

— BB, = 2 I/ (w) = — 3.3, = IF(w) X" F/(w)
— OfB, = X' F}'(w;) = — 3(.3p, = IF(w)Ze'F ()

donde, eliminando Fy oppure Fy', si trae:

(©) ﬁ%ﬁﬁﬂi{ﬁ? = Fofwy) + Fy(w) + Fifuer) =

_ Fi(wy) — Fy'(wy)
 Fi(w) — Fy(wy)

Bt e
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cccetto il caso che due delle F,” siano una stessa costante, e quindi
{ sia funzione di una sola delle w,: caso che abbiamo gid esaurito.
Dal confronto dei primi due membri si trae che, se p. es. diamo
da %, v tali incrementi che w, aumenti di un periodo o, di Iy
e w, resti immutato, allora w, aumenta di un periodo di Fy; e,
poichd in tal caso w, aumenta di — w,, deduciamo che i periodi di Fi
sono periodi anche di F{. Si prova poi che le F'' hanno tutte e tre
gli stessi periodi, ripetendo pilt volte tale ragionamento. In conclu-
sione troviamo per le (B) che:

r r a [} 4 2
F/ = —2p(w;+ a;) oppure F;=— 2a-cotg-[a(w, + ai)] -- -—35—

9

-

e

oppure F o= insieme alle (4),
ove le a; sono costanti, la p & una (sola) funzione p di Weierstrass
a periodi qualsiasi, o. @ una costante.

Senza fare una discussione completa, del resto facilissima, si
trova che:

[ —g- 1::(% + ag) + Loy + ay) + L, + “2)]

oppure f = 2 1 1 5 1
pp sl 3 wn -|"' an 'If.}l + 0‘,1 Wy _|._ d‘i
111 ‘
(I11) oppure = wfa—-or. cotga(w, -+ a,) - cotga(w; < a,) -
3 0 0 1

+ cotga(uw; -+ %)J
‘ (o, @y=cost. ; Ba,=0; L{=funzione { di Weierstrass).

Si & cosi determinata la 3; ciod sono determinate complelamente
le forme fondamentali della nostra superficie. Si pud anche determi-
nare la superficie in termini finiti, dando le coordinate di un suo
punto in modo esplicito. Per cid che rignarda questo studio rin-
Viamo alla Mem. originale del Cech nelle Publications de la Faculté
des Sciences de UUniversité Masaryk (Brno, année 1922, N.° 11).
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Qui ci accontenteremo di provare che: I piani delle linee di Segre
inviluppano un cono di terza classe W. Un tale piano passa per un
punto « della superficie, per ew, - «,, perché¢ du = edv ¢ una
direzione di Segre, e per il punto v =y =z= 0.

Se @', ¥, 2/, ¢ sono coordinate correnti, avria per equazione

2 sogta, &

0 N y E?ﬂ 't_ yr y’

z e, R 7
che indicheremo con & %'y + {7 = 0. Indichiamo ora con
§x'+ ny'+ &'= 0 I’equazione di un piano generico per il punto

a'=y'=7=0; io dico che i piani delle linee di Segre inviluppano
il cono di terza classe

0 = W = (2[53 wy ﬁur] (Eﬂ: + Tfy + Cz)a +
+ 2 | (€ - My - C20)° A (G, + My, + C20)°

— 6B(8x 4 ny + L2) (&2 + 1y + C2) (620 -+ Mo+ C2.) 4
+ 38,(82 4 ny 4 (2)® (Evu 4+ MY 1 C24) -
+ 3B (E% + ny 4 &)% (62, + My, + L2,)-

Dalle (7), (8) segue tosto che W, = W, = 0, ciod che il cono
W = 0 2 un cono fisso nello spazio ; d’ altra parte, essendo

a4y 4 Lz= Exy+ NYu + o= — (22, 2,)
&?Iv + 7]'3)': + C,ztr T T E(m Wy, xv]

segue che W =0 per §=¢, n=1, t=V.
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D) 11 easo k=0 delle direttrici.

Le superficie di Tzitzeica-Wilezynski.

Le (5) diventano :

a*lo A ¢ T ke
= W%ﬁ- — 35 (B)u=(f)v=0 ciod p= e (k== cost.)

Dunque la § soddisfera all’unica condizione :

®logh .., k
(9) R P i fs - —B—

Le (3) e (4) danno poi:

(10) @y, = — E‘-‘-w“—i—[ix,. = e, — Elm (per v==,y,%2,t).

B B

it T ONORE NS i
(11) Ty = ([3 —— _égav_)' =——u

er a==x, ¥y, 2, NON per x =1,
p 1 1 ] P

Noi abbiamo =, = p,= 0; ciod a coordinate omogenee di
punto corrispondono coordinate omogenee di piano ; siamo nel caso
gia studiato al § 26 K. Ma esaminiamo la questione piit minutamente.

Noi abbiamo scelto a punto @ = y =z = 0 quello per cui
passano le prime direttrici. D’altra parte per (11)

0=8z,,8,=— "'Ig,_' (meu i Yl =+ 28u) + Ty = (tuu ‘+‘ %”)tu

Poichd ¢ non soddisfa a (11) sard ¢, = 0 ; similmente si trova
: | LAERT S ;
t, = 0, ciod == cost. Dalle S§x,, = a,, = T si trae in modo

simile

Sz k
(12) B = by + ?ff

che & I’ equazione, analoga ad (11), cui soddisfa la ¢
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Distinguiamo due casi :

1°) k= 0. Se ne deduce ¢ cost.; ciod le @, y, # non si pos-
sono assumere a coordinate non omogenee. Le (10) ed (11) per
k= 0 provano perd che esse sono legate da una relazione awx --
—+ by + cz = cost. a coefficienti a, b, ¢ costanti, Sard percid
ax; - by, + cz,= 0 per ¢ =1, 2. E le S§,,2; = 0 danno, essendo
Tuo = 0, che &, Ny Cuo=a:b:c. Dunque: Se k= 0, le seconde
- direttrici giacciono nel piano &,,, che é un piano fisso di coordinate
a,b,c, 0 passante quindi per U origine, cioé per il punto comune
alle prime direttrici.

Le superficie corrispondenti sono per la (logf),, = (* un caso
particolare di quelle, le cut asinloliche appartengono a complessi li-
neari e si ollengono dalle formole del § 18 C ponendo nelle (13),,
k=h—Il=p=0.

Otteniamo cosi anche il risultato : Twfte le superficie, le cui
asintotiche appartengono a complesst lineari o sono una superficie S
le cui prime direttrici passano per un punto fisso O, e le seconde
diretlrici giacciono in un piano contenente O, oppure sono proiettiva-
‘mente applicabili su una tale superficie.

2°) Supponiamo ora & # 0. Moltiplicando %, » per una stessa
costante posso rendere % =-1. Essendo py; = p,, == 0, esiste una
relazione

ax - by + ¢z + dt = cost. con a,b,c,d costanti

che non pud [soddisfacendo le x, », z alla (11) con % % 0] essere
~ indipendente dalla ¢. Dunque d#0; e, ponendo ax - by - cz -} dt
al posto della ¢, posso rendere ¢= cost. Con questo cambiamento
della sola variabile ¢, e non delle =, y, z I'origine resta fissa, e
la = si moltiplica al pitt per una costante ; e resta percid costante;
anzi la possiamo rendere uguale ad 1. Hssendo ¢ = cost., la (12)
prova che anche ¢ = 1, Dunque x, ¥,z sono coordinate non omo-
genee di punto e le &, , C coordinale mon omogence di piano. Le
X, Y, % soddisfano a (10) e (12); le &, 7, ¢ alle

. {3“ M = ﬁv
(10) L E““ T PO .I'j— EU e pe‘ ) evv Tt B;n g3 T = )

come risulta dalla teoria generale, ¢ in pin alla :
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1 .
(12) bin Euv"l" _B"' & =0 (P('-l' 5’-‘-5 y 1y t non per £=t: 1)-
La (12),, si prova, osservando che moltiplicando per 2 (op-
pure per @) e sommando con le analoghe in 7, , si trovano delle
identita.
Il piano su cut giacciono le seconde divellrici é il piano
1
euv '_l_ "rj‘_

finito, Il suo polo rispetto alla quadrica di Lie, ciod il centro della

&, che ¢ dunque, nelle coordinate attuali, il piano all’in-

; e ; 1 e
quadrica di Lie ¢ il punlo X, -} B X, cioé il punlo ove concorrono

le prime direttrici. Per le nostre superficie dunque il centro della
quadrica di Lie ¢ fisso (il caso 1° sarebbe quello in cui queste
quadriche sono paraboloidi).

Nel § 25 B abbiamo gid dato quella proprietd metrica, da cui
Tzitzeica @ partito per trovare queste superficie, Qui aggiungeremo
altre proprietd dovute a Tzitzeica.

La rigata asintotica corrispondente ad una w = cost. ¢ il luogo
dei punti (@ wz,, y - wy, , z+ wz,, 1) al variare di v, w. Il
piano & ad essa tangente ¢ determinato dalle:

Stz = S¢'z, = S (z, + wa,,)

che, per w= o, diventa il piano definito dalle:

’

SUr= Bt =0 , 0= 82, =—n (o +y1 +20) = -};

7
Percio ' =0 tale piano passa per O. Quindi: I piani asintotici
(tangenti all’infinito) delle rigate asintotiche delle nostre superficie
inviluppano coni col vertice nel centro della quadrica di Lie.

Si trova facilmente che 1’equazione delle asintotiche curve di

i _
tale rigata 2—€£—~(—) = -1—, e che esse hanno un flesso solo
dv \ w f

nei punti % = 0, Pereio :

La linea flecnodale delle rigate asintotiche delle precedenti super-
ficie si riduce alla sezione col piano all’ infinito contata due volte,



170 CAPITOLO TERZO [§ 29]

[0 evidente che @, 7, z si possono considerare come coordinate
omogenee della proiezione di un: punto della superficie fatta dal
centro della quadrica di Lie sul piano all’infinito. Su tale piano
le tangenti ad una linea » = cost. lungo una linea w = cost. sono
il luogo dei punti @, 4 wz; una di queste tangenti incontra la
consecutiva nel punto @’ = z,, che giace sia su di essa che sulla
consecutiva congiungente x, -, dv ad x -4~ «, dv, perchd, a meno
d’infinitesimi d’ordine superiore & per (11)

d r
(xu b d?.’) =S '_[:'J""' (:U + 2, d'g‘)) =Ty=ay
od anche perch® x| giace sulla retta (x, @,).
Dunque : Il punto x" = x,, descrive sul piano all’ infinito ol tra-
sformato di Laplace del sistema delle u,v. La retta (¢’ x,), ciod
la retta (x, @,,) incontra similmente la consecutiva (x, 4+ z,.dv,

dlogh

@y + Tyy,dv) nel punto z,, + — e x, = x,, che si ottiene da

@ con la trasformazione di Laplace inversa di quella inizialmente
considerata.

Sul piano all’ oo il sistema delle v, v ammelte una trasforma-
zione ciclica di Laplace di ordine 3.

§ 29. — Le superficie di Cech a linee di Darboux piane.

Il piano osculatore a una linea di Darboux & (in coordinate
normali @,y = [7)

3 8

- g 5 8 8
SeimEs (BT -I_ ¢* a'gaj + € a]f-fv'r )E_ELWEM—E}@T!EF (Ea iy 1)

La linea di Darboux & piana, se questo piano non si muove quando
ci spostiamo sulla curva, ciod se

8 B
2By o — e/ B7 », © proporzionale alla o,
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Servendoci delle equazioni fondamentali per le &, si trova che:

3 3 8 8

R B o
“(_aiT'Jr lT"”a-a_ 2
( “E(al____ ‘/T am )]@_m SRR

dove P,, P, sono espressioni complicate, mentre

8 B
Q /B ¢, — of B ¢+

= oy a* log_.,lf
b dudv

Ora, se (uile le lince di Darboux sono piane, deve essere

Py= P, = P, =0, In particolare dunque ;== 0, e la superficie

é isolermo-asinlotica,
Possiamo dunque supporre = v, sicché

p=b|(prer e o Bofeae ]
La (1) diventa : %
(2) ﬁ[ﬁ"' P — 2, + 2(3%1 ol %)cp] = P§

ove :

O

Sostituendo questi valori nelle equazioni fondamentali per le §,
queste diventano semplicemente (in coordinate normali : a;e == [7):
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(4) (—g—)+ ¢ =0 (%) Sy

Sostituendo alle & le 8 (con che le nuove coordinate § non
saranno pin le coordinale normali) le (4) diventano :

(5) Sun + Bo + PG = &0 + Bu + PR = 0.
E il piano ¢ di una linea di Darboux diventa il piano :
" (6) p=p%(BE—s¢,—¢t,). Porremo m=(—p&+ ¥, +e'%,)(i=1,2,3).
Le condizioni d’integrabilita delle (5) sono :
(7) Buw = BB = Buo + BBy = 0
affatto analoghe alle (6) del precedente § corrispondenti al caso

che le linee di Segre siano piane. L’integrale generale si trova
come al § 28 C essere

(8) ' B = 2(Cwo + Lwy + Q)
wy,=u+v-tay, w=cu-tev4a,, wz=cu-s-tay,

ove le a; siano costanti di somma nulla cosiceht Xw; = 0,

Vi sono altri due soli casi, in cui la § non si riduca ad una
funzione di una sola delle w,: i casi seguenti, che si possono del
resto. considerare come casi limiti del precedente :

9) p = 2a(cotgaw, - cotgaw, 4~ cotgaw,) (@ == cost.)

(10) B=2 (win o —1%'1_ % _1_)_

Uy
Degli altri casi possibili, di quelli ciod, in cui la B si riduce
ad una funzione di una sola delle w, parleremo pilt avanti.

Posto

(11) e*B, - ¢'p,— —é—-ﬁﬂ.:j(w,) [funzione della sola w,; perle (7)],
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si trova nei tre casi rispettivamente :
f(w;) = — 6pw; oppure — 6a*cotgaw; oppure H:g’,_
e in ogni caso
(12) ["==2ff 3 f=—("BBu+to'PB—Pu)
Derivando (6) si trova:

dﬂ‘

118) divﬁ‘ = (2% B -+ 26" B — Bua)é -+ (% B2 — 26°Bu — B +
+ (6B — 26"y — Bu )b — B
| o
(13) bls 'i—‘::;: (32—25‘“?" 7 23‘131-') "g':':" -+

+ 2(c¥ BRw + &* BBy — Bur) s

ossia per (12)

d? d
(13) or WT“{ . o [“J(wt)]
ossia

d?
(14) Jox + 2ml@) + 4 =0,

ove il piano 4 ® costante ( fisso), e, confrontando con (13), si
trova essere il piano

(15) 4 = (ﬂm' " B”)E— pu Eu ¥ {31& Eu ”{‘ BEW .
Moltiplicando (14) per f'(w,), e, tenendo conto di (7), si trova:

2
W () Gog — 5" 0) + 4f () = 0,
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donde, inlegrando :

! d‘ " 1 : ’
(40 1000 gt — 100w + Af{w) + 5 B=0,

ove B & un nuovo piano fisso che, sostituendo nella precedente
a —%f- il valore ottenuto derivando, si vede essere il piano :
i
(16) B = ((3fPuw—2Pu fo — BYE— (2B 48P0 )ou —
'_'(21(&"2 + ﬁa ﬁu}eu -} (ﬂa— 2Buv)em:-

Integrando 1’ultima equazione oftenuta, si trova:

w,) dw; pi
00y +Af iy o+ 5 B g =

ove i piani C,, Cy, C, sono pure fissi nello spazio.

Servendoci di (15) e (16) calcoliamo (28, — (%)4 -+ BB, ove
alle &, &, & si sostituiscano i valori dedotti da (6) in funzione
lineare delle = . Troviamo :

(18) S\, + - B2 — B4 + o BB =0,

ove © posto: .
A= Bl — B2 Pu Bo + & BB Buv + BEY) - ¥ B(Bu B + BEC).
Da (12) si deduce che
NS (wg) = fon— 3 Bu fio Puw— F* B — RO =1,
ove w non dipende pin dall’indice 4, sicchd (18) diventa:

Ty

f (wy)

3 i Opeay
pE s 2 0By — B4 + BB = 0
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che, confrontata con (17) da

(1) oy ﬁ (2Puw — ) — ﬁ";‘&%;" it
dw; =
+ B[ TS J 30, = 0.

Non essendo le B funzione di una sola delle w;, e quindi
B % B%, nei secondi membri delle (15), (16) i coefficienti di &, , &
non sono proporzionali; percid i piani 4, B non possono coinci-
dere; e quindi i coefficienti di 4, B in (19) sono delle costanti
che, con opportuna scelta dei limiti inferiore d’integrazione [il cal-
colo effettivo prova che si possono scegliere questi limiti uguali a
zero] si possono rendere nulle. Sard cosi:

y o $ ) 5t 3y &
(20J A0, = X [ 1,2(1:’ o "étr BRuw— P ) 3
" 3
o i MR
J 7oy =

1]

Dalla definizione di =, segue che:

3p = —Em;, = AXf'(w J)f Trw) dw -

T 3 f 7% w) — 20if (w)

insieme alle ann]ogho in 1, £, v. Scegliendo opportunamente il
tetraedro di riferimento, si avranno pertanto le formoie seguenti
valide nel caso (8):

GIMILoe ] p’(w)f

31 (po—ey)
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dw

« S’ .
' (w‘)f (pw—ey) (po—ep)

(P wy—plwy) : (p'w, — plwy) (wy + w; + w, = 0)

oppure nel caso (9):

duw

il 2 3
& 7] C T LP!]- I—Pl)[(l 1""!!!“)? $

Pi
da
Sp1+ o) f —

: el i) — po1 +- )| ¢ [P:(H*p’f) — (L + pE)J .

oppure nel caso (10):

: 1 1 1 1
s e R R L e ol Vo i et Lo ol
E.TJ.C.*:_..Jwi.Lw‘.(w: wi_,')'(w‘,‘ 2,)

Le integrazioni si sanno eseguire; nel primo caso le e; sono
i valori di pw negli zeri di p'w (semiperiodi); nel secondo caso
le p sono parametri legati dalla: pop; - pope + prpe = 0.

Dai calcoli precedenti si deduce facilmente :

Se [ non dipende da una sola delle W, come pud avvenire in
qualche caso limite, allora : I piani di ogni sistema di linee di Dar-
boua inviluppano tre coni quadrici, perché soddisfano alla (13), .
~ Le w, si possono considerare come i paramelri sui tre coni~inviluppo.

Imponendo la Xw;=0, i tre piani corrispondenti hanno una inlter-
sezione che genera la nostra superficie,

I vertici dei tre coni sono per le (14) e (14),, in linea relta
sulla retta intersezione dei piani A, B; due qualunque dei tre coni
risultano prospeltivi, quando 8i facciano corrispondere due piani, &
cui paramelri w; abbiano uguali valori. I tre piani di prospettivil
formano un fascio ed incontrano la rella deci vertici in tre punti,
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che sono il covariante cubico dei tre werticl, ed inlersecano la super-
ficie in tre linee di Segre particolari (*).
Se invece B dipende da una sola delle w, come avviene nei

2
casi limiti B = 2acotg(aw,) (a=cost.), B= o @ = cost., al-
i

lora nel primi due casi un sistema di linee di Darbouz w;= cost.
é formalo da coniche, nell’ ultimo caso si ha U’ unica superficic a linee
di Darboux tutte coniche ; le sue linee di Segre sono pure curve piane
e precisamentc cubiche con un punlo di regresso.

§ 30, — Breve riassunto di altre ricerche.

A) Se ¢, y,z,t=1 sono coordinate cartesiane ortogonali,

e 80 ,TE sono i simboli di Christoffel per 1'elemento lineare di

Grauss, allora la retta normale melrica & la retta congiungente
12 12
1 2
retta duale (che potremo chiamare la seconda normale metrica) o

ad ,y — @y —

@, , essendo sempre w, v asintotiche. La

la congiungente i punti m,,-—-jlzz @ ed :r:,,----?ll2 @, ciod i due
punti
i ‘ 1 ) 1 [ 1 L
xl_"é_x"[;_: yi—Tz_y"{p“L: zi—‘_é'“y_;': i %:
ove —% ¢ la curvatura di Gauss. Quindi: Le superficie a cur-

valura costante melrica sono quelle per cut la seconda normale me-

(*) Si consideri I' omografia tra lo due stelle (4,58, Ci) ed (4, B, C;),
che al piano kA < ko BB 4 ky Oy dell’ una fa corrispondere il piano &, 4 -
~ ke B ~= Ity C; dell’ altra ; essa ¢ una prospettivita 3 il piano di prospettiviti
essendo Oy — Uy =0. La (17) prova che i coni inviluppati da =y, m; si
corrispondono in tale prospettivitd, quando si. considerino come omologhi i
piani per cui w; =1, . Infine (20) dimostra che Oy (i,j, k==1,2,3) e
€y — C; dividono armonicamente i piani Cy, C;

Fumnt o Seon, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxial 12
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trica & all’ infinito, ossia la prima normale passa per il centro della
quadrica di Lie.

B) Sia K una congruenza di rette » uscenti dai punti O di
una superficie 8. I piani focali di » incontrano S nelle direzioni
determinate dalle sviluppabili della congruenza, uscenti da ». Il
teorema per la congruenza K duale, dovuto a Green, si enuncia :

Se K & una congruenza di rette v poste sui pians tangents
alle superficic S, le rette che da un punto O di S proiettano i fuochs
della corrispondente relta v° determinano le direzioni coniugate di
quelle corrispondenti alle sviluppabili.

C') Green ha anche considerato una coppia qualsiasi di sistemi
di linee », » della S. Ha chiamato asse in un punto O di 8 1’in-
tersezione dei piani osculatori alle linee =, » uscenti da O, raggio
(ray) la retta unente i due fuochi delle congruenze generate dalle
tangenti alle linee u = cost. e » == cost., che giacciono sul piano
tangente in O (e sono distinte da 0). Ha chiamato assi—tangenti
e raggi-tangenti le direzioni corrispondenti alle sviluppabili della
congruenza degli assi o dei raggi, ha chiamato assi-rigate R, le
rigate luogo dei raggi uscenti dai punti di una » = cost, e in
modo simile ha definito le assi—rigate R,. Kcco i pitt notevoli ri-
sultati del Green : :

Su un asse giacciono i fuochi ¥, B’ deila congruenza degli assi,
e i punti P, Q ove i piani osculalori alle v = cost. ed u= cost.
uscenti su S dal piede O dell’asse toccamo R, , R,. Il coniugato ar-
monico di O rispetto ad ¥, F* & anche coniugato di O rispetto a P, Q.
Le assi—tangenti incontrano wn raggio nei suoi fuochi sollanto se le
relte tangents alle n = cost. ed alle v = cost. generano congruenze W,

Se le u, v sono contugale, esse formeranno un sislema a inva-
rianli wguali, sollanto se le raggi—langenti sono coniugale ; se in pii
le tangenti alle u, v gencrano congruenze W, allora le w, v formano
un sislema isolermo—coniugato,

D) Per interpretazioni geometriche dei sistemi isotermi coniu-
gati rinviamo alla Mem. di Wilezynski a pag. 208 del Tomo 85
dei Math. Ann.

S
E) Finiremo dimostrando (C.) un bel teorema di Wilezynski
sui sistemi coniugati ad invarianti tangenziali uguali.
Se le v, v formano un sistema coniugato ad invarianti tangen-
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ziali uguali, la intersezione dei piani osculatori alle u , Vot un
punto comune genera una congrucnza armonica alla superficic, B wvi-
ceversa. Un risullalo duale vale naturalmente per i sistemi coniugali
con uguali invariantt di punto,

Infatti nelle ipotesi del teorema, posso fissare le coordinate di
piano tangente in' guisa che &, = A& Sard 8§, x = 8¢, &, = 0 per-
che il sistema © coniugato e S&, 2., = (S&, %y)y— Mz & = 0. Ciod
il piano §, & osculatore alle = cost.; e similmente & & osculatore
alle » = cost. La congruenza citata nell’enunciato & dunque quella
delle rette (§,,&,); e noi sappiamo che, comunque siano fissate
le coordinate di piano tangente, una tal congruenza & sempre ar-
monica alla superficie.






Carrrono 1V,

SUPERFICIE RIGATE (C.) (%

§ 31, — Applicazione delle formole generali del Capitolo 11

al caso particolare di una superficie rigata.

In questo Capitolo studiamo la classe piu semplice di super-
ficie non sviluppabili che & quella delle superficie rigate. Tale studio
particolare & persino necessario, giacchd una parte essenziale dei
risultati generali, e ciod il concetto di coordinate e forme normali,
qui non si puo applicare. Cominciamo coll’esplicitare le formole
generali nel' caso attuale supponendo che le rette generatrici siano
le » = cost.

Nel § 32 ritroveremo per via diretta tutti i seguenti risultati.
Applicando qui le formole generali, dobbiamo porre, se le » = cost,
sono le generatrict :

By =043 =01 =01 =0 , A=—a},<<0 , s=—sgnd =1,

Fy= (2aydu+agdv)dy , Fy=am,dv*,

a a2
b —5 s 22 o .
")"X_HAmw“m_Eu—:.!- Ty + a—.'lvls.
12 12

(*) I risultati pit importanti di questo vCa[;itolo sono stati esposti, per
la prima volta, (in boemo) nel Cusopis pro pestovani matematiky a fysiky,
t. LI, 1923-4,
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Le equazioni fondamentali (Cap. II, § 14 4) danno quindi,
eliminando X :

(1) @y =Py @, dgpyy— gy Toy |- Uyoy By + (Ayg Pay — g P1a)¥ = 0.
Notiamo pure la relazione di coniugio (Cap. II § 14 4)
(1) s 2P1alyg == GagPyy -

I valori dei simboli di Christoffel essendo

SR S R AR TR S
o R IS TR W T (el U BE A T T (R

(22) Qas' Oy 1 @y dag, 1 day

ayp® OV 2 ap* ou 285, ©6v '

‘]

22 1 day, 1 dag
Gip OV 20y Ou

la prima delle (1) si pud scrivere

% dloga,, dw
ou® ouw  ou

— P =0,

Se ne deduce subito che
@ = ou, )y + §(u, v)z

dove i due punti y e z non dipendono che da ». |Le lettere x, y, 2
non significano pitt fre coordinate dello stesso punto, ma tre punti
diversi]. Cambiando il fattore di proporzionalitd di z, si pud sup-
porre ¢@(u, v) = 1. La ¢ dipende poi necessariamente da w, per-
chd @ deserive una superficie, e possiamo sceglierla addirittura
come nuovo parametro w, sicchd (e quest’ ipotesi sara falla per tutto
cio che segue)

@ =yt
I’ equazione precedente da poi, tenendo conto anche di (1),

@) ologayy 0

ou R 15 B 0 , Pa= 0.
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I del resto geometricamente chiaro senz’altro che 1’ ipotesi (2)
¢ sempre legittima: I punti y ¢ z descrivono due curve in corri-
spondenza biunivoca definita da uguali valori di v (curve direttrici
della rigata) e la superficie rigata che indicheremo con la lettera R,
é il luogo delle rette che congiungono punii corrispondenti, Indiche-
remo con apici le derivate delle espressioni che non dipendono che
da v; p. es. ¢ = Zz =j;:.

L’equazione (Cap. 1I, § 12 4)

——— (& @y Ty Tuy) = Gy

V4]
day, sostituendovi dalla (2),
4) : (2 ¥'2) = way®,
essendo posto
(4) bis o = 8gn(yzy'?') = sgna,, = + 1.

Le coordinate & del piano fangente, fissate al solito modo
(Cap. II, § 12 B) sono \

1 y V2, Y 4 ur
f=———T(,%, y’+uz)=(—————-"f_";f_jf__,_’)_.
Ia‘2| I-Iy,z,y,ZJ

Quindi § @ lineare in w e porremo

1

r k 1 '
=@(3ﬁy% { = — (y=2).

(5) E=n+ul, 1
| @y

Donde il teorema di Chasles: Il fascio dei piani m tangenti lungo
una generatrice g & proieltivo alla punteggiata dei puntt P di con-
tatto. Questa proiettivita definisce la generatrice g' infinitamente vicina
alla g, perché si puo pensare come ollenula proicttando da g’ coi
piant © @ puntt P,

Le Sétw = Sz, =...= 0 dapno:

(6) Sqy=Snz=8y=~80==8qy =8y=8G"=8{2=0
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e le Sz, & = S, & = — ayy danno poi
(6) v — 8nz2=8m' = + 8’y = — 8Ly’ =ay,.

Dalle (6) e (6),; si trae derivando :

— ¥ S aa‘lﬂ 1 r
Sn'z' Sz’ — Sne”’ = el o (yzy2"),
1o d R, e aa‘lﬂ 1o !
ikt S il A sl s pom L (1)

Derivando (4) se ne deduce S7'z' = S¢'y’. Poichd

Sy ev = S(!/’ -+ uzr) (T]' +- “t’) = ==lsg

si trae che —2& & un polinomio di secondo grado nella u
1'3
) 222 9(a + 2bu + ou?)
@19
dove :
| 1
Py B Si! b=___ Sc! I'=_____S .lz!
g Y, ; 2, Nz,
(?)\lil
6= — . St'z"
= 2ay, :

Cosi pure dalla

=t

ag;z == (an G0 — xwep) s

bS

1 bl' ! " n rH " r : (]
= = 8|(y +u2) (0" + ut’)— (y" + uz") (' + ut')

deduciamo che :

(8) —222 — 4 4 2Bu + Ou?,
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(dove 4 non indica pit il discriminante di ), e dove:

1
s S ! H_ L4408
e S ot g Ut

- T ,
(3) bis B —_— 4_ S(yrtu__yucr —|—z’7]”—z ;1],)’
g

1 Pttt Pt

L’ elemento lineare proiettivo ¢

_FI'

(8) s . 1 (44 2Bu 4 Oub)dv®
ter T T
2

2 du+ (@ + 2bu + cud)dv

1‘1
Dalla seconda delle (1) dove ora p,, == 0, si trae

(Xgpy @y, By @pp) = Ppp(@, 1, Xy, Tpp),

ossia ¢

0z o dx 0%
= (&v“ ' du ' dv ' dudv ) Y ue, e,y 8)
P = (z dx Oz % g y,*,9" %) !
' ouw ' ay? 61«%)

che & un 'po]inomio
() Py = (P — Oy + (N — B)

di primo grado nella w. Essendo (Cap. 1I, § 16 4)

0. 6
“29—1’%:@' —Ezf“ )
si deduce :
(9) bis ge = (P + O + (N + B).

La (1) diventa
(1) @ 2(@+ 2bu + cuP)ayy — @99 4+ (A + 2Bu - CuP)z - pyy & = 0.
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Posto al solito 6= log|ay,|, i valori attuali dei simboli di
Christoffel sono

1 e I A Gl R
(1)‘? au(am)“‘“b““)’ (2)‘“’

22\ oot 1V agq @ [ G4
( 1 )"_ g g 2 G 0% \ Gy *
i age \ 1 dapty Tiss dagy > 0.3 iges
- 20,9 O (a""' o ) SRR T e 2% AN

£ % 85 (El) = (@ —8'a) + 20" — 06 +- (o' — B'c)ut -+

%ig

-+ 4(a 4 2bu -+ cu®) (b + cu),

RBIN S e 08 g A i 2 ey
(3)- o b fa)-esosm

Sviluppando ed eguagliando a zero identicamente nella « la
(1) 44r , 81 trova quindi:

P+ ¢ —W0'¢=0 (che o I'unica condizione d’integrabiliti)
y' = (0" —2b)y + 2a¢' + (N— By + (' — at’ + A}z,
i 38 S 2ey' (0’ + 2b)2' - (2b'— 266’ + N +- B)z + (c0'—¢'—O)y.
Si introduce simmetria definendo una quantita j con la
(10) . j= —N 4 ac — b*—b' -+ 0B,

B si hanno cosi le equazioni fondamentali per @ punti y , z di
due direllrici :

Y= (0'—2b)y + 2az'+ (— b'+ bO'+ ac—b2 — B—j)y +
+ (@' —ab’ - A)z,
(11)
2" = — 20y 4 (0’ 4 2b)2'+ (— '+ 0/ — O)y +
4 (' —bb'+ ac —b% 4 B—j).



[§ 82, 4] SUPERFICIE RIGATE 187

Le equazioni (7) e (9),, mostrano che per v ¢ € valgono equa-
zion che differiscono dalle precedenti soltanto mei segni di 4, B, C':

1= (0'—2b)yn'+ 2al'4- (—b'4- b6+ ac — b+ B —j)q +-
+ (a'—ab'— A4)¢,
(11) 4
¢ = —2eq'+ (0'+ 2b)¢'+ (—0'+cb'+ C)y +
+ (b'—bb"+ ac —b*— B —j)§.

TEOREMA FONDAMENTALE.

Dato U elemento lineare proiettivo (8) . basterd quindi la cono-
scenza della sola N, o della j, per delerminare completamente la
superficie. (Si noti che 6 pud assumere valori arbitrarii al variare
del fattore di proporzionaliti delle y, z).

§ 32. — Deduzione dirvetta dei risultati precedenti

e prime applicazioni.

A) Nuova deduzione delle (11).

Prima di proseguire, voglio mostrare come si possa giungere
ai risultati del § precedente in modo diretto, indipendente ciod dalla
teoria generale delle superficie. I1 metodo, di cui faremo uso, &
del resto applicabile a casi pi generali negli iperspazi. Come al §
precedente, definiamo la rigata R come luogo delle rette congiun-
genti punti omologhi ¥ e z di due curve C, e C, in corrispon-
denza biunivoca, punti le cui coordinate sono funzioni di un pa-
rametro v, sicchd il punto generico » di R & dato dalla

& T =y -+ uz.
Porremo
(2) (y2 dy d2) == (@, dv)®, o=+ 1

ossia, indicando con apici derivate rapporto alla v,

(n2y/%) = wa?, o= sgn(yzy'?),
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@ supponiamo, come & lecito, anche sgna,, = . Le coordinate della
generatrice p di R sono nella solita notazione

(3) p = (y2).

Le coordinate & del piano tangente ad 2 nel punto @ sono
A ! ’
§=—m(yy2,d0) = My, 2, ¥) +uly, 2,2)|,
oppure, posto
= Nyzy'), §=Myz=),

(4) §=mn4ul.

Per determinare A in modo indipendente dalla scelta del pa-
rametro », basta porre la condizione

(y2) = + ().
I (Introduzione § 1 E)

(y2y' , yz') = (y2) (v2y'=') ,
sicché risulta subito :
Myzy's') =+ 1= o

* Prendendo p. es. A => 0, risulta

(yzy') (y=2")
4 bls — 3 =5 —::T—.;_:'
Lk 4 V]yzy'= | Viyzy'='|
(3) e (18) == o(yz).

L’equazione (3),, di il significato geometrico del segno w: Un
verso scello nella punteggiala p e il verso corrispondente nel fascio
dei piani langenti sono associati nel senso dell'introduzione § 1 C allora
¢ allora sotlanlo che w ==
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Accanto alle precedenti, valgono le formole duali

() _ (8¢")
My~ )]
(nn'C) = w(ay dv)*
che il lettore verifichera facilmente.

Sono evidenti le identitd (6) e (6),, del § precedente. Deri-
vandole, si vede subito che si pud porre (& B-—- log|ay,|)

1 . 1 e
“:"—"2‘“7'5'7] y "“—"‘S"I’ Yy
8) b= Sp'z = — SC':'——}—S Ak LB’
T DN T G S g SEAE TR g
1 ] 1 1 1 1
— S Sl R e e (N Y SRl e s e
R S e R e
Ty 1 TR A 1 "
S 2.9.12 sty R Ll e 20,0 it

Dalle (4),;, si vede che si ha anche

[0} 0 w it 1 Pes
@) a= -gr;;ar(yzyy )y b= T (y2y'a") — 5-0' =

w Faaf\ 1o 1 I S w ,,ffr
— _“r;l (JZZJ 70, C—'za—lsu—(ifﬁz )

Notiamo pure 1’identita

S "' Sy 'C* 1ot 1pl
4a,,%ac — b%) = sf'-:' S:’c’ S(y'?") (4'¢).
Ora dalle (4),;, si ha
1 " ]
()= ——m[(sz) + (y2'y' ) —0'(y2y') , (y22 ('fz”)“*ﬁ(m.z)

1 7] e
= (v'2") (y2y"2") + P,
o .
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~dove P soddisfa alla SP(yz") = 0, sicchd

1
3 ' Byt
(6) tor ac—b i

— (_!,’3_-’}”2”) (J.‘zfqn H)
g

Definiamo le 4, B, € dalle (8),;, del § precedente e poniamo

(7) ? L 1 S{yll:”— ;?}”C' o rr _{_ o 'ﬂ i 3(“0 1o sz
4a,y

(Si vedra fra poco che cido coincide col valore di j definito
dalla (10) del § precedente). Il lettore stabilira facilmente le formole

s o [" (w2y'y"™") +3(yy'2'y") + 30'(;*;zy’y")l ;
(9™ |

(8) B S [__ f!zr}!zl'”' q_’”l‘ "J'I'-F) % d(’)‘f’ z! H) "i"

4 3(2*;’~’v”) + 80'(yzy'2") -+ 39’(3;%’3;”)] )
e 2a,5"

w [ (Jzz:zm] ‘i -3(3?}! o n) i" 33'(?].‘!2’2”)] .

A r L

= g 030" — (s — (/5

_I__(zJ.i' Lo, _1_2(.}‘,.?-‘! " {_O!(yzzfyfl)_Gl'(yzyl'z”) sz!f”z”}(l‘f’ .i' M H)]

1 " g
+?(ﬁ ==igi8)%

che esprimono le 4, B, €, j mediante sole coordinate di punto.
I punti y,2, ¢, 2" essendo linearmente indipendenti, valgono
equazioni della forma

Y =pu¥ + Pt + a1 + 0127,
2 =Py ¥ + Poa? + €a1 ¥ + Gan?.

Moltiplicando con 7 e ¢ e confrontando con le (6), e con
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le (6) e (6),, del § precedente, si trova

== 9 e Esioh ;
2a190 = Py 20490 — a1 = —aypy,
2019b + 50" == a3P1a , 2010 = -—GyaPy;,
ossia
" ’ 5 ’
Pu=—2b+0, pp=2a, py=—2, py=2b40.

Moltiplicando invece con 7" e (' si deduce
81y = — 2ay,apy; — 2013bps — t1p¢ya = — 0,(2a0° + q4) ,
8Ly = — 2ayybpyy — 2a150p1y + 81303 =
= @,5(46* — dac — 200" |- q,,) ,
82" = — 2y apy; — 2190pyy — 19 gy =
= — Uyy(40® — 4ac |- 200" - q.) ,
8’2" = —2a,,bpyy — 2019 CPgg + Gya @ay = @yo(— 200" + gy,).

Ora derivando le (7),, del § 1 e tenendo conto delle (8)
del § 1 e della (7) si trova

Sy = —a,(@ + ab' - 4),
BL'y" = —a, (O + b8 + 3ac — 86 +- B + j),
8’2" = —a, (b" 4 b6"— 3ac 4 3b* -+ B —j),
Stz = —a,(¢’ + cb' |- 0),
siechd
Qu=—b b fac—bt—B—j , gy =a'—ab' + 4,

Qo= —0C¢ 4o —C | ggo=0b'—bb' - ac—b* - B—j.

Kceo ritrovate, con un procedimento piti semplice, le equazioni
fondamentali (11). Nello stesso modo si possono verificare le (3).
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B) Applicazione alla quadrica di Lie.

Sappiamo dal Cap. 1IT § 21 D che lu quadrica di Lie di una
rigate € il suo iperboloide osculatore ; lo si indichera nel seguito
con la lettera H. Per un walore fisso di v, il piano polare del punio

(9) P1Y + Paz + 6,9 + 06,2
rigpetto ad T é
(9) we P17 + pel 46,7 + 6L

Cio si vede quasi immediatamente da 4 e¢. Ne vogliamo dare qui
un’altra dimostrazione. In primo luogo, si vede dalle (6) e (6)
del § 81 che la condizione d’incidenza

S(pyy + oz + 0,4 + 032) (py 4 pa & -+ 017 + 09€) = 0

¢ simmetrica in p,, py, 0;, 04 © 51, fa ;, 3 Ea, Senza essere
soddisfatta identicamente per p; == p, ecc., sicchd la correlazione
definita dalle (9) e (9),, ¢ proprio una polarita rispetto ad una
quadrica H, Ma di pitt si ha per le (11) del § 31

p= (), ©=)— @),
(10) P = (") — (24") + 2(y'7) = —2e(yy’) +
+ (0" +20)(y2') — (6" — 2b) (/) — 2a(22") +- 2(ac—b*—j) (v2) +2(y'2).
Ora dalla (3),, § 82 e (11),, § 31 si vede che similmente
wp=(n8) , op'= (18) — ),
op” = —2c(qq’) + (0°+ 20) (¢') — (6'— 2b) (&n') — 2a(CC) +
+ 2ac — b —7) (18) + 2(7'%)

sicchd ogni retta linearmente dipendente da p, ', p" & polare di
st stessa rispetto ad H, ¢, d. d. (Lo stesso si pud far vedere, con
la stessa facilita, delle generatrici del secondo sistema di H, cfr, § 34).
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La dimostrazione precedente ci permette di provare per un’altra
via il teorema del Cap. III, § 21 D che, in un punto x di una
superficie qualungue, la quadrica di Lie é U iperboloide osculatore di
ciasouna rigata asinlotica (cioé di ognuna delle 2 rigate generale dalle
tangenti asintotiche d'un sistema lungo la curva asintotica dell’aliro
sistema). Per chiarezza si supponga S riferita alle asintotiche. Una
delle rigate del teorema & generata dalla retta luogo del punto
%, +tw, dando a u valore costante. Si vede subito che, se § @il
piano tangente ad S, allora:

Bl F t2) = BE(m + 12) = S(E + ). (2 + t2) =0,

cosicchd il piano tangente alla rigata nel punto z, 4 tx & &, -} .
Ora & (xx,) = (&) [cfr. Cap. I, § 19 (V)], sicchd la nostra scelta
del fattore delle coordinate del piano tangente & d’accordo con
la (8),, del § presente. Il piano polare del punto

P12+ Pa%y + 0y ¥, - Bg Ty,
vispetto all’iperboloide osculatore coincide quindi col piano polare
PJE + Pﬁen -l' G]Ev ‘+" cgEm,

dallo stesso punto rispetto alla quadrica di Lie; c. d. d.

§ 33, — Orientazione delle generatrici;
espressioni intrinseche.

Formole relative al cambiamento di variabili.

Le quantita a, b, ¢, 4, B, C, j precedentemente definite
sono evidentemente invacianti per sostituzioni unimodulari. Occorre
trovare delle espressioni che siano di pit indipendenti dalla scelta
particolare delle w,v (intrinseche) ed invarianti per sostituzioni
moltiplicative. Ma bisogna tener presente che noi qui non facciamo
uso di coordinate curvilinee u , v qualunque, ma soltanto tali che sia

¥ =y -+ uz

Funint o Geen, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxial 18

o "o
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i punti ¥ e z non dipendendo che da ». La trasformazione piu ge-
nerale che non cambia tale ipotesi &

b lz'*‘l’*n;

e —]~p.E’ v=7V, E:p(}\l-}—p,la)x,
1 1

(1)
Ay 1, Aoy to, V, p essendo funzioni di v tali che

PV (2 — ha ) 2 0.

Nella teoria delle superficie generali abbiamo chiamata intrin-
seca un’espressione il cui valore non cambia mutando le » , » ma
non alterando il fatlore di x. Corrispondentemente dovremmo qui
chiamare intrinseca ogni espressione che non varia ponendo

u=7\2+p.3i;, v="V, z=ua

Ma qui troviamo pii opportuno, chiamare intrinseca soltanto egni
espressione che non varia ponendo

) u
) e S

A g% 0=V, a=0+p, )z, A pe—hop)?=1.
g

Per un’espressione intrinseca mel senso ora precisalo 1’ esame

del comportamento per sostituzione moltiplicativa si riduce a cer-
care come essa si trasformi ponendo

(3) U=y, V=0, ©G=p¥

Le trasformazioni (2) sono di due specie; quelle di prima
specie per cui Ajpy — gy =1 e quelle di scconda per cui
Apg — Mgy = — 1. Una espressione che non varia per quelle di
prima specie e cambia invece di segno se Ay — A, =—1, si
dird impropriamente inlrinscca, Geometricamente, essendo

a‘i s Ay g —12_1’*1
Ou (hy A oy w)?

le trasformazioni (2) di seconda specie cambiano il verso positivo
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sulle generalrici, se si chiama verso positivo quello di « crescente,
Il lettore verifichi, eseguendo la trasformazione (2) nella (7) del

s . Ne daremo al § seguente
una dimostrazione piu facile. :

Anche 1'equazione A + 2Bu 4 Cu® = 0 & intrinseca, anzi in-
trinseca ed invariante. Infatti, noi sappiamo dalla teoria generale
che I’ espressione (8) y, del § 31 (elemento lineare) non cambia af-
fatto per la (1). I due punti sopra ogni generalrice per cui A -+ 2Bu--
+-Cu?= 0 sono i punti flecnodali della generalrice ; al variare di v
essi descrivono le due curve flecnodali di R, Cid sappiamo gia dal
Cap. I § 16 B; un’altra dimostrazione sard data al § 37.

Per vedere come si trasforma 1’espressione 4 - 2Bu -} Cu®
per la sostituzione generale (1), si pud (F.) far uso dell’invarianza
dell’ elemento lineare proiettivo,

Da (1) si ha

IR L. Vel 1 65 O S S TS
(A + g w)?

dove non importa precisare il valore di (...). Se ne deduce tosto:

1 (A+2Bu+Cutn®
2 du+(a-+2bu+-cutdv

V2 [AG A2 B0 ) M+P~zu)+0(ls+1lsﬂ)”]d?’“

200y = Ay ) du (.. )dv

siccho

(4) A+ 2Bu+Cut =
V'E

g A 042804 ) G-t )40y )

D’altra parte, dal Cap. II sappiamo che ® in virth di (1)
FE e Pz(ll + py )l ,

ed, essendo
Fs S 2amd‘l&dv "‘I‘ aggdt’a =
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=2 ,M Vidudo - (.. .)do",

(A A+ pyw)?
SATA
(5) ;1! = V'p%(\; g — Mg 12y)y,
gicchd :
4) u —— ( + 2Bu + 0w =
(yq”
1 ! B g
P g — g pty) g {A(h + ¥+ 20+ P‘l ) (ha + pa )+
-+ O(M -+ Ij-si‘;)m
ossia :
(4)“1' '—'—“(A+2BH+O‘H,2)._

yg®

T L e
= P‘(?\:p.g —~llg T (4 + 2Bu - Cu?).

L’ aspetto della formola a cui si & arrivati rende spontanea
Pidea d’introdurre coordinate omogenee sulla generatrice ponendo
u=fg:t,. Poichd

J\s-]-p.gu 1 -
T =Y - uz = y 4 S — =
Ayt g Py A g w)
1
—_— (Y + u?
pll + g %) v+ u3),

¢ in virth di (1)
(6) y=p0y+22) , 2z2=p(ay + pa?).
Posto al solito p = (y2), & p = p?p; le sostituzioni (2) di

prima specie non cambiano dunque il fattore delle coordinate delle
generatrici,
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Per definire come si trasformano ¢,,t,, & naturale porre la
condizione

E§+ i‘;;= ply ¥ + g2).

Se ne deduce subito :

(6) v ‘1”“‘115""1"1& ) !a:let_]’*“l"la-
Poneﬂdo qnella (4) y, u= -;’—'- , essa 8i scrive ora semplice-
3
mente :
1
(4) quater d-_ss (A’i -}~ 2311 f| —!—- O!E) =t
1

= 00 o —Dat) = (@R + 2B1, 5, + 0B).
2

Gy

In particolare, posto p= 1, A py — Mgy = -+ 1, 8i vede che
la forma quadratica

(7) EE.,’.(A& + 2Bl ty + Cl}) = l( :; )= 1)

12

& impropriamenle inirinseca, vale a dire, mutando il parametro v,
ed eseguendo la (6) 4y, in cui (A, py — Agp;)® = 1, essa non cambia
oppure cambia di segno secondo che A pg —Agp, = 1 oppure
Ay — Mgy = — 1, Questa proposizione & essenziale nella nostra
teoria delle rigate. Al § prossimo se ne vedrd un’altra dimostra-
zione, Lo studio della forma intrinseca f(¢) e di j:a;,* sard ese-
guito al § 35.
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§ 34 — Linee asintotiche, la forma bilineare intrinseca.

4) Linee asintotiche.

Le generatrici » = costante di una rigata formano un sistema
di curve asintotiche. Per brevita, indicheremo in questo Capitolo,
col termine asintotiche quelle dell’altro sistema (*), date dall’e-
quazione differenziale 2a,,du - agedv==0 ossia

(1) %+a-{-2bu+m3s0.
I’ equazione (1) ha la forma di Riceati, ed il suo integrale

ha quindi la forma

A o O it
PSR i e , o costante arbitraria.

Ay A pg o

Segue il teorema di Serret, che le asinfotiche segnano sulle
generalrici punteggiate proiettive, Posto

i Ao |.L21:
WIS .y
Aty

il punto y - uz descrive un’asintotica se % & costante. Cerchiamo
la corrispondente trasformazione delle coordinate omogenee ¢, {,.
Posto uw=1y:1,, la (1) diventa

tol, — Uity -+ alf 4- 2bt, 1, + olf =

che, introducendo un nuovo parametro o, posso scrivere nella
forma :

t = (b4 o)ty 4oy, l=—at;+ (—b-+o)ly.

(*) Con cid non escludiamo il caso che B sia una quadrica.
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Posto

‘1=11"'_1+ Puzes ‘a:)\sa‘i‘l’*sz;»

il precedente sistema deve essere soddisfatto dando alle ¢ valori
costanti qualunque, sicchd A;, Ay © p,, 1ty ne sono due soluzioni
particolari. Supposto p =1, deve essere secondo le nostre conven-
zioni Ay —Aypy = 1 1 = costante. Se ne deduce subito ¢ =0,
cosicchd :

(@) t; =bty +oly, &= —at,—bly.

Se R ¢ riferita alle asintoliche, é a=b=c=0. Se R non o
riferita alle asintotiche, vi si pud arrivare cambiando il parametro
col porre

e i
At g w
@ pilt precisamente
(3) =Ml F pyle tg=Xly + paly

senza cambiare v e il fattore delle @; dove A, Ay € py, Py SODO
due soluzioni del sistema lineare (2) scelte in modo che sia

(8) vis Mpa—Np=1.
I Secondo il § precedente, sara poi
(3) tor ;-'_‘—-lly-}- 122’ ;.—:lj,ly..l_ o 2.

Si considerino qui v, f,, &, come variabili indipendenti; le
derivate parziali di ¢, e ¢, rapporto a v sono date da (2). Essendo

by -+ tar =Y+ b2,
si ha quindi derivando rapporto alla v sotto le ipotesi fatte

() byttt =0y + b7
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dove abbiamo posto
(5) Y=y +by—az, z =2 ocy—be

Introducendo le %, z , le equazioni (11) del § 81 assumono
la forma pin perspicua
Y =—bytaztyg, 7 =—cy+bz+ z,
y =~ (B+)y+ A4z + (0'—b)y +az,
2 =—0y+ (B—j)—cy + (0 + b)z .

(6)

Correlativamente, posto

(5) bus M=1"4bn—at, =0 +on—>be,
si ha:
W=—bntal+y, C=—on+b+C,
@m0 =B—— A+ (O — ) +al,
= O — (B -+ j)—on + (0/+0) -

Alle (6) e (6) 4, si associano le formole seguenti che seguono
subito dal § 31

Sym=0, Sy =0, Szn =0, 8§ =0,
(6) S‘;}TJ -l S"ﬁ:-‘alh 32'71 = G0, Séﬁmﬂ,
e S?f;} =01 S.b‘f =g, 831'] m_'—ﬁ'l!'l SZE zO,

Notiamo pure qui le formole
(6) quater (?;z:!}é) :maua (TJL'."}]‘;.) =m132
che si hanno subito dalle (4) § 31 e (5) § 32 e le formole

(16) = o(yz), (1) = —o(yy), (&) =—o(z)

(B) quingquies

(10)=—o0(z), (1) =—o(x), ({0 =w(z).
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Queste ultime si possono dedurre facilmente dalle (6), e
(6) quater» P. es., essendo

Sny = Sm} = Sﬁy:Sﬁj} =0,

?
(1) = Nyy) .
Ora
(M) = — (ntnl) = — wa,4?,
F e yiC Syt Syf; 0 a
(mitd) =A8(ws) @) = | > | = B A,
Syt Syt —ayy 0

sicchd A =—uw, ecc.

Continuando a considerare v, #,, , come variabili indipen-
denti, deriviamo I’ identitd (4) rapporto alla v. Per le (6) si ottiene:

b [~ B +y + 42+ e's;] +¢2[—0y‘-l—(3—9')z+ﬁ’z'] i
=RV 4T =l |— (B4 7) 5407 +
+h|— T+ BT+ 07
e quindi per la (4) stessa
b =B+ iz |+ [0y B—1] =
=Ty B+ 77+ 47| + & |~ 03+ (B—7)3 .
Correlativamente

b [(B—im—at |+ 4 or—B—ix | =

=g[(§_f)a-zf] +z;.[6aa— @me—].
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Queste equazioni valgono anche senza 1 ipotesi che i coef-
ficienti della sostituzione (3) siano soluzioni di (2), purchd sia
Mg — Agpry = 1. Infatti, 8 essendo una tale sostituzione, &
chiaro che si possono trovare due sostituzioni 8,, §, della stessa
forma e con cofficienti soddisfacenti alla (2) e tali che S sia il
prodotto di S, e dell’inversa di 8,. Partendo da (4), lo stesso
8i pud dire per la:

tl?f: +‘az- =‘_1§+5—2;
B) La forma bilineare fondamentale.

Indicando con t,, %, © Ty, 7, rvisp. altri valori di ty, fy © t;, by,
la forma bilineare

(s 4 t3) 1 [(B—im — 4| + 5 [on— (B -1
non cambia per la sostituzione
h=Mb bk H=MNn+ 1’*.1"_'«3
o - 4 _ Mpa—hp =L

lg=hgly+ Paly, Ty=DhgT +aT

Per le (6) , la forma bilineare scritta sopra
g [Ah"x + (B + ity +(B — )t + C"e"n] :

Pit precisamente, si trova che la forma bilineare

() f(’-l 1®

ts’ %a

1
) el N g [““1“1 + Blt g +ty%)) 4 Cly 7y +

12
+j( Ta—1t Tl)]

& impropriamentc inlrinseca. Per cid che abbiamo provato, basta
dimostrare che: 1° essa non cambia introducendo un nuovo para-
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metro v al posto di v, 2° essa cambia di segno per la sostituzione
ty=—1y, t,,__a‘2 che equivale alla y=—y, z=2,1=—1,
L="C, ay=—ay,; e cid si vede subito dalle (6) ., e (8) y, del § 31

o (7) del § 32.

Dire che f(t,%) & impropriamente intrinseca, equivale eviden-

temente a dire che a_?_‘ o intrinseca e che la forma quadratica
12

f(t) & impropriamente intrinseca, il che abbiamo visto, per tut:

t’altra via, al § precedente.

E spontanea la domanda: quale é il significalo geometrico della
proiettimta definita sopra ogni generatrice dalla relazione bilineare
f(t;t) =07

La relazione f(t, ) =0 & intrinseca, ma non invariante; e
quindi non si pud caratterizzare con elementi dipendenti soltanto
dalla rigata R, ma occorre anche tener conto del fattore scelto
per le coordinate p=(yz) della generatrice. Per interpretare
geometricamente il fattore delle p, si pud considerare il complesso

lineare di coordinate p' =%f;. Questo complesso (variabile al va-

riare di ») contiene evidentemente la congruenza lineare speciale
delle tangenti di R nei punti della generatrice corrispondente.
Viceversa se facciamo passare, per ogni valore di v, un complesso
lineare (non speciale) per la congruenza lineare delle tangenti di
R nei punti della generatrice corrispondente, si pud scegliere il
fattore di p in modo che il complessso scelto abbia per coordinate
le p', il che del resto non determina p che a meno di un fattore
numerico. Il complesso p’ contiene evidentemente tutte le generatrici
del secondo sistema di H (tangenti asintotiche di Z2) convenendo
chiamare primo sistema di generatrici di H quello cui appartiene
la generatrice corrispondente p di R. Invece due sole generatrici
del primo sistema di H appartengono al complesso p', ciod p ed
un altra generatrice g. Dico che

©) g=(yz)

La retta ¢ essendo intrinseca [cfr, (4)], si pud supporre R
riferita alle asintotiche. Allora ¢==(y'z") e per le (10) del § 32:

®) 2¢ =p"—0'p' + 24p
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sicch® ¢ sta su H. D'altra parte &
Sqp" =8(y'%) [(yz') = (zy’)] =0,

¢. d. d. Osserviamo che 1’ equazione (9) vale evidentemente anche
se R non & riferita alle asintotiche.

Considerando la retta ¢ come immagine del fattore delle p,
si arriva facimente al significato geometrico della proiettivita
f(t,x) =0, 8i consideri la rigala S generata da q; fissato v, 8i
costruisca il piano tangente di R nel punto t,y +tgz; nel punto
d’ intersezione di questo piano con la rella q, si costruisca il piano
tangente di S; U intersezione di quest’ ullimo piano con la retta p
¢ il punlo T,y --t3% corrispondente a t,y--t,z nella proiettivila
f(t;x)=0.

Infatti I’ intersezione del primo piano dell’ enunciato con ¢
essendo evidentemente t;y -+ t,,é » le (6) mostrano che I’ interse-
zione del secondo piano dell’ enunciato con p &

b | =B+ iy + 42|+ tg[— 0y + B

Ora
Ty, —(B ty—Cl.
Theal ‘H)‘_ =), ¢ d.d.
Ty Aly+ (B—j)
La quantita ?—ﬂ essendo intrinseca, per vedere come si tra-

Gig
sforma per la sostituzione generale (1) del § 3, basta esaminare
I’ effetto della (3) del § 83. La (7) del § 32 mostra subito (si pud

per semplicitd supporre a= ¢ = b= 0) che &

1

" f b 37
(10) ;=?+P(F) —1—6’-:—:-, 86 % =M, V=0, 2 =09,

() Congruenza flecnodale.

La congruenza generata dalle generatrici del primo sistema
delle quadriche osculatrici H si chiama la congruenza flecnodale
di R; una rigata qualunque della congruenza flecnodale si pud
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scegliere come la rigata delle rette ¢ disponendo del fattore arbitrario
delle p. In particolare possiamo scegliere il fattore p. in modo che

¢ descriva una sviluppabile della congruenza flecnodale, per il

chd occorre e basta che la proiettivita f(¢,7) =0 sia degenere,
ossia che sia soddisfatta la condizione

AG—(B+7)(B—7) =A0—B 4+ 7 =0;

dalla (10) e dalla (4) del § precedente si ha
o Y-e(l] e

Le tangenti asintotiche nei punti flecnodali si chiamano
tangenti flecnodali di R e le rigate che esse generano si dicono
trasformate flecnodali di R. 1 punti doppi delle proiettivitd f (£, 7)=0
sono i punti flecnodaliy applicando quest’ osservazione alle proiet-
tivith f = 0 degeneri, si arriva alla proposizione di Wilczynski
che le due trasformate flecnodali di R sono le due falde focali della
congruenza flecnodale di R. Da cid appunto il termine di congruenza
fllecnodale. La congruenza fleenodule ® quindi un caso particolare
delle congruenze con ambedue le falde focali rigate (che saranno
studiate al Cap. seguente)

Terminiamo questo § con wun’osservazione relativa alle cor-
relazioni. Per passare da R ad una superficie correlativa, basta
sostituire m e € alle y e z e quindi, per le (4),, e (5) del § 32
yezalle e Dacid si vede immediatamente che la forma
bilineare f (t, ) si cambia in —£(t,t) passando alla rigata correlativa;
in altre parole, la forma quadratica f(¢) cambia di segno, e la

«quantiti ‘;,1-5 non cambia.
12
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§ 35. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici

per superficie vigate a due curve flecnodali distinte,

4) Coordinate normali,

Per arrivare dalla forma quadratica intrinseca f(f) e dalla

quantitd intrinseca L ad espressioni che siano anche invarianti,

2T
occorre esaminare 1'effetto della sostituzione moltiplicativa @ = pa.
Abbiamo gid osservato che & (cfr. (4) quuer del § 33 e (10) del § 34)

A Ly ;P} .
= - p + 0
Pf @ O’ [? ; r(P) 0

Le variabili ¢,,{, della forma quadratica f(!) non sono com-
pletamente determinate; esse si possono sostituire, come sappiamo,

da &1y, dove .

by 27\1; +P‘1‘_2’ t‘z'“-'")\aa“}' 1"2-5_2’}\1[”2'“12I-L1=i15

|
—
|--|

§€ Ay pg—Agpy=—1, occorre inoltre cambiare il segno delle
A4, B, 0, Il discriminante B®*— AC di f(t) é quindi intrinseco; o
Ueffetto della sostituzione moltiplicativa x = px @

(1) bas B — A0= p*(B*— AC).
Il segno
(1) tor ¢ = sgn (B* — ACQ)

di B2— AC ¢ quindi inlrinseco ed tnvariante; cid & a priori chiaro,
essendo e=1 se le due curve flecnodali sono reali e distinte,
e=—1 se le due curve flecnodali sono immaginarie coniugate,

(*) B facile verificare che il valore di =/~ & indipendente dalla scelta
Gy’
particolare di ». :
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ed e =0 se le due curve flecnodali coincidono. In questo § sup-
porremo e? = 1; & spontanca U idea di mnormalizzare il f[atiore
arbitrario colla supposizione intrinseca ed invariante

2) B —AC =,

Le coordinate p corrispondenti si diranno coordinate normali ;
la (1), mostra che le coordinate normali contengono un radicale
quarto; precisamente se p non sono normali, le coordinate nor-
mali sono

Il segno delle coordinate normali non & determinato; la scelta
di esso equivale, come sappiamo, alla scelta del verso positivo-
sulle generatrici. Possiamo scegliere anche la variabile indipendente
v in modo sostanzialmente determinato, supponendo (in coordinate
normali) @y, = =+ 1, ossia

1
(8) E—Sdp'dp:(yzdydz) == udvd, w=—11,

(I segno @ del resto non & invariante che rispetto a collineazioni
a modulo positivo),

La variabile » determinata da (3) a meno del segno e di una
costante additiva si dird 1’ arco proieftivo della rigata. In coordi-
nate non normali @

odv? = || B — AC| (yzdy dz).

B) Invarianti fondamentali d' una rigata a linee fleenodali distinte,

Nei calcoli seguenti faremo uso di coordinate normali, as-
sumeremo 1’arco proiettivo come variabile indipendente ed inoltre
supporremo la rigata R riferita alle asintotiche, Le variabili ¢, ty
non sono ancora completamente determinate; fissando anche il
verso positivo sulle generatrici, & ancora lecito di porre

=yl gy ly b=Dgl +paly Mpa—Dopy =1
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(4) As hgy gy bg COStaNE ;

e invece invertiamo il verso positivo sulle generatrici, dobbiamo
porre

‘1=11Ei+l*1‘_a= ty=Ngly +palys Mypg—lgpy=—1
{4) 11s A1y Mgy gy P costanti;

@ di pil, cambiare il segno di A,B,C. La quantiti j corrispondente
alle nostre ipotesi & intrinseca ed invariante; la forma quadratica

(5) 1(t) = A8 + 2Bty ty + Ot -

.a discriminante B? — A0 =g & impropriamente intrinseca (cam-
biando di segno, se si inverte il verso positivo sulle generatrici)
ed invariante; e tali sono pure le forme

f'it)=A4"8+2Bt,t, 4 C'8,
(5) s f')=A"8+2B"t,t, - 0"

dove gli apici indicano derivate rispetlo all’ arco proiettivo v, perd
con U avvertenza che f (t) cambia di segno anche se si inverte il verso
positivo dell’ arco proiettivo, Essendo a=b=c¢=0, R é ben determi-
nata, @ meno di collineazioni, date f(t) e j in funzione di v; (se si
vuole determinare R a meno di collineazioni a modulo positivo,
bisogna conoscere anche il segno ). Osserviamo ancora che pud
essere B®— AC =0 per qualche generatrice particolare; tali gene-
ratrici sono da escludersi come singolari, se si fa uso di coordinate
normali e dell’arco proiettivo.
Derivando la (2) si oftiene :

AC' 4+ CA'—2BB' =0;

le forme quadratiche / (¢) e /' (¢) sono quindi contugate ; i due punti
(D)ur Che sono definiti da f' (t)=0 sopra ogni generatrice sono co-
niugali armonici rispetlo alla coppia dei punti flecnodali e si diranno
punti armonici della generatrice; essi descrivono le due curve
.armoniche di R. Se ne vedra pili avanti un significato geometrico;
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un significato pitt semplice sard dato al § 37. Il risultante delle
forme f(t) e f'(t)

4 (B®— AQ) (B* — A'C")— (AC’ + 04’ — 2BB')?
8i riduce, in virth di (2) e (D), & 4sh, dove
) h= B'*— A'C'

& intrinseco ed invariante; si vedra fra poco che é h= 0 allora
ed allora sollanto che R possiede una relta direltrice. La quantita

A B0
(7 k=| 4 B (¢
A” Bl’f 0”

& impropriamenle inirinseca ed invariante, ma cambia di segno
anche invertendo il verso positivo di v. Si vedra al § 37 che &
k= 0 allora ¢ allora soltanto che R appartiene ad un complesso li--
neare; in particolare se h =0, é anche k= 0. Cid si pud verificare
con facile calcolo. Infatti

A B0 | ¢ —2B A4
2i=| A'. B O 0 —2B 4 |=
AH’ Brr CH Grr —23” Au

—2(B*—40) AC'4-CA'—2BB' = AC" 4 CA" —2BB"”
AQ' 4 CA'—2BB' —2(B*—A4'C") A'C"4-C'A"—2B'B"”
AC"'+40A"—2BB" A'0C"H-0C'A"—2B'B" —2(B"*—A4"(")
—2e 0 2h _
= 0 —2h —n =0, 80 h=0,
2h —h —2(B"—A4"C")

Il

Dalla (5),, segue per un noto teorema d’algebra (o se si vuole
di geometria proiettiva) -che, se e=—1, h=0. Dimostriamo il

TEOREMA FONDAMENTALE :

Se h %0, ciod se R ha curve flecnodali distinte, e mon possiede
nessuna retla diretirice, la superficie R é determinala a meno di colli-

Fumnt o Eren, Loxioni di Geometria proisttivo-differensiale. 14
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neazioni, se 8i conoscono e=+1, h$0,k, j in funzione dell'arco
proteltivo v; ma affinché R esista, deve essere h™>0 se e =—1.
Basta vedere che la forma quadratica f(f) ne & ben determinata a
meno di sostituzioni della forma (4), (4),,. Per fissare le idee,
supponiamo e=1, A>>0; il lettore vedra da s che il teorema vale
anche per e=—1, 2>0, e per e= 1, h<Z0. Il dare A-e k equi-
vale a supporre soddisfatte per un palore iniziale v=v, le

(8) B*—AC=1, B*—A'C'=h, AC' + 0A'—2BB' =0,

e dapperﬂut.’b le equazioni ottenute derivando

9 i AC-H+0 ”—2BB”=2!&,
®) AOHOA<2B B =2},

oltre alla

A B
A'B'

AC

el B'=k.
B¢ A

lol‘l‘__}.‘

Le (9) si possono risolvere rispetto a A", B"”, ¢"'; infatti il
loro determinante vale

AB| |C —2B -85 A4 40| |C4 |
A'B'| |0 —2R B4 'A'C' o b
_l|4B0 C —2B A
A B 0| ||l0—2B 4
— 2 (B*— A0) AC' 4- 04’ —2BB'

e = 4?.
AQ' 4+ CA'—32BB —9(B*® — A'C) ) g

Le (9) determinano dunque completamente le 4, B, C' appena
siano date 4> 0, & con I’ unica condizione che i valori iniziali
soddisfino alle (8). Noi possiamo con una delle trasformazioni (4)
portare i valori iniziali delle radici di /=0, /'= 0 (reali per ipo-
tesi) in un gruppo armonico prefissato a piacere, p. es. le radici di
f=0 nei punti w=0,m, quelle di /=0 in w=1, —1. Sard
inizialmente

A=0=0, B'=0, A+0=0
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sicche le (8) danno
B=1 A%=h,
e abbiamo quattro gruppi possibili di valori iniziali e ciod
10 f(t) =24, 1 (1) = ﬁ ("2_' !;)!
2 f)=—24t, )= Va6 —8),
8 f)=2uty, fO)=—Vh@E—1),
£ f()=—2ty, [O=—VhE—4).

per v= 1,

Ma tutti questi casi sono equivalenti per le nostre trasforma-
zioni (4) e (4)y,; infatti da 1° per es. si passa a 2° ponendo ¢, =
=1y, ty=1, 6 cambiando i segni, a 3° ponendo ty= — 1y, ly= Iy
e cambiando i segni, ed a 4° ponendo ¢, = fy, ty== — t,» Pertanto
considerando non distinti due sistemi di valori di 4, B, C che si
deducono 1’uno dall’altro con una delle trasformazioni (4) o (4)y, ,
le 4, B, C sono completamente determinate dalle equazioni diffe-
renziali (9) e dalle condizioni iniziali (8), ¢. d. d. Dimostreremo
al § 38 che il calcolo si pud fare in modo che non si abbia ad
integrare che un’equazione di Riceati.

Supponiamo invece % =0, Dimostreremo:

Se h =0, una delle radici t,:t; di f{t)=0 & costante, e una
delle linee flecnodali & una direltrice reltilinea. Infatti si pud porre:

f("") o f(:;) = 2(oyty— oo ty) (B 1o — Pol)

sicchd
)" (") =2 (a; by — a;tl) (ﬁl ’s""ﬁ!f'l) + 2 (o te— 0 t)) (B: lg— ﬁ;‘ﬂ-

Abbiamo visto sopra che &, in virta di A=0, /' (2):0 op-

pure f' (E‘):O; sia p. es.
2

/ (;;)=2(&,5,_%s,)(ala;—«,a:)=0.
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Ma™ (o Bs — e By)’= sz 0, sicch® o, og— o 01=0 ossia o, : o=

= costante.

Per un momento escludiamo il caso che tutte le due radici e
quindi per la (2) anche tutti i coefficienti di f siano costanti; al-
lora o,:ay ® reale sicchd e=1; e con una trasformazione (4) si puo
ottenere che sia o, = 0 ossia 0=0. La linea ¢, =0 generata dal
punto z & quindi flecnodale ed asintotica e dunque refla. Cid si
verifica facilmente. Infatti, se a=b=c¢=0=10"=0, la seconda
delle (11) del § 31 si riduce a

e

2 = (B—j)z,

gicchd fra le quattro coordinate z vi sono due relazioni lineari a
coefficienti costanti. Supposto ¢ =0, la (2) da

(10) B=goc= i 1,
gicchd
F(O = 1, (4t + 2ot).

Le trasformazioni (4) che non cambiano 1"ipotesi €' = 0 sono
T e S g o
l'l. == l tl 3 f' == p.,.’,l + "}—Lg} (l 3 l—L GOStﬂllt], l * 0)-

Sostituendo in (/) si ottiene

f(‘)=5—1@71+20§)1

dove
A=A\ 420\

Delle trasformazioni (4),, non occorre che considerare una
sola, p. es. la

=1, h=—1y
seguita dal cambiamento di segno di f, che da

— ()= L(— 4% +201,).
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Si vede dunque che tanto il segno o quanto la quantita

AH
(11) D= T
sono intrinseci ed invarianti, e che quindi:

2° TEOREMA FONDAMENTALE :

Una rigata R con una sola relta direllrice e con un'alira curva
[lecnodale non relta, é determinala, a meno di collineazioni, date
o=-1, D e j in funzione dell’arco proiettivo.

Resta il caso che tutti i coefficienti di f(/) siano costanti. Il
ragionamento che precede mostra che R possiede due retle diretirici
distinte, reali o immaginarie se i coefficienti della f sono costanti.

[ evidente il teorema: Una rigata R con due rette direttrici di-
stinte, cioé apparlencnle ad una congruenza lineare non speciale ¢é
determinala @ meno di collineazioni conoscendo e=-+1 e j in fun-
zione dell’ arco proiettivo v,

I’ osservazione fatta alla fine del § 34 permette di indicare
subito 1’effetto del passaggio da B ad una superficie correlativa.
Se h#0, & h e j non cambiano e % cambia di segno. Sarebbe
facile dedurre senza calcoli che k=0 & la condizione perchd la
rigata appartenga ad un complesso lineare. Se A== 0, ed i coef-
ficienti di /(t) non sono tutti costanti, D e j non cambiano, muta
invece il segno 7. Infine una rigata appartenente ad una con-
gruenza lineare ammette sempre correlazioni in sé,

() Aleune applicazioni geometriche (*).

Terminiamo il § con U’ interprelazione geomelrica delle coordinale
normali, Per quanto abbiamo detto al § 34, basta interpretare la

(*) Lo quadriche W, e W, e lo rette ¢, e ¢, che qui deliniremo furono
introdotte per la prima volta da Cech nella memoria: « Projektivni geometrie

peti soumeznych mimobozek » (Géométrie proiective de cing droites infiniment
voisines) nelle Publications de la Faculté des Sciences de I' Université Masaryk,
1921, n, 4,
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‘posizione della retta ¢ corrispondente [che diremo generatrice prin-
cipale di H (*)]. A tale scopo determiniamo, per un valore fisso
di », il luogo dei poli della generatrice corrispondente rispetto alle
coniche osculatrici delle asintotiche. Per 1’asintotica generata da
=y - uz il polo della generatrice &, secondo il Cap. III § 26

0 logmlg
4z, — 1

@
v 3

Essendo Fy== a;,1dv®, sard [(8) del § 31]
ap=1, 1=A+ 2Bu+Cu?,

dlog =2 i
+-2B'u - O'u?

1% >
s e =4y +w w)+ 2 AT oBu o Wt w)

4o, —

Posto al solito w==ty:t,, il polo della gemeralrice p rispetlo
alla conica osculatrice dell’ asinlolica t,y -tz @

(12) LA OMY ) Oy - ta2)

Per fissare le idee si supponga A=0, Le forme /(!) e f'(*)
sono allora prive di fattor comune sicchd: Fissalo v, il luogo dei
poli della generatrice corrispondente di R & una cubica sghemba C.
Le generairici del primo sistema di H sono bisecanti di C; in par-
ticolare, la generatice p di R interseca C nei punti flecnodali, La ge-
neratrice principale q di H interseca O in una coppia di punti ar-
monica rispetlo alle tangenti flecnodali. Le gencratrici del secondo
sistema di H che passano pei punii d' intersezione di q e C incon-
trano p nei punti armonici di p, La retta p e la cubica € sono la
base di un fascio di quadriche, al quale appartengono due coni i cui
vertici sono rispettivamente nei due punti flecnodali; & notevole la
quadrica del fascio coniugata armonica di H rispetto ai due coni del
fascio, che & quindi il luogo delle retle che congiungono i poli della

(*) La rigata generata da ¢ & quella che il Wilezynski chiama rigata
principale della congruenza flacnodale.
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generatrice p rispetlo alle coniche osculalrici delle asintoliche che pas-
sano per i dversi punli X di p ai punli coniugali armonict di X
rispetlo ai punti flecnodali; tale quadrica sard indicala con la lel-
tera Wy, Incontreremo la quadrica W, ai Cap. IX e X nello studio
delle corrispondenze X e delle quadriche di Moutard. Posto per un
punto generico dello spazio

(13) =AY+ pz 4+ Ny + e

e riguardando A, p, A, p, come coordinate di z in un sistema di
riferimento dipendente da v, si trova facilmente che I’ equazione di
I'Vl 0

(14) 4[4 + B0y + M) + Cppa ] — (AN - 2B\ + C'N5)=0.

Correlati{rameute, il piano polare di p rispetto al cono oscu-
latore dell’asintotica t, y-4-tyz ©

(12)y1, ‘H(‘) (’mr +- ’s‘:r) +f (‘)(’:"] +1y C)-

11 fascio di piani di asse p e I’insieme dei piani che si ottengono
da (12) , al variare di ¢, ,¢y sono la base di una schiera di qua-
driche. Indichiamo con W, la quadrica della schiera coniugata armo-
nica di H rispetto alle due coniche della schiera. Essendo § un
piano generico dello spazio, posto

(13) ya E=M+pL+ N7 4+ T

in coordinate A, p, A, @, [diverse da quelle definite da (13)]
I’ equazione di W, & la stessa (6).

Se R possiede una retta direttrice, la cubica € si spezza in
tale retta ed in una conica che interseca la retta direttrice nel
suo punto d’incontro con la generatrice principale di H. Se R
possiede due rette direttrici, € si spezza in queste due rette e nella
generatrice principale di H. Cid si vede immediatamente dalla (12).
Ometto pure le facili dimostrazioni delle osservazioni seguenti: Le
quadriche W, e W, sono polari reciproche tanto rispetto ad H,
quanlo rispetto al complesso lineare osculatore (§ 37) di R. Se R
appartiene ad una congruenza lineare, W, e W, coincidono. In ge-
nerale, W, e W, si toccano lungo p, ed hanno in comune due
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generatrici dell’ altro sistema che escono dai punti armonici. Le due
generalrici di W, passanti per un punto flecnodale di p (una delle
quali & appunto p) sono coniugate armoniche rispetto alla tangente
flecnodale (tangente asintotica mnel punto flecnodale) e la tangente
alla curva flecnodale,

Qualche importanza ha pure quella generatrice ¢, del primo
sistema (cui appartiene p) di W, che interseca C in due punti
coniugati armonici rispetto a quelle generatrici dell’ altro sistema
che escono dai punti flecnodali di p; la definizione di tale retta
essendo analoga a quella di ¢, la diremo generatrice principale di
W,. Un facile calcolo da

i q,=(A4'C"' = B'?)(yz)+-4(A'C- BB')(yz') - 4(AC" -~ BB') (zy/') +
+4(BC' - OB')yy')+4(AB' - A'B)(22)+16(AC - BY)(y').

Correlativamente si definisce la generalrice principale q, di W, ,
le cui coordinate sono

qa=(A'C’' - B?)(yz)4+4(AC' - BB')(yz') - 4(A'C - BB')(zy') —
g — 4(BO'-0B') (yy')-4(AB'= A'B) (22") - 16(4C - B?) (y'?').
B dunque
01+ 92 + 2hp + 32e¢ = 0:
le due coppie di relte p, q; g, (a appartengono ad una schiera

rigata e si dividono armonicamente. Se h= 0, q, q, ¢ qq hanno
un punto comune sulla direlirice di R.

§ 86. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici
per superficie rigate a curve flecnodali coincidenti.

4) Determinazione di queste rigate per mezzo di invarianti.

Qui vogliamo studiare il caso, escluso al § precedente, che
sia identicamente B*— AC = 0. Il discriminante di /(¢) essendo
nullo, si ha
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t 2
@ )=k —mtt =, o=x1,

il segno o dipendendo dal verso scelto come positivo sulle gene-
ratrici di R. Per scegliere in modo intrinseco e invariante il fat-
tore arbitrario di p o, cid che & lo stesso, di f(#), il procedimento
del § 35 non si applica pit, Escludiamo dapprima 4l caso che U'unica
curva flecnodale o,y -+ ayz sia relta ; in tal caso, come vedremo:
al § prossimo, la rigata apparterrebbe ad una congruenza lineare spe-
ciale ; riferendo R alle asintotiche supponiamo dunque che o : oy
non sia costante, sicchd il determinante

ty oy — 0y @, = (a2’

sari s

<0. Del ‘resto, pud essere (aa’) = 0 per delle generatrici

particolari ; noi le escluderemo come singolari. Poniamo
(2) 5= Sgil(ddr) 3 6= i 1:

sicch® (efr, la (1) § 35) @ & intrinseco (non dipendendo neanche del
verso positivo sulle generatrici) ed invariante, ma dipende pero
dal verso positivo del parametro ». Per scegliere in modo deter-
minato il fattore arbitrario di f(¢) basta supporre

(3) (aa) = 3.

Le coordinate p corrispondenti a (3) e a s =1, che sono
quindi ben determinate anche mel segno, si diranno coordinate nor-
mali. Anche la variabile indipendente » si pud scegliere in modo-
ben determinato (anche nel segno) a meno di una costante additiva
supponendo, se p sono coordinate normali :

4 %Sdp.dp-—:(yzdydz)=wdv”, @mt1l, §=1;

la si dird Parco proiettivo di R, Non ¢’ & pericolo d’equivoco colla

denominazione del § 35, le coordinate normali e I’arco proiettivo

ivi definiti essendo identicamente nulli per B2 — AC = 0,
Supponiamo che le p siano coordinate normali, che R sia ri-
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ferita alle asintotiche, e che » sia 1’arco proiettivo, sicch®

[ = @) , (a2)=1.
Derivando si ha (xa’’) = 0 sicchd

(b) o =lo , oy =lay,

3° TrorREMA FONDAMENTALE :

La quantita ! & evidentemente intrinseca ed invariante ed il se-
guente teorema & ovvio: Una rigata R a curve flecnodali coincidenti,
ma mon appartenente ad wuna congruenza lineare, ¢ delerminata a
meno di collineazioni dati gli invarianti 1 e j in funzione dell’ arco
proiettivo. Dall’ osservazione alla fine del § 34 si deduce che una
«correlazione non cambia che il verso positivo dell’ arco proiettivo,

In secondo luogo supponiamo che sia (riferita 2 alle asinto-
tiche) o, : oy = costante. Si pud determinare il fattore di f(¢) e quindi
quello di p a meno di un fattore coslante ponendo la condizione
che o, e o, stesse siano costanti; fatto cid, si pud scegliere dv
secondo la (4). Kssendo ¢ una costante arbitraria si pud ancora
sostituire dv e j con

cdv , c¢7%j.

Supposto jz 0, sia
e=sgnj , w=f}/]g‘_[dv;

w & ben determinata a meno del segno e di una costante additiva,

4° TEOREMA FONDAMENTALE :

Una rigata R apparlenente ad una congruenza lineare speciale per

oui J> 0 @ determinata a meno di collineazioni dato e =+ 1, e

= in funzione di w., Se invece j = 0, non esiste nessun

differenziale intrinseco ed invariante e nessuna espressione finita
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intrinseca ed invariante: la. variabile v non si pud fissare che a
meno di sostituzioni del tipo av 4 b con a, b costanti arbitrarie.
La rigata R se j= 0, ammette quindi o ® collineazioni in 8¢ (*) ed
2 dunque la rigata cubica di Cayley. Cid si conferma del resto su-
bito integrando le equazioni (11) del § 31. Postovi

A=l  SB=0=0 ¢ By - el et hesg= 5

esse diventano

ed integrando si ha:

v v?
z=(0!0:119) ’ 93(111’1T: ?)1

v? vd
x.—:J+uz=(1,v,-2—+u, T+uv)

ossia, indicando con 1, , y,z le quattro coordinate di z ,

R v
=0 , Y= —=—u , z=T+uv,

B) Aleune interpretazioni geometriche.

Analogamente a quanto si © fatto al § 85 si possono inter-
pretare geometricamente le coordinate normali. Si consideri anche
qui, per un valore fisso di », il luogo dei poli di p rispetto alle
coniche osculatrici delle asintotiche. Tale luogo & sempre dato dalla
(12) § 35, ma qui si pud scartare il fattore (af); sicchd rimane

(*) Non soltanto oo perché ogni rigata appartenente ad una congruenza
lineare (generale o speciale) ammette «* collineazioni in sd che lasoiano in-
variate le singole generatrici.
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(6) 2oy ly—tly) (B ¥ + ty2) + (09" ba— 0" 1) (b1 ¥ + 1y 2).

Quindi il luogo dei poli di una generatrice rispetto alle coniche
osculalrict delle asintotiche ¢ una conica. Con la lettera W, indi-
chiamo qui il piano della conica, cio¢ il piano

(7) oy + o' C — 20y 7'+ 2 ).

Correlativamente, i piani polari della generatrice p rispetto
ai coni osculatori delle asintotiche sono dati da

B)we  2Aaylg—ogt) Gy + E) A (ay'lp— 0 t)(ty 1 4, 0),
e sono i piani tangenti di H passanti per il punto W,
() b oy + o9z — 20y + 992)

che & il polo di W, rispetto ad H. Se (ee’) = 0 la detta conica
si spezza nella direttrice e nella retta ¢ = (y'%') corrispondente a
quella scelta del fattore di p per cui i coefficiénti di f(£) sono co-

=

stanti. Se invece (o) <0 la conica © propria. Supponiamo come

sopra (o) = 1 e chiamiamo, come al § 35, generalrice principale
di H la retta ¢ corrispondente. Il punto della conica (6) situato
sulla generatrice principale di H sta nel piano osculatore della
curva flecnodale (unica)., Infatti, tale punto & dato da ajy - agz.
D’ altra parte, le equazioni (11) del § 31 si riducono, per le ipotesi
fatte, a :

Y'=(nmas— 7y + 03z , 2" = —oiy — (004 7)2,
sicche
oy Y’ 4 ag? = — jlog y 4 0g2)
e quindi
(Y + 0a2)" = — j(oa ¥ -+ 092) + 2000y + 232) + o'y + 0”2
ed osservando (5)

2(0‘; y'+ 097 ) = (o Y + tp2)' - (F — D (o1 ¥ + 02).
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La genera'rvice principale di H incontra quindi I'infersezione
del piano W, col piano osculalore alla curva flecnodale ; correlati-
vamente si vede che essa inconlra pure la rella che congiunge il
punto W, al punto cuspidale della swluppabile circoscrilta a R lungo
la curva flecnodale.

B notevole che lo studio fatto a questo § ed al precedente
si pud applicare senz’ altro anche a coordinate non asintotiche.
Riprendiamo la sostituzione (3) del § 34 che conduce a coordinate

asintotiche e, come ivi, consideriamo v, t, , f» come variabili indi-
dipendenti. Derivando rapporto alla » I’identitd

6 = f(¢),

si trova subito

?( ) = )(.(t)! 7”(?) L ;(” 1

dove :
f)= A& + 2Bt t, + 08, f(t)y= A8+ 2Bt 1, + G4,
| A=4'{24b—Ba), B=B- Ado—Ca,
| : C= (' 2(Bc—Cb) ,
\ A=A"+2(4b— Ba)= A"+ 4(A’b— B'a) +
(8) + 2[4 (D' 4 2b® — ac)— B(a'4- 2ab) + Ca?],

B=F§ i [T Oa= B'"+- 2(d'c—C'a) +
+ A(¢' - 2bc) — 4 Bac — C(a'— 2ab) ,

e ——

0 =0+ 2(Bo— Cb) = C" 4 4(B'c— C'b) +
+ 2[Ae® + B(c' — 2b¢) -— C(b'— 2b2 - ac)].

Basta sostituire le f{t} e }"(f) alle f'(t) e f'(t) per formare le espres-
sioni generali di % e k. Sard utile che il lettore faccia tale gene-
ralizzazione formale per tufte le formole dei § 35, 36 assumendo
anghe la variabile indipendente » in modo arbitrario.
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§ 37. — Il complesso lineare osculatore.

Nel seguito si suppone R riferita alle asintotiche; 1’ osserva-
zione finale del § precedente permette senz’ altro estendere le for-
mole al caso di coordinate qualunque. Le formole fondameutali (11)
del § 81 si riducono alle

(1) y'=0y—(B+jy+ 4z , 2"=0%+ (B—jz—0Cy.

Posto al sollto p= (y2), ¢ = (y'7'), si hanno quindi le for-
mole seguenti, in cui i termini trascurati a destra sono combina-
zioni lineari di p, 9’ e delle precedenti ’

" = 2q + 6'p'— 2jp , gid osservato al § 34, (10)
¢ = O(yy) + Bl(y'z) — (y2)] + 4(z') + 20'¢ — jp',
¢ = C'(yy) + B(yz) — ()] + 4'(z2) + ...,
¢" = C"(yy') + B"[(y'?) — ()] + 4"(z2") +- . ..

Se ne traggono subito diverse gonseguenze. Cerchiamo in
primo luogo le direttrici della congruenza lineare osculatrice detor-
minata da quattro generafirici successive: se r & una direttrice di
tale congruenza, deve essere

Srp = Srp' = Srq = Srq' = 0.
Le prime tre condizioni danno che
r=(y+hz by + )= GG — b (V) — 7)) + de)
sicch® dalla (4) del § 31 si ha:
8rq' = — way,® (A + 2Bl t, + Ofy) =— wa,®f(l).

Le direltrici della congruenza lineare osculalrice sono quindi le
tangenti flecnodali come si sapeva a priori. Si vede anche che, se
A=B=0=0, R ¢ wuna quadrica come si pud stabilire facil-
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mente in altri modi; se 4 =B=(C =0 per un valore di v, H
iperoseula R lungo la generalrice corrispondente. Condizione affinche
¢" sia combinazione lineare di p, 9, q,¢" o che R appartenga ad
una congruenza lineare si (rova subito essere

®) THuds o 1

che ciod le radier di f=0 siano costanti (cosa che sapevamo gid

=
e

nazione lineare delle precedenti o che R apparlenga ad un complesso
lineare ¢ k= 0, come abbiamo gid enunciato.

Le rette del complesso lineare osculatore  sono combinazioni
lineari di p, 9, ¢,¢',¢". Vi appartengono tutte le generatrici del
primo sistema di H che sono combinazioni lineari delle sole p, ', ¢;
per fissare la posizione di @ basta adunque trovare le due gene-
ratriei di A del secondo sistema che vi appartengono. Sia

almeno nel caso B®—AC ~—0). Condizione affinch® ¢’ sia combi-

r=(ly+ 12, Ly +12)=6(yy")—tity [(y’ 2)— ()| + 65(22")

una di queste due rette. Affinchd r sia combinazione lineare di
7'y q,4',¢" ® necessario che » sia combinazione lineare delle ¢ e ¢'”
sole, sicchd si trova la condizione

R NG SR
Al, 4 Bl (1 Ct
(4) tity —B —B' (= ,]1 - .1+ o
A't,+ B'tyg B'ty+C'ty
R G |

Il primo membro di quest’ equazione & lo Iacobiano delle
forme f(¢) e f'(t); il suo diseriminante vale

4(AB'— A’ B) (BC'—B'0)—(A0' — 4’ ()2 =
=4(AC— B?) (4'C' — B'®) —(AC' + CA'—2 BR')",

Affinchd esso sia identicamente nullo, deve essere identica-
mente o

B} —CA=0
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oppure
'0'— B2 = (L yTA0—B7])
QL =n o (ﬁ |G |).

Vi sono due classi di swperficie rigate per ocui tutti i complessi
lineari osculatori Q sono speciali : la prima & quella delle rigate a
curve flecnodali coincidenti; la seconda é quella delle rigate che pos-
seggono una direttrice retta. Nel secondo caso, supposte coordinate
normali, & A= 0, condizione che ci ® nota dal § 35. Nel caso
generale la (4) definisce sopra ogni generatrice due punti di-
versi che si dicono, per il loro significato, i punii del complesso
(della generatrice) perché per essi passano le gemeratrici di H del
secondo sistema appartenenti al complesso lineare osculatore. Le
curve generate da tali punti al variare di v si dicono le curve
del complesso di R. Le tre coppie di punti sopra ogni generalrice :
dei punti flecnodali, dei punti armonici, dei punti del complesso sono
armoniche a due a due, sicchd due coppie e due soltanto sono
reali, Heco la nuova definizione delle curve armoniche promessa al
§ 35! Osserviamo ancora, lasciando la dimostrazione al lettore
come esercizio: Se per un valore particolare di v é B* — AC=0, la
curva flecnodale tocen in generale la generatrice corrispondente ed
Q non ¢ speciale. Pud accadere invece che la curva flecnodale abbia
un punto doppio; allora @ ¢ speciale.

. Oerchiamo ancora il complesso lineare osculatore dell’ asin-
totica descritta dal punto .

T=1ty+it2
dove ¢, e &, sono costanti. Posto
=M+ 6

dal Cap. I (§ 7 A) sappiamo che, rispetto a tal complesso, il
piano polare del punto

Az 4\ &' 4 Ay 2
& il piano

SV W
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Tssendo
A+ Mo’ =My Mgz Ay + M2,
MAME =M+ MC Al MG

il piano A§-+-),€" & anche il piano tangente di H nel punto
A@ -\ a'; segue che tutte le generatrici del primo sistema di H
appartengono al complesso in questione ; di pin

A+ Ay (2 — 0’ o) =

My (4B +4)+ 6 0l +
Tt i“’s‘{‘ ls[‘1A+’s(B_?.)]l= )
Mo € —08) = By el (B— )+ 4L 1+

-|-

Ms—ls[hA-Ha(B-%-f))! .

Condizione affinchd il piano A& 4 Ay (&' —0'¢) sia il piano
tangente di H nel punto Az -} Ay (2" —0'2') &

My—ha[h (B+9)+60), Myt dhlod+6B—7)] |
My Ny [ (B—D)+ 0], My—Xg[ty 4+ (B+7)) |~

.

=1{)A Rai—N).

Hscludendo il caso triviale di f(¢)== 0, otteniamo i due punti
di » da cui escono le generatrici del secondo sistema di H ap-
partenenti al complesso lineare osculatore dell’ asintolica generata
da @; il primo & @, come era evidente a priori, il secondo &

jo 42" — 0% =— (ty B+ ty0)y + (4 A + ty B)z,

ossia il coniugato armonico di  rispetto ai punti flecnodali. Segue
subito che le tangenti flecnodali sono polari I’ una dell’ altra ri-
Spetto al complesso: in altre parole: il complesso lineare osculatore
dell’ asintotica ourva di wna rigata conliene la congruenza lineare

Bunine o Emon, Lexion di Geometria proiottivo-differenxiale. 15
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osculatrice della rigata. Se tutte le asintotiche di una rigala appar-
tengono a complessi lineari, la rigata apparliene ad una congruenza
lineare; la reciproca si prova pure facilmente. Ma il nostro ri-
sultato ha un’altra conseguenza interessante. Al Cap, III, § 256 B)
abbiamo definito, per un punto generico di una superficie non
rigata S, le due direttrici come la coppia di rette polari 1’ una
dell’ altra rispetto ai complessi lineari osculatori delle due asin-
totiche incrociantisi nel punto corrispondente di S; la prima di-
rettrice passa per il punto considerato di S, la 'seconda sta nel
piano tangente, e le due rette sono polari reciproche anche rispetto
alla quadrica di Lie. Abbiamo pure enunciato un’altra definizione
delle direttrici che ora siamo in grado di provare equivalente
alla primitiva. 8¢ considerino le due rigate generate dalle tangenti
asintotiche di un sistema di S lungo la curva asintotica dell’ altro
sistema, passants per il punto x considerato di S. Sopra la gene-
ralrice passante per x di wuna lale rigata, si considert il contugalo
armonico di x rispetto ai punti flecnodali: i due punti cosi ottenuti
stanno sopra la seconda diretlrice (e correlativamente per la prima
direttrice). Infatti 1’asintotica di S essendo evidentemente asintotica
anche sulla rigata, una facile considerazione basta a dedurre la
proposizione da c¢id che si & provato poco fa, tenendo conto
del fatto che le due rigate hanno in z il medesimo iperboloide
osculatore, ;

§ 38. — Ulteriore studio di superficie rigate

a curve flecnodali distinte, prive di retta direttrice.

Sia data una rigata R a curve flecnodali distinte in coordinate
normali, riferita alle asintotiche e v sia ’arco proiettivo (sono le

ipotesi del § 35). Supposto hzo (se e= —1, h>0) vogliamo

studiare pit da vicino come si determina la forma quadratica /(t)
dagli invarianti 4 e k, dati in funzione di ». Distinguiamo due casi.

1° caso, e = 1. La forma f(#) si pud decomporre in due fat-
tori lineari reali, sia

(1) 1) = 2(at) (B2).

mhk
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Qui, e nel seguito
(at) = mlta S astl 3 (Bt) = s 3 e

Dal significato di & si ha (2f)* = 1 ed evidentemente & lecito
supporre

(1) bls (ap) = 1.

Le forme lineari (a£), (B) non sono completamente determinate
dalle (1) e (1) yu: p essendo funzione qualunque di v, possiamo
sostituire (af) e (B¢) rispettivamente con p(at) , p~'(Bt) e quindi
(2a'), (BB') rispettivamente con p*(aa’), p~2(BB). Sia

(2) 8 = sgn(oa’) (BF).

Non pud essere & = 0 perchd allora sarebbe &= 0 come si
verifica facilmente, Hscludiamo anche i valori particolari di v per
cui fosse &= 0 e quindi ¢ = 0. Possiamo dunque fissare le forme
(at) e (ft) a meno di un cambiamento simultaneo di segno, ponendo
la condizione

(3) (aa) = B(F) = n z 0.

Derivando la (2) si deduce
(4) (2f') = (Ba) = m.

Le n e m, nonchd il segno &, sono evidentemente invarianti per
le sostituzioni (4) del § 85.

B facile vedere che, dati ad arbitrio 8 = + 1, m, n in fun-
zione dell’ arco proiettivo », la forma quadratica f(f) esiste ed @
ben determinata a meno di tali sostituzioni. Infatti, da (1), si
vede che (a7) e (§'?) sono combinazioni lineari delle (at) e (ff),
e dalle (3) e (4) si deduce che & precisamente

(@'t) = — mat) + n(f)
(B7) = — dn(at) -+ m(B0).

Basta quindi prendere per (a;,p,) e (o, Bs) due soluzioni del

(5)
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gistema differenziale
(5) bie o' =—mo+nf , B =—ona-+4mp

legate da (1), ; il che & possibile, la (af)= cost. essendo conse-
guenza delle equazioni (5),, Da (b) si deduce tosto

(6)  f(t) = 2n|— &(cu)® + (B)%| , h=43n?, k = 160mn?,

Dati & e k, sono quindi determinati &, m , #»* ma non il segno di =.
Infatti tal segno cambia invertendo il verso positivo sulle genera-
trici, ossia per una sostituzione della forma (4), del § 85,

Se si vuole determinare soltanto la superficie 2 e non le sue
asintotiche, non & necessario integrare il sistema (5) y,. Posto infatti

-{1=(a‘) ) t;m(ﬁf,)

valgono per ¢ fisse le equazioni (cfr, le (2) del § 34)

E:__" (U.'fr)= BEI + E“'_l,
(6)|J|.l 4 =% st
b= (t) = —ah—Dbl.

Confrontando con (5) si ha
=2 |, b= —m , =,

Omettendo i soprassegni otteniamo il risultato : Se la rigaia R
possiede due diverse curve flecnodali di cui nessuna @ retla, possiamo
mnormalizzare (a meno di un cambiamento di segni) ¢ fattori delle
coordinate y e z dei punti flecnodali in modo che sia (I’arco proiet-
tivo di R essendo la variabile indipendente)

m e n essendo legate agli invarianti 4 e & dalle A=43n?, k=168mn.
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Le equazioni (6) del § 34 sono allora

(7) Y=my+mr+y , 9 =my+mi—(C+7y

g =—ny—mr+% , A'=—ng—mi4(1—j%.

Se 8 = 1 le curve armoniche sono reali e generate dai punti
y+z, se invece § = —1 le curve del complesso sono reali e
generate dai punti y -z -Le (11) del § 31 sono

Y= 2my'+4 28nz'+ (m'+ 8n® —m? —1—j)y + on'z

(7) wie :
! 2= — 20y — 2ma'—n'y + (—m' 4 on® —m2 4 1 —j)z.

Se ne deduce una dimostrazione molto semplice di un inte-
ressante teorema di Sullivan :

Se le due curve flecnodali di una rigata sono piane, anche le
curve del complesso e le curve armoniche sono piane e tulti i loro
piani appartengono ad un fascio, Indichiamo con y, 0 2, (1==1,2,3,4)
le quattro coordinate di y e z. Scegliendo convenientemente il si-
stema di riferimento, possiamo supporre per le ipotesi del teorema
Yo=0, 2z, = 0. Le (7) , ddnno poi

2nzy + n'zg =0 Iy +n'yy =10

sicchd 2z, : 9, = A == costante. La curva descritta dal punto a= y-ez
(¢ costante) sta quindi nel piano fisso

xa‘-"lcx‘: 0.

2° caso, e= —1,h>0. La forma quadratica f(t) essendo
definita, si pud scegliere il verso positivo sulle generatrici in modo
che f(t) sia positiva. Si pud dunque porre

®) 1) = (a)® + (B1)%

Dal significato di & si ha (af)* =1 e si pud supporre anche
qui

(8) wa (af) = 1.



230 CAPITOLO QUARTO [§ 88

Derivando si deduce
(9) (o) = (Bo) = m.

Le forme lineari (ef) e (8f) non sono ancora completamente
determinate; p essendo una funzione arbitraria dell’arco proiettivo v,
si pud sostituirle ordinatamente con

cosp(at) - sinp(B) , — sinp(o) - cosp(ft)
e quindi le espressioni (a2') e (B8) ordinatamente con
cos®p(aa’) 4 2m cospsinp 4 sinp(BR') + ¢/,
sinp(aa’) — 2m cospsinp - cos®p(BR') + p',
siochd (ea”) — (BB') viene sostituito da
[(aa”) — (BR")] cos2p -} 2msin2p.

Segue che possiamo fissare le (af) e (#f) a meno di un cam-
biamento simulfaneo di segni col porre le condizioni m >0 (non
pud essere m = 0 perchd risulterebbe & = 0 contro 1’ipotesi) e

(10) (o) = (B) = .

Come al caso precedente, si deducono senza fatica dalle (8) y,,
(9) e (10) le formole

A @)= —m(at) + aft) , (BY) = — nfat) + m(p)
da cui si deduce

(12) f(t) =—2m[(at)*— (0]

(13) h=4m?, k= 32mn,

il che insieme con la m >0 determina univocamente le m, n, dalle
h =0, k. Per costruire dalle 2>>0 e & o cid che ¢ lo stesso,
dalle m>0 ed = la forma quadratica f(f), basta scegliere per
(21 By), © (23 [;) due soluzioni del sistema differenziale

o = —ma+nB, B'=—na-+tmp
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legate dalle (8),,. Se non ci interessano le asintotiche di X, non
© necessario integrare le equazioni precedenti. Posto infatti

@)=t, @)=t

valgono le (6),, e il confronto con le (11) da

a=n, b=-—m,

(=8}

=n.

Dalle (8) e (12) si ha poi

A=1, B=0, O=1,
At +Bly, Bt +Cl, -
RS D Bl B 5E © G kaat it T2 o § e
A't, + B'tyy, B't;+ C'ty

Omettendo i soprassegni otteniamo il risultato: Se la rigata
reale R priva di retia divetlrice ha le due curve fleenodali immagi-
narie possiamo normalizzare (a meno di un cambiamento simultaneo
di segni) ¢ fatlori delle coordinate y e z dei punti del complesso in
modo che sia (I'arco proiettivo essendo la variabile indipendente)

a=n, b=—m<0, c=n,
A=1, B=0, 0=1,
m e n essendo legate agli invarianti h e k dalle (13). Le ocurve
armoniche sono descritte dai punti y +z, le cwwve fleenodali dai
punti immaginari y +iz. Le equazioni (6) del § 4 sono nel caso
considerato
y=my+nxtg, §=—iy+r-+mjtni,

¥ =—ny —mx +4, =—y—jr—ny—mi.

(14)

§ 89. — La trasformazione flecnodale.

Torniamo a considerare una rigata R a due curve flecnodali
reali e distinte senza retta direttrice. Scegliendo 1’arco proiettivo
di R come variabile indipendente e fissando convenientemente i
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fattori delle coordinate y e z dei punti flecnodali delle generatrici,
possiamo serivere le equazioni (7) del § 38:

y'=my+nzx+y, G =my+oni—(1+47)y
¥ =—ny—mzx i, i =—ny—mi-+|(1—)x.

(1)

Per ogni v, il significato geometrico del tetraedro formato
dai punti y, %, ¢, # ci & noto: (y2) © la generatrice di R, (y%)
e (x#4) sono le tangenti flecnodali (§ 34) ed (#4) & la generatrice
principale di # (§ 356). Al § 34 abbiamo chiamato (rasformate
fleenodali di R le rigate . R, e R, generate rispettivamente dalle
rette (y#) e (x4). lssendo

(1)1s (y2y'2)=w0,

se determiniamo la generatrice generica di R, dai punti (cfr. § 33)

p
@) n=1v, ==,
sard

(3)bls (117 ha)=—o.

Possiamo omettere i facili calcoli con cui si deduce da (1)

n' mn' 3 ,
Y= 2y A () — —— - m®— 8t 41 4 ) gy + 0’z

" M ‘(144
%) =_2"Z".’/|"""?;31+[—( +?)_2§] Y+

n

n'?
nt

, mn 2 il :
+(m_?+m“’—a?l-"—';+ 1+j)z].

Indicando con indice 1 le quantitd relative a R,, risulta dal con-
fronto colle (11) § 31

10 j
Qo iy 1 g o U
n' m
(3) A1=0! Bl:_ls 01=“—;+2;:
: 1 ﬂ-“ 3 nl‘a 1 !
I e R ek

P -
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La 4,=0 dice che il punto y genera anche sulla R, una
curva fleenodale. Questa proprieta & stata segnalata dal Wilezynski
che ha osservato pit in generale che esistono oo ! rigate che toc-
cano R lungo la curva flecnodale generata da y ed hanno pure
nella curva di contatto una curva flecnodale, Ma tale proprieta ci
0 gid nota: infatti, al Cap. II § 13 B pag. 76 abbiamo dimostrato
un teorema pit generale relativo a superficie qualunque. Delle (3) si
deduce di pitt Bi— 4,0, =1 ossia osservando la (2),,: Una ira-
sformata flecnoda’e di R corrisponde ad R con uguaglianza d’ arco
proietiivo.

Analogamente, posto

i '’
(4) YYo= 2, Zg= oy (y222?}333)= —,

le quantita relative all’altra trasformata flecnodale R, di R sono

1n j
g == bg:-—T;;, e L,
n' m
() A2=03 By=1, Cl=7?+2;1
]Ez_}_i_il;_!_ f______m2+6n’

Il confronto delle prime righe delle (3) e (5) dice che, facendo
corrispondere il punto y, -f-uz di R, al punto y, -+ uz, di Ry, le
asintotiche curve di R, o R, si corrispondono. Cid si poteva pre-
vedere: infatti, la congruenza delle rette congiungenti # --uz, a
Yo +uzy © la congruenza fleenodale di R che sappiamo essere
una congruenza W a falde focali B, e R,. Per breviti, diciamo
#(z) il primo punto flecnodale della generatrice (y#) di R, [(x%)
di R/]. La seconda riga delle (3) dice che la seconda curva flec-
nodale di 2, ® generata dal punto

(6 (—55 +m)y+ s

similmente si vede che la seconda curva flecnodale di R, & ge-



234 CAPITOLO QUARTO [§ 89]

nerata dal punto

.

(6)" (—2 —m)x—.t-x'.

3]3,,

Donde il teorema di Wilczynski: La retta che congiunge i due
secondi punti flecnodali di R, e Ry corrispondenti al medesimo va-
lore di v, appartiene ad H allora e allora soltanto che m =0, che
cioé R apparienga ad wn complesso lincare. Kssendo per le (1)

Y'+@—2m)y + (—m' +mP=nt - 14j)y=
= 20n [x +(—;—%’-—m) A } )

I’ intersezione del piano (yy'y") con la retta (x#4) &

(6)° v‘c+(%l:;—m)%;
similmente si trova che 1 intersezione del piano (22'z"') con la
retta (yy) ©
5 1 n

(6)* Y+ (-Q”T;' = m) Y.

Il confronto delle espressioni (6) conduce subito al teorema:
La generatiice del primo sistema di H che passa per U intersezione del
piano osculatore alla prima curva flecnodale di R, con la generalrice
di Ry e la generatrice di H che passa il secondo punto flecnodale di
R, sono coniugate armoniche rispetlo alla generatrice di R e alla
generatrice principale di H. (Naturalmente tutte le rette dell’ enun-
ciato devono corrispondere al medesimo valore di v). Questo teo-
rema & dal Wilezynski riguardato come definizione geometrica della
generatrice principale di H. Il lettore troverd facendo un calcolo
privo di difficoltd che nel teorema enunciato compaiono elementi
dipendenti da sei generatrici successive di R, mentre & facile tro-
vare che la generatrice principale di 2 non dipende che da cingue
generatrici successive di R. Per questa ragione la definizione geo-
metrica della generatrice principale data al § 35 sembra preferi-
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bile: il teorema precedente di piuttosto la costruzione geometrica
del secondo punto flecnodale di R, (e naturalmente anche di R,).
Mediante le formole (8) del § 36 si deduce dalle (3) e (5)

! " ' ’

i : n . n n'? m j
A1—2ﬂr, Bl.——;—Zm,Gl————z—{-]a— 2'?'—2—*?;—,
- : ;. n'' n'2
.A1=—2n —|—4mn,Bl=2T—-2-;ﬁ——~4m'—|—4j,
Oy nl r n,?ll’ ﬂ’ 3 mfl j'F
gl n* +8 nd <2 nt +2 n _2?4—
Sl e e d
it ne R
z‘is=-—-2n,}}a=—-—-—2m,
¢ ﬂv” nrg m" ?'
s o gl
3 n nd e n 2 n !’
” : % o N ) g
As=2ﬂ+4mﬂ, Bsz‘—‘-l n +u";i"‘—‘4?n"‘"‘4?,
N n'"” n'n'' n'8 m' 7 n'j mj
= - 2= —2 —— — 44—
C’ n® 8 n3 @ nt +4 n i n 2 n* n
Seguono i valori degli invarianti 2 e & per R, e Ry:
n'’ n'2 mn'
i e R et e i me —— ' |
by = 2 = 3 4 - -+ 4dm dm' -+ 47 ,
n"’ mn'” m'n’ min’ i
fy=—2 . -4 12 = -+ 12 - — 24 +4- dm'' —

— 24mm’ - 16m® + 16mj — 8 -“ﬂ—’ + 47,

(M
n'’ n'®
hﬂ . 2 na + 4

mn ; :
o + 4m® 4 4m’ 4- 47,

n
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e

n 2n
=212

? m
4 24 S

mn'!
n

+ 12 mﬂ” + dm’”"

+ 24mm’ + 16m? -+ 16mj +- 8 ”—’f 4 4.

La trasformazione flecnodale merita senza dubbio uno studio
pitt approfondito. Ma qui ci limitiamo ad una semplice applicazione
delle formole (7) proponendoci la domanda: Pud accadere che le
due trasformate fleenodali Ry ¢ Ry di una rigata R siano collineari
fra lore, corrispondendosi nell’ omografia le tangenti flecnodali appar-
tenenti allr medesima gencrairice di R? Le condizioni del problema
80N0 '

hy=bhyy ky=1lky, j1=17a.
Ora dalle (8), (5) e (7) si ha

: 8 , ¢ ; !
3‘1_"2:""?(”“”) o e —2“(%)

gicché mn e - 8ono costanti. Due casi son possibili: 1° m e n

sono costanti; 2° m = 0. Nel primo caso k, — &y = — 85', sicchd
anche j & costante. Viceversa, se m, n e j sono costanti, tutte le
condizioni del problema sono soddisfatte. Le equazioni differenziali
(1) non cambiano in questo caso mettendo » +- costante al posto
di v sicchd R ammetle un gruppo continuo w ' di omografie in sé.
Le equazioni in termini finiti di £ si potrebbero scrivere quindi
senz’altro. Nel secondo caso Xy -} ky = 0, sicchd k) = ky = 0 ¢ tulte
le tre superficie R, Ry, Ry appartengono a complessi lincari. Vice-
versa se R e R,, p. es., appartengono a complessi lineari Q e Q,
rispettivamente, la polariti rispetto £, non cambia 2, e la polarita
rigpetto @ la porta in R, , gicchd il prodotto delle due correlazioni
& una omografia (biassiale) che porta R, in R,. Essendo m =0,

U —4%—16-—?:12—- 7'

Dunque n pud prendersi ad arbitrio purchd diverso da zero, e § si
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determina dall’ equazione differenziale lineare

! 1 n“’!
FTRERIS o SAREI e
g 2 ? 2 n ]
che integrata da
; 1 :
a2 (n'®* — 2nn"" - cost.,)

La classe delle rigate a cui siamo arrivati @ interessante perché
ogni rigata della classe si deduce semplicemente da una linea @ curs
vatura costante di uno spazio a lre dimensioni di curvatura costante.
Si osservi dapprima che i complessi lineari Q, €,, £, cui appar-
tengono ordinatamente le rigate R, R,, R, appartengono ad un
fascio, perch®, come abbiamo gid osservato, @, e £, sono polari
rispetto a Q. La congruenza lineare A base del fascio pud essere
generale o speciale. Per brevita, limitiamoci al caso che A sia ge-
nerale, Sia @, una quadrica a quattro dimensioni immagine delle
rette del nostro spazio. Le immagini €, 0, , C, delle rigate R, R,, Ry
sono tre curve in corrispondenza biunivoca sopra ¢, contenute in
tre spazi S,, 8}, 8} a quattro dimensioni; 8,, S}, Si si interse-
cano in uno spazio Sy a tre dimensioni che interseca @, in una
quadrica @, che & generale, essendo immagine della congruenza
non speciale A. Gli spazii S,, 8}, 87 intersecano @, in tre qua-
driche a tre dimensioni @y, @3, @5 immagini dei complessi @, €, Q.
Siano P, Py, Py i punti di ¢, O,, O, corrispondenti ad un va-
lore di » scelto ad arbitrio. La retta P, P, ® polare rispetto a @,
dello spazio osculatore m, a tre dimensioni della curva ¢ in 7,
essendo P, e P le immagini delle dirvettrici della congruenza lineare
osculatrice di R appartenente al valore scelto di ». Ora m, sta evi-
dentemente nell’ iperpiano S, sicchd la retta °, P, passa per un
punto fisso 0. Sia Q; la proiezione di @ e di @ dal punto O sul-
I’iperpiano S;. Una facile considerazione o un facile calcolo mostra
che le due quadriche @, e Q; dello spazio S si toccano in tutti
i punti della quadrica Q. Sia C la proiezione della curva €, dal
punto O nello spazio S, che ¢ quindi una curva giacente su @y
e sia P il punto di C corrispondente al valore di v scelto sopra.
La retta P, P, essendo la polare di m, rispetto a @,, il punto 7 &
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il polo di m, rispetto a @y, e quindi gli iperpiani m, corrispondenti
ai diversi valori di v toccano la quadrica Q;* polare di @, rispetto
@, che tocca pure @y in tutti i punti di €,. Introduciamo ora nello
spazio S, una metrica euclidea riguardando S; come iperpiano al-
I’infinito e @, come ’assoluto: le quadriche @, e @;* appaiono in
questa metrica come ipersfere concentriche. La curva C sta sul-
I’ipersfera @, e i suoi iperpiani osculatori (e quindi anche i suoi
piani osculatori) (*) toccano 1’ipersfera concentrica @g*. Questi piani
osculatori intersecano ¢, nei circoli osculatori di € che hanno quindi
raggio costante e la curva C ¢ una linea a curvatura costante trac-
cinda sopra lo spazio @ curvalura costante (ipersfera) Q.

Analogamente si pud trattare il caso di A speciale che con-
duce a dedurre R da una linea a curvatura costante dell’ ordinario
spazio euclideo (**). p

§ 40, — L'applicabilitd proiettiva di superficie rigate.

Il teorema generale Cap. II § 20 4) mostra subito che una
rigata non pud essere applicabile che su una rigata. In particolare
una quadrica non & applicabile che su una quadrica e si dimostra
subito : due quadriche somo proieltivamente applicabili se si corri-
spondono & due sistemi di generatrici. lscludiamo il caso delle
quadriche. Siano R e R, due rigate riferite alle asintotiche. Rite-
niamo le solite notazioni per R, e facciamo uso delle stesse nota-
zioni con indice I per R,. Secondo le (8),. § 31 condizione ne-
cogsaria ¢ sufficiente affinchd sia possibile stabilire fra R e R, una
corrispondenza biunivoca che sia una deformazione proiettiva o
che si possa risolvere rispetto wj e v, I’ equazione

) (4 -+ 2Bu + Cu®)dv? i (4, + 2By, + Cyul) dof
du du,

.

(*) Piu intuitivo 6 il ragionamento correlativo: se tutti i punti di O
stanno su ()3, tutte le tangenti di C toccano Q.

(**) Cfr, una Nota (in boemo) di Cech, nel Casopis pro pestovani mat. a
fys., vol. b2, 1023,
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In primo luogo si vede che se vi sono soluzioni, esse si otten-
gono uguagliando w, ad una funzione della sola » e v, ad una fun-
zione della sola ». Cambiando il parametro », (se 1’ applicabilitd &
possibile in diversi modi, tal cambiamento in generale & diverso
per i diversi modi di realizzarla) si pud dungne supporre v=wv,.
Sicch® si ha piti semplicemente

du % duy
A+ 2Bu+Cu® 4, + 2By, +- Cyui

( 1) bis

dove adesso 4, B, C, 4,, B,, €, sono funzioni della sola v, Senza
ledere le generaliti si pud supporre o che B*—AC=+1, o,
go B*— A0 = 0, che la forma f(f) sia normalizzata secondo una
delle regole del § 36.

Cominciamo con I’ ipotesi che le 4, B, € siano costanti. Evi-
dentemente non & possibile soddisfare a (1), che se anche le 4,,
B,, 0, sono costanti: Una rigala appartenente ad una congruenza li-
neare (non importa se generale o speciale) non pud essere proietti-
vamente applicabile che su rigale apparlenenti pure @ congruenze li-
nears, Heco il teorema inverso : Due rigate appartenenti a congruenze
lineari sono sempre (anche se una congruenza ¢ generale e 1'altra
speciale) proieltivamente applicabili in oo ® modi, Infatti se nelle (1)
le 4, B, O, A,:0,, B,:0, sono costanti, per passare da (1) a (1)y,
occorre cambiare il parametro », in modo che anche le 4,, B, ¢,
risultino costanti., Cid & evidentemente sempre possibile e se v, =
== (v) d una maniera di farlo, le altre sono v, = ap(v)4-b, con

a, b costanti qualunque (wz(}). Scegliendo le a, b, la (1), deter-

mina u, in funzione di %, il che introduce una terza costante arbi-
traria. Si vede subito che: Se le due congruenze sono speciali, co-
munque 8i realizzi U applicabilita, la corvispondenza fra ¢ punti delle
generatrics corrispondents ¢ sempre proiettiva. Se una congruenza o
generale o 1’altra & speciale, tale corrispondenza non pud essere
proiettiva. Se le due congruenze sono generali, allora nel campo
complesso o delle w3 maniere di realizzare U applicabilita  hanno
la proprietd che la corrispondenza fra i punti delle generairici cor-
rispondenti & proieftiva; nel campo reale, tali applicabilita non
esislono che se le due congruenze sono simullancamente od iperboliche.
od ellittiche, Come esercizio, il lettore parta dalle equazioni in ter-
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mini finiti delle due rigate e determini le o ® applicabilitd, sup-
ponendo ordinatamente le due congruenze generali ecc.

Passiamo al caso che nessuna delle rigate appartenga ad una
«congruenza lineare. Integrando la (1),, in cui » si riguarda come
parametro, si ottiene una delle quattro equazioni

n
Uy — 0y U — o\ 'Ml—'ﬁl_ Y p—
w—f, l(“—ﬁa)’ Uy — P 4 !
@)
B _
Rem® o BT ) M -

u—p’ u—m+u1——m,

dove a, B, o, Biy, Ay A, 1 sono funzioni di » che possono essere
immaginarie, In particolare, v =a e u=f (0 soltanto = &) sono
le equazioni delle due linee flecnodali di R, sicch® wna almeno
delle o ¢ B (p. e. o) non & coslante, altrimenti R apparterrebbe ad
wuna congruenza lineare, contro la supposizione. Ora osservando il
comportamento della funzione «, di « nell’ intorno del punto u=o
si vede subito che w, dipende necessariamente anche da », se vale
la seconda o la terza delle (2), oppure se vale la prima e se p*+ 1.
Tali casi sono dunque impossibili, e non restano che due possibilitd

Uy — Oy (u-—-a.)i"l A )5

ul_Blm Rl “'—‘“-f-ul“‘ai:u'

Né deduciamo: 1° se le linee flecnodali di R coincidono, co-
incidono pure quelle di &, e viceversa 2°; o

_put+g,
LT R

e p, ¢, 7, 8 sono necessariamente costanti, perchd », non dipende che
da w. Cambiando il parametro w, possiamo dunque supporre u,= u,
dopodich¢ la (1), da A,=4, B,=B, C;=0C, BE seguono ora
senz’ altro i teoremi : ' .

Se due rigate R e R, proieltivamente applicabili non appur-
lengono a congruenze lineawd, le due cwrve fleenodali di R, sono di-

stinte o coincidenti, reali od immaginarie, come quelle di R, ¢ si

]



1§ 40] SUPERFICIE RIGATE : 241

corrispondono nell’ applicabilita. Le rigale R e R, si corrispondono
con uguaglianza d arco proiettivo,

Se una delle due rigate (¢ quindi anche ' allra) é a cwrve
flecnodali distinte e priva di retla direllrice, condizione necessaria e
sufficiente per Uapplicabilita proiettiva é che, per uguali wvalori di
arco proiettivo, il segno e e gli invarianti h e k siano uguali sulle
due superficie. Se R e quindi anche R, possiede una retla dirveltrice,
condizione necessaria ¢ sufficiente per U applicabilite proiethwa é che,
per uguali valori dell’ arco proieltivo, il segno o ¢ U invariante 1
[§ 836 (11)] siano uguali sulle due superficie.

S: R (e quindi R)) ¢ a curve fleenodali coincidenti, condizione
neeessaria e sufficiente per U applicabilite proiettiva & che, per uguali
valori dell’ arco proiettivo |§ 36, (4)], U invariante 1 [§ 36, (5)] sia
uguale per le due superficie.

Non importa invece il valore dell’ invariante j. Dunque: Le
deformate proicttive di una rigala che non appartiene ad wuna con-
gruenza linewe dipendono da una funzione arbitrarvia di un argo-
mento, che & appunto la j. Se ne deduce per es, che, se le curve
flecnodali di R sono reali e distinte (coincidenti), esistono due de-
formate proieftive (una deformata) £, di R tali che le generatrici
principali delle quadriche di Lie di £, deserivano una sviluppabile.
Basta porre j=41(=0); cfr. § 34, (11).

Le ricerche precedenti danno immediatamente la soluzione del
problema di trovare le rigate che ammetiono un gruppo continuo di
deformazioni proiellive in sé, Isse sono di due tipt diversi: 1° wne
rigata R di una congruenza lineare, generale o speciale, ammette oo
deformazioni protettive in 8é; 2° una rigata R, che non é di una con-
z 0,7 e
cost., k== cost., oppure h=0, D=cost., o infine B*— AC=
1= cost. 10 interessanté rilevare che in tutti e due i casi si pud
indicare una deformata proiettiva £, di R tale che le deforma-
zioni corrispondenti di R, in s¢ siano delle semplici omografie:
8¢ R appartiene ad una congruenza lineare, R, & la rigata cubica
di Cayley, negli altri casi R, si ottiene da R a.ostltuendo a j una
costante scelta &d arbitrio.

gruenza lineare, ammetle o deformazions in sé, se o h

Fumt o &eon, Lexiont di Geomatria profettivo-differenxiale. 16






Carrroro V.

CONGRUENZE, CONGRUENZE W E TRASFORMAZIONI

PER CONGRUENZE W (%.

§ 41. — Congruenze di assegnata prima falda focale.

4) Formole fondamentali,

Supporremo in quanto segue la superficie S ad asintotiche
reali. Se cosl non fosse, si potrebbero ancora applicare gli stessi
metodi ricorrendo ai sistemi w, » isotermi-coniugati.

Sia dunque S una superficie riferita alle asintotiche u, ». Se
4, B sono funzioni- delle w, », il punto

(1) Z = px 4 2(4z, + Bx,)

z i ; g d dv |
descrive al variare di . una tangente alla linea oA A Queste

A el
linee sono determinate dal solo rapporto A :B.
Affinche @ sia il secondo fuoco della congruenza generata da
queste tangenti (congruenza che & la pit generale di quelle che
hanno 8 per falda focale) dovra avvenire che

dr o
A“éﬁ“‘ B%% sia combinazione lineare delle » ed Az, - Ba,.

(*) I principali risultati di questo Capitolo furono pubblicati in varie
note dei Rendic. della R. Accad. dei Lincei (1022-28-24) da G, Fubini.
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Esplicitando questa condizione (*), osservando che per le equazioni
del § 16 4 le derivate di @ sono combmarwm lineari di z, x,, @,
T, S trova tosto, posto al solito ay,= €% che:

B, +Aﬁ A, +BT

(9 g e ), =40, — By B, +B

Risultati duali si trovano scambiando coordinate @ di punto e §
di piano tangente, e cambiando 4, B, B, v in 4, — B, —f, —1.
O cosi, 0 col calcolo diretto si trova che i piani passanti per
la retta (2, @) sono i piani

(3) &= Mg 2(4¢, — BE,)
e che questo piano tocca la seconda falda focale, se

(1) A= —A,— A0, 4 B, _|-B(j + 4 u+AB_BA :};BT

Notiamo che
(&, B) =24, £.) — 2BG, £)=24(, 2,)+2B(x, z)=(2, 7).

I fattori di poporzionalita furono scelti wn guisa da assicurare la
coincidenza delle coordinate (§,8) e (z, @).

Trascureremo il caso AB= 0 delle congruenze a falde focali
coincidenti. Si noti che le A, p. dipendono soltanto dalle A, B e
dai coefficienti dell’ elemento lineare proiettivo (non dalle p,).
Percid :

Se una una falda foeale S di una congruenza K si deforma
proieltivamente, trascinando con 8¢ i raggi di X, i secondi fuochi, ¢
i secondi piani focali vanno nei nuovi secondi fuochi o secondi piany
focali.

Si ha poi, derivando e tenendo conto delle citate formole
del § 16 4:

) E..=-B—51_—M?E+M:r—l(x“-—-%€r”)

(*) Che oquivale alla : S{AE, — BE+) (4% — Bie)=0.
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B4
ove M =, 24p,; — “_; ﬁ!”’:
0, 7=2t 85 L +l(w g )
A, + By
ove L==p,+ 2Bpy,— h; ‘p.

Se ne deduce, derivando di nuovo:

= B
:Buu_'( = +A[ﬂ ) +4B? 1 Lyt P & +°Il‘l(xu"_' W xuu) +

24
i cll!(xn + T mﬂl')

2B
Evv"—:"'ﬂ( +BT ) -{-4112—‘;’-7:“,-{— an"'l? Gag) (‘ru_Txuw)'F
©) 94
+°m( u+'27"ruv)

Iuv

EW“( Sl )+( N+4AB)““‘+P1=“’+°1H(% 21 ﬂ‘uu)

l +al”( e+"i4"xul)$

ove non ci interessa dare i valori delle p, o, e dove:

(8) W e (An -; BT)“_ (Bn —; AB),,
(9) N=lp.-|—2A( it u+A;a)

A,+ B
o 2B(m+ 2Bpn——1&-—}—1) -
Si noti che ne segue:

(10) (@, T d27) = (m _?{3 T +2i4 mz{.,) v
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1 24 2B 0
M Ly 0 0
Xl 0 '\ 0 e

By du duy, Togy dugduy, Eo g dugdu, AW(Bdu-+ Adv)*+-2Ndudy

s 4W(Bdu —f-Aiv}- — 2Ndudv

= —N (v, »,d*z) [ 4W (Bdu + Adv)*— 2Ndudv .

(2BLL — )\ p.— 240N

Indicheremo con N' la quantitd dedotta da N, cambiando il
segno di B, B, 7 (cid che non muta W). Allora, essendo

(x Ty T, xur) b (2'; &u Eu eur))
si dedurrd col caleolo duale
(EE E,d*E)=—N (v 2, ,d" @) [4W(Adv— Bdu)* — 2N'dudv].

Dovendo questa espressione essere proporzionale alla prece-
dente, perche entrambe sono proporzionali alla forma F, per la
seconda falda focale S, sard:

(11) — N4 AWAB= — N —4WAB
(E ‘EuEuEuu) N N )
@8 e e e e e (B IO

Le & non sono dungue wnormate secondo le convenzioni da noi

i,
poste per le superficie; alle @ dovrebbero corrispondere le & V%—

Alle T corrispondono le € soltanto se N = N' ossia W=0; le & sono
in gencrale normate inmodo che (v 7)== (¢, &). Si noti che:

o) 2dudv= 0 & I’ equazione delle asintotiche della superficie S
iniziale.

B) Bdu-+ Adv=0 & quella delle sviluppabili.

) 4W(Bdu - Adv)® — 2Ndudv == 0 quella delle asintotiche della
seconda falda S. Essa si pud scrivere anche N'(Bdu 4 Adv)® —
— N(Bdu — Adv)* = 0,
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1l caso W = 0, in cui le X ; & si corrispondono nella legge di
normazione, é quello delle congruenze W, :

Il caso N = 0 od N' =0 & quello in cui la scconda falda focale
degencra come luogo di punti od inviluppo di piani.

Il rapporto N': N ¢ il birapporto delle due coppie di direziont
asinlotiche con le due coppie formale ciascuna dalla direzione cor-
rispondente ad uno dei 2 sislemi di sviluppabili contata due wolle ;

i
a anche |—=———
YN+ VN

Lasciando invariata la congruenza, possiamo moltiplicare sia
le @ per uno stesso fattore p, sia le 4, B per un fattore o, Nel
primo caso anche le &, le @, le & restano moltiplicate per lo stesso
fattore p, e dalle formole precedenti segue che W, N, N’ restano

2
) é il birapporto delle 4 direzions asintoliche.

inalterate. Nel secondo caso le & restano inalterate, le § molti-
plicate per o, N ed N' restano moltiplicate per o® Quindi sia W
che N : AB sono invarianti della congruenza, di cui sepra abbiamo
dato il significalo geomelrico.

Mentre perd N : AB ha significato intrinseco, cid non avviene
per W3 ha invece significalo intrinseco la forma Wdudv.

B) Nuova interpretazione delle formole precedenti.

Noi possiamo definire la congruenza, dando il punto @ della
falda S e il piano £ della falda S, imponendo la sola condizione

(13) SaE=0

che dice essere x, & un elemento. Se questa condizione non fosse
soddisfatta, il nostro studio equivarrebbe a quello di una coppia
di superficie, che si potrebbe svolgere con metodi analoghi ai se-
guenti, ma di cui qui non ci occupiamo. Altri invarianti della no-
stra coppia di superficie si otterebbero studiando le espressioni

(14) Sad& , Stde , Sdadt , Sd"ad'€ ecc.

I’ annullarsi del primo e quindi, nel caso attuale, anche del se-
condo dice che le superficie § ed & coincidono; cid che noi esclu-
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deremo. Supposto che u , v siano le asintotiche di &, dall’annullarsi
della S&x deduciamo 1’ esistenza di quantita A, 4, B tali che:

(15) E= &+ 248, — BE)
donde :
A& = j (A -+ 24, + 240,)du + 2(4, + Bydv{ &, -+
34 i_ 2(AB + B)du -+ (A — 2B, —2BO)v &, + . ..

SEdx = 2(Bdu — Adv)a,,

Sd%dn=2a; [_ (A, - By)de® + (4B + B.)du® —

|
(16) s
?
\

— (A + 4, - 40, — B, — Bb ))dudv ]

L’ultima & divisibile per la penultima soltanto se A & dato
dalla formola trovata in principio del §. Se ne deduce il (eorema
di Fubini, che pud servire alla teorin delle congruenze in coordinate
u, v qualsiasi :

Se x desorive una superficie S e & passa per x ed inviluppa
una superficie S, che con S & in corrispondenza biunivoca, questa
corrispondenza @ deferminata da una congruenza di cui S ed S sono
falde focali soltanto se Sdxd& ¢ divisibile per SEdx. E in tal caso
SEdx = 0 ¢ lu equazione di un sistema di sviluppabili.

Precisamente si ha in tal caso:

By 4 4,
) dv.

(17) Sdad A+ B
ST

— “du
Sédax "

Dunque : Soltanto sc la congruenza é W, il precedente quoziente

¢ un differenziale esatlo, In tal caso, molliplicando le & per uno stesso
convenicnte fatlore p, polremo rendere lale quozienle tdenlicamente
nullo, cioé

(18) Sdad &= 0,
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ossia :
(19) B,= — A 4, = — By.

Siano le «, y, z, ¢ coordinate non omogenee, ciod ¢= 1, La
S&x =0 diventa un’equazione, che determina t. La Sdwd§= 0
diventa :

dad & + dydn + dedT = 0

che, se interpretiamo £, H,E come spostamenti infinitesimi del
punto di cui », y, z sono coordinate cartesiane, diventa I’ equazione
delle deformazioni infinitesime nella geom. euclidea di una super-
ficie. Se ne deduce il classico teorema della geom. melrica, di cui
qui si riconosce I intima ragione proiettiva, che collega la teoria delle
congruenze W a quella delle deformazioni infinitesime melriche.

Se invece a? -f- y* - 2* -2 =1, ¢ quindi x,y, %, t st pos-
sono pensare come coordinate di Weierstrass nella geomelria non eucli-
dea, le precedenti equazioni '

SEx =0 Sd€dx=0

diventano quelle, cui soddisfano le componenti & dello spostamento
di x in una deformazione infinitesima (nel senso non euclideo) della
superficie S. Si 0 cosi dimostrato per altra via il teorema di Fu-
bini, gia intuito dal Bianchi : -

Se noi diamo anche in geom. non euclidea wuna deformazione
infinitesima ad una superficie S, e liriamo per ogni punto x di S
il raggio normale al corrvispondente spostamento £ e posto mel piano
tangente &, troviamo wna congruenza W. ,‘

Dalle S&x = Sd&dx= 0 si ha che per ogni funzione p(w , v)
vale la Sd(pm)d(p&_] = (, Ora d(pz) descrive, al variare di du:dv
un raggio; questi raggi descrivono una congruenza armonica ad S
(anzi la congruenza armonica pilt generale, variabile col variare
di p). Cosi d(p&) descrive un raggio ‘della piti generale congruenza
coniugata ad S.

Quindi: Se S ed S sono falde focali di una congruenza W,
tra i punti det raggi delle congruenze armoniche ad S e @ piant di
quelle coniugate ad S intercede una corrispondenza tale che punio e
piano corrispondenti &t appartengono.
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Valo il teor. di Cech: Questa corrispondenza non ¢ per ogni
sistema di valori w, v che la polarita rispetlo al sisltema nullo oscu-
latore della congruenza (determinato dal complesso lineare osculatore
alla congruenza, di cui parleremo piit avanti). Il teor. di Cech si
pud enunciare :

Su ogni piano tangente ad una superficie S, falda focale di una
congruenza W, 8i tiri una relta v, e sia v la relta polare rispetio
al sislema nullo osculatore. Se la congruenza formata dalle v ha svi-
luppabili che corrispondono a un sistema coniugato, allrettanto avviene
della congruenza delle relte 1,

§ 42. — Formole fondamentali della teoria

delle congruenze W.

Abbiamo gid osservato al precedente § e si dimostra diretta-
mente nel modo pitt semplice- che, se la congruenza & W, ciod se
W = 0, si possono moltiplicare le 4, B per uno stesso fattore tale
che :

(1) A= — By B, = — AB.

Potremmo invece moltiplicare le 4 , B per un tale fattore che
B A
_rt=(0gB). 8= (logd),

giungendo pure a risultati semplici ; e potremmo procedere in altro
modo, fissando che Sdwd€: SEdx abbia un altro valore prefissato,
Noi perd adottiamo la prima convenzione. Resta cosi provato (F.):

La determinazione di una congruenza W di data prima falda
focale S ¢ ridotta a quelle del sistema lineare (1),

Confrontando con le (16) del § 17 € si deduce il teorema (I7.) :

Su una superficie S i sistemi coniugali tali che 1’ equazione cor-
vispondente di Laplace per le coordinate di punto ha wn invariante
uguale all’ invariante non omologo dell’ equazione langenziale sono
tutti ¢ soli quelli che corrispondono alle sviluppabili delle congruenze
W, di cut S & una falda focale,
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Se ne deduce ricordando le altre formole del § 41 :

2) Ayy=— By, + APy By, = — Aﬁl e BﬁT
@®) TNERRSL SRS | e T b T
@ T e [ W A

(5) 2= px-+2(dx,+ Bx) ; (6) &=AE+ 2(48, — BL,).

(7) @y = (oo + 24py)% — A&, + 2B,
®) @, = (o + 2Bpn)o + Aa, + 244,
0 N = M 4 24(p., + 24py) — 2B(p., + 2Bpy)
= A + 24\, + 24m,) + 2B\, — 2Bnry,).
A —

A~ B -
+ 2('?"3711_ "N"a‘u) 3

(10)

li

7
t= Li R+ 5E)

che permettono di dedurre la prima dalla seconda falda focale.

(11) (; Eu :T_'tr ;ﬂa-) . ‘Nz("-" Ly Ty xm.-)
ossia :
(12) El! = i Nam

ciod (posto anche |:I;g| = eF) 6=0 10g|N|

Data la congruenza (ciod A : B)le 4 , B sono note a meno d'un
fattore comume, che le (1) permettono di determinare per quadralure.
Rimane U indeterminazione di un_fattore costante inessenziale, 11 ca-
rattere énvariantivo di N appare poi meglio, introducendo le L, M
del § 16 .D. Vale infatti la:

() ws N = (2BB,,+ 2B:M — BY) —(244,, + 242L— A2)
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affatto equivalente alle precedenti. Una trasformazione simile si
poteva eseguire anche nel caso di congruenze generali.

Olire le A ,B, le A, p ¢ la N vi sono due altri clementi essen-
ziali : te S, T che qui definiremo, ponendo

(13) 'S fr- Fuu Tt ﬁu I"‘u + ﬁp‘u g l-"(ﬁv + ﬁau) +

d
-+ 4BLpy -+ 44, py + 24 -t_afi'_l_ + 2B ai”n

(14) T = pye— O, + T == 2l + 100) +

d a1,
+ 441py + 4B, pa + 24 T2 4 2B 72,

Si trova, derivando le precedenti :
i 'y i = N = 4 =
(18) @ — 0,7, -+ f2,— 7, & = S = A (24%,— 2B%, - A7)
T i X o 7 )
16) «,—0,@, +17,— M@ = al= ' (24%,— 2B%, -- \T)

Confrontando con le equazioni fondamentali relative alla su-
perficie S [ Ty = 0, 7y + B %o+ py® o analoga per l , si ha:

(17) N, =248 N,= — 2BT.
S B Ng . e AR A 4 N,

(18) B+ f=—2B e N ’T+T_2AN__-;§_7\T"‘
Rl e N i SN S N e

(19) ?’u'—ﬂn—-Z-ET— }\T' st—m-— —E-B-?—}LTV—.

Le (12), (17), (18), (19) danno tutti gli elementi 6, B, ¢, pu
della seconda falda focale S, che ne ¢ completamente determinala,
Risulta di pit che, se dalla seconda falda § si vuole tornare alla
prima, ossia se si assume la S come superficie di partenza, basta
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alle p., A, 4, B, N sostituire le:

i VRS SR R B =
@) p=—7, d=%, B=— 1, =i, ¥=

(21) ?9:|=E;1—'§% N ?’2=“B—‘§‘§ N
dedotte dalle (19), scambiando le due falde focali, Ma poichd
o SEr S Rre e i ¥ e TS N,
T—pn=00 +B0 , T—pu= Bot+ B O.=p, +ﬁ(ﬁu s T)
e analoghe per py, =y,

si deduce dal confronto di tutte queste formole tra le p,a, fte-
nendo conto dei valori di § - ﬁ edi 47 U'equazione fondamentale:

B

@2 N+ 5 BN+ 1N =0,

A

che chiameremo U equazione in N,

§ 43. — Le congrnenze W con N = cost.

Proveremo ben presto che, se v sono le sei coordinale di una
velta della nosira congriuenza, le v,, sono combinazioni lineari di
I, Iy, Iy ¢ che per ogni retla r il complesso lineare che é in involu-
luzione con Y, Ty, Tyy Ty y Ty & anche in involuzione con 1, ciod

A 1 ; ;
contiene tulle le rette v, v - dr, r - dr 4 szr, e percio é il

complesso lineare osculatore alla congruenza,

Se dunque 7., 7w, S0no combinazioni lineari delle r,r,,
Foy Tuwy Too allora le # sono legate da una relazione lineare a coef-
ficienti costanti, ciod la congruenza appartiene a un complesso li-
neare. 11 calcolo effettivo prova che cid avviene quando N = cost.,
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ma noi possiamo evitare il calcolo nel seguente modo, Se N= cost.4:0,
le formole del precedente § dicono che

B+E=0) T+?:0) ;ﬁ:?’u, -Eu=‘-'t“.

Le coordinate @ soddisfano dunque alle stesse equazioni fon-
damentali, cui soddisfano le & Se ne deduce quindi che le due
falde focali 8 ed S sono superficie trasformate I’una nell’altra da
una correlazione ; e, poichd un punto @ (piano §) di una appartiene
al piano _ﬁ.(puuto @) omologo dell’altra, tale correlazione & un
sistema nullo, e la nostra congruenza appartiene evidentemente al
corrispondente complesso lineare. Viceversa se la congruenza ap-
partiene a un complesso lineare, le falde focali chiaramente si cor-
rispondono nel sistema nullo definito da tale sistema.

Dunque : Le congruenze W per cui N = cost. 0 sono quelle
che appartengono ad un complesso lineare.

Alle precedenti considerazioni si sottrae il caso N = 0, in cui
la seconda falda focale S ha una forma F, nulla. In tal caso le:

Nz =\% + 2(4%, — B%,) Né=pE+2(4E, + BE,)

diventano, per N = 0, moltiplicando le @ e le & per convenienti
fattori :

AZ, — BF, = 4%, + BE,=0.

Quindi, se u’ = cost., v'= cost. sono le equazioni delle svi-
luppabili della congruenza, &

ox ot -

e o et ‘, .? == ;—C{’@’) ] €= (ﬂ!}

ciod i punti # si riducono ad o punti, i piani € ad w?! piani.
Poich®, Sz &= 0 identicamente in u', »" segue che ogni punto @
giace su ognuno dei piani &, e che quindi i punti #, trovandosi
su tutti i piani €, appartengono a una retta, per cui passano tutti

i piani &
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1

Una congruenza W, per cui N =0, appartiecne a un complesso
Lineare speciale, U'asse del quale é la sua scconda falda focale.

Questo teorema del Fubini & stato nel modo seguente reso-
intuitivo dal Prof Segre. Se N=0, la forma F, relativa ad § &
identicamente nulla; e pertanto S si riduce ad una linea L. La
congruenza ¢ luogo delle generatrici di o ! coni, aventi i vertici
su L. Questi coni possono ridursi a fasei di rette: cosa impossibile
nelle nostre ipotesi secondo le quali la prima falda focale S & una
effettiva superficie non sviluppabile. Se i coni sono curvi, e P, P',
P" sono i vertici di 3 coni consecutivi, il complesso lineare oscu-
latore alla congruenza in una sua retta » uscente da P dovrd con-
tenere tutti i regoli determinati da » e da due rette consecutive.
Prendendo queste 2 rette sul cono di vertice P, se ne deduce che
il complesso & speciale; prendendo queste due rette una uscente
da P', I'altra da P" si deduce che P, P';, P" sono sull'asse del
complesso, che costituird percid la seconda falda focale della con-
gruenza.

§ 44. — Confronto coi risultati classici

della geometria metrica.

Supponiamo nota la ., e proponiamoci di caleolare 4, B e
quindi la nostra congruenza. Assumendo A come nuova incognita
ausiliaria, le nostre equazioni in 4, B diventano :

(1) A, = — By B,=— Ap.
(2) 24, =—2460, — (\ 4 p) 2B, = — 2B, + (A — ).

Serivendone le condizioni d’ integrabilitd troviamo :

lu= by =t ZA(euu + ﬁT) "]l- QB(Tﬁu -t" Tu)
M= o + 2B(Ou0 + B1) — 24(80, + B.).

Scrivendo infine la condizione d’integrabilitd di queste ultime,.
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troviamo :

0P Py f

Senza pit oltre occuparci del caso geuelalé, supponiamo le
coordinate non omogenee cio@ Py, = Pgy =0, t = 1.

Questa equazione i riduce alla equuzwne d: Moutard (Cap. II
§ 18)
(5) P‘uu ST (Buw + BT)P‘ =0 1

al cui studio ¢ dunque ridotta la ricerca delle congruenze W. Ora
questa equazione & appunto la base della teoria metrica di tali
congruenze, cosi come & svolta nelle classiche lezioni del Bianchi.

" Le equazioni che definiscono 8, 7' si riducono per le p, =0 a:

: 1

(6) P — O o - Bie — P71y = 8= =N,
1

(?) ['l‘vl'_ﬂ‘-lL--"i'"Tp'u“"l"'ﬂES:T: _?E"Nl"

Se sostituiamo 0 al posto di S, 7', queste 3 equazioni nella .
sono le stesse cui soddisfano le coordinate §, 7, del piano tan-
gente (loc. cit.) e percido sono illimitatamente integrabili, Ne segue
facilmente, scrivendo che esse sono compatibili anche quando i
secondi membri delle ultime due sono S e 7' che

(8) T = 8, W=T,
ossia
8) vis S, = (— B (=1T) (— 1)y = —18.

Sostituendo alle S,T ¢ loro valori N,:2A e —N,: 2B, si ri-
trova U equazione fondamentale (22) del § 42 in N.

Nel caso p. = 0 la congruenza degenera; questo fatto noto ci
risulta evidente poich®, essendo qui p, = 0, & anche N = 0.

La formola : :

(9) B = (A, + 247,,)8 — pé, — 2B, =

= |+ 2B0,. + Br) — 24(B8, + B) + 247, [ —pé, — 2BE,,
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(con le analoghe in 7, ¢) diventa per le:

M1 =P + Bﬁt G Bv ] euu = (Buu G ET)E

appunto la:

(10) &= b —pé,  ossia FS.“.T.= s (i)“ :

si trova analogamente -E—; = (i) '
| S

Ritroviamo cost la classica formola della trasformazione di Mou-
tard. Ne deduciamo poi:

—
.

e the T o
11 PN AT .
(11) § Pﬁ - FL_E..

Ciod: Il piano ?, "-E, -C—, 1 inwviluppa una superficie _f, su
oui le u, v formano un sistema coniugalo a uguali - invarianti tan-
genziali (ciod relativi all’ equazione di Laplace per le coordinate di
piano tangente).

Anche sulla superficie Sy inviluppata dal piano &, 7, ¢, p (lo
cui coordinate soddisfano tutte all’equazione di Moutard iniziale)
le u, v descrivono un sistema coniugalo a invarianti langenziali
uguals,

COalcolando 1’ equazione (&, & d2€) = 0 delle asintotiche della
superficie X si trova:

(12) Sdu® = Tdv*  od anche '—}E-'N., du® -+ %;—Nodv’ =0,

Cercando invece I’equazione delle asintotiche di S, , inviluppo
del piano §, 7, ¢, . si trova:
\

(13)  Sdu® 4 Tdv® = 0 ossia %—N"dﬁ: -Tl?— N, dv®

Le asintotiche di X e di S, determinano sulla S due sistemi
coniugati che st tagliano armonicamente e che, si noti, sono, come

Fumnt o Seen, Lexioni di Geometria proisitivo-differenxiale. 17
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le A, B, N, indipendenti dal piano t = 0 assunto nei calcoli pre-
cedents come piano all’ infinilo,

Le equazioni (8), cui soddisfano S, — T si deducono da quelle
cui soddisfano A ; B mediante lo scambio di {3, v. Se ne deduce il
teor. (F.):

Data una congruenza W di cui una falda S sia isolerma—asin-
totica (f = 1), o anche data U equazione du: A = dv: B di un siste-
ma di sviluppabili (col che le 4, B sono determinate a meno di
un fattore, la cui ricerca si esegue per le (1) con sole quadrature),
le tangents alle linee du:S = dv: —T descrivono pure una con-
gruenza W.

Nel caso generale, confrontando con le (14) del § 17 B, ve-
diamo che :

Sulla S le lince corrispondenti alle asintotiche di Sy formano un
sistema coniugato a invarianti tangenziali wguali, com’® intuitivo
perché plani langenti omologhi di S, S, si incontrano sul piano t=0,
su cui segnano lo stesso sistema di linee; e i sislema coniugalo
di S, armonico al precedente, cioé quello che corrisponde alle asinto-
tiche di X, ha uguali gli invarianti di punto, Heco un nuovo signi-
ficato della equazione cui soddisfa la N !

Le asintotiche di una delle 3 superficie 8,8y, ¥ corrispondono
sulle altre due a un sistema coniugalo.

Se indichiamo per un momento con p = cost., ¢ = cost. le
equazioni delle asintotiche di S,, formanti su 8, Y un sistema
coniugato, varranno equazioni del tipo :

Bpg = 1, -+ 82, Eq =3 PEP + o, .
Dalla Sdzdé = 0 donde Sw,&, = 0 otteniamo derivando :
B by SE =0 Say(pE,+ 0&) + 8E(ra, + sw) = 0

o8, &, + 88&a, = 0 che, confrontata con la Sz, &, + SE; 0, = 0,
dd o =s.

In modo simile si prova r = p. Quindi, relativamente al siste-
ma coniugato comune, le coordinate non omogenee di un punio della
S e di un piano tangente della ¥ soddisfano « una slessa equazione
di Laplace. Vale pure I’ ogs. (F.):
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Date le equazioni differenziali (du: A = dv:B) di un sistema
di sviluppabili col che le A, B, come gia abbiamo delto, si calcolano
con sole quadratwre, allora, trovate le A, B, senza wulteriori quadra-
ture non solo si calcolano tult gli elementi della congruenza, ma anche
le equazioni differenziali Sdu® - Tdv® dei precedenti sistemi coniugati.
I viceversu, dato uno di questi sistemi coniugati, le S, T & caleolano
con sole quadrature ; e con wulteriori quadralure si possono calcolare
tutte gl elementi della congruenza,

Infatti le tre equazioni (5), (6), (7) nella p si sanno integrare
s S=T=0 ed hanno per soluzioni le combinazioni lineari di
&, 7, & Determinata la ., le (1), (2), (8) determinano 4, B, A
con nuove 3 costanti arbitrarie, cosicchd ofterremo sei sistemi di
valori linearmente indipendenti A® | B® , A® ~u® [la ¢ & un indice,
non un simbolo di calcolo assoluto] di cui ogni altra soluzione &,
ge § = 7' = 0, una combinazione lineare,

Ora, essendo 8= 7"=0, ¢ N = cost. ; ¢ quindi la congruenza
appartiene a un complesso lineare; questa osservazione basta a
provare che la 4®, BO = ece. si trovano senza quadrature., Nel
caso generale in cui S e 7' non sono nulle, i ponga A= XA,
B=XIWBO, oce. Il metodo della variazione delle costanti arbitrarie
dimostra che le % si trovano con sole quadrature.

Si osservi perd che, mentre, date le A, B non sono pit neces-
sarie quadrature, se tnvece sono date le S, 1, sono ancora necessarie
delle quadrature. Cid cho spiega la maggior semplicita della teoria
proiettiva (F.) in confronto alla teoria classica, che si volge alla
determinazione della p., da cui segue subito la conoscenza delle
8, 7. Ed ecco I'intima ragione di questo fatto. '

Mentre date le A, B, la corrispondente congruenza é determinata,
il dare le S, T individua le infinite congruenze che si ottengono da una
di esse combinandola linearmente con le congruenze di un complesso
lineare.

Se invece di dare le sole S, 7', si desse effettivamente la p.,
permane ancora una indeterminazione; infatti, se p = 0, si ha,
nelle attuali ipotesi ¢ = 1, che t =0, che ciod la congruenza ha
per seconda falda focale una retta posta mel piano che abbiamo as-
sunto come piano all’ infinito,
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§ 45. — L'equazione delle congruenze W

in coordinate di retta.

Ritornando a coordinate omogenee, le coordinate r=(z =) di
una retta generica della nostra congruenza soddisfano alle :

r= Az x,) + B(zx,) ;

P, = — A -i.; B (= z,) + Bz, #,) + B(2 2y,)

(1) (
A—

7 = T (@ v,) —A(, x,) +A(2 2,,) ;

Y = (Buu "|‘ [31)?. + )‘(wu ml‘) Ve [!.(.’L' xm'}
donde :
(2) oo ( al;f,B + 9.)r.. - ( 20RA (sp )r,. +

A dlogB
+ [ (S o) (4 0) - (O )] r = 0.

Le coordinate v di una retta descrivente una congruenza W sod-
disfano ad wna equazione di Laplace, le cui caralteristiche sono le
asintotiche delle falde focali, 11 complesso lineare in involuzione con
Py Ty Ty Tuwy Tow © I involuzione anche con 7y, , ciod & osculatore
alle nostra congmenza Gli invarianti di tale equazione sono uguali
soltanto quando 4:B= U:V, ove U & funzione della sola w,
V della v. Posto A: U= B: V=0, lo (1) del § 44 danno:

s - V Cﬂ . __-U

qle

Cambiando i parametri delle », v si renda U= V= 1. Sard:

dlogC dlogC ket
(4) B= e 65 ) 5 Pl e afj e qulndl Bv=' Tue
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Percid : Soltanto le superficie R (per cui ciod i parametri delle
agintotiche si possono scegliere in guisa che B, =7,) sono falde
focali di una congruenza W, le cui relte soddisfano ad wuna equa-
zione di Laplace ad nvarianti uguali, Tale congruenza & formala
dalle tangenti alle w — v = cost.; da quanio segue apparird che al-
tretlanto avviene delle tangenti alle linee 1 - v = cost., le quali con
le precedenti formano un sisltema coniugalo, che si dice R.

Per vedere tutto questo chiaramente, chiediamoci quando sie
le tangenti ad un sistema di linee, che le tangenli alle linee coniu-
gate formano congruenze W, In tal caso per le due congruenze 4 : B
ha valori uguali e di segno opposto. Dovendo entrambi soddisfare la

a*log :

B8 A

00 00 e ) s
caratteristica delle congruenze W, sari appunto fiqg,fg; B 0,

ciod 4: B = U:V, come nel caso precedente, Ciod:

Se le tangenti a un sistema di linee lracciate sw wna superficie
S formano una congruenza W, condizione neccssaria e sufficiente
affinché anche le tangenti coniugate formino una congruenza W ¢ che
tals linee insieme alle coniugale formino un sistema R, ossia che U e-
quazione di Laplace cui soddisfano le coordinate delle rette della data
congruenza abbia invarianti uguali,

Altrettanto avverra percid.anche del sistema contugato, immagine
delle sviluppabili sulle seconde falde focali; e le successive trasfor-
male di Laplace della nostra congrucnza sono lulle congruenze della
stessa specie, Si noti in pitt che i sistemi coniugati R sono tulli
18olermo—coniugali.

Se u 4 v = cost, formano un sistema coniugato R, a coordi-
nate delle tangenti a tali linee possiamo assumere le

6) p= 2R [(a: x,) + (= x.,)] pr= ek, (@ @,) — (@ xu)]

(yg (yq

le quali hanno il vantaggio di essere invarianti; perchd, moltipli-
cando le « per un fattore &, e quindi ay, per k°, esse non mutano.
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Valgono le:
a r ’ a ! '
(D P p i) = flomep), g e (D g = (i)
ossia ;
(8) Co=—0{&) . (@)= o(g—)

donde :
(9) Puv+{ruu - Fu Fn)P: 0 ] p:w'{" ("" Fuu e Pu I‘u)P': 0 (1‘=10g0)-

Queste equazioni sono pertanto trasformale di Moulard U una
dell’ altra.

Le pi, pu, pu sono le coordinate del punto ove la retta p
incontra il piano ¢==0; risultato analogo vale per p'. Dai risultati
del § 18 si deduce che tali due punti si possono considerare come
proiezioni di due superficie X', X" di cui », v sono le asintotiche.
Supposto ¢ =1, o:

1 1
(10) Pa= K(xu—}- xu) 3 Plﬂ‘_'z (Ju %‘ y) ] Piﬂ_“ _(z +zu}

che noi potremo pensare (loc. cit.) essere tre delle quatiro coordinate
omogenee di un punto di X', mentre le coordinate &', 7, &', © cor-
rispondenti del piano tangente soddisfano alla ©"= 1 (sono non omo-
genee). K dalle formole date loc. cit., duali di quelle di Lelieuvre,
risulta :

o8 | P P | 1 Vet Oy T ot
T R e L e
"Er:; "Er%i (ﬁ 0y Ou)yv o Yuv (ﬁ e vy Gu}zu nf v
(11)
OB i) e Pl L e Y %t 2y
Tl s e
S e =00+ Y =02t

Derivando, ricordando la 8,==1v, e le equazioni fondamentali

- e
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per X'
(12) &u=9:.5:.'—f‘1'5; ioﬁB;E:—TJa

(dove appare chiaro il significato dei simboli)

si trova che le quantita ', 1" relative a X' sono date da:
(13) B+ B'=0,+0, ; 1+1'=0+0, 0+0'=log0,+0, —p—7)

Anche ¥’ & percid una superficie R ; e cosi pure X”. K facile
precisare tale proprietd giungendo al teorema seguente :

Le intersezions con un pano di due congruenze R, trasformate
di Luplace, sono proiezioni delle asintotiche di due superficie ', X',
che sono ancora superficie R, anzi sono falde focali di wuna nuova
congruenza W che si dira trasformata T della falda focale S comune
alle due congruenze iniziale, Vale anche il teorema duale, percho le
correlazioni portano superficie R in superficie Z.

§ 46. — Le congruenze di Wilezynski.

Ci chiediamo quando due congruenze aventi a comune una falda
focale S, su cui le loro sviluppabili segnano lo stesso sistema coniu-
gato, appartengono entrambe a complessi lineari.

Hntrambe le congruenze saranno W, pereid il sistema coniu-
gato sard un sistema R, le cui equazioni si potranno porre nella
forma w + v = cost.,, mentre & f3, = 7,. Le due congruenze si ot-
tengono ponendo

(1) A=B=¢"% oppure A=—B=¢t?
ove Pu=B , P=1.

Gli elementi della seconda congruenza saranno contrassegnati con
apici.
Per entrambe si caleolino ., A, N. Si trova subito :

(@) N = 22— 2900 — -+ 8+ 02— 0
+ 2‘Pﬂ 6!'_-2?"‘ Ou"_gbuu Jf- 201:0 + ‘]:pll T 4?29)1
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(3) N'= A"*(—20,, + 2p,, — ¢4 + ¢} + 65 — 62 4
+ 26?« ﬂv B 2‘Pu Bu T 2[}“1‘ + 2ﬂw) 3
donde, sottraendo :
1 s :
(4) =g (NeQ“’ — N'e Qq’) = (Puu — Pov)-

Sommando si trova invece:

(5) {— (Ne®® 4 N'e—%¢) = ;_ (9% — ¢2) —

1 1
. < (euu bty _2_- etli A ﬁev i pll) -I_ (Om e TJH Gﬁ e Tﬂ'ﬂ == pﬁﬂ)
ciod, ricordando la f,=1,, e i valori delle L,M definiti al
§ 16 D,
1 . SR AT
(6) T(Nezu-we 9¢)=T(?;_¢:)_L+M.

Le condizioni (14), (15) della teoria delle superficie (§ 16 D)
danno pertanto :

Mﬂ e (2TB° + E?v} s 2!?9(?mw — P4 Poo =
o 2‘?1: Puv — Pu | Pun "'_"‘1_' (NeQCP 3 N;c—zq‘)

donde, se N, N’ sono costanti, se ciod le nostre congruenze ap-
partengono a complessi lineari,

() M= —gt— gt = (N2 — N2 4

[V = funzione della sola v].
E similmente si trova:

@  L=—gh— gl (Ve — N LU

[U = funzione della sola u].
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Confrontando col precedente valore di L — M, se ne deduce
U=V ciod

9) U= V=m= cost,

Ora, se N ed N’ sono costanti :

e 1 : 5 ot Ne29 — N'e_g" ¥
Bwu e = m’ (?uu e ':Pnu) = a‘m‘ 4 !
Ne2® 4 N'e—2 ¢ o
s +2 — 0, 9. (Ne®? — N'e—29),

Se ne deduce facilmente che anche la terza condizione (5) del § 16 D
d’integrabilitd ¢ soddisfatta.
La nostra ricerca & ridotta allo studio della sola equazione :

(10) Puw — Pro = % ( Nel? — N’ 8_2‘?’)

Se una almeno delle citate congruenze W & degenere, se p. es.
N'= (), questa equazione si riduce alla nota equazione di Liouville

(11) Pun Poo = _'N 52?
4
/iy

il cui integrale generale & dato dalla e? = cost. JXL?" ove X @

funzione soltanto di w v ed ¥ di w — w.

Se nd N, nd N' sono nulli, allora, essendo ¢ determinato a
meno di una costante additiva A dalla do = Bdu - tdv, possiamo
sostituire ¢ -* & alla ¢ deducendone:

(12) Puw — Pov = %" (Negh 52:9 —— N’B_gk E_Q‘P) o

Scegliendo % in modo che Ne? = +N'e=2* i trova, molti-
plicando %, v per una stessa costante:

(13) Pue — Bon = 6(¢29 ™) (= 1)
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che & U equazione da cui dipende la ricerca delle superficie a curva-
tura costante ¢ da cui nel campo proietlivo dipende la ricerca delle
superficie su cui esisle un sistema contugalo le cui langenti defini-
scono due congruenze appartenenti enlrambe a complessi lineari,

Ricordo che le superficie a curvatura costante (cosi come le
deformate delle quadriche) sono (Bianchi) casi particolari di super-
ficie R; le tangenti a un qualsiasi sistema di linee di curvatura
di una superficie a curvatura costante sono W.

§ 47, — Congruenze W di cui una falda focale S é quadrica.

4) Primi teoremi,

Se 8 & una quadrica, ® B =1 =0. Dunque 4= U & fun-
zione della sola w, B = V della v. Le congruenze aventi una qua-
drica § per falda focale sono dunque quelle le cui sviluppabili inwvi-
luppano su di essa linee, che con le coniugate formano un sistema iso-
termo—coniugato.

Posto t=1, ye=u, =9, 2=uv,si ha 0 =p;;=7py=0
e quindi

() p=—U'—=V', \=—U'+V, N=U?—p2—-200"42VV"

A = 2VUH: s S 2U‘V‘H?
@) F=f+p=—5 Br ool obong o vamad

La seconda falda focale S @ rigala (.ﬁ'*—(———(}) soltanto se o U 2
funzione di secondo grado delle u, o0 V della v. Se p. es. 4= U ==
= au® - 2bu + ¢ (a, b, ¢ = cost.), allora

27" (au® 4 2bu -} c)

) "= Qlac—0o% + (72— 277

Dunque: Se una congruenza W ha per falde focali una quadrica
S ed una rigata S questa appartiene @ una congruenza lineare (per-
chd 1I’equazione 7= 0 ha due radici u = cost.), e le sue asintotiche
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curve appartengono ciascuna a un complesso lineare. Se S non ¢
rigata, ma S é sempre una quadrica, U identild

0%logl  o%logy  =-
(4) dudv ~ Audv il

prova. che le asinlotiche curve della seconda falda §, di qualungue
sislema siano, appartengono ciascuna ad un complesso lineare.

Il poi evidente che sono equivalentt © 3 fatli seguenti :

a) U e V sono polinomi di secondo grado; b) la congruenza
appartiene @ un complesso lineare ; ¢) anche la seconda falda focale
& una quadrica,

In tal caso con una trasform. lineare (reale o no; intera o
fratta) sulla » o una trasformazione analoga sulla v (ciod con una
proiettivita applicata ad ) potremo ridurre U ad 1 (se U= 0 ha
radici coincidenti che si mandano all’ec) oppure ad au (@ = cost.)
o similmente la ¥ ad 1 oppure ad av (a = cost.) Le linee du: U =
= dv: V saranno quindi riducibili ad uno dei tipi: » — v = cost.
(nel qual caso N = 0 e la seconda falda degenera in una retta)
oppure we™ " — cost, (h = cost.) oppure w: o' = cost. (h = cost.)

13) Interpretazione nella geometria non euclidea.

Assumeremo 8 come assoluto di una metrica non euclidea di
Cayley. Lo coordinate di un punto di S sono:

. T=— (U'+ V)~ 20U 4-uV) ; t=—(U'4V);
( Y=—(U"+V"u+2U i RB=— (U4 V)o4-27;

formole notevoli che danno in termini finiti per mezzo di una
funzione arbitraria U della w e V della » le equazioni di una

superficie S .
Posto

(6) =2V =V , yY=—V"V , d=0 t=1,

questo punto, al variare di v, descrive una curva €', Le equazioni
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precedenti che si possono scrivere :

T =ux 4+ U — U'uy' ; Y=uy' 4 QU —Uu);
(M

=l e : "'!'__= yf__ Ut

)

provano che: Le asinlotiche u = cost, di S sono tuile tra loro col-
lineari (proiettive a (') ; e altretlanto dicasi delle v = cost. Poichd
dalle precedenti equazioni segue che @¢{-— 7% & proporzionale ad
@'t — 'z segue che le collineazioni che portano un’ asintotica di S
in un’ allra asintolica dello stesso sistema lasciano invariata lo qua-
drica S, e nelle metrica di Cayley sopra definila si riducono ¢ mo-
vimenti, La tangento a una asintotica v = cost. di 'S incontra 8
in un punto &, 4 pZ, ove p & definito dalla:

@y + %) (f + pl) = (T + 0¥) (Fu + pr),
ossia :
(8) U”+ 2U'p + 2Up? = 0.

Le generatrici u = u, di 8 a cui si appoggia tale tangente
sono date dalla:

Yu + pY 1
9 Uy = e = Y~ —
©) 07 tutp2 b

che dipende esclusivamente dalla coordinata w del punto di 8, ove
si o tirato la tangente all’asinfotica » = cost, Dunque:

Le tangenti alle asintotiche (p, es. v == cost.) di un sistema
della S tirate per i punts di un’ asintotica (0= cost.) dell’altro siste-
ma incontrano S in una stessa coppia di generalrici (u == cost.), e
nella nostra metrica sono pertanto parallele di Clifford. (La funzione
U determina tale corrispondenza tra » e i due valori u,; signifi-
cato geometrico analogo ha la funzione V).

du
Le linee ——
tnee U
nostra congruenza hanno dungue per tangenti lali raggi che sono
anche langenti ad 3. Percid nella nostra metrica esse sono su B linee

di lunghesza wulla. Cid si, controlla col calcolo nel modo seguente:

- %’f’_ = 0 inviluppate su S dai raggi della
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Essendo 7 ¢ — Y% =—A4UV,1 elemento lineare di 8 nella nostra
metrica ¢, a meno di un fattore costante arbitrario :

il EAG RN e d( BN
(VUV) (VUV) (VUV) Juv
du dv AL s 12 1 1 PR rdt )

che si scompone appunto nel prodotto di due fattori, di cui il primo

do * . o
y» come si voleva verificare., Ma, osservando che

du
e e
anche il secondo & un differenziale esatto, si ha in piu:

Le superficie S sono nella metrica di Cayley superficie a cur-
vatura nulla. La congruenza W iniziale & quella delle tangenti al
J’Tu -} il:{_ =0 di lunghezza nulla; la
simmetria del risultato fa prevedere che anche le tangenti al secondo
sistema di linee di lunghezza nulle formano un’allra congruenza W
avente le stesse falde focali. Infatti per 8 o:

primo sistema di linee

(11) B=2VU0":N , 1=—2UV":N.
Affinchd le tangenti alle altre linee di lunghezza nulla

QUU” — U 2VV — P

EH: ——m— J
" U vV

(12)

=
I
U

formino una congruenza W & necessario che

aelogA_:§+ By o AN
dudv g f T e

equazione che si trova identicamente soddisfatta.

Oss. In un punto di S tiriamo le tangenti alle due linee di
lunghezza nulla, che ne escono ; esse incontreranno la quadrica in
due punti 4, B. Siano (w,v) le coordinate curvilinee di 4 ed
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(uy , v,) quelle di B. 8i trova che:

U Vv
(13) u1=u'—2—r)‘";- 1}1":1}—2?‘.

Cosl la U e la V si possono pensare anche come le funzioni
che definiscono la corrispondenza tra 4 e B, Il fatto che u, & fun-
zione della sola %, o v, della sola » dimostra in altro modo 1’ ul-
timo teorema oftenuto.

Questo teorema risulterd pure evidente, se si riesce a inver-
tire il penultimo, ciod a dimostrare : Condizione necessaria e suffi-
ciente affinché le tangentt « un sistema di linee di lunghezza nulla
(in una metrica di Cayley) per una superficic S formino una con-
gruenza W, & che S sia a curvatura nulla,

Adotlando i simboli della geom. metrica, indicando con 2, y, z, ¢
coordinate di Weierstrass, cosicchd Sa®= 1 (se Sa® = a® 4 * -}
+ 2% 12 = 0 & I"equazione dell’assoluto), sia

2Fdudy = S(da?)

I'elemento lineare di una superficie S riferita alle linee di lun-
ghezza nulla, Una tangente in un punto z di § alla » = cost.
incontrerd 1’assoluto & nel punto @,. Affinché questa congruenza
gia W @ necessario e sufficiente che 1’ equazione

(E“ Etm T‘Euu d:‘.E“) =0
delle asintotiche di & coincida eon la equazione
Ddu? 4 2D'dudv 4 D"dv® = (

delle asintotiche di S. Posto v = logh, le equazioni fondamentali
della teoria delle superficie danno :

(14) Zuu=puoutDE | Bue=—F2DE , =02, +D'E,

se & sono le coordinate di Weiersirass di piano tangente. Tenendo
conto di queste equazioni, ed escludendo al solito che S sia svi-
luppabile e che quindi possa essere D = D'= 0, si riconosce fa-
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cilmente che le precedenti equazioni coincidono soltanto se ¢, = 0,
ciod se la curvatura di S & nulla, come si doveva provare.

L’ equazione di Gauss per S prova allora che, in coordinate
u, v qualsiasi ,

(15) DD"— D'* = — (EG — )

E, poichd dalle formole della geometria non euclidea, si deduce :
(x 2, x, d*) (€ &, &, %) =

(16) = — (DD"— D'?) (Ddu® - 2D'dudv - D"dv*)?
(2 @, @, d*%)=|BG— F* (Ddu?--2D'dudv+D"dv?) ,

si ha nel nostro caso:

(D (w0 o, o, d%) =T (£ &, &, d%).

Ciod : Le coordinate di Weierstrass di punto e di piano tangente si
corrispondono (per le nostre superficie §) secondo la legge da noi
posta in generale al § 12 per ogni superficie. Questo teorema ha una
semplice interprefazione geometrica: La normale non euclidea della
nostra superficie cotnecide con la prima dirvetlrice di Wilczynski. In-
fatti, seritto 1’elemento lineare riferito alle asintotiche nella forma:

du® 4 2coswdudy | dv?,

il precedente teorema prova che la seconda forma di Gauss

2senwdudy

coincide con la nostra forma F,. La direttrice di Wilezynski ¢ la
retta congiungente @ ad

rE 1 dlogpa 1 dlogya
(18) X =:lf!.‘m——-_._]‘n_.;";......_7 Su 12 z,

0ve @, = senw ¢ B,y coincidono (come per la geom. euclidea)

coi valori di 121i e ? 212 . Poiché w,, = 0 (perchd [ 2 a cur-
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vatura nulla) il punto @” coincide con a,,, ciod per noti teor,
di geom. metrica, con — Fz -+ D'¢; la direttrice di Wilczynski
coincide percio con la retta (z, &), che & proprio la normale non
euclidea,

Tutti questi risultati dimostrano che le nostre superficie S coin-
cidono con quelle studiate dal Bianchi negli Annali di Matem.
Ser. 2, tomo 24, 1896, pag. 93. Nella mem. del Bianchi si trova
in pit dimostrato che: Le normali non cuclidee (ciod le prime di-
rettrict) di una delle nostre superficic formano ancora congruenze W ,
le cui falde focali somo ancora superficie del medesimo tipo. Viceversa
ognuna delle nosire superficie st pud pensare falda focale della con-
gruenza delle prime direltrici dv un’ altra superficie del medesimo tipo.

() Inversione dei teoremi dati in 4.

Invertendo il significato delle S, S cerchiamo di provare, se
possibile, i reciproci dei teoremi dati in 4. Il primo si enuncerebbe :
Se S & una swperficic non igata le ocuwi asinloliche appartengono
ciascuna ad un complesso lineare, allora S ¢ falda focale di congruenze
W, d&i cui Vallra falda S ¢ wna gquadrica; vedremo che gquesto
teorema mon si pud dire sempre vero, perché pud capitare che S de-
generi (caso in cui il teorema non ha senso), Nelle nostre ipotesi

a*logfl i A
(19) B=1; W:ﬁz donde B=yU'V': (U--V) (cfr. § 18 B, 0)

Se S deve essere una quadrica, ciod se deve essere f=7=0,
SArd :

= BN - A 7N
20 i, i e — = g Sy
@0) B=p+p=—— G, B=1=7+7 TN
Poichd
(21) 4, = — Bf By, = — Ap
sard
iy N. A,

R



[§ 47, 0] CONGRUENZE, CONGRUENZE | B TRASFOR. PER CONGR. T 273

e quindi per la (22) del § 42

(21) 4or By: B=2§,:p Ay vid =Byt B
Percid
U ed X fanzioni della sola u
R i T s (Vadl’ » > v)
(23) (BY) = —fX  (BX)y = —p°7,
donde :
XL, / yo'v'
(24) PpY = TV -+ funzione della sola u = TV i
yv : yov’
(2b) X = TV - funzione della sola v = TIV X

Wr-xv . | TR :
Percid o e dev’essero funzione sia della sola w,
che della sola v, e percid deve essere costante. Quindi :
(26) XU =—HU+ K , YV =HV+K (H,K = cost.)
e quindi :

yor O S
ey a=@rin  B= U+V( HU + K).

Scegliamo coordinate omogenee tali che @y, =1 : . Sard allora:

s T R

(29) N = 44%py; — 4B py,.
Nella nostra ipotesi per |ay|=€® 8:

2 al 2
@B0) L= —i;::-f—p __;_(h%&_gﬁ_) — 2py, © analoga per M.

Fumny o ¢ron, Loxioni di Geomelria proiettivo-differenxiale 18
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Confrontando coi valori di L, M dedotti al § 18 O, si trovano
i valori di pyy, Ppp; © se ne deduce il valore di N. Si trova cosi:

ey NCEVE @y K202+ G — WU+ 9] +

+ (— HU + KR [kV2 4 (b — 1)V + p] ,

ove h , k1, psono costanti dipendenti dalla superficie S considerata.
Poiche le f=7=0 equivalgono alle N,:N=B,:B e
Ny: N=4,: 4, dovrd essere

N—p HY + K)(—HU + K)

U+7V (con P = cost.)

(32)

Identificando i due valori trovati per N, se ne deduce:

H¥h — 1) — 2kHK=-—-§—H2,
] P
(33) | K}(h—1)— 2pHK = —2-—K2,
: 2
kK® — pH? = — ?KH.

La prima divisa per H si riduce alla seguente formola (che sus-
siste (*) anche se H = 0):

(34) H(h—1)— 2 K= — 2 H.

In modo simile si trova:

P
(34) s K (h—1) —2pH = 5 K.

(") Se H=0, 6 K¥F0, perchd altrimenti 0 U'= V'=0 (caso assurdo,
perché ne seguirebbe §=y =0, ciod che & ¢ una quadrica contro 1’ ipotesi)
oppure A = B =0, caso in cui le S, S coinciderebbero contro I’ ipotesi.
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E queste due equazioni equivalgono alle tre precedenti. Eli-
minando le H, K, non contemporaneamente nulle, come abbiamo
gid osservato, se ne deduce:

Pe
{35) (h—1)® — 4kp = e
che determina P a meno del segno; per ogni valore di P si deter-
minano poi le H, K dalle formole precedenti, Quindi, com’era
prevedibile, ognuna delle nosire superficie S é falda focale di due
congruenze W aventi per seconda falda focale wna quadrica. 11
teorema ha eccezione nel caso (h—1)* —4dbp=0; le congruenze
W corrispondenti (essendo P = 0) hanno N uguale a zero, ¢ percid
hanno una scconda falda focale degemere. Questo avviene in parti-
colare se k=h—Il=p=0, ciod se la superficie apparltiene al
caso limite di Tzitzeica-Wilezynski,

Quanto alle rigate S di una congruenza lineare, si noti che,
scegliendo opportunamente i parametri delle asintotiche e il fattore
di proporzionalitd delle coordinate omogenee, si pud rendere :

(86) ap=1, 0=0, pjy=p=0, y==2bu+c (b,c=cost) (¥

e quindi, per le condizioni d’integrabilitd, py, & funzione della sola v.
Indicando con U, V funzioni della sola %, o della sola v, si trae:

(87) Bz T} A= —(2bu+c)V+U
Se si vuole che la corrispondente congruenza W abbia per seconda
falda focale una quadrica (B == 7 = 0), dovra essere:

(38) N,=0 '{=2bu+c=(2b“+:’)jp‘_U

N3
N
ossia

N N
9 P Y miat | ot v 1T i
(2bu +c)(v VN) U

(*) Si suppone qui che una delle direttrici sia I’ nsintotica u=ow. Al-
trimenti ¢ sarebbe un polinomio di 2° grado in w,
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con N funzione della sola ». Dunque U == k (2bu +- ¢) con k= cost.;
e percio, aggiungendo a ¥ una costante, potremo supporre U= 0.
E la precedente equazione diventa N = AV con k= cost, Vediamo
dunque quando dalle:

(89) B=7V'; A=—(2bu-c)V segue N=~hV con h= cost.
Esplicitando il valore di N si trova
(40) BV = 463V — V"3 — 2V (2bV' — V" + 2V'pyy)

Data una rigata apparlenente a una congruenza lineare, ad ogni
soluzione V di questa equazione (purchd V # cost; perchd B3 0) cor-
risponde una congruenza W, le cui falde focali si riducono alla dala
rigata ed a una quadrica. (Due soluzioni V proporzionali indivi-
duano la stessa congruenza).

§ 48. — Congruenze W con le due falde rigate (non quadriche)

Siano S ed S rigate; e sia B=0, 7= 0, cosicchd le v = cost.
sono asintotiche su 8, le w= cost. su 8, Le formole che danno
B-}--ﬁ- e 7 7 si riducono a:

AV s R N e
(1) f= —~- =" ossia o =

=18
2| =

L’ equazione (22) (§ 42) in N diventa pertanto :

NN, d*logN
(2) o BN, =0 ossia N,,——57"=0 ossia == =0,

che per le precedenti da:

d*logB : 0%logB &
(8) e =0 donde W—O )

(*) Infatti la Byy==— 4p, - Bpy da b’w+d§u=0 e per la precedente

equazione del testo AR.=—— Ii“i?l = Af “B o osgia Bo:f=DBy: B,
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Cambiando il parametro « potremo ridurre § ad una funzione
della sola » (necessariamente un polinomio al massimo di secondo
grado, se il parametro di » & stato scelto opportunamente), e la S
¢ una rigata di una congruenza lineare, cosicch® si pud supporre:

(4) O=pyp=0, pu=pu(); B=2b-|c (b c=cost)

Dalle (1) del § 42 si deduce, indicando con U o ¥ una fun-
zione della sola v o :

(b) A=TU' B=—Up4+V
dove, per la (logB),,=0, essendo U’'=A%0, deve essere V=f-|-cost.
Mutando dunque U in U -} cost, sard:

(6) A=U B=—US,

Basta calcolare N per dedurne che N & funzione della sola

e che quindi anche 7= 0. Dunque si ha il teorema di Segre:

Se le due falde di una congruenza W sono rigate, e alle asin-
lotiche curve della prima corrispondono gencralrici della seconda, questa
seconda falde @ una quadrica e possiede pertanto wn altro sistema
di generalrici, a cui corrispondono le relte delle prima falda focale.
Escluse dunque le gia studiate congruenze W, di cui una falda
focale & quadrica, per studiare le congruenze W a falde foeali ri-
gate, basterd studiare ol caso che sulle due falde focali si corrispon-
dano le generalrici, che p. e, 7= ?——* 0,

Potremo supporre 0= 1, f = —p,0* 403049y, pyy=py+vpe
ove le p, sono funzioni della sola w, e infine py=0. Le equa-
zioni fondamentali dicono che 4 & funzione della sola w, e che,
posto

dg, e
R‘; = - A?’H
si ha:
(7 B = o) + qv* + g0 —q, .

Dobbiamo ora esprimere che _'; ¢ nullo come y. Ricordando
il valore di 7 -7, cid equivale a dire che N,=0. Esplicitando



alla @ =0, quando si aggiungano alle g; opportune costanti. Data
una superficie rigata con le sole integrazioni necessarie al calcolo
delle q si trovano le congruenze W, di cui essa ¢ falda focale, e la
seconda falda é pure rigata,

§ 49. — Superficie trasformate delle rigate

con congruenze w.

Sia § rigata, e precisamente sia f=0. Sari:

BN ; 3
= ossia B“=B§— ;

e T N

I’ equazione in N diventa cosi:

Mgy g gl logly o
N,..,MT\?N,,_N[!T ossia m—__ﬁ-r

donde, per le precedenti

d%log B
dudv
= —ABB, - By ciod B,:f=B,:B, e infine, per le prece-

denti
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il valore di N, si trova che la N,=0 equivale a ¢"'(v) = 0, ciod
= fv ossia BB,,=B,B,+B*3y ossia (— 4B, Bpy)B=

) TRy (0 B0).

Se una superficie S (non rigala) ¢ trasformala con una con-
gruenza W in une rigata S, le asintotiche di 8 che corrispondono
alle generatrici di S apparlengono a complessi lineari (Segre).

I metodi qui svolti permettono di dimostrare facilmente il
teorema reciproco: Se le asnlotiche di wun dalo sistema di una
superficie S appartengono ciascuna a un complesso lineare, la S
o trasformate di una S rigala, le cui generalvici corrispondono
a tali asinfotiche. Questo teorema ci da un metodo geomelrico per
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trovare tutte le superficie, di cui un sistema di asintotiche & formato
da linee appartenenti a complessi lineari. Questo metodo, come nel
precedente §, richiede le sole quadrature necessarie a deferminare
le ¢ (e lascia la @(v) del citato § completamente indeterminata).
Supponiamo dunque che valga la (1). Come sopra si riconosce

che imporre la condizione =0 equivale a imporre che sia

(2) Nyl s=/BL 1B
da cui segue:
() Bu:B= B,: B

che dovremo ricordare assieme alle:
Ay=—By, B,=—Ap
1 B
) Au=_l"—Aﬂu"__ﬁ'(Bv+BBu)
dove la p. si riguarda come nuova incognita. Si deve dimostrare

che si pud trovare p in guisa che (3), (4) risultino integrabili e
compatibili con (2). La condizione d’integrabilitd di soltanto:

(5) o= B (fu + 70,) — 4 (O + B7) — g (Bo -1 BOo)y «

La (2), per ln 8= N, o per Ia (6) dol § 44 da:
. N
(6) e O s+ B — 1 (o +- B00) = — 558

ove, usando per semplicitd coordinate non omogenee (py = 0), si ha:
. B
N = 24py— 2By, -+ p* + 2 B (B -+ [360)

cosicchd la (6) si riduce a:

A o
(?) Peaine + (‘}}‘ Bu— Uu) o 213—3 P = 0.



280 CAPITOLO QUINTO [§ 50]

Le condizioni d’ integrabilitd delle (3), (4), (5), (7) si riducono
a quelle relative alla (5), (7). Da (5) si trae derivando, come po-
tevamo aspettarci (§ 44), I’ equazione di Moutard

(8) Paw = (O + B

I valori di pyu dedotti da (7), (8) si riconoscono identicamente
uguali, appena si ricordino le condizioni d’integrabilita della teoria
delle superficie, e la identita

A 8*log B
(‘Eﬁ“""),— oger e Y

In conclusione dunque restano arbitrari i valori iniziali delle
A, B, p,y pu; €, poichd, solo moltiplicandoli per una stessa costante,
la congruenza non varia, si ha il teorema (F.) che una delle
nosire superficie ¢ falda focale di = ? congruenze W, di cui la se-
conda falda ¢ rigata,

§ 50, — Composizione di Bianchi di due congruenze W.

Siano date due congruenze W aventi una stessa falda focale
8. Ne indicheremo gli elementi caratteristici con A4, By, p,, A, Ny
per i=1,2, Se 2;, z; sono due costanti, anche A=z, 4, 42,4,
e B =2z, B, -}z, By, soddisfacendo alle (1) del § 44, individueranno
una congruenza W ; e chiaramente il relativo valore di N sard
N= N2+ Nig2323+ Npz, ove:

(1) Nyg=Ngy= A pa+hpg+8(4, 4304 + B, By pgg) +

Op oy Oty 0Py
"{"2( "‘E"Aq"_“_‘Bl a'ﬂ Bg‘a? .

Invece il valore corrispondente di § & la funzione z,8, -z, S,
lineare in z;.
z, 0N,

B2
La 2‘11.1\7“_21181-1-«12.51'a 2AE+2A 7 diventa
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e P el B R L TR R B
2(2,4, - 24,) R R T 24, du ' 24, ou

cosicch® varra la:

% oM,y _ AyoN, 4 8N,
du A, 0u ' A, ou’

ingieme all’ analoga :

N, B, 31\1
(3) v B, + 6@; B

Sorge dunque spontanea 1’ idea di porre
(4) N!a = "l" 9 y

dove le funzioni w, @ sono definite dalle:

—_ e = = i} vpsied] —
o= G = 248, Q=3 G = 2.8,
(5)

Che cid sia legittimo si deduce da cid che, in virth dell’ equazione
cui soddisfa N, , le condizioni d’ integrabilita per le equazione in
o sono soddisfatte. Si trova infatti :

A, 0N, By aN,

() g 4, ou’

Poniamo ora:

Ty = 00X + ( M“’:—zfls 8271 + 2B, ?;:‘)
(7)

Bx,

)

Sostituendo alle @ = &, e loro derivate i valori dedotti dalle
(), (7), (8) del § 42 per A= 4,, B= B, si trova: .

(219 + 29) =2(0 +Q2—N)=0.
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Trattandosi di coordinate omogenee, se ne deduce che i punti
#y9, T, coincidono.

Sostituendo ad « il valore dedotto dalla (10) § 42, ponendo
A=A1, B=Bl, si trova:

Bxl

A A
(8) a:l,=a:l( la+m1) - (_2A,+21—V-iw)+

G 2B,
+ 5 (2B —e)

Ciod il punto @, si trova nel piano tangente ad 8, nel punto
#,, © simultaneamente anche nel piano tangente ad S, nel punto @,.
Poichd, posto

1] wl
9 Adi=-—4, +Em, Bi= B,— N; 0= =—N+—5 -1,
M I_P'a“i‘wp'l
8i ha:
aA' B, dlogN ’ By .
(10) =1Bi+— ﬁ') —>—LBi=—1,B; e %:—Alﬁu

la retta congiungente »; ad @,, descrive una congruenza W. E
sard provato che x,, ne @ il secondo fuoco, se si osserva che, in

virth della €% = a; =aN= Ne, vale la:

,__04] 4B , dloga, , dloga,
(11) l"i““'""'“é;‘_ﬁ"— $eao r — B it
che appunto corrisponde alla (4) del § 42.
Si ha pure:
S
. 8= —8, QN—I
i 7= 7y— 02
1= 19 N,

Poichd o & definito dalle (5) a meno di una costante arbitraria
wdditiva, segue : '
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Se S & trasformata W (ciod trasformata con congruenze W)
di altre due superficie S, ed 8,, esistono o' superficie S, che sono
trasformate W sia di S, che di Sy, che di tutle le o' superficie
trasformate 'W delle S mediante le congruenze W definite dalle:
A=z, Ay +7yAq ¢ B=2,B, + 2,B,. Tali superficie si determinano
con una quadratura.

Si ha Ni=A{pi+24 (Bl 4- 241w {“) - 2B} (?9—1—231 ug)dove
le =™ sono calcolate per la superficie S,. Sostituendo alle A, pi

ece, i loro valori si trova:

wl

(13) N"“‘_I‘Nm'T““Na”"‘“N‘I; (Nyp=0+0Q).

+N’

§ 51. — Le trasformazioni W di Fubini

delle superficie isotermo-asintotiche.

Quando mai sulle falde focalt di wna congruenza 8t corrispon-
dono le linee di Darbouwx ? In tal caso si corrisponderanno anche
le asintotiche, Hessiano di queste, e la congruenza sara W, Con
le precedenti notazioni la fattaci domanda equivale a chiederci
quando sari

A ;
(1) p:B= 7:v ossia N, — A N‘,—Ej—=?:1 ossia BS:— AT=fy,

ossia, per le (b), (6), (7) del § 44, usando per la prima falda focale
coordinate non omogenee, e qmndt ponendo p,, = Py == 0, quando

¢ (essendo p un fattore di
P O P B — T 0= P | proporzionalitd)
T p
(@) o —(Ouo -+ Fr) .= 0 b ¥ Bl n.

i 1 T
Pow =+ 7 s — O po—Tgglp = p — P=—gpNy=—p—
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da ricordare insieme alle :

Ao = BT B“ = Aﬁ

24y = —p—A—240, 2B, =\—p.— 286,
Ay == P -+ 2B(euv o B1)—2A (Bﬁ v ﬁv )

Ay = — Py — 24 (O - B7) + 23(7[)“ + Tu )

(3)

donde, se consideriamo A4, B, ), p. tutte come incognite, si hanno
come condizione di integrabiliti la seconda delle (2), come gid
sappiamo, oltre alle condizioni di integrabilitd delle prime tre

equazioni nella sola p., che si trovano (per la 4, = — By) essere:
pe [
5 dlog A5 _(?log AB o
D i |y
c’?"‘log—[i

Sard dunque

= 0; e, mutando i parametri delle u, v, si
AB
¢

di ¥. (escluso il caso elementare p = 0):

dudv

potrd supporre B =1, e quindi p=1% . 8i ha dunque il teor.

Tulte ¢ sole le superficie isolermo—asintotiche sono falde focals
di una congruenza sulle cui falde st corrispondono le linee di Darbouz.
Se S ¢ isotermo asintolica, una di tali congruenze avente S per
prima falda focale & determinata dai valori iniziali di 4, B, )\,
Py Py o © dal valore di k. Ma, poichd, moltiplicando 4, B, )\,
per uno stesso fattore, la congruenza non cambia, una superficie
isolermo — asintolica ¢ falda focale di o® congruenze della specie
volula, la cui seconda falda focale @ ancora isolermo—asintotica.
Quesfo teor. da una trasformazione per congruenze W delle super-
ficie isotermo-asintotiche, per cui la Sig.* Ragazzoni ha dimostrato
il teorema di permutabilita, che segue immediatamente dalle nostre
formole, Dalle precedenti (S = pB: B = kd, T'= —kB) segue

(*) Resta escluso il caso p =0, che & il caso elementaro delle con-
gruenze W appartenenti a un complesso lineare, e che hanno per falde focali
due superficie reciproche.
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(6) N, =2k4%, N, = 2kB?

Siano date due di queste congruenze W, di cui § & prima
falda focale, corrispondenti ai valori k,, &, della & Dalla (2) del
§ 50 segue:

: JN
(b) ; Tt:z =°(f‘1+k2)A1A2

oltre alla analoga in v.

Le w, =2kyA4,4,, 0, =2k, B, B, provano che m——k + , Nys+c

ove ¢=cost. (so k, 4 k,40). Per le nosire congruenze la o, ¢ le
relalive superficie del leorema di permulabilita si trovano senza
quadrature (se k, - ky%0). Vediamo se tra esse ce n’ & ancora
qualcuna isotermo — asintotica.
Dovra essero :
aN; aN;

4 —
(7) o = 14, - =1B;* (Il =cost.)

ciod : _
0 w* ® Aym\*? ;
(8) = (N2 - N E-Nm) =1 (— 4, + Tl-) e analoga in v,

Queste equazioni sono soddisfatte soltanto per I = kg, c¢= 0.

Se S, ed S, sono superficic isotermo-asintotiche trasformate W
di wna superficie S isolermo-asintotica, tra le superficie Sy del
teorema di permutabilite (nel caso k&, +ky%0) ve ne ¢ una sola
isolermo—asintotica che st delermina senza quadrature, Quindi, come
nelle classiche trasformazioni del Bianchi, se di una superficie S
isolermo-asinlolica si conoscono le irasformate per congruenze W,
U applicazione successiva a queste wltime delle trasformazions pey
congruenze W 8i esegue in termini finili (senza neanche integrazions),

Anche il caso &y -+ k=10 si studia facilmente, come ha os-

servato Cech. Se /&y 4 ka =0, allora:

oN] 6 w |8
(8 = —_ Ly
@ o au( A Nn) 2k2( 4540 NIA,) F

A A,y
‘J"‘ Zka"ﬁ:"NIg( (U-A‘—rl)
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d.N; w B,
(9) ui »-—_2Ic( B ) Oty L N (B-— —)
) ut 3 a 2+N1 A ”N 12| Pa "-‘N]
(10) 3:7-3:7:2 = 3;::” =0 Nj=cost.

come segue immediatamente dalle precedenti equazioni. Dunque
le (7) saranno identicamente soddisfatte per Nyg=0: ¢ in (tal
caso tutte le ool superficie del teorema di permulabilita, determinabili
per quadrature, saranno isotermo—asintotiche. (Invece, se N, % 0,
nessuna sard tale).

Delle superficie isotermo asintotiche & caso particolare inte-
ressante quello delle superficie di Tzitzeica - Wilezynski. Nel caso
di queste, supposto pyy = Py =0, si hanno le:

1 OMogR Rt

amm—ﬁ"» “nou =fi ——B': Tyy =Tgg =0,

Le precedenti equazioni si riducono alle:

4 B — kd 0
l-'ﬂm I B == “JI'BP'V g ll'“" B P"

- B A
P‘w+%—p-p+f3pazs=—*k3 =2 = —p =2
4 > i A __H)\—}—p.
A, =— B B, =—Af - log?;—— 54
D R vt
W% E = 2B

E, se poniamo :

4h

tutte queste equazioni si riducono alle :

" 147
!-’mu+% F-u+‘—‘_f:‘ﬁl-|14 =1 Pup— — p=
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v 1—h
M+“%“P-v+1+£ﬁll-u20-

Se ne deduce :

Neh(pt—2Bpupe), Moo= 2hatt ot —okas,

1—h
> 1—4 oy
Nv—thﬂﬁM
e si ha:
- hBp?
p='—__Fv’i'

Poichd B soddisfa alla stessa equazione cui soddisfa §, anche
la seconda falda focale & una superficie di Tzitzeica ~ Wilezynski,
Questo caso particolare delle nostre trasformazioni & stato scoperto
da l'zitzeica, che ha pure enunciato per esso il teorema di per-
mutabilita.

§ 2. — Le trasformazioni di Ionas
per congruenze W delle superficie Z.

Sia S una superficie B, ciod sia B, =1, . La teoria che svol-
geremo si applica (Cech) anche al caso B, = Uy, con = cost.}
equazione che, se !4 0, si riduce facilmente alla precedente, mentre,
ge 1=0, si pud ridurre alla f=1. Entrambe queste classi di
superficie si presentano nella teoria delle deformazioni proiettive
di una superficie. Supposto dunque p, = ¥, , noi ci chiediamo
quando avviene che anche la seconda falda focale & R, e preci-

samente quando ® anche B, = 7, ossia (B 4 B)o= (1 + 7). ossia:
4N _(B N
BaNgus N4 Nofy

che, in virti della equazione 22 del § 42 relativa ad N, si pud
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serivere : ;

(1) %(JX; __310g(B£-—A2))+ _ﬁi(&malug(Bz—A”))=0
ou N\N v

equazione a cui si soddisfa, se

@) N =k(B*— 4% con k= cost.30.

[Resta posta la questione se & possibile soddisfarvi in altro modo
compatibile con le formole della teoria delle congruenze W], Da
(2) segue:

3) 8= Ny = —h(BB + 4u)
1
T =— 5 No=—hk(d1+B,)

E le equazioni (6), (7) del § 44 diventano, supposte le coordinate
non omogenee (p;=0):

oo — 0y P By — Ty o =— k[zl,, -4~ Bp)
(4) Py = (ET - U“,p) W
o — Oy by 1 o — gy = — K (B, + 4p)

Le (4) insieme alle equazioni del § 44, considerate come equa-
zioni nelle incognite 4, B, ), p sono illimitatamente integrabili [cid
che dimostra che & lecito I’ aver fatto I’ ipotesi (2)]. Bisogna ora
vedere se da tali equazioni segue-la (2), Confrontando le (4) con
le equaz. citate, si deduce che dalle nostre equazioni seguono le
(3), ciod le equazioni ottenute derivando (2). Basterd percio che
(2) sia soddisfatla mel punto iniziale perché sia identicamente sod-
disfatia,

Poiche, moltiplicando 4, B, p. per uno stesso fattore, la con-
gruenza non varia, e sono arbitrarii i valori iniziali di A, p, pu,
oy 4, B legati soltanto da (2), segue che per ogni wvalore di k vi
sono »' congruenze W del tipo cercalo, la cui seconda falda focale
é ancora una superficie R.
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Siano k,, &, due valori della costante %k, ed 4,, B,, ecc.

(i=1,2) due sistemi di valori corrispondenti delle 4, B, ecc. B :

i oA A
ﬁ(AzAz_Ban) =4’11("'-:-,?2 o Bsﬁ)'i' 4, ("a"‘f =3 Blp) =

Al aNa A2 3N1 Ca gu Wy,

~ - Shady 0% 2kl O 2k, 2k,

ciod

(5) "é%[zk]s! —!- 2ksm “}" 4kl ks (A] A2 e BI B'ﬂ)] = 0 .

Da questa e dalla formola analoga per %—, si deduce :

(6) 2%y Q + 2k I 4k, kg(A, 43 — B, By) = H = cost.
da considerarsi insieme alla gid nota :
(M) Q4 0=Ny.

Percio, se k;Fky, le @ ed o si trovano senza quadrature.
Ciod: Se 8, ed S, sono due superficie R trasformate di una wunica
Superficie S dello stesso tipo mediante congruenze W, si lrovano, se
keyk by, le oo superficie S,y del teorema di permutabilits senza qua-
drature. Vediamo se tra di esse vi ® un’altra superficie R trasfor-
mata di 8, ed 8, mediante congruenze di lonas. Basterd vedere

; ¢ R
86 per qualche valore di H la N1=N,—% differisce per un
- §
fattore costante dalla:

2
Bi® — 4]* = B— A} + 1 (Bl — Af) — 2 (B By— 4, 4y) =
1 1
- N, w? w ( H Q BJ)
il Y oy i N e W
B TR TN ek B ok

Cid avviene solo per H = 0. Dunque per queste trasformazions
vale, se k,Fky, il teorema di permutabilite (Ionas).
Se ky=ky, le superficie S,y si trovano (come avviene in

Fusint o Cuon, Loxtoni di Geometria proiottivo-differenxiale, 19
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generale, § 50) con quadrature. Se la costante H (a cui non si pud
pitt dare un valore arbitrario) & nulla, tuile quesle o' superficie
S.s sono ancora superficie R; se invece H0, le congruenze che da
S, od S, conducono ad una 8,y non sono mai del tipo wvolulo, e il
teorema di permutabilita é in tale caso falso. (*)

§ 53. — Le trasformazioni di Ionas

delle superficie di Ionas.

In certo qual senso reciproca della precedente & la trasforma-
zione per le superficie di Tonas (§ 17 B), che lo lonas stesso ha dato
nei Sitzungsber. der Berl, Mathem. Gescllschaft (XIX Jahrgang, 1919).
Queste superficie sono caratterizzate da questo, che i parametri u, v
delle asintotiche si possono scegliere in guisa che [, = 7, , ossia
che esista una funzione ¢ tale che

dyp = vdu 4 fdv,

Il sig. Tonas ha osservato che in tal caso et¥ (Adu + Bdv) &
un differenziale esatto, che ciod il sistema coniugalo, armonico @
quello delle sviluppabili di una qualsiasi congruenza W avente la dala
superficie di Ionas per falda focale, si pud delerminare con sole qua-
drature, Le equazioni per A, B, 8, 7' diventano nel caso attuale:

(1) SU == H‘CP"' Tu == S‘P“ .
@) A, =— By, B, =— Ag,.

Si soddisfa alle seconde ponendo (in modo per cosi dire re-
ciproco di quello definito dalle (3) del precedente §):

(8) A= k(Sy— Tpu) B=WTy— Spy) (k= cost.)

(*) Per qualche ulteriore proprietd di queste superficie cfr. fonas «Ueber
die Konstruetion der W Kongruenxen» (Jahresber, d. D. Math, Ver., tomo
29, (1920) pag. 64).
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Dalla N, = 248 e analoga per N, si trae

(4) N=kS*—1T%+h (h = cost.)
donde

S8y — T'y)
(8* — T™) + cost.

B+p=2 e analoga per 7 4 7.

Anche la seconda falda focale sard una superficie di Ionas,
ciod

(B + B)dv + (v + 7)du

sard un differenziale esatto d(p - %) soltanto se A== 0. In tal caso
infatti

- * Tig, — 287
fo+E=B+B=2p 2Tt =
; TS—ST 2 T4 8
L aaley . T G Rl R e

che insieme all’analoga per 7 4 da:

T+ 8 (ove non ha importanza
r — p—
() ? = log g T7—8 una costante additiva).

Per trovare dunque le trasformazioni di Tonas bastera scrivere
le (1), (3), pensate come equazioni che dinno le derivate prime
delle 8, 7' pensate come nuove incognite, le (1) e le (2) del § 44
destinate a darci le derivate prime di 4, B, le (3) e le (4) del
§ 44 destinate a dare le derivate prime di A e le derivate seconde
di p. La (4) ove sia posto h=0 & una condizione relativa ai valori
iniziali. Per ogni valore di k esistono oo ® congruenze che trasformano
la data superficie di Ionas in allre superficie di Ionas.

Siano ora due congruenze di Ionas aventi la stessa prima falda
focale, e siano %, 4, B, ece. (i=1, 2)1i valori delle k, 4, B...
per le due congruenze. Sard

d
"‘5,;“(31‘92— Ty To) = 8, Typp + ST o — Ty Ty — Ty Ty ==
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Bl Bz Qu Wy
= e —— T —_— T IR — —_——
BT AT T B
Da questa e dalla analoga in -—5'2? si deduce :
(6) R Py g R IS I BT i
R T ] RS T

Percio, per la @ + Q= Ny, si trae: Se k;Fk; le ool su-
perficie S,y del tcorema di permulabilite, generale si deducono senza
quadrature.

Vediamo se tra esse vi & ancora una superficie di Ionas,
0 pin precisamente se tra le congruenze che portano S; od 8, in
una delle S,, ve n’@& ancora una dello stesso tipo delle precedenti.
I corrispondenti valori delle N, 8, 7' sono:

P L) e S Lt o L
(?) Nl'"_N'.!_ Nl 'J'Sl'_‘ 82-1—9 Nl 111_T2 QN]
donde :
N, Q; N, Q /9 [0
[l VS sk M i LSl Ve o S W P A0 TS it
A e N 2N1(2fc1+ o, +G)

che, a meno di un fattore costante, coincide con Ny soltanto se O=0.
I lcoremi di permutabilila, enunciali al precedente §, wvalgono
dungue tnalteraty anche per le alluali trasformaziond.

Tra le altre osserv. dello Ionas, per eui rinviamo il lettore
alla Mem. originale, & specialmente notevole la seguente. Le equa-
zioni S, = T8, T, = Sy sorgono dal problema di determinare i
sistemi coniugati ad invarianti uguali; poiche le nostre superficie
sono caratterizzate dall’averne due armonici tra loro (du®- dv®=0),
ad essi corrispondono due soluzioni delle nostre equazioni, che si
riconoscono facilmente essere le:

9= =¥ 9= Pes g™,

Le corrispondenti congruenze W si determinano con quadra-
ture; e la loro seconda falda focale & ancora una superficie di
Ionas. Lo Ionas ha anche studiato la composizione delle trasforma-
zioni cosi definite con le precedenti.




[§ b4] OONGRUENZE, CONGRUENZE T/ E TRASFOR. PER CONGR. W 203

§ 64. — Il teorema di Fubini

per le trasformazioni delle superficie R.

Per una congruenza K di Ionas &:
(1) Ne= M+ 24(py + 24py,) —2B(py + 2Bpyy) = (B> — 4%).

Ora, conservati i valori di 6, B, 7 (soddisfacenti alla B, = 1,),
ma, sostituiti alle p, le pf; = py + -i—k (¢=1, 2) si definisce

una superficie 8’ proiettivamente applicabile su &, perche, per la
v = "u , continuano a essere soddisfatte le condizioni d’integrabilita
della teoria delle superficie. Deformando 8 in §', la congruenza K
va in una congruenza K' avente S’ per prima falda focale, che
corrisponde agli stessi valori di 4, B, p, A, ma per cui N ha il
valore

@) N'=Ms + 24 (pu -+ 24p},) — 2B(py -+ 2Bpy).

Ricordando i valori di p), e di NN, se ne deduce che N'=0,
cosicchd K' ha una retta per seconda falda focale; e viceversa se
K' » una congruenza avente S' ed una retta per falde focali, la
precedente congruenza K & di Ionas. Quindi: Tutte le congruenze
K di Ionas aventi per falda focale wna superficie S del tipo R si
oltengono costrucndo le congruenze K' aventi per falde focali una su-
perficie S applicabile proiettivamente su'S ed una retla qualungue r.
Applicando 8' su S, la K' diventa wna congruenza K di Ionas ;
le o congruenze corrispondenti ad una slessa S' sono le ' con-
gruenze corrispondenti ad uno stesso valore della costante k. Anzi da
questo teorema risulta senza caleoli evidente che & lecito porre
N = k(B — 42),

Conosciula una S' applicabile su 8, con sole derivazioni si cal-
colano w* congruenze di Ionas, di cut S ed un’allra superficie S
del tipo R sono falde focali e alire w* congruenze dello slesso lipo
per cui S' ed un’ altra superficie S' del tipo R sono falde focali.

Con le stesse notazioni una congruenza di Ionas avente S per
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prima falda focale, alla quale corrisponda la costante %, diventa,
quando S si deforma in &', una congruenza a cui corrisponde la
costante %, — k.

Una osservazione sulla teoria delle congruenze W.

Bia g(w , ») = cost. 1’ equaz, delle linee Bdu — Adv =0 inviluppate su S
dalle sviluppabili di una congruenza W, Moltiplicando le @,y , , ¢ per uno

stesso fattore p (e qulndl G = eﬂ per p‘), il nuovo valore p’ dl i sard
p—24 PT" — 2B -—E—, che potremo in infiniti modi rendere nullo con oppor-

tuna scelta della p.
Be a’jy ¢ il corrispondente valore di @,,, sarvd:

(A& 9w+ (Baig)o = 0.

Percid a’y (Bdu — Adp) sard un differenziale esatto; e quindi

et _{?i‘:P)_‘fV_ e G )pu
@1q @'y

con ((p) funzione della ¢, variabile al variare della p. Serivendo fG[cp)d.q:

al posto di ¢, si potrebbe rendere G(yp)=1. Le equaxioni cui soddisfano
A, B diventano :

Puw = 0"y ¢u + Popv , v = 0"v Pv + YPu ,

che differiscono da quelle cui soddisfano le x, perché manca il termine py X.

D' ora in poi sopprimeremo I'apice in @'y, 0, p'=0, Il probloma di de-
terminare lo congruenze W di data falda focale § equivale pertanto al problema
di normare le coordinate di un punto di S in modo le anche queste equa-
zioni ammettano una soluzione.

Se la congruenza o di Tonas, si pud dai risultati precedenti dedurre che
le coordinate dei punti di S si possono normare in guisa che non solo sin sod-
disfatta la precedente condizione, ma che in pilt py, == pey = cost,



Caprrorno VI

INVARIANTI DELL’ ELEMENTO LINEARE PROIETTIVO (*)

§ 656. — Alcune considerazioni preliminari.

Dopo aver considerato, al Capitolo IV, il caso particolare di
superficie rigate, ritorniamo ora alle ricerche generali. Al Cap. 1I
abbiamo visto che, nella geometria proiettivo-differenziale di super-
ficie non sviluppabili, ha importanza fondamentale la coppia di
forme differenziali

Ty = da,,dudu, ,
(1)
Py = Xa,, du,dw,du,
legate dalle relazioni di coniugio
(2) Ayyayy,+24,9019+Agg Gyge=A 11 G139+ 24 190199+ Agp ggp=0,

e determinate soltanto a meno di un fattore comune arbitrario,
Ricordiamo del resto che (Cap. II, § 156.D) supposto J 0, dove

@31 @139 Gypn
(3) J=j'4§ Oyyg Oyog Ogga |

Q;; @1p Ogp

(*) I risultati di questo Capitolo sono stati esposti, per la prima volta,
da Gech mnella Momorin « Klude analytique de U élément linéaire projectif
d’ une surface »,. Publications de la Faculté des Sciences de I’ Univorsité Ma-
saryk, 1924, n, 36,
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possiamo togliere ogni indeterminazione sostituendo alle Fy, 7'y le
forme mormali @, , ®g loro proporzionali per cui J=-—1. Appare
opportuno, e ne vedremo delle applicazioni importanti ai Capitoli
seguenti, interrompere i nostri studi geometrici per dedurre parec-
chie formole utili relative a tali coppie di forme. I lettori che desi-
derino arrivare al pit presto alle applicazioni, possono omeltere nella
prima lettura @ §§ 59, 60, 61, 62, accontentandosi di leggerne solo
la definizione di ® , W, W', H, K, 0, 0 al principio dei §§ 59 e 60.
Avvertiamo pure che il lettore frettoloso pud accontentarsi di veri-
ficare le formole dei §§ 56-58 in coordinate asintotiche il che si
fa immediatamente, omettendo le dimostrazioni generali da noi
messe in carattere piccolo. Pero lo studio delle dimostrazioni del
testo appare utile per penetrare nello studio dei metodi usati ai
due Capitoli seguenti,

Prima di tutto, spieghiamo il procedimento &’ elevazione degli
indici di cui faremo uso frequente. Sia per fissare le idee, come al
Cap. II § 9, b,,, un sistema covariante simmetrico a tre indici.
Porremo

bjl == xAﬂ-bﬂL 1]
b?' = XAMb:L o EAH' Ah:bm! 1

bt — EA“L]:" == EA.‘,.A;“ Aubrnt .
t

rit

Il sistema bf* p. es. si dice controvariante negli indici ¢ o &
e covariante nell’indice £. Cid vuol dire che, introducendo nuove
variabili indipendenti w, v, esso si trasforma come il prodotto
f, du;dw, , le [, essendo covarianti. Osserviamo che, anche se il si-
stema covariante b, non fosse simmetrico, si pud elevare un indice
qualunque; soltanto occorre tener presente 1’ordine degli indici.
Si pone allora p. es.

bi’.‘g == %AwAmbm 1

b =3XA4,4,b,. .
"
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In virtu delle identitd
>

(4) A,a,=¢; ove s; =0,80r""8, &{ =1 ser=s; D4,a,=2
i < ik
si ritorna semplicemente da uno qualunque dei sistemi bf,, bi",
b™ a b,, (abbassamento degli indici). Si trova ciod tosto
bru o Ea’tr bﬁ: s Eair g b:k - Eair Oy Gy o™ ]
i ik ki
ed anche
b, = Za,b* ecc
&
Porremo anche frequentemente
4, = a";

@ cid non & che un caso particolare della notazione generale ora
spiegata ; infatti si riconosce subito che

alh — E air’ aks a

rs

Avvertiamo ancora che ometteremo al solito d’indicare, sotto il
segno X, gli indici rispetto a cui si somma, tali indici essendo
semplicemente sempre quelli che compatono due wolte, come indice
superiore e come indice inferiore (*).

§ b6, — I differenziali coningati.

Il sistema covariante a,, si ® visto al Cap, I § 9 aver I'im-
portante proprietd che il suo sistema derivato covariante © identi-
camente nullo, Vi & un altro sistema covariante che gode la me-
desima proprietd. Posto infatti

(1) $,=0, &12=ma Yy = —Jl4]|, Vp=0,

(*) 1" indice di un défferenxiale si deve rignardare come un indice supariore.
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o facile vedere che le 4, formano un sistema impropriamente co-
variante (ciod covariante per cambiamenti di variabili a Iacobiano
positivo, cambiante di segno per quelle a Iacobiano negativo). Di pin

0%, [kt . (8t
““““@ari(q)“*«'—’;(q)*“

si vede subito identicamente nullo, in virtu della formola

dlogfd]|  (1i 24
B, “(1)"‘(2)‘

Mentre il sistema @,, & simmetrico, il sistema &, & pseudosim-

melrico, ciod ¥, = — .. Cid bisogna tener presente nei nostri
caleoli.
Qual’d il sistema controvariante & ? Essendo A = —s|4],

8i calcola subito

(e $1=0, 912
1

]
— ‘& iR
yi4l V4]

anche il sistema 4™ & evidentemente pseudosimmetrico.
Notiamo le identitd analoghe alle (4) del § 55

LMY, = —E0%9, =29"9, =0 se st,
(2) = —e S0 k=s,
X 9™ §,, = — 2s.

Il sistema covariante ¥, si pud generalizzare al caso di un
numero qualunque » di variabili indipendenti ; ma nel caso attuale
di » = 2 esso ci conduce ad un concetto peculiare per tale caso,
ciod al concetto di differenziali coniugali che ci riesce opportuno
per semplificare diversi calcoli. I differenziali du, formando un
sistema controvariante, lo stesso vale delle espressioni

(3) Du; = L% a,,du, .
Si ha anche
(3) bis Du; = Za*™ &, du, ;
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infatti

(‘LJ E ‘ﬂ'ﬂ‘ Ay = = Gﬂ‘ I{}ks

essendo

24*a, =2 d,a%a"a,, = 28, a".

Serivendo per disteso, abbiamo

o i _r;l_ (apdu + agydv),
(3) tor
Dv = —ﬁ%r—(a“du + ayqdv).

Si vede subito che, se Fy = 0 definisce le asintotiche di una
superficie, la direzione corrispondente a D, & coniugata a quella
corrispondente a dw,; percid appunto chiamiamo i Du, i differen-
ziali coniugati, Da cid si prevede che si pud, a meno di un fattore,
scambiare d e D nelle (3) ; precisamente si trova osservando le (2)

29" ay, Du, = 2 3" a,,a” &, du, = X ¥ &, du, = edu,
gieche
e duy = 39" a,, Du, = X a* 9, Du, .

Dal significato geometrico dei differenziali coniugati risulta
subito senza calcolo che la forma F, si moltiplica soltanto per un
fattore finito, se vi sostituiamo i Du, al posto dei du,, e lo stesso
si vede valere di una forma differenziale quadratica qualunque
coniugata ad Fy. Precisamente valgono le

(5) Ya,, Du, Du, = — el ,
(6) EthuhDu, == beh dﬂ*du, 3 50 EA;“ bkl - 0 .

Cominciamo con la dimostrazione della (6). Noi sappiamo che

Bbns Duy Dug = a2 by g diey, dug

¢ vogliamo determinare il futtore e. Sostituendo qui
duy, =~ A Dy,
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a duy e quinds [come risulta dal confronto di (3) e (8) quater]
Duy, ~+ edduy,
a Duy e confrontando i coefficienti di A, risulta
Bby s dity, Dy = eaXbys Duy dus

sicche, essondo by, = byy , s =1, e. d. d. (*) Per dimostrare la (5) si noti che

(5) bis Fy=—e}|A| (duDv — dv Du)
ossia
() ter Iy = — e 2 duq Duy

come risulta subito p. es. dalle (8)¢yr. Ora, sostituendo Du; a du; o quindi
edug a Duy , la () pis mostra che F, si moltiplica per —e, il che appunto
¢ affermato dalla ().

Introduciamo ancora una notazione, che ci sari comoda qualche
volta. Se ¢ & una funzione qualunque di w, v, si serive:

dp = ¢, du -+ padv;
@ noi scriveremo analogamente qualche volta

() D = ¢, Du+ gy Dv.

§ 657. — La forma differenziale Fy'.
A) Definizione di Iy,
Noi porremo [cfr. le (3), del § 56]
(1) Fé e Eah:l du.lr. dM‘sDul s
€ @y dutagdv @, du -+ 20, dudv 4 a9 dv®

T VTAT | Gy dt - agg @t ayyp QP - 205y dudt -+ Gy do®

(*) Si noti che il ragionamento non si appliea se by, = au,, essendo
identicamente Zan, duy Du, = 0.
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e indicheremo con b, il sistema simmetrico dei coefficienti della
forma impropriamente intrinseca ¥y, La forma Fj o, come la Fy,
contugata ad Fy, ciod valgono le

(2) DAy by =AaM by, = 0.

Le b,,, sono date dalle

(G)) bt = By, @), ,

ed inversamente valgono le

(8) uie gy = 859y bl, .

Di piu si hanno formole simili

(3) tar e =2%ay,

(8) wurter oh, = e X d%h,,; .
Accanto alla (1) possiamo serivere anche

(1) bie Fy = eXay,, du, Du, Du, ,

(1) ter Fy = eXay, Du, Du, Du,.

La (1) i mostra che I'equazione Fy= 0 definisce le tangents
di Segre. Tutte le formole precedenti si verificano subito in coor-
dinate asintotiche, ma noi le dimostreremo mediante caleoli diretti.

Hssendo [efr, lo (8) ws del § H6]
B apgp duy dreg Ditg = Bapsp a®? y duy duy, duy = Zdy hs diay dug dug :

per dimostrare le (3) basta provare che, se si definiscono lo by dalle (8),
esse formano un sistoma simmetrico, Ora 6 evidentemente by == by, sicchd
basta provare che byg == i, 0ssia che byip— bre1==0, oppure che

E{}’ t bku=0-
Ora [ofr. le (2) del § 56]

B9 by = DO By ahe = D09 & Gpgr= — 8 2a*" aper =0,
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Da (3) si deduce poi [cfr. leo (4) del §‘56 o lo fy=— da]
bis = Zatp; alls = D9 apy ally = B9t apy,
ciod le (3)er. B lascio al lettore il facile esercizio di provare anche le (8) i ,
(8) quater © (2). Per dimostrare le (1) pw © (1) wr basta osservare che & per lo

relazioni di coniugio e per la (6) del § b6

2 apg Duy, Dug = e Z apy diey, dug .

B) Alcune identitd notevoli.

Noi sappiamo (Cap. IT § 12) che la forma F, & proporzionale
all’ Hessiano della forma Fy; la seconda espressione (1) di /7 prova
pertanto che la forma Fj & proporzionale al covariante cubico di Fy.
lisiste dunque una relazione lineare ed omogenea fra F§, Iy, I},
@ precisamente

(4) 7 — s 3 | —;;- JF =0,
In particolare, usando le forme normali ¢;= — JF;, 5=
= — JFy, ¢, = — JF,, essa diventa
o ! 1
4) i c?ﬁ'""E(P:js"_T(Pg=0.

La teoria dei covarianti di una forma cubica binaria conduce
anche ad altre formole importanti. Infatti le forme Fy ¢ Y essendo
proporzionali a forme covarianti di Fy, evidentemente anche le
forme

Yalag, du, du,, Xb%by, du du,, Eat* by, du,du,

sono proporzionali a forme covarianti di . Ora, come & noto, 'unica
forma covariante di secondo ordine di una forma cubica binaria @ il
suo Hessiano, sicch® le forme sopra scritte sono nulle oppure sono
proporzionali a F,. Piu precisamente, noi dimostreremo le formole
importanti

(5) Ea’:'k ns Rt Ja’r: ]

(5) v Lorb,, = s Ja,,,
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(5) tor X a‘:'h bdht — J{}"'l .

Per provare la (B), occorre dimostrare anzitutto le formole

(G) Zatht Ay = — 27,
(6) 1o Db by = 28,
(6) tor Sakt by = Bapy bt = 0.

Dalla (3) del § B5 segue subito

e ﬂ,ﬁf.
J=— - B ——(am anee — Qo8 ang 4 Gpe e ) =

2 V[A

=— -%— BHP P alh g appg = —

% I 0P goe Wips ﬂ-;]q
o facendo uso di (8) or

J=—-% 2940 b%, aby .

Da questo si passa subito a (6) o (6) ps: a (6) facendo uso della (8) quater s 2
(6) vis facondo uso della (8)r. In quanto alla (6) e, da (3) si ha

2 a g = 2% a™ ayy ,

e il secondo membro, cambiando di segno se si scambiano gli indici ¢ e »,
svanisce identicamento.
Cid premesso, osserviamo che i sistemi covarianti

S ame, 20 bpe, Baboet Ty
sono gimmetrici (*). Pertanto, ricordando 1’ osservazione fatta sull’ Hessiano di
una forma cubica binaria, risulta che si possono trovare «, p e v tali che sia
Bal aine = & . G,
zba"k bing = Botesy

Sal boxe 4= J8ys =7 Grs -

(*) Cid b evidente per i primi due, ma vale anche per il terzo. Infatti
[efr, (8) quater © (6) dol § BT e (2) del § b6]

(Bal* bpa 4 Jg) — (Rad' bon 4 J 9g) =

= — o J[A| 20" (R bine + T 9vs) = — sV |4] @eJ — 267) =0.
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Ora moltiplicando lo precedenti per & e sommando, si trova

2o = Ja™ qp; ,
23 = 2 bins 5
Qy = Zats by, ,

e basta osservare le (6) per arrivare alle (5).
Passiamo alla dimostrazione di (4). Dalle (1) e (1) 8i deduce

e Iy — I'Y = Bagg dw duy duy o Bapy dup Dug Dy —
— Bap dig dup Dy o 2 apg die diug Duy

= Bapi g dry duy duy Duy (dig Dug — dug Duy )

= —38 V{Ir}a‘ 9 any @ygy digy duy, diee Dy (duw Do — do Du)
e per la (B) e del § BB
e It — By = Fy 298 agy apy duy duy die Diy

o, scambiando gli indici ¢ ed #, & o . ! o &, essendo § = — §b

eFt—Fys = -;_ Ty 0% Gns pas Aty dtér (ot Dty — dtéy Duin, )

eyt _;_ V]A| By 208 9% agy avg dug diey (du Do — do Du).

Applicando nuovamente la (5) uis del § b6 si deduce

e 2 — INy* = -% FEE 9598 g apg dug duy

ed osservando la (B) ter

= % Iyt 2 g by g dug duty
indi per la (8) quator
: F22al apg dug du, |
e finalmente per leo (5)

e B — By = — - TB2 30y duy dun = — 5 TP, 0.d. d.

E
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§ 58. — La forma differenziale ¢, du,.

A ) Definizione delle ¢, .

Dimostreremo in questo § che il sistema covariante a,,, deri-
vato del sistema covariante «,, pud sostituirsi con un sistema co-
variante ¢; ad un sol indice. Tale fatto & importantissimo, percha,
come vedremo anche nei futuri Capitoli, cid permette di dare ai
calcoli di geometria proiettivo~differenziale delle superficie grande
semplicitd ed eleganza. Perd le formole che andiamo a dimostrare
non hanno senso se J = 0. Supponiamo quindi tn tutto il § attuale
J # 0, sicchd le nostre formole non si applicano a superficie rigate.
Osserviamo dapprima che le forme Fy e Fy sono linearmente indi-
pendenti (*); se ne deduce che ogni forma cubica coniugata ad F,
0 combinazione lineare di F; e F;. Ora tali sono le forme
2 s du, due, duy (8 =1, 2) 5 infatti, derivando covariantemente le
Za"a,,, =0 si trova La™a,,, = 0. Ne segue tosto che si possono
trovare due sistemi covarianti o, e B, ad un sol indice tali che sia

(d’.) gy = Oy gy “+= ﬁlbml .

: d y
Ora ¢ facile vedere che o; = van ? (™) ; noi porremo

(*) Infatti, so fosse b4 = o.@.5 , sarebbe

Dot by = B ang, ossia J=0

per lo (8) pis © (6) tor del § BT,
(**) Infatti, derivando covariantemente la (6) del § K7, si deduce

1
Ji= — == B(ar" a? a® argg Gpu Ji =

2
1 hr t
=5 Bar a® a®t (anpgi Gt = Ahpg Crati) =

= — ZaM a? a anpg Grssi = — @™ Apgri

Moltiplicando la (e) con @™ e sommando, si ottiene pertanto, osservando
anche lo (6) o (6) iy del § 67, —Ji=—2Ja;, c.d. d.

Fumnt @ Cron, Lexiont di Geomelria profettivo-differonxiale. a0
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Bi=2eZdu¢" (%),
sicchd

: Py ¢ ;
(1) Qpgyy = 9 "‘J-E' Qg + ey, tP" B

Accanto alla (1), vale la formola analoga

J ¥
_J-'é' bv'll + }" '8'”‘ q"k . a‘rﬂ *

eof —

(1) biln bm:i’ i

Essa si deduce subito dalla precedente, derivando covariante-
mente la (3) del § 57, e osservando che le derivate covarianti di 4,
sono nulle.

La forma differenziale X ¢,du, & evidentemente intrinseca; ma
essa non ¢ invariante. B invece intrinseca ed invariante la forma
(@) D4 o o

ma ¢ inutile confermarlo con ealcolo, perchd ci arriveremo in modo
indiretto al Cap. IX § 76 dove vedremo anche il significato geo-
metrico delle direzioni definite dall’annullarsi di tale forma,

1) Relagzioni con le p., — II,,.

Il sistema covariante a,,, appare nella formola (13) Cap. II,
§ 14 B), Usando i differenziali coniugati essa si scrive

1!
1) el rl e — E(ﬂ'-,-“! _—— av”lgl) d?fr[ Du;‘

Vi4|

088ia
(3) P— Il = —8 21‘}’-‘ aru“." du] Dﬂ-;‘

(*) La ragione perché prendiamo le ¢¢ e non le f; come quantith fon-
damentali, sta nel fatto che le ¢; dipendono rexionalmente dai coeflicienti di
Fy ¢ Fy e dalle loro derivate, come si verifica facilmente,




59, 4 INVARIANTI DELL’ ELEMENTO LINEARE PROIETTIVO 307
1 %

Sostituendovi a Du, i valori (3), si trova tenendo conto suc-
cessivamente delle (3) i © (3) quater del § 57

P—Tl=—eZ¥ Way,, ay, du, du, =
= — e 2 V" b, 2, a,, du; duy, = — La,, o, du, du, =
= — Dyt du, duy = 2 (pg, — my) duydu,
e ¢id pud scriversi
(3) wis P — T = — Dayl, (%)

Se J 1 0, possiamo usare la formola (1) che da

2‘7“;1: + 32‘4‘ '}N Wk

ml-—-

5 .
p] aik-’-r .

I . .
== -:2—-17‘* [1‘ + Lq’ LT [Gfl'. § 57? (s) m']

sicchd, se J 0,

bt i
(3) tor Pin— Tp = — 3 (“2‘ ~ 9 ) Dk s
§ 59, — Gli invarianti del primo ordine

dell’elemento lineare proietftivo.

A) Definizione,

In tulto il resto del Capitolo faremo wso di coordinate normali

=: — 1) (**).

(*) Bi ricordi che
z ﬂ".‘?(-:r =324, ikgr

(**) Le formele che andremo a dedurre si generalizzano senza diflicoltd
al caso di J qualunque, ma cid ha poco interesse,
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Porremo
O = Za™ ¢ ¢ = Day ¢ §* = L, ¢!,
(1) U= Za™ ¢, ¢y 4, = Zay, $* 9" ¢,
W= Zb™ g gy by = Dby §F §* ¢°.

Le quantita @, W, W' hanno evidentemente significato intrin-
seco ed invariante (*). Hssi sono del resto gl’invarianti pitt sem-
plici dell’elemento lineare proiettivo; vale infatti il teorema che

ci accontentiamo d’ enunciare, che ogni invariante (assoluto) di s

P
che contiene soltanto derivate prime dei coefficienti di ¢, e ¢ 0

funzione razionale di ®, W' e¢ W’. Issi sono legati dall’identita

(2) Wi W= o ()

B) Aleune identitd nel caso @ %0,

Le forme differenziali lineari
El;J“ d‘u; 3 }.‘J '.IJ‘ D‘H.‘ == 2 ﬂ‘,.! '.IJr du‘ y
St P4 duiy Ba, 4" Du; = Eb, " ' du,

sono intrinseche (le due forme a destra impropriamente intrinseche)

ed invarianti. Se 'd’>0, le forme X, du,, Xd¢, Du; sono linear-

=

mente indipendenti e viceversa (***); in tal caso pertanto le altre
due sono combinazioni lineari di esse; precisamente valgono le

(*) Bi tenga presente che esse 8’ intendono calcolate in coordinate nor-
mali e che W’ & soltanto impropriamente intrinseco,

(**) Qio si vede subito, sostituondo ¢! a dewy nell’identitd (4) pis del § 57,

(**4*) Infatti

1 g g

¢ﬂ Zdre $r o !mz‘.&‘h&ﬁ@‘ q"r =Vl§]‘ﬂ ¢l' 4" =V|II-4‘
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)

!
2‘4 @ipg IIJ'. q)' du‘ = % by (.IJ.' d‘ﬂq “t‘ E %"‘ E l})i DH-; N

(3)
y W
= Qs lIJ'. q)' Du; = '6 2 4)¢dﬂ-; |- $ b 4).' Du,- '

Infatti, noi sappiamo che si possono determinare « e B in modo che sia
D" P duy=aZdidu4 BE2¢i Duy.

Sostituendovi Du ¢ al posto di du; e quindi edu ¢ al posto di Du; si ottiene
By $F Dug=epSddui -} algiDug.

Nello due equazioni poniamo ¢ ¢ al posto di duy o quindi Zd.¢" al
posto di Dug . Si ottiene, tenendo conto delle (1) § 59 e delle (3) § 57,

T=a® , sU'=§2,

da cui si hanno le (3).

() Altre identita.

Dimostreremo subito che i quattro sistemi controvarianti a
due indici

("I) &ih 3 [t.“ : -‘"Uu P'. i Bbm' !Pr

sono linearmente indipendenti se & z 0. Ne segue che, sotto I'ipo-

tosi ‘l’>0, ogni sistema controvariante a due indici ¢ combina-

<
zione lineare dei sistemi (4). Cid vale in particolare per ¢'du,
Sa g, ¢, du, , 0™ ¢, &, du, . Procisamente proveremo che

r'
'Iﬂid‘h'v:( e (] ik + __(I;_E mq, g .Txbfhp-¢r.)2¢‘du‘ "I'
(%)
IS AR PR
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!
Sa g, du, ;( TPty zaf*wpv)ﬂ«p‘duf -
(5)
:
i (_- TPt T — Eb‘*"cp,.) 2§, Duy

Ig
Db tp,.tp,dﬁnr—(-— 5 5 ¥+ -;»Wa"‘ = bt )an du; +

(5) ter y 1 . ;
A

Dimostriamo dapprima che i sistemi controvarianti (4) sono linearmente
indipendenti. Se

eodik 4 e al* - egRathrd, 4- 0, Bh*r g, =0,

gcambiando 4 con k e sottraendo si ricava ¢, = 0.

Moltiplicando con @, e sommando risulta anche e, = 0 per le solite ro-
lazioni di coniugio. Infine moltiplicando con aix ¢, oppure con bjx s o tenendo
conto delle identitd (5) del § 57 si ottiene

D=0, 039 =0.
Quindi ¢, = ¢, = ¢, = ¢, = 0, ¢. d. d. Pertanto si pud porre
Yidup = o 8 4 o a0t 4 agTa™ Qo 4 oy Bh G,
Za" g by din = B, 8% 4 Bralt 4 ByBaltr ¢, 4 By EbRrY,

hrsi Yr Py dity, = T”;}M + 1t - ngﬁﬁkr,‘p’_ 4 1y Db,

Per determinare i coefficienti, moltiplichinmo le precedenti equazioni por

Sin y Gin Sah 4, 2 by ;e sommiamo rispetto a ¢ e k. Molliplicando per i,
osservando che fy < =0 e tenendo conto delle (3) e (8) s del § 5T si trova

Iy Dug = — 2oy, Bhpip" & duyy = — 288, , Zaw" ¢* duy = — 2.
Moltiplicando per ag , 8i trova per le relazioni di coniugio

By duy = 2“1 y ST QF du; = 28, , Zhpst r & duy = 21’!‘

Moltiplicando per Ealy ¢ o tenendo conto delle (5), (5) vis @ (B) tor del § 57
dove nel caso attuale J = — 1, si trova

Eaﬂﬂl"' KII' dui B q’,
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Sartaby §r Ge 1 dur, =B, ©,

B ad G G Q1 dity = v .
Similmento si trova moltiplicando per Bbf, ¢

Bhesi " @ dug = — oy P,

Sa by e Gi O1 dutg == — &By B

S0 b O 4y Oy duty = — ey, D.

Lo espressioni cosi trovate di By , By, e, ¥a 8i possono semplificare. Infatti,
egge si possono scrivere evidentomente

Bairean O O P duy = B, ® ,
uir Vha " 4 G duy, = — 6 f, @,
Bhips i ¢ G dup = 1, @
8 birs bl 7 9 G dup, = — sy, @,

L
D' altra parte, sostituendo nelle (8) (%) Sai ¢ duy, al posto di duy , si
trova per le (3) stesse, osservando anche !'identitd (2)

fo @ (‘I’}.‘.rx:; g P duy, e’ B8, aky o b duy, )

]

(W B @ " 4 dug — eW’ Dby " §* duy ) =

I
t..' —_ eln—ﬂ -E-Il-

OBy duy

T
Yo = %;— {ﬂ"zﬂ-.‘,-, " ¢ dug — WE D §* dug ) =

x
2

Il

— DR Dy .
Similmente, sostituondo nelle (8) Xbk, ¢! duy al posto di dug , si trova
— Py = —q)l— (W2 Depa " F ity — W'E s 7 §* doy ) =

...—_-:12—-@24.:; I)u; )

(*) Si pensi seritto 2 8y, ¢" dug al posto di By Duy .
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—end= % (W2 byer @ dug — e W Baprs Q" §* duy ) =

=——%—¢'2‘-¢idu;.

Sostituendo i valori trovati di «,, ...y, e facendo uso delle (8) si otten-
gono finalmente le formole che volevamo dimostrare.

D) Il caso @ =0, w0,

Le formole (3) e (5) non hanno senso se @ == 0. Se non sol-
tanto ®=0, ma anche W=0 (*), i primi membri di esse svanisco-

no identicamente. Supponiamo pertanto che sia ® =0, ma W’ 20 ()
Si dimostrano facilmente le formole
(6) 28 =0wy,, UW=o¥, =1,
se ¢ =0,

Infatti, cssendo ® = ;4! + &, P* = 0, esiste una quantiti o tale che

et = ot Vidlot=—od,

ossin 2 &qdf = w¢,. . Se ne deduce

W= S by ¢F Pk P = 2 0 @ PP r P =0 Bag g M P =0 W,

D’ altra parte la (2) si riduco a W — e W =0, sicché e =1, v*=1,
e, d. d.

Nel caso ora considerato, le forme

Ndug, Xag, P duy

sono linearmente indipendenti (***), e le formole (3) vanno sostituite

(*) B quindi, come si vede subito, §; = =0,
(**) Tale caso si pud presentare nel campo reale soltanto se s == 1.

Zamnd” ¢t &y
Dages " 4*
=~V ¥ = —olja w0

(**%) Infatti '

= mﬂ%‘* thi Gups 7 F
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con le
S Duy = — w2, du, ,
) Tby, " P du; = wZag, " ¢ du;, se P=0,
che si dimostrano subito osservando la prima delle (6).
Continuando a supporre ® =0, ¥ 20, dimostriamo subito
che i sistemi contravarianti a due indici

_&fk : alk X Eau.‘ 4‘" 1 ¢l l{Jh

sono linearmente indipendenti, sicch® ogni sistema contravariante a
due indici ne & combinazione lineare.
In particolare valgono le formole

w

: (R
® 4= (0% + 5 o) S R S a,

(8) bis a4, du; = Da™ ¢, . D, du, +
1 4 ;
-+ (—— -g—- o -2--u”‘ ) Loty " ¢ duy ,

che sostituiscono le (5), (5) yis € (5) e (*) nel caso attualmente con-
siderato.

Per dimostrare 1" indipendenza dei quattro sistemi contravarianti sopra
enumerati supponiamo che valga un’ identitd della forma

¥ - oya + o Bat 4 eyl §h =0,

e dimostriamo che é ¢, == ¢, = ¢y = ¢5 = 0, Scambiando ¢ con k e sottraendo,
risulta ¢, = 0. Moltiplicando per a; e sommando si ottiene

ey +egP=2¢, =0.
Moltiplicando per ¢; ¢, e sommando si ha
W 4P =0, W=0,
sicché ¢, = 0 e quindi anche ¢; =0, e d. d.

(*) B evidentemente Ebrs ¢ ¢y duy = o T i §p §, deyy .
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Possiamo pertanto porre
Pt dup = oo M 4 oy ath 4 o B athrdy |- ag §F gE
D alrsdy gy dup = B 3% A B, al* 4 By B athrdy 4 Byt gF .

Moltiplicando per &g e sommando si trova subito (si tenga presente che
g=1)

a{.=%§.‘.¢; duyg y fo=— %‘2“(--:4—"'4" duy .

Moltiplicando per ax e sommando, si ottiene pure subito (essendo
Eau.'.b‘ Yo D—=1)

Edidui =20, Zaimd"Pduyy =28, .

Moltiplicando per ¢ ¢x e sommando si ottiene, osservando che Zd; ¢ =
===
g llf=0, 'lfﬂz{,a; (h&; = Ipﬁﬁ' .

Infine moltiplicando per 2 ay ' e sommando 8i ha, ogservando che as = 0,
B duy = ag W,
Bat™ apy $r gs P diey = fa B a*r ag $p gt A fs W

Ora la (b) del § b7 dimostra cho '

2 atr apy dp Pt = Saf ag Jrdft =Raqdrdt =0 =0,

sicch® risulterd fg = 0 se ci riesce di provare che
2 e Gygi 4" §* 4P dug =0,

e le formole (8) e (8) s saranno dimostrate.
Ora cid segue immediatamente dalla formola generale

) 3 Gha g 47 §* 49 dty = — = ® B du

e dalla nostra ipotesi ® = 0. La formola (9) & stata dimostrata a pag. 811,
gotto 1" ipotesi @ 20, ma essa evidentemonte non puo cessare d' esser valida

s & =0.
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§ 60. — Invarianti del secondo ordine

dell’ elemento lineare proiettivo.

4) Definizione.

Oltre gli invarianti @, W e U studiati al § precedente, ci
sari utile considerare quattro ulteriori invarianti che dipendono
anche dalle derivate seconde dei coefficienti dell’ elemento lineare
proiettivo, Hssi sono (le ¢, sono naturalmente le derivate cova-
rianti di ¢,)

L e L
K= — 3= — o |- 07T ) +

- U | ),

(1) Hﬁ};ﬂ'"'lpr,z_l/l';ﬂ”(%-——-%)s

0=3a" ¢ , O=3Ib"¢,0d,.

Osserviamo che H e ©' sono soltanto tmpropriamente intrin-
seche, La quantite K non & che la curvatura della forma @, ; cid si
vede facilmente calcolandola in coordinate asintotiche (**), La H = 0
é lu condizione che caralterizza wuw superficie isolermo-asintolica,

B) 11 easo @ F0.

Supponiamo ora @ ZO. Allora ogni forma lineare in du , dv

) I identith Barsdn = —= -2 (AT ¢) + AL (V4] ¢*)] si dimo-
V]A_l du dy
stra nel calcolo assoluto al solito supponendo che 2 ¢y du; sia un differenziale
esatto; ma la dimostrazione (v. p. es, Bianonr, Lexioni di geomelria differen-
adale, vol. I, 3 ed,, p. 85) vale in generale.
(**) Ci torneremo al Cap. IX,
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si pud esprimere come combinazione lineare di X4, du, e Z; Du; (*).
Cido vale in particolare per i differenziali d®, dW', d W', Precisa-
mente si hanno le formole
I i !
dd = ( — 8K 42 q_e_a"iﬂ) ), du; +
@)
+ s(—-H + 2 E—‘%;—w—)znp‘pu, ;

3¢ WH 9 WK 3
W= (—? R ket —qr+79)““““‘ +

T Sk ST
dw“(_'"g_'"qT"_T_—+'§' B)E¢,du¢+

(2) tor

3¢ WH 9 WK 3
4 (—'“’— o — T 6 —7 O ThDu

Le identitd dedotte al § precedente forniscono una facile dimostrazione
delle formole precedenti,
Infatti

dd = dza"'*{)i G =22 @t dix ) dux = 230 Gt duy, .

Sostituendovi i valori (b) del § 59 per ¢! duy ed osservando le ‘(l) 8i ricava
gubito la formola (2). Similmente

AW = dBa P, §s gy = Zasl, dp by Gy dug + 3Bl dy by Pir duy
AW = d 20" §p g Yy = Eb[’_“u Yp by by drey, + SEE Y, g Pox dey .
Ora dalle (1) e (1) nis del § 58 si ha, essendo J= — 1,

aret, = e By ¢t . b,

b';‘ih = 2&“4}‘ " a"" )

(*) Cfr. § b9, pag. 308,
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cosicche
AW = e X &y Ot dup D0 Py Gy Pi 4 3Rar . e Yjn dray, =

= — W3¢, Duy 4 3 2 a™ .y Qix da, ,
AW = — W X Dug -+ 82 Py g in din .
Sostituendovi a Ea ¢ &g dur, © Dby dy duy 1 vadori (5) vis © (D) tar
del & 59, ed osservando le (1) si ottengono le formole (2)uw © (2) ter-

O) 11 caso ® =0,

Se @ == = 0, & nataralmente d P = dW'=dV¥ == 0. Se & = 0,
ma ‘lfzo, 8 VW= oW, (0= 1), come sappiamo dal § 59 (pag.
312); e si dimostra precisamente nello stesso modo che vale anche
la prima delle

0 =00,

(3)
H=30K; se =0,

la seconda identitd sard dimostrata fra poco. La formola (2) , va
gostituita con la

(4) AV = (W - 30) X, du, — 9K Da,,, " §* du,
(se @ = 0).

Per dimostrare la seconda delle (3) osserviamo che, nelle nostre ipotesi,
02=d® =2Za" Y $pr dun = 2T ! dup .

Sostituendovi il valore di ¢f duwy, dato nella (8) del § b9, risulta
(0H — 8K) 241 duy + 228 229 VU8 344 ¢ dug =0,

Ora le forme differenziali Xd¢ dug © Bag§” §* dug sono linearmente in-
dipendenti (*), Vale dunque la seconda delle (3) ed anche la E ! ¢k dyy == 0 (¥¥),

(*) Cfr. § 59, pag. 812,
d e —eU'e

(**) 8o @ 20, b Z¢' ¢t g = — - OK + ————. Infutti, so-
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E similmente si dimostra la (4). Iofatti, &, come a pag. 817, essendo qui e =1,
U= oW,

AW = — oWEY; Duy + 3T arst . §y i duey, .

Sostituendovi il valore di Ea" ¢, ¢; duy dato nella (8) s del § 69, ed
osservando la (1) del § 60 e la prima delle (7) del § 59 si trova la formola
cercata (4),

D) 11 caso delle @ e W costanti.

Come prima applicazione delle formole del presente § dimo-
streremo che: Se ® e W sono costanti, é

1
H=0, K=——®,

) 1 1
O=— -V, O=—2 V.

Viceversa se valgono le (5), ® e W' sono costanti (*).

Infatti, se ® =W =0, é ¢ =2 =0, e quindi per le (1) anche H =
= K=0=0=0.8 ®=0, W= costanto — 0, la (4) d, lo formo 3¢ du,
e Bagy " ¢* esgendo indipendenti,

9=—-—-.1§-'I’, Kie=0,

e basta ricordare le (8) e la W= wW per vedere 1’ esattezza delle (5). Se in-
fine d® = dW =0, ma ® _L‘,:,’ 0, le forme E¢ duy; e Edy Du; essendo indipen-

denti, le (b) si deducono tosto dalle (2) e (2)ns. E in modo perfettamente
analogo si dimostra la proposizione inversa.

stituendo ¢* a duy e quindi zero a 2y Duy = EH,¢ " duy nella formola (5)
del § B9, si trova
(U q_,h—_l.@ath +£.2]Gur¢,_ !...w_’z‘,bihrq,
fae® ® ' [ el
Moltiplicando per ¢ o osservando le (1) si giunge subito alla formola
che si voleva dedurre,

(*) Vedremo pit tardi che le corrispondenti superficie sono quelle che
ammettono «® deformazioni proiettive in se.
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§ 61. — Il primo problema dell’applicabiliti proiettiva.

A) Preliminari.

Il problema che ora ci accingiamo a risolvere, partendo dalle
ricerche dei §§ precedenti, si enuncia: Dali due elementi lineari
proiettivi, riconoscere se @ possibile trasformare U'uno nell’ altro cam-
biando opportunamente le variabili indipendenti e, nel caso afferma-
tivo, determinare lutle quelle trasformazioni.

Nel caso che gli elementi lineari dati appartengano effettiva-
mente a due superficie date, tal problema & equivalente all’altro
di riconoscere se le due superficie sono proiettivamente applicabili
e, nel caso affermativo, di determinare tutte le corrispondenze che
realizzano 1" applicabilitd (*). Noi possiamo senz’ altro escludere il
caso J = 0 esaurientemente trattato al Cap. IV § 40, e far uso di
forme mormali. Riteniamo le nostre solite notazioni per il primo

elemento lineare ﬁ-, e per I'altro ¥5 faremo uso di notazioni

e Pa
analoghe dotate di un soprassegno. Il nostro problema & stato riso-

luto, per la prima volta, dal Carran, nella Memoria Sur la défor-
mation projective des surfaces, Annales de 1’ Kcole Normale, (3) 37,
1920, pagg. 259-356 (cfr. pagg. 807-311). II metodo di Cartan
suppone risoluta 1’ equazione cubica 4= 0. Noi non faremo uso

di nessuna irrazionalitd oltre la solita J[4].

B) Condizioni necessarie.

Supponiamo dapprima che esistano due invarianti (propri o
impropri) P e @ del primo elemento lineare proiettivo (**) le quali

—_—

(*) Cid & stato dimostrato al Cap, II, § 20 4). Il problema si pud chia-
mare il primo problema dell’ applicabilita proiettiva, analogamente alla lo-
cuzione usata dal Bianchi nel caso metrico.

(**) Ciod guantitd intrinseche o impropriamente intrinseche, che dipendono
soltanto dai coefficienti di ¢, @ ¢, e dalle loro derivate,
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oF 0P
! ; i du v >
siano funzioni indipendenti di w , v ciod tali che <
SR
SRR du v Joue
Allora anche 2 e @ devono essere funzioni indipendenti di w, v.
Poniamo 7, = 1 oppure 7, = — 1 secondo che P & invariante
proprio o improprio, e similmente 7, = 1 oppure 7, = — 1 secondo

il comportamento di @. La trasformazione cercata, se esiste, & evi-
dentemente tale che sono soddisfatte le

(1) PP Q=nl

dove ;=1 se 7;=1, e ;=11 se ;= —1. Un primo passo
nella risoluzione del nostlo problema sard pertanto di esaminare se
le (1) si possono risolvere rispetto a u, v. Se cosi non @, il pro-
blema & subito risolto negativamente. Invece, nel caso affermativo,
affinch® un sistema di soluzioni possa fornirei la trasformazione
cercata, & evidentemente necessario che, se 7, == — 1, il segno a; sia
quello dello Iacobiano di w, v rispetto a w, v. Per brevita di-
ciamo soluziont proprie di (1) quelle che snddlsfauo a questa con-
dizione relativa ai segni (*).

() Condizioni sufficienti.

Scelti gli invarianti P e @ comunque, purche funzioni indi-
pendenti di » e v, I'esistenza di una soluzione propria delle (1) &
soltanto una condizione necessaria per la trasformabilitd di @4: ¢,

in Py Py
Per trovare condizioni sufficienti, osserviamo dapprima che si

possono, con semplici derivazioni, dedurre da due invarianti qua-
lunque P e @, degli invarianti nuovi. Infatti, posto

) A(P,Q)=2Xa"PQ,, A(P,P)=A(P)
2
E(P:Q)=EﬂmPtPnQn E(PaP)=E(P):

(*) Se m, =1, =1, (e quindi «, = &, = 1) ogni soluzione di (1) & pro-
pria. Le soluzioni che non sono proprie non hanno per noi nessun interesse.




[§ 61, O] INVARIANTI DELL’ ELEMENTO LINEARE PROIETTIVO 321

sono invarianti nuovi le espressioni (¥)
A(P), A(P,Q), A(Q),

(3)
E(P), E(P,Q), E@,P), E(Q).

Ora possiamo enunciare il teorema: Se P e Q sono due inva-
rianti di ©g: @, che siano funzioni indipendenti di u e v, condizioni

necessarie e sufficienti affinché ¢y : ¢, sia trasformabile in g : -c,;g sono
1° che esista qualche soluzione propria (**)

(4) u="Uu,v), v=V(u,v)
delle (1);
2° che le equazioni
A(P)=A(P), AP, Q=0,0,A(P, Q)
A(Q=A4(Q, EP)=0,E(P),
(P, Q=uE((P,Q, E@Q, P)=o,E(Q, P).
E@Q) = o E(Q) (™)

(4) bls

siano conseguenza delle (4). Le trasformazioni di gq:p, in py: @,

(*) Esse son legate dalle identitd facilmente dimostrabili :
A(QE([F)—2A(P,QE(P, Q)+ A(P)E(Q,P)=0,
AQ)E(P, Q) —28(P,QE(Q.P)4AP)E(Q) =0,

E(P), E(P,Q), E(Q,P) 2

BP,0Q), B(Q,7), BQ) |+|A@a@ 8w, 0r|=0.

AP), AP, Q) A(Q)

Se p. es. P o invariante proprio, @ improprio, A(P), A(Q), E(P),

E(Q, P) sono invarianti propri o gli altri impropri,

(**) Cfr. pag. 320.

(***) dove i segni a; son quelli che compaiono nelle (1). Tra le equazioni
(4) bua , quattro soltanto sono indipendenti. Cfr. la penultima nota a pié di pag.

Foninr o Eeom, Lexioni di Geomatria proisttivo-difforenxiale. a1
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sono tutte e sole quelle soluzioni proprie di (1) che si trovano nelle
condizioni dell’ enunciato.

Per dimostrare il teorema basta evidentemente provare che,
scelte P e @ a nuove variabili indipendenti (*), i coefficienti delle
forme trasformate di @, e @ sono funzioni razionali delle quantita
(3), a coefficienti numerici. Ma, dato il significato intrinseco di P
e @ o delle espressioni (3), basta provare che i coefficienti delle
¢y © @y stesse sono funzioni razionali delle sole

A(u), Au,v) ecc.
Ora
Alw)=0a"1, Aw,v)=0a?, A@W)=a®,

E(w)=a1, E(u,v)=a®, E(v,u)a®®, E@)=a2,

ed ay e a,, sono evidentemente funzioni razionali, a coefficienti
numerici, delle a™ e o™ .

Per poter applicare il teorema ora dimostrato in tutti i casi
in cui esso & applicabile, occorre saper decidere se un dato ele-
mento lineare ¢g4: ¢, possiede due invarianti che siano funzioni in-
dipendenti di » e ». A cid risponde il teorema che noi dimostre-
remo al § seguente: dalo comungue un elemenlo lineare protettivo
g :tPa, 0 vi sono duc funzioni indipendenti fra le espressioni

(6) o, Vv, ¥ H,K, 0,0
definite ai §§ 59 e 60, oppure non ¢ possibile trovare due invarianti
di @y tpg che siano funzioni indipendenti di u ¢ v.

D) Nuova forma delle condizioni sufficienti.

In particolare, il criterio precedente & applicabile se ® o W
sono funzioni indipendenti di » e v. Ma in tal caso possiamo enun-
ciare un criterio pit semplice: Se ® e W sono funzioni indipen-

(*) Cid & possibile, essendo per ipotesi P e @ funzioni indipendenti
di w o o,



[§ 61, D] INVARIANTI DELL’ ELEMENTO LINEARE PROIETTIVO 323

denti di u e v, condizioni necessaric ¢ sufficienti affinché g : ¢, sia
trasformabile in ES,,: ?\E, S0N0O :
1° che esista qualche soluzione

(6) E:U(“:V)a ;mV{u,v)

delle equazioni ® =&, T=V;
2° che, essendo o il segno dello Iacobiano

aUu au
(1T ik T
v  av |’
oul v

le equazioni
'17'=cxll"', E:aH, K:—..K., 6:—-9, 6':0{9'
siano conseguenza delle (6). Le trasformazioni di ¢g: ¢, in ©g: 9y

sono tutte e sole quelle che soddisfano alle condizioni dell’ enunciato.

Per dimostrare il teorema, osserviamo dapprima che, se si possono (*), par-
tendo da un’ espressione intrinseca P qualsiasi, definire due altre espressioni
intrinseche P o Py (™) dalla

{?) AP = 1’1 b ¢l¢ dug - I’u zq)‘ DBl 3
od & '
Mus  Pi=-p 3¢ P, Pu=— 3014 P (™).

( essendo un’altra espressione intrinseca, poniamo analogamente

dQ = Oy B¢y dug + QuI e Dy .

(*) Be @ 2 0; in particolare dunque se @ e W sono funzioni indipendenti
di % e v,

(**) Bo P & propriamente intrinseco, Py é pr. intr. e Py & impr. intr.;
se P & impr, intr., Py & impr, intr. e Py 6 pr. intr.

(***) Cio segue dalla definizione ‘stessa di @.
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Segue
AP, @)=3a*DP; O\=
= Za™ (Pr; + PuZm ") (Qr s + QuI dap ) =
=P QrZa™ g gy + (Pr Qu  Pu Qr) 2§ ¢t
= Pu Qur 2 $pg Sgn at r

Ora
Dath =D, Bhdrdt=—I§¢"$' =0,
3 8y un 6 4 40 = D990 g iy 0 Bip 4 ¢ =
=S I apr Pt = — g Dap PP = —c D,
cosiocho
(8) AP, Q)y=® (P Q1 —ePyQu),
e in particolare
(8) bis A(P) =@ (P{ —eP).
Similmente

E(P, Q)=2Za™ P P, Q =
= B (Py gy A+ PuZ 8l ) (Prde PuZdad®) (Or g 4 QuEdudt) =
= Pi QuZa™ ¢ du i +
4 P (@Pu @ 4 2P1 Qu) 2 at™ Sy gy gy -
4 Pu(Pr Qr == 2Pt Qu) Zatt Gy than " G Py
+ Ph QuE ™ §os b S 0 4
onde, ricordando la definizione di W o W’ e le formole (8) e (8) i del § b7,
E(P, Q) =W (P} Qi+ 2e Pt P Qu+ & Ph Qi) —
& — W (P Qu2P1 PuQi+¢ P Qu),
in particolare

(9) bis E(P) =W Py (P} + 88 Ph) — W Pu (8 P + ¢ Ph)

Ora possiamo tosto dimostrare il teorema di pag. 828, Infatti, per il teo-
rema di pag. 821, basta provare che le A (®), A (®, W), A(W), B(®), E(®,U),
B (W, ®), E(W) si possono esprimere razionalmente mediante @ , W, W', H,
K, 6, @, Orale (7) e (8) mostrano che quelle quantitd sono funzioni razio-
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nali di @, W, W, @, &y, W, Uy (*); & altra parte, lo formole (2)
@ (2) s del § 60 esprimono ®; , @y, Wy , Wy mediante @, W, W', H, K,0,0".

§ 62. — Continuazione. Elementi lineari proiettivi

con un gruppo continuo di trasformazioni in sé.

A) Alcune formole preliminari.

Prima di procedere alla risoluzione del nostro problema anche
nel caso in cui le sette espressioni

(1) O, W,V H,K, 0,0

sono funzioni di una di esse, occorre premettere qualche formola
sulle forme differenziali lineari

ELIJ; du‘ ] Eq)‘ Du‘ 3 Eah‘, ‘pr‘ lp‘ du‘ .
Siano So,du;, , D du

due forme differenziali lineari nelle variabili wev, e d, ¢ siano
due simboli diversi di differenziali; poniamo col Cartan

Yo,du; 2B, du,

@) [Badu, Spdul= | g a e g, | =

= c}/]A| E ¢ o, By [du , dv].

Valgono le formole (**)

(*) B di &; ma s & funzione razionale di @, W, W', per I'identita (2)
del § B9,
(**) Infatti, per la (1), la (2) del § 66 o la (3) wr del § B7,

[Bips dug , By Dty ] = [ B dug 29" duy ] =
=3 Vm D9 G g O [due , dv] = V|E.I Dy ! [du, dr],
[Z0: dus , Dairs ¢ §* duig ] = 8 V]A] 29M anpe 41 " @ [due, dv] =
= s V4| Bbkdu " ¢ [due, dv).
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(2) uis (2 du, 2 Dy = Vm‘b [du , dv] ,
(2) tor [Bpedu; , Bag, ¢ ¢ du] = c/[A] V' [du, dv].

Covariante bilineare della forma differenziale lineare 2o, du,
8i dice (*) I’espressione a due sistemi di differenziali

(3) (Do duy)'= 8D o, duy — d Do, Suy =
= s]f]ZiE&"‘ o [du, dv] ,

le o essendo derivate covarianti rispetto a (una qualsiasi forma
differenziale quadratica, poniamo rispetto a ¢,). B ovvio che

(Zoydu)'= 0 allora ed allora soltanto se e, du, ® un differenziale
esatto,

Dimostriamo che: 1° se @20,

) (2 ¢ du)' = — s 2= [S dug, B Du]
2 K
(4) s (Z s Duy)'= 3 7 [Epyduyy Ty D] .
5 = s S
2° g0 &= 0; ‘JJ‘<0
. ’ 5
(5) (B du)'= — 5 [Stidug, Bag, ¢ ¢ du]

5) o (Bag 4 8 du)——(l +2 )!sz,du,,ba,,,zp"qa i

Infatti, da (8) si deduce

(2 duy ) = s V| 4| 20 Qs [de , dv] =

=— V| 4| Hdu, dv]

(*) Cir. p. es. Goursar Lepons sur le probléme de Pfaff, p. 17.
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(B¢ Dui ) = (B9 " dug ) = el | 4| Z9% B @ P [due , dv] =

= — V|4 2™ gws [du, 0] = 8V | 4| K [du, dv] ,

o basta ricordare la (2) . per dedurne lo (4) e (4)uu, e la (2) wer per dedurre
la (). Bimilmente si deduce da (3)

(Saimdr ¢ dur Y= o V| 4] 2 @i §* [du, do] +-
+ 26 V] 4] 298 af* 4 g [du, dv]
cosicchd, ricordando la (8)er del § 57 e la (1) del § 68
(Bauadr ¢ dui Y = — || 4| W' 4 2€) [du, dv).

Osgervando la (2) o 8i ricava la (5) bis.

B) Un lemma.

Se Sa,du, e LB du, sono due forme differenziali lineari lincar-
mente indipendenti nelle variabili u, v, e A & una funzione qua-
lunque di u, v ma non cosltante, ¢ se melle equazioni

(E oy du,)’= A [Ed.i dul 3 2‘- ﬁl dlll] 3
(E[ii dul)f= B [2 o4y du, 3 E ﬁl dlh] 3
d\ = Oza, du, + DEﬁl du.

le A, B, C, D sono funzioni della sola \, si pud con quadralure
determinare un fattore integrante per Xoydu; e per Xf duy, piiv ge-
neralmente per A, Xoyduy 4+ Ay Ep duy, Ay e Ay essendo funzions
qualunque della sola ) ; tal fattore integrante ¢ funzione della sola ).

Basta provare ' esistenza di un fattore integrante per Zoy dug (*). Ora
da (8) si ricava, se p ¢ funzione di A,

(*) Se p. es. Ay 2.0, lo condizioni dell’ enunciato restano soddisfatte se in-

troduciamo la forma A, 2oy duy 4 Ag X diy al posto di 2 ey duy |
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(pEaidui ) =p(Zay duy ) + [Bay dug , dp] =
( dp \ ry 9
=(pd +D Ei“) (B dthi , 2B¢ dtis )i

Se D F0, & pertanto
L)

ﬂ_ k2 Do duy

un differenziale esatto; se invece D =0,
O oy duy = di

@ pure un differenziale esatto.
C) 1l teorema fondamentale.

Se tutle le quantite (1) somo funzioni di una sola variabile
A=MA(u,v), e non & simultancamente P = cost., W' = cost., con-
dizione necessaria e sufficiente per la trasformabilite di @q: py in
Pat Pa ¢ che

o, TV, V,H K,90, @
siano le slesse funzioni di una sola variabile A= u, v) come
le (1) di \ La trasformazione di g 0y in Pg: 0y pud farsi in
w1 modi che si lrovano con quadralure.

I% evidente che le condizioni dell’ enunciato sono necossarie. Per dimo-
strare che son sufficienti, e per trovare effettivamente le trasformazioni di

%y Py in @y : g, distinguiamo due casi.

1° cago: @ }0. Posto

=
Soy dug = 2 duy , Zp; dug = g Dy
A= o8 O=cost, As=UT

le condizioni del lemsma son soddisfatte, in virth delle (4) e (4) v © della (2)
del § 60. Il lemma oi dice pertanto che possiamo con quadrature determinare
due funzioni di w, e, siano U/ @ V, tali che

AU =pZdydus , dV = a2y Dy ,
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p e o essendo funzioni di A, Analogamente si vede che possiamo con quadrature
detorminare due funzioni di « ¢ v, siano U e 1, tali che

dlU = ;E&;d;: 3 dV = ;EE, D?ﬂ H
inoltre p 0 o sono lo stesse funzioni di A come p e o di A. Per fissare le
idee, supponiamo D 20 )
La trasformazione cercata non pud essere contenuta che fra le (**)

(6) A=A , U=U-+a, a costante arbitraria.

B, comunque i scelga @, la trasformazione seritta porta ¢g @ ¢, in P3 : Por
Por voderlo, introduciamo A e U + a al posto di w e » (e A ¢ U al posto
di % o ») come nuove variabili indipendenti, B (cfr. la (7) del § 61)

M=0, au=D, (U+ax=p, (U+au=0,

=0, =D, IIZF'.! T[1=U;
inoltre @, W, W', O, D sono funzioni della sola A, e ®, W, W', T, D sono
le slesse funzioni di A. Lo oquazioni (8) e (9) del § 61 mostrano quindi im-

mediatamente che, introdotte le nuove variabili sopra nominate, sari 5:, T
= ¢y ! o in virth delle (6), e. d. d.

20 gago : @ = 0, Scegliendo
Bacdug =29 dwy, ZEfiduy=ZapdtPrduy, A=T,

lo ipotesi del lesmma sono soddisfatte per le (5) e (5) nis © per la (4) del § 60,
11 lemma dice che si possono con quadrature determinare {7 e V in modo che sia

AU =p2¢idu; , dV = aZaipd" ¢* duy ,

p e o essendo funzioni della sola A. H si continua come sopra, cosicchd possiamo
lnsciare al lettore il resto della dimostrazione (*#*).

(*) Be D=0, & C—=0 (altrimenti A sarebbe costanto, contro 1’ipo-

tesi), e si procede analogamente,
(**) Si ossorvi che A e U sono funzioni indipendenti di w, », essendo

pD 2 0.
(***) Il lettore vedrd facilmente che il lemma si puo usare a determinare

con quadrature le linee asintotiche, le linee di Darboux o di Segre, le linee
integrali di 2y dug = 0, ece.



330 25 OAPITOLO SESTO [§ 62, O]

Corollario : Se le (1) sono fumzioni di una sola variabile, ma
D ¢ W non sono simullaneamente costanti, U elemenlo lineare proiet-
tivo ammelle un gruppo continuo di deformazioni proteltive in 8é.
Basta prendere, nel teorema che precede, @, : ;2 identico a tpg: .
Da cid risulta che non possono esistere due invarianti funzioni
indipendenti di %, », come abbiamo gii annunciato a pag. 322,

Resta il caso in cui @ e W sono costanti, Allora vale il se-
guente teorema semplicissimo :

Se ® ¢ W' sono costanti, condizioni necessarie e sufficients per

la trasformabilitd di ©g: Py in Py: Py S0NO |
S=—5 e , T=WU,

La trasformazione pud farsi in w0 ® modi che si lrovano con qua-
drature.

B evidente che le condigioni dette sono necessarie; per dimostrare ohe
sono sufficienti, distingniamo tre casi,

1° caso : '1*20. Le (4) e (4)us si scrivono, ricordando il teorema del
§ 60 D,

(Bdidug ) =0, (B¢ Dy Y= — % (24 dug 2y Dug 1.

La prima dice che

at

I duy = — Be 7

& un differenzinle esatto; e dalla seconda si ottiene tosto

(U2 Duy )= 0,
cosicché anche
U2 Dug = av

¢ un differenziale esatto. Introdotte U/ @ ¥ a nuove variabili indipendenti (*),
si trova senza difficoltd, ricorrendo alle formole (8) e (9) del § 61

e
=97

(dU*—9edV?),

(*) Si vede subito che esse sono funzioni indipendenti di w ¢ ».
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¢ﬁ=§ﬁ%ETWdUL+3WdeV+

+9WadlUdVe4 210 dV?),

Introducendo in modo analogo nuove variabili indipendenti al posto di
% @ v, sl vede subito che ponendo

U=U,V=+V®

@y ¢ g 8i trasforma in oy ;g- Ora Ue V non sono determinate che a meno
di sostituzioni della forma

all . aVabs

oon @, b costanti (a 2 0) cogiochd risulta provato tutto cid che si 6 enunciato,

2° caso: =0, W 2 0. Osservando di nuovo le (b) del § 60 D, le (5)
© (5) ps didnno

(B dug ) =0, (Bapsd” $* dyy )= — % [Z¢¢ dug y Dagad” f degg ],

8i pud quindi porre

Iy duy = — 3 d—g y UZapedm ¢ dug =dV.

Introducendo U @ V' come nuove variabili indipendenti, il che il lettore
faccin come esercizio, si giunge facilmente alla dimostrazione dell’ enuneciato.

8° cago: ® = W = 0, ossia ¢§; = ¢ = 0, quindi in particolare X = 0.
La curvatura di ¢, essendo nulla, si possono, come ben si sa, introdurre
con quadrature nuove variabili indipendenti in modo che i nuovi coeflicienti
di o, siano costanti.

La (1) del § 58 mostra che anche i nuovi coeflicienti di ¢, sono costanti.
Kd & un facile teorema d’algebra che due eoppie di tali forme si possono tra-
sformare 1' una nell’ altra mediante una sostituzione lineare a cooflicienti co-
stanti in du , de, a cui corrispondono w® trasformazioni in w, ».

Corollario : Se @ e W sono costanti, U’ elemento lineare proiettivo
gt tpy ammetle oo ® lrasformaziond in se.

(* <+ secondo ohe W' =W’ oppure U= — W,
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Quadro di formole per coordinate asintoliche.
Qyy = Ggg = Gyj9 = Gypp = 0, ® =8§gna,,
iy = G, Gggp = @Y.

s e

@9
b=y =0 , dy=—, = |ay],
=92 =0 , 2= —9P=— 1 .
[tyg |

Dy=—wdu , Dv=wdv,
Dy = — weo,du 4+ wipydv,
biyg = bige = 0,
by = —wapl , by = 0ayT,
Fy = way, (— pdud® + vdv®).

y _ 1 dlog(vais:f) e
S u SR B v

In coordinale normali :
Q=1 , G =pF"1 , ay=p",
o=8gnfy , byy=—wflr , byy= ofi’
Py = 2fydudv , @y= By (fdu + 1dv),
Py = ofif (— fdu + dv).

2R _ OlogBy
thyi=t o ) %—T-

[§ 62, C]

1 dlog(Bal: )
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2 glogfy® dlogpy

i By ou G-t
v = 1 dlog pBy® a-i— 1 (dlogpy)\®
e EoaNy du B ov )’
v 2 dlog fv® \® o [dlogh*r\®
Py ou By® dv :
1 d%log Py
K== "ousw
He 1 log(B:7)
| Bt oudy
0 1 3logPy® (6%logPy*  dlogPy dlogpy®
i g2y ou du? ou du
1 dlogB®y (o*logfy = dlogBy dlogpy
i pr* ov ov* v v !
o @ Olog@y® (oflogPy®  dlogPy dlogfir’
L ou ou* du du

o dlogB*y (o%logpty  dlogPy dlogfty
pr® D) vt av v .






Carimoro VIIL

CONDIZIONI D’ INTEGRABILITA E SUPERFICIE

PROIETTIVAMENTE APPLICABILI

§ 63. — Condizioni d’integrabilitd

delle equazioni fondamentali.

4) Equazioni preliminari.

Al Cap. II § 14 4) e C) abbiamo visto che, fissato comunque
il fattore arbitrario delle coordinate omogenee @ del punto mobile
di una superficie § non sviluppabile, valgono le equazioni fonda-
mentali

(1) Zpy =N}, %+ 0, X + Dy 2,
(1) w1 Xi=ke+ Zmjz,,

e le formole duali

(2) b =—2ap & +a, B+ 7,§,
(2) v F_-: =N§+ Zpik,. ~

Di piu, abbiamo trovato al Cap. I § 14 B) ¢ 0) ¢ §16C)
aleune relazioni fra i coefficienti, e precisamente le
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Ea"‘ Qpsi = 0 3
Satipta gt =0
Prs = Pary Tps = Ty Mg = Myp y s = Poar
(8) ‘
m,, = Tpy — (K "t" J) @y ] Pw =Py — rK + J) g o
LN+ E+Jd=0,

g — Prg = Eﬂ’ra‘—i (*)‘

Queste equazioni esprimono, in particolare, i coefficienti delle
(2) e (2)y, mediante quelli di (1) e (1),,: basta adunque occu-
parci delle (1) e (1) . Gid al luogo citato abbiamo osservato che,
derivando covariantemente le (1), possiamo ottenere i valori dei
coefficienti di (1), espressi mediante le a, , @u , P, : oOra
faremo questo calcolo. Del resto i valori delle m,, si trovano gid
dalle (3), cosicchd soltanto le espressioni di I, saranno nuove. Deri-
viamo adunque covariantemente le (1). Si ottiene, tenendo conto
delle (1) stesse,

Ly = E :B{ [“-uu “I" fﬂ-:f, iy + Pra Py + g mlt]- ‘+‘
+ Gy X 4 (?‘ g Pit + Cs by - Ppat) &

Se ne deduce, ricordando che 9 4 & =0,
L9t a,, = Dat [E¥a,,, + 2V a)an, +

+ B9 0y p + 29 @ my] +
+ @9 al, pu + 29" a, b + 2V ) @,

Ma dal Cap. VI, § 57, (3) ter © (D) 1o 8i ha

Z¥tal, py = b pu 3 DL “&. Qg = Zb}! ay, = J By, )

(*) Ofr, Cap. VI, § 58, (3). Si ricordi cho 2y = 2 A Grsni
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e dal Cap. 11 § 1 E)

Byyg == Tyg = — (12, 12) 2* = — Kda?,

g1 — gy = (12, 12) 2! = KAa?,
ossia
(4) ¢ 2,y = KZ Y, o',
Dunque
Bt [28 ap + (K + J) i + 2 (@0 pro + )] +
+ (B8 P + 29 0l + Z9 p)z =0,

I punti @, a', «® essendo linearmente indipendenti, seguono
le relazioni

(5) E¥a.y + (K+J) % + 29 (@, po + a,,m,) =0,

(6) zb:l ptt + E'&“ (a’u I: + ?Jr:l) o 0 1)

B) Trasformazione delle (5).

Le equazioni ora dedotte si possono trasformare, Cominciamo
con le (6): noi non ne dedurremo niente di nuovo, ma ritroveremo
soltanto una parte delle (3), e precisamente le

i o
My = My, za'” Tpy = 0 y Ty — Py = Lal't-‘-l .

Moltiplicando la (5) per a; e sommando rispetto a ¢ ed », si ottiene,
osservando che Za¥ 9§y = 2al" a4y = 0,

B8 @t qi prs + 29 @l g myg =0,
o88ia
IMpes 4 Bty = 0,

Hssendo pyp == pg;, risulta confermato che e = . Moltiplicando
invece la (B) per $r od osservando che T8 @, = 0, si ottiene

Qe(K - J) 4 B3 ¥t aypr 4+ ZHr 0 amy =0,

Pumint o Cron, Lexioni di Geomelria profettivo-differensiale, ag
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oppure, scambiando nel terzo termine ¢ con » ed s con f,
Qe(K + J) + Z¥r Pt ay (prs + mies) = 0.
Ora dal Cap. VI, § 56, (2) o (4) si deduce
ZHrPtay = oY Saaht = sart,

cosicché risulta
QK 4 J) = — Bar (Prs -+ Mps) = — Za" My

Posto adunque
Mypy = Mg — (K + J)ates (*)

risulta confermato che Zar m. = 0,
Introducendo le m,. al posto delle we. nelle (b), si ottiene, osservando

che 28 ayy @y = pr

2§t rgit + bR @y Prs -+ Zos Ayg T = 0.

Dimostriamo che quest’ equazione equivale all'ultima deilo (3). A tale scopo
moltiplichiamola per du; Du, . Ricordando lo (3) e (8)quater del Cap. VI § 66

risulta

B sy dieg Dty 4 B prg Dty Dity — & Bmg oy dutg .

I basta, per giungere al risultato voluto, osservare che

Epps Dty Ditg = 8 By dity duy (%),

() Calcolo delle /; .

Invece dalla (6), come abbiamo enunciato, possiamo trarre il
valore delle 7,. Moltiplicandola per @™ &, ¢ sommando rispetto a
h e r si deduce

23 M py SOl A+ Z8 3y a™M o,y =0 3

donde la formola cercata
(7) zl o r'a? Prs — SE{)HA &“ alkr‘ Pest o

(*) Sappiamo che le 7 cosi definite son quelle che compaiono nelle (2).
(**) Cfr. Cap. VI, § b6, (6), o § b8, (3) e (3) i




(§ 63, €]  CONDIZIONI D'INTEGRABILITA ¥ SUPERFICIE ecC. 339

Hssendo @} = X &" b, = e X M uy,, possiamo scriverla
anche

1
Iy =— & [@11 Pag — 2159 Pra + @09 P11 +

+ a3 (P1ya — Pio1) — 1y (Pize — Paan)] »
(?) bis ]

= — ‘;;' [@110 Poa — 20139 D1y + Gp39 P11 +
4 gy (Pyya = Paan) — g (Praa — Pana)]-
Naturalmente, il calcolo correlativo conduce alle
(") tor \=—SaPn, —s38, a2,
Il confronto di (7) e (7) 4 conduce alla formola
(8) I — A= 2a* (P + 7)) — Bal, (M)

come ora dimostreremo,

Sottraendo la (7) e dalla (7) otteniamo dapprima
I — i =305 (Prs - o)) — 82 % B @b (Prat — Torar)
sicchd bisogna provare soltanto che
o SN (Prst — Trst ) = 82 Bimrs »
Ora, derivando covariantemente 1'ultima delle (3), otfeniamo

k
Prat — Topgp = — E“ﬂipl = — Dy a‘l—’;‘.ll
cosicchd

Bhin 9 A (Prat — mp ) = — L& Pl alr a,..fm.

(*) 8i ricordi che Bailr = DA Ak Ginnes



340 CAPITOLO SETTIMO [§ 64, 4]
Ora dalle (3)r @ (8)nis del Cap. VI § B7 si deduce

— 2 ¥taty = — S8 b =eSally .
siccho

Z ¥ ¥t e (pegy — o) =83 ﬂf&lp& 3

che & la formola che si voleva dimostrare.

§ 64, — Continuazione.

4) Condizioni d’integrabilita delle (1) .

Al § 63 abbiamo richiamato le equazioni fondamentali (1)
e (1) v, © le relazioni (3) fra i coefficienti di esse a cui abbiamo
aggiunto le formole (7) e (8) che danno le I;, deducendole dalle
condizioni d’integrabilita delle (1), Per completare lo studio, do-
vremo ancora soltanto aggiungere le equazioni che si traggono
dalle (1),. A questo studio qui ei rivolgiamo serivendo che X, =
=X,;, ossia 2H" X, =0. Derivando covariantemente le (2) si
frova tenendo conto delle (1)

Xp=lne + Ly, + Emyy 2" +

+ Zm} (20,1, 2" + @ X + p, @)
ossia
Xyo=Xa"(a,x + mys + Sal, my,) -+

afs (sih + Zm; ?u-n) @ 4 my, X.

Se ne deduce
S Xy = Za" (B a,u L + Ld*m,, — L m,) +
+ (B9% Uy + D9 m] po) .

Deve essere 4" X, = 0. Le relazioni che ci rimangono da scri-

|
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vere sono pertanto
(1) 3% au b + 2 my, — ZbFm;, =0 3

(2) ; Z9* 1, 4+ Z9*a™ m,, Prs = 0.
B) Btudio delle (1).

Dimostriamo che la (1) non da niente di nuovo, ma soltanto
permette di ritrovare la penultima delle (3) del § 63.

Dalle (6) del § 63 si deduce
BN am by == Db piy + S p o
Sostituendo nella (1), si ottiene
(1) bis S0% (prik 4 Mein) 4 201 (Pix — map) = 0.

Dalla
Wi = i — (K 4 J) ayy
si deduce 3

Mepin == Tpik — (Kn = Ji ) @y
cosiooh® la (1) vis diventa, ricordando cho 2 6% ap =0,
(1) tor S8 (poin + Trin) — D98 ang (K 4 1) + 25 (pin — ) =0,

Moltiplicando per a" g, o sommando rispetto ad s, si deduce
B 9% 8y @™ (Prin + o) — 20 3y (Ko + i) + e Zal" (pin — m) =0,
ossin
(D quater Ko + Jy = — 628 8, 0™ (prin + rin) — Dat” (P — mir ).
Ora dalle (7) e (7) ter 81 deduce
b+ 2= Zar" (P — mx) + 6 289 @ (Prat + Tar)
thkrst

strik
do con (1) (e si ritrova la penultima dells (3) del § 63, come abbiamo enunciato.

Fseguendo nell’ ultimo termine la sostituzione ( ) e confrontan-
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/ 0) Studio della (2).
Resta infine la (2); noi dimostreremo che essa equivale alla
(6)) o (?)nl hE "Tﬂi!) . 2Xb, (Pr.t. Sl ﬁrl) = Lb,,.

Sostituendo nella (2) =y al posto di w2, essa diventa (*)

(2) vis Zo Ly 4= B o™ prs e = 0 (**) &
Per la penultima delle (8) del § 63 (4, 4 & )dwyy=—dK —dJ 6 un

differenziale esatto, cosicché
DYy = — B¥h Ay = -—;—- DO (L — Ain)

e la (2) s puo seriversi
(2) tor Do (L — M) = — B9* @™ (P 4 0) (Prs — Taa) ©
Ora dall’ ultima delle (3) del § 63 si dadu.ce
I8k @1 (Pry — M) = — DY a8 @y Ly = — ZH* 07T,
o ricordando la formola (3) ior del Cap. VI § 67,
E (Prs = mng) 9k are = BB,
o sostituendo nella (2) o
@) quater B8 (o — M) = — BbZ (pir + Tir) «
Derivando covariantemente ln (8) del § 63 si deduce

b — A = B ain (Prs + Tore) + Bai" (Pran + Tran) — Dailion

(*) Bi osservi che 2 @ ay prs = Z&* py, = 0.
(**) Cid si potrebbe serivero anche

Pn Pz pP=
hy — lay = = | T ma me |,
@y g s
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cosiocho

3 s “ﬂ; o liil) = Ehfﬁ,‘ (?Jr-x + Trs) "]" Dhrak (PI'!‘N ‘i‘ Trr.:h) —_— E’?’ﬂ‘,‘,k

onde, confrontando con (2) quater , 81 deducoe la formola cercata (3).

D) Esame delle condigioni d'integrabilita.

* Abbiamo gia trovato futte le condizioni d’ integrabilita delle
equazioni fondamentali; esse sono le (3), (7) e (7) « del § 63 e
la (8) del § 64, Fra queste equazioni, ve ne sono sei che conten-

-

gono I, Iy, Ay, At la penultima delle (3), la (7) e la (7) 4 (con
=1 2)

Noi possiamo definire le I, e A; mediante quattro di esse o
quattro combinazioni di esse, p. es. mediante la penultima riga
delle (3) del § 63 e le (8) del § 63 ed otteniamo pertanto ancora
due equazioni che non contengono pitt né I, nd .. Esse sono evi-
dentemente le (1) 4, che possiamo mettere sotto la forma pit semplice

4) D¢ (po + mp) =2 a, (K 4 J)) + Bb apl, ().
Osserviamo ancora che nelle (3) e (4) compaiono i coefficienti

Qs = Prs _" T
della forma

(P -+ m) At du, = P 4 T1

gid considerata al Cap. II § 14 B).

(*) Infatti, dall’ ultima delle (3) del § 63 si deduce
Eb!-h {f}u‘ - T ) ==X !"J:-* Aik—s

onde sostituendo nella (1) 81 ricava la (4).
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) Teorema riassuntivo.

Prima di procedere, sari. opportuno enunciare un teorema che
riassume 1 risultati finora ottenufi : :

Una superficie S non sviluppabile, cd il fatlore arbilrariamente
preseritto delle coordinale omogence dei punti di essa sono individuali,
a meno di una sostituzione lineare unimodulare, a coefficienti costanti,
conoscendo le tre forme differenziali intrinscche

¥, = 2a,du,du,, Fg=Ia,,du,du,du,,
2 q,, du, du, ,
legate dalle identiti (condizions d’ integrabilila) necessarie e sufficienti:
RaltE =0

(1)
0

I

Ya™ q,,

]

T g Quy = ZHa, (Kk + Jy) — I ayl,,
(I1)
Eb"‘ Qral. + 2 2 b]ift qrn . Eb]ltnl "

Le coordinate omogenee x dei punti di S st caleolano integrando il
primo gruppo di cquazioni fondamentali

XPIL_' E!]'Irlxi + Prnx + arsX'j
Xy=1x-+3mjx,,

sotto la condizione iniziale (xx, X, X) = J/]A|.

Posto § = ﬂ%r (x x, Xg), le & (coordinale dei piani langenti
di 3), 8t oltengono integrando il secondo gruppo di equazioni fon-
damentali (%)

(*) Naturalmente, integrato il primo gruppo (p. es.) lo & anche il secondo,
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Era= _EELEI + ﬁu& -|= anE'p
EI=1IE+}:‘P'[Er1

solto la condizione iniziale (&€, & E)=c|[A].
I coefficienti delle equazioni fandamen!ah 81 calcolano dalle formole

Pt T =Gr y Pro— o= — By
m,, = %, — (K 4 J) a,,
(I1I) tre = Prs — (K + J) 8,
4+ M=—(K+J)
L—A= Xal"q, —2a,",.

Il lettore confronti le formole trovate con quelle del Cap. II,
§ 16 D) relative al caso particolare di linee coordinate asintotiche.

§ 65. — Trasformazione delle equazioni
trovate per superficie non rigate.
Caso di coordinate normali.

A) 11 caso J F 0.

Supponendo J # 0, escludendo ciod il caso di superficie rigate,
possiamo meltere le equazioni trovate sotto un’altra forma. Essendo
Za"q,, = 0 possiamo porre allora
(1) Qe = ET; a!‘l = J¢f L

introducendo cosi, al posto della forma quadratica g, du, du, la
forma lineare

(2) IN'= E T d'ﬂ-‘ .
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Ricordando la formola (1) del Cap. VI § 58, otteniamo, derivando
covariantemente la (1) :

e
(1) bls Trae = Etﬂ a‘:a + '"2_' T'}-"' z‘a’t": T+
+ eS8, 90, St 7.

Dal Cap. VI, § 57 (3) 1ys © () woe © § 58 (1), si deduce

B0 ant, = -5 Bbal ¢ - e B b B ¢t =

== —j—ﬂb"‘ a’ﬂu'_ + Eb‘h au" q)l = 2’&,, (; + Jq)‘)-
Dalle (1) e (1), © dal Cap. VI § 57 (3) e (5) . © § 58
(1) s 8i deduce

1

2 s'\bul l r;"l"'}"'l}'qtl’r“q"QQ!'&:

Ebi‘:a Qrs =
= Lspmat o Jt g Sor g ole = B0 (-;_ T+ 0,

+ e By, 20kt =

29 g = 2¥* al i + % 9% ay; jk
_z‘,b"‘-:,#+-—-2b"‘ =7, + 20 ¢y
Ebrﬂ qﬂ‘ . Zb"" ‘t“ -JI- ——— zﬂi. brﬂ T'.I + Ea b "Pt 1( e

= TBO (i fus) + 5= BT
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Di pin (*)

o 1 st L _];__ J,
B =B [Tt 8 () (7 )+

()

A AR I

Sostituendo nelle (IT) del § 64, si trovano le equazioni equi-
valenti

J’r
= B8% 0 (Bx + i) + T28, (% L q;") :

TR [c,. G (%——'f—,— o t[a.) —:,] = — &b,

dove si pud sostituire a ™., il valore (3).

(*) Infatti, dalla (1)uiwe del Cap. VI § 58 si deduce successivarente

B 1 Ju
Dhrst, =2 (',— 2 ) - lpr) brity -3 (T S 1= ‘I’r‘:) bt =

no

[ () (5 )

1 Jw 1 Js 1
+E[_2‘"J_‘+'pﬂ'+2("§“"j‘+¢ﬂ) -;-"T+¢':)]b“".

onde la formola del testo.
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B) Nuovo enunciato per le coordinate normali.

Le equazioni precedenti si semplificano e diventano particolar-
mente utili usando le forme normali (J = —1). Per comoditi del
lettore diamo qui un enunciato completo :

Una superficie non rigata S delermina tre forme differenziali
intrinseche ed invarianti

¢y = Ya,, du,du,,
¢g = B8, du, du, du,,
T = X« duy,
legate dalle identita
Ta"a =0 (t=1,2)

1 A3 319 A9
(A) AT Ayp Apgp fggy [=—1,

Ay7 Q49 fgg

Ea{'(':u“l' 4'!':1-) — "PI _Kl.s (1 =1 1 2)
(B)
Zy (trl + 4’1 Tr) 8 R e (‘pr-t 'l" 3‘]%5 ‘["l + q’r IIJ, ‘pl) 3

dove K & la curvatura di tp, ¢ le ¢ son definite dalle

Ay = 82Dy, ¢k- brll.a

dove le & sono definite dalle (1), a pag. 298, § 56.

Viceversa, date le tre forme differenziali ¢y, ¢4, T, soddisfa-
centi alle (A) e (B), esiste la superficie S corrispondente ed é com-
pletamente determinata a meno di collineazioni (*). Le coordinate nor-
mali x dei punts di S si ollengono inlegrando il sislema

(*) Ad una superficie correlativa alla S corrispondono le forme ¢y , — @5,
— 1,
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X = Ea{‘lxi a5 araX + Prs X
©) ;
X,=Lx+} Z2mix,

sollo la condizione iniziale (XX, Xy X) = J |A| ; le coordinate normals §
dei piani tangenti di S si ollengono integrando il sistema analogo
Ers ey —Ea‘,, Xy + arIE + ﬂs‘le)
(Cy)
EI. s liE"l‘ EP‘:&I“J

sollo la condizione iniziale (E&, & B) = e||A|. Del resto le x e le §
sono legate dalle

£ = i(xxl Xg) , X= VET—I (€€, &)

VIAT

I coefficienti delle (C,) e (Cg) si determinano dalle equazioni

Prs + By = Nty © -

Prs — T = e P,

m,, = %, + (1 — K)a,,

Wre = Prs + (1 — K) a,,,

L4+ MN=—K,

o A st B (0 ) 15

(D)

) e =eX8y 28" [Cap. VI, §58, (1)]

= Saj P = Ba]' §p [Cap. VI, § 57 (B)uis],
onde
ai::".I: E“T“Ppa‘l'xa&l@p!

o per la stessa equazione precedente (che si pud scrivere 2 af = Zai®¢,)
M:fﬂ | ﬂ‘-i“ (%l -+ ¢p ‘Iﬂ's )-

Inoltre 2 af' gm = D a;" @t = Zaptt =7 [Cap. VI, § 67, (B)].
Indi si deduce subito la formola del testo dall’ ultima delle (III) a pag. 845.



350 CAPITOLO SETTIMO [§ 66, 4]

§ 66, — Nuova trasformazione delle equazioni

trovate per il caso di coordinate normali.

A) Introduzione della funzione aunsiliaria o.

Le relazioni fra le forme ¢,, ¢, e 7' si scompongono in due
gruppi : il gruppo (A) dice soltanto che ¢, & coniugata a ¢, , e
che @, © @5 son forme mormali; il secondo gruppo (B), relativo
alle t;, si pud porre in una forma assai elegante con I1'introdu-
zione di una nuova incognita ausiliaria o col metodo che ora an-
diamo a spiegare. Per brevitd, poniamo

(1) B=3p =Xb (Prae + 3bre e 4 Pr s Do)

Essendo J = — 120, ogni sistema covariante a due indici

¢ combinazione lineare di

k
Uys y "‘}n ) Z Vi Qg

dove vy, & un sistema covariante ad un indice.
Quindi possiamo porre

A q’: T, = 0, + ad, -+ 2y, G:‘., 3

In apparenza introduciamo, oltre o, tre altre incognite o, v, Vs,
ma esse si determinano subito. Infatti moltiplicando la precedente
con a;* oppure con 9" si trova rispettivamente, per le (B) del § 65,

‘{"l'—'Klﬂzvha:.at«=zvkuua’:‘ Csp
A\ 7 - *
=Ina¥a,=v, (%),
A
B=aX9",=—2ea ().

() Cfr. Cap. VI, § 57, (5).
(*) Cfr. Cap. VI, § b6, ().
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Quindi : L’ sncognita ausiliaria o, di cut faremo wuso, é quella defi-
nita da

(2) Trs + l["s Uy = "";'_B'an + EGL (q)i _K() + ca,,

dove B & definita dalla (1). E queste equazioni (2) possono sosti-
tuire le (B) da cui siamo partiti. In altre parole, date le forme ¢, ¢y
[soddisfacenti alle (A)] e la forma T, affinché esista una superficie

corrispondente & necessario e sufficiente che valgano le (2) con qualche
valore di o,

B) Studio delle (2).

Cerchiamo le condizioni d’ integrabilita di queste equazioni (2)
quando come incognite si assumano le t,,

Derivando covariantemente le (2), si deduce tenendo conto
delle (2) stesse (*)

Toat + (Ps — s 4’1) Tp — Oy Qs a q)l Gy =
== -—;—- Bq), 3’.-: 48 -%B‘ B + 2":-: (% e, KII) s

— ¢ Day, (§s— K;) 4 e D d, ¢, B0}, (§, — K)).
Moltiplicando con #* si trova (**)
X¥te,, + Hr, —39"a,, 0,4+ c2da, ¢, =

1 :
- _“%'B‘[-'r o i G Zb (o — Ki) + 22079, (b — K)).

Ora le identitd (4) del § 63 valgono qualunque sia il sistema
covariante 2;, (anche se @; non sono derivate, come ivi si suppo-

(*) Si ricordi la (1) del Cap. VI § 68, (in cui J=—1).
(**) Cfr. Cap. VI, § b6, (2), § 67, (8)wr, § 60 (1).
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neva) (*); dunque

¥, =KL,
e la precedente pud scriversi
2(9,. K 4+ a, H)t* — X9 a,, (o, + a¢,) =

= — (B, + B) + 20 (b + 204 — K — 29, K) =0.

Moltiplicando per XLa™ &, = X4 a); (**) e sommando rispetto
a r, si oftiene

(3) °¢+°‘Pi+2(5&nH+“uK)"h=
Bt _;"z&“ Ao (B,. + Bq’r) —1—2&:‘ ("Pll+ 24’: ‘]'c S Ku b 24": Kl)
Le cercate condizioni d’ integrabilitd hanno condotto alle equa-

wioni (3) melle o,. Dobbiamo ora scrivere la condizione di inlegrabilila
di queste. Troviamo la

(4) 3Ho + Z(a"H,+ 9" K,)7. =
1 1
= ——-Hé—Ea"(B,., + 24¢,.B,) + ?B(K + 2 — )

4 30"+ W —Xb™ (K, + 4K, &, +

+ 2 Kr "I‘u + 4I{r !‘["l "{"C) (*“‘)'

(*) Infatti esse si dimostrano nello 'stesso modo nel caso generale; del
resto, ne é facilissima la verifica in coordinate asintotiche.

(*) Per 1’uguaglianza delle due espressioni, ofr. Cap. V1, § 56, (4).

(***) Derivando covariantemente le (8) si deduce tenendo conto delle (2) e (3)

Sir =+ 0 (Yir — Gt b + Kayp — e Hyy) + Z(an Ky - edig Hy ) 24—

— Z[eH (e ti + M + K(ane i + ansde) ] =




|§ 67, 4]  CONDIZIONI D'INTEGRABILITA 1 SUPERFICIR €CC. 363

§ 67. — Deformazione proiettiva.

A) Il problema fondamentale.

Ora ci rivolgeremo al problema importante :

g oA : :
Dato un elemento lineare proiettivo —=> | riconoscere se esiste

Iy

qualche superficie corrispondente e, nel caso affermativo, determinarle
tutte. Date le ricerche del Cap. IV § 40, possiamo omettere il caso
J=0; sappiamo che in tal caso esistono sempre delle superficie
(rigate) corrispondenti (dipendenti da una funzione arbitraria che
¢ la 7 di L ¢.) Possiamo quindi supporre J = —1 sicchd il pro-
blema si enuncia: date le forme @, ¢ ¢y soddisfacenti alle (A) del
§ 65 B, riconoscere se le equazioni (B) del § 65 nelle incognite ty , 7
ammeltono qualche soluzione e, nel caso affermativo, determinarne tulte
le soluzioni. Ora noi abbiamo visto, al § 66 4, che le equazioni (B)
sono equivalenti alle (2) del § 66 che contengono oltre t, e =,
I’ incognita ausiliaria a. Noi abbiamo calcolato le condizioni d’in-
tegrabilitd delle (2), che sono le (3) del § 66.

= — —~ 2% apy (Bre + Br 4 + Bw) +
+_;-¢4 S am (By + By ) + ia B (K % — Ha) +

+ Bai' (Gur 4 45 Yo — Kop — 2 Ky — 2 Kip) —
— e Dar ($oe + 2 pr — Ky — 24, Ky ) +
+ 8 20 YT 2BY (dot + 2 — Koo — 24 Ky ) ~
— K Ban (b — K ) = s H2b% (4 ~ K; ).

Dobbiamo scrivere che oy, == gy, ossia che 8" gy = 0, Moltiplicando
pertanto la precedente con " o sommando rispetto ad ¢ e #», si ottiene la
formola (4) del testo, se si ricordano le formole Cap. VI, § 66 (2) o (4),
§ B7 (3) tor © (B) quater, § B9 (1) e § 60 (1), e la formola (1) del § presente.

Funixe o ¢ron, Lextoni di Geomelria profetlivo-differenxiale. a3
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Notiamo che le (2) e (3) insieme esprimono tutte le derivate
di t,, v, @ 6 come polinomi lineari (non omogenei) delle ,, 7,
e o stesse. Come condizione d’integrabilita delle (3) abbiamo tro-
vato la (4) del § 66, che ha la forma

() AG 4= ATy A ATy =

Ay, Ayy Ay © po essendo funzioni note. B noi non continueremo il
calcolo effettivo giacch® le formole si complicano troppo ; ma © fa-
cile continuarlo in ogni caso particolare. Derivando la (4) e tenendo
conto delle (2) e (3), si ottengono evidentemente due ulteriori re-
lazioni della stessa forma (o) ; da ciascuna di esse si derivano nello
stesso modo due ulteriori relazioni della stessa forma, e cosi di
seguito. I quindi chiaro che cinque casi sono possibili:

1° le relazioni della forma (a) che si trovano nel modo ora
descritto sono contradditorie, B questo il caso generale (*), se si
scelgono a caso le forme @, © ©y; non esisle nessuna superficie di

elemento lineare protetlivo —:‘;i;
2 '

2° dalle relazioni della forma (o) si trovano valori ben de-
terminati di 7, , 7, (¢ quindi anche di o). Fsiste (a meno di colli-
neazioni) una sola superficie di elemento lincare proietlivo —':1, proiel-

] 2

tivamente indeformabile. La terza forma fondamentale si calcola dal-
I’ elemento lineare proiettivo mediante sole operazioni razionali e de-
7IVaAZION |

3° le relazioni della forma () si riducono a due linearmente
indipendenti sicchd esse si possono ridurre alla forma

p=a%,+b, a=ct, 4 d (™).

dove a, b, ¢, d son funzioni conosciute.

(*) Infatti, 1’ elemento lineare proiettivo dipende essenzialmento da due
funzioni arbitrarie di # o », p, es. dalle solite B e y, mentre una superficie
dipende solo da wnae funzione arbitraria di due argomenti,

(**) Se le relazioni della forma («) dessero un valore determinato per 7,
basta sostituire t, a =, ; se poi dessero valori determinati per 7, e 7y, anche
il valore di o sarebbe determinato.
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Sostituendo nelle (2) e (3) si ricavano due sole relazioni della
forma

o5 myt 4 n 25 {~
— - —_ =My Ty -+ N,
du ¢ Ko 6 it ov - b | 29

dove m, , my, n,, ny hanno valori conoseiuti.

Tali equazioni formano evidentemente un sistema completa-
mente integrabile, e 7, se ne ricava mediante quadrature. Le super-
ficie di elemento lineare proiettivo —:‘;?!— dipendono essenzialmente (ri-

2
guardando come identiche due superficie collineari) da wn para-

metro. La lerza forma fondamentale si caleola dall’ elemento linedre
protettivo con quadrature. La terza forma & del tipo

Z'L'( d’ﬂ;; - Et? d‘l&; "l' c}JX‘ du‘

con ¢ costante arbitraria ;

4° la relazione (4) del § 66 non & soddisfatta identicamente,
ma tutte le ulteriori relazioni della forma («) son conseguenza al-

gebrica di essa, Le superficie di elemento lincare proiellivo Py .

Pa
pendono essenzialmenle da due costanti arbitrarie. La terza forma o

Srdug = B dug + o, Dok duy + ¢ X ok duy,

con due costanti arbitrarie ¢, e ¢y;

5° la relazione (4) del § 66 ¢ identicamente soddisfatta. Le
(2) e (3) del § 66 formano un sistema completamente integrabile.
Le superficie di elemento lineare proieltivo --:;?— dipendono essenzial-

2
mente da lre costanti arbitrarie. La terza forma ©

X vy dug = 2] dug + 69 By} duy 4 o By dug - o3 Dy dug

con tre costanti arbitrarie. Determineremo al § 69 tutte le super-
ficie di questa classe.

Notiamo che dall’analisi fatta risulta:

Se una superficie € proieltivamente deformabile, essa fa parle di
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una famiglia continua di superficie che dipende du wuno, due, o tre
paramelri (*), tutle proiettivamente applicabili fra di loro.

B) 1l sistema coniungato di deformazione proiettiva.

Sia -£2 1 elemento lineare proiettivo di due superficie S, §

applicabili ma non omografiche (**) e siano X<, du, , S, du; le
terze forme fondamentali di esse. Poniamo

b S e

Il Cartan, nella Memoria gia citata al Cap. VI § 61, ha tro-
vato il significato geometrico delle linee definite dall’ equazione
differenziale

(1) Zb!, v du,du, = 0,

Esse formano evidentemente un sistema coniugato (che si pud
ridurre ad un sistema d’asintotiche coniato due volte) che Cartan
dice il sistema coniugalo di deformazione proveltiva (**), I.equa-
zione (1) si pud scrivere anche (cfr. la (1) del § 65)

(1) bls E(er o é:l) du, Du, ==

Per ogni sistema di valori (w, v) i piani osculatori delle curve
corrispondenti di 8 e S nei due punti (u, ») formano due stelle

omografiche. Possiamo quindi (in o * modi) sostituire a S una su-
perficie S8'(w, v) ad essa collineare (variabile al variare di u, v)

(*) riguardando come identiche due superficie collineari.

(**) Pit precisamente, la corrispondenza fra S e A che si oftiene facendo
corrispondersi i punti che appartengono a valori uguali di « e », non sia
proiettiva. S o N possono inveco essere omografiche in virti di un’ altra cor-

rispondenza puntuale fra di esse, anzi identiche.
(**%) Se una superficie ammette oo ! deformate proiettive, essa possiede

un golo sistema coniugato di deformazione proiettiva. Kssa ne pud possedere
invece w! o »? se & proiettivamente deformabile in @w® o in w? modi.
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tale che nel punto (w, v) una curva qualsiasi di S e la curva cor-
rispondente di S'(u, ») abbiano lo stesso piano osculatore (e la
stessa tangente).

Si fissi comunque per ogni valore di («, %) una tale superficie
S'(w, v). Siano P,, Py, Py... punti fissi nello spazio, e Pi(u, v),
Piyu, v), Pyu,)... quelli che vi corrispondono nell’ omografia che
porta § in 8'(u,v). Si fissi ad arbitrio una relazione f(u,v)=0
e sia O la curva corrispondente di S, Posto f(u, )= 0, anche i
punti Pj(u, v), Pyu,»)...descrivono delle curve, e per ogni valore
fisso di (u, v) lo tangenti a tutte queste curve incontrano una tan-
gente ben determinata (data la relazione f(u,v)=0) ¢ di 8 in (v, ).
Allora ed allora soltanto che € soddisfa alla (1), ¢ ® la tangente a C.

Lascio al lettore la facile dimostrazione ().
(

C) Superficie i e E.

Se Za™y, x,zo, ossia se si tratta proprio di un sistema co-

niugato, la superficie dicesi superficie R e le due congruenze delle
tangenti alle curve del sistema coniugato di deformazione proiettiva
diconsi congruenze R. Le superficie e congruenze R furono studiate
per la prima volta, da un punto di vista del tutto diverso, dallo
Tzitz6ica nel 1911, ed importanti risultati su di esse son stati tro-
vati, oltre che da Tzitzéica, da Demoulin e da Ionas. Di questo si
o gid parlato al Cap. V § 52 e § 54.

Se @™y, %= 0 sicchd il sistema coniugato di deformazione
proiettiva si riduce ad un sistema di asintotiche contato due volte
la superficie si dird superficie R,.

11 Cartan ha dimostrato che le superficie R dipendono da sei
funzioni arbitrarie di un argomento, Ci limitiamo ad enunciare questo
. risultato (™). Le superficie R, dipendono da cingue funzioni arbi-

(*) L’ enunciato del Cartan é formalmente diverso. Egli di pure un’ altra
proprietd cinematica del sistema coniugato di deformazione proiettiva (v. L c.
pagg. 278-279).

(**) Mem. cit., pagg. 280 e 200-292,
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trarie di un argomento. Questo risultato, dovuto pure al Cartan (*)
sard dimostrato tosto in modo molto semplice.

D) Deformazione proiettiva di una superfloie data.

Al principio di questo § abbiamo supposto che sia dato un
‘elemento lineare proiettivo ~$i senza sapere a priori se esiste qual-
% .

che superficie corrispondente, Ora supponiamo invece che sia dala
una superficie (non rigata) e che si voglia riconoscere se essa @
proiettivamente deformabile e, in caso affermativo, delerminarne tulle
le deformate proiettive. In altre parole, ora supponiamo nota una
soluzione particolare (zy, t,, o) delle (2) del § 66 e vogliamo ricer-

care le eventuali ulteriori soluzioni (z;, %4, 6). Posto

U=y oy B O

possiamo introdurre y, e % come nuove incognite. Alle (2) del § 66
corrispondono evidentemente le equazioni omogenee

(2-) XN '!‘ q-'. Xr = a’n %,

Come condizioni d’ integrabilita delle (2) otteniamo, come si
vede ormai senza calcolo dalle (3) del § 66,

(3) % 4wy + BEdH + a K)y* =0,
e condizione d’integrabilitd di queste ¢ (cfr. (4) del § 60)
(4.) 3H»+ Z(@"H, + 8" K,) % =0.
Una superficie & proiettivamenle deformabile alloala ed allora

soltanto che le (2) ammellono qualche soluzione, olire la soluzione evi-
denle Yy = Yo =% =0,

(*) Mem. cit. pagg. 294-5.

E—
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Ogni soluzione delle (2) soddisfa pure alle (3) e (4). Derivando
la (4) e tenendo conto delle (2) e (3) si arriva a due ulteriori rela-
zioni lin. om. fra %,, % © % ecc. La superficie & indeformabile
se cosi si arriva a tre relazioni lin. indipendenti, ecc. Ci limitere-
mo a trattare il caso particolare di superficie R,.

Per una superficie R,, oltre alle (2), deve essere soddisfatta
anche la

() Za" Y =Y =0.
Derivandola covariantemente si deduce
SN =05

Moltiplicando (2) per " risulta pertanto y,% = % == 0 ossia
%=0. Ora dalla (5) segue (*) che :

2ot =alayy', o=11
sicchd la (3) dd (H + oK)y, =0 ossia
(6) H40K=0, o=11.

Una superficie é R, allora ed allora sollunio che ¢ soddisfalla
la (6) (™). |

Infatti noi abbiamo appunto dimostrato che per ogni superficie
R, vale la (6). Viceversa, se © soddisfatta la (6), la superficie & R,
ossia le (2) ammettono una soluzione con Za™y,y, = 0. Infatti
.tutte le condizioni d’integrabilitd delle

(7) Xt 028 y=0 , Yu+t+dx=0

son soddisfatte, se vale la (6); lascio la facile dimostrazione al
lettore.

(*) Basta sostituire ¢; con y; nel ragionamento che ci condusse alla prima
delle formole (6) del Cap, VI § B9.

(**) Invece il fatto che una superficio sia /2 non pud esprimersi coll’ an-
nullare un invariante dell’ elemento lineare proiettivo,
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Da questo risultato si deduce subito che le superficie R, si
ottengono integrando un’equazione alle derivate parziali del quinto
ordine. Infatti se z = f(«, y) & I’ equazione di una superficie in
coordinate non omogenee, 1’ espressione dell’invariante H 4 0K
contiene derivate di f fino al quinto ordine,

§ 68. Teoremi varii sulle superficie 2 e R,.

A) Elemento lineare riferito alle asintotiche.

I’ elemento lineare proiettivo di una superficie B o R, si pud
mettere sotto una forma notevole. A tale scopo osserviamo che
~ dalle (B) del § 656 B seguono le relazioni equivalenti alle (2)
del § 67

Ea’{’ (Xrn -+ ‘P: x.) =0 ) Ty (X" + '-l): x') =05

Scegliendo le asintotiche come linee coordinate, esse diventano

e . o O3 - Berems
W-i-?h—o Vo gl [3)(2-01
Oy , OlogPy®  0dyg , dlogh®y
Bt R T e e O
oppure
) P
S=()=0 , —=(fn)=0,
(1)

d d
m— 2 = — 2 =
ﬁ u (ﬁ‘f 7.2) { v (ﬂ TX1) 0.
Le prime due danno

Ba=U , 1=V

con U funzione della sola » e ¥V funzione della sola », sicchd
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1’ equazione del sistema coniugato di deformazione proiettiva &
bty du, du, = — o (Udu® — Vdv®)= 0.

La forma quadratica qui scritta essendo (impropriamente) in-
trinseca, si puo, scegliendo convenientemente il parametro w, sup-
porre U?=1, a meno che sia U=0 (*); e similmente, sce-
gliendo » in modo opportuno, si pud rendere V2= 1.

Se la superficie ¢ R, possiamo quindi supporre (**), scegliendo
convenientemente il parametro v, che sia U= 0, V= =1 oppure

1
Ye=0 , X1=iT'

Sostituendo nella terza delle (1) si deduce B,= 0, e cambiando
anche il parametro w si arriva ad avere

(2 =1,

Scegliendo opportunamente © parametri u , v delle asintotiche (***)
di una superficie Ry U elemenlo lineare proietlivo assume la forma
canonica

(2) bis P = 2T dudv y Pa= '{dua + T% dv?

in cui B=1. Viceversa, s¢ =1, la superficie ¢ Ry (*™**).
Notiamo che si poteva dedurre questo risultato pitt rapidamente
scrivendo la (6) del § 67 in coordinate asintotiche,

(*) Si noti che UVEO per una superficie & o UV =0 per una su-

perficie I2;.

(**) scambiando eventualmente w con .

(**%) 11 sistema coniugato di deformazione proiettivo si riduce alle asin-
totiche » = costante.

(¥%%) Infatti lo (1) sono allora soddisfatte ponendo

1
=— i
X Yy Ko
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Se invece la superficie & R, possiamo scegliere i parametri
delle asintotiche in modo che sia

U'=7Pi=1, ossia xlzi% ; -xs=—_l—_i13...;

anzi, ricordando che le 7y, non sono definite che a meno d’un fattor
costante, possiamo supporre :

1
X1$‘T—.a X2=G—ﬁ- =1

La terza delle (1) d& poi la condizione di Demoulin
(3) T U‘.ﬁ” 3 of=1

sicchd fdu +- oydv = adf & un differenziale esatto.
Viceversa se valgono le (3), la superficie & R, le (1) essendo

soddisfatte ponendo 7, = mi- e u—%—-.

Vale pertanto il teorema : Scegliendo opportunamente i para-
melri u, v delle asintotiche di una superficic R, U clemento lineare
proietlivo asswme la forma canonica

py = 2af,f, dudy
() =1
g = f,f, (o f, du® -+ f, dv?)

in owl (=1 B,. Viceversa se ,= - B, la superficie ¢ R ().

B) Un teorema per le superficie 17, o 12,

Se si conoscono le equazioni in lermani finiti delle asintotiche
di una superficie By, la riduzione dell’ elemento lineare proiettivo allu
forma canonica (2) , 8i effettua con quadrature. Cid segue senz’altro

(*) B a=1 (a=—1) so il sistema coniugato di deformazione proiet-
tiva & reale (immaginario).
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dal procedimento che ci ha servito a stabilire la forma canonica. Ma
vale ancora il teorema: Dala comunque una superficie R, bastano
due quadratuwre ad ottencre U equazione in lermine finiti di quel sistema

. di asinlotiche cui si riduce il sistema contugato di deformazione proiet-

tiva, anzi addirittura il paramelro v delle forme canoniche (2) .
Infatti, & in coordinate canoniche

=+ X b}, x du, du, = do®

cosicchd, determinate le %, con quadratura dalle (7) del § 67,

v = [/[E6L yidu, du,| (*).

Data comunque una superficie R la riduzione dell’ elemento li-
neare proicltivo alla forma canonica (3) \y, ¢ quindi anche la deler-
minazione delle equazioni in lermini finile delle asintoliche e del
sistema coniugalo di deformazione proielliva non richiede che quadra-
twe, Infatti da cid che si d detto al § 67 A risulta subito che le 7y,
si possono avere dalle (2) del § 67 con quadrature.

D’ altra parte, in parametri canonici ©

Yal, i du, du, 4 0L b, y;du, du, = 2 o du®

Sal, g dw,du, — o Dbl yodu, du, = 2dv*

e le espressioni a sinistra essendo note, si hanno anche « e v con
quadrature.

(*) Come esercizio, il lottore deduca direttamente in coordinate curvilinee

gonerali che V] by Xi diey dug | 6 un differenziale esatto, se H 4 0w K =0,
facendo uso delle (7) del § 67.
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§ 69. — Le superficie proiettivamente deformabili

in o? modi (*).
A) Preliminari.

Abbiamo visto al § 67 che una superficie S non rigata si
pud deformare proiettivamente al pi% in oo ?® modi. Condizione ne-
cessaria e sufficiente affinchd cid avvenga & che sia soddisfatta iden-
ticamente la (4) del § 67 ; il che richiede

(1) H=0 , K = costante,

Le superficie cui & dedicato il § attuale son quindi le superficie
isotermo-asintotiche per cui la forma normale p, ha curvatura costante.
Ma se & dato soltanto un elemento lineare proiettivo ¢;: @, sod-
disfacente alle (1), affinchd esista una (e quindi oo ?) superficie cor-
rispondente, deve essere identicamente soddisfatta la (4) del § 66 (**)
ciod deve essere ancora

_%ZG"‘(B,,-i—ch,B‘)—l— *é"B(K+2—¢)-I~39'-i-3EI*"= 0.

dove B & definita dalla (1) del § 66.
Ora conseguenza delle (1) ¢ I’identita (***)

(2) 20"(3..,—}«24),..8‘)—|—BII)+3K(9*+W*)=O,
sicch® la precedente si riduce a

®) K+2)(B+360'+3W)=0.

(*) I risultati di questo §, tranne 1’ osservazione che le superficie con
H= K + 2 =0 son quelle con asintotiche di complessi lineari son dovute al
Cartan, Mem. cit., pagg. 801-307.

(**) Cfr. § 67 A.

(***) Ci possiamo accontentare di verificare la (2) in coordinate particolari.
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Nel determinare le superficie corrispondenti, occorre trattare
separatamente i casi K =0 e K30, Cominceremo col primo.

B) 1l cago K =0,

Se K =0 possiamo scegliere, come ben si sa, i parametri u, v
delle asintotiche in modo che sia

pp=2dudv , fy=1 , o=1.
I’ equazione H = 0 da

o%log(B:y)  o%logP*? 4

du dv oudv

gicch® si pud porre

(1) =17 1=}7

con U funzione della sola u e V funzione della sola », i due ra-
dicali avendo lo stesso segno (positivo o negativo). Bisogna ora
verificare la (2) e vedere quali condizioni impone la (3). Ora si
calcola facilmente, dal quadro di formole che chiude il Cap. VI (*)

1 U Ll ; S A0 4l
et R e vl MRSl
" AU R
' ]f vV '8 U* RS B
I AR R s LB e

(*) Le derivate di IV e V" sono indicate con apici.
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9*_ z LU:UN 1 -p’s

= V4IFMTUJ_

L | LB N A A T ]
T4 =70 g Ty

1 U."H 3 U.‘ UH U!a
e el gy e g ) Ui !

G 1 V.HI' 3 V! V!’! V';;
=555 T

WA BT 8 T
% (?“E‘*T_UT"“?_U?)“

Ve e L 8 SRV S
T g e W e Y

"lj—_ 1 Urrn o g g2
BI—V—V (?T‘"T“T“{ﬁ“"
+iww*15m
7R | TR T R i
U Z“1W'3VW 3 yps
e ) 770 e T s Ve v it by 00
T 1 me V.' -V.m. 3 -Vug
s by V%‘(?T“T—T—WJF

vV 4/0 O 7 i 8- oo 8. U2
+7V?("TT+“§'T_T€W)’

V! ﬁ' 1 Uurr 1 Ufum
Bu=Bu= |/ (_T_U_+ B 1 B

R i 4 15 7e
)+
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ik S R L R b R
o 1y YR +§§UJ_

U —VT 1y 1 pypr
BTy

T e T 4l T LB T 4
8 i P, +§§—V“)

Sostituendo nella formola (2) ne risulta confermata I'esattezza
per il caso particolare H = K == 0 studiato, La (3) equivale alla:

B4-80'43W'=0;

e, sostituendovi i valori ora calcolati, essa diventa:

VE:_LlﬁL_Vz:_LIi_m
T TR TOR e

o semplicemente

U= V"= o = costante,
cosicchd
U=au®+byu+c,u--d, ,

(5)
V=av® 4 bgv* + cqv 4 dy ,

dove @, by, by, ¢y, €y, dy, dy son costanti qualunque, purchd non
sia identicamente nd U =0, n¢ V=0.

() Continuazione. Formole fineli relative al caso K = 0.

Per trovare le superficie corrispondenti dobbiamo ancora cal-
colare le t, dalle equazioni (B) del § 65. Vedremo che esse si



CAPITOLO SETTIMO [§ 69, O]

- 368
modi, come sappiamo &

possono integrare effettivamente in oo ?
priori. Le citate equazioni (B) sono in coordinate asintotiche

a—i— (1) = (1 — )

(6) 55 (Br) = B (4*1 4 ) )

B (BT2 D15, 1) =wfi?®B.

Sostituendo i valori di 8, 7, ¢,, ¢, K, esse diventano

IR E I s P V"‘" S A

du AT au LR _17 !
U 8L V“V" )

- (V ) 7“5;:( F“)—B'

Le prime due danno subito (essendo U, funzione della sola «

¢ V, funzione della sola v)

e IS
tlHl/-ﬁ-(??u-}_V‘l),
(7 e
£ s Tl
i _17("5"5’”+U1)’
9 e NeEey St S ),
‘%‘(VT‘Q)“ 2 0 +“‘ff‘!“‘
0 e Vo e (VV,)
W(V?ﬁ)—?—v” T

sicch® la terza diventa, sostituendo anche

il valore di
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e moltiplicando con JUV,

1

Tlf V'"u 4 (VVl)'-——--%- U'v—(UU,) + 5 U'"—

B il o o SR e SR R N e
SUTRRC B L BT e e P

Ora dalle (5) vediamo che

cosicehe la precedente diventa

) g il A g U
(UU)—_'U BT T i 5 BRRSEEE -y —b,u:
SRt e g N Sl
g WAL it e i e e ppm e

con ¢ costante, da cui integrando,

A R

leﬁ-i—-v 8 U e —— baua-{—eu—t-f“
1 PR s

Vv, ?V”'——B——V‘-i*-z—b),” +ev +fg,

con due nuove costanti f, e fy. Sostituendo in (7) si trova

1
LIy o 7 it
‘l—l/ ety e e o ey V !

()blu

1
( 1 Uﬂ 3 Urs Tbsua-{_m—!_fl)
‘*"l/ § et T it DL U

Fomxi e Ceen, Lexioni di Geometrin proieitivo-diferenxiale, 24
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dove U e ¥V sono i polinomi (5). Le formole (D) del § 656 B deter-
minano subito tutti i coefficienti delle equazioni fondamentali.

D) 11 easo K = cost. F0.

Studieremo in modo simile il caso K £ 0. La forma ¢, essendo
di curvatura costante K, si pud porre, com’e noto, nella forma

4
B Ry 2
cosicch®
2 1

(8) ﬁT:YW , w=gsmk,

2 L
La condizione H =0 ossia 6_l'c1g_([_3_.'g= 0 diventa
du dv

o K(u—v)*f
Sudy o8 ) o

cosicch® possiamo porre
] 7 Rl ol
® BﬁVﬁTEV‘If * 'r=wl/,—;m_—vl/-v—»

dove U & funzione della sola w, V & funzione della sola », e i
due radicali hanno lo stesso segno.

Resta a verificare la (2) e vedere quali condizioni impone la (3).
Dalle formole alla fine del Cap. VI si calcola facilmente

2 2
b= ——— , O=———, dove 0=Ilog|as]|=1log|pr|
B 3 0 3
Yl e i wrr ik AL el s T e

g L O B8R e
S=pieomp dia=isy (”J-'i?)—g"'
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SR e
(T B e .G a7 oermm i (w—v)® ’

2T vV
- ——2———1,-(-::.—1!) -+ 27] 5

: KNy /T [[1 vu” 1 U®
‘-’:("['2—1) VT[(TT_TW)(“_”)3+

R T e R e e

T gl w it e 5 e 1, ey (3 e U2)+
3 U 6

* w—oF U (u—v)®’

IS Tl L v 1 |4 v
'l'ssa="'2" R PR = Povii i g (3T—3_f/'§')+
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3 v’ 6
T a—r 7 =

RRCRE A T T RS i e  p ey
h(%) V”'"[(?“U——T Tt g e

-~

LR 1 U g 74
. i ﬂ“g“ﬁ“l“fﬁ)(u—v)z-k&—ﬁ(u—v)—ﬁ]——
A RCIED ER A B UGS Bl v 1 B vl
i 2|) V‘{TKTT_T 7t w)(“’“‘*’)”

e | KNSR l/"rf gl 1S SR 1 IR W i B
ke i g N o e s, A
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9 VeV’ 16 V! .
% T“vT“T@TrT) et

KNP /U TR e I 1t 1SR N
"‘(Jz_) e [("TT"’T T Ua)(“—”)’
U’ 3 U® o
+ (3_0__ '2"—0?) (‘“—‘”)—3?] +
Lt l/‘r}' 108 o
TV-FAS R D an D

8 U
_W_[I_a) (u—0)® +

3
et
O

8 U i e ; S 4 .
+ ('ﬂ:? —“BTIW) Sl v el *""] *

K 3!2 V' "U_ 1 Uuu
By = By, = (‘LQL) (7 (u—v)+ G) l/'-‘*; (~ ey i -

1 U’ U! o 3 U”s

Uy 15 U
9 Uk T

pUh 3_2?) (Ercptis

AR e NSO [P A (i T
_w(T -[-}—(u v)— 6 i g nte

) Ko 2 o5 TR et e b 15 %S
| (w—n)%

+

e
8

G T SRS Wl e L IERE T

Dalle formole ora seritte si verifica facilmente che la (2) vale
anche nel caso ora studiato. Resta studiare la (3); se K - 2=0,
essa © un’identitd e comunque si scelgano U e V, le (6) son com-
patibili ed esistono le superficie corrispondenti. Noi sappiamo dal
Cap. II § 18 B) che si tratta in questo caso di superficie le ocut
asinlotiche appartengono a complessi lineari ; esse furono oggetto di
uno studio pitt approfondito al Cap. V §§ 47 e 49 dove si sono deter-
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minate anche le loro equazioni in termini finiti, Se invece K 4 240 !
la (3) impone nuove condizioni. Sostituendovi i valori di B, @', ¥,

caleolati poco fa. e moltiplicando con JUV, essa diventa s

(10) ? U" (u—v)*— 60" (u—v)24- 300" (u—v) — 60U =
1 :
= 5 V" (u—2)% 4 6V"(u—12)% 4 30V'(u—v) + GOV|.
0 dovi Ot oftlbg 1
perandovi con e si ottiene |
o :
% = —m%: costante

sicchd U e V son polinomi di sesto grado al pil.
Di pitt posto w=v, la (10) si riduce a U= —wV, sicchd d
necessariamente

U = au® - bu® 4 cu* - du® 4 eu® 4 fu 4 g,

(11)
— oV =av® 4 bvd 4 cv? 4 dv® - e+ fo - g.

Sostituendo nella (10) si vede che le costanti @, b,¢,d,e,f, g
possono essere qualunque, purch® non sia identicamente U= 0.

E) Le formole finali nel caso K = cost. 0.

Per determinare le nostre superficie resta ancora di calcolare
le =, sostituendo i valori di B, 7 nelle (B) del § 65 B, ossia nelle (6)
del § presente. Sostituendo per ora i valori di B, 7, ¢,, ¢, esse
diventano, K essendo costante,

:u [uivl/ ] l/ 4 (u (; 5+?§5§)
# =V oV messla v-35):
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l/"?’a[ 1 I/‘LT] ) 1 I/Zt]_
T oul|=opf 7V 7T o [@—oPY T
T |

—OF Tu—vy

Le prime due danno

3 1
vV &V E 7+ + 3o+,
(12)
53 l/z VT;‘ LU @8 LA e ]
el ¥ il e iy e B i)

dove U, & fanzione della sola w e V, funzione della sola v, sicche
28 [ L VE] crol/Es 0 g
w = V7= &7 7 oy g
g FA 1 Yl el 1
i (201 "*E‘"ﬁ‘) (w—1)? _3_U' (w—w)* P (u—v)”] ’
Sl VPV e
o | (u—v)* KT T V.  (u—v)?

T | L .
(=2 ) e — e S

o la terza equazione diventa, sostituendo anche il valore di B

geritto a § 69 D e moltiplicando con wl/-%{-'—-YUV(u—‘u)‘

SO I U U LB S
[(UUI) +F (TT_TT it T “f;—)] Wi
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+—}I—-2{;2.3U'(u—v)w3(K+2)U=
(18)
N A W SR S B
e [“’"1”7(? R S +"8“'V"3')] Sl

K 3 "2
—[-evr—tvs ?(— Vit %)] (w—0)t+

+ sz .3V'(u——v)+3(K+2)VE.

Se K+2=0, quest’ equazione diventa, dividendola per (v —uv)?

o= L oms & (22 ]wm

R
— UV, + U'— — —— =

=

[(VVI)‘——' _%_ Vnr_l_ _g_ (LV".E-) ] (u—‘v) -+

! 1 iV'g
+ 2PV — Vo e

Se ne deduce facilmente :

1 3 U*
e it L) it s i1 2 :
uu, 5 U T -+ Au* 4 Bu - C,
(14)
J B 3 .y o
VV1=TV“?T—N(A1}“-*'B'U—|"C).

I valori di 7;, t, sono quindi dati, nel caso di K - 2= 0, dalle
(12) e (14).
Sia invece K 20 sicchd valgono le (11). Poniamo
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'3
oY, (1 gr-3: _U_)=Ug,

2 \ 2 Bl
(15)
g AR
PV, _é-(—zav —?_r)z V.
La (13) diventa
s 20
s (u—v)% 4 U" ) (w—v)*+
43 + U’ (u—v) —B(K + 2)U =
(16)

=W [V;(u—'u) -+ (2V,+ Rees V”) (w—v)*+

K42

48 5 Vw—w+ux+mﬂ.

Sudayy S ricava, ricordando le (11),

Operandovi con
U;H.r= S mv;!u

sicche U, e V, son polinomi di quarto grado al piu,
Sostituendo nella (16) si deduce tenendo conto delle (11):

Ug= (-i—au-}-*;—-) (K + 2)u® + Au® -+ Bu +C,
(17)
3 b 5
— V= (Tcw-}- ?) (K +2)v3 4 4v* 4+ Bv - C.

Le (12), (16) e (17) determinano le 7, e le (D) del § 656 B
danno i coefficienti delle equazioni fondamentali,
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F) Teorema riassuntivo e osservazioni varie.

Le superficie con H=K -4-2=10 dipendono, come abbiamo
visto, da due funzioni arbitrarie di un argomento. Per altri valori
di K, le superficie che abbiamo determinate non dipendono che da
costanti arbitrarie. Dato il valore della costante K (sia per fissare
le idee K#0), I’elemento lineare proiettivo contiene, secondo le
(9) e (11), sette costanti arbitrarie. Ma tre sole di queste costanti
sono essenziali., Infatti, i parametri di «, » sono stati fissati in
principio del § 69 D soltanto a meno di sostituzioni della forma

con @, , ay, ay, a, costanti arbitrarie. Quest’ osservazione permette
di ridurre il numero delle costanti di tre unitd. Di piu, le (9) mo-
strano che, moltiplicando le U e V per una stessa costante, I’ele-
mento lin, proiettivo non cambia, cosicchd infine non restano che
tre costanti essenziali. Come esercizio, il lettore provi che lo stesso
vale anche se K = 0. Quindi:

Le superficie con w?® deformale proieltive sono le superficie
isolermo—asintotiche per cui la forma @, ha curvalura K coslante. Se
K= —2, essc dipendono da duc funzioni arbitrarie di un argomento
e sono caratlerizzale geomelricamente dal fatlo che tulle le loro asin-
totiche appartengono a complessi lineari. Per ogni valore di K diverso
da — 2 mon esistono che o ? classi di w3 superficie, le superficie
di ciascuna classe essendo proieltivaments applicabili fra di loro.

Data comungue una superficie del tipo studiato al § presente si
possono con quadrature ottenere le quantita u, v, U, V della precedente
discussione, e quindi anche delerminare le equazioni in lermint finili
delle asintotiche, delle curve di Darboux e di Segre. Supponiamo in

: =
primo luogo K & 0.

Essendo H = 0, 2d,du; ¢ un differenziale esatto. Precisamente
o (cfr. § 69 D)

LR 3 1V 3
Eq»‘du, "—"-(T-E ———-—)du -}~ (-Q—T -Jr m)d‘b’,

gl
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sicch® una prima quadratura determina

fz § duy

(u—w)* <t

Poi [§ 69 D, (9)]

3
)

SNESIRE e e

#= Iil)ng T I/_.dua+m|/.._avs)

sicchd due ulteriori quadrature dinno

1—,_:/‘ u__ o /K]f—-—fzmm 3 e
TV Ay %

— 1

: dv 1 K [ — = [Pedu s

V== J b SR R / 2 [g i f I/‘Ps'i'm?;‘
L L V V’B LS

Notiamo che cid basta per ottenere le equazioni in termini
finiti delle asintotiche (du =0, dv=0), delle curve di Darboux
(du'+ wdv’=0) e delle curve di Segre (du'— wdv'= 0). Per deter-
minare « e v, occorrono ulteriori quadrature. Sia (ips), cid che si

ottiene da ¢; dando a v un valore fisso scelto a piacere; le

|/UV]

8] )

) v, ¢ V, abbiano significato analogo ; sara:

3
2

(?a)rr:"’(uzq) [(u[/-UL?:],, (uEvn)“ du®.
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: uv
Poiche (‘”L'—% onoto, un’ulteriore quadratura determina f

e quindi . Analogamente si ottiene ». Finalmente

|u—v,|

du® V— do*
du’ dv’

U=

Le cose si presentano pit semplicemente se K=0. K (cfr.
§ 69 B)

1 U I

E¢|du¢:-2—?-du+—2—7dv,
1.0 B
E!.P‘Dﬂ;: '—'? ?du - "'é"—'-i.-;—di),

cosicchd
i By duy = 2y Du
I/UV=ﬂf ) V—g=ef i I;
il che determina U e V. Poi
e DA Vel
‘Pa—,/—ﬁ*d’u +I/'T,'dva.
Y b AN it

1 -;—fzwﬂut 3 ;
b i e L/(P:i""‘f’sa

V2

1
1 — (2 Duy 3
V== fe df I//%-*F?;-

L2

cosicechd
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Le equazioni in termini finiti delle curve di Darboux e Segre
sono qui

i e 4 = costante.

[;’U |/V

In cid che precede si & implicitamente ammesso che le asin-
totiche delle nostre superficie siano reali. Ma & agevole vedere che

‘le formole trovate danno, usando convenientemente 1’ immaginario,

anche tutte le superficie con H == 0, K = cost. a linee asintotiche
immaginarie. Se K = 0, per arrivare ad una superficie reale, basta
far assumere ai parametri w e » valori complessi coniugati, nella
(5) prendere a reale, e b, ,by; ¢, ¢y; dy,dy complessi coniugati,
e nella (7)., prendere e reale, f,,f, complessi coniugati. Se K -
4 2=0, basta dare a w e v, U e V valori complessi coniugati.

Se K<0, K42 z 0, i parametri » e v devono assumere valori

complessi coniugati, le costanti in (11) e quelle in (17) devono
essere reali. Finalmente se K ™0, occorre far assumere valori

complessi coniugati a u. e ,_%_ La costante d in (11) deve essere

reale, « ¢ —g, b e f, ¢ @ — e complesse coniugate. Nelle (17) B
deve essere reale, A e — C complessi coniugati.

) Quadro finale delle forme fondamentali

delle superficie con =0, K = cost.
A G

g =2dudv,

T el
Py = l/*—U— du® -1- l/'-i;- d?)a._,

1 V’ 1 ¥l R
T=Lr¢du‘—l/ ( T—F—?-‘WVJ -+
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1
—z—-b, V2 ev - f,
-+ v )du -}

1 :
+V§(L U'0+ PG "é‘bsu*-i—w-kh)d
i R i e s T 7] s

dove -
U= au® 4 by u? +-¢,u+d, ,

V=av’+4byv* 4 cyv 4 d,,

2° K= —2 (superficie con tutle le asinloliche di complessi
Lineari).
2 2dudy
Pa= (u Pl U)z ]

[=
2

R S ) SPef By
l—bttdu,-—- “MI/F [2—m+ -—2-—-._I}-+

s e il 8 71 Av® - By |- €
Sl e ) o )]d’“+

" LA 1 g 10
R e 2 —fj-_l_

leaU i Bl Au® 4 Bu -+ C
+("2_"U__'§" g )(“—”J]d”’

dove
A, B, € sono costanti,

U & fanzione arbitraria di u,

V @& funzione arbitraria di ».
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K(K 4 2)%0.

K W 58K v
et s o

(_3._u11+_9_) (K._i-z)va_‘..Avﬁ_i_ B’D-}-G ;
1 2
— 0 v ) (u --u)] du —

1 1.4
qul/ [ e T TR A

K. ‘Ut 8K Ut
+(_"4'-'“U‘+ TR

(.2_ A _g-) (K + 2)u® + Au? 4 Bu+C

i ){u-—-‘u)] dv ,

U= au® 4 bu’® - cu' - du® + ew* + fu +-g,

dove

— = a?}u-{—b'ﬂh+cv‘+d‘ua+ev’+fv+ga

=8 K.
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§ 70. — Nunovo-metodo per lo studio

dei problemi precedenti.

A) Prineipio del metodo. (F)

Lo studio dei problemi precedenti in coordinate asintotiche
porta allo studio del sistema (cfr, le (14) e (15) del Cap. II, § 16 D)

(1} LIS=H(2BTH-I‘ BMT))
(2 Mt& ST (2 7[3!' "}‘ ﬁTl!)
(3) @nw -+ EM‘, -+ 2Mpu = Yuuu -+ TLu o+ ELTu "

Se la superficie non & rigata (caso gia studiato al Cap. IV,
§ 40) potremmo introdurre una nuova incognita ausiliaria R, in-
dicando con ByR i due membri della (3), Allora dalle (1), (2), (3)
si potranno dedurre L,, M,, L,, M, come funzioni lineari di
L, M, R. Dalle condizioni d’integrabilit L,,= L., M,,=M,,,
troviamo delle equazioni lineari in R,, R,, di cui si debbono cer-
care le nuove condizioni di integrabilitd, Questo metodo inizial-
mente concepito dal Fubini & di complicazione non inferiore al
precedente, ed ha lo svantaggio di fare i calcoli in coordinate par-
ticolari, senza vedere chiaramente i fatti invariantivi, che invece
sono posti in evidenza dal metodo precedente dovuto al Cech.

Esso diventa perd semplice in qualche ricerca particolare, p.
es. nella ricerca dei tipi, cui appartengono due superficie tra loro
applicabili. A cid dedichiamo il resto di questo Capitolo.

La forma lineare delle (1), (2), (3) dimostra che le sue solu-
zioni sono del tipo

L4-3hP; , M+3IhQ

ove L, M sia una soluzione particolare, P, @; (*) sono soluzioni

(*) qui gli indici non indicano per nulla sistemi covarianti.
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particolari del sistema omogeneo

(4) P,,=Q,.=0 3 ﬁQl-‘!'ZQBI':TPu"FzPTu-

E percid :

Se una superficie é deformabile, é deformabile in infiniti modi,
al massimo in o modi (se restano arbitrari ¢ valori iniziali di
L, M, R).

Quando mai le (4) sono risolubili ? Cominciamo ad osservare
che, se L, M ed L', M' sono due sistemi di soluzioni di (1), (2), (3),
allora (Cap. II, § 16 D)

(L—L')du® 4 (M — M')dv*
ha carattere intrinseco. Tali saranno percio le forme
(5) Pdu® 4 Q,dv®

Per le (4) sard P; funzione della sola u, @, della sola v. Se
la superficie & deformabile, ed esiste almeno una forma (5) non
nulla, potremo cambiare i parametri delle u, v (e scambiare, even-
tualmente, le %, ») in guisa che la (5) considerata sia del tipo

dv® oppure du® - dv?
ciod P=0,Q=1 oppure )=,

Nel primo caso possiamo ancora scegliere arbitrariamente il
parametro ». Nel primo caso ®, come si vede dalle (4): f,= 0,
ciod B funzione della sola ». Cambiando il parametro w, potrd ren-
dere f=1.

Nel secondo caso & f,==1,. Siamo nel caso di una superficie R.
Quindi :

Una superficie deformabile non rigala o é una superficie R di
Tzitzéicn, oppure si pud per cssa rendere B= 1. Ognt superficie di
questi lipi ¢ almeno deformabile in o' modi, Vediamo quando essa
d deformabile in o * modi.

B) Le superficie con f =1 deformabili in «? modi.

Le (4) diventano
P,=Q,=0 , Q=4P,+ 2Pq,.

Fumsi o Cuon, Lexioni di Geomelria proiettivo-differenxials, an
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Poiche P ne risulta funzione di w, @ di v, indicheremo P con
la lettera U e @ con ¥, cosicché avremo 1’equazione

(6) V'=1U'+2Uy,.

‘3 Dobbiamo cercare quando, oltre alla soluzione U =0, V=1,
ve ne sono altre due U, e V, ed Uy, V, indipendenti linearmente,
Posto U=U; e V=V, in (6) per i=1, 2, troviamo due equa-
zioni lineari, che, risolute rispetto a 71 ed a 7,, danno

_NU—UV . _ UVi—VU
GBS 1 757 § R S ol g 3

Derivando la prima e confrontando con la seconda, si deduce

d y :
Tu=— 21— 1 5~ 10g(V: Uy — U, Ty)
donde
o2logy
du v =0

E percid 1=U;V,, ove U, & funzione di w, Vs di ». La (6)
diventa

V'=UsV, U4 200y Vs,
ciod
U, U'4-20U0)=h (h=cost.),

da cui si deduce appunto

_ WU+ k
U = U;s_

(h, k costanti).

Se una superficie eon § =1 & deformabile in o ® modi, allora
¢ prodotto di una funzione della w per una funzione della v e si
ha K=0.

Dovremo ora studiare le (3) in questo caso: cosa facile, ma
qui inutile dopo i risultati del precedente §.
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() Superficie con p=1, K0, deformabili al pint in = * modi,
La (6) possegga ora una sole soluzione U, ¥V (a meno di un
fattore costante) con U 4 0. Derivando rispetto ad w, troviamo

T{I“_‘i_ 3Tu U + 2 [!Tlul =0,

Essendo U 4 0, questa equazione in ¥ possederi due soluzioni
indipendenti U], U; funzioni della sola ». B sard

(7) 1=UiV,+ UiV

ove le V; sono funzioni della sola ». Nell’ipotesi K %0, sia le
Uy ed Uy che le V,, V, saranno linearmente indipendenti. Dato 1,
e scrittolo sotto la forma precedente, la U dovra soddisfare alle

U, U+ 38U U420, U=0,

ciod
U,U'42UU=h; , (h costanti)
08sia
(8) UrU=hU,+ & (hy 5 kB costanti),
Le due fanzioni U, sono dunque legate dalla
U!s U!”
{9) 1 2

A ey

Le superficie con B=1, K40 deformabili in w0 ? modi sono,
se esistono, quelle per cui | ha il valore (7), dove le U, , U, sono
legate dalle (9) (in cui, si noti, se A % 0, si pud supporre, mutando

Per il resto del calcolo assai facile, e che lasciamo al lettore,
si devono discutere le (1), (2), (3).

D) Le superficie /2 deformabili in o modi.

Le superficie R deformabili in oo ® modi sono, se esislono, quelle
per cui csiste una soluzione (diversa da U= V= cost.) delle (4)
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ciod della
(10) BV'+ 28, V=1U0'+24,U.

Noi qui ci accontentiamo di studiare quelle deformabili in o ®
modi, ciod quelle per cui la (10) ammette due nuove soluzioni
Ui, V,(i=1,2), che con la U=V=1 formino un sistema di
tre soluzioni indipendenti. Ponendo in (10) U=U; e V=V, si
hanno due equazioni lineari in 8, v e fB,=7,. Risolvendole si

trova il valore di %, da cui integrando si ha:

(11) B [Us(Vi— Uy) — Ui(Ve— Uy)] = U3,

ove Uy & una funzione della u. Cosi analogamente, risolvendo ri-
spetto a s , integrando, indicando con Vg una funzione della v,
si frova :

(11) by PIVe(V,— U,) — Vi(Ve— Up)] = V3.

By

Ma, dividendo 1'un per I'altro i valori trovati di T e —T{‘l (e ri-
cordando che f,=1,) si trova che

p 3
(11) tor Ui(Vh— Uy — U, (Va—Uy)

45 i
T B —=U0)— "h(V.—Uy)°

Dividendo membro a membro le (11) e (11),, e ricordando
(11) (o, si frova che

Biv=Ust ¥V,
ciod che la superficie & isolermo-asintotica,
La ricerca & p. es. ridotta allo studio della equazione non

semplice
Uu: Vs':-' {I;(Vl‘—‘ Ul)— U{(V""— U!):

. V;(Vt_ U,) — V:(Vs— Uy).

I inutile proseguire il calcolo, fatto per via pilt completa nelle
pagine precedenti,

2 I EE—
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		Kodowanie znaków		Zatwierdzono		Dostarczone jest niezawodne kodowanie znaku



		Oznakowane multimedia		Zatwierdzono		Wszystkie obiekty multimedialne są oznakowane



		Miganie ekranu		Zatwierdzono		Strona nie spowoduje migania ekranu



		Skrypty		Zatwierdzono		Brak niedostępnych skryptów



		Odpowiedzi czasowe		Zatwierdzono		Strona nie wymaga odpowiedzi czasowych



		Łącza nawigacyjne		Zatwierdzono		Łącza nawigacji nie powtarzają się



		Formularze





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Oznakowane pola formularza		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza są oznakowane



		Opisy pól		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza mają opis



		Tekst zastępczy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Tekst zastępczy ilustracji		Zatwierdzono		Ilustracje wymagają tekstu zastępczego



		Zagnieżdżony tekst zastępczy		Zatwierdzono		Tekst zastępczy, który nigdy nie będzie odczytany



		Powiązane z zawartością		Zatwierdzono		Tekst zastępczy musi być powiązany z zawartością



		Ukrywa adnotacje		Zatwierdzono		Tekst zastępczy nie powinien ukrywać adnotacji



		Tekst zastępczy pozostałych elementów		Zatwierdzono		Pozostałe elementy, dla których wymagany jest tekst zastępczy



		Tabele





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Wiersze		Zatwierdzono		TR musi być elementem potomnym Table, THead, TBody lub TFoot



		TH i TD		Zatwierdzono		TH i TD muszą być elementami potomnymi TR



		Nagłówki		Zatwierdzono		Tabele powinny mieć nagłówki



		Regularność		Zatwierdzono		Tabele muszą zawierać taką samą liczbę kolumn w każdym wierszu oraz wierszy w każdej kolumnie



		Podsumowanie		Pominięto		Tabele muszą mieć podsumowanie



		Listy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Elementy listy		Zatwierdzono		LI musi być elementem potomnym L



		Lbl i LBody		Zatwierdzono		Lbl i LBody muszą być elementami potomnymi LI



		Nagłówki





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Właściwe zagnieżdżenie		Zatwierdzono		Właściwe zagnieżdżenie
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