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Uwagi niniejsze sg poktosiem konferencjit, ktora odbyta si¢ we Wrocta-
wiu z okazji stulecia Polskiego Towarzystwa Statystycznego.

Dzigkuje organizatorom, Katedrze Statystyki Uniwersytetu Ekonomicz-
nego we Wroctawiu oraz wroctawskiemu oddziatowi Gtownego Urzedu Sta-
tystycznego, za zaproszenie.

Dobra inicjatywa, perfekcyjna organizacja, szerokie spektrum progra-
mowe — bardzo potrzebne spotkanie. Byli oficjele, byto ,,mnogoludno”, byty
mowy okoliczno$ciowe, listy gratulacyjne, medale, dyplomy, nagrody, byta
refleksja nad czasem minionym — ocena dokonan, byty proby zarysowania
statystyki przysztosci. Statystyka jest nauka o pomiarze stanoéw natury zalez-
nych od dzialalno$ci cztowieka, jest to rodzaj antropologii spotecznej. Jak
decyzje indywidualne wptywaja na populacje¢? Jakos¢ statystyki jest silng po-
chodng jakosci spoleczenstwa — jego troski o zbiorowos¢, poczucia wspol-
noty, kultury og6lnej, dyscypliny, wiedzy, wyksztatcenia i wychowania. Pod-
stawg statystyki jest probabilistyka — nauka o wypukto$ci, rachunek losow:
tak poetycznie nazywa si¢ czasami rachunek prawdopodobienstwa. Nauka ta
wyrosta z gier losowych, alisci jest wiedza pewna. Jej niezwyktos$¢ polega na
tym, iz przypadek i mozliwo$¢ zamienia w determinizm. Mozliwo$¢ staje sie
konieczno$cig wyzszego rzgdu — miarg unormowang na jeden; catos¢ — to
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1 Notka ta jest przeredagowanym listem, ktéry zostat opublikowany w ocenzurowane;j wersji
w sprawozdaniu z konferencji po§wicconej 100 rocznicy Polskiego Towarzystwa Statystycz-
nego. Ponadto jest on ukryty w sprawozdaniu z konferencji, nie ma go w spisie rzeczy i trudno
go odnalez¢ w tej publikacji [Smoluk 2012]. Moje uwagi mogg zainteresowaé szersze grono,
wige mysle, ze warto je rozpowszechni¢. Dotgczam takze fragmenty nowe: krytyke testow sta-
tystycznych oraz ztotg regule, uzyteczng przy opracowywaniu ankiet.
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naturalnie 100%. Prognoza naukows jest rozktad — prawo nauki. Jest to wy-
powiedZ pewna o catej populacji. Co si¢ wydarzy, tego nauka nie wie; nauka
nie podaje, co wypadnie na loterii — jakie liczby pojawig si¢ w okienku. Roz-
ktad — miara probabilistyczna — jest wiedza naukowg pewna, chociaz catko-
wicie nieprzydatng w wypetnianiu kuponow gier losowych. Przypuszczalnie
istnieje wiedza pelna, dostepna wybrancom, ktora pozwala widzie¢ przyszte
zdarzenia. Nie jest to nauka, lecz objawienie, a ludzi z takim darem uwaza si¢
za $wietych. Realizacja rozktadu, konkretna liczba, nie jest prognoza nau-
kowa. Tylko rozktad jest nauka, a warto$¢ praktyczna tej wiedzy jest r6zna.
Prognoza naukowa jest pewna, ale wynik realizacji zdarzenia jest watpliwy.
Konkretem — realizacjami — zajmuje sig¢ statystyka. Prawdopodobienstwo kla-
syczne w skonczonej mnogosci — zdarzenia elementarne sg jednakowo uprzy-
wilejowane — czasami jest prawem nauki, czasami roboczg hipoteza. Prawo
wielkich liczb redukuje prawdopodobienstwa do statystyki: prawdopodo-
bienstwa to czgstosci, procenty. Celem nauki jest doskonatosé.

Wielko$¢ przyblizona jest przedziatem, rozktad jednostajny jest takze
przedziatem. Jest to rozklad symetryczny, ograniczony o skonczonej warian-
cji, ktorego moda idealna jest rowna naturalnie $redniej. Podstawa statystyki
jest wiec rozktad jednostajny. Proponuj¢ konkurs na dzieto ujmujace staty-
styke w taki wtasnie sposob, z punktu widzenia rozktadu jednostajnego. By-
faby to swoista uniformizacja tej nauki istotnie upraszczajaca wyktad; przy
okazji mozna wyeliminowa¢ wiele bytow zaludniajacych ksigzki staty-
styczne, a bez wartosci praktycznej. W tym jak na razie wirtualnym podrecz-
niku sg tylko wypukte, skoficzone kombinacje — mieszanki — rozktadoéw jed-
nostajnych. Oczywiscie zbior mieszanek jest gesty w przestrzeni metrycznej
wszystkich rozktadow z odlegtosciag calkowa. Uniformizacja statystyki — to
zadanie dla madrego i odwaznego probabilisty. Jesli dobrze namalujesz so-
sne, ustyszysz szum wiatru w jej gateziach; jesli dobrze wylozysz statystyke,
zobaczysz jej pigkno i uzytecznos¢. Celem nauki jest doskonatosc.

Sprawozdawczo$¢ jest wszedzie, wigc statystyka jest tak samo wszegdzie.
Marketing i reklama zostaty w ostatnich latach wzbogacone o dodatkowg sta-
tystyke — probabilistyczng sprzedaz. W markecie na wybrany towar nie ma
jednej ceny, lecz jest rozktad cen. Mozna kupi¢ tanio lub drogo — cena ciaggle
drga w czasie i przestrzeni. Taka polityka cenowa profituje — przyciaga klien-
tow. Jedna rzecz sprzeda si¢ nizej wartosci, inng z nadwyzka, a §rednio wy-
chodzi si¢ na swoje.



Statystyka XXI wieku. Przysztos¢ statystyki 61

Swiat wspotczesny klasyfikuje i porownuje; benchmark jest modny. Wy-
biera si¢ najtadniejszg dziewczyne, najsprawniejszg pitkarska druzyne, naj-
szybszy samochod, najlepsza uczelni¢. Tworzymy liniowe porzadki w zbio-
rach, gdzie naturalnych porzadkéw nie widaé. Jakos¢ mierzg preferencje lub
funkcje uzytecznosci. Czy s to narzedzia subiektywne? Swiat potrzebuje in-
deksow, bo one wiasnie maja obiektywizowac decyzje, zdejmowac odpowie-
dzialnos¢. Jest to swoisty raj liczbowy — data mining. Dobrze zorganizowane
jest to spoteczenstwo, w ktorym ludzie czujg si¢ szczesliwi. Nie liczby decy-
duja, lecz serce i szczgscie. Podobnie jest z uczelniami — dobra uczelnia
ksztatci $wiatowg elitg. Sile cigzkosci czy pole magnetyczne mozna zmie-
rzy¢. Jak poréwnywac ryz z pszenica? Co jest lepsze? Chociaz indeksy nie
majg charakteru obiektywnych miernikéw, zycie je wymusza. Powszechng
metoda tworzenia preferencji sa ankiety i glosowania. Liczby — czestoSci —
daja porzadek liniowy: pozorng obiektywnos¢ — Nirvana by numbers, bo
przeciez wyniki gtosowan sg obcigzone. Chcemy zwykle zaprezentowac sie
z lepszej strony, wigc na pokaz robimy co innego, niz myslimy. Z tej wtasnie
przyczyny potrzebna jest statystyka behawioralna, ktéra wyeliminuje bledy
pomiaru. Ankieter nie pyta 0 oceng, lecz sam ocenia na podstawie obserwacji
w okreslonej sytuacji decyzyjnej. Badania behawioralne nie sg tatwe i tez sg
obcigzone; blad zalezy od wiedzy i doswiadczenia obserwatora. Nie absor-
bujg jednakowoz badanego, bo robi si¢ je bez jego wiedzy. Jest to rodzaj sta-
tystycznego szpiegowania. Statystyka behawioralna ma przysztos¢, kryje si¢
w niej wielka potencja informacyjna; najpierw jednak trzeba przygotowaé
wywiadowcow — obserwatorow. Celem nauki jest przeciez doskonatos¢.

Zyjemy W wieku rewolucji informatycznej. Czy statystyka w tych wa-
runkach jest tatwiejsza? Zdjecia satelitarne pokazuja caty glob: pola, lasy,
wsie 1 miasta. Widzimy kazdy dom, mozna zinwentaryzowaé stan gospo-
darki: zasiewy, drogi, komunikacj¢ i budownictwo. Ponadto jest teoretyczna
mozliwos¢ §ledzenia wszystkich cztonkéw populacji z uzyciem bransolety-
nadajnika — takiego statystycznego zegarka. W czasie cigglym centrum jest
informowane o stanie zdrowia i miejscu pobytu wiasciciela. Niewatpliwe
ograniczenie wolno$ci osobistej skutkuje pelnym opisem i bezpieczenstwem
zbiorowosci. Definiuje firmy — wspdlne miejsca pracy. Mozna tez centralnie
kierowa¢ ruchem drogowym — dyspozytor przez wbudowany w pojazd kom-
puter okresla optymalng predkos¢ i wybiera trase. Tak samo moze by¢
z kazda firma i gospodarstwem domowym — centrum okresla poziom zycia
1 jako$¢ konsumpcji.
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Decyzja jest element zbioru, jesli w mnogosci tej jest zadana preferencja
lub jest okreslona funkcja uzytecznosci. Wigkszos$¢ decyzji, szczegdlnie de-
cyzji finansowych, to rozktady. Jakie moga by¢ preferencje w rodzinie roz-
ktadow o wspdlnej sredniej? W rodzinie rozktadow jednostajnych dobra
funkcja uzytecznos$ci jest wariancja. Dla innych rozktadow ograniczonych,
dla ktérych istnieje przedzial domknigty o mierze 1, juz nie wida¢ prosto
okreslonej funkcji decyzyjnej. Statystyka rzadzi demografia, finansami,
ubezpieczeniami wszelkiego rodzaju i oczywiscie polityka. Statystyka jest
pomiarem specyficznym — wynikiem pomiaru jest rozktad. Subiektywnego
wyboru statystycznych decyzji nie da si¢ pewnie catkowicie zobiektyzowac;
kazdy stan jest zawsze optymalny przy odpowiednim kryterium i zawsze nie-
optymalny — gdy zmienimy ocen¢. Obiektywnego nat¢zenia jakos$ci nie ma
i by¢ nie moze, bo whasnie jako$¢ jest odczuciem subiektywnym, chociaz nie-
watpliwie wybor przecietny jakos ja obiektywizuje. Teoria preferencji w ro-
dzinie rozktadow jest istotg statystyki; porownujemy miary — nie liczby.

Rys. 1. Pielegnacja sherry

Zrbdlo: opracowanie wlasne.

Sherry — nap0j szczegdlnie ceniony w Anglii — zalicza si¢ do win potu-
dniowych, stodkich, mocnych i ciezkich. Lezakuje ono w wysokiej tempera-
turze potwyspu hiszpanskiego wiele lat. Beczki uktada si¢ warstwowo, a po-
ziomOw jest kilka — przynajmniej trzy, tak ze tworza one wycinek struktury
trojkata Pascala albo deski Galtona (rys. 1). Wystate wino odciaga si¢ z dolnej
warstwy, a niedobor w beczkach nizszego poziomu uzupehnia si¢ ptynem
z warstwy wyzszej — dokladnie tak, jak tworzy si¢ wspotczynniki dwumia-
nowe albo jak sypki materiat sptywa po desce Galtona. Jest to zarazem tech-
nologiczny proces uszlachetniania napoju przez mieszanie. Beczki warstwy
gornej — najwyzszej — zalewa si¢ mtodym winem. Nizsza beczka — pomijajac
skrajne — jest dokarmiana przez dwie, lewa i prawa, wyzsze. Sherry rodzi si¢
wigc zgodnie z rozktadem dwumianowym. Hugo Steinhaus proponowat bu-
dowaé¢ mosty wiszace z kratownic ksztattu heksagonalnego. SzeSciokaty —
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odpowiedniki kot (rys. 1) — pokrywaja naturalnie cata ptaszczyzng i1 przeno-
sza naciski punktowe na jezdni¢ réwnomiernie na tuk podtrzymujacy most.
Jest to proces odwrotny — dekumuluacja wspotczynnikow dwumianowych
na sktadniki podstawowe, czyli wyjscie na brzeg trojkata Pascala. Tyle
0 zwigzku probabilistyki z enologig. Teraz przejdzmy do geografii i rzek.
Rzeki komunikuja, zywia, tworza cywilizacje. Rzeka to woda — bez wody nie
ma zycia, rzeka to fundament cyklicznego obiegu wody w przyrodzie. Nie-
ktore rzeki koncza swoj bieg intrygujacym zjawiskiem przyrodniczym i geo-
graficznym — delta. Trojkat Pascala tez ma ksztalt delty i narasta w taki sam
kumulatywny sposob jak delta rzeczna. W Europie niezwykta delta zanika
Wolga; styng rowniez w tej materii Dunaj oraz Rodan. Inne znane delty to
ujscia Nilu, Amazonki, Missisipi i Gangesu. Czy wzrost delty jest istotnie
zgodny z rozktadem dwumianowym? Teza ta — jak na dzi$ — jest tylko hipo-
tezg. Moze zajmie si¢ tym potamografia — najpigkniejsza czgs¢ geografii. Na
koniec fizyka i falowanie. Fala jest rownie pickna jak rzeka. Rzeka przenosi
energi¢ wraz z materia, fala — bez materii. Kazdy podziwial kregi na wodzie;
jest to fala ptaska. Dowolny punkt czota fali jest Zrodtem fali. Podejrzewam,
ze fale, naktadajac sie, tworzg front zgodnie z rozkladem dwumianowym.
Trojkat Pascala jest picknym powszechnym prawem nauki. Symetria jest od-
biciem operacji dopehniania zbiorow; w $wiecie skonczonym dopehienia
podzbioréw rownolicznych sg wzajemnie rownoliczne i naturalnie jest ich
tyle samo co zbiorow dopetnianych. W trojkacie Pascala laczy si¢ nauka o
fraktalach z rownowaga osrodkoéw plynnych i sypkich. W kazdym punkcie
brzegu delty tworzy si¢ nowa delta, a cato$¢ ro$nie ameboidalnie. Falowanie
morza wyréwnuje brzeg, interferencja fal tworzy nowy front — czoto fali.
Petit a petit
I'oiseau fait son nid.

Ziarnko do ziarnka, a zbierze si¢ miarka. Matematyka jest abstrakcyjnym
szkieletem wszelkiej nauki, a statystyka jest metrologia spoteczng — nauka
0 $rednich, czyli teorig miary i calki. Celem nauki jest przeciez doskonatos¢.

Przed statystyka globalng widze jasng przysztos¢. Statystyka przysztosci
zwigzana bedzie niewatpliwie z geografia i ekologia. Sledzi¢ bedziemy stan
zlodowacenia globu, pustynnienie kontynentéw, ewidencjonowaé rosliny
i zwierzeta. Rowniez rozw6j aglomeracji miejskich bedzie monitorowany.
Miasta maja sta¢ si¢ przestrzenig sprzyjajacg mieszkancom, a nie molochem
przemystowym czy sypialnig. Przyszto$¢ ludzkosci jednak widzi si¢ w ciem-
nych kolorach, wspodtczesne tendencje rozwojowe bowiem zmierzaja do two-
rzenia skupisk ludzkich na wzor kolonii termitéw czy mrowisk.
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Obszerna cz¢$¢ statystyki 1 rachunku prawdopodobienstwa traktuje o te-
stowaniu hipotez. Jest to nauka pozorna o niczym. Prawa nauki weryfikuje
si¢ empirycznie, niekiedy decyduje utylitaryzm. Ta teoria jest akceptowana,
ktora w danej chwili przynosi wickszy zysk — jest bardziej uzyteczna. Impli-
kacja: jesli p, to g, jest prawdziwa zawsze, gdy zdanie p jest fatszywe, niezaleznie
od wartosci logicznej zdania . Jesli jednak zdanie p jest prawdziwe, wtedy ko-
niecznie zdanie q musi by¢ rowniez prawdziwe, aby implikacja byta prawda.

W statystyce z prawdziwosci zdania  wnosi si¢ o prawdziwos$ci zdania
p. Jest natomiast odwrotnie — jesli p jest prawda, to q jest prawda, jesli nato-
miast q jest prawda, to p moze by¢ zarowno prawda, jak i falszem. Czy p jest
prawda, tego nigdy nie wiemy. Oczywiscie, ze warto$¢ naukowa maja twier-
dzenia tyczace si¢ miar lub rozktadow, lub zmiennych losowych. Jezeli miara
jest dana, to wynikiem naukowym jest twierdzenie, ze okreslona funkcja od
tej miary jest jaka$ specyficzng miarg. Naturalnie miara oznacza tutaj praw-
dopodobienstwo. Wykorzystanie tego typu twierdzen w testowaniu hipotez
statystycznych jest czystym naduzyciem, bo ta miara nie jest znana. Mamy
tylko probe 1 na podstawie tych prob mozemy obliczy¢ parametry empi-
ryczne. Jakich miar one dotycza, tego nigdy nie wiemy. Prawa nauki zawsze
formuluje si¢ intuicyjnie na podstawie informacji empirycznych, a weryfi-
kuje, prognozujac. To jest prawda, co jest zgodne z naturg. Nauka jest zawsze
o obiektywnie istniejagcym $wiecie fizycznym. Rozwazania o niczym sg czy-
sta intelektualng zabawa 1 niczym wiecej. W niektorych dziedzinach nauki,
szczegOllnie w medycynie, testy statystyczne staly sie obowigzujaca regula.
Praca jest uwazana za naukowa wtedy tylko, gdy jej autor korzysta przynajm-
niej z jednego testu. A przeciez wiadomo, ze zaden test nie podniesie jako$ci
danych i nie zwigkszy liczby eksperymentow — wykorzystanych przypadkow.
Litter in — litter out. Dasz $mieci na wejsciu — $mieci otrzymasz takze na wyjsciu.
Testy tu nic nie pomoga. Zamiast tworzy¢ testy statystyczne, proponuj¢ praco-
wa¢ nad nowymi testami inteligencji. Ze zbioru trzech niejednakowych kwadra-
tow daje si¢ utozy¢ prostokat. Jaki jest stosunek boku krotszego do dtuzszego w
tym prostokacie? Tego typu zadan brakuje w obecnie funkcjonujacych testach
inteligencji. Rozwigzaniem tego zadania jest liczba 2/3. Pojawia si¢ tutaj rowniez
niespodziewanie reguta 2/3, o ktorej pisze wigcej nizej. Jezeli ze zbioru czterech
kwadratéw da si¢ utozy¢ prostokat, to jaki jest stosunek boku krotszego do dtuz-
szego w tym prostokacie? Odpowiedzi nie podaje¢. Jezeli czytelnik poda wszyst-
kie mozliwe przypadki w czasie krotszym niz jedna minuta, to jego inteligencja
jest na najwyzszym poziomie. Przy okazji wspomne o pigknym twierdzeniu
zwigzanym z uktadaniem prostokatow z kwadratow.
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Jezeli ze skonczonego zbioru kwadratow da sig utozyc¢ prostokqt, to boki
tych kwadratow sq wspotmierne. W twierdzeniu tym nic si¢ nie mowi o bo-
kach. Moga by¢ klasy kwadratow majacych taki sam bok. Odcinki a i b sa
wspotmierne, jesli istnieje odcinek ¢ taki, ze a=mc i b =nc, gdzie min to
odpowiednie liczby naturalne. Wspotmierno$¢ odcinkdéw okazuje si¢ liniowa
zalezno$cig w przestrzeni liniowej liczb rzeczywistych R nad ciatem liczb
wymiernych Q. Ta przestrzen ma wymiar nieskonczony; liczby niewymierne
— pierwiastek kwadratowy z dwoch i pierwiastek kwadratowy z trzech — sa
W tej przestrzeni liniowo niezalezne.

Czym jest utamek tancuchowy? Jest to algorytm pozwalajacy znalez¢ dla
dwaoch danych odcinkéw a i b odcinek ¢ bedacy ich wspdlng miarg. Jesli od-
cinki nie s wspotmierne, algorytm nie zatrzymuje si¢. Powstaje utamek tan-
cuchowy, ktorego wartoscia jest stosunek odcinka krotszego do dtuzszego.
Aby zbada¢ wspotmiernos¢ trzech odcinkow, nalezy najpierw zbadaé wspot-
mierno$¢ dwodch, a nastgpnie wspotmierno$¢ ich wspdlnej miary, gdy sa
wspoOlmierne z trzecim odcinkiem. W przypadku wigkszej liczby odcinkéw
postepuje si¢ analogicznie.

Skonczony zbidr kwadratéw ma boki wspotmierne wtedy i tylko wtedy,
gdy ze zbioru tego, z doktadnos$cia do rozkroju, da si¢ utozy¢ prostokat. Roz-
krojem zbioru kwadratéw jest podzial niektorych kwadratow tej rodziny na
mniejsze jednakowe kwadraty: 4, 9, 16 itd. Kwadraty nie musza by¢ dzielone
na jednakows liczbg czgsci. Rozne dlugosci bokow — zaktadamy, ze jest ich
k + 1 — oznaczone sg literg X z indeksem, zaczynajgcym si¢ od 0 i biegngcym
az do k. Liczby te silnie rosng: najmniejsza z nich ma numer zero, a najwigk-
sza k. Oczywiscie r6znych dlugosci bokéw jest nie wigcej niz wszystkich
kwadratow, ktdrych jest n + 1. Jesli z kwadratow tych utozymy prostokat o
bokach a i b, to prostokat ten wyznacza punk ptaszczyzny (@, b). Niech punkt
C lezy pomigdzy O i a. Prosta X = ¢ przecina prostokat. Punktowi ¢ odpowiada
rownanie f(c) = b, gdzie f(c) jest sumg tych bokéw, ktore kwadraty przecina
prosta x =c. Analogicznie otrzymuje si¢ rownanie g(d) = a, dla kazdego d
lezagcego pomiedzy O i b. Prostokat jest podzielny, jesli istnieje takie C we
wnetrzu odcinka [0, a], ze prosta f(C) = b nie przecina wngtrza zadnego kwa-
dratu, lub gdy istnieje takie d we wnetrzu odcinka [0, b], ze prosta g(d) = a
nie przecina takze wnetrza zadnego kwadratu. Jest to rozkladalno$¢ ze
wzgledu na 0§ X-0W lub ze wzgledu na o$ y-6w. Prostokat jest rozktadalny,
gdy jest rozktadalny ze wzgledu na o$ x-6w albo ze wzgledu na o$ y-Ow.
Uktad rownan f(c) = b i g(d) = a jest niesprzeczny i ma jednoznaczne rozwig-



66 Antoni Smoluk

zanie. Oczywiscie boki prostokata a i b to sumy niektorych bokéw kwadra-
tow. Najkrotszy bok kwadratow traktuje sie jako wielko$¢ dana, a pozostale
wylicza si¢ z réwnan liniowych o wspotczynnikach catkowitych. Ten uktad
jest niesprzeczny i oznaczony. Rozwigzania, czyli dtugo$ci pozostatych bo-
kow, wyrazaja si¢ przez bok najkrotszy Xo ze wspolczynnikiem wymiernym.

Zastapienie dowolnego kwadratu w danym uktadzie kwadratow kwadra-
tami mniejszymi w liczbie naturalnie 4, 9, 16 lub wigcej nie zmienia wspot-
miernosci bokow kwadratow. Spostrzezenia te — zaktadamy, ze prostokat jest
niepodzielny i dowolny kwadrat mozna podzieli¢ na mniejsze kwadraty — po-
twierdzaja wypowiedz o jednoznaczno$ci rozwigzania zredukowanego
uktadu rownan; redukcja sprowadza si¢ do wykreslenia, wszystkich réwnan
jest nieskonczenie wiele, rownan identycznych lub zaleznych od pozostatych.

Boki kwadratow sa wspotmierne wtedy i tylko wtedy, gdy podprzestrzen
liniowa rozpigta na ich dtugosciach ma wymiar 1 w przestrzeni liniowej R
liczb rzeczywistych nad ciatem Q liczb wymiernych. Rzedem niewspodtmier-
nos$ci skonczonego zbioru odcinkow jest wymiar podprzestrzeni liniowej, po-
mniejszony o 1, rozpigtej na dlugosciach tych odcinkoéw w przestrzeni linio-
wej R nad ciatem Q. Rzad niewspotmiernosci 0 oznacza, ze odcinki sg wspot-
mierne. Rzad niewspotmiernosci jest wiecej niz analogonem, jest dokladnym
odpowiednikiem rzedu macierzy.

Boki skonczonego uktadu kwadratéw sa wspotmierne wtedy 1 tylko wtedy,
gdy podprzestrzen liniowa rozpieta na ich dlugo$ciach ma wymiar 1 w prze-
strzeni R nad Q. Mysl t¢ powtarzamy repetitio est mater studio rum. Wspotmier-
nos$¢ jest liniowa zalezno$cig. Algebra staje si¢ geometria, a geometria algebra.

Ciagiem Euklidesa nazywa sig¢ taki cigg liczb naturalnych, ktérego pierw-
szy wyraz jest r6zny od 0, a jesli jaki§ wyraz jest 0, to rOwniez wyraz nastepny
jest 0. Pierwszy wyraz ciggu ma zawsze numer 0. Jezeli w ciggu Euklidesa
wystepuje wyraz rowny 0, to taki cigg nazywa si¢ ciggiem skonczonym —
skonczona liczba wyrazéw w tym ciggu jest r6zna od 0 i wyrazy rézne od 0
wystepuja kolejno, nie sg przedzielone zerami.

Prostokat to punkt (a, b) lezacy w pierwszej ¢wiartce taki, ze a + b nie
jest 0. Jezeli a = b, to prostokat jest naturalnie kwadratem. Jesli jeden z bokow
jest 0, to zdegenerowany prostokat jest odcinkiem. Jesli bok a jest silnie wigk-
szy od boku b, wtedy moéwimy o prostokgcie horyzontalnym, a gdy b jest
silnie wigksze od a — 0 wertykalnym.

Z kazdego prostokata niezdegenerowanego do odcinka mozemy odcinaé
kwadraty o boku réwnym krotszemu bokowi prostokata tak dtugo, az prostokat
horyzontalny stanie si¢ wertykalnym lub wertykalny — horyzontalnym; trzecig
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mozliwoscig jest podziat catego prostokata na kwadraty bez reszty. Liczba kwa-
dratéw odcietych z prostokata w odpowiednim kroku jest wyrazem ciggu Eukli-
desa; jesli w ktoryms$ kroku nie ma reszty z podziatu prostokata na kwadraty,
wtedy wszystkie dalsze wyrazy tego ciagu sa zerami. Prostokat niezdegenero-
wany definiuje jaki$ cigg Euklidesa. Prostokaty podobne, o bokach proporcjo-
nalnych, definiujg ten sam ciag Euklidesa. Kwadratowi odpowiada ciag Eukli-
desa, ktorego pierwszy wyraz jest jednoscig, a wszystkie pozostate zerami.

Ciag Euklidesa definiuje utamek tancuchowy, zwany rowniez utamkiem
cigglym. Czym jest utamek tancuchowy? Jest to algorytm geometryczny znajdy-
wania odcinka bedacego wspdlng miarg dwoch danych odcinkow tworzacych
boki prostokata. Ten algorytm jest opisany w rozkroju prostokata na kwadraty.
Jezeli otrzymany ciag Euklidesa jest skonczony, to odcinki sg wspotmierne, a
wsp6lng miarg jest bok najmniejszego kwadratu. Jezeli natomiast odcinki sg nie-
wspoOlmierne, to cigg Euklidesa nie jest skonczony, algorytm nigdy si¢ nie kon-
czy — obcinamy coraz mniejsze kwadraty ad infinitum. Utamek tancuchowy na-
turalny, zwany dalej krétko utamkiem tancuchowym, jest ciggiem funkcji od-
wzorowujacych zbior liczb rzeczywistych nieujemnych w siebie. Funkcje te sa
okreslone przez utamki; w liczniku jest 1, a w mianowniku odpowiedni wyraz
ciggu Euklidesa plus zmienna oznaczajaca argument funkcji, gdy wyraz ciggu
Euklidesa jest rozny od zera, a gdy ten wyraz jest zerem, to odpowiadajaca mu
funkcja przyjmuje stale warto$¢ zero. Utamek tancuchowy jest wlasciwie cia-
giem superpozycji wyzej okre§lonych funkcji; pierwsza funkcja w ciggu super-
pozycji jest bez zmiany, drugg jest superpozycja pierwszej z druga, trzecig su-
perpozycja pierwszej, drugiej oraz trzeciej itd. Wartosci tych superpozycji wzigte
w punkcie zero nazywajg si¢ reduktami utamka tancuchowego. Redukty sa wigce
ciggiem dodatnich utamkow wihasciwych, tylko pierwszy redukt moze by¢ jed-
noscig, gdy cigg reduktéw nie jest stacjonarny. Redukty sa wiec liczbami wy-
miernymi. Podciag ciggu reduktéw o numerach parzystych jest ciggiem malejg-
cym, a podciag ciagu reduktow o numerach nieparzystych jest ciggiem rosna-
cym. Ciagle pamigtac nalezy, ze wyrazy wszystkich ciaggdw numeruje si¢ od zera
1 ze zero jest liczbg parzysta. Cigg reduktéw ma wiec dolng graniceg i gorng gra-
nicg. Jesli te granice s3 rowne, wtedy jest zbiezny. Granicg ulamka tancucho-
wego wyznaczonego przez cigg Euklidesa otrzymany z podziatu prostokata
jest utamek bedacy stosunkiem boku krétszego do dtuzszego w tym prosto-
kacie. Jezeli cigg Euklidesa jest skonczony, to ciag reduktow jest zbiezny
i boki sg wspotmierne. Granicg takiego ciaggu jest redukt odpowiadajacy
ostatniemu wyrazowi ciggu Euklidesa ré6znemu od zera. Warto$cig utamka
tancuchowego jest granica, gdy istnieje, ciagu reduktow.
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Prostokat ztoty to taki prostokat, z ktorego w kazdym kroku odcina si¢
tylko jeden kwadrat. Liczba ztota jest utamkiem niewymiernym bgdacym sto-
sunkiem boku dtuzszego do krotszego w prostokacie ztotym. Prostokatowi
ztotemu odpowiada cigg Euklidesa, ktorego wszystkie wyrazy sg jedynkami.
Redukty prostokata zlotego sa utamkami; w liczniku jest wyraz ciggu Fibo-
nacciego i w mianowniku tez jest wyraz ciggu Fibonacciego, tylko o jeden
numer dalszy. Tak wigc liczba zlota jest ukryta w ciggu Fibonacciego i defi-
niuje jg proces rozmnazania si¢ krolikow i wiele innych zjawisk przyrody
opisywanych przez ten ciag.

Jakos¢ jest preferencja, czyli relacjg zwrotng i przechodnia. Jak mierzy¢
jako$¢? Istnieje teoria funkcji uzytecznosci, ktérych uzywa si¢ do kwantyfi-
kacji relacji preferencji; odwrotnie — funkcja uzytecznos$ci definiuje relacje
preferencji. Eksperymentem, na podstawie ktorego wyznacza si¢ relacje pre-
ferencji i funkcje uzytecznosci, sg ankiety. Dana jest wigc pewna liczba an-
kiet, czyli relacji preferencji; na tej podstawie nalezy zbudowacé preferencje
grupowa, obiektywizujaca poglady indywidualne. Robi si¢ to na rézne spo-
soby — albo wybiera si¢ $rodek cigzkosci specjalnie zdefiniowany, albo two-
rzy si¢ relacje oparta na maksymalnych czgsto$ciach, albo postepuje si¢ cat-
kiem inaczej. Jezeli preferencje dotycza okreslonej grupy towarow, to stowo
ab nazywa si¢ decyzjg lub zdarzeniem; oznacza ono, ze towar a preferujemy
nad towar b. Oczywiscie jedna i ta sama osoba moze podejmowac dwie de-
cyzje z pozoru rozne ab i ba, oznaczajgce rownowaznos¢ towaru a z b. Zda-
rzenie jest utozsamiane ze zbiorem tych osob, ktore podjety odpowiednig de-
cyzje. Jezeli preferencja jest porzadkiem, wtedy takie decyzje nie s3 mozliwe
przy roznych towarach: albo jest ab, albo ba. Czestotliwoscia decyzji jest sto-
sunek liczby preferencji uznajacych te decyzj¢ do liczby wszystkich prefe-
rencji. Czestotliwo$¢ mozna wigc uwazac za procent uczestnikow ankietowa-
nych podejmujacych te decyzje. Relacja maksymalng jest relacja utworzona
z tych decyzji, ktorych czestotliwosci sa maksymalne. Relacja maksymalna
moze by¢ preferencja, ale moze 1 nig nie by¢.

Lemat. Jezeli zdarzenia A i B majq jednakowe prawdopodobienstwo p i
zdarzenia te sq niezalezne oraz prawdopodobienstwo iloczynu tych zdarzen
jest ostro wigksze od 1 — p, to p jest wieksze od liczby zlotej chi.

Dowdd tego lematu, zwanego forcingiem probabilistycznym, jest prosty.
Przypomneg tylko, ze liczba zlota jest $rednig arytmetyczng pierwiastka kwa-
dratowego z 5 1 liczby minus jeden. Z lematu wynika zlota reguta, sformuto-
wana nizej. Zdarzenia nazywamy czgstotliwosciowo niezaleznymi, jezeli
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czestotliwos¢ iloczynu zdarzen jest wigksza lub réwna iloczynowi czestotli-
wosci tych zdarzen. Lemat powyzszy mozna odwrocié. Jesli zdarzenia sa nie-
zalezne oraz czestotliwo$¢ kazdego z nich jest ostro wigksza od liczby zlotej,
to czestotliwos¢ iloczynu tych zdarzen jest ostro wigksza od dopetnienia do
jednosci liczby ztote;.

Twierdzenie. Jesli preferencje sq porzgdkami liniowymi, kazda decyzja
maksymalna ma czestotliwos¢ silnie wigkszq od chi i zdarzenia tworzqce re-
lacje maksymalng sq czestotliwosciowo niezalezne, to relacia maksymalna
jest porzgdkiem liniowym.

Twierdzenie to wlasnie nazywa si¢ ztotg regula. Jest to idealizacja, roz-
szerzenie 1 rektyfikacja reguty 2/3 Janusza Lyki. W regule profesora Lyki
mowi si¢ o preferencjach [Lyko 2000]. Ciekawostka jest fakt, ze z reguty
Titiusa 1 Bodego, tyczacej si¢ wzajemnych odleglosci planet naszego uktadu
stonecznego, wynika kosmiczna reguta 2/3. Jezeli planety A, B, C sa sasied-
nie, to odleglos¢ planety B od C réwna si¢ dwom odleglosciom planety A od
B. Do planet zalicza si¢ rowniez pas planetoid, bedacy hipotetyczna planets;
naturalnie planeta A lezy blizej Stonca niz pozostale. Warto nadmieni¢ przy
okazji, ze liczba lambda ma si¢ tak do liczby zlotej, jak liczba Archimedesa
22/7 do liczby pi; liczba pi jest definiowana przez stosunek obwodu kota do
jego $rednicy. Liczba zlota to nieco mniej niz 62% catosci, natomiast liczba
lambda to nieco mniej niz 67% catosci. Lambda jest wiec swego rodzaju za-
okragleniem liczby ztotej; to zaokraglenie funkcjonuje w jezyku codziennym
i 0znacza zdecydowana wickszo$é. W swoim czasie na Slasku wybudowano
trzy ko$cioly pokoju i sze$¢ koSciotow taski. Z kosciotdéw pokoju przetrwaty
dwa, a z kosciotow taski cztery; w obu przypadkach zachowaly si¢ 2/3 obiek-
tow. Jest to empiryczne potwierdzenie, jedno z wielu, reguty 2/3. Ztota regule
dowodzi sig¢, korzystajac z lematu o forcingu probabilistycznym. Jezeli zda-
rzenia ab i bc naleza do relacji maksymalnej, to nalezy pokazaé, ze zdarzenie
ac jest rowniez elementem tej relacji. Oznacza to wlasnie przechodnio$¢ re-
lacji. Czestotliwo$¢ zdarzenia ab i be jest wigksza od iloczynu czgstotliwoscei,
czyli jest silnie wigksza od kwadratu liczby ztotej. Oznacza to, ze czestotli-
wos$¢ zdarzenia ac jest ostro wigksza od dopetnienia liczby zlotej. Z lematu
wnosimy, forcing probabilistyczny implikuje forcing czestotliwosciowy, ze
ta czgstotliwos¢ jest silnie wigksza od liczby ztotej, a to wtasnie nalezato po-
kaza¢. Czestotliwo$¢ zdarzenia przeciwnego ca nie moze by¢ oczywiscie
wigksza od liczby zlotej. Jesli relacje bylyby preferencjami, wtedy oba zda-
rzenia ac i ca moga mie¢ czestotliwos$¢ wigkszg od liczby ztotej.
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Od kilku lat namawiam kolegow matematykow do opracowania wykladu
z przedmiotu zwanego matematyka muzyczng. Moje zachgty, jak na razie,
nie znajduja wigkszego zainteresowania tg ideg. Od kolegdw uniwersytec-
kich, biegtych w Internecie, dowiedziatem sig, ze sg juz ksigzki i czasopisma
poswigcone matematyce muzycznej, z angielska zwanej musical mathema-
tics. Matematyka muzyczna jest przedmiotem laczacym nauke z kulturg
| przeznaczonym dla studentow wszystkich specjalnosci, niezaleznie od ro-
dzaju szkoty, w ktérej studiuja. Ta osoba, ktora zrobi dobry wyktad matema-
tyki muzycznej, wygra gtdwny los na loterii; bedzie rozrywana i proszona do
prowadzenia wyktadow na wszystkich uczelniach i latach studiéw. Pisze to
z mysla o ekonometrykach i statystykach, ktérzy zechcg zainteresowac sie
muzyka z punktu widzenia analizy Fouriera. Badanie sezonowosci i tworze-
nie modeli ekonometrycznych zwigzane jest z funkcjami okresowymi. Nie
jest wiec stad daleko do matematyki muzycznej. Dzwigki to fale dtugie, a ko-
lory to fale krotkie. Mozna wigc pomyslec o fortepianie z kolorowymi klawi-
szami, w ktorym oktawa jest spektrum koloréw, na jakie pryzmat rozktada
$wiatlo biate. Gra na takim instrumencie dawataby i dzwigki, i kolorowy ob-
raz jednoczesnie. Swiat fizyczny to fale. Wiedziat o tym doskonale francuski
poeta Arthur Rimbaud. Potwierdza to jego kardynalny w swoim rodzaju
wiersz Voyelles — samogtoski. A noir, E blanc, I rouge, U vert, O blue. Nota-
cja muzyczna jest silnie zwigzana z teorig potgrup. Przez poétgrupe stow
w skonczonym alfabecie rozumie si¢ takg struktur¢ matematyczng, w ktorej
jednoscia jest stowo puste, a dziataniem mnozenie stow, polegajace na dopi-
sywaniu stowa do stowa. Slowa okreslonej dtugosci, czyli zawierajace dang
liczbe liter, tworzg takty. Kompozycja jest zapisem taktow, tak jak wiersz
W poezji lub nowela. Literami w tej poltrupie muzycznej sa dzwieki. Takie
kompozycje moze tworzy¢ oczywiscie komputer lub osoba ghucha, ktora
dzwigki utozsamia z odpowiednim drganiem. Wracamy do Renesansu, w kto-
rym sztuka i nauka tworzyty jednosc.

Literatura

Lyko J. (2000). Twierdzenie Arrowa a ordynacje wyborcze. [w:] A. Smoluk (red.). Elementy
metrologii ekonomicznej. Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej we Wroctawiu.
S. 165-168.

Smoluk A. (2012). [List ...]. Slaski Przeglad Statystyczny nr 10. Wydawnictwo Uniwersytetu
Ekonomicznego we Wroctawiu. S. 114-117.





