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Wstep

1. Wstep

Konstrukcje sandwiczowe to pojecie odnoszace si¢ do rdéznorodnych konstrukcji
trojwarstwowych. Ich cechg charakterystyczng jest to, ze warstwy zewnetrzne, zwane
oktadzinami, wykonywane s3 z materialtbw o wyraznie wyzszych parametrach
wytrzymato$ciowych w poréwnaniu do parametréw wytrzymalosciowych warstwy wewnetrznej,
zwanej rdzeniem. Ze wzgledu na bezsporne zalety, takie jak korzystny stosunek wytrzymatosci
do wagi tych konstrukcji, praktycznie nieograniczong mozliwos¢ ksztattowania ich geometrii
oraz dobrg izolacyjnos¢ cieplng i akustyczng wspotczesnie znajdujg one szerokie zastosowanie
w wielu obszarach budownictwa i inzynierii. Elementy w postaci plyt trojwarstwowych
stosowane s3 w lotnictwie, aeronautyce czy przemysle stoczniowym jako panele zewnetrzne
w konstrukcjach samolotow i statkow. Spotka¢ je mozna powszechnie rowniez w budownictwie,
gdzie wykorzystywane sg jako elementy konstrukcji przegrod budowlanych, takze o duzych
wymaganiach w zakresie termoizolacyjnosci.

W ciagu ostatnich Kilkunastu lat uktady trojwarstwowe ulegly rozwinigciu pod wzgledem
materiatowym i1 wytrzymato$ciowym. Przeanalizowano przydatno$¢ uktadow trojwarstwowych
w wielu wariantach, odmiennych pod wzgledem konstrukcji i wykorzystywanych materialow
oktadzin oraz rdzenia. Aktualnie oktadziny konstruowane sa jako cienko$cienne warstwy
metalowe (blachy), kompozytowe a nawet szklane. Rdzenie natomiast spotykane s3
w wariantach metalowych (spieniony metal), poliuretanowych (pianki), drewnianych (drewno
balsa) czy uktadow plastra miodu. Wiele z tych innowacji zostalo zastosowanych w produkcji
przemystowej przedmiotowych uktadow. Unowocze$nienie tych rozwigzan nie ominglo takze
kwestii potaczenia poszczegolnych czesci sktadkowych.

Przeglad literaturowy dokonany w zwigzku z realizacjg przedmiotowej rozprawy doktorskiej
wykazat, ze konstrukcje trojwarstwowe z drewnianymi oktadzinami nie sa obecnie popularnym
przedmiotem analiz teoretycznych i doswiadczalnych. W zwiagzku z tym zdecydowano si¢
zaproponowac¢ wykorzystanie drewna sosnowego do skonstruowania oktadzin jednoprzestowych
belek trojwarstwowych. Wybor tego materiatu konstrukcyjnego podyktowany byt kilkoma
przestankami. Najwazniejsza wydaje si¢ by¢ stala dostepnos¢ drewna w Polsce
i Europie ze wzgledu na naturalne odnawianie si¢ zasobow tego materialu oraz duze
powierzchnie laséw. Jest to takze material bardzo wytrzymaty, szczegdlnie w relacji do jego
wagi. W tym kontek$cie wypada ono nawet korzystniej w poréwnaniu do stali. Drewno jest
takze materialem tanim, co jest niewatpliwie wazne ze wzgledow ekonomicznych.

Aby zachowa¢ niska wage konstrukcji sandwiczowej, zapewniajac jednoczesnie
odpowiednio wysoka wytrzymato$¢, zadecydowano o wyborze pianki poliuretanowej na
materiat rdzenia. Znana z produkcji ptyt warstwowych firma Kingspan przygotowata na zlecenie
autora jednolite panele piankowe o uzgodnionej wczesniej geometrii.

Fakt, ze analizowane belki trojwarstwowe byly montowane z elementéw sktadowych
z dwoch odmiennych materiatow, spowodowal logiczne ukierunkowanie na problem
mechanizméw zniszczenia takich konstrukcji. Opisywana w literaturze mnogo$¢ procesow
niszczacych jest zalezna od schematu statycznego konstrukcji, sposobu obcigzenia, geometrii
przekroju i wlasciwosci wykorzystanych materiatow.

W publikacji [130], w jej drugim rozdziale, autorzy przedstawili cztery zasadnicze
mechanizmy zniszczenia jednoprzestowych, wolnopodpartych belek sandwiczowych
z kompozytowymi oktadzinami i piankowym, poliuretanowym rdzeniem.
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Wstep

Pierwszy z nich okreslono jako mikrowyboczenie oktadzin (microbuckling of composite
face sheet) w miejscu, gdzie przyktadane bylo obcigzenie skupione. Zdaniem autorow artykutu
do mikrowyboczenia oktadziny dochodzi wtedy, gdy naprezenia osiowe w oktadzinie $ciskanej
osiggajg pewna warto$¢ no$nosci tej warstwy na mikrowyboczenie o (face sheet mickrobuckling
strength). Wykazano tez, ze na wstgpnym etapie procesu projektowania mozna wykorzysta¢
no$nos¢ na mikrowyboczenie of do okreslenia wartos$ci sity niszczacej belke sandwiczowa.

Drugi mechanizm zniszczenia belki sandwiczowej zostat przedstawiony jako falowanie lub
marszczenie si¢ warstwy okladziny (face wrinkling) w otoczeniu przylozonego obcigzenia
skupionego. Autorzy zdefiniowali ten mechanizm jako lokalna, sprezysta niestateczno$¢ na
skutek wyboczenia, ujawniajacg si¢ w postaci krotkich fal gornej oktadziny. Z uwagi na opor,
jaki daje material rdzenia belki sandwiczowej, powstajace fale skierowane sg w kierunku od
rdzenia. Przy czym zwrocono tez uwage, ze dlugos$¢ takiej fali moze zaleze¢ od materiatu
rdzenia. Sformutowano prosta zalezno$¢ na wartos¢ sity skupionej wywotujacej falowanie
oktadziny.

W przypadku rdzenia o przekroju w postaci plastra miodu nie stanowi on cigglego podparcia
dla obcigzonego pasa. W takiej sytuacji dhugos¢ fali jako odksztatcenia oktadziny jest powigzana
z rozmiarem komorki rdzenia. Belki sandwiczowe skonstruowane z pianek poliuretanowych nie
podlegaja zdaniem autordéw tej regule.

Trzeci mechanizm zniszczenia belki sandwiczowej zwigzany jest ze Scinaniem rdzenia (core
shear). Zaktada si¢, ze rdzen ulega zniszczeniu na skutek przekroczenia jego nosnosci na
$cinanie 1. Podano zalezno$¢ na warto$¢ sity skupionej wywotujacej zniszczenie rdzenia na
skutek $cinania. Wyrazenie to uwzglednia wylacznie parametry zwigzane z rdzeniem.

W przypadku belek z okladzinami metalowymi zaobserwowano powstawanie w nich
przegubow plastycznych. Ta plastyczna wytrzymatos¢ oktadzin na zginanie powodowata wzrost
warto$ci obcigzenia niszczacego. Jednak fakt ten okazuje si¢ prawdziwy tylko w przypadku
cienkich warstw zewnetrznych. Dla grubszych warstw zewngtrznych, o duzej sztywnosci,
plastyczne $cinanie rdzenia jest powigzane ze sprezystym zginaniem oktadzin.

Czwarty mechanizm zniszczenia zwigzany jest ze zjawiskiem wgniecenia okladziny
W miejscu przylozenia obcigzenia skupionego (indentation). Autorzy wykazali, Zze sposob
uwzglednienia tego zjawiska w rozwazaniach analitycznych zmienial si¢ na przestrzeni lat.
Poczatkowo, do wyprowadzenia zaleznoSci na obcigzenie wywolujace wgniecenie
przyjmowano, ze oktadziny belki sandwiczowej zachowuja si¢ jak belki sprezyste, a rdzen jako
sprezyste podloze. Niektorzy =zakladali, Ze obcigzenie niszczace jest zwigzane z
uplastycznieniem rdzenia, lecz odrzucali wplyw wytrzymalo$ci okladzin na wielko$é
wgniecenia. Wyrazali je jako iloczyn wytrzymatosci na $ciskanie rdzenia przez powierzchnie¢
obcigzenia. O ile podejscie to moglo by¢ uznawane =za shuszne dla belek
o cienkich oktadzinach, o tyle dla konstrukcji o grubych naktadkach dawato bledne rezultaty.

Natomiast autorzy publikacji, analizujac problem wgniecenia jako mechanizmu zniszczenia,
zatozyli dwa modele belki sandwiczowej. Pierwszy traktuje rdzen jako material sztywno
plastyczny. W drugim za$ przyjeto materiat rdzenia jako sprezysto plastyczny. Wyprowadzono
nastepnie réwnania opisujagce wielkos$¢ sily, wywotujacej przedmiotowy sposob zniszczenia
elementu.

W rozdziale 7 ksigzki [149] autor zidentyfikowat osiem mechanizméw zniszczenia elementu
sandwiczowego.



Wstep

Pierwszy z nich dotyczyl uplastycznienia lub zarysowania oktadziny pod wplywem
naprezen $ciskajacych lub rozciggajacych wywotanych zginaniem (face yielding/fracture). Autor
przedstawil formute na naprezenie niszczace oktadzing dla obu mozliwych przypadkow.

Drugi model dotyczyt zniszczenia belki na skutek $cigcia materiatu rdzenia (core shear
failure). Podkreslony zostat fakt, ze rdzen w elementach zginanych jest przede wszystkim
poddany $cinaniu, oraz ze w praktyce przenosi niemal cale obcigzenie poprzeczne. Nastepnie
przedstawiona zostata formuta na maksymalne napre¢zenia tnagce w rdzeniu.

Zniszczenie elementu sandwiczowego na skutek marszczenia si¢ oktadzin (face wrinkling)
moze, wedtug autora, ujawni¢ si¢ podczas wyboczenia przy $ciskaniu, w przypadku wystgpienia
sciskania w oktadzinie przy zginaniu lub podczas wystapienia obu wariantow jednoczesnie.

Kolejny przypadek zostat zdefiniowany jako utrata stateczno$ci ogdlnej zwigzanej
z wyboczeniem (general buckling). Autor stwierdza, ze samo wyboczenie elementu poddanego
$ciskaniu nie musi doprowadzi¢ do zniszczenia jego struktury, niemniej jednak skutkiem
zaistnienia zjawiska moze by¢ spadek nosnosci elementu. W zwigzku z tym przedstawione
zostato rownanie sity krytycznej, wywotujacej zjawisko wyboczenia konstrukcji sandwiczowe;.

Dodatkowo, w odniesieniu do $ciskanych konstrukcji sandwiczowych, wyrdzniono
przypadek zniszczenia elementu poprzez zgniecenie przekroju przy $cinaniu (shear crimping).
Zjawisko to mozna zaobserwowac¢ jako rezultat znacznego wychylenia elementu ze swojej
plaszczyzny wskutek wyboczenia, kiedy pojawiaja si¢ duze sily poprzeczne. Zniszczenie
wystepuje dla przekroju, w ktorym sity poprzeczne osiagaja najwigksza warto$¢ na dhugosci
przesta.

W przypadku konstrukcji tréjwarstwowych z rdzeniem z materialu o strukturze plastra
miodu czgsto wystepujacym zjawiskiem jest wgniecenie lub tez marszczenie cienko$ciennej
oktadziny na powierzchni pomigdzy komodrkami struktury rdzenia (face dimpling).
Wyprowadzona zostata formuta na naprezenie wywolujace to zjawisko.

Kolejng forma zniszczenia elementu sandwiczowego opisang w publikacji bylo wgniecenie
materiatu rdzenia przy obcigzeniu elementu sita skupiong (core indentation). Autor zaktada przy
tym, Ze takiego zjawiska mozna unikng¢ rozkladajac obciazenie skupione na odpowiednio duza
powierzchni¢ oktadziny, obliczang jako iloraz sity skupionej przez wytrzymato$¢ materiatu
rdzenia na $ciskanie.

Konstrukcje warstwowe z podatnym rdzeniem mogg ulec zniszczeniu pod obcigzeniem
dynamicznym, wywotujacym drgania elementu (vibration). Zaleca si¢ wigc, aby unika¢ obcigzen
wywolujacych drgania o czgstotliwosci zblizonej do czestotliwosci drgan wiasnych.

Monografia [21] w kwestii mechanizmow zniszczenia konstrukcji sandwiczowej szczegolny
nacisk kladzie na omowienie problemu zniszczenia polaczenia miedzy oktadzing a rdzeniem
(face/core debond). W rozdziale 9 autor wyrdznia trzy najwazniejsze warianty zachowania si¢
potaczenia. W przypadku oktadzin wykonanych na bazie tworzyw sztucznych mozliwa jest ich
delaminacja (face delamination). Zarysowaniu moze ulec takze material rdzenia w poblizu
potaczenia z oktadzing (core failure). Wreszcie trzecim mozliwym mechanizmem zniszczenia
jest zniszczenie potaczenia migdzy oktadzing a rdzeniem (face/core interface failure). W dalszej
czgsci rozdzialu 9 autor zaprezentowal teori¢ oraz rozwigzania analityczne zwigzane
z mechanikg powstawania oraz propagacji rys w strefie kontaktu oktadziny i rdzenia.

W artykule [123] zaprezentowano wyniki badan stalowego elementu sandwiczowego
z rdzeniem o przekroju w ksztalcie litery ,,Y”. Stalowe cienko$cienne okladziny zostaly
potaczone z rdzeniem poprzez spawanie. Dla porownania przebadano takze belki z rdzeniem
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W postaci spienionego metalu. Badania doswiadczalne oraz analizy numeryczne wykazaty,
ze mozliwe jest wystgpienie trzech modeli zniszczenia: §cigcie rdzenia, uplastycznienie stalowej
oktadziny lub wgniecenie rdzenia. Odnoszac si¢ do cienkosciennych konstrukcji sandwiczowych
stwierdzono, ze w przypadku belek z rdzeniem o niskiej wytrzymato$ci na $cinanie (na przyktad
spienionego metalu) bardziej prawdopodobne jest wystapienie dwoch pierwszych
mechanizmow. Jednocze$nie autorzy publikacji zwrocili uwage, ze niska wytrzymatosé
na $ciskanie wybranych rdzeni powoduje, iz uplastycznienie pasa nie bedzie decydujace
z punktu widzenia projektowania takiego elementu. W takim przypadku mozna zauwazy¢
rozktad deformacji pasa na znacznej jego powierzchni. W zwigzku z tym redukcja koncentracji
naprezen w poblizu punktu obcigzenia jest zjawiskiem pozytywnym, ktore zdaniem autoréw,
moze zwigkszy¢ wytrzymatos$¢ badanych struktur.

Publikacja [146] dotyczy badania belki sandwiczowej pod obcigzeniem statycznym
1 dynamicznym. Opisane tu probki o rdzeniu ze spienionego aluminium oraz cienko$ciennych
aluminiowych oktadzin podlegaty trzem sposobom zniszczenia.

Pierwszy, najrzadziej wystepujacy, zwigzany byt ze zniszczeniem polaczenia miedzy
oktadzing a rdzeniem.

Czesciej wystepowal mechanizm zniszczenia oktadzin na skutek powstania przegubow
plastycznych, co widoczne bylo szczegbdlnie w rozwigzaniach z rdzeniem znacznej grubosci.
W tych przypadkach, w pierwszej kolejnosci obserwowano mechanizm wgniecenia rdzenia
(indentation), ktory nastepnie przechodzit w mechanizm uplastycznienia oktadzin.

Belki sandwiczowe wykonane z tych samych materiatow, lecz o grubszych i
wytrzymalszych naktadkach, ulegaly zniszczeniu poprzez $cigcie materiatu rdzenia.

W rozdziale czwartym przytaczanej publikacji zaprezentowano takze mapy mechanizmow
zniszczenia (failure mode map) jako relacje migdzy gruboscia naktadek i rdzenia oraz
rozpigtoscig przesta probki a rodzajem decydujgcego o zniszczeniu probki zjawiska.

Inne rozwigzanie belki wielowarstwowej, w ktorej wykorzystano laminaty wzmacniane
wioknem szklanym jako oktadziny oraz piang fenolowa jako rdzen, zostato przedstawione w
publikacji [1]. Autorzy przebadali serie probek, poddajac je czteropunktowemu zginaniu oraz
zaktadajac kilka roznych odleglosci skrajnej sity skupionej wzgledem wilasciwej podpory (shear
span to depth ratio; ,,a/d”). Zidentyfikowano dwa zasadnicze mechanizmy zniszczenia.
Pierwszy zwigzany byl ze Scigciem rdzenia. Drugi objawial si¢ uszkodzeniem S$ciskanej
oktadziny.

W przypadku przebadanych belek sandwiczowych obserwowane zniszczenie konstrukcji
réznito si¢ w funkcji wskaznika ,,a/d”. Przy krotszym przesle o uszkodzeniu decydowalo Scigcie
materialu rdzenia bez jednoczesnej awarii zewnetrznej okltadziny lub polaczenia migdzy
oktadzing a rdzeniem.

Dla belek o wskazniku ,,a/d” rownym 0,55 ujawniat si¢ mechanizm $cinania przy $ciskaniu
rdzenia (shear-compression failure). Dla belek o wskazniku ,,a/d” rownym 1,66 zniszczenie
polegato na uko$nym $cieciu rdzenia bez uszkodzenia potaczenia pomigdzy warstwa zewnetrzng
a rdzeniem. Przy wigkszej rozpigtosci przgsta oraz wskaznikach ,,a/d” o wartosciach 3,05 oraz
4,5 oprécz $cinania rdzenia, na skutek redystrybucji sit, obserwowano zniszczenie polaczenia
mi¢dzy rdzeniem a dolng oktadzing. Dla przyjetych wskaznikow rownych 7,22 oraz 10,0
mechanizm zniszczenia belek polegat na odspojeniu si¢ pasa $ciskanego od rdzenia i jego
wyboczeniu. Jednoczesnie autorzy podkreslili fakt, ze w tym przypadku rdzen belki pozostat
nienaruszony.
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Kolejng pozycja dotyczaca rozwigzan cienkosciennych w konstrukcjach sandwiczowych jest
praca [91]. Belki o przekroju prostokgtnym poddawano czteropunktowemu zginaniu w kierunku
prostopadtym, jak i rownolegtym do powierzchni faczacych oktadziny z rdzeniem. Czg$¢ belek
skonstruowana byla poprzez potaczenie warstwami kilku pojedynczych elementdéw, tworzac
wielowarstwowe struktury.

W rozdziale trzecim tej publikacji autorzy zaprezentowali rezultaty badan dla wielu uktadow
przekroju poprzecznego belek. Modele trojwarstwowe o warstwach ulozonych poziomo
w poczatkowej fazie obcigzania ulegaty zarysowaniu w strefie rozcigganej rdzenia. Przy czym
nie prowadzito to do zniszczenia konstrukcji. Dolna rozciggana oktadzina zabezpieczala bowiem
zarysowany rdzen, a tym samym caly element przed naglym zniszczeniem. Decydujacym
mechanizmem zniszczenia okazato si¢ uszkodzenie polaczenia miedzy gérng Sciskang naktadka
a rdzeniem, co doprowadzito do wyboczenia cienkosciennej oktadziny. Probka o tych samych
wymiarach przekroju poprzecznego, lecz usytuowana w pozycji pionowej, nie zostata
zniszczona nagle w fazie sprezystej. Ujawnit sie korzystny wplyw pionowego usytuowania
oktadzin, ktéry przeciagnat no$no$¢ az do fazy plastycznej. Finalnie, zniszczenie elementu
nastgpito poprzez utrate no$nosci $ciskanej i rozciaganej strefy oktadzin.

Podobne badania doswiadczalne i mechanizmy zniszczenia ukladow wielowarstwowych
zostaty przedstawione w artykule [92].

Mechanizmy zniszczenia cienko$ciennych paneli trojwarstwowych przedstawiono
w artykule [93]. Autor przeprowadzil badania eksperymentalne paneli sandwiczowych o
catkowitej grubosci 20 mm, zbudowanych z zewnetrznych oktadzin
z polimerow wzmocnionych widéknem szklanym (glass fibre composite) oraz rdzenia
ze modyfikowanych i utwardzonych fenoli. Przeanalizowano relacje migdzy mechanizmem
zniszczenia a wskaznikiem ,,a/D” (shear span-to-depth ratio) oznaczajacym relacj¢ migdzy
odcinkiem wystepowania sil tnacych a petna wysokoscia przekroju probki.

Z publikacji wynika, ze formy zniszczenia elementéw zaleza od zaproponowanego
wskaznika ,,a/D”, oraz ze dla matych warto$ci ,,a/D” obcigzenie niszczace belke jest wigksze niz
w przypadku wigkszej wartosci wskaznika ,,a/D”. Jednoczesnie wykazano, ze do momentu
zniszczenia elementu warto$¢ obcigzenia przyrastala liniowo az do chwili uszkodzenia, kiedy
nastepowal skokowy spadek nos$nosci. W przypadku kilku probek zaobserwowano tylko
niewielki spadek sztywno$ci przekroju wyjasniony powstaniem rys w materiale rdzenia. Dla
belek o wskazniku ,,a/D” wigkszym niz 4 ujawniato si¢ powstawanie delikatnej nieliniowosci
na krzywej relacji obcigzenie-odksztatcenie tuz przed finalowym zniszczeniem probki.

Z analizy zachowania si¢ obcigzonych belek wynika, Zze elementy sandwiczowe zazwyczaj
ulegaty destrukcji tuz po pojawieniu si¢ pierwszej rysy na skutek S$cinania w rdzeniu.
We wszystkich probkach rysa od $cinania w rdzeniu ujawniala si¢ pod punktem przylozenia
obcigzenia skupionego.

Probki o warto$ci wskaznika ,,a/D” rownego 1 1 2 ulegaty uszkodzeniu wskutek $cinania
W rdzeniu i nieznacznemu uszkodzeniu potgczenia miedzy oktadzing a rdzeniem. Nie zauwazono
natomiast wglebien w materiale oktadziny w miejscach podparcia i1 przyktadania obcigzenia, co
wyjasniano albo przyjeciem wilasciwej srednicy walkéw podporowych i obcigzajacych, albo
dystrybucja przez wtokna szklane naprgzen $ciskajacych poza obszar przytozenia obcigzenia
skupionego i unikajac w ten sposob uszkodzen. Dla dhuzszych elementéw i tym samym
wyzszym wspotczynniku ,,a/D” z przedzialu od 3 do 6, uszkodzenie elementu zwigzane bylo ze
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zniszczeniem potgczenia miedzy warstwg zewnetrzng a rdzeniem, poprzedzonym zarysowaniem
rdzenia wskutek §cinania.

W przypadku cienko$ciennych elementéw trojwarstwowych analizowano takze wptyw
uzycia w jednym panelu rdzeni o odmiennych wtasciwosciach mechanicznych i réznorodnych
potaczeniach miedzy nimi (core junction) na formy zniszczenia tych paneli [17]. Autorzy
zaproponowali badania serii 8 jednoprzestowych paneli trojwarstwowych o catkowitej dhugosci
500 mm, podpartych przegubowo podporami w rozstawie 460 mm. Grubosc¢ rdzenia pianki PVC
przyjeto rowng 60 mm, natomiast grubosci oktadzin skonstruowano z arkuszy aluminiowych 0
grubosci 1 mm.

Podobnie, jak w wielu wczesniej wymienionych przypadkach, zniszczenie panelu
nastepowato wskutek $cigcia materiatu rdzenia, przy czym wystepowanie przekrojow
krytycznych zwigzane bylo takze z ksztattem styku migdzy sasiednimi warstwami rdzenia.

Zblizona tematyka zostata poruszona w [16].

Wpltyw obciazenia z niewielka predkosciag konstrukcji sandwiczowej na sposob jej
zniszczenia poruszono w publikacji [49]. Poniewaz odpowiedz konstrukcji warstwowej na
obcigzenie zwigzana jest z wlasnosciami materiatow skladowych 1 geometrii przekroju
poprzecznego, autorzy poddali analizie MES uktady z rdzeniem ze spienionej stali nierdzewne;j.
Z tego samego materialu wykonano tez oktadziny belek. Zaproponowany model dla takich
konstrukcji weryfikowano takze pod katem predykcji mozliwych rodzajow awarii.

Powotujac si¢ na prace dotyczace mechaniki materiatdéw o strukturze komorkowej (jak
spieniona stal) autorzy sugerowali kilka prawdopodobnych mechanizméw zniszczenia belek
trojwarstwowych: $cigcie rdzenia (core shear), zginanie belki bez powstawania wgniecen pasa
gornego (overall bending without local denting of upper face-sheet), lokalne wgniecenie
warstwy zewngtrznej przy braku zginania belki sandwiczowej (local denting without overall
bending), jednoczesne zginanie belki i lokalnie powstajace wgniecenia oktadziny (bending and
local denting), zginanie belki oraz S$cinanie rdzenia, lokalne wgniecenie pasow wraz
ze $cinaniem rdzenia, marszczenie si¢ oktadzin (face-sheet wrinkling), zniszczenie potaczenia
miedzy warstwa zewnetrzng a rdzeniem (debonding) oraz peknigcie pasa (face-sheet fracture).

Autorzy publikacji zwracaja tez uwage na fakt, ze pojawienie si¢ pewnych sposobow
zniszczenia dla rozpatrywanego elementu zalezy od geometrii przekroju poprzecznego,
wlasciwosci materiatow sktadowych, warunkéw brzegowych w modelu teoretycznym, a takze
od rozpigtosci przesta belki. Dla przyktadu, przy krétszych rozpigtosciach zatamanie (collapse of
sandwich beam) analizowanych belek jest zazwyczaj inicjowane lokalnym wgnieceniem pasa.
Przy wzroScie rozpigtosci przgsta efekt lokalnego wgniecenia maleje. Natomiast przyjecie
odpowiednio dluzszego przesta powoduje, ze poczatek zatamania elementu zwigzany jest
z uplastycznieniem materiatu pasa. W przypadku tych konstrukcji, w ktorych oktadzina ma
stosowng grubos¢ i1 wytrzymatos¢, decydujgcym przypadkiem zniszczenia staje si¢ Scinanie
rdzenia.

W  pracy [103] autorzy omoéwili  konstrukcje — warstwowe  zbudowane
z materiatow jednorodnych (drewno balsa), struktur siatkowych (struktura plastra miodu)
i materialow niejednorodnych (pianki). Poza niewatpliwymi zaletami tego typu konstrukcji
zwrocono tez uwage na problem, jakim jest roznorodnos¢ form ich zniszczenia. Wymieniono
mi¢dzy innymi nastgpujace mechanizmy: globalne wyboczenie konstrukcji, delaminacjg
polaczong z lokalnym wyboczeniem oktadzin, $cinanie rdzenia, lokalne wglebienie powierzchni
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lub wyboczenie pojedynczej komorki (w przypadku konstrukcji z rdzeniem o strukturze
siatkowej).

Artykut [111] prezentuje analize uktadéw wielowarstwowych, w ktorych kolejne drewniane
warstwy zostaly potagczone drewnianymi kotkami.

Badania laboratoryjne przeprowadzono na belkach wolnopodpartych w uktadach
dwuwarstwowych i czterowarstwowych. Dla pojedynczej warstwy drewnianej przyjeto wymiary
rowne 140 x 38 x 2200 mm. Czg¢éci sktadowe byly taczone w konstrukcje wielowarstwowe
drewnianymi kotkami, wprowadzanymi pod katem 45 stopni. Przebadano kilka serii probek,
w ktorych warstwy byty taczone 20, 32, 44 1 56 kotkami.

W  odniesieniu do ukladéw dwuwarstwowych stwierdzono, ze belki wolnopodparte
wykazuja dobrg sztywno$¢ poczatkowa, oraz ze relacja miedzy przemieszczeniem a
odksztalceniem jest niemal liniowa, az do zniszczenia konstrukcji poprzez $cigcie tacznikow.
Autorzy stwierdzaja ponadto, ze taczniki poddawane sg tez dodatkowej sile rozciagajacej,
wywotanej przez warstwy, chcace rozdzieli¢ si¢ wskutek zginania belki.

W przypadku konstrukcji czterowarstwowych zniszczenie nastgpowato na skutek kruchego
peknigcia warstwy najnizszej przy rozcigganiu.

Ciekawa publikacja jest [20], w ktorej przedstawiono problematyke wptywu imperfekcji
cienkosciennej gornej oktadziny (upper face wrinkling) na zniszczenie belki trojwarstwowej z
rdzeniem podatnym poprzez jej zatamanie i towarzyszace temu wgniecenie materiatu rdzenia
(indentation collapse mechanism).

Sposrod mozliwych awarii autorzy wymienili: uszkodzenia okladziny zwigzane z ich
$ciskaniem lub rozcigganiem, rozwarstwienie materiatu gornej oktadziny, pgknigcie na styku
oktadziny i rdzenia, wglgbienia w gdérnej powierzchni elementu, marszczenie gornej oktadziny
przy $ciskaniu oraz zniszczenie przekroju przez $cigcie rdzenia.

Przyczyna przedmiotowej imperfekcji cienkos$ciennej gornej warstwy, do ktorej przyktadane
jest obciazenie, moze by¢ rodzaj jej uszkodzenia. Przyktadowo, marszczenie si¢ gornej
oktadziny powodowane jest przez miejscowe rozwarstwienie albo jej zmienng grubos¢
spowodowang btedami w procesie produkcji. W takim wypadku podatna na imperfekcje warstwa
wierzchnia traktowana jest jako element niepryzmatyczny lub belka-stup. Takie podejscie
stanowi analogi¢ do kompozytowych belek sandwiczowych z rdzeniem z pianki polimerowej, W
ktorych obserwuje si¢ sprezysta deformacje okltadzin 1 uplastycznienie rdzenia na skutek
Sciskania. Rozwigzania te charakteryzuja si¢ tym, ze zalamanie przy zgniataniu przekroju
(indentation collapse) moze si¢ pojawi¢ z powodu zniszczenia oktadzin przy S$ciskaniu w
nastepstwie ~ wzmocnienia  odksztalceniowego  (Strain-hardening), = spowodowanego
uplastycznieniem materialu rdzenia. Naprezenia $ciskajagce w okladzinie mogg powstaé przy
zginaniu przekroju, jak roéwniez przy lokalnym zginaniu spowodowanym obcigzeniem
skupionym. Zdaniem autoréw publikacji przedstawiony mechanizm zniszczenia jest typowy dla
warstwowych belek ciggtych.

Zatamanie belki przy wgnieceniu przekroju moze by¢ takze konsekwencja lokalnej
niestatecznos$ci $ciskanej oktadziny, mimo ze wcigz pracuje ona sprezyscie a rdzen pozostaje
w fazie sprezystej lub plastycznej. Ten sposob zniszczenia ujawnia si¢ w przypadku uktadow
jednoprzestowych, w ktorych globalne zginanie przekroju nie moze by¢ pominigete.

Problem S$ciskania rdzenia jako zjawiska, wystepujacego powszechnie w ukladach
trojwarstwowych, przeanalizowany zostat w [132]. Zdaniem autora uwzglednienie
przedmiotowego problemu obliczen nie jest fatwe, poniewaz naprezenia Sciskajace w rdzeniu
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zaleza od wielu szczegdldow zwigzanych z obcigzeniem oraz wiasciwosci mechanicznych
oktadzin i rdzenia. Obcigzenia, ktore sg przekazywane na element sandwiczowy poprzez duzg
powierzchni¢ kontaktu, przyczyniajg si¢ do powstawania mniejszych ekstremoéw naprgzen
Sciskajacych w rdzeniu. Z podobng sytuacja mamy do czynienia w przypadku belek o sztywnych
pasach.

Omowione wczesniej, dosy¢ szczegdtowo, publikacje nie sg jedynymi, z ktorymi zapoznat
si¢ autor rozprawy. Wiele innych pozycji literaturowych, na ré6znym poziomie szczegdlowosci,
omawiato zagadnienia zwigzane Zz:

— Prowadzeniem badan do$wiadczalnych konstrukcji kompozytowych (warstwowych) i
opisem mechanizméw ich zniszczenia [2], [14-20], [28], [32, 33, 37], [54-58], [73], [76],
[81,82], [90-92], [93-98], [101], [115-118], [121], [123-126], [129,130], [133-141], [145-
148];

— Modelami i analizami teoretycznymi uktadow warstwowych [26], [31], [43,44], [46-53],
[72], [74], [80], [83], [85-89], [99], [104], [127], [144-145];

— Zwickszaniem no$nosci podatnego rdzenia na $cinanie [66,67], [75];

— Rodzajem materiatbw wykorzystywanych do konstruowania belek warstwowych ze
wzgledu na ich korzystne wlasciwosci mechaniczne [70, 71], [77], [112].
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2. Cel i zakres pracy

Gléwnym celem pracy jest analiza réznych modeli teoretycznych belek trojwarstwowych
(w tym belek sandwiczowych) przydatnych przy modelowaniu ich zachowania si¢, gdy
zbudowane sg z grubych nakladek drewnianych. W analizie tej nie tylko porownywano wyniki
numeryczne otrzymane z modeli teoretycznych z wynikami otrzymanymi z badan
doswiadczalnych, ale takze zwracano uwage, na ile dany model uwzglednia istotne cechy
zachowania si¢ belek trojwarstwowych o grubych naktadkach poddanych dziataniu obcigzen.

Praca sktada si¢ z czes$ci doswiadczalnej 1 teoretycznej. W czgsci doswiadczalnej badane sg
belki sandwiczowe trojwarstwowe zbudowane z dwoch zewnetrznych naktadek drewnianych
1 rdzenia zbudowanego z poliuretanu. Modut Younga rdzenia jest wielokrotnie mniejszy od
modutu Younga. Naktadki sa belkami na tyle wysokimi (krepymi), ze wystgpuje ich zginanie.
Celem przeprowadzonych badan doswiadczalnych jest weryfikacja modeli teoretycznych belek
sandwiczowych poprzez identyfikacj¢ sposobu ich zachowania sig, a takze ustalenie wlasnosci
mechanicznych i wytrzymatosciowych materiatdow, z ktorych te belki sa zbudowane. Intencja
byto otrzymanie odpowiedzi na nastepujace pytania:

— Czy belka zginana jest jako catos¢? A zatem czy ptaskosc catego przekroju belki zostata
zachowana (zatozenia belki Eulera-Bernoulliego), czy tez kazda z naktadek zginana jest
oddzielnie, przy czym wystepuje sprz¢zenie tego zginania poprzez rdzen?
W pierwszym przypadku naprezenia w kazdej naktadce powinny by¢ tego samego znaku
a w drugim przypadku, we widknach skrajnych naktadek moga by¢ napr¢zenia réznych
znakow;

— Czy przemieszczenia naktadek w kierunku prostopaditym do osi belki mozna uznaé za
jednakowe czy tez wystepuja roznice powstate w wyniku $ciskania rdzenia?

— Czy wystepuje wzajemne przemieszczenie nakladek wzdhuz osi belki?

— Ustalenie mozliwych mechanizmoéw zniszczenia belek sandwiczowych o grubych
naktadkach.

Kolejnym celem przeprowadzonych badan bylo wyznaczenie statych materiatowych, jak
modut Younga i Kirchhoffa oraz wytrzymatosciowych materiatow, z ktérych zbudowana jest
belka a stad otrzymanie odpowiednich charakterystyk probabilistycznych badanych wielkosci.

Celem czgsci teoretycznej rozprawy jest sprawdzenie na ile rozne modele teoretyczne belek
trojwarstwowych spetniajg warunki wynikajace z przeprowadzonych badan dos§wiadczalnych.

Przeprowadzono analiz¢ czterech modeli teoretycznych belek trojwarstwowych.

Jako pierwszy model przyjeto belke Eulera-Bernoulliego, w ktérej wazne jest zalozenie
ptaskosci catego przekroju belki przy zginaniu. Przyjeto, ze napr¢zenia normalne wynikajace ze
zginania w rdzeniu sg pomijalnie mate. W tym przypadku stan przemieszczenia belki okreslony
jest przez jedng funkcj¢ spetniajagcg jedno rownanie rézniczkowe. Drugi model belki
trojwarstwowej jest modelem Zig-Zag belki sandwiczowej, w ktorym uwzgledniono nie tylko
zginanie naktadek i $cinanie rdzenia, ale takze dodatkowo wptyw §cinania samych naktadek na
stan przemieszczenia belki.

W tym ogdélnym modelu wystepuja trzy nieznane funkcje okreslajace stan przemieszczen
belki 1 spetniajace sprzezony uktad trzech rownan rézniczkowych zwyczajnych. Zaproponowany
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model belki sandwiczowej wymagatl wyprowadzenia odpowiednich zaleznosci takze dla stanu
naprezen.

Trzeci model - Zig-Zag belki sandwiczowej, w ktorym odpowiednie zaleznosci otrzymano
z modelu drugiego pomijajac wptyw $cinania naktadek. W tym przypadku stan przemieszczen
belki opisany jest dwoma funkcjami spelniajacymi sprzezony ukltad dwoch réwnan
rézniczkowych. We wszystkich trzech modelach przyjmowano warunki brzegowe jak dla belki
swobodnie podpartej stad rozwigzania réwnan rdézniczkowych postaci  szeregow
trygonometrycznych.

Jako czwarty model rozpatrzono uktad dwoch belek Eulera-Bernoulliego potaczonych
warstwa sprezysta modelujacg rdzen, w ktorej uwzgledniono nie tylko $ciskanie, ale takze
$cinanie.

Waznym problemem w belkach wielowarstwowych jest zagadnienie poslizgu wystepujace
w miejscu potaczenia tych warstw. Problem ten omoéwiono na przyktadzie belki
dwuwarstwowej. Miedzy innymi pokazano, ze stan przemieszczen takiej belki opisany jest
uktadem sprzezonych dwodch rownan roézniczkowych analogicznych do uktadu dwoéch rownan
trojwarstwowej belki sandwiczowe] w ujeciu teorii Zig-Zag. Wynika stad, ze belka
dwuwarstwowa, w ktérej uwzgledniono podatno$¢ potaczenia moze by¢ traktowana jako belka
sandwiczowa o zerowej wysokosci rdzenia.

Kolejnym celem rozprawy jest racjonalizacja projektowania belek sandwiczowych
o zginanych naktadkach. Stad propozycje analizy probabilistycznej belek uwzgledniajaca losowa
niepewno$§¢ pewnych parametrow, ocena niezawodnos$ci belek za pomoca wskaznika
niezawodnosci (indeks niezawodnosci) ze wzglgdu na rézne mechanizmy zniszczenia.

Przedstawiana praca doktorska sktada si¢ z dziewigciu rozdziatow.

Rozdzial pierwszy - ,,Wstep” - zawiera wprowadzenie do zagadnien zwigzanych z
mechanikg belek trojwarstwowych zwanych tez belkami sandwiczowymi. Przedstawiono tu
mie¢dzy innymi przeglad literatury zwigzany z przedmiotowymi belkami sandwiczowymi a W
szczeg6lnosci dotyczacy:
laboratoryjnych badan doswiadczalnych,
mechanizmoéw zniszczenia,
stosowanych materiatlow sktadowych,
modeli teoretycznych opisujacych ich stan przemieszczenia i wytezenia.

W rozdziale drugim - ,,Cel i zakres pracy” — przedstawiono cel pracy i nakreslono jej zakres.

Rozdzial trzeci — ,Badania do$wiadczalne belki trojwarstwowej” — zawiera cztery
podrozdzialy  zatytutlowane jako: ,,Opis eksperymentu”, ,,Oznaczenie parametrow
wytrzymato$ciowych drewna”, ,,Oznaczenie parametrow wytrzymalo§ciowych rdzenia

poliuretanowego” oraz ,,Rezultaty badan laboratoryjnych belek trojwarstwowych. Przedstawiono
tu procedury normowe oznaczania parametrow wytrzymatosciowych materiatow sktadowych
analizowanych belek trojwarstwowych, czyli drewna i pianki poliuretanowej. Pokazano w
skrocie procedury normowe, przebieg prac laboratoryjnych oraz analiz¢ otrzymanych rezultatow.
Wyznaczono warto$ci $rednie poszukiwanych parametrow dla rozpatrywanych serii probek,
a takze przeprowadzono analiz¢ statystyczng otrzymanych wynikow.

W rozdziale czwartym — ,,Modele teoretyczne belek trojwarstwowych” - przedstawione
zostaly cztery modele teoretyczne, opisujace przemieszczenia jednoprzestowych belek
trojwarstwowych. Modele zostaty uporzadkowane wedlug stopnia ich ztozonosci. Dwa pierwsze
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modele, w ktorych element traktowany jest jako klasyczna belka Eulera oraz model Zig-Zag,
funkcjonuja juz w literaturze tematu, lecz uznano, ze dla porzadku zostang pokazane w szerszym
zakresie. Kolejne dwa oméwione w dysertacji modele stanowig oryginalny wktad w temacie
uktadow warstwowych.

Pigty rozdziat — ,,Analiza numeryczna opracowanych modeli teoretycznych” — zawiera
rozwigzania zaproponowanych modeli oraz zestawienie otrzymanych rezultatow z wynikami
otrzymanymi w trakcie niszczacych badan laboratoryjnych serii 5 sztuk belek trojwarstwowych.
Poréwnania dotyczg przemieszczenia oktadziny dolnej i1 gornej w kilku obserwowanych
przekrojach poprzecznych elementu oraz napre¢zen obliczonych na podstawie odksztatcen
wlokien zewnetrznych dolnej 1 gornej oktadziny mierzonych w przekroju w srodku rozpigtosci
przesta belki sandwiczowej.

W rozdziale szostym — ,,Belki warstwowe o potaczeniach podatnych” — przedstawiono
problematyke potaczen podatnych migdzy materiatem rdzenia z warstwami zewngtrznymi.
Podstawy teoretyczne zostaty przyblizone dla dwoch najwazniejszych przypadkow: dla elementu
ztozonego z dwdch warstw oraz dla elementu z trzema warstwami sktadowymi.

Przedmiotem rozdziatu sibdmego — ,,Probablistyczna analiza belki sandwiczowej” — jest
analiza probabilistyczng stanu przemieszczenia belek trojwarstwowych w oparciu o model Zig-
Zag. Zalozono w niej, ze obcigzenia lub charakterystyki materiatow sktadowych maja charakter
losowy. Z rozwazan teoretycznych wyprowadzono zalezno$ci umozliwiajace obliczenie
wariancji i wartosci oczekiwanych przemieszczenia elementu jednoprzestowego.

Rozdzial 6smy — ,,Niezawodno$¢ belki sandwiczowej” — sktada si¢ z pigciu podrozdzialow,
w ktorych zwrécono uwage na uwzglednienie teorii niezawodnosci w procesie projektowania
konstrukcji warstwowych. Skupiono si¢ tutaj na takich wielko$ciach opisujacych niezawodnos¢
konstrukcji, jak Indeks Cornella, czy prawdopodobienstwo wystapienia awarii. Na podstawie
danych zebranych podczas prac laboratoryjnych oraz ich analizy statystycznej opracowany
zostal przyktad obliczeniowy dotyczacy wyznaczania wskaznika niezawodnosci belki
trojwarstwowej
ze wzgledu na dwa najbardziej prawdopodobne mechanizmy zniszczenia. Zatozono, ze s3a nimi
zniszczenie oktadzin na skutek przekroczenia wartosci dopuszczalnych naprezen normalnych lub
przekroczenie naprezen $cinajacych w rdzeniu.

Calo$¢ pracy podsumowuje rozdziat dziewigty — ,,Podsumowanie” — w ktorym
przeprowadzono dyskusje nad otrzymanymi wynikami a takze zaprezentowano wnioski
koncowe.
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3. Badania doswiadczalne belki tréjwarstwowe;j
3.1. Opis eksperymentu

Specyfika przedmiotowej rozprawy doktorskiej, traktowanej jako doswiadczalno-
teoretyczna spowodowata, ze istotnym aspektem merytorycznym stato si¢ przeprowadzenie
badan laboratoryjnych. U podstaw tego pomystu lezato zalozenie, ze otrzymane rezultaty
moglyby postuzy¢ do weryfikacji modeli teoretycznych, opisujacych stan przemieszczenia i
wytezenia belek trojwarstwowych z drewnianymi oktadzinami oraz rdzeniem poliuretanowym.
Poza tym otrzymane wyniki i poczynione obserwacje moglyby pomoc w analizie problematyki
mechanizmow zniszczenia uktadow tréjwarstwowych ztozonych z materialdow o odmiennych
wlasciwo$ciach oraz wplywu $cinania w naktadkach na przemieszczenie pionowe calej
konstrukcji sandwiczowej.

Ze wzgledu na ograniczone $rodki finansowe, jakimi dysponowal autor rozprawy
doktorskiej, wszystkie czynno$ci zwigzane z montazem oraz badaniami niszczacymi
przedmiotowe belki zostaly przeprowadzone w Laboratorium Technologii Materiatow i
Konstrukcji Budowlanych, nalezagcym organizacyjnie do Wydzialu Inzynierii Ksztattowania
Srodowiska i Geodezji Uniwersytetu Przyrodniczego we Wroctawiu.

Przyjeto, ze badania beda dotyczyly serii pigciu jednoprzestowych belek swobodnie
podpartych o rozpigtosci migdzy podporami rownej 2700 mm. Przyjety rozstaw podpor wynikat
bezposrednio z dlugosci elementéw drewnianych, jakimi dysponowat autor oraz mozliwosci
przestrzennych w samym laboratorium. Zaplanowano, ze belki beda obcigzane dwiema sitami
skupionymi usytuowanymi w rownych odlegtosciach rownych 850 mm odpowiednio od lewej
I prawej podpory (rysunek (3.1.1)).

P. P.

Aﬁ 850 | 1000 | 850 ﬁé

Rysunek 3.1.1 Schemat statyczny analizowanej belki trojwarstwowej. Wymiary w [mm]

3.2. Prace przygotowawcze 1 montazowe belek tréjwarstwowych

Do laboratoryjnych badan niszczacych przewidziano jednoprzestowe belki trojwarstwowe
konstruowane samodzielnie przez autora rozprawy. Pasy belki trojwarstwowej wykonane zostaty
z belek z drewna sosnowego o szerokoSci by rownej 150 mm i wysokosci przekroju
poprzecznego hy rownej 45 mm. Migdzy pasami wklejany byl rdzen w postaci panelu z pianki

poliuretanowej o szerokosci b, rownej 150 mm i wysoko$ci przekroju poprzecznego h. rownej
300 mm.
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P. P.
850 1000 850
‘”77 NN \\
Slo \ \
DO L |
100 2700 100
Rysunek 3.2.1 Geometria belki trojwarstwowej przewidzianej do badan laboratoryjnych
W rezultacie otrzymano belke¢ o wysokosci przekroju poprzecznego rownej 390 mm.

Uzyskany stosunek petnej wysokosci przekroju poprzecznego do rozpictosci przesta belki
ksztattujacy si¢ na poziomie 6,92 w zamysle autora postuzy¢ miat uwzglednieniu wptywu

$cinania na stan przemieszczenia rozpatrywanych belek.
Przed sklejeniem poszczegdlnych czgsci sktadowych na powierzchniach

bocznych

drewnianych pasow naklejane byly tensometry elektrooporowe. W tym wypadku czujniki TFs-

5/120 firmy Tenmex w Lodzi. Na kazdym pasie montowano cztery tensometry
rozpigtosci przgsta w uktadzie jak na Rysunku 3.2.2.

w Srodku

W zwigzku z tym przewidziano, ze w potowie rozpigtosci badanej belki trojwarstwowej

odksztalcenia okladzin bgda mierzone przez 8 sztuk tensometréw elektrooporow

ych. Dwa

tensometry oznaczone numerami 1, 4, 5 oraz 8 umieszczono na powierzchniach poziomych

wzdluz osi podtuznej belki. Natomiast tensometry oznaczone numerami 2, 3,
umieszczono na powierzchni bocznej oktadziny drewniane;.
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El i O$ tensometrow
100 - 2700 100 ‘
Szczegot A" Potozenie tensometréw

na skrajnych widéknach oktadzin
Tensometr 1

2

Tensometr 3 |

Tensometr 4 |

Tensometr 1,4, 5,8

-

ensometr 5

-

ensometr 6

Tensometr 7 |

Tensometr 8
Rysunek 3.2.2 Schemat naklejania tensometrow na drewnianych oktadzinach belek trojwarstwowych
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W dalszej kolejnosci z tensometrow wyprowadzono okablowanie, ktore, wraz z mostkiem
tensometrycznym firmy ,,Tenmex” — model TMX-2216SE, utworzyto uklad pomiarowy w
formie potmostka tensometrycznego.

W koncowym etapie czynno$ci montazowych drewniane okladziny i poliuretanowy panel
rdzenia zostaly potaczone przy uzyciu kleju poliuretanowego PB-350 firmy Tytan. Po
rozprowadzeniu warstwy kleju na powierzchniach drewnianych oktadzin, ulozeniu
poliuretanowego rdzenia i wstgpnym dopasowaniu elementéw sktadowych gotowa belka byta
umieszczana w pigciu stalowych ramach w celu ustabilizowania geometrii podczas wigzania
kleju. Przyktadowsa belke¢ w czasie montazu przedstawia fotografia (3.2.1).

3 4,
Fotografia 3.2.1 Belka tréjwarstwowa w trakcie montazu

Zarowno badania niszczace belek trojwarstwowych, jak 1 prace przygotowawcze
1 montazowe, byly prowadzone w ciggu 2014 roku w Laboratorium Technologii Materiatow i
Konstrukcji Budowlanych Wydziatu Inzynierii Ksztattowania Srodowiska i Geodezji
Uniwersytetu Przyrodniczego we Wroctawiu.

Gotowe belki trojwarstwowe umieszczane byly na stalowych podporach umozliwiajacych
przegubowe podparcie badanych elementow. Przyjety rozstaw podpor wynosit 2700 mm.
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Fotografia 3.2.2 Gotowa belka tréjwarstwowa na stanowisku pomiarowym

Uzyskanie schematu statycznego belki jednoprzestowej wolnopodpartej, obcigzonej dwiema
sitami skupionymi, byt mozliwy dzigki zastosowaniu stalowego trawersu rozktadajacego
obcigzenie od sitownika na dwa obcigzenia punktowe (fotografia (3.2.2)). Samo obcigzenie
zadawane bylo przez ramg¢ sitowa Satec/Instron.

Obserwacje stanu przemieszczenia i wytezenia belki przeprowadzono dzigki zastosowaniu
kilku urzadzen pomiarowych. Ponizej pasa dolnego belki, w $rodku rozpigtosci elementu,
umieszczono  piezoelektryczny  czujnik  przemieszczen stuzacy do  monitorowania
przemieszczenia pasa dolnego. Dodatkowo, dzigki tensometrom naklejonym w polowie
rozpigtosci konstrukcji na drewniane oktadziny (rysunek (3.1.3)), mozliwe byly obserwacje
odksztalcen pasow wywotlanych obcigzeniem zewnetrznym.

Aby dysponowac pehiejsza wiedzg o wzajemnych przemieszczaniach si¢ gornych i dolnych
oktadzin przeprowadzono takze fotogrametryczng kontrolg ugie¢. Miejsca punktow kontrolnych
zatozonych na obu warstwach zewngtrznych pokazano na rysunku (3.1.4). Przyjeto tutaj zasade,
ze pomiary tachimetrem beda wykonywane co 5 mm przemieszczenia pasa dolnego belki
trojwarstwowej. Punkty pomiarowe zostaly wybrane dla kilku przekrojow charakterystycznych
elementu (rysunek (3.2.3)):

— w przekrojach podporowych,

— w miejscu przylozenia obcigzen skupionych od trawersu,

— w s$rodku rozpietosci belki oraz

— w potowie odleglo$ci miedzy podpora skrajng a sitg skupiong przekazywang przez

trawers.
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Rysunek 3.2.3 Schemat rozmieszczenia punktéw pomiarowych do pomiaréw geodezyjnych tachimetrem

W trakcie prac laboratoryjnych poddano obcigzeniu seri¢ pigciu sztuk belek
trojwarstwowych. Pomiary byty prowadzone az do chwili zniszczenia struktury elementu.

3.3. Oznaczenie parametrow wytrzymatosciowych drewna

3.3.1. Oznaczenie wytrzymato$ci drewna na zginanie

Oznaczenie wytrzymalo$ci drewna na zginanie przeprowadzilem zgodnie z rozdzialem 13
normy [152, 153] w dniu 22 kwietnia 2014 roku w Laboratorium Technologii Materiatow
i Konstrukcji Budowlanych na Wydziale Inzynierii Ksztaltowania Srodowiska i Geodezji
Uniwersytetu Przyrodniczego we Wroctawiu.

Badanie przeprowadzilem na serii 5 probek o szeroko$ci przekroju poprzecznego 150 mm,
wysokosci przekroju poprzecznego 45 mm oraz dlugosci catkowitej 900 mm. Odleglos¢ miedzy
punktami podparcia probki przyj¢to rowng 810 mm (rysunek (3.3.1)).

F/2 F/2
l l Aok
[ A
yaY ===l
| A
QQL 270 <@ 270 £ 270 Jﬂ@ 150
=l =
j 900 R

Rysunek 3.3.1 Schemat statyczny prébki drewna przy oznaczaniu wytrzymatos$ci na zginanie

Kolejne probki ponumerowane od 1 do 5 byly umieszczane na stanowisku pomiarowym
ramy wytrzymatosciowej zestawu ToniNorm. Charakterystyki uzytkowe tej ramy przedstawiono
w tabeli (3.3.1).

Tabela 3.3.1 Parametry uzytkowe maszyny wytrzymato$ciowej ToniNorm 100 kN

Rodzaj parametru uzytkowego  Wartos$¢ parametru uzytkowego

Maksymalna wartosc¢ obcigzenia 100 kN

Maksymalny rozstaw podpor 1000 mm
Szerokos¢ podpor 500 mm
Maksymalna dtugos¢ probki 1100 mm
Maksymalna wysokos¢ probki 300 mm
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Probki obcigzane byly z predkoscig 3,2 kN/min az do zniszczenia. Dokumentacja
fotograficzna z oznaczania wytrzymatosci drewna na zginanie dla kolejnych pigciu probek
zostala przedstawiona na fotografiach (3.3.1) — (3.3.5) oraz rysunkach (3.3.2) — (3.3.6).

Fotografia 3.3.1 Probka numer 1 na stanowisku pomiarowym przed i po zniszczeniu

Relacja Przemieszczenie sitownika-Obciazenie
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Legenda
Prébka 1
0 | 1 1 1 I
0 10 20 30 40 50 60

Przemieszczenie silownika U[mm)]

Rysunek 3.3.2 Wykres zalezno$ci migdzy ugieciem probki U a obciazeniem od sitownika F, uzyskany dla probki nr 1

Fotografia 3.3.2 Probka numer 2 na stanowisku pomiarowym przed i po zniszczeniu
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Obciazenie F od silownika[kN]
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Relacja Przemieszczenie sitownika-Obciazenie
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Rysunek 3.3.3 Wykres zaleznos$ci migdzy ugieciem probki U a obcigzeniem od sitownika F, uzyskany dla probki nr 2

Fotografia 3.3.3 Probka numer 3 na stanowisku pomiarowym przed i po zniszczeniu
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Relacja Przemieszczenie sitownika-Obciazenie
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Rysunek 3.3.4 Wykres zaleznos$ci miedzy ugieciem probki U a obcigzeniem od sitownika F, uzyskany dla probki nr 3
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Fotografia 3.3.4 Probka numer 4 na stanowisku pomiarowym przed i po zniszczeniu

Relacja Przemieszczenie sitownika-Obciazenie
25 T T

Obciazenie F od silownika[kN]

Legenda
Probka 4

0 | 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Przemieszczenie silownika U[mm)]

Rysunek 3.3.5 Wykres zalezno$ci migdzy ugieciem probki U a obcigzeniem od sitownika F, uzyskany dla probki nr 4

Fotografia 3.3.5 Probka numer 5 na stanowisku pomiarowym przed i po zniszczeniu
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Relacja Przemieszczenie sitownika-Obciazenie
25 T T T

Obciazenie F od silownika[kN]
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Rysunek 3.3.6 Wykres zaleznosci miedzy ugieciem probki U a obcigzeniem od sitownika F, uzyskany dla probki nr 5

Relacja Przemieszczenie sitownika U[mm]-Obciazenie F[kN]
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Rysunek 3.3.7 Zbiorczy wykres zaleznosci miedzy ugigciem probki U a obcigzeniem od sitownika F

Zbiorczy wykres dla pelnej serii probek zaprezentowano na Rysunku 3.3.7. Maksymalne
wartosci sit i odpowiadajgce im ugigcia probek zestawiono w Tabeli 3.3.2.

Tabela 3.3.2 Wartosci maksymalnych sit od sitownika i odpowiadajacych im ugieé
uzyskanych podczas oznaczenia wytrzymatosci drewna na zginanie

Numer Maksymalna warto$¢ obcigzenia

probki Fmax [KN] od sitownika
1 20,4358
2 18,1050
3 17,2261
4 21,5351
5 20,5905
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Warto$ci wytrzymatosci drewna na zginanie obliczono na podstawie réwnania (3.3.1)
a rezultaty otrzymane dla kazdej probki zestawiono w Tabeli 3.3.3:

I (3.3.1)

gdzie:

a — odleglos¢ miejsca przytozenia sity do najblizszej podpory w [mm],
Fmax — obcigzenie maksymalne od sitownika w [mm],

W — wskaznik wytrzymatosci przekroju w [mm?].

Tabela 3.3.3 Wartosc $redniej arytmetycznej wytrzymatosci drewna na zginanie

I’:'r‘g{)‘g Frax [KN] @[mm] W [mm?] fn; [N'mm?] T [N/mm?]
1 20,4358 54,50
2 18,1050 48,28
3 17,2261 270 50625 45,94 52,21
4 215351 57,43
5 20,5905 54,91

Do dalszych obliczen przyjeto warto$é $redniej arytmetycznej wytrzymatosci na zginanie f;,
rowng 52,21 [N/mmz]. Wspotczynnik zmienno$ci dla serii probek ksztattowal si¢ na poziomie
okoto 8,3% wobec czego uznano, ze badanie przeprowadzono poprawnie a jego rezultaty sg
miarodajne.

Tabela 3.3.4 Odchylenie standardowe i wspétczynnik zmienno$ci wytrzymatosci drewna na zginanie

Numer fn. fin Sx Vx
probki [N/mm?] [N/mm?] [N/mm?]  []

1 54,50

2 48,28

3 45,94 52,21 4,35 0,0833
4 57,43

5 54,91

3.3.2. Oznaczenie ogolnego modutu sprezystosci przy zginaniu

Oznaczenie ogbélnego modutu sprezystosci drewna przy zginaniu przeprowadzono zgodnie
z Rozdziatem 10 normy [152, 153] w dniu 28 kwietnia 2014 roku w Laboratorium Technologii
Materiatéw i Konstrukcji Budowlanych na Wydziale Inzynierii Ksztattowania Srodowiska
1 Geodezji Uniwersytetu Przyrodniczego we Wroctawiu.

Badanie przeprowadzono na serii trzech probek o szerokosSci przekroju poprzecznego 150
mm, wysokos$ci przekroju poprzecznego 45 mm oraz dlugosci catkowitej 900 mm. Odleglos¢
miedzy punktami podparcia probki przyjeto rowng 810 mm (rysunek (3.3.8)).
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Rysunek 3.3.8 Schemat statyczny probki drewna przy oznaczaniu ogélnego modutu sprezystosci drewna przy zginaniu

Probki na stanowisku pomiarowym przedstawiajg fotografie (3.3.6) — (3.3.8). Natomiast
relacje migdzy obcigzeniem a ugieciem probek przedstawiajg rysunki (3.3.9) — (3.3.11).

Fotografia 3.3.6 Probka nr 1 na stanowisku pomiarowym

Relacja Ugiecie probki-Sita od sitownika

6 T T T T T

5F y=ax+b 1
a=1.01915
b =0.514838

Sita od silownika F[kN]
w

Legenda
Regresja liniowa
Prébka 1 0
T

0 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Ugiecie prébki U[mm]

Rysunek 3.3.9 Punktowy oraz liniowy wykres relacji miedzy catkowita sita obciazajaca a warto$cig ugiecia probki nr 1
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Fotografia 3.3.7 Probka nr 2 na stanowisku pomiarowym

Relacja Ugiecie prébki-Sita od sitownika

6 T L T T

5F y=ax+b a i
a = 0.952561
b =0.591309

Sita od sitownika F[kN]
w

Legenda
Regresja liniowa
Probka 2 0
I

0 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Ugiecie probki U[mm]

Rysunek 3.3.10 Punktowy oraz liniowy wykres relacji miedzy catkowita sitg obciazajaca a wartoscig ugiecia probki nr 2
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Fotografia 3.3.8 Probka nr 3 na stanowisku pomiarowym

Relacja Ugiecie probki-Sita od sitownika

6 T T T T T

5 y=ax+b g 4
a=0.926197
b = 0.496068

Sita od sitownika F[kN]
w

Legenda
Regresja liniowa
Pnf)blfa 3

0 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Ugiecie probki U[mm]

Rysunek 3.3.11 Punktowy oraz liniowy wykres relacji migdzy catkowita sita obciazajacg a wartoscia ugigcia probki nr 3

Zgodnie z rozdzialem 10 normy [152, 153] zastosowane obcigzenie maksymalne nie
powinno przekracza¢ 0,4Fnax aby nie spowodowac¢ uszkodzenia probek. Poniewaz maksymalna
warto$¢ sity od sitownika Fpax podczas okreslania wytrzymatosci drewna na zginanie wyniosta
~21,54 kN oznacza to, ze podczas oznaczania ogdlnego modutu sprezysto$ci drewna sita od
sitownika nie powinna przekracza¢ ~8,62 kN. Warunek ten zostat spetniony gdyz dla zadnej
sposrod trzech badanych probek maksymalne obcigzenie od sitownika Fpax nie przekroczyto
wartosci 6 kN.

Liniowe relacje obcigzenie-ugiecie w zakresie odksztalcen sprezystych przedstawiono na
rysunkach (3.3.9) - (3.3.11), natomiast réwnania liniowej funkcji aproksymujgcej wraz
ze wspolczynnikami korelacji dla kazdej z trzech badanych probek zestawiono w tabeli (3.3.5).
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Tabela 3.3.5 Réwnania funkcji liniowych relacji obciazenie-ugiecie probki

Numer  Roéwnanie funkcji liniowej  Wspotczynnik
probki  miedzy ugigciem W a sitg F korelacji

1 F =1,01915-w+0,514838 0,9997

2 F =0,952561-w+0,591309 0,9991

3 F =0,926197 - w+0,496068 0,9986

Na podstawie rownan liniowych z Tabeli 3.3.5 oraz zgodnie z rozdzialem 10.3 normy [155,
156] ogolny modut sprezystosci En g dla kazdej z probek zostal obliczony ze wzoru:

I°.(F,—F) 3aj (a)g

E —— V2 5% (=2 3
m.g th(WZ _Wl)|:( 4 I (332)
gdzie:

| — rozpigtos¢ probki miedzy podporami w [mm],

b — szerokos$¢ przekroju poprzecznego probki w [mm],

h — wysokos$¢ przekroju poprzecznego probki w [mm)],

a — odlegto$¢ miejsca przytozenia sity od najblizszej podpory w [mm)],

F, — F1 — przyrost obcigzenia w prostoliniowej cze$ci wykresu obcigzenie-ugiecie w [N],
W, — W, — przyrost ugiecia odpowiadajacy przyrostowi F, — F1 w [mm].

Obliczenia ogdélnego modutu sprezystosci przy zginaniu Eng przeprowadzono osobno dla
kazdej probki przyjmujac zatozenia, ze:

— szeroko$¢ przekroju poprzecznego probek b = 150 mm,

— wysoko$¢ przekroju poprzecznego probek h = 45 mm,

— rozpigto$¢ probki migdzy podporami | = 810 mm,

— odlegltos$¢ miejsca przylozenia sity od najblizszej podpory a = 270 mm.

Rezultaty obliczen ogdélnego modutu spre¢zystosci drewna przy zginaniu Eng oraz warto§é
$rednig ogdlnego modutu sprezystosci drewna zestawiono w tabeli (3.3.6).

Tabela 3.3.6 Wartosci ogolnego modutu sprezystosci probek drewna

Sila od sitownika F

Ugigcie probki wedt Og6lny modut Sredni og6Iny
Numer w e, 8 sprezystosci modut
I rownan z Tabeli 1.5 . e
probki [mm] 3 Emg sprezystosci Eyy, 4
10 [N] [GPa] [GPa]
W Wy F Fi
1 4,0 2,0 4,5914 2,5531 8,4386
2 4,0 2,0 4,4015 2,4964 7,8872 7,9982
3 4,0 2,0 4,2008 2,3484 7,6689

Do dalszych obliczen przyjeta zostala warto$¢ $redniej arytmetycznej ogdlnego modutu
sprezystosci drewna przy zginaniu % rowna 7,99 - 103[N/mm?]. Wspotczynnik zmiennosci
dla serii probek pokazany w tabeli (3.3.7) ksztattowat si¢ na poziomie okoto 5% wobec czego
uznano, ze badanie przeprowadzono poprawnie a jego rezultaty sa miarodajne.
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Tabela 3.3.7 Odchylenie standardowe i wspdtczynnik zmiennosci ogdlnego modutu sprezystosci drewna

Numer Em,gi En Sx Vx
probki  [N/mm?]-10° [N/mm?]-103 [N/mm?-10° [

1 8,4386

2 7,8872 7,9982 3,9668  0,0496
3 7,6689

3.3.3. Oznaczenie modutu odksztalcenia postaciowego metoda stalej
rozpigtosci

Przedmiotowe oznaczenie modutu odksztatcenia postaciowego dla drewna zostato wykonane
dwukrotnie na podstawie norm [152, 153]. Poniewaz obliczony wspotczynnik zmiennosci V,

ksztaltowat si¢ na poziomie ~0,9 uznano, ze otrzymane rezultaty nie sg miarodajne. Z powodu
braku wicgkszej iloSci materialu do przeprowadzenia ponownego oOznaczenia zgodnie z [131]
przyjeto warto$¢ wspotczynnika Poissona réwng 0,41 1 wynikajaca na tej podstawie wartos$¢
modutu Kirchhoffa réwna G, = 2,833 GPa.

3.4. Oznaczenie parametrow wytrzymato$ciowych rdzenia poliuretanowego

3.4.1. Oznaczenie wytrzymato$ci rdzenia poliuretanowego na Scinanie

Oznaczenie wytrzymalo$ci rdzenia poliuretanowego na S$cinanie przeprowadzono
na podstawie wytycznych i zalecen zawartych w kilku publikacjach. Ze wzgledu na
roznorodno$¢ zalecen [27, 149, 156], niekiedy sprzecznych ze sobg oraz przedstawione
watpliwosci zwigzane z praktyczng realizacja prac laboratoryjnych [25] podj¢to decyzje o
przeprowadzeniu tego oznaczenia wedtug procedury zblizonej do [21].

Polska norma [151] przedstawia kompletng procedur¢ oznaczania wytrzymatosci na §cinanie
probek z pianki poliuretanowej. Polega ona na przygotowaniu serii probek o dugosci 250%c ...,
szerokosci 50°, ..., i grubosci 25 4 0,5 mm w ilosci co najmniej 5 sztuk. Probki te sg nastepnie
przyklejane do dwoch stalowych blach i niszczone w taki sposob, by zapewni¢ predkosé
przesuwu blach 13%° ™™ na minute.

Wytrzymato$¢ na S$cianie q probki z pianki poliuretanowej obliczana jest zgodnie
z zaleznoscia

- 1000-F,

o (3.4.1)

gdzie:

q — wytrzymalo$¢ na §cinanie probki [kPa],
F,, — maksymalna sita niszczaca [N],

[ — dlugos¢ poczatkowa probki [mm],

b — szerokos$¢ probki [mm].

Natomiast Carlsson w [21] powotlywal si¢ na norme¢ [157] przedstawiajaca podobng
procedure badania wytrzymato$ci na $cinanie probek pianki poliuretanowej. Zasadniczo, metoda
ta oparta byta na poddaniu rozcigganiu probki przyklejonej do dwoéch stalowych ptyt w celu
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osiggniecia zniszczenia poprzez Scigcie badanego materiatu. Autor publikacji zwrécit jednak
uwage, ze sam przebieg badania nie gwarantuje czystego S$cinania calej probki. W celu
wyeliminowania

lub ewentualnie zminimalizowania wptywu innych naprezen Carlsson zaleca, aby badanie
przeprowadza¢ na dlugich probkach umieszczonych migdzy obcigzanymi blachami w taki
sposob, aby plaszczyzna obcigzenia przechodzita przez przeciwlegle narozniki probki oraz osie
obrotu blach.

Ponadto Carlsson proponuje, aby szeroko$¢ badanej probki pianki poliuretanowej liczyta co
najmniej 50 mm a jej dlugos¢ byta réwna co najmniej dwunastokrotno$ci grubosci probki.

W pracy [25] autorka skomentowata swoje doswiadczenia zwigzane z praktyczng realizacja
procedur zawartych w [151]. Chuda-Kowalska przeprowadzita oznaczanie wytrzymatosci
probek z pianki poliuretanowej na $cinanie oraz oznaczenie Modutu Kirchhoffa. W tym celu
wykorzystala probki o wymiarach 25 x 50 x 250 mm, ktoére nast¢pnie przykleita do blach
stalowych o grubosci 16 mm. Tak przygotowane probki byty nastgpnie montowane w maszynie
wytrzymato$ciowej I niszczone zgodnie z normowg procedurg. Autorka pisze nastepnie ,,(...)
Badania wykazaly, ze pomimo duzej staranno$ci w przygotowywaniu probek byly one
obarczone btgdami (podczas obrobki struktura pianki czesto ulegata uszkodzeniu, a klejenie do
metalowych podpdér zawsze powodowalo pewne przesuniecia). Miato to duzy wplyw na
doktadno$¢ wynikow a w szczegdlnosci na warto$¢ modutu $Scinania G¢. Dodatkowo sposob
mocowania podpér metalowych w aparaturze badawczej umozliwial wystepowanie duzych
btedow w redystrybucji sit, a tym samym wptywal na niepoprawny wynik szacowanej statej
materialowej (...)".

Ze wzgledu na przedstawione watpliwosci i rdéznice w procedurach oznaczania
wytrzymato$ci na $cinanie oraz Modutu Kirchhoffa, zdecydowano o przeprowadzeniu badan
wedtug zmodyfikowanej metody zawartej w [151].

Przyjeto, ze probki z pianki poliuretanowej beda miaty wymiary 300 x 100 x 20 mm, €O
bylo faktyczng realizacja zasady przedstawionej w [21], aby stosunek dtugosci do grubosci
probki wynosit co najmniej 12. Jednocze$nie przygotowano wlasng wersje akcesorium
stalowego o takich proporcjach, aby uwzgledni¢ kolejng zasade mowiacg, ze linia obcigzenia
powinna przechodzi¢ przez przeciwlegte narozniki probki i osie obrotu dwoch czgséci chwytaka.
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PLANE IN
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SANOWICH CORE
MATERIAL

\ .~ LOADING PLATES

LOWER FITTING -

COMPRESSION TEST

TENSION TEST
Rysunek 3.4.1 Proponowane rozwigzanie konstrukcyjne chwytaka do probek pianki przy oznaczaniu wytrzymatosci na
$cinanie wedtug [21] oraz [149]

Gotowa potowe urzadzenia W wersji zaproponowanej przeze mnie przedstawia fotografia
(3.4.1) natomiast dokumentacje wykonawcza urzagdzenia zawiera zatacznik A.

)

Fotografia 3.4.1 Potowa urzadzenia do badania wytrzymato$ci na $cinanie probek pianki poliuretanowej: 1- blacha do naklejania
probki pianki, 2- glowne rami¢ urzadzenia, 3- uchwyt/zaczep do potaczenia Z maszyng wytrzymato§ciows, 4- sSworzen stalowy,
5- uchwyty katowe do mocowania blachy (1) z naklejona probka pianki, 6- Sruby imbusowe do mocowania gléwnego ramienia

urzadzenia (2) do uchwytow katowych (5)

Predkos¢ przyktadania obcigzenia probki z pianki poliuretanowej zostala zaczerpnigta
z instrukcji zawartych w [151] i przyjeta jako rowna 1 milimetr na minute.

Oznaczenie wytrzymalos$ci pianki poliuretanowej na S$cinanie oraz Modutu Kirchhoffa
przeprowadzono w dniu 30 lipca 2015 roku w Laboratorium Technologii Materialow i
Konstrukcji Budowlanych. Wykorzystano maszyn¢ wytrzymato$ciowa Satec/Instron 600 kN
znajdujaca si¢ na wyposazeniu Laboratorium. Przedmiotowe badanie przeprowadzono na serii 5
probek 0 wymiarach 300 x 100 x 20 mm, przyklejonych do dwoch stalowych blach 0 wymiarach
320 x 120 x 5 mm. Do potaczenia probek i blach uzyto kleju poliuretanowego Tytan
wyprodukowanego przez przedsiebiorstwo ,,Selena S.A”.
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Rysunek 3.4.2 Probki pianki wklejone do stalowych blach przed przykr¢ceniem do stalowego chwytaka

W celu oznaczenia warto$ci wytrzymalo$ci probek pianki poliuretanowej na §cinanie oraz
Modutu Kirchhoffa skorzystano z zaleznosci przedstawionych w [21] oraz [157]:

P
=—, 342
=T (3.4.2)

T
G=—, 3.4.3
, (3.4.3)
-2 344
=R (3.4.4)

gdzie:

T — wytrzymatos¢ pianki poliuretanowej na $cinanie w [N/mm?],
G — Modut Kirchhoffa w [N/mm?],

L — dhugo$¢ probki pianki poliuretanowej w [mml],

P — sita obcigzajaca probke [N],

b — szerokosc¢ probki pianki poliuretanowej w [mm],

u — przemieszczenie probki pod wptywem obcigzenia w [mm)],
h, — grubos¢ probki w [mm].

Rezultaty z przeprowadzonych pomiaréw laboratoryjnych dla serii 5 probek o numerach od
1.5 do 1.9 przedstawiaja rysunki (3.4.3) — (3.4.18).
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Relacja Przemieszczenie silownika-Sita
3500 1 T T 1 I I I T T T I T T
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Obciazenie od silownika F[N]

500 -

Legenda
. Prob1|<a 1.5 :
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Przemieszczenie silownika U[mm]

Rysunek 3.4.3 Wykres relacji miedzy przemieszczeniem probki nr 1.5 a sita obciazajaca [dane autora]

Relacja Gamma-Tau
0.1 6 T T T T T T

0.14 .

012 - H E : i : -

01

0.08

0.06

0.04

Naprezenie w probce Tau[MPa]

0.02

Legenda
Probka 1.5

0 1 L 1 1 I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

Gammal-]

Rysunek 3.4.4 Wykres relacji migdzy wielkosciag ¥ a naprezeniem T w przekroju probki nr 1.5 [dane autora]
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Relacja Gamma-Naprezenie w probce Tau
0.09 T T .

0.08 | y=axib ; ; i i

= 1.96618
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Rysunek 3.4.5 Wykres relacji migdzy wielkoscig ¥ a naprezeniem T w przekroju probki nr 1.5 dla fazy sprezystej oraz jej
liniowa aproksymacja ze wspotczynnikiem korelacji r = 0,996 [dane autora]

Relacja Przemieszczenie silownika-Sita
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Przemieszczenie silownika U[mm]

Rysunek 3.4.6 Wykres relacji miedzy przemieszczeniem probki nr 1.6 a sila obciazajaca
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Relacja Gamma-Tau
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Rysunek 3.4.7 Wykres relacji migdzy wielko$cia y a napr¢zeniem T w przekroju probki nr 1.6

Relacja Gamma-Naprezenie w probce Tau

0.09 T T

0.08 |- y=ax+b T
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Rysunek 3.4.8 Wykres relacji miedzy wielko$cig ¥ a naprezeniem T w przekroju probki nr 1.6 dla fazy sprezystej oraz jej
liniowa aproksymacja ze wspotczynnikiem korelacji r = 0,9992
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Relacja Przemieszczenie silownika-Sita
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Rysunek 3.4.9 Wykres relacji miedzy przemieszczeniem probki nr 1.7 a sita obcigzajaca

Relacja Gamma-Tau
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Rysunek 3.4.10 Wykres relacji migdzy wielko$cia y a napr¢zeniem T w przekroju probki nr 1.7
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Relacja Gamma-Naprezenie w probce Tau
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Rysunek 3.4.11 Wykres relacji migdzy wielkoscig y a naprezeniem T w przekroju probki nr 1.7 dla fazy sprezystej oraz jej
liniowa aproksymacja ze wspotczynnikiem korelacji r = 0,9978
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Rysunek 3.4.12 Wykres relacji migdzy przemieszczeniem probki nr 1.8 a sila obciazajaca
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Relacja Gamma-Tau
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Rysunek 3.4.13 Wykres relacji migdzy wielko$cia y a napr¢zeniem T w przekroju probki nr 1.8

Relacja Gamma-Naprezenie w probce Tau
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Rysunek 3.4.14 Wykres relacji migdzy wielkoscig y a naprezeniem T w przekroju probki nr 1.8 dla fazy sprezystej oraz jej
liniowa aproksymacja ze wspotczynnikiem korelacji r = 0,9989
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Relacja Przemieszczenie silownika-Sita
3500 1 T T 1 I I I T T T I T T

3000 - H H H H -

2500 | .

2000

1500

1000

Obciazenie od silownika F[N]

500

Legenda
. Prob1|<a 1.9 :

0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
Przemieszczenie silownika U[mm]

Rysunek 3.4.15 Wykres relacji miedzy przemieszczeniem probki nr 1.9 a silg obciazajaca

Relacja Gamma-Tau
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Rysunek 3.4.16 Wykres relacji migdzy wielkoscig y a naprezeniem T w przekroju probki nr 1.9
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Relacja Gamma-Naprezenie w probce Tau
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Rysunek 3.4.17 Wykres relacji miedzy wielkos$cig y a naprezeniem T w przekroju probki nr 1.9 dla fazy sprezystej oraz jej
liniowa aproksymacja ze wspotczynnikiem korelacji r = 0,9973
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Rysunek 3.4.18 Wykres relacji miedzy wielkos$cig y a naprezeniem T w przekrojach dla calej serii probek

Warto$ci maksymalnych zmierzonych naprezen t dla serii probek, bedacych jednoczes$nie
warto$ciami wytrzymatosci na $cinanie wraz z wartoscig $rednig wytrzymatosci, przedstawiono
w tabeli (3.4.1).
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Tabela 3.4.1 Maksymalne napr¢zenia przy $cinaniu probek z pianki poliuretanowej

Numer Maksymalna sita Naprgzenie ~ Naprezenie Srednie
probki  obcigzajgca probke P przy $cinaniu T przy $cinaniut
[N] [N/mm?] [N/mm?]

1.5 3238,46703 0,107949

1.6 3044,18961 0,101473

1.7 2731,36720 0,091046 0,099

1.8 3566,38106 0,118879

1.9 2406,55800 0,080219

Do dalszych obliczen zostata przyjeta wartos¢ sredniej arytmetycznej wytrzymatos$ci pianki
na §cinanie 7 rowna 0,099[N/mm?]. Wspétczynnik zmiennoéci dla serii probek ksztattowat sig
na poziomie okoto 15% wobec czego uznano, ze badanie przeprowadzono poprawnie a jego
rezultaty sg miarodajne. Obliczenia wspotczynnika zmiennoS$ci przedstawiono w tabeli (3.4.2).

Tabela 3.4.2 Odchylenie standardowe i wspdtczynnik zmiennosci wytrzymato$ci pianki na $cinanie

Numer T T Sx Vx
probki [N/mm?] [N/mm?] [N/mm?]  []
15 0,107949

1.6 0,101473

1.7 0,091046 0,099 0,014943 0,15
1.8 0,118879

1.9 0,080219

Natomiast Moduty Kirchhoffa dla serii probek wyznaczono poprzez liniowa aproksymacje
sprezystego zakresu przebiegu relacji t-y. Réwnania funkcji liniowych aproksymujacych czes$é
sprezystg wykresu zawarto w tabeli (3.4.3).

Tabela 3.4.3 Rownania funkcji aproksymujacych czes¢ liniowa wykresu t-g probek pianki poliuretanowej

NUumer R(’)\_x_/nanie ) Wsp(')iczyr_l_nik Wspéicgynn_i_k
i1 funkcji regresji korelacji determinacji
probki 2
=y r r
15 7=19662 -y +0,0079 0,9960 0,9920
1.6 7 =2,0701- » +0,0085 0,9992 0,9984
1.7 7=197795- y +0,0106 0,9978 0,9956
1.8 7=2,23791- y + 0,0093 0,9989 0,9978
1.9 7=16749-y+0,0101 0,9973 0,9946

Zasieg czesci sprezyste] okreslono wychodzac z zatozenia, ze warto$¢ wspotczynnika
determinacji dla liniowej funkcji aproksymujacej nie moze by¢ nizszy niz 0,99.

Obliczenia modutu Kirchhoffa dla serii probek pianki poliuretanowej prezentuje Tabela
3.4.4. Wspotczynnik zmiennosci modutu Kirchhoffa ksztattuje si¢ na poziomie 10% i1 w zwigzku
z tym uznano, ze jego Oznaczenie przeprowadzono poprawnie. W dalszych obliczeniach
postugiwano sie¢ wartoécia G = 1,985MPa.
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Tabela 3.4.4 Odchylenie standardowe, wspotczynnik zmiennosci i warto$¢ §rednia modutu Kirchhoffa pianki

Numer G G Sx Vy
probki [N/mm?] [N/mm?] [N/mm?]  [-]
1.5 1,9662

1.6 2,0701

1.7 1,97795 1,985 0,205 0,10
1.8 2,23791

1.9 1,6749

3.4.2. Oznaczenie wytrzymalosci rdzenia poliuretanowego na $ciskanie

Oznaczenie wytrzymatosci pianki poliuretanowej na S$ciskanie przeprowadzono zgodnie
z normami [154-156]. W tym celu zostala przygotowana seria 10 sze$ciennych probek o
dhugosci boku rownej 150 mm, ponumerowanych kolejno od 1 do 10. Probki byty obciagzane z
predkoscia przesuwu ttoku wynoszaca 15 mm/min.

Rezultaty badan niszczacych probki pokazano na rysunkach (3.4.19) — (3.4.28)
prezentujacych relacje miedzy odksztalceniem probki X a sitg obcigzajaca F.

Relacja odksztalcenie probki-obciazenie
35 T

T T T T T T T T T T T

T T
Legenda
Probka 1

25 .

20 | —

15 | -

10 | : .

Obciazenie od sitownika F[kN]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
Odksztatcenie probki X[mm]

Rysunek 3.4.19 Wykres relacji mi¢dzy odksztatceniem probki X [mm] a sita obcigzajaca F [kN] dla probki nr 1
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Relacja odksztalcenie prébki-obciazenie
35 I
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Obciazenie od sitownika F[kN]
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Qdksztatcenie prébki X[mm]

Rysunek 3.4.20 Wykres relacji miedzy odksztalceniem probki X [mm] a sita obcigzajaca F [kN] dla probki nr 2

Relacja odksztalcenie prébki-obciazenie
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Probka 3

30_ H H i i .

25 .

20 | -

15 .

10_ i i s : .

Obciazenie od sitownika F[kN]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
Qdksztalcenie prébki X[mm]

Rysunek 3.4.21 Wykres relacji migdzy odksztatceniem probki X [mm)] a sita obciazajaca F [kN] dla probki nr 3
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Relacja odksztalcenie prébki-obciazenie
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Rysunek 3.4.22 Wykres relacji miedzy odksztatceniem probki X [mm] a sita obcigzajaca F [kN] dla probki nr 4

Relacja odksztatcenie probki-obciazenie
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QOdksztatcenie probki X[mm]

Rysunek 3.4.23 Wykres relacji migdzy odksztalceniem probki X [mm] a silg obcigzajacg F [kN] dla probki nr 6
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Relacja odksztalcenie probki-obciazenie
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Rysunek 3.4.24 Wykres relacji miedzy odksztalceniem probki X [mm] a sita obciazajaca F [kN] dla probki nr 7

Relacja odksztalcenie probki-obciazenie
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Rysunek 3.4.25 Wykres relacji migdzy odksztatceniem probki X [mm] a sita obcigzajaca F [kN] dla probki nr 8
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Relacja odksztalcenie prébki-obciazenie
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Rysunek 3.4.26 Wykres relacji miedzy odksztatceniem probki X [mm] a sita obcigzajaca F [kN] dla probki nr 9

Relacja odksztatcenie prébki-obciazenie
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Rysunek 3.4.27 Wykres relacji migdzy odksztatceniem probki X [mm] a sita obciazajaca F [kN] dla probki nr 10

Wykres zbiorczy dla badanych probek przedstawia rysunek (3.4.28).
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Relacja odksztalcenie probki-obciazenie
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Rysunek 3.4.28 Wykres zbiorczy relacji migdzy odksztalceniem probki X [mm] a sita obciazajaca F [KN]

Wytrzymato$¢ na $ciskanie o, pojedynczej probek pianki poliuretanowej byta obliczana
zgodnie z zaleznoscia (3.4.5):

_F g (3.4.5)

ch A

gdzie:
F, — maksymalna sita obcigzajaca probke w [N],
A — powierzchnia poczatkowa przekroju poprzecznego probki w [mmz].

Rezultaty obliczen wytrzymatoséci pianki poliuretanowej na $ciskanie f,. przedstawiono w
tabeli (3.4.5).

Tabela 3.4.5 Wytrzymatosci na $ciskanie f¢. probek z pianki poliuretanowej oraz wytrzymato$¢ $rednia E

Numer Maksymalna  Powierzchnia ~ Wytrzymato$é Wartos¢ Odchylenie Wspotczynnik
probki sita F, poczatkowa na $ciskanie $rednia standardowe zmiennosci
obcigzajgca przekroju probki wytrzymatosci  wytrzymatosci V,
probke poprzecznego fee na $ciskanie na $ciskanie
probki A fee Sy
[N] [mm?] [N/mm?] [N/mm?] [N/mm?] []
1 4689,3 22171,21 0,21
2 6220,4 21470,45 0,29
4 6185,6 22274,00 0,28
6 5556,7 21475,58 0,26
7 4333,7 21844,80 0,20 0,24 0,039 0,163
8 4458,5 21486,27 0,21
9 5543,2 21889,18 0,25
10 4095,3 21578,80 0,19

Warto$¢ wspoétczynnika zmienno$ci wytrzymato$ci pianki na $ciskanie V, ksztaltujaca sie

na poziomie okoto 16,3% pozwala sformutowa¢ wniosek o akceptowalnym poziomie
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doktadnosci i miarodajno$ci warto$ci $redniej wytrzymatosci fc.. Do dalszych obliczen przyjeto
wartos¢ 0,24 MPa.

3.4.3. Oznaczenie modulu sprezystosci pianki poliuretanowej przy
Sciskaniu

Oznaczenie modutu sprezystosci pianki poliuretanowej przy $ciskaniu E zostato wykonane
w oparciu 0 normy [154-156]. Warto$¢ modutu sprezystosci obliczono zgodnie z procedurs:

£, = vl (3.4.6)
w, - A

gdzie:

F, — maksymalna sita obcigzajaca probke [N],

d. — grubos¢ poczatkowa probki [mm]

w,, — odksztalcenie probki przy F, w [mm],

A — powierzchnia przekroju poprzecznego probki [mmz].

Aproksymacje liniowa sprezystej czeSci wykresow relacji miedzy przemieszczeniem
sitownika X a obcigzeniem F dla kolejnych probek zaprezentowano na rysunkach (3.4.29) —
(3.4.36).

Relacja odksztatcenie prébki-obciazenie
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[=2]
I

y=ax+b
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| b =-0.686349

w i 831
T T
1

Obciazenie od sitownika Fu[kN]
N

Legenda
Regresja liniowa
Prébka 1
0 1 2 3 4 .5 6 7 8 9 10
Odksztatcenie probki wu[mm]

Rysunek 3.4.29 Aproksymacja liniowa sprezystej czesci wykresu zaleznosci w,, — F,, dla probki 1
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Relacja odksztatcenie probki-obciazenie
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Rysunek 3.4.30 Aproksymacja liniowa sprezystej czesci wykresu zalezno$ci w,, — F,, dla probki 2

Relacja odksztatcenie probki-obciazenie
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Rysunek 3.4.31 Aproksymacja liniowa sprezystej czg$ci wykresu zalezno$ci w,, — F,, dla probki 4
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Relacja odksztalcenie probki-obciazenie
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Rysunek 3.4.32 Aproksymacja liniowa sprezystej cze$ci wykresu zalezno$ci w,, — F,, dla probki 6

Relacja odksztalcenie probki-obciazenie
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Rysunek 3.4.33 Aproksymacja liniowa sprezystej czesci wykresu zalezno$ci w,, — F,, dla probki 7
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Relacja odksztalcenie prébki-obciazenie
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Rysunek 3.4.34 Aproksymacja liniowa sprezystej czgsci wykresu zalezno$ci wy, — F,, dla probki 8

Relacja odksztalcenie prébki-obciazenie
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Rysunek 3.4.35 Aproksymacja liniowa sprezystej czeéci wykresu zalezno$ci w,, — F,, dla probki 9
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Relacja odksztatcenie probki-obciazenie
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Rysunek 3.4.36 Aproksymacja liniowa sprezystej czesci wykresu zalezno$ci w,, — F,, dla probki 10

Roéwnania funkcji liniowych aproksymujacych czg$¢ sprezysta wykresoOw  zostaty
przedstawione w tabeli (3.4.6). Przyjeta zostata zasada, ze do dalszych obliczen wykorzystano
réownania, dla ktorych wspotczynnik determinacji 72 > 0,99 .

Tabela 3.4.6 Rownania funkcji liniowych aproksymujacych czes$¢ sprezysta wykresow F, (w)

Numer Roéwnanie funkcji Wspotezynnik
probki  liniowej aproksymujacej  determinacji
cze$¢ sprezysta r?
wykresu F, (w)
1 F =0,6430-X —0,6863 0,9978
2 F =1,0518-X—-0,4168 0,9965
4 F =1,0984-X —1,5582 0,9973
6 F =0,8877-X —1,0433 0,9946
7 F =0,7171-X —0,3242 0,9946
8 F =0,5657-X —0,3002 0,9950
9 F =0,8709-X —0,4529 0,9942

[EY
o

F =0,6324-X —0,4575 0,9940

Obliczenia wartosci modutu sprezystosci  probek pianki poliuretanowej Zzostaly
przedstawione w tabeli (3.4.7).
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Tabela 3.4.7 Rezultaty obliczen modutu spr¢zystosci E pianek poliuretanowych przy $ciskaniu

Nr  Maksymalna Przesunigcie Modut Wartos¢ Odchylenie ~ Wspoélczynnik

sita w, przy F,  sprezystosci $rednia standardowe zmiennosci

obcigzajaca przy Modutu wytrzymatosci Vy
probke $ciskaniu sprezystosci  na $ciskanie
F. Ec. przy Sx
Sciskaniu
E.

[N] [mm] [N/mm?] [N/mm?] [N/mm?] []
1 4689,3 7,29 4,37
2 6220,4 5,91 7,28
4 6091,7 5,54 7,47
6 5556,7 6,26 6,17
7 43350 6,05 4,99 5,56 1,35 0,243
8 4459,3 7,88 3,98
9 5543,2 6,36 5,91
10  4095,9 6,48 4,36

Do dalszych obliczen przyjeto $rednia warto$¢ modutu sprezystosci przy Sciskaniu rdwna

E = 5,56MPa. Przyjecie, jako miarodajnej, wartosci $redniej dla serii o$miu probek potwierdza
analiza statystyczna otrzymanych wynikow zaprezentowanych w tabeli (3.4.8).

Tabela 3.4.8 Analiza statystyczna otrzymanej serii warto$ci modutdéw sprezystosei pianki przy $ciskaniu E ¢,

Nr Modut Pierwszy  Mediana Trzeci Odchylenie Dolna granica  Gorna granica
probki sprezystosci kwartyl kwartyl  ¢wiartkowe przedziatu przedziatu
przy $ciskaniu Q: Qs Q obserwacji obserwacji
E odstajacych odstajacych
@, — 30 0, +30
[MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa]
1 4,37
2 7,28
4 7,47
6 6,17
7 4,99 4,37 5,45 6,45 1,04 1,25 9,57
8 3,98
9 591
10 4,36

3.4.4. Oznaczenie wytrzymato$ci rdzenia poliuretanowego na rozcigganie

Oznaczenie modutu spr¢zystosci pianki poliuretanowej przy rozcigganiu przeprowadzono
zgodnie z normag [156]. Badanie zostato zrealizowane dla serii 7 probek szeSciennych o dtugosci
boku 150 mm, ponumerowanych od 5.2 do 5.8. Wykres relacji mi¢dzy przemieszczeniem
sitownika W a warto$cig obcigzenia F, przedstawiony zostal na rysunku (3.4.37). Ze wzgledu na
brak odpowiednich przystawek do maszyny wytrzymatosciowej autor rozprawy zdecydowano o
wytworzeniu wlasnego urzadzenia — chwytaka do probek — umozliwiajagcego sprawne
wykonywanie badan dla wigkszej serii probek. Charakterystyka chwytaka dla obcigzen
niszczacych probki praktycznie wyklucza istotny wptyw na mierzone wartosci sit obcigzajacych.
Dokumentacja wykonawcza chwytaka przedstawia zalacznik B.
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Relacja przemieszczenie silownika-obciazenie
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Rysunek 3.4.37 Relacja migdzy przemieszczeniem sitownika W a sita obciazajaca F, podczas proby rozciagania pianki

Wytrzymatosci probek pianki poliuretanowej na rozciaganie f., zostaly obliczone zgodnie
z zalezno$cia (3.9) a rezultaty obliczen zaprezentowano w tabeli (3.4.9).

fo, =2 (3.4.7)

gdzie:
F, — maksymalna sita obcigzajaca probke w [KN];
A — pole powierzchni przekroju poprzecznego probki [mm?].

Tabela 3.4.9 Rezultaty obliczen wytrzymatosci pianki poliuretanowej na rozcigganie opy

Numer  Wartos¢  Wytrzymatos¢ Wartos¢  Odchylenie  Wspotczynnik

probki sity probki na srednia  standardowe zmiennoS$ci
obciazajacej  rozciaganie fer wytrzymato$ci |74
probke fet Sx
E,
[kN] [MPa] [MPa] [MPa] [-]
5.2 3,030 0,135
53 4,040 0,180
5.4 2,990 0,133
55 2,260 0,100 0,134 0,026 0,195
5.6 2,600 0,116
5.7 3,460 0,154
5.8 2,720 0,121

Do dalszych obliczen przyjeto Srednig warto$¢ wytrzymatosci pianki poliuretanowej przy
rozcigganiu rowng E = 0,134MPa.
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Analiza statystyczna wytrzymatoSci przy rozcigganiu dla pojedynczych probek pokazana
w tabeli (3.4.10) wskazywata, ze wszystkie wartosSci f;; mogly zosta¢ uwzglednione do

wyznaczenia wytrzymatosci $redniej fr.

Tabela 3.4.10 Analiza statystyczna otrzymanej serii warto$ci wytrzymatosci pianki przy rozciaganiu f¢,

Nr Wytrzymato$é Pierwszy  Mediana Trzeci  Odchylenie  Dolnagranica Gorna granica
probki probki na kwartyl kwartyl  ¢wiartkowe przedziatu przedziatu
rozcigganie Q. Qs Q obserwacji obserwacji
fet odstajacych odstajacych
Q=30 @ +30
[MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa]
5.2 0,135
5.3 0,180
54 0,133
55 0,100 0,119 0,133 0,145 0,013 0,080 0,184
5.6 0,116
5.7 0,154
5.8 0,121

3.4.5. Oznaczenie modutu sprezystosci rdzenia poliuretanowego przy
rozciaganiu

Oznaczenie modutu sprezystosci przy rozcigganiu zostato przeprowadzone zgodnie z norma
[156]. Dla krzywych z rysunku (3.4.37) wyznaczone zostaly réwnania liniowych funkcji
aproksymujacych przebiegi krzywej dla ich czg$ci sprezystej. Przyjeto zasade, ze za miarodajne
uznaje si¢ réwnania funkcji, dla ktérych wspotczynnik determinacji 2 jest nie mniejszy niz
0,99. Dla tak okre$lonych relacji migdzy przemieszczeniem tloku w,, a obcigzeniem probki F,
wykorzystano réwnanie (3.4.8) do wyznaczenia warto§ci moduldow sprezysto$ci przy
rozcigganiu.

c (3.4.8)

gdzie:

F, — maksymalna sila obcigzajaca probke w [N];

d. — grubosc probki [mm];

w,, — przemieszczenie sitownika przy zadanym obcigzeniu [mm];
A —pole powierzchni przekroju poprzecznego probki [mm?].

Aproksymacje liniowa sprezystej czeSci wykresow relacji miedzy przemieszczeniem
sitownika w,, a obcigzeniem F, dla kolejnych probek przedstawiaja rysunki (3.4.38) — (3.4.44).
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Relacja przemieszczenie silownika-obciazenie
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Rysunek 3.4.38 Aproksymacja liniowa sprezystej czesci wykresu zalezno$ci w,, — F,, dla probki 5.2

Relacja przemieszczenie silownika-obciazenie
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Rysunek 3.4.39 Aproksymacja liniowa sprezystej cze$ci wykresu zalezno$ci w,, — F,, dla probki 5.3
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Relacja przemieszczenie silownika-obciazenie
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Rysunek 3.4.40 Aproksymacja liniowa sprezystej czgsci wykresu zaleznosci w,, — F,, dla probki 5.4

Relacja przemieszczenie silownika-obciazenie
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Rysunek 3.4.41 Aproksymacja liniowa sprezystej czesci wykresu zaleznosci w,, — F,, dla probki 5.5
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Relacja przemieszczenie silownika-obciazenie
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Rysunek 3.4.42 Aproksymacja liniowa sprezystej czgsci wykresu zalezno$ci wy, — F,, dla probki 5.6

0.5

Relacja przemieszczenie silownika-obciazenie
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Rysunek 3.4.43 Aproksymacja liniowa sprezystej czesci wykresu zalezno$ci w,, — F,, dla probki 5.7
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5 T

Relacja przemieszczenie silownika-obciazenie
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Rysunek 3.4.44 Aproksymacja liniowa sprezystej czgsci wykresu zalezno$ci wy, — F,, dla probki 5.8

Réwnania funkcji  liniowych aproksymujacych cze$¢ sprezysta wykresow zostaty
przedstawione w tabeli (3.3.11). Przyj¢ta zostala zasada, ze do dalszych obliczen wykorzystano
réwnania, dla ktorych wspotczynnik determinacji 2 > 0,99 .

Tabela 3.4.11 Réwnania funkcji liniowych aproksymujacych cze$é sprezysta wykresow Fo, (w)

Numer Roéwnanie funkcji Wspotczynnik
probki  liniowej aproksymujacej  determinacji
cze$é sprezysta r?
wykresu F, (w)
5.2 F =1,3407 -w — 0,0374 0,9998
53 F=1,4750-w —0,0415 1,0000
54 F=1,2326-w—0,0138 0,9998
55 F=1,1561-w —0,0457 0,9994
56 F=1,2675-w—0,0197 0,9998
5.7 F =1,7383-w —0,0159 1,0000
5.8 F =1,5009 -w 0,9998

Obliczenia warto$ci sredniego modutu sprezystosci przy rozcigganiu pianki poliuretanowej
E., zostaly zaprezentowane w tabeli (3.4.12).
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Tabela 3.4.12 Rezultaty obliczen modutu sprezystosci E¢; pianek poliuretanowych przy $ciskaniu

Nr  Maksymalna Przesuniecie Modut Warto$é Odchylenie ~ Wspodtczynnik

sita w, przy Fy  sprezystosci $rednia standardowe zmiennosci

obcigzajaca przy Modutu wytrzymatosci V,
probke Sciskaniu  sprezystosci  na $ciskanie
Fu Ect przy Sy
rozciq_ganiu
Ec

[N] [mm] [N/mm?] [N/mm?] [N/mm?] []
5.2  3030,0 2,26 8,94
5.3  4040,0 2,74 9,83
54  2990,0 2,43 8,22
55  2260,0 1,95 7,71
56  2600,0 2,05 8,45 8,54 1,18 0,138
5.7  3460,0 3,47 6,65
58 2720,0 1,81 10,0

Do dalszych obliczen przyjeto $rednig wartos¢ modutu sprezystosci pianki poliuretanowej

przy rozciaganiu réwna Eg, = 8,54MPa. Analiza statystyczna modulu sprezystosci przy

rozcigganiu dla pojedynczych probek pokazana w tabeli (3.4.13) wskazuje, ze wszystkie

wartosci E¢; mogly zosta¢ uwzglednione do wyznaczenia wytrzymato$ci sredniej E¢;.

Tabela 3.4.13 Analiza statystyczna otrzymanej serii warto$ci wytrzymatosci pianki przy rozcigganiu E¢;

Nr Wytrzymato$é Pierwszy = Mediana Trzeci Odchylenie  Dolna granica  Goérna granica
probki probki na kwartyl kwartyl  ¢wiartkowe przedziatu przedziatu
rozcigganie Q: Qs Q obserwacji obserwacji
Ec: odstajacych odstajacych
@ —30 @ +30
[MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa]
5.2 8,94
5.3 9,83
5.4 8,22
55 7,71 7,965 8,450 9,385 0,710 5,835 11,515
5.6 8,45
5.7 6,65
5.8 10,00

3.5. Rezultaty badan laboratoryjnych belek trojwarstwowych

Na baz¢ danych, opisujacych stan przemieszczenia i wytezenia belek trdjwarstwowych
w trakcie badan niszczacych, sktadajg sie:

przemieszczenia pasa dolnego w $rodku rozpigtosci belki trojwarstwowej dla catej serii
pieciu belek,

odksztalcenia i wynikajace z nich napr¢zenia drewnianych oktadzin w $rodku rozpigtosci
dla catej serii pigciu belek,

przemieszczenia pasa gornego 1 dolnego, mierzone w kilku przekrojach jednocze$nie,
w odniesieniu do jednej belki trojwarstwowej (belka numer 3) oraz

zaobserwowane mechanizmy zniszczenia badanych elementow.
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Podstawowym parametrem mierzonym w trakcie obcigzania belki od momentu przytozenia
obcigzenia az do chwili zniszczenia konstrukcji bylo przemieszczenie pasa dolnego w $rodku
rozpigtosci. Rezultaty przedstawiono na rysunku (3.5.1), ktory prezentuje relacje mig¢dzy
przemieszczeniem skrajnych zewnetrznych widkien pasa dolnego a catkowita sita od sitownika
maszyny wytrzymatosciowe;j.

Relacja Ugiecie-Sita
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Rysunek 3.5.1 Relacja migdzy catkowitg sita od sitownika F do przemieszczenia pasa dolnego U

Z rysunku (3.4.1) wynika, ze przedstawione zalezno$ci migdzy ugigciem pasa dolnego U
a obcigzeniem catkowitym F dla belek numer 1, 2 ,3 oraz 5 sktadaja si¢ z dwoch czeséci. Czesc
pierwsza moze by¢ opisana jako zalezno$¢ liniowa, w ktoérej belka trojwarstwowa pracuje
sprezyscie. Przy przemieszczeniu dolnej okladziny na poziomie okoto 30 mm wykres si¢
zakrzywia i taki przebieg krzywej moze by¢ interpretowany jako poczatek fazy nieliniowe;j.
Natomiast w przypadku probki numer 4 zniszczenie nastgpito w momencie czasowym
poprzedzajacym wyrazny koniec fazy sprezyste;.

Dodatkowo, co 5 mm przemieszczenia okladziny dolnej belki, prowadzono
fotogrametryczny pomiar przemieszczenia obu drewnianych warstw zewnetrznych. Rezultaty
pomiarow dla 5 przekrojow charakterystycznych belki (rysunek (3.5.2) oraz rysunek (3.5.3))
przedstawiaja wykresy ponizej.
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Przemieszczenia pasa gérnego belki nr 3
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Rysunek 3.5.2 Przemieszczenia pasa gornego belki numer 3 na podstawie pomiar6w tachimetrem
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Rysunek 3.5.3 Przemieszczenia pasa dolnego belki numer 3 na podstawie pomiaréw tachimetrem

Pomiary z przemieszczen drewnianych oktadzin dla belki numer 3 z wykorzystaniem

tachimetru elektronicznego potwierdzily przypuszczenia, ze na skutek przytozonego obcigzenia
materiat rdzenia ulega $ci$nigciu. Najwigksze zmiany wysokosci rdzenia obserwowane byty w
przekrojach podporowych oraz w przekrojach obcigzonych punktowo przez trawers. Dla
przyktadu:

— przy przemieszczeniu pasa dolnego na poziomie okoto 30 mm drewniane oktadziny
zblizyly si¢ do siebie o okoto 3 mm zarowno w przekrojach podporowych jak i
przekrojach przytozenia sit skupionych, podczas gdy w $rodku rozpigtosci belki nie
zaobserwowano tego zjawiska;

— przy przemieszczeniu pasa dolnego na poziomie okolo 50 mm drewniane oktadziny
zblizaty si¢ do siebie nierdownomiernie — drewniane okladziny w lewym przekroju
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podporowym zblizyly si¢ do siebic o okoto 7 mm natomiast drewniane okltadziny w
prawym przekroju podporowym zblizyty si¢ do siebie o okolo 10 mm. W przekrojach
przylozenia sit skupionych pasy belki zblizyty si¢ do siebie odpowiednio o 3 mm i 4 mm,
za$ w $rodku rozpigtosci pasy belki zblizyly sie do siebie o 1 mm;

tuz przed zniszczeniem belki numer 3, przy przemieszczeniu pasa dolnego na poziomie
okoto 75 mm zaobserwowano, ze drewniane okladziny takze zblizaly si¢ do siebie
nierownomiernie — drewniane oktadziny w lewym przekroju podporowym zblizyty si¢ do
siebie o okoto 12 mm natomiast drewniane oktadziny w prawym przekroju podporowym
zblizyty si¢ do siebie o okoto 17 mm. W przekrojach przylozenia sit skupionych pasy
belki zblizyty si¢ do siebie odpowiednio 0 5 mm i 6 mm, za$ w $rodku rozpigtosci pasy
belki zblizyty si¢ do siebie o 1 mm.

Z powyzszego wynika, ze Sciskanie poliuretanowego rdzenia nie byto rownomierne i
zjawisko to przebiegato bardziej intensywnie w przekrojach przypodporowych w porownaniu do
analizowanego przekroju usytuowanego w srodku rozpietosci belki.

Na podstawie pomiarow odksztalcen rejestrowanych przez zestaw o$miu tensometrow tFs-5
(rysunek (3.2.2)) mozliwe byto obliczenie naprezen we widknach gornej i dolnej oktadziny
drewnianej. Wykorzystana zostata zaleznos¢ (3.5.1):

gdzie:

oc=¢E, (3.5.1)

o — naprezenie normalne od zginania w [MPa],
€ — odksztalcenie mierzone przez tensometr [mm/m],

Epmg — modut sprezystosci drewna [mm?].

Rezultaty pomiarow tensometrow T1 dla catej serii pieciu belek trojwarstwowych zostaty
przedstawione na rysunku (3.4.4). Pokazuje on relacj¢ miedzy ugigciem pasa dolnego obcigzonej
belki a warto$ciami naprezen Sciskajacych, obliczonych na podstawie odksztatcen tensometrow

T1.
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Rysunek 3.5.4 Naprezenia w oktadzinie na podstawie odksztatcen mierzonych przez tensometry T1
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Z powyzszego wykresu wynika, ze wraz ze wzrostem obcigzenia nastepowat praktycznie
liniowy przyrost napr¢zen w skrajnych gornych widknach gornej oktadziny. W przypadku belek
numer 1 oraz 4 mniejszy zasi¢g wykresow wynikat z wezesniejszego, w poréwnaniu z belkami
numer 2,3 oraz 5, zniszczenia konstrukcji.

Analiza statystyczna naprezen, obliczonych na podstawie odksztalcen tensometru T1 dla
badanej serii elementow, zostata przedstawiona w tabelach (3.5.1) oraz (3.5.2).

Tabela (3.4.1) prezentuje analize statystyczng napre¢zen w odniesieniu do przemieszczenia
dolnej oktadziny od 0 do 30 mm. Wynika z niej, ze wérod mierzonych warto$ci nie znajdujg si¢
obserwacje odstajgce. Zauwazy¢ mozna takze, ze warto$ci wspolczynnika zmienno$ci maleja
wraz ze wzrostem przylozonego obcigzenia 1 przemieszczeniem pasa dolnego. Przy
przemieszczeniu rownym 5 mm wspoOtczynnik zmiennosci V, byt rowny 0,580 podczas gdy dla
przemieszczenia rownego 30 mm jego wartos¢ spadata do poziomu 0,167. Oznacza¢ to mogto,
ze przy wigkszym obcigzeniu poprawiala si¢ jakos¢ wspdlpracy miedzy trawersem i obcigzang
konstrukcjg oraz ulegaty zatarciu ewentualne roznice w powtarzalno$ci wykonania modeli.

Tabela 3.5.1 Analiza statystyczna naprezen w miejscu potozenia tensometru T1 dla calej serii pieciu belek
trojwarstwowych w odniesieniu do przemieszczenia pasa dolnego w zakresie 0 ~ 30 mm
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[mm] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [---]
0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0,0579 0,338 0,6566 0,6590 0,7097 0,1616 -0,1490 11,1438 0,580
10 0,6754 0,9855 11,2309 11,3021 11,4901 0,1583 0,5106 1,7770 0,277
15 1,2535 15770 11,8414 11,9904 2,2753 0,2067 0,9569  2,6105 0,219
20 1,9649 2,0957 2,2528 2,6008 3,1139 0,2525 11,3381 3,3583 0,192
25 2,3605 2,8014 3,0382 3,4061 3,8642 0,3024 11,8942  4,3133 0,185
30 29571 3,2128 3,5993 3,9208 4,5004 0,3540 2,1508  4,9829 0,167

Dla wigkszych warto$ci przemieszczen pasa dolnego analiza statystyczna naprgzen zawarta
w tabeli (3.5.2) wykazuje znaczne podobienstwa. Takze w tym przypadku nie zaobserwowano
obserwacji odstajagcych. Rowniez warto$¢ wspotczynnika zmiennos$ci zmniejszata si¢ od
wartosci 0,185 do 0,128 przy przemieszczeniu pasa dolnego rownym 60 mm.
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Tabela 3.5.2 Analiza statystyczna napr¢zen w miejscu potozenia tensometru T1 dla serii trzech belek trojwarstwowych (2,
3 oraz 5) w odniesieniu do przemieszczenia pasa dolnego w zakresie 45 + 60 mm
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[mm] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [---1
45 4,4916 4,9112 5,3309 5,9143 6,4977 0,5015 3,4066 7,4190 0,185
50 5,6778 5,7407 5,8037 6,4563 7,1088 0,3578 4,6674 7,5296 0,128
55 6,2574 6,3021 6,3468 7,0084 7,6699 0,3531 5,2428 8,0677 0,117
60 6,5791 6,6437 6,7082 7,4703 8,2323 0,4133  5,4037 8,7102 0,128

Rezultaty pomiarow tensometrow T4 dla catej serii pieciu belek trojwarstwowych zostaty
przedstawione na rysunku (3.4.5). Pokazuje on relacj¢ migdzy ugieciem pasa dolnego obcigzone;j
belki a wartoSciami naprgzen rozciagajacych, obliczonych na podstawie odksztalcen
tensometréw T4.
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Rysunek 3.5.5 Naprezenia w okladzinie na podstawie odksztatcen mierzonych przez tensometry T4

Z powyzszego wykresu wynika, ze wraz ze wzrostem obcigzenia nastgpowat praktycznie
liniowy przyrost napr¢zen w skrajnych dolnych wtdknach gornej oktadziny. W przypadku belek
numer 1 oraz 4 mniejszy zasieg wykresow wynikal z wczesniejszego, w poréwnaniu z belkami
numer 2,3 oraz 5, zniszczenia konstrukcji.

Analiza statystyczna naprezen, obliczonych na podstawie odksztatcen tensometru T4 dla
badanej serii elementoéw, zostata przedstawiona w tabelach (3.5.3) oraz (3.5.4).
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Tabela 3.5.3 Analiza statystyczna napr¢zen w miejscu potozenia tensometru T4 dla catej serii pigciu belek
tréjwarstwowych w odniesieniu do przemieszczenia pasa dolnego w zakresie 0 + 30 mm
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[mm] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [--1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

5 0,2543 0,2597 04112 0,6349 10,7365 0,1876 -0,3032 11,1978 0,4768
10 0,5684 0,8803 0,9054 1,0349 1,3524 0,0773 0,6485 1,2668 0,2990
15 0,0069 1,3745 1,4025 15052 11,8718 0,0654 11,1784 1,7013 0,2445
20 1,2606 11,8310 11,8861 11,9394 2,3703 0,0542 11,6684 2,1019 0,2132
25 16325 2,2787 2,4542 25447 28761 0,330 11,8796 2,9437 0,1950
30 2,0038 2,7567 2,9327 3,0154 3,3337 10,1293 12,3688 3,4034 0,1766

W odniesieniu do warto$ci naprezen zmierzonych po stronie wewnetrznej gornej oktadziny
mozna odnotowal wystgpowanie obserwacji odstajacych. Dotycza one przede wszystkim
napr¢zen mierzonych w przypadku belki numer 5, ktére byly najmniejsze w catym zbiorze 1
wykraczaly poza dolng granice obserwacji nadajacych si¢ do analizy statystycznej. Takze
niektore odnotowane warto§ci maksymalne przekroczyly goérng granice obserwacji
akceptowanych przy analizie statystycznej. Obserwowany jest takze zmniejszanie warto$ci
wspotczynnika zmiennos$ci Vnaprezen wraz ze wzrostem przemieszczenia pasa dolnego.

Tabela 3.5.4 Analiza statystyczna naprezen w miejscu potozenia tensometru T4 dla serii trzech belek trojwarstwowych (2,
3 oraz 5) w odniesieniu do przemieszczenia pasa dolnego w zakresie 45 + 60 mm
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[mm] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [---1
45 3,2717 3,9083 4,5448 45964 4,6480 0,3441 2,8761 5,6286 0,184
50 3,7159 4,3589 5,0020 5,1037 5,2055 0,3724 3,2418 6,2209 0,174
55 41690 4,8346 55001 5,6299 5,7596 0,3977 3,6416 6,8229 0,166
60 46395 5,3310 6,0225 6,1566 6,2908 0,4128 4,0926 7,3951 0,157

Przy przemieszczeniach pasa dolnego w zakresie od 45 mm do 60 mm nie zanotowano
wsrod naprezen obserwacji odstajagcych w wspolczynnik zmienno$ci zmniejszyl si¢ z warto$ci
0,184 do wartosci 0,157.

Naprezenia w skrajnych gornych widknach dolnej drewnianej oktadziny zostaty obliczone
na podstawie odksztatcen zmierzonych przez tensometry T5 i przedstawione na rysunku (3.5.6).
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Pokazuje on relacj¢ miedzy ugieciem pasa dolnego obcigzonej belki a warto$ciami naprezen
rozciggajacych, obliczonych na podstawie odksztatcen tensometrow T5.

Relacja Ugiecie belki-Naprezenie
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Rysunek 3.5.6 Napr¢zenia w oktadzinie na podstawie odksztatcen mierzonych przez tensometry T5

Analiza statystyczna naprezen, obliczonych na podstawie odksztalcen tensometru TS dla
badanej serii elementow, zostata przedstawiona w tabelach (3.5.5) oraz (3.5.6).

Tabela 3.5.5 Analiza statystyczna naprezen w miejscu potozenia tensometru T5 dla catej serii pigciu belek
trojwarstwowych w odniesieniu do przemieszczenia pasa dolnego w zakresie 0 + 30 mm
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[mm] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [---1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0,1217 0,3041 0,5204 0,7098 0,7788 0,2029 -0,3046 1,3185 0,5651
10 0,6862 11,0178 1,2169 15258 1,7601 0,2540 0,2559 2,2877 0,3391
15 1,1823 1,7164 18740 2,3574 2,7013 0,3205 0,7548 3,3190 0,2986
20 1,8800 2,3155 2,5471 13,0450 3,7314 0,3648 1,2211 14,1394 0,2633
25 2,4908 13,0491 13,3434 3,9581 4,7440 0,4545 11,6856 5,3216 0,2463
30 3,3088 3,7339 14,0862 4,6336 5,6333 0,4499 12,3842 59833 0,2102

Na powierzchni gornej dolnego pasa nie stwierdzono wystepowania wartosci odstajacych
naprezen a wspotczynnik zmienno$ci zmniejszat si¢ od wartosci 0,5651 do 0,2102 przy
jednoczesnym wzroScie ugiecia pasa dolnego (tabela (3.5.5)).

Roéwniez przy przemieszczeniach pasa dolnego w przedziale od 45 mm do 60 mm nie
pojawily si¢ obserwacje odstajace. Wspolczynniki zmiennosci 1, pokazane w tabeli (3.5.6)
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zmniejszaly si¢ wraz z ugigciem pasa dolnego, lecz dla zadnego jego wartos¢ nie spadia ponizej
0,200.

Tabela 3.5.6 Analiza statystyczna napr¢zen w miejscu potozenia tensometru T5 dla serii trzech belek trojwarstwowych (2,
3 oraz 5) w odniesieniu do przemieszczenia pasa dolnego w zakresie 45 +~ 60 mm
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[mm] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [---1
45 51737 6,2061 7,2385 7,7819 8,3253 0,7879 3,8423 10,1457 0,232
50 5,6684 6,7972 7,9259 8,5532 9,1805 0,8780 4,1631 11,1873 0,234
55 6,3674 77,5681 8,7688 9,3804 9,9919 0,9061 4,8497 12,0987 0,220
60 6,9428 8,2154 9,4879 10,1685 10,8491 10,9766 5,2857 13,0982 0,218

Naprezenia na powierzchni  zewngtrznej dolnej drewnianej okladziny belek
trojwarstwowych zostaty obliczone na podstawie odksztalcen tensometru T8 i przedstawione w
tabeli (3.5.7) oraz tabeli (3.5.8).
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Rysunek 3.5.7 Naprezenia w oktadzinie na podstawie odksztalcen mierzonych przez tensometry T8
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Tabela 3.5.7 Analiza statystyczna napr¢zen w miejscu potozenia tensometru T8 dla catej serii pigciu belek
trojwarstwowych w odniesieniu do przemieszczenia pasa dolnego w zakresie 0 + 30 mm
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[mm] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [--1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 1,1932 1,4416 15089 15422 2,0594 0,0603 1,2907 1,6931 0,204
10 2,3278 2,7435 2,7997 2,8518 4,0537 0,0542 2,5810 3,0143 0,219
15 3,8705 3,9076 14,1431 4,4759 5,9620 0,2841 3,0552 5,3283 0,194
20 49241 52560 5,4053 59259 7,8854 0,3350 4,2511 16,9309 0,200
25 5,8953 16,8918 6,9592 7,4020 9,6819 0,2551 6,1265 8,1672 0,191
30 75632 17,9283 85421 18,7901 11,4393 10,4309 6,6357 10,0827 0,172

Przy przemieszczeniach pasa dolnego w przedziale od 0 do 30 mm zaobserwowano, ze
maksymalne obliczone naprezenia wykraczaja poza goérng granice obserwacji odstajacych.
Wspotczynniki zmienno$ci Vzmniejszaty si¢ stopniowo wraz z przyrostem przemieszczen od
wartosci 0,204 do 0,172.

Tabela 3.5.8 Analiza statystyczna naprezen w miejscu potozenia tensometru T8 dla serii trzech belek trojwarstwowych (2,
3 oraz 5) w odniesieniu do przemieszczenia pasa dolnego w zakresie 45 + 60 mm
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[mm] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [---]
45 10,9453 11,3200 11,6947 11,7076 11,7205 10,1938 10,7386 12,2890 0,038
50 11,8869 12,2528 12,6188 12,7724 12,9261 0,2598 11,4734 13,5518 0,043
55 12,8114 13,2529 13,6943 13,7976 13,9009 0,2724 12,4357 14,6148 0,043
60 13,8422 14,3051 14,7680 14,7944 14,8207 0,2446 13,5712 15,5283 0,038

Przy wigkszych przemieszczenia pasa dolnego (tabela (3.5.8)) nie zaobserwowano wartosci
odstajacych naprezen. Brak takze, widocznego przy wczesniejszych zestawieniach, trendu
spadkowego wspodtczynnika zmienno$ci naprezen. W tym wypadku warto§¢ wspolczynnika
zmienno$ci ksztaltowata si¢ w niewielkim zakresie od 0,038 do 0,043. Wyraznie wida¢, ze
wspotczynnika zmienno$ci przyjmowatl w tym wypadku znacznie mniejsze wartosci niz dla
poprzednich obserwacji.

Innym obserwowanym elementem byl przebieg zniszczenia serii pig¢ciu badanych

elementoéw trojwarstwowych.
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Rysunek 3.5.8 Zniszczenie i jednoczesne wyczerpanie no$no$ci belki trojwarstwowej na skutek ukosnego $ciecia rdzenia
poliuretanowego przy jednoczesnym $cieciu pianki przy klejonym potaczeniu z pasem drewnianym

W przypadku kazdej z pigciu przebadanych belek zniszczenia przebiegalo wedlug
podobnego scenariusza. Po osiggnig¢ciu obciazenia niszczacego nastgpowato $ciecie rdzenia, CO
skutkowalo pojawieniem si¢ ukosnej rysy w materiale rdzenia. Przykladowa awari¢ rdzenia
zaprezentowano na przyktadzie belki numer 2 na rysunku (3.5.8). Wraz z pojawieniem si¢
ukosnej rysy nastgpowato takze S$cigcie materialu panelu przy styku z warstwa kleju
poliuretanowego. Skutkowato to takze skokowym spadkiem wartosci odksztalcen w zalozonych
na drewnianych oktadzinach tensometrach.
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4. Modele teoretyczne belek tréjwarstwowych

4.1. Wprowadzenie

W pracy badane s3 i analizowane belki, w ktorych okladziny (belki zewngtrzne) maja
znaczne wymiary po wysokosci tej belki. W takich okladzinach oprécz sit osiowych powstaja
takze momenty zginajace, ktorych wptyw na przemieszczenia belki nie mozna pomingé, Co czyni
si¢ czesto, gdy oktadziny sa bardzo cienkie. Oktadziny te potaczone sa rdzeniem, ktorego
parametry materialowe sg znacznie stabsze niz belek zewngtrznych. Najczesciej przyjmuje sie,
ze rdzen nie przenosi napr¢zen normalnych. Belki takie czegsto nazywa si¢ takze w literaturze
polskiej belkami sandwiczowymi. Ponizej rozpatrzone zostang cztery rozne modele teoretyczne
belki sandwiczowej. Z przeprowadzonych badan doswiadczalnych na belkach a przedstawionych
w rozdziale 3 wynika, ze model teoretyczny rozpatrywanych belek powinien uwzgledniaé
miedzy innymi:

— naktadki sg belkami zginanymi w ten sposob, ze w wltoknach skrajnych kazdej belki

moga wystepowac napr¢zenia normalne o znakach przeciwnych,

— przemieszczenia naktadek prostopadte do osi belki w dowolnym przekroju sa rozne,

— wystepuje wzajemne przemieszczenie naktadek wzdhuz osi belki.

Pierwszy najprostszy rozpatrywany model to belka Eulera-Bernoulliego, w ktorej pomija
si¢ wptyw naprezen normalnych w rdzeniu belki na stan przemieszczen i wytgzenia belki.
Zaktada si¢ tutaj, ze modut Younga rdzenia belki jest wielokrotnie mniejszy od modutu Younga
naktadek. Stan przemieszczen belki opisuje tylko jedna funkcja. Obok rozwigzania klasycznego
w formie zamknigtej podano je takze dla obcigzenia sitg skupiong i rOwnomiernie roztozonego w
postaci szeregu. Pozwala to na poréwnanie stanu przemieszczen belki dla réznych teoretycznych
modeli belki a takze na poroéwnanie rozwigzania dla obcigzenia statycznego i obcigzenia
dynamicznego (nie jest to celem prezentowanej pracy). Juz na wstepie nalezy stwierdzic, ze taki
model belki sandwiczowej nie speinia wyzej wymienionych warunkow.

Nastepny model teoretyczny belki sandwiczowej jest najbardziej ogdélny 1 nie byt
rozpatrywany w literaturze. Model ten zostal przedstawiony w punktach 4.3 — 4.4. W tym
modelu belki uwzglednia si¢ nie tylko przemieszczenie belki wynikajace ze zginania naktadek,
ale takze wynikajace ze $cinania zarowno rdzenia jak i naktadek oraz wzajemne przesunigcie
naktadek (model Zig-Zag z dodatkowo uwzglgdnionym $cinaniem w naktadkach). Model ten
nazywany bedzie zmodyfikowanym modelem Zig-Zag. Stan przemieszczen belki opisuja trzy
funkcje: catkowite przemieszczenie belki, kat obrotu przekroju wynikajacy ze zginania naktadek
oraz kat okreslajacy wzajemne przesunigcie nakladek.

W trzecim modelu teoretycznym belki sandwiczowej analizowanym w pracy jest model
zblizony do drugiego modelu, w ktéorym pomija si¢ wpltyw $cinania w nakladkach na stan
przemieszczen belki. W modelu wystepuja dwie funkcje okreslajace stan przemieszczen belki:
calkowite przemieszczenie belki oraz kat okre$lajacy wzajemne przesunigcie naktadek
wynikajace ze S$cinania rdzenia. Jest to klasyczny model Zig-Zag. Model ten dos¢ czesto
stosowany jest w analizie stanu przemieszczenia belek sandwiczowych [139], [149]. W obu
modelach Zig-Zag mozliwe jest wystapienie réznych znakow naprgzen normalnych w kazdej
naktadce oraz uwzgledniony jest wzajemne przesuni¢cie naktadek wzdtuz osi belki.

Jako czwarty rozpatrzono model, ktory jest ukladem dwoch sprzezonych belek Eulera-
Bernoulliego potaczonych warstwa sprezysta. Podobnie jak w modelu Zig-Zag stan
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przemieszczen belki opisujag dwie funkcje. W modelu tym kazda naktadka zginana jest
oddzielnie. Model ten uwzglednia fakt, ze wystepuje roznica przemieszczen miedzy goérng i
dolng naktadka. W literaturze przyjmuje si¢ [110], ze rdzen przenoszacy wzajemne
oddziatywanie gornej i dolnej belki traktowany jest jak podtoze Winklera. W pracy przyjeto, ze
rdzen traktowany jest jak podtoze Pasternaka, co pozwala uwzgledni¢ nie tylko jego $ciskanie,
ale takze jego $cinanie.

4.2. Belka Eulera-Bernoulliego

Rozpatruje si¢ belke sandwiczowg zbudowang z dwoch warstw zewnetrznych (oktadzin-
belek) na tyle grubych, ze sg one zginane 1 z warstwy Srodkowej (rdzenia). Przyjmuje si¢, ze
belka poddana jest dziataniu obcigzenia prostopadiego do osi preta. Przemieszczenia belki
rozpatruje si¢ w zakresie sprezystym i wyprowadzajac odpowiednie rownanie uwzglednia si¢
zalozenia wazne dla matych przemieszczen. Wynika stad, ze rdwnania belki wyprowadzone
zostang w zakresie teorii liniowej. W znanej monografii [113] Plantema proponowal, aby w
belce sandwiczowej o cienkich naktadkach przyjac¢ zatozenia jak w belce Eulera-Bernoulliego i
pomingé naprezenia normalne w rdzeniu w przypadku, gdy modut $cisliwosci Younga w
naktadkach jest wielokrotnie wigkszy niz modul Younga materiatu rdzenia. W rozpatrywane;j
belce o grubych nakladkach drewnianych i zastosowanym materiale w rdzeniu belki takze
przyjmiemy powyzsze zatozenia. Przypomnijmy, Ze rozpatrywany model nie spelnia warunkow
wymienionych w rozdziale 4.1.

W rozpatrywanym modelu belki przyjeto:

— przekroj ptaski catej belki przy zginaniu nadal pozostaje plaski,

— pomijane sg napr¢zenia normalne przy zginaniu w rdzeniu belki.

To drugie zalozenie wynika z faktu, ze modut $ci§liwos$ci rdzenia jest wielokrotnie mniejszy
od modutu $cisliwosci nakladek stad naprezenia normalne w rdzeniu sg bardzo mate w
poréwnaniu z napr¢zeniami w rdzeniu.

Naprezenia Naprezenia

A, E
normalne styczne
7 b A
]
' ./ [\
/
EC<<E, /
/
y< »»»»»»» {-=| T ] _
/
Y
2\ “Y v / _/

Rysunek 4.2.1 Rozktad naprezen normalnych i stycznych w przekroju belki trojwarstwowej
wedtug zatozen Eulera-Bernoulliego
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Rozpatruje si¢ belke o przekroju prostokgtnym. Przyjeto oznaczenia jak pokazano na
rysunku (4.2.1). Postepujac analogicznie wedlug znanych procedur z wytrzymatosci materiatow
[107], naprezenia normalne i styczne w naktadkach okreslone sg wzorami:

Mz VS,
o (2)=— 1=—%, (4.2.1)
I I:b

dla g<zsg+f [ —(g+f)§z<—g,przyczym:

3 2 3 3
_bf”, bf(h+1) :bl; [%+[3(1—[3)2],f:BH,O<B<0.5,natomiast M i V s

yf
6 2
odpowiednio momentem zginajacym i silg tngcg w belce.
Naprezenia styczne w rdzeniu belki sg rowne:

Vi(h+f) VHBA-B) h _ _h
Vi) _VHBA-P) h_, " 4.2.2)
21, 21, 273

Jak wynika z Rysunku 4.2.2 naktadka gorna jest belka $ciskang siltg osiowa:

Naprezenia
normalne
N=N M, i N=N M,
/
/ 7/
/ 4
/ o =
7 /
7 /

Rysunek 4.2.2 Naprezenia normalne oraz sity uktad sit osiowych i momentow zginajacych w naktadkach
belki trojwarstwowej traktowanej jako belke Eulera-Bernoulliego

bf(h+f) _\,_ 3+f) _ 3(L-p)

2Jyf f2+3(h+ f)2 =-M H[B2+3(1_B)2] (4.2.3)

N,=—N=-M
i zginana momentem:
3(h+ f)? 1= M B’
f2+3(h+f)2" 2 p2+3(1-Pp)*
Naktadka dolna jest belka rozciagang sita osiowa N, =N i zginana momentem M,.

M
M, ==l (4.2.4)

Wielkosci N i M, okreslone sa wzorami (4.2.3) i (4.2.4). Symbolem M oznaczono moment
zginajacy W danym przekroju belki.
Rownanie rézniczkowe opisujace przemieszczenia belki ma posta¢ (rownanie (4.2.5)):
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P(x)
\A \ Yy W
PAN PAN
’ L J
r Ll
Rysunek 4.2.3 Schemat statyczny belki trojwarstwowej obcigzonej rOwnoemiernie
d*w(x)
Eily o p(x), (4.2.5)

gdzie: w(x) jest przemieszczeniem (ugigciem) belki a p(x) dziatajacym obcigzeniem natomiast
E, jest modulem Younga materiatu nakladek (drewna).

Dla belki swobodnie podpartej o rozpietosci L warunki brzegowe majg postac:

w(0) =w(L) =0, (4.2.6)
d’w(x)|  d*w(x)
e o I (4.2.7)

Rownanie rézniczkowe (4.2.5) dla warunkow brzegowych (4.2.6) i (4.2.7) jest
rozwigzywane dwoma sposobami. Pierwsze rozwigzanie przedstawiono w formie szeregu. Dla
warunkow brzegowych (4.2.6) i (4.2.7) rozwigzanie jest poszukiwane w postaci szeregu:

w(x)=>"y, sinn—:jx, (4.2.8)
n=1

Po podstawieniu (4.2.8) do réownania (4.2.5) i wykonania ortogonalizacji rozwigzanie
otrzymuje si¢ w postaci:

2 & p, .. nhmx
w(x) = sin—-,
) EflnynZ;‘(mT)4 L (4.2.9)
L

" . X
gdzie p, :!)‘ p(x)sin de.

Rozpatrzone zostaly dwa przypadki obcigzenia belki. Niech belka obcigzona bedzie silg
skupiong P w punkcie X, (rysunek (4.2.4)).

P(x)

Xo

A
Y

Rysunek 4.2.4 Schemat statyczny belki trojwarstwowej obciazone;j sita skupiong

Funkcja obcigzen ma postac:
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P(X) = P3(X—X,), (4.2.10)
gdzie: symbol &() oznacza delt¢ Diraca.
Korzystajac ze znanych wlasnosci delty Diraca otrzymuje sig:

L
=Ip(x)smnnxdx PIB(X xo)sm@dx Psin—=2 XO (4.2.11)
0

Przyktadowo w tym przypadku wzor (4.2.9) przyjmuje postac:

2P & 1 . nmx, . nmx
w(Xx) = sin—-=2sin .
) EflnyZ_:‘(nn)4 L L (4.2.12)

Gdy sita jest w srodku rozpigtosci belki woéwcezas nalezy podstawic:
.. N
p, = Psmf- (4.2.13)
Jako druki przypadek rozpatrzony bedzie przypadek belki z obcigzeniem réwnomiernie
roztozone. Niech belka bedzie obcigzona na odcinku (X, X,) obciazeniem réwnomiernie

roztozonym o intensywnosci g (rysunek (4.2.5)).
q

YYYYYYVYVYVYYVY

D
>

L

Rysunek 4.2.5

W tym przypadku stata p, jest rowna:

Xy
P, = qfsm mdX = (cos mlt_xl —Cos nan2 ). (4.2.14)

nm

Gdy belka obcigzona jest rownomiernie na calej dlugosci wowczas stala ta jest rowna:
L
L (4.2.15)
nm

Gdy belka obcigzona jest kilkoma sitami skupionymi 1 obcigzeniem réwnomiernie
roztozonym to korzystajac z zasady superpozycji skutki od kazdego obcigzenia dodajemy.

Rozpatrzmy ponownie belke obciazona sita skuping w punkcie X,. W tym przypadku
réwnanie rézniczkowe (4.2.5) ma postac:

d W(X_) = PS(Xx - X,). (4.2.16)

Catkujac bezposrednio rownanie (4.2.16) 1 uwzgledniajac warunki brzegowe (4.2.6), (4.2.7)

otrzymuje si¢ rozwiqzanie W postaci:

W(x) = 6E| S L (1 X°) 1- °>3]—x3(1—x—g)+(x—xo)3H(x—xo)}, (4.2.17)

gdzie symbol H() oznacza funkcje jednostkowg Heaviside’a.

El,
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Momenty zginajace i sity tnace okreslajg znane wzory:

M(x) =—E,I, % = P[x(l—%)—(X—Xo)H (x=%,)], (4.2.18)
V() =—E,1, 2 (;/;/(gx) = P[(1—%)— H (x=%,)] (4.2.19)

Rozpatrzmy takze dodatkowo przypadek, gdy belka na catej dlugosci jest rownomiernie
obcigzona obcigzeniem Q. W tym przypadku przemieszczenia belki opisuje roéwnanie
roézniczkowe:

d*w(x
dTE) —q (4.2.20)

Po scatkowaniu réwnania (4.2.20) 1 uwzglednieniu odpowiednich warunkéw brzegowych
dla belki swobodnie podpartej otrzymuje si¢:

El,

qx L , X
wW(X) = ——Lx*+—).
(X) 12E,1 (2 2) (4.2.21)

Momenty zginajace i sity tngce okreslajg znane wzory:
d’w(x) _oxL 1

M0 =l —5 = —E), (4.2.22)
V(x)=-El, % _ %(1—2%). (4.2.23)

Jak wynika z przeprowadzonej analizy numerycznej i przedstawionej w dalszej czesci pracy
model ten daje wyniki daleko odbiegajace od rezultatow otrzymanych na drodze dos§wiadczalne;.
Stad wynika, ze nie mozna go stosowa¢ w analizie stanu napr¢zen i przemieszczen belek
sandwiczowych.

4.3. Model belki sandwiczowej z uwzglednieniem $cinania rdzenia i naktadek
(Uogolniony model zig-zag)

4.3.1. Roéwnania rézniczkowe belki sandwiczowej

Rozpatruje si¢ belke sandwiczowa zbudowanej z dwoch warstw zewnetrznych (oktadzin-
belek) na tyle grubych, ze sg one zginane i $cinane oraz z warstwy Srodkowej (rdzenia)
ulegajacej tylko Scinaniu. Przyjmuje si¢, ze warstwa srodkowa nie ulega skroceniu w wyniku
dziatania naprezen normalnych do osi preta. Przyjmuje si¢, ze belka poddana jest dziataniu
obcigzenia prostopadlego do osi preta. Przemieszczenia belki rozpatruje si¢ w zakresie
sprezystym i wyprowadzajac odpowiednie rOwnania uwzglednia si¢ zatozenia wazne dla matych
przemieszczen. Wynika stad, ze rownania belki wyprowadzone zostang w zakresie teorii
liniowej. W przyjetym modelu belki sandwiczowe] przyjeto, ze jej przemieszczenia pionowe
wywotane sg zar6wno zginaniem jak i §cinaniem warstw zewngtrznych. Stad stan przemieszczen
belki sandwiczowej opisujg trzy funkcje: funkcja przemieszczen pionowych w(x), funkcja
opisujaca obrot przekroju ¢(x) 1 kat obrotu y(x) okre§lajacy wzajemne przesunigcie warstw
zewngetrznych a stad $cinanie rdzenia belki. Miedzy funkcja przemieszczenia belki w(x), katem
obrotu przekroju ¢(x) i katem $cinania warstw zewngtrznych 3(X) istnieje zaleznos¢ (rysunek
(4.3.2)):
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XYV

o(x)

YZ w’(x)

Rysunek 4.3.1 Funkcje opisujace stan przemieszczenia belki trojwarstwowej: funkcja przemieszezen pionowych w(x), kat
obrotu przekroju ¢(x) oraz kat $cinania oktadzin v(x)

5(x) = M) dW(X) (0. (43.)

Przyjmujac przy zginaniu zatozenia Bernoulliego (jak dla belki Eulera) oraz uwzgledniajac
dodatkowo $cinanie (jak w belce Fliiggego i belce Timoszenki)) zwigzki migdzy momentami
zginajacymi M;(x) i sitami tnacymi V,(X) a przemieszczeniami belek (oktadzin) maja znana
postac:

dw(x)

M, (x)=~(E1,), d(pf(x) — ()] (4.3.2)

gdzie: E, jest modulem Younga, G, JCSt modutem Klrchhoffa, A; Jjest polem przekroju

poprzecznego belki (oktadziny), I, jest momentem bezwtadnosci wzgledem gtownej srodkowe;j

osi bezwladno$ci przekroju oktadziny y, & jest wspotczynnikiem $cinania przekroju
poprzecznego belki, przy czym: (E,1,), - sztywnos$¢ na zginanie oktadziny.

Gdy wskaznik i=1 wowczas dana wielko$¢ dotyczy gornej belki, a gdy i=2 dotyczy
dolnej belki. Wspotczynnik k¥ wyznacza si¢ ze wzoru (rysunek (4.3.2)) [110]:

.
N

z
Rysunek 4.3.2 Moment statyczny odcinanej czgéci do obliczenia wspotczynnika $cinania Timoshenki

y

A S?
K=—|— dA (4.3.3)
Jz;[bz
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gdzie: S=S(z) jest momentem statycznym wzgledem osi y czesci pola zakreskowanego na
Rysunku 4.3.2 a b=Db(z) odpowiednia szerokoscia belki. Dla belki o przekroju prostokatnym
mamy k=1,2.

Sitom tnagcym w gornej i dolnej belce towarzyszy sita tngca w rdzeniu:

vcg(x)=(GA>cl9(x)=<GA)c[dVgiX)—co(x)], (4.3.4)

gdzie: G, jest modutem Kirchhoffa a A, polem przekroju rdzenia belki czyli (GA), jest

sztywnoscig rdzenia belki na $cinanie.

P(x)
ANy g o
dx
- N\ ( N N NN “ N 1 dx P
' dx
dVv
V. + —1ldx
' odx i
+
o
M, + dM, dx
dx
dN
N ldx —
2t dx
v, + av, dx
dx
ax

Rysunek 4.3.3 Momenty zginajace, sity tnace i sity osiowe dziatajace na odcinku dx na oktadziny i rdzen

N, ' i dN,

T Y e
| dx
| I am
M | —
| vie T o | b
- I dx | %
V| s msimansns) = <
| |
| |
| |
T s Ny N2+d—N2dx -
N2 | : dx

ax

Rysunek 4.3.4 Sity przekrojowe bedace suma sit przekrojowych dziatajacych na odcinku dx na poszczegdlne elementy belki
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-— - - - - T = = B
\TY (x)+ dr;,x(x)dx T T lr (x)+ dr, (x)dx
\ v dx
Y(x) \ 7, () |
+ |
= |

Rysunek 4.3.6 Napr¢zenia styczne w rdzeniu jako suma naprezen stycznych powstatych w wyniku przesunigcia si¢
wzajemnego gornej i dolnej naktadki i naprezen stycznych wynikajacych z odksztalcenia postaciowego samych naktadek

Na rysunku (4.3.3) pokazano sity przekrojowe (momenty zginajace, sity tnace i sity osiowe)
dziatajace na poszczegbélne elementy (naktadki i rdzen) belki sandwiczowej, natomiast na
rysunku (4.3.4) sity przekrojowe bedace sumg sit przekrojowych dziatajagcych na poszczegdlne
elementy belki. Rysunek (4.3.5) przedstawia naprezenia styczne w rdzeniu i sity osiowe w
naktadkach. Rysunek (4.3.6) ilustruje fakt, ze naprezenia styczne w rdzeniu sa suma naprgzen
stycznych powstatych w wyniku przesunigcia si¢ wzajemnego gornej i dolnej naktadki
(odksztatcenie y) i naprezen stycznych wynikajacych z odksztatcenia postaciowego 9 samych
naktadek.
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Rozpatrujgc warunki rownowagi wycietego elementu belki pokazanego na rysunku (4.3.3) i
korzystajac z rysunkow (4.3.4) — (4.3.6) wyznaczone zostang wzajemne zwigzki miedzy sitami
przekrojowymi a takze napr¢zeniami.

Z warunku sumy rzutéw sit na o§ X mamy:

> X=0

—N, (x)+ Nl(x)+%dx—Nz(x)+N2(x)+%dx:O. (4.3.5)
X X
Uproszczajac powyzsze rownanie otrzymano:
dN,(x) . dN, (%)
+ =0, 4.3.6
dx dx ( )

gdzie: N, (X) — osiowa sita wystepujaca w gornej lub dolnej belce (oktadzinie).

Z sumy rzutéw sit na o§ Y wynika:

>Y=0

V, (X) +V, (X) +%dx V() +V, (%) + dvé(x) dx—
V.() (4.3.7)
V. (X)+V, (x)+ ™ dx+ p(x)dx =0.
Po dokonaniu uproszczen otrzymuje si¢:
dvi(x)  dV,(x)  dV.(x) _
T p(x), (4.3.8)
Wprowadzajac oznaczenie (Rysunek 4.3.3):
V(X) =Vi(X) +V, (X) +V, (X) = Vi (X) +V, (X) +V, (X) +Vo (X) = (43.9)
=Vi(X) +V,(X) +[1, (X) + 15 (x)]Nb o
1 rézniczkujac to wyrazenie otrzymano:
dV (x) _ dVv; (x) N dv,(x) N dVv,(x) (4.3.10)
dx dx dx dx
Stad zalezno$¢ (4.3.8) przyjmuje postac:
dVv (x)
=—p(x). 4.3.11
2 =-p() (4311)
Z warunku sumy momentow wzgledem punktu B:
Z M B (X) =0
V (x)dx+ M, (x)— Ml(x)—de+ M, (x) - Mz(x)—mdx—
(4.3.12)
[N, (x)—N,(x) —%dx](h +f)=0.
X
Dzielac powyzsze wyrazenie przez dx otrzymano:
V(x) = dMm (x) dM, (x) _(h+ )le(x) _ dm (X)+(h+ f)dN(x), (43.13)
dx dx dx
przy czym: N(X) =N,(X) ==N,(x), M(x) =M, (x)+M,(X).
Roézniczkujac rownanie (4.3.13) otrzymano:
2 2
V) _dME) |y gy SN (4.3.14)
dx dx dx
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Korzystajac z powyzszych zaleznos$ci 1 zwigzkéw konstytutywnych miedzy naprezeniami 1
odksztatceniami wyprowadzone zostang rownania rozniczkowe opisujace przemieszczenia belki.
Na rysunku (4.3.7) przedstawiono przemieszczenia z pominigciem przemieszczen wywotanych

Scinaniem naktadek. Funkcja W, (X) przedstawia przemieszczenie pionowe belki wywotane

dw, (x
tylko zginaniem naktadek (p(x) = ; ( )) . Calkowite przemieszczenie pionowe belki jest suma:
X
W(X) = w, (X) +Ww, (x), (4.3.15)

przy czym symbolem w,(X)oznaczono pionowe przemieszczenie belki wynikajace ze $cinania

naktadek (3(x) = %) .

Yy w

Rysunek 4.3.7 Funkcje opisujace stan przmieszczenia belki trojwarstwowej: w g(,0pisujaca przemieszczenie osi belki;
w,(x)opisujgca przemieszczenie osi belki na skutek $cinania w naktadkach; @ (x)oznaczajacg kat obrotu naktadek; P (x)
opisujaca kat obrotu osi taczacej Srodki ciezkosci gornej i dolnej naktadki wzgledem ptaszczyzny pionowej; ¥ (x) opisujaca kat
obrotu rdzenia wzgledem osi prostopadiej do osi pasa gornego; u4 (x), u, (x) przemieszczenia poziome odpowiednio pasa
gbénego 1 dolnego

Przyjmujac, ze materiat spelnia prawo Hooke’a otrzymuje si¢ zwigzek miedzy sitami
osiowym i przemieszczeniami u,(x) wzdtuz osi belki:
du, (x)

dx
gdzie E; jest modutem Younga odpowiednio dla i = 1 — gornej belki (oktadziny) i i = 2 — dolnej
belki (oktadziny) oraz (E; A, ), = E;bh,, przy czym h. =h jest wysokoscia i-tej belki.

N; (X) = (E( A;), , (4.3.16)

Zwiazki miedzy momentami zginajacymi i sitami tngcymi a przemieszczeniami dla oktadzin
okreslajg wzory (4.3.2) i (4.3.4), natomiast zwigzki miedzy sitami tngcymi i przemieszczeniami
w rdzeniu belki okreslajg wzory:

Voo (X) = Gcbh[% —@(X)] = 7,4bh, (4.3.17)
V,, (x) = Gcbh(l+%)[<p(><) +y(X)]. (4.3.18)

Po zrézniczkowaniu drugiej zaleznosci (4.3.2) otrzymano:
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V() _ G dw() _ doy)
dx i O dx? dx
Jak wynika z rysunku (4.3.7) zalezno$¢ miedzy odksztalceniem postaciowym rdzenia belki i

katami opisujacymi przemieszczenia belki ma postac:

1 (4.3.19)

f
Y0 =[0() +w(Id+0), (4.3.20)
przy czym:
U, (X) 4y (X)
X)=—_——=
w(x) " (4.3.21)
Roézniczkujac powyzszg zaleznos¢ otrzymuje sig:
dy(x) _ 1 du,(x) _ du, (x)
dx h+ f[ dx dx 1 (4.3.22)
Stosujac prawo Hooke’a dla odksztatcen postaciowych w rdzeniu otrzymuje sig:
7, (X) f
r(x) = G - [p(X) +y ()1A+ F)’ (4.3.23)
a stad:
f
7,(X) =G,y (x) = G [p(X) +w (x)](1+ F)' (4.3.24)

Rozpatrujac rownowage wycietego elementu nakladki o dhugosci dX (Rysunek 4.3.8)
otrzymuje si¢:

%) M=
7(x) dN (X)
N,(x) __{; N ( )
Rysunek 4.3.8 Réwnowaga wycietego elementu naktadki o dtugosci dx
Ty By oon (4:3.25)
T (00 =I, (¥ +7, 0000 =BG -p(0)+ L+ () + S5 (4:3.26)
gdzie: b jest szeroko$cia przekroju belki.
Z rownanie (4.3.22) otrzymano:
00 00 000 N0 N _
dx dx d  (EA), (EA)
(4.3.27)
N :
((E A, <EfAf)J

Przeksztatcajac rownanie (4.3.27) otrzymano:
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NG =+ 1T, (4.3.28)

. (EfAf)l(EfAf)z . . .. . , ..
gdzie: ¢= jest polowa $redniej harmoniczng sztywnosci podtuznej naktadek.
(Ef Af )1 + (Ef Af )2
Rézniczkujac rownanie (4.3.28) otrzymano:

dN(x)

_c(h £y 92U (4.3.29)
dx

Poréwnujgc wzory (4.3.26), (4.3.29) otrzymuje si¢ rOwnanie wigzace trzy niewiadome
funkcje przemieszczen belki:
d*y(x) G.b Gb dw(x)  Gbf
¢ o YT ) d (i)

Podstawiajac do warunku rownowagi (4.3.11) zaleZnoéci dla sity tnace;:

¢(x) =0. (4.3.30)

V(%) =V, (0) 4V, () +Vog () 1V, () = f) [dW(X) 0001+
. (4.3.31)
W(X’ 9(X)]+ G,bh[ W(X)—cp(x)]+ecb(h+ £)lo(x) +y(0)]
otrzymuje sie drugle rownanie rozniczkowe:
G. A G, A
i f)1+( f f) 4G bh][d W(X) d(P(X)]
(4.3.32)

_Gbh(L+ )[d"’(x) OI"’(X)]— p(x),

G, A G, A Gfbf
przy czym: (——) =(——). = :
K K K
Kolejne rownanie rozniczkowe wyprowadza si¢ z rownania rownowagi (4.3.13).
Korzystajac z zaleznosci (4.3.28) otrzymuje sig:

GA GA
HE), + fK f)Z][dV;‘X)

dW(X) 4o (p(X) + (1+—)\,;(x)]}— (4.3.33)

e(x)]+

G bhf{——2~

_[(Eflf)l—i_(EfIf)z]%‘i‘(h‘i‘ f)zg—d (;)V(SX)

Zmieniajac nieco kolejno$¢ rownan stan przemieszczen belki sandwiczowej opisuja trzy
roOwnania rozniczkowe:

1B, + th]dw(x) [(—)b Gcbf]d‘gf(x) —G,bh(1+ )d"’)((x)_p(x) (4.3.34)
K
dy() Gb . Gb dw(x)  Gpbf _
i o YT a b )P0 (4.3.35)
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[(Eflf)l (Eflf)]

G, A, GfA
H( ” )+ ( - ), + Gbh]—==

d ¢(X) (h )2 dz(;/:(gx)_i_

dW(X) (4.3.36)

Gf Af Gf Af
HH( " )+ ( . ),1+ Gbf }p(x) +b(h+ )G (x) =0,
w ktorych wystepuja trzy nieznane funkcje w(x), ¢(x) i y(x) oraz wprowadzono oznaczenia:

G G
G, = E 0, EE, B, =(E ) +EN,.
K K K

Dla powyzszego uktadu trzech rownan rozniczkowych nalezy podaé sze$¢ warunkow

brzegowych. Dla belki swobodnie podpartej o rozpigtosci L warunki brzegowe majg postac:
w(0) =w(L) =0, (4.3.37)

de(x)| _ de(x)|
= :0, I
dX x=0 dX |x:L (4338)
dy(9)| _dy(¥)
= =0.
v e I (4.3.39)

Rozpatrzmy belke z uwzglednieniem $cinania naktadek, ktorej stan przemieszczenia opisany
jest uktadem roéwnan (4.3.34)-(4.3.36). Bezposrednie catkowanie tego uktadu rownan dla
dowolnych obcigzen jest trudne w realizacji. Stad dla warunkéw brzegowych (4.3.37)-(4.3.39)
rozwigzania poszukujemy w postaci szeregow:

w(x)=>"y, sinn—TLcX, (4.3.40)
n=1

o(X) = Z(pn cos”—TL”‘, (4.3.41)

w(x) = an cos,m (4.3.42)

Nieznane stale y,, ¢,,y, Wystepujace w szeregach (4.3.40) - (4.3.42) wyznaczone zostang

z ukladu rownan rézniczkowych (4.4.34) - (4.4.36). Po podstawieniu powyzszych szeregdéw
(4.3.40) - (4.3.42) do uktadu rownan (4.3.34) - (4.3.36) i wykorzystaniu ortogonalnych wtasnosci
funkcji trygonometrycznych otrzymuje si¢ algebraiczny uktad réwnan:

[(G?A)b +Gcbh](E)2 y, _[(%)b —G,bf ](M)(pn +G_bh(1+ 1)(E)\Vn :% 0., (4.3.43)

G,bf nt, Gb.
(h+ f) (T) s O™ +G ) v =0 (4.3.44)

(2, + 6 1)y, ~(EN, (E5Y +(E2), ~Gbf 14, +
: (4.3.45)
H(h+ £)2e(XE ) +b(h+ )G, Iy, =0,
gdzie:

f p(X)sin —— nnx (4.3.46)

Powyzszy uktad rownan przedstawiony bedzie w nastgpujacej postaci:
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2
alln yn + a’lZn(pn + a13n\|jn = E pn’ (4347)
310 Yn + 85,0 + 855, =0, (4.3.48)
aSln yn + aSan)n + a33an = 0’ (4349)
gdzie:
GA n GA
o I, + G0N, ag, = D), -6, ay, =G5+,
Gb  nn G.bf nmt,, G.b
%), a,, =+ b2

& = ch+f) L 22n ch(h+ f)’ A3 = (T) ch
GA n nz GA
8, =[( ), +GF 1T, 8 =—{(EN, (1) +(), ~Gibf],

=(h+f)? g( ) +b(h+ )G..

Rozwia}zama powyzszego uktadu réwnan przedstawiamy ponizej w postaci rekurencyjne;j:

2
4.3.50
. Aa3n (a22na33n — 3y a32n) ' ( )
(ailna33n - a13na3n)(a22n Agzn — a23na32n) - (a12na33n — 843,85, )(a21na33n - a23na3ln)
®,=— 81830 — Bp3nBain Y., (4.3.51)
QonBazn — 3,852,
y, = -y S g (4.3.52)
a33n a33n

Po obliczeniu powyzszych stalych ze wzorow (4.3.50) - (4.3.52) wyznacza si¢ stan
przemieszczen belki (4.3.40) - (4.3.42), a nastgpnie ze wzordw (4.3.2), (4.3.4), (4.3.17), (4.3.18),
4.3.28) sity przekrojowe (wewngetrzne) jak momenty zginajace, sily poprzeczne i sity osiowe w
belce. Stata p, wystepujaca w powyzszych wzorach dla obciazenia sita skupiong i obcigzeniem
rownomiernie roztozonym okreslono w rozdziale 4.2. Nastgpnie mozna wyznaczy¢ naprezenia
normalne 1 styczne. Szczegoty przedstawione zostang w ponizszym podrozdziale.

4.4. Wyznaczenie sit przekrojowych i naprezen dla belki z uwzglednieniem
$cinania naktadek

Niektoére z przytoczonych ponizej wzoréw podano wczesniej jednak dla wygody obliczen
przytoczone one beda ponownie czasami z drobnymi modyfikacjami i przypisana im bedzie
nowa numeracja.

Jak wynika ze wzorow (4.3.2) momenty zginajace w belce gornej 1 dolnej okresla wzor:

M, () = —(E1), d¢(x)

(4.4.1)

a sity tnace:
Vi = (52,00 - (GA>[dV§(XX’ ()], (4.4.2)

Rownanie dla sity osiowej w naktadkach okresla wzor (4.4.2):
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dw(X)

N(x)=C(h+ f)——— (4.4.3)

gdzie ¢ = EACEA jest potowa $redniej harmoniczng sztywnos$ci podtuznej naktadek.

E.A+EA,
Do wyznaczenia naprezen stycznych w oktadzinach potrzebna jest pochodna sity osiowe;:
dN (x d?y(x,t
T e+ 1) ‘giz ) (4.4.4)

Napregzenia normalne w ok%adzmach wywotane momentem zginajagcym wyznaczamy ze
WzO0ru:

oy, (X)) =———— (X)Z , 1=12, (4.4.5)

_bf” 3
12
Naprezenia normalne w oktadzinach wywotane sita osiowa powstalej w belce wyznaczane
s Ze WZOru:

przy czym |,

_Ni(®)
oy, (X) = of (4.4.6)
Stad napre¢zenia w belce (w naktadce) sa rowne:
M.(x)z, N.(x
.02y - Mi00Z NGY. wan

I, bf

Przypomnijmy, ze N,(X)=—N(x)i N,(x)=N(x).
Biorac pod uwage zaleznosci na momenty zginajace (4.4.1) i sity osiowe (4.4.4) ostatecznie
naprezenia normalne okreslajg wzory:

do(x) z h+ f) dy(x d d
c,(% z,) =—(El), cgf()l_l_q( of ) \g)(() —jszlsj, (4.4.8)
1
do(x) z, h+ f) dy(x d d
o,(%,2,) =—(El), (Pi)l +g(bf ) \g)(() —?ZSZZS?Z. (4.4.9)
2

Wyznaczmy naprezenia styczne w okladzinach (belkach zewnetrznych).
Belka gorna (i=1).
Rozpatrzona zostanie rownowaga wycigtego elementu jak pokazano na rysunku (4.4.1).
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Si(X)

1
AAAAAAAAAAN

[
Y

O-M1(X2 Sui(X)

+
L d/2
f
+

Opi(X)

4+

\AAAAAAAAAA]

Rysunek 4.4.1 Napre¢zenia ayod sity osiowej w pasie gérnym oraz a,,0d zginania na odcinku dx

T, (X, zl)bdx—oNl(x)b(zl+i)+(ch(x)+ (;'1( )d X)b(z, +—)
( 2) (4.4.10)
j o, (%, 2,)0A (2,) + j fou, (%,2) + 22423 307 1) 0,
Po uproszczeniu otrzymuje sie:
( ) i do (X 2) 4
R wan
Przy czym uwzgledniono dA = bdz,.
Po uwzglednieniu wzor6w na naprezenia normalne:
M, (x)z,
w, (X, 2) = f ) (4.4.12)
1
_N,(¥)
oy, (X) = v (4.4.13)
uzyskano réwnanie:
(z,+ )
T (x,2)=- dN,(o _ 1 dM, (X)j 2,0z, (4.4.14)

bf dx I1
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Pamigtajac, ze pochodng momentu zginajacego jest sita tngca, wyrazenie na naprezenia
styczne w gornej belce przyjmuje postac:

f
N, ) G TS v05,(2) (4.4.15)
dx  bf b

7 (X,z) =~

Przy czym: Vl(x):%
X

Ll 2
i S,(z)= bj zdz =—g(f7— %), ktory jest momentem
f
2
statycznym zakreskowanego pola na rysunku (4.4.1) wzgledem osi symetrii belki gorne;j.
Ekstremalne naprezenie styczne w danym przekroju wyznaczamy z warunku:
or(xz) _ dN(X) 1 V,(x) d52)
0z, dx bf Lb dz
, _ 1 dN(x) g 1 dN;(X)
o bpfV(x) dx "V (x)  dx

0, (4.4.16)

: (4.4.17)

gdzie: 1, =r’bf .
Belka dolna (i=2).

W tym przypadku postepowanie jest podobnie jak dla belki gornej. Rozpatrzona zostanie

roéwnowaga wycigtego elementu jak pokazano na Rysunku (4.4.2).
[ ]

o
©

|
|
|
I
i : L T()bdx
[
|

Ni(x) N;(x)

|
|
|
|
----4
|
|
|
|
|

dx

i
]
|

dx @y b9, g, o, + 2% gy
: dx ' dx

Rysunek 4.4.2 Naprezenia oy od sity osiowej w pasie gornym oraz a,,0d zginania na odcinku dx

f doy, (x) f
~1, (%, )bt~ 0y, ()b~ 2,)+ (0, () + == (-~ 2;) -
~ os,, (%,2,) ~ (4.4.18)
[ ou, (6 2)dA (2,) + [ [0, (% 2,) + —==2 dx]dA, (2,) = O.
A, A OX
Po uproszczeniu otrzymano:
f
do, (x 29 ,
—1,(X,2) + GN;( )(g—zz)ﬂwm =0, (4.4.19)
; X
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Przy czym: uwzgledniono dA, =hdz,.

Po uwzglednieniu wzoréw na naprezenia normalne:
M, (X)z,

ow, (X,2,) =——2, oy (X) =—2—, 4.4.20
M 2 |2 N bf ( )
Otrzymuje sig:
(f 2) i
- 2
5, (62,) = be 2 dNJ(X)+|1dM2(X)Izldzl_ (4.4.21)
X 2

Pamigtajac, ze pochodna momentu zginajacego jest sila tngca, wyrazenie na napr¢zenia
styczne w gornej belce sg rowne:
f

N0 57 v 5,2,) (4.4.22)
Y T
2
1
2
Przy czym: Vz(x):% S,(z,) = bj.zdz=9(——z) jest momentem statycznym
X

Z;

zakreskowanego pola na Rysunku (4.4.2) wzgledem osi symetrii belki gorne;j.
3
Przypomnijmy, ze moment bezwtadnoS$ci przekroju prostokatnego jest rowny |, = —.

12
Ekstremalne napre¢zenie styczne w danym przekroju wyznaczane sg z warunku:
o (0z) __ON,00 1 Vo0 65,(2) 4429
oz, dx bf I,b dz,
a stad:
I, 1 dN,(x 1 dN,(x
L1 AN e 1 NG a2

Lye = =N
bf V,(x) dx V,(x) dx
gdzie: I, =r/bf .
Zwiazki migdzy sitami tngcymi 1 przemieszczeniami w rdzeniu belki zostaly okreslone

wzorami:
dw(x)

Vs (X) = (GA) [— = — (X)] = 74(x)bh, (4.4.25)
V., (x) = Gcbh(1+F)[(p(x) Ty (0] (4.4.26)
Naprezenia styczne w rdzeniu okresla wzor:
7,(X) =Gy (X) =Gc[(ﬂ(X)+W(X)](1+%), (4.4.27)
7,(x) =G [dW(X) P(X)]. (4.4.28)

Naprezenia styczne miedzy rdzeniem a nakladkami sg okreslone wzorem:

(X)=G [dW(X) —<p(X)+(1+—)\|f(X)]—
(4.4.29)
GZ[(—)yn+ 0, (1+ )wn]cos”—fX
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Wyprowadzone w rozdziatach 4.3 oraz 4.4 rdwnania i zaleznos$ci pozwalajg wyznaczy¢ dla
danego obcigzenia zarowno stan przemieszczen belki jak réwnie wystepujacy w niej stan
naprezen.

4.5. Model zig-zag

W znanych w literaturze modelach teoretycznych belki sandwiczowej pomija si¢ wptyw sit
tnagcych w naktadkach na przemieszczenia belki. W przypadku, gdy pomijamy $cinanie w
belkach zewnetrznych (okladzinach) wowczas kat obrotu przekroju wywotany zginaniem jest
rowny:

dw(x
o(X)=——= () (4.5.1)

i wzory (4.3.2) nalezy zastagpi¢ znanymi zaleznosc1ami dla belki Eulera:

d W(x) d w(x)

M, () =~(ED, =77 Vix)=—(El), (4.5.2)

Przemieszczenia belki sandwiczowej opisane sa teraz dwiema funkcjami: funkcja
przemieszczen pionowych w(x)i kata obrotu y(x) okreslajacego wzajemne przesunigcie warstw
zewngtrznych. Postepujac podobnie jak w punkcie (4.3) i uwzgledniajac zwiazki (4.5.1), (4.5.2)
otrzymuje si¢ uktad dwoch rownan rézniczkowych zwyczajnych o postaci:

d'w(x) Gh(h+f)’|d*w(x) dy(x)|_
(EDs =gt h [dﬁ o |~ PX (453)
dy(x) Gb (x)—G—deW(X):O (5.4

dx? gh ch dx
Oznaczenia réznych wielko$ci wystepujacych w uktadzie réwnan (4.5.3), (4.5.4) sa
analogiczne jak w dwoch poprzednich podrozdziatach.
Dla belki swobodnie podpartej o rozpigtosci L warunki brzegowe maja postac:
d’w(x)|  d*w(x)|
x|, dx

dy(9| _dv()| _,

dx |, dx

Uktad rownan rozniczkowych (4.5.3), (4.5.4) rozwigzujemy podobnie jak to przedstawiono

w podrozdziale 4.3. Dla warunkéw brzegowych (4.5.5), (4.5.6) (belka swobodnie podparta)
rozwigzanie poszukuje si¢ w postaci dwdch szeregdw:
NmX

w(0) =w(L) =0, =0, (4.5.5)

x=L

(4.5.6)

w(x) = Zyn sm— (4.5.7)
v =Yy, cos”—TL‘X. (4.5.8)

Po podstawieniu (4.5.7) i (4.5.8) do ukladu réwnan rozniczkowych (4.5.3), (4.5.4)
otrzymuje si¢ uktad rownan algebraicznych:
G.b(h+ f)? G.b(h+ f)* nm 2
LTy ), » 220 gy, SO D) I, 2P (45.9)
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Gb nrn
c (—=)y. +
gh(L)y”

. L . NzX
gdzie p, :IO p(x)sdex.

=0, (4.5.10)

Po rozwigzaniu powyzszego uktadu rownan otrzymuje si¢:

, R+
y":EH O (R, + (EJ)b he T e
_oGh pn(”—“)
T YL (ED), + Gb (E‘”b Hhe T o1
Stad funkcje przemieszczen okreslone sg wzorami:
. m[(”[“)ﬁif]sin”’[x
W(X):E;(”Lﬁ PP ED,+ S e 1) e
2Gbe P (1) cos ™
T Ty En, + SO o 1y 4919

W przypadku obcigzenia belk1 sitg w skuplonq P w punkcie X, biorac pod uwage

zalezno$¢ (4.2.11) wzory (4.5.13), (4.5.14) przyjmuja postaé'
nmy, G, . nmx,

[(—)?+—=]sin sin
2P & L ch L
w(x)===2 — , (4.5.15)
L e, L (e T
(—)s n nnxo cos X
w(x) = —2PGD § L . (4.5.16)
2 e, + Gb EDs s 1y

Podobnie w przypadku 0b01qzen1a belki na caiej dlugosci odpowiednie rozwigzania maja
postac:
nmx

) [(@)2 g° Py Isin "
W(x) =202 — , (4.5.17)
= O En, + SO (1))

nmx
[1-(-D" ]cosT

G b (EI),

-20G.b &
cth & [nn D EN, + +(h+ )T}

Naprezenia normalne w nakiadkach wyznacza si¢ pamigtajac, ze momenty zginajace 1 sity

w(X) = (4.5.18)

osiowe sg odpowiednio réwne:
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d*w(x)
dx?
Powro¢my do uktadu rownan (4.5.3), (4.5.4). Jak wynika z rysunku (4.3.7) zwigzek mi¢dzy

M. (x) = —(EI), , N(X) =c(h+ f)d‘g—)((x). (4.5.19)

katem obrotu y/(X) a przesunigciami naktadek wzdtuz osi belki ma postaé:

0, () -, () =u() = (h+ Fp(), (4.5.20)
1 zastepujac kat obrotu rdznicg przesuni¢¢ nakladek wzdtuz osi preta uktad réwnan (4.5.3) oraz
(4.5.4) przyjmuje postac:

d'w(x) Gpb(h+f)* d*w(x) 1 du(x),_
(EI )b dX4 h [ dX2 + h+ f dX ]_ p(x): (4521)
d’u(x) Gb . Ghb(h+f)dw(x)
e 5 u(x) 5 o =0. (4.5.22)

Dla belki swobodnie podpartej warunki brzegowe zastgpuja warunki brzegowe podane
ponizej:
du(x)| _ du(x)|
dx |x:0_ dx |x:L

=0. (4.5.23)

4.6. Uktad dwoch sprzezonych belek

Jak wynika z przeprowadzonych badan do$wiadczalnych ugigcia (przemieszczenia
pionowe) naktadki gornej i dolnej sa rozne. Wynika stad, ze rdzen belki sandwiczowej ulega
skroceniu w kierunku pionowym. Przedstawione wcze$niej modele teoretyczne nie uwzgledniaja
tego zjawiska. Potraktujmy kazda naktadke jako oddzielng belke. Belki te potaczone sg warstwa
sprezysta (rdzeniem). Laczacg belki rdzen traktujemy jako dwuparametrowe podtoze Pasternaka.
Rozpatrzymy sytuacje, gdy obie naktadki sg belkami swobodnie podpartymi (rysunek (4.6.1))
oraz gdy gorna naktadka W, (X) jest belka spoczywajaca na dwuparametrowym podtozu (0

swobodnych koncach) a dolna naktadkaw, (X) jest belka swobodnie podparta (rysunek (4.6.2)).

Stan przemieszczen obu belek opisuje sprzezony uklad dwoch réwnan rézniczkowych
zwyczajnych:

kl):kﬂGc

Py N S \\ \\ »,\\ \\\\ \'\\:\ \

\ E/ II
Rysunek 4.6.1 Schemat belki trojwarstwowej traktowanej jako uktad dwoch sprzezonych belek. Podparty jest pas dolny
podczas gdy do pasa gornego przyktadane jest obciazenie
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4w (%) k[d W(x) d’w, (X)]+k [w, (X) — W, (X)] = p(x),

ax’ (4.6.1)
g 60 k[d W(X) d:§X)1+k0[w2<x)—w1(x)]=o,

gdzie: EI jest sztywnoscia nakladkl na zginanie, E jest modulem Younga, I jest momentem
bezwladnosci przekroju naktadki, k, wspoéiczynnikiem sprezystosci taczacej warstwy (jak w
podtozu Winklera), k; jest sztywno$cig na $cinanie tagczacej warstwy.
Warunki brzegowe dla belek majg postaé:
— gdy obie belki, gorna i dolna, sg swobodnie podparte (rysunek (4.6.1)), wowczas:
k,.k,,G,

P(x) E,l

| Xo |

| ST o

Rysunek 4.6.2 Przemieszczenia osi oktadzin belki trojwarstwowej traktowanej jako uktad dwoch sprzezonych belek. Przypadek,
w ktorym podparte sa jednoczesnie pas dolny i gorny a obciazenie przyktadane jest do pasa gornego

2 2
w,(0) =w,(L) =0, le(x) _d le(x)| N
dx* | o |
w(0)=w(L)=0, IO _dw0) _, (4.6.2)
2 2 ' dxz » d)(2 . .

— belka gorna jest swobodna na obu koncach a dolna swobodnie podparta:
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koK, G,
P. E,l
; ’ |
SETL IR FARRIA R B
~\,~\,\; | | | W1(x) | | | | | _’_,/"
I <
EEF: DR NRINIARIE SRR
e W,(x) Lt AN

Ef I{

Rysunek 4.6.3 Przemieszczenia osi okladzin belki trojwarstwowej traktowanej jako uktad dwoch sprzezonych belek. Przypadek,
w ktérym podparty jest tylko pas dolny a obciazenie przyktadane jest do pasa gornego

dw)| _dw)| _, dw| _dw| _,
o, oA | A | A |
d?w, (x) d?w, (x) (463)
w, (0) =w, (L) =0, 2 = 2 -0.
2( ) 2( ) dX2 . dXZ -

Warunki brzegowe dla gornej belki wynikaja z faktu, ze zarowno moment zginajacy jak 1
sifa tngca na jej koncach sg rowne zeru a dla dolnej belki dolnej przemieszczenia i momenty
zginajace na koncach sa rowne zeru.

State warstwy 1aczacej (rdzenia) obie belki (naktadki) wynosza:

E.b
k, = ? k, =0.5G.hb (4.6.4)
gdzie: E. i G, sa odpowiednio modutem Younga i Kirchhoffa rdzenia belki natomiast h oraz b
wysokoscig 1 szerokos$cig rdzenia.

Rozpatrzmy stan przemieszczenia uktadu belek dla warunkéw brzegowych (4.6.2) (rysunek
(4.6.1)). Wprowadzono nowe funkcje okreslone zalezno$ciami:

W, (X) = W (X) + W, (X), Wy, (X) = W (X) — W, (X). (4.6.5)

Z uktadu rownan (4.6.1) otrzymuje sig:

4
El M = p(x),

d*w, (x) d‘ng\: (x) (4.6.6)
El d)|(|4 - kl d)l(lz + ko Wi, (x) = p(x%).

Nowe funkcje speiniajg warunki brzegowe (4.6.2).
Wyznaczono rozwigzania rownan (4.6.6) gdy uktad belek obcigzony jest sitg skupiong P w
punkcie x,. Wowczas mamy:
p(x) =PS(Xx—xX,) (4.6.7)
Calkujac rownanie (4.6.6), uwzgledniajac (4.6.7) i warunki brzegowe (4.6.2), otrzymuje si¢
(rownanie (4.2.17)):
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=P a2y _ - 2oy 20y 4 (- x P H (x —
W (%) = o IEXA=T) = (=T 1 =X A= T5)+ (X =) T H (X =0)}, (4.6.8)

gdzie: symbol H() oznacza funkcj¢ jednostkowa Heaviside’a.

Drugie réwnanie (4.6.6) po uwzglednieniu obcigzenia (4.6.7) przedstawione bedzie w
postaci:

d*w d’w
d)l(|4(§) ~a dnz(g) +BW I &)= 5(§ éro) (4'6'9)
gdzie:
X k1 L K, L4

¢= 2  B=—

Rozww}zame analltyczne réwnania (4.6.9) ma r6zna posta¢ zalezng od wzajemnych relacji

parametrow a i .

Uktad rownan rozwigzemy metoda roéznic skonczonych. Kazda belke dzielimy na n czesci.
Punkt poczatkowy kazdej belki ma wskaznik 0 a koncowy n. Ponizej podane sa formuty
réznicowe dla centralnych réznic skonczonych.

=~ ‘ X \\
|
|«
|
k—_ \ \ \*;\\\\ \\ k\\:\\\\\\\
Pas gorny e
01 2 3 k
|
W‘I,O W1k
Pas dolny
01 2 3 k
™ =
Woi :

Rysunek 4.6.4 Metodyka dyskretyzacji oktadzin belki trojwarstwowej

d’w(x,) 1
dx®  (AX)?
d’w(x) 1
d  2(Ax)?
d'w(x,) 1
dx*  (Ax)*
Warunki brzegowe dla podpory przegubowej z lewej strony preta majg postac:
w, =0, w, =-Ww,

(Wk—l - 2Wk + Wk+1)1

(=W +2W 4 = 2We,y + W), (4.6.10)

(kaz - 4Wk—l + 6Wk - 4Wk+1 + Wk+2)’

Warunki brzegowe dla podpory przegubowej z prawej strony preta, odpowiednio:
w,=0,w,, =-w_,.
Warunki brzegowe dla swobodnego konca z lewej strony preta majg postac:
W, =2W, =W, W, =4wW, —4w, +W,,
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A dla prawego swobodnego konca belki mamy:
Wi = 2Wn W Wi = 4Wn _4Wn—l +W, .

Przemieszczenia gornej belki oznaczamy wy, a dolnej w,y, przy czym k = 0,1,2,..,n dla
belki gornej i k = 1, 2,...,n-1 dla belki dolnej. Powstaje uktad 2n rownan. W réwnaniach (4.6.3)
0ZNhaczono AX = E

n

Wprowadzmy 0znaczenia:
kl 2 k0 4

a=—(AX)", p=—(AX)".
£ (Ax)°, B £ (Ax)

Dla belki gornej uktad rownan ma nastepujacg budowe:

AX
k=0 (2+ﬁ)W10 4W11 +2W12 % Pios
_ (Ax)*
k=1 —(2+ a)W, o +(5+2a+ S)W,, —(d+a)W,, + W, , — L + B)W,, +aw,, = T Purs
k=2,3,....n-2
(AX)
W, =4+ o)W, +(6+2a+B)W,, —(4+ )Wy, g + Wy, +OW,, o — (20 +B)W,, +aW,, = Pu
k=n-1
(Ax)*
Wins— (4+ a)Wl,n—Z +(B+2a+ ,B)Wl,n—l —(2+ a)Wl,n +aw, —(2a + ﬂ)Wz n-1 ? Pina
AX 4
ken 2wy, ,—aw 4@+ pw, = o
Dla belki dolnej uktad réwnan ma nastepujaca budowe:
k=1 (5+2a+ ﬂ)wz’1 -4+ a)WZ’Z +W, 5 +aW, — Qa+ ,B)WM +aw,, =0,
k=2 —(4+ a)WZ’l +(6+2a+ ﬂ)wzy2 -4+ a)Wz,s +W, , + oW, — Ca+ ,6’)va2 +aw,, =0,

k=3.4,...n-3
W, — 4+ oc)wzka1 +(6+ 20+ B)wz,k —(4+ OL)WZVkH +W, o HOW,  — (2o + B)Wl,k +aw,,,, =0,

k=n-2
W, —(4+oc)w2,n73 + (6+20L+B)w2,n72 —(4+oc)w2’m1 + oW, 5 (20c+[3)vv1n ,tow, =0,
k=n-1 W, 4 -4+ OL)WZ,n—Z +(5+ 20(+B)W2anl+ocvvlvn72 —(20c+[3)w1’n4+ochn =0,

Obcigzenia w rOwnaniach sg rowne

AX[2
po=[ PO)AX,
Pin = J‘L AxI2 P(x)dx,

L+Ax/2
by =| . PO,

L-Ax/2

dla: k=1,2,...,n-1
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5. Analiza numeryczna opracowanych modeli teoretycznych
5.1. Analiza numeryczna modelu Eulera-Bernoulliego

Podstawowa formg poréwnania modelu belki trojwarstwowej opisanej réwnaniami Eulera-
Bernoulliego z rezultatami otrzymanymi w trakcie badan do$wiadczalnych wydaje si¢ byé
zestawienie przemieszczen. Ponizej zaprezentowano przemieszczenia osi i skrajnych krawedzi
oktadzin zmierzone podczas badania belki nr 3 oraz przemieszczenia samej osi belki wedlug
modelu przedstawionego doktadniej w rozdziale 4.2. Kolejne rysunki (5.1.1) - (5.1.8) prezentuja
wyniki dla obcigzen, odpowiadajacym kolejnym ugieciom dolnej oktadziny, mierzonym w
trakcie badan doswiadczalnych.

& = = = = =
£ 01
<
4
a 005
E:
Q
=
3 O~ === a----=-= BE----- F===- -
b
C
5
o -0.05 -
]
F= w=5mm E-B ——
ﬁ -0.1 - Pas gorny, belka 3 —&—
o 0s belki, Belka 3 - 0- -
Pas dolny, Belka 3 —8—
-0.15 %= == a1 a—I - P
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Ditugosc przesta [m]

Rysunek 5.1.1 Przmieszczenie osi (linia przerywana) oraz oktadziny gornej (linia ciagta z kwadratami) i dolnej (linia ciagla
szersza z kwadratami) belki trojwarstwowej numer 3 w poréwnaniu do przemieszczenia zmierzonego w trakcie badan
laboratoryjnych dla 5 mm ugiecia oktadziny dolnej (linia ciggta)
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Przemieszczenie catkowite belki [m]

D_‘_‘—'—-—-—E_.______'_‘ B 1§
0.1 F
0.05 -
O[—‘__ql}""“‘-{l——————g ______ EI_____E__,_-_—LJ
-0.05
01k w=15mm E-B ——
' Pas gérny, belka 3 —&—
0s belki, Belka 3 - ©- -

0.15 Pas dolny, Belka 3 —8— :

0 0.5 1 1.5 2 2.5
Dhtugosc przesta [m]

Rysunek 5.1.2 Przmieszczenie osi (linia przerywana) oraz oktadziny gornej (linia ciagla z kwadratami) i dolnej (linia
ciggla szersza z kwadratami) belki trojwarstwowej numer 3 w pordwnaniu do przemieszczenia zmierzonego w trakcie badan

Przemieszczanie catkowite belki [m]

laboratoryjnych dla 15 mm ugigcia oktadziny dolnej (linia ciagta)

D—_____“'Ek—ﬁ____n n_______—E___(_——tJ
1= —= 1=
0.1
0.05
0= Ep——
.-D-_"'—-.._D_ _____ e e E—-‘"_'E
-0.05
0.1 w=20mm E-B ——
Pas gdrny, belka 3 —&—
0s belki, Belka 3 - ©- -

-0.15 T\.\-_Pas dolny, Belka 3 —;—__r_,/?
1 | —g- L |

0 0.5 1 1.5 2 2.5
Dlugosc przesta [m]

Rysunek 5.1.3 Przmieszczenie osi (linia przerywana) oraz oktadziny gornej (linia ciagta z kwadratami) i dolnej (linia
ciaggla szersza z kwadratami) belki trojwarstwowej numer 3 w poréwnaniu do przemieszczenia zmierzonego w trakcie badan

laboratoryjnych dla 25 mm ugi¢cia oktadziny dolnej (linia ciagta)
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=,

E 0.1

Z

& 005F

2

=

3\.:? O[}T___h |

m T = - - - -

; = e T B

S 005

o

3

g 01F w=35mm E-B ——

ﬁ Pas gérny, belka 3 —8—

% .0.15 04 belki, Belka 3 - -o- -
n\\ﬂipas dolny, Belka 3 :/./T

: ' —— I

0 0.5 1 1.5 2 2.5

Dtugosc przesta [m]

Rysunek 5.1.4 Przmieszczenie osi (linia przerywana) oraz oktadziny gornej (linia ciagla z kwadratami) i dolnej (linia
ciggla szersza z kwadratami) belki tréjwarstwowej numer 3 w poréwnaniu do przemieszczenia zmierzonego w trakcie badan

laboratoryjnych dla 35 mm ugigcia oktadziny dolnej (linia ciagta)

[,
E 0.1 |
=
T 005
=
é 0 - - H

- _———— _ r‘___.E—_'
2 005} = a
S
=
o -01F
£ w=45mm E-B ——
N Pas gy, belka 3 —&—
o -0.15 Qs belki, Belka 3 - 0o -
| Pas dolny, Belk | |

0 0.5 1 1.5 2 2.5

Dhugosc przesta [m]

Rysunek 5.1.5 Przmieszczenie osi (linia przerywana) oraz oktadziny gornej (linia ciagla z kwadratami) i dolnej (linia ciggta
szersza z kwadratami) belki trojwarstwowej numer 3 w poréwnaniu do przemieszczenia zmierzonego w trakcie badan

laboratoryjnych dla 45 mm ugiecia oktadziny dolnej (linia ciagta)
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=,
— u1jhR1h%L“““xﬂL____1EF;__;_Eff””ATfFfJA
E
T 0.05F
0
g
3 Op—
= - -
3 TE. L -
2 -0.05 "B go---- T
o
o
@ -0.1
E w=55mm E-B ——
R 0.15 Pas gérny, belka 3 —=—
a ' 0% belki, Belka 3 - o -

Pas dolny, Belka 3 —l—I |
=

0 0.5 1 1.5 2
Dhtugosc przesta [m]

Rysunek 5.1.6 Przmieszczenie osi (linia przerywana) oraz oktadziny gornej (linia ciagla z kwadratami) i dolnej (linia ciagla
szersza z kwadratami) belki trojwarstwowej numer 3 w porownaniu do przemieszczenia zmierzonego w trakcie badan

laboratoryjnych dla 55 mm ugi¢cia oktadziny dolnej (linia ciagta)

2.5

&
— 0.1
E
= 0.05
0
3
g 05— —
vy -~ -
[ g . ==
o -0.05 e lgl T
C --E-
5
g i
£ w=60mm E-B ——
N -0.15 Pas gérny, belka 3 —&—
o 0s belki, Belka 3 - ©- -
0.2 - Pas dolny, Belka 3 |
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Dlugosc przesta [m]

Rysunek 5.1.7 Przmieszczenie osi (linia przerywana) oraz oktadziny gornej (linia ciagta z kwadratami) i dolnej (linia ciagta
szersza z kwadratami) belki trojwarstwowej numer 3 w porownaniu do przemieszczenia zmierzonego w trakcie badan

laboratoryjnych dla 65 mm ugi¢cia oktadziny dolnej (linia ciagta)
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[

1]
01t
E
>  0.05}
b}
A0
z
= 0
% H‘"*._ I
S - -
S 005 oL -
g ‘ﬂ-...,‘_‘___E______..—E"'
N
o -01r
ki
= 0.15 w=75mm E-B ——
N Pas gérny, belka 3 —=—
o 03 belki, Belka 3 - 0 -
-0.2 Pas dolny, Belka 3 |
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Dtugosc przesta [m]

Rysunek 5.1.8 Przmieszczenie osi (linia przerywana) oraz oktadziny gérnej (linia ciagla z kwadratami) i dolnej (linia ciagla
szersza z kwadratami) belki trojwarstwowej numer 3 w poréwnaniu do przemieszczenia zmierzonego w trakcie badan
laboratoryjnych dla 75 mm ugigcia oktadziny dolnej (linia ciagta)

Przeglad powyzszych wykresow pozwala jednoznacznie stwierdzi¢, ze model Eulera
Bernoulliego nie opisuje prawidtowo stanu przemieszczenia belek trojwarstwowych.

Takze warto$ci naprezen normalnych w drewnianych okladzinach, wyznaczone na
podstawie rownan z rozdziatu 4.2, nie odpowiadaja warto$ciom obliczonym na podstawie
odksztatcen tensometrow. Roznice te zostaly zaprezentowane na rysunku (5.1.9). Wykres
znajdujacy si¢ w czesci gornej rysunku przedstawia napr¢zenia w badanej belce numer 3 za$
wykres nizej przedstawia naprezenia obliczone na podstawie rozwigzan teoretycznych. Oprocz
istotnych réznic w wartosciach napr¢zen dla kazdego z trzech posrednich obcigzen zmierzonych
w trakcie pomiaréw uwage zwracajg takze znaki naprezen. Z rysunku (5.1.9) wynika, ze w
trakcie badan doswiadczalnych, pod wplywem obciazenia, w obu drewnianych oktadzinach
pojawiaty si¢ napr¢zenia przeciwnych znakow. Oznacza to, ze jednoczesnie i w gornej i dolnej
oktadzinie pojawia si¢ strefa Sciskana i rozciggana. Na podstawie rysunku (5.1.9) mozna takze
wnioskowac, ze wartos$ci naprezen w skrajnych zewnetrznych wtoknach pasa dolnego osiagaja
wigksze warto§ci w pordwnaniu z naprezeniami w pasie gornym. Roéznice te rosng wraz ze
wzrostem przytozonego obcigzenia na trawers.

Wykres naprezen dla modelu Eulera-Bernoulliego jest odmienny. W obu oktadzinach
pojawiaja si¢ napr¢zenia rowne co do wartosci, lecz o przeciwnych znakach. Przektada si¢ to na

nierownomierne $ciskanie pasa gornego oraz nierdwnomierne rozcigganie pasa dolnego (rysunek
(5.1.9)).
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a) Naprezenia zaobserwowane w trakcie badan doswiadczalnych

k-3 2 2
5 5 3
Bz 2z 2
s B i
"6 O O
g —-—-- ),66_-123 -1.84 225, -304 _ -360__-437 -458, 533 _-580 _635__ 671 , -708 _ -760___ -820_ _ 867 _c
_____ l__y ¥ _ vV __w _ ¥ W v W W N N N B
0,21 -0,237-046 -0,64 " 117 " ABT T 2,00 T 2177 2727 287 328 =346 =361 4,03 449 478
Gorna
oktadzina
& | 048 129 186 242 294 336 _ 390 _440 _490 540 58 _ 633 __700 __ 733 __ 762 __.78° it
_________________________________________________________________________________________ g
0,25 091 140 1,89 245 ~293 353 405 465 521 576 6,29 7,03 747 7,86 8,19
=== ),71_-153 -2,36_-305 -396_ 463 _-570 622 _-724 _-793 _ 877 _ 949 _ __-1023___ _-1116 ___ 1193 _ __ - -12,61c
____________________ — .. BN W B .. ] — JE— [ o 1
-0,60 -122 -1,96 -255 -334  -397 490 534 626 -677 -7.43 -8,00 -8,56 -9,28 9,86 -10.41
Dolna
oktadzina
§ | _ 175312 443 538 676 778 891 988 1093 1201 12,89 13,73 14,73 15,58 16,58 gAY it
—-—-L_W_J I _ N _ S _ N N S A N S ST S I AN C
793 956 1053 11,72 12,93 13,90 14,82 16,00 16,96 18,69
b) Wybrane naprgzenia wedtug modeli Eulera-Bernoulliego
e ——. .. W ——— 40 473 G
____________________ 249 _ __ __ __________ 88 _ _ __ __ __ . 481 ___ .G
Goérna
oktadzina
N
Dolna
oktadzina
§ _______________ 20400 e SIOOM o e SOTI. o oo e e 2
—————————————e . - _ G
2,56 . 400 T 473 T
2, 2, 2,
<, c, Ty
(X ' 2=
™Z ™z e
e Sex ‘oo
9,N et oty
Ouwo O O

Rysunek 5.1.9 Poréwnanie naprezen w okladzinach: a) na podstawie badan doswiadczalnych oraz b) modelu Eulera-
Bernoulliego
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5.2. Analiza numeryczna modelu Zig-Zag

Podobnie jak w przypadku modelu Eulera-Bernoulliego takze rezultaty obliczen
przemieszczen i odksztalcen otrzymane z réwnan wedlug modelu Zig-Zag skonfrontowano z
rezultatami otrzymanymi w trakcie doswiadczen laboratoryjnych. Na rysunkach (5.2.1) — (5.2.8)
zestawiono przemieszczenia osi belki wedlug zalozen modelu Zig-Zag z przemieszczeniami

oktadziny gornej, dolnej oraz osi belki zmierzonymi w laboratorium podczas obcigzania belki
numer 3.

‘E01f
=
Fe!
2 0.05F
E:
(o]
i
3 O ———m e N R e 5 K B s = b ==
b
C
N
o -0.05
ki
£ w=bmm Z-Z —-—--
N -0 F Pas gdrny, belka 3 —=—
o 0s belki, Belka 3 - ©- -
Pas dolny, Belka 3 —8—
-0.15 8= - 58— 5 a—! e
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Dtugosc przesta [m]
Rysunek 5.2.1 Wykres porownanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla modelu Zig-Zag (Z-Z) oraz osi i krawedzi
zewngtrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywotujacego 5 mm przemieszczenia dolnej oktadziny

D_‘_‘—'—-—-—E_.______'_‘ B
£ 01
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‘E Oﬁ'-u—ﬂ_—-____‘ﬁ_:___‘_hu______ﬂ ______ EI___:__'_;___._.-—:[]
i} T e == -t
§
g -0.05 -
]
= 01k w=15mm Z-Z —-—--
N ' Pas gérny, belka 3 —=—
o 0s belki, Belka 3 - 0o -
0.15 Pas dolny, Belka 3 —a— |
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Ditugosc przesta [m]
Rysunek 5.2.2 Wykres poréwnanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla modelu Zig-Zag (Z-Z) oraz osi i krawedzi
zewngtrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywotujacego 15 mm przemieszczenia dolnej oktadziny
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Rysunek 5.2.3 Wykres porownanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla modelu Zig-Zag (Z-Z) oraz osi i krawedzi
zewngtrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywotujacego 25 mm przemieszczenie dolnej oktadziny
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Rysunek 5.2.4 Wykres pordéwnanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla modelu Zig-Zag (Z-Z) oraz osi i krawedzi
zewnetrznych okladzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywotujacego 35 mm przemieszczenie dolnej oktadziny
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Rysunek 5.2.5 Wykres porownanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla modelu Zig-Zag (Z-Z) oraz osi i krawedzi
zewngtrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywotujacego 45 mm przemieszczenie dolnej oktadziny
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Rysunek 5.2.6 Wykres poréwnanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla modelu Zig-Zag (Z-Z) oraz osi i krawedzi
zewnetrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywotujacego 55 mm przemieszczenie dolnej oktadziny
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Rysunek 5.2.7 Wykres porownanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla modelu Zig-Zag (Z-Z) oraz osi i krawedzi
zewngtrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywotujacego 65 mm przemieszczenie dolnej oktadziny
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Rysunek 5.2.8 Wykres poréwnanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla modelu Zig-Zag (Z-Z) oraz osi i
krawedzi zewngtrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywolujacego 75 mm przemieszczenie dolnej oktadziny

Z pordéwnania przemieszczen osi teoretycznej belki trojwarstwowej z osig belki poddane;j
badaniom dos$wiadczalnym wynika, ze ich warto$ci prezentujg ten sam rzad wielkos$ci. R6znig
si¢ jednak co do wartosci. Najwigksze roznice migdzy przemieszczeniami osi belek
zaobserwowano dla przemieszczenia pasa dolnego w = 45 mm. Przy mniejszych i wigkszych
przemieszczeniach roznice te byly wyraznie mniejsze. Obserwacje porownawcze pokazujg
wplyw faktu, Ze w modelu teoretycznym belka podparta jest na obu koncach swojej osi. Z tego
tez powodu w przekrojach podporowych nie doznaje ona przemieszczen pionowych. W
przypadku belki poddanej badaniom do$wiadczalnym jej 0§ jest usytuowana w polowie
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wysokosci przekroju 1 w zwigzku z tym, ze obserwowane jest Sciskanie rdzenia, powyzsze
wykresy pokazuja pionowe przemieszczenia osi elementu takze w przekrojach podporowych.

Na rysunku (5.2.9) zaprezentowano wykres funkcji w(x), opisujacej przemieszczenie
pionowe osi belki trojwarstwowej, dla trzech wartosci obcigzen sit skupionych.

0
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Rysunek 5.2.9 Przemieszczenia pionowe belki trojwarstwowej dla trzech wybranych wartosci obcigzen sitami skupionymi:
~6,23 kN, ~9,76 kN oraz ~11,53 kN

Na rysunku (5.2.10) przedstawiono wykresy funkcji w(X), opisujacej kat przemieszczenia
poziomego osi oktadzin belki trojwarstwowej, dla trzech wartosci obciazen sit skupionych.
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Rysunek 5.2.10 Kat przemieszczenia poziomego osi oktadzin belki trojwarstwowej dla trzech wybranych warto$ci obcigzen
sitami skupionymi: ~6,23 kN, ~9,76 kN oraz ~11,53 kN

Natomiast rysunek (5.2.11) pokazuje wykres momentow zginajacych w pojedynczej
oktadzinie rozpatrywanej konstrukcji trojwarstwowej. Z wykresu wynika, ze ekstremalna
warto$¢ momentu zginajacego nie pojawia si¢ w $rodku rozpigtosci konstrukcji, lecz w miejscu
przylozenia sit skupionych. W $rodku rozpigtosci elementu pojawia si¢ lokalne ekstremum
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przebiegu momentoéw, lecz jest ono, co do wartosci, okoto 40% mniejsze w poroéwnaniu z
ekstremum globalnym przekroju pod sitg skupiona.
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Rysunek 5.2.11 Momenty zginajgce w osi oktadzin belki trojwarstwowej dla trzech wybranych wartosci obcigzen sitami
skupionymi: ~6,23 kN, ~9,76 kN oraz ~11,53 kN

Z zatozen teoretycznych lezacych u podstaw modelu Zig-Zag i wyprowadzonych na ich
podstawie rownan wynika istnienie sity osiowej w oktadzinach ustroju. Ich przebieg zostat
wykreslony dla trzech wybranych warto$ci obcigzen sitami skupionymi i pokazany na rysunku
(5.2.12). Wynika z niego, ze ekstremalna warto$¢ sity osiowej pojawia si¢ w srodku rozpigtosci
przesta analizowanej belki.
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Rysunek 5.2.12 Sity osiowe w osi oktadzin belki trojwarstwowej dla trzech wybranych warto$ci obcigzen sitami
skupionymi: ~6,23 kN, ~9,76 kN oraz ~11,53 kN
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Naprezenia styczne, na styku okladziny i1 rdzenia, zmieniajg si¢ w sposob pokazany na
Rysunku 5.2.13. Z ponizszego wykresu wynika, ze w $rodku rozpietosci belki naprezenia
styczne z, sg rowne zeru. Najwigksze wartosci osiagaja natomiast w przekrojach podporowych.
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Rysunek 5.2.13 Napre¢zenia styczne w plaszzyznie styku oktadziny i rdzenia belki trojwarstwowej dla trzech wybranych warto$ci
obciazen sitami skupionymi: ~6,23 kN, ~9,76 kN oraz ~11,53 kN
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a) Naprezenia zaobserwowane w trakcie badan doswiadczalnych
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Rysunek 5.2.14 Zestawienie naprezen normalnych w drewnianych pasach belki trojwarstwowej w przekroju w §rodku rozpigtosci belki trojwarstwowej: na podstawie badan doswiadczalnych
(powyzej) oraz na podstawie modelu Zig-Zag (ponizej)
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Rysunek (5.2.13) przedstawia poroéwnanie wartoSci naprezenh w okladzinach belki
sandwiczowej w $rodku jej rozpigtosci, obliczonymi na podstawie odksztalcen tensometrow
elektrooporowych, z warto$ciami napre¢zen obliczonymi na podstawie teoretycznych rozwazan
przedstawionych w Rozdziale 4.

Z rysunku (5.2.13) wynika, ze rozktad naprgzen z modelu teoretycznego jest symetryczny
wzgledem osi belki. Zewnetrzne wtokna goérnej oktadziny sg $ciskane natomiast skrajne wtokna
dolnej oktadziny sa rozciggane. Wartoéci napr¢zen nie sg jednak tozsame. Na styku oktadzin i
poliuretanowego rdzenia osiggajg one mniejsze wartosci na skutek dziatania naprezen stycznych

Ty.

Natomiast rozktad naprezen normalnych uzyskanych z odksztalcen tensometrow jest
nierownomierny. Zachodzi co prawda analogia, ze w plaszczyznie styku rdzenia i okladzin
wartosci naprezen normalnych osiggaja one mniejsze warto$ci w poréwnaniu z widknami
zewnetrznymi, lecz pozostale cechy ich rozkladu sg juz odmienne. W badanych belkach
napre¢zenia normalne w $rodku rozpigtosci belki, we wtoknach gérnych pasa goérnego, osiggaty
mniejsze warto$ci niz naprezenia we widknach dolnych pasa dolnego.

5.3. Analiza numeryczna modelu Zig-Zag z uwzglgdnieniem S$cinania w
naktadkach

Model Zig-Zag uwzglgdniajacy $cinanie w drewnianych naktadkach stanowi rozwinigcie
modelu Zig-Zag. Porownanie przemieszczen osi belki wedlug tego modelu z rezultatami
uzyskanymi dla belki numer 3 pokazuje seria wykresow, zamieszczonych na rysunkach (5.3.1)-
(5.3.8).
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Rysunek 5.3.1 Wykres porownanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla zmodyfikowanego (uogdlnionego)
modelu Zig-Zag (z. Z-Z) oraz osi i krawedzi zewnetrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obciazenia wywotujacego 5 mm
przemieszczenia dolnej oktadziny
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Przemieszczenie catkowite belki [m]
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Rysunek 5.3.2 Wykres poréwnanawczy przemieszcezen osi belki obliczonych dla zmodyfikowanego (uogolnionego)
modelu Zig-Zag (z. Z-Z) oraz osi i krawedzi zewnetrznych okladzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywolujacego 15 mm

Przemieszczanie catkowite belki [m]

przemieszczenia dolnej oktadziny
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Rysunek 5.3.3 Wykres poréwnanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla zmodyfikowanego (uogdlnionego) modelu Zig-
Zag (z. Z-Z) oraz osi i krawedzi zewnetrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywotujacego 25 mm przemieszczenia

dolnej oktadziny
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Przemieszczenie catkowite belki [m]
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Rysunek 5.3.4 Wykres porownanawczy przemieszcezen osi belki obliczonych dla zmodyfikowanego (uog6lnionego) modelu Zig-
Zag (z. Z-Z) oraz osi i krawedzi zewngtrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywotujacego 35 mm przemieszczenia

Przemieszczenie catkowite belki [m]
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Rysunek 5.3.5 Wykres poréwnanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla zmodyfikowanego (uogoélnionego)
modelu Zig-Zag (z. Z-Z) oraz osi i krawedzi zewnetrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywotujacego 45 mm

przemieszczenia dolnej oktadziny
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Rysunek 5.3.6 Wykres porownanawczy przemieszezen osi belki obliczonych dla zmodyfikowanego (uogolnionego)
modelu Zig-Zag (z. Z-Z) oraz osi i krawedzi zewnetrznych okfadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywotujacego 55 mm
przemieszczenia dolnej oktadziny

E . _
s :
2 :
z Ol CLlh
= ~II-s b
3 = : i
5 005 o T é—i-.i—-ﬁ..__._u.,u.__.:_:—..-_.—i"l.j_.‘_,..,-. R T
T s ' :
N : :
% 0.1 F : : :
E w=65mm z. Z-Z —-—-— ' :
g -0.15 Pas gorny, belka 3 —8—
o : Os belki, Belka 3 - 0- - :
02k Pas dolny, Belka 3 | _
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Ditugosc przesta [m]

Rysunek 5.3.7 Wykres poréwnanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla zmodyfikowanego (uogélnionego)
modelu Zig-Zag (z. Z-Z) oraz osi i krawedzi zewnetrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywotujacego 65 mm
przemieszczenia dolnej oktadziny
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Rysunek 5.3.8 Wykres porownanawczy przemieszczen osi belki obliczonych dla zmodyfikowanego (uogélnionego)
modelu Zig-Zag (z. Z-Z) oraz osi i krawedzi zewnetrznych oktadzin badanej belki nr 3 dla obcigzenia wywolujacego 75 mm
przemieszczenia dolnej oktadziny

Podobnie jak w przypadku poprzednich modeli takze i w tym przypadku za o$ elementu
trojwarstwowego rozumie si¢ 0§ usytuowang w potowie odlegltosci miedzy skrajnymi
krawedziami gérng i dolng belki. Dodatkowo w modelu teoretycznym zaktada si¢, ze podparta
jest o8 belki nie za$ jej dolna oktadzina, jak to mialo miejsce w trakcie badan doswiadczalnych.
Ta roznica powoduje, ze 0§ belki numer 3 obcigzanej w laboratorium przemieszcza si¢ w
przekrojach podporowych, czego nie obserwuje si¢ dla osi modelu teoretycznego.

Z rysunkow (5.3.1) — (5.3.5) wynika, ze przemieszczenie pionowe o0si modelu teoretycznego
oraz belki rzeczywistej niemal pokrywaja si¢. Wraz z przyrostem obcigzenia rdznice w
polozeniu osi odksztalconej zwiekszaja sig. O$ belki rzeczywistej przemieszcza si¢ bardziej w
stosunku do osi modelu teoretycznego. Wielko$ci przemieszczen pionowych wciaz sa tego
samego rzedu natomiast w ujeciu procentowym ksztaltujg si¢ na poziomie ~30%.

Rysunek (5.3.9) prezentuje przemieszczenia osi belek dla wybranych wartosci obcigzen
sifami skupionymi trzech dotychczas skomentowanych modeli teoretycznych: FEulera-
Bernoulliego (E-B), Zig-Zag (ZZ) i zmodyfikowanego (uogdlnionego) modelu Zig-Zag (z. ZZ)
uwzgledniajgcego $cinanie w oktadzinach. Na rysunku (5.3.9) pokazano tez przebieg
przemieszczenia, przyjetej do celow porownawczych, osi belki numer 3 (Belka 3). Wynika z
niego, ze model Eulera-Bernoulliego daje rezultaty wyraznie odstajace od pozostatych dwoch
modeli teoretycznych i ze nie sg to wyniki miarodajne. Model Zig-Zag lepiej odwzorowywat
stan przemieszczenia elementu przy mniejszych obciazeniach za§ model Zig-Zag,
uwzgledniajacy Scinanie w naktadkach, dawat rezultaty blizsze rzeczywistym przemieszczeniom
dla wigkszych obcigzen.
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Rysunek 5.3.9 Przemieszczenia teoretycznych osi belek trojwarstwowych dla modelu Eulera-Bernoulliego (E-B), Zig-Zag (Z22),
Zig-Zag z uwzglednieniem $cianania (z. ZZ) oraz rzeczywistej belki numer 3 przy trzech wybranych warto$ciach obciazen sitami
skupionymi: ~6,23 kN, ~9,76 kN oraz ~11,53 kN

0
Funkcja w dla P=6,23kN ———
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Rysunek 5.3.10 Przemieszczenia pionowe belki trojwarstwowej dla trzech wybranych wartosci obcigzen sitami
skupionymi: ~6,23 kN, ~9,76 kN oraz ~11,53 kN
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Rysunek 5.3.11 Katy obrotu przekroju dla trzech wybranych wartosci obciazen sitami skupionymi: ~6,23 kN, ~9,76 kN

oraz ~11,53 kN

Na podstawie rownan wyprowadzonych w rozdziale 4, dla trzech wybranych warto$ci
obcigzen sitami skupionymi, wykre§lono przebiegi funkcji ¢@(X) opisujacej kat obrotu przekroju
belki. Rezultaty przedstawiono na rysunku (5.3.11).

Przebieg =zmiennosci funkcji  w(X), opisujacej poziome przesunigcie oktadzin,
przedstawiono na rysunku (5.3.12).
0.0015 ——
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B
= 0.0005F
=
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]
B
£-0.0005
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-0.001 ~ Funkcja w dla P=6,23kN ——
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-0.0015
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Rysunek 5.3.12 Kat przemieszczenia poziomego osi oktadzin belki trojwarstwowej dla trzech wybranych warto$ci obcigzen

sitami skupionymi: ~6,23 kN, ~9,76 kN oraz ~11,53 kN

Natomiast na rysunku (5.3.13) pokazano przebieg zmienno$ci momentow zginajacych w
pojedynczej oktadzinie. Podobnie jak dla przebiegu momentdéw zginajacych wedtug modelu Zig-
Zag takze i1 dla przedmiotowego modelu ekstremalne wartoSci momentéw pojawiaja si¢ w
przekrojach obcigzonych sitami skupionymi. W przekroju usytuowanym w potowie rozpigtosci
belki momenty zginajace osiagaja ekstremum lokalne, gdzie warto$ci sg mniejsze. Zgodnie z
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warunkami brzegowymi dla tego modelu momenty zginajace w przekrojach podporowych sg
roOwne zeru.

a00 g Ly

800 C I\

I
—
—

700 '

Ln h

= =

= =]
I

S

—

WA
o o
= 2

I I
““h -
H -
.
-
-

Moment zginajacy [Nm]
S,
-~

200

I
-~

y Moment dla P=6,23kN ——— A
100 Z Moment dla P=9,76kN —— \
Momept dia P=11,5|3kN -,

0 1
0 0.5

1 1 2.5
Dlugosc przes'lg [m]

Rysunek 5.3.13 Momenty zginajace w osi oktadzin belki trojwarstwowej dla trzech wybranych warto$ci obcigzen sitami
skupionymi: ~6,23 kN, ~9,76 kN oraz ~11,53 kN
Przebieg sil osiowych w pojedynczej okladzinie belki tréjwarstwowej przedstawiono na
rysunku (5.3.14). Wynika z niego, ze ekstremalne wartoéci sit osiowych pojawiajg si¢ w
przekroju usytuowanym w srodku rozpietosci belki.

-~ ~.
14000 |- R4 N
/ \
12000 / \
Z10000 / \
g " .
3 8000} / \
8 ' \
g 6000 ." .
/ \
4000 - / \
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2000 - Sila osiowa dla P=9,76kN ——
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0
0 0.5 2 2.5

[}Iugos'c przels}% [m]
Rysunek 5.3.14 Sity osiowe w osi oktadzin belki trojwarstwowej dla trzech wybranych wartoéci obcigzen sitami
skupionymi: ~6,23 kN, ~9,76 kN oraz ~11,53 kN
Wartosci momentow zginajacych i sit osiowymi w oktadzinach, obliczonych wedtug modelu
Zig-Zag ze Scinaniem w nakladkach wskazuja, ze przy przyjetych wymiarach przekroju
poprzecznego oraz parametrach wytrzymatosciowych parametrow sktadowych dominujacy silg
wewnetrzng jest sita osiowa. Natomiast momenty zginajace odgrywaja tu role drugorzedna.
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Rysunek 5.3.15 Naprezenia styczne w plaszzyznie styku oktadziny i rdzenia belki trojwarstwowej dla trzech wybranych
wartosci obcigzen sitami skupionymi: ~6,23 kN, ~9,76 kN oraz ~11,53 kN
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Rysunek 5.3.16
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Miarg efektywnosci modelu teoretycznego Zig-Zag uwzgledniajgcego $cinanie w
naktadkach jest takze poréwnanie napr¢zen normalnych w drewnianych oktadzinach belki
trojwarstwowej. Wykresy naprezen dla srodkowego przekroju belki wyznaczone na podstawie
odksztatcen tensometréw oraz obliczone dla prezentowanego modelu przedstawiono na rysunku
(5.3.15). Zatozenia teoretyczne dla omawianego modelu spowodowaly, ze napr¢zenia normalne
w okladzinach maja uklad symetryczny. Nie pojawil si¢ efekt wzrostu naprezen rozciggajacych
w zewngtrznych widknach pasa dolnego. Naprg¢zenia normalne osiggnety tu mniejsze warto$ci w
poréwnaniu do klasycznego modelu Zig-Zag.

Zauwazono tez, ze ro6znice wartosci naprezen Sciskajacych w zewnetrznych witoknach gorne;
oktadziny dla modelu i badan doswiadczalnych malejg wraz ze wzrostem obcigzenia. Odwrotny

efekt widoczny jest dla wlokien zewnetrznych pasa dolnego. Roznice w warto$ciach naprezen
dochodza tu do 50%.

5.4. Analiza numeryczna modelu dwoch sprzezonych belek

W przypadku ostatniego juz modelu zaktadajacego, ze belka trojwarstwowa jest traktowana
jako uktad dwoch elementow potaczonych dwuparametrowym podtozem Pasternaka analizie
poddano tylko przemieszczenia osi belki. Rezultaty obliczen przedstawiono na rysunku (5.4.1).
Wynika z niego, ze przemieszczenia osi belki wedtug modelu sg o rzad wielkos$ci wigksze w
porownaniu do przemieszczen zmierzonych w trkacie badan laboratoryjnych oraz modeli Zig-
Zag i modelu Z-ig-Zag uwzgledniajacego $cinanie w naktadkach.
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Rysunek 5.4.1 Zestawcze poréwnanie przemieszczen dla analizowanych modeli teoretycznych belek trojwarstwowych: Eulera-
Bernoulliego (E-B), Zig-Zag (Z2Z), Zig-Zag (zmodyfikowany) ze $cinaniem w naktadkach (z. ZZ) oraz belek sprzg¢zonych
(Sprzgzenie)

Na podstawie rysunku (5.4.1) wnioskowa¢ mozna, ze zaproponowany model opisujacy stan
przemieszczenia belki tréjwarstwowej nie jest wlasciwy.

122



Belki warstwowe o podatnych potaczeniach warstw

6. Belki warstwowe 0 podatnych potaczeniach warstw
6.1. Belka dwuwarstwowa o podatnym potaczeniu warstw

Elementami wrazliwymi czg¢sto majgcymi istotny wplyw na stan wytezenia i
przemieszczenia belki a takze jej niezawodno$¢ sa polaczenia warstw. Polaczenia te czgsto
ulegaja zniszczeniu. W miejscach tych moze wystapi¢ poslizg migdzy wspdtpracujacymi
warstwami. Problem ten analizowany byl w wielu pracach na przyktad [4], [8-9], [22-24], [30],
[34-36], [39-42], [45], [69], [78], [102], [108], [119,120], [122,123], [143] i to zarowno W
zagadnieniach statycznych jak i dynamicznych. Problem ten omowiony zostanie ponizej na
przyktadzie belki dwuwarstwowej z uwzglednieniem poslizgu miedzy warstwami. Jak wynikaé
bedzie z wyprowadzonych rownan rozniczkowych belka dwuwarstwowa moze by¢ traktowana
jak trojwarstwowa belka sandwiczowa, w ktorej wysoko$¢ rdzenia jest pomijalnie mata, ale
poslizg migdzy warstwami mozna uwazac¢ za $cinanie rdzenia.

Niech belka bedzie zbudowana z dwoch warstw (elementow) potaczonych w jedng catos¢
(rysunek (6.1.1)).

E, AL, m,

0 g

Srodek ciezkosci .
elementu (1) . / ------ S
\ ] ‘

v

Srodek ciezkosci
petnego przekroju

@

Srodek ciezkosci
elementu(2)
EZ’ AZ’ I2’ m2

Rysunek 6.1.1 Geometria przekroju poprzecznego elementu dwuwarstwowego
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Rysunek 6.1.2 Wzajemne przemieszczenia czesci sktadowych belki dwuwarstwowej

J H HP(T)l r H | Moram,

N, +dN,

—_— - —— —— —>

v V, V,+dV,
4—4—54—4—4—4—4—4— Q+dQl>M+dM
M,+dM,

N,+dN,

V,+dV,

‘ dx

Rysunek 6.1.3 Sity wewnetrzne w przekroju belki dwuwarstwowej oraz na styku warstw sktadowych na odcinku dx

Na rysunku (6.1.1) przedstawiono przekroj poprzeczny belki dwuwarstwowej. Rysunek
(6.1.2) prezentuje stan przemieszczen belki wraz z przesunigciem wzajemnym obu warstw
natomiast rysunek (6.1.3) zawiera sity przekrojowe dziatajace na wycigty fragment belki.

Jak wynika z rysunku (6.1.3), wzajemny poslizg mi¢dzy obu warstwami wynosi:
dw(x)

u,(x) =u,(x) —u (x) + hd()_ u(x) + h——= (6.1.1)
gdzie: h = h; + h, .
Rézniczkujac zalezno$¢ (6.2.1) otrzymuje sig:
2
W) e, + h W) (6.1.2)
dx dx

natomiast ze zgodnosci krzywizny przy zginaniu gornej 1 dolnej belki wynika zaleznos$¢:
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d?w(x)  M,(x)  M,(x)
x> (El), (EI),’

Sita dzialajaca miedzy belkami (sila $cinajaca) jest rowna:

V() =ku () =k [u(x) +h

dw(x)

(6.1.3)

(6.1.4)

gdzie: stala kg oznacza sztywno$¢ potaczenia warstw na $cinanie i okre$lona jest w [MPa].
Z warunkow rownowagi dla wycigtego elementu belki (rysunek (6.1.3)) a wiec z sumy
rzutow wszystkich sit na o§ pozioma, pionowa i réwnowagi momentoéw otrzymuje si¢

zaleznosci:

> X =0

— dla gornej belki:

M + ksus (X) — 0’
dx
— dla dolnej belki:
M + ksus (X) — 0,
dx

1 po zsumowaniu réwnan (6.1.6) 1 (6.1.7) otrzymuje si¢:
dN, () AN, (9

Ol
dx dx
>Y=0
— dla gérnej belki:
dV, (x
% — p(x)1
X
— dla dolnej belki:
V() g
dx
1 po zsumowaniu powyzszych réwnan otrzymuje sig:
dVv (x
% b,
dx
gdzie: V(X) =V, (x) +V,(x).
> M=0
— dla gornej belki:
dM, (x)
d1X =V, (x) -V, (x)h,,
v, 09 = P Ly o,
dx
— dla dolnej belki:
M=L9_v, (9 -v, (9,
X
dMm, ()

V,(X) = T +V (x)h,,
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I po zsumowaniu powyzszych zalezno$ci otrzymuje sie:
dM (x)

o=V (0 -V, (0h (6.1.15)
V(x) = d'\g(x) LV, (0, (6.1.16)

Przy czym dla belki Eulera-Bernoulliego vz/(aZna jest zaleznos¢:
M (X) = M, (X) + M, (x) = [(El), + (EI),] d;WXEX) —_El dde;gX). (6.1.17)

Z powyzszych zaleznos$ci wynikaja nastgpujace zwiazki miedzy przemieszczeniami i sitami
przekrojowymi (wewnetrznymi):
2 dv, (x 4 dv, (x
VO) M) dV.0 | diwe) V(9

—p(X), 6.1.18
dx dx? dx dx* dx PO ( )
du(x) _ du,(x)  du,(x) N[ 1 1 ] (6.1.19)
dx dx dx (EA), (EA),” T
a stad:
du(x)
N(x)=- : 6.1.20
(x) o S ( )
a po zrozniczkowaniu tego ostatniego rOwnania:
dN(X) d?u(x)
=— , 6.1.21
dx e ( )
a takze bioragc pod uwage zaleznos¢:
dN(x) dw(x)
— =k, [u(x) + h———=], 6.1.22
=k, [u() +h ] (6122)
gdzie:
EAEA
N.(X)=—N,(X)=N(x), ¢ =—22122_
1 (%) :(X)=N(x), ¢ EALEA

1 po pewnych matematycznych przeksztalceniach otrzymano uktad dwoéch roéwnan
rézniczkowych zwyczajnych, okreslajacych stan przemieszczenia belki z uwzglednieniem
poslizgu miedzy belkami:

d*w(x) , d*w(x) du(x)
El —h°k —hk = p(x), 6.1.23
o T sy~ PO (6.1.23)
2
%—ksu(x) _k h W) (6.1.24)
X
Warunki brzegowe dla belki swobodnie podpartej majg postac:
w(0)=w(L)=0 (6.1.25)
d 2w(x) d 2w(x)|
= =0, 6.1.26
dX2 x=0 dXZ |x:L ( )
du(x) du(x)|
= =0, 1.27
dX x=0 dX |x:L (6 )

gdzie: L jest dlugoscig belki.
Warto zauwazy¢, ze uklad rownan rézniczkowych (6.1.23), (6.1.24) jest analogiczny do
uktadu réwnan rézniczkowych (4.5.21), (4.5.22) opisujacego stan przemieszczen trojwarstwowe;j
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belki sandwiczowej w ujeciu teorii Zig-Zag przy innej interpretacji statych wystepujacych w
tych uktadach réwnan. Stad wynika, ze belka zbudowana z dwoch elementow, miedzy ktorymi
wystepuje wzajemne przesuniecie, moze by¢ traktowana jako belka sandwiczowa o pomijalnie
matej wysokosci rdzenia.

Dla warunkow brzegowych (6.1.26) i (6.1.27) rozwigzania poszukujemy w postaci
szeregow:

w) =Yy, sinnT”X, (6.1.28)
n=1
u(x) = ZcosnTﬂX. (6.1.29)
n=1

Po podstawieniu powyzszych szeregbw do réwnan (6.2.23), (6.2.24) 1 wykonaniu
ortogonalizacji otrzymujemy algebraiczny uktad rownan:

1V/4 4 2 Nz 2 nrz 2 2p
—) El +h°k (— hk,(—)“u, =—, 6.1.30
[ B+ () Tyn + bk ()70, == ( )

ksh(”{wn +[g(“{)2 +k,Ju, =0. (6.1.31)

. < . nax
dzie: = x)sin ——dx.
gdzie: p, J pO)sin—-

Po rozwigzaniu powyzszego uktadu rownan i podstawieniu do wzorow (6.1.28) oraz
(6.1.29) szukane przemieszczenia okre$laja wzory:

Nz, , . nzax
Oc —)"+k.]p,sin—
2 [cC )" +k.Ip, sin=-

w(x) = T2 ha pp : (6.1.32)
"1 () [Elg(-7)* +kh’s +Elk,]
L L
2 x ksh(nl) pn Cosniﬂx
u) =-=% L L . (6.1.33)
L~ Nmyy nrz.,, 9
= OB e+ Eik]
W przypadku sity skupionej P w punkcie X, mamy
p(X) =Pd(x=x,) (6.1.34)
Stad:
p. = Psin n’ixo . (6.1.35)

Symbolem () oznaczono delt¢ Diraca.

Aby zobrazowa¢ wplyw podatnosci potaczenia miedzy czeSciami sktadowymi belki
dwuwarstwowej przeprowadzono obliczenia dla hipotetycznej jednoprzestowej belki
wolnopodpartej, obcigzonej dwiema sitami skupionymi. Geometria przekroju poprzecznego,
schemat statyczny oraz dane materiatowe przedstawiono ponize;.

Przyjeto nastepujace dane wyjsciowe:

— modut sprezystosci czeéci drewnianych E, =7,99-10°Pa;

— wysokos¢ przekroju poprzecznego gornej belki h,, =0,045m;

— szerokos¢ przekroju poprzecznego gornej belki b, =0,15m;
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— wysokos$¢ przekroju poprzecznego dolnej belki h,, =0,15m;
— szerokos¢ przekroju poprzecznego dolnej belki b,, =0,045m;

— rozpigto$¢ teoretyczna belki L =2,70m.

| 1
T

hy,

petnego przekroju

Srodek ciezkosci

Rysunek 6.1.4 Geometria przekroju teowego belki drewnianej ztozonej z dwdch czgsei sktadowych. Plaszczyzna styku
zaznaczona przerywang linig

W przyktadzie zalozono, ze belka bedzie obcigzana dwiema sitami skupionymi o wartosci
1,0 kN wedlug schematu statycznego jak na rysunku (3.1.1). Rozpatrzono pig¢ wartoSci
sztywnosci potaczenia K, migdzy czesciami sktadowymi belki: 1,0 kPa, 1,0 MPa, 5,0 MPa, 10,0
MPa oraz 1000,0 MPa. Przebiegi funkcji okreslajacych wartosci przemieszczenia pokazano

zbiorczo na rysunku (6.1.5), natomiast wielkoSci poslizgéw czesci skladowych pokazano na
rysunku (6.1.6).

0.006 [
P=1kN, ks=1kPa
— P=1kN, ks=1MPa - - - -
E 0.005 | P=1kN, ks=5MPa — -
= P=1kN, ks=10MPa — -
4 P=1kN, ks=1GPa -
2 0.004 |
=
o
=
S 0.003 -
Q
[
M
S 0.002 -
ki
£
& 0.001 |
o
0 i i
0 1 2 3 4 5

Dhugosc przesta [m]

Rysunek 6.1.5 Przemieszczenia pionowe drewnianej belki teowej dla réznych warto$ci sztywnosci potaczenia kg
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0.0002 F
= P=1kN, ks=1kPa
E, i  P=1kN, ks=1MPa - - - -
g 0.00015 ; _ P=1kN, ks=5MPa - - - -
] 0.0001 _‘_p=1kN; ks=10MPa ====_
5 7 | AP P=1kN, ks=1GPa -~
: S# -— : :

% 5e-005 | }t;.-
% : .';J"‘. - —— =
S M
E 0 ____'J‘:'r;?."r . : . .
% -5e-005 __.'.P.;.a.‘f,’___l_;.' B S SRR O R URPRPRRNS SORPRRY
5 L | _ | _
E
N
= -0.00015 [
3 ,'-. B B N B B

0 1 2 3 4 5

Diugosc przesta [m]

Rysunek 6.1.6 Wartoéci wzajemnego poslizgu sktadowych drewnianej belki teowej dla réznych warto$ci sztywnosci potaczenia
ks
6.2. Belka trojwarstwowa o podatnych polaczeniach warstw

Niech belka bedzie zbudowana z trzech warstw (elementow) potaczonych w jedng catos¢
(Rysunek 6.1.1).

b
- ’ ~
E1’A17 |1’ m1 ° ® Q':i T
A

ks1 gl

<
b,

[

In
R
=)
o
hy,

Ko <
Y
EuAs o mg | | ° _g‘ . A
Y
- b, >

Rysunek 6.2.1 Geometria przekroju poprzecznego elementu trojwarstwowego
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Rysunek 6.2.2 Wzajemne przemieszczenia czeéci sktadowych belki trojwarstwowej

- si i i e P (X’ t)
o [{ l l [TTTL] <Mivam
v LYY YV YYVYVYVYYVY
N1 ! # B1 N1+dN1
Vi=ki-a;:u, -dx V.1V,
Vy=k,-a u,-dx
M2 A/’2.|_(jl\42
vV
N2 2 :BZ N2+dN2
V,+dV,
_7/7_:7‘3_2 Hfd:»
M3 V.\_?_ = /\'\3 “Qy Uy -dx M3+dM3
VA F———— =
N, : # B; N,+dN,
‘ .
cw
dx | VstdV,

Rysunek 6.2.3 Sity wewnetrzne w przekroju belki trojwarstwowej oraz na styku warstw sktadowych na odcinku dx

Rysunek (6.2.3) prezentuje sity wewnetrzne belki trojwarstwowej oraz na styku warstw

sktadowych na odcinku dx.
Biorac pod uwage rownowage uktadu dla myslowo wycietego fragmentu belki

trojwarstwowej o dtugosci dx (rysunek (6.2.3)) sformutowa¢ mozna nastepujgce rownania:
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> X =0
P00 i, 00-+ <o,
dn,(¥) | dw(x) _ dw(x) _
T ksl[ul(x)+h1 dx ]+k52[u2(x)+h2 dx ] 0,
M09 1,00 +h, 20—,
dx dx

gdzie: U, (X) = U, (X) =y (X), T, (X) = Us(X) —U, ().

Po zsumowaniu roéwnan (6.2.1-6.2.3) otrzymano réwnanie (6.2.4):

dn, (x) N dn, (x) N dn,(x) _o,
dx dx dx
>Y=0
T p,
gdzie: V (x) =V, (x) +V, (x) +V,(x),
> M=0
09y, )+ 0, 00 i 001, 2400
hf
MG v, -+, 20,0 1 O -, D00
MG v 09+, 209 i, 0+, 2
Po zsumowaniu stronami rownan (6.2.6-6.2.8) otrzymano rownanie (6.2.9):
) v -+ N 09+, SO, k1,0 -+h, A,
Prawdziwa jest ponizsza zaleznoS$c:
M (X) = M, () + M, () + M, (X) =[(E1), + (E1), + (E1),]° W(X) g1 ¢ (;’)"((X)

Nastepnie:
N =N,+N,+N,,
Nl _ NZ _ N3

(EA), (EA), (EA),’
Roézniczkujac stronami réwnanie (6.2.9) otrzymano rownanie (6.2.13):
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(6.2.5)
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dv(x) _d°M(x) _ d*w(x) k. {du ), d W(><)}hlJr

dx  dx? dx? dx  dx®
(6.2.13)
ik, du, ,(X) +h, d? ng) h,
dx dx
Uwzgledniajgc rownanie (6.2.5) W wyrazeniu (6.2.13) otrzymano zalezno$¢ (6.2.14):
4 2 2
El ddWXEX)+N d ng)—[kslhf+kszh§]d wix) |
g () ’ () (6.2.14)
u, (X U, (X
—Kgh ————k;h, p = p(x).
X
Mozna sformulowa¢ rownanie:
du,(x) du(x) ny,(x) n(x
2(X) _duy(x) _ ny(x)  ny(x) (6.2.15)

dx dx  (EA), (EA),’

Przeksztalcajac réwnanie (6.1.15) oraz rozniczkujac je stronami Otrzymano wyrazenie
(6.1.16):

u09 1) {[u (x)+ hldw(x)} ksz[i(x)mz dv;(xx)}

dx*  (AE

L dW(x) (6.2.16)

+(AE) sl |:U ( ) hl :|

Podobng analiz¢ mozna przeprowadzi¢ dla rownan (6.2.17) oraz (6.2.18):
duy(x) _du,(x) _ ny(x) ()
&  dx  (EA), (EA), (6.2.17)
d?u,(x) 1 — dw(x)
dx?>  (AE), ksz{UZ(X)Jrhz dx }r
1 — dw(x) — dw(x) (6.2.18)
- (AE )2 {ksl|:u1(x) + h1 dx } - ksz{uz (X) + hz dx }}

d*w(x) .. d*w(x) ) ,7d2W(x) du, du, () du, (x)
El N — |k +k,hy ————kyh —-kg,h, 6.2.19
dx4 + dxz [ sl + s2 ] dX d p( ) ( )

132



Belki warstwowe o podatnych potaczeniach warstw

d Zu_l(X) = L {ksl|:u_l(x) + hl dW(X) } - k52|:E(X) + hZ dW(X) jl} +
) dx dx

dx*  (AE),
1 SI{U ()+h, dW(X):|
" (AE), dx

dz@z(x) _ 1 {ksz[@ (X)+h, elw(x)}}+
dx (AE), dx

I {[u (0 +h, dW(X)} ksz[i(xm dW(X)}}
(AE), dx dx

Ostatecznie otrzymuje si¢ uktad trzech rownan (6.2.22 — 6.2.24):

d, (x)
dx

- d“w(x) N d*w(x)

d W(x) du, (x)
W v [kh1 kh] —k hy —k, h,

dw(x)
(AE)2 dx

PO _ ko 0,00+ 0,00 ~ [k,

1=0,
dx? (AE)

d’m() ., - Ke o kP dw(x)
dX2 ngszuz(X)+ (AE)Z ul(x) [gzks2 2 (AE)Z] dX

1=0,

1 N 1 _ 1 N 1
(EA), (EA), *2 (EA), (EA),

gdzie: ¢, =

Warunki brzegowe:

w(0) =w(L) =0,
o'w(x)| azw(x)|
x|, ox
()| g
aX x=0 ax |x:L
0T, (x)| _ 0U,(x)|
8X x=0 ax |x:L

x=L

:O,

:01

gdzie L jest rozpigtoscia belki warstwowe;.
Po zastgpieniu zmiennej x wielko$cig wzgledng &

§=f,§e[o,1],

Ostatecznie rownania (6.1.22) - (6.1.24) przyjmuja forme jak ponizej:
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(6.2.22)

(6.2.23)
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dWE) , N d°W(E) _[kah? +khZ ° dPw(e)
det Bl dé&? El de?
kahlduy(§)  koh,L du,(§) _ L*

El  dé& El  dé  El ()

G . k,L* ~ L W)
P Gk LU(§)+( AE), U, (&)~ sk h, (AE)2 E =0,
G S Y kb o dw(e)
e &K, LT, (5) + (AE), U, (&) — [k, h, (AE)Z] dé

Warunki brzegowe dla uktadu réwnan (6.2.27) — (6.2.29) przyjmuja forme:

w(0) =w(l) =0,
wE)|  _ ow()|
og* |, 0& |§_1
Q)| _eam@)| _
o |, 0 |

&) _an&)| _
0 |y O |

Rozwigzanie jest poszukiwane w postaci szeregow:

W(E) =y, sinna,
0 ()= iuln cosnzg,

0, (&) = i u,, cosnzs.

Stad:

k, h? +k, h —N]L? k hL® k h,°
)+ ey Pt e TR gy 0SBy S, <o

k, L2 k,h
[(n7)* + gikg LUy, === Uy, + (N[ K, by —

(EA), (EA)z

L2 k., k h1
(EA)Z = Ui +(n72')[g2 (EA),

=Ly, =0,

[(n”)2 "'gzks2 LZ]U2n 1Ly, =

Stad, po przeksztalceniach:
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2 2 2
{(nn)“ +(nz)- [kslhl +kahy — N]' L } Yo+

3 = 3 4 (6.2.37)

+(n7z)%uln +(n7r)%u2n =P, 2E_LI
(nﬂ){glkslhl (kE:)jL R (7 e L T —%-uzn 0 (6.2.38)
(nfr){gzkszh2 —%}L- y. —%-um 2 + ko2, =0 (6.2.39)

Form¢ powyzszego uklad réwnan mozna znaczgco uprosci¢ stosujac nastepujace
podstawienia:

2 2 _nNLp2 3
=|:(n72')4 +(n72')2 . [kslhl +ks|2£:]2 N] L } a,, =(n7z.)kslhll—

)kszhz L3
El

;= (nﬂ'
L2 (6.2.40)
s2

kg, h, 2 ) _

a21:(n”{§1k ( ) :|L a,, = [(n”) +¢Kg L Jazs— (EA)2
Kh
),

2
}L 32 :_kﬂ—L Ags :l(n”)z +é/2k32L2J

a,, (n;z)[g’zkszh (A &y

Podobnie jak w rozdziale (6.1) wptyw podatnosci polaczenia migdzy cze$ciami sktadowymi
belki dwuwarstwowej przeanalizowano w przykladzie rachunkowym. Przeprowadzono
obliczenia dla hipotetycznej jednoprzestowej belki wolnopodpartej, obcigzonej dwiema sitami
skupionymi, zobrazowano przyktadem obliczeniowym. Geometria przekroju poprzecznego,
schemat statyczny oraz dane materialowe przedstawiono ponize;j.

Przyjeto nastepujace dane wyjsciowe:

— modut sprezystosci czeéci drewnianych E, =7,99-10°Pa;

— wysokos¢ przekroju poprzecznego gornej i dolnej belki h,, =0,045m;
— szerokos¢ przekroju poprzecznego gornej i dolnej belki b,, =0,15m;
— wysokos¢ przekroju poprzecznego srodkowej belki h,, =0,15m;

— szerokos¢ przekroju poprzecznego srodkowej belki b, =0,045m;

— rozpigto$¢ teoretyczna belki L =2,70m.
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hy,

petnego przekroju

Srodek ciezkosci

Rysunek 6.2.4 Geometria przekroju teowego belki drewnianej ztozonej z dwdch czgsei sktadowych. Plaszczyzna styku
zaznaczona przerywang linig

W przyktadzie zalozono, ze belka bedzie obcigzana dwiema sitami skupionymi o wartosci
1,0 kN wedlug schematu statycznego jak na rysunku (3.1.1). Rozpatrzono pi¢é¢ wartosci
sztywnosci potaczenia K, migdzy cz¢Sciami sktadowymi belki: 1,0 kPa, 1,0 MPa, 5,0 MPa, 10,0
MPa oraz 1000,0 MPa. Przebiegi funkcji okreslajacych wartos$ci przemieszczenia pokazano

zbiorczo na rysunku (6.1.5), natomiast wielko$ci poslizgdw czesci skladowych pokazano na
rysunku (6.1.6).
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Rysunek 6.2.5 Przemieszczenia pionowe drewnianej belki teowej dla réznych warto$ci sztywnosci potaczenia kg
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0.0002
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Rysunek 6.2.6 Warto$ci wzajemnego poslizgu sktadowych drewnianej belki teowej dla réznych warto$ci sztywnosci polaczenia
ks
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7. Probabilistyczna analiza belki sandwiczowej

7.1. Probabilistyczna analiza belki tréjwarstwowej dla modelu Zig-Zag

W rozdziale 4 przyjmowano, ze parametry belek sa jednoznacznie okreslone, czyli sg
deterministyczne. W rzeczywisto$ci czg$¢ parametrow belek, podobnie jak w innych
konstrukcjach, majg charakter losowy. Potwierdzaja to badania opisane w wczeSniejszych
rozdziatach. Ponizej na przyktadzie modelu belki Zig-Zag opisanego w podrozdziale 4.5
przedstawiono analiz¢ probabilistyczng stanu przemieszczenia belki przyjmujac, ze modut
Kirchhoffa rdzenia jest zmienng losowg a pozostate parametry belki sg jednoznacznie okreslone,
czyli sa wielko$ciami deterministycznymi. Obcigzenie belki moze by¢ deterministyczne lub
opisane funkcjg losowa. Przyjeto, ze znane sg odpowiednie charakterystyki probabilistyczne jak
warto$¢ oczekiwana i1 wariancja zmiennej losowej belki a takze charakterystyki obcigzenia w
przypadku, gdy ma ono charakter losowy. Jak podano wczes$niej stan przemieszczen belki
sandwiczowej opisuje uktad rownan rézniczkowych [wzory (4.5.3), (4.5.4)]:

d'w(x) Gh(h+f)* | d*w(x) dy(x)|_

By =5 h { o e | P (7.1)
dy(x) _Gb (X)_G_cb_d""(x):o (7.2)
¢ ch VT |

a rozwigzanie dla belki swobodnie podpartej o rozpictosci L ma postaé [wzory (4.5.13),
(4.5.14)]

p [T + S 2gsin T
(CRDY S E, | o
PO EN+ = T (0 O
2Gh & P )eos ™
W(x) = —¢ —L L : (7.4)
sLh = (T)‘*{(T)Z(Ef 1), + G}‘;b[(El)b+(h+ 01
S

. L . NzX
gdzie p, :jo p(x)sdex.

W powyzszych wzorach symbolem E; oznaczono modut Younga nakladek natomiast
symbolem E[] oznacza¢ bedziemy wartos¢ oczekiwang wielkosci w nawiasie kwadratowym.

Jak wspomniano wczes$nie modut Kirchhoffa G, w rdzeniu jest zmienng losowa przy czym
znane sg ich charakterystyki probabilistyczne jak

- warto$¢ oczekiwana E[G,]=G_,

-wariancja o= E[G, —E[G, ]I =9, * - E*[G,]

W przypadku, gdy obcigzenie ma charakter losowy przyjmiemy, ze znane s3 jego
charakterystyki losowe.

Celem dalszej analizy jest wyznaczenie warto$ci oczekiwanej 1 wariancji przemieszczen
belki okre§lone wzorami (7.3), (7.4). Zadanie to mozna rozwigza¢ wykorzystujac metode Monte
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Carlo, ale wowczas trzeba zna¢ funkcje gestosci prawdopodobienstwa odpowiednich zmiennych
losowych. Dysponujac danymi podanymi powyzej zastosowana zostanie metoda perturbacyjna
[65]. Metoda ta jest czgsto stosowana, gdy wspotczynniki zmienno$ci sg mniejsze od 0.2.
Ponizej metoda ta zostanie przedstawiona najpierw dla jednej zmiennej losowej, a nastgpnie dla
kilku zmiennych losowych.

Rozpatrzono sytuacje, gdy zmienna losowa jest funkcja zmiennej losowej X a wigc
Y =g(X).Powstaje problem jak oszacowa¢ charakterystyki losowe zmiennej losowej Y gdy

znane s3 charakterystyki probabilistyczne zmiennej losowej X a mianowicie warto§¢ oczekiwana
E[X]=X =m, i wariancja o;.Rozwinmy funkcje g(X)w szereg Taylora wokét wartosci

oczekiwanej m, , otrzymujac

B L iy, 2 90

X=My X=My

Y:g(x):g(mx)+(x_mx) (7-5)

Wz6ér pozwala na oszacowanie szukanych charakterystyk probabilistycznych. Z reguly przy
wyznaczaniu charakterystyk probabilistycznych zmiennej losowej Y uwzglednia si¢ dwa lub trzy
wyrazy w rozwinigciu (7.5) zaleznie od wspotczynnika zmiennosci v, . Gdy rozrzut zmiennej
losowej X nie jest duzy, skad wynika mala warto§¢ wspoéiczynnika zmiennos$ci V,

uwzgledniamy dwa pierwsze wyrazy rozwinig¢cia otrzymujac:

E[Y]=g(m,)=g(X), (7.6)
oraz wariancj¢ W postaci
2
d
o = o7 (% j (7.7)
X=my

Gdy uwzglednia si¢ trzy wyrazy w rozwinigciu w szeregu (7.5) otrzymuje si¢ odpowiednio
warto$¢ oczekiwang

1 ,d*(m
E[Y]= g(mx)+§ai —;XZX) , (7.8)
d*(m,) _d’g(x)|
przy czym R~ X:mx,
oraz wariancje:
dg(m 1 d*g(m, dg(m,) d*g(m
ot =0y (B 2, —of ) E Ty, BEI CICL), 19)

gdzie: g, =E[(X-my )] i g,y =E[(X - mx) ] sa momentami centralnymi zmiennej losowej
X.

Aby wyznaczy¢ wariancje of ze wzoru (7.9) niezbedna jest znajomo$é momentow
centralnych psy 1 pyx. W szczegdlnym przypadku, gdy zmienna losowa X ma rozktad normalny,

wowcezas i, =0 i w,, =30y awzor (7.9) przyjmuje postac:

=030y 15y d9Mye (7.10
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Uogo6lnijmy dotychczasowe rozwazania na przypadek, gdy zmienna losowa Y jest funkcja
wektora losowego X =(X,,..., X,)" czyli wielu zmiennych losowych X, = X, (e),..., X, = X, (€e)
a wigc mamy Y =¢g(X)=09(X,,...X,). Aby wyznaczy¢ szukane charakterystyki zmiennej
losowej Y rozwija si¢ funkcje ¢(X) w szereg Taylora wokot wartosci S$rednich
X=m,=[m_..mT

n n n 2
RCURIDXEUES IS D A GRS CTRLB e

i Ix ]

(7.11)

Uwzgledniajac tylko dwa pierwsze wyrazy w rozwini¢ciu (7.11) wowczas charakterystyki
probabilistyczne zmiennej losowej Y okreslajg wzory analogiczne do (7.6-7.7)

n

Y=g(m,) oy =Z§n:cov(xi, Xj)ag_)((x)ag_(x)

2.2 ~ (7.12)
i=1 j= i i

X=m,
Gdy uwzglednia si¢ trzy wyrazy rozwinigcia w Szereg Taylora odpowiednie wzory
przyjmuja postac

1 n n azg(x)
E[Y]=9g(m,)+= cov(X;, X ,
[Y1=g(m,) 22; (X ’)axiaxj - (7.13)
oraz
Ay ag(x) o9(x) SRR a9(x) 9*9(x)
2 = cov(X,, X ) 2T 3%
o .Z_ll,z_; (%;, X3) o o | G ,—Zlk:lﬂx‘xjxk o% OO |
o ) ) o (7.14)
Iy vy 9°g(x) 6°9(x)
- —cov(X., X.)cov(X,, X)]————~
4%‘,;;;[ﬂxixjxkx, (X; J) (X X1 oxOx. Ox.ox
] i“7 K |mmy
przy czym:

Hyxx, = E{(X; _mxi)(xj —Mmy, (X, —My, )}
Hyx xox, = E{(X; _mxi)(xj _mxj)(xk _mxk)(x| —Mmy, )}

Podane powyzej formuly dla momentéw probabilistycznych zastang zastosowane w analizie
probabilistycznej przemieszczenia belki sandwiczowej okreslonej wzorami (7.3), (7.4).
Poniewaz modul Kirchhoffa wystepuje zaréwno w liczniku jak i mianowniku utamkéw we

wzorach (7.3), (7.4) rozpatrzmy szczegdlny przypadek, gdy miedzy dwoma zmiennymi zachodzi
relacja

aX +b
Y=1f(X)= : 7.15
) cX +d (7:19)

gdzie: symbole a, b, ¢, d oznaczaja stale.
Rézniczkujac zalezno$¢ (7.15) otrzymuje sig:
dfi(x) _ a  c(ax+d)

dx cx+d (cx+d)? (7.16)

2 2
d f(x):_2 ac +1c (ax+b) (7.17)

dx? (cx+d)® 2 (ex+d)®
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Szczegodtowiej rozpatrzmy przypadek (a=0, b=1, c=1, d=0):
1

- (7.18)

Ze wzoru (7.6) wynika, ze warto$¢ oczekiwana odwrotnos$ci zmiennej losowej jest rOwna
odwrotno$ci wartosci oczekiwanej, a wigc:

E[v]=m, :mi=% (7.19)

Ze wzoru (7.8) otrzymuje si¢:

E[Y]:mi(uvf) (7.20)

X
gdzie V, = :1—" jest wspotczynnikiem zmienno$ci zmiennej x.
X

Wykorzystujac tylko dwa wyrazy rozwinigcia w szereg Taylora wariancje okresla zaleznos¢

2 2
o V

R . (7.21)
x My my

Korzystajac z powyzszych zalezno$ci wyznaczone zostang wartosci oczekiwane i wariancje
przemieszczen okreslonych wzorami (7.3) i (7.4):

. pn[(”L”)z + e

G.b, . nmx
—<—]sin

2 ch
E[w(x)]=+=Y = = , (7.22)
HE Ty 0, SR s 1y
s
- o ("7 cos 1
2G,b & eSS
Ly 001 = =5 2 S ET. (7.23)

S NZy N b (E,l L
COMCDE D, + 57T (e O

Aby wyznaczy¢ wariancje przemieszczen belki ze wzoru (7.7) obliczone zostang
odpowiednie pochodne:

p Bsin%
WxG) 25 e L +
dG, L= (rtr)4{(rllir)2(Ef 1), + Gﬁb[(Efl)bwL(hjL f)?1}

(7.24)
£y h™ ¢ — L
L= Nz, N7y, G.b (E(1),
(T) {(T) (Eil), + 5

[ +(h+ ) 1¥
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z co
dy(xG,)__ 2 ¢ PGS

G AN O Ty, - SR(E D

nz. b (E(l), e N7X

(—) [ (h+ f)“]Jcos——

2G.b & L
z S

h 5 nr G b (E:l)
R G (A R RN
Jak wida¢ z powyzszych WZOrOwW rozw1qzania dla charakterystyk probabilistycznych
przemieszczen belki bgdg mialy bardzo rozbudowang postac. Z tego powodu funkcje
przemieszczen belki (7.3), (7.4) zostang przedstawione W postaci:

+

+(h+ 1)1}

(7.25)

. NaX
» P,la,.G. +b,,]sin—
5o Pil Jsin =

(7.26)
w(Xx :
( ) LZl CwnGc+dwn
N7zx
G.cos—
_2b 0 pn yn —c
v=—"-0, L (720
¢gLh & chc+de
E .l
gdzie: a,, :%, bWn :(nTﬂ-)Z’ Co :(%)4%[%+(h+ f)z]’ dWn :(nTﬂ-)G(Ef I)b’
nz
a,n = b,=0, ¢, =c¢,, d,=d,,.

Charakterystyki probabilistyczne funkcji przemieszczen belki s3 nastepnie wyznaczane
wedlug nastepujacego algorytmu:

— obliczane sa pochodne funkcji (7.26) i (7.27) z wykorzystaniem wzorow (7.16) i (7.17),

— na podstawie obliczonych pochodnych wyznaczamy warto$ci oczekiwane i wariancje ze
wzorow (7.6) i (7.7) lub z doktadniejszych wzoréw (7.8) i (7.9), ewentualnie dla
zmiennej o rozktadzie normalnym ze wzoru (7.10).

Z analogii uktadu réwnan (7.1), (7.1.2) z uktadem réwnan (6.1.23), (6.1.24) dla belki
dwuwarstwowej z podatnym potaczeniem wynika, Zze podane rozwigzania ze wzgledu na
losowo$¢ modutu Kirchhoffa moga by¢ wykorzystane przy analizie tej drugiej belki ze wzgledu
na losowo$¢ modutu potaczenia k..

7.2. Praktyczne zastosowanie problematyki niezawodnosci przy projektowaniu
belki trojwarstwowe;j

W przyktadzie obliczeniowym pokazano praktyczne zastosowanie rozwazan, zawartych w
Rozdziale 7.1. Zatozono belke jak na rysunku (3.1.2) obcigzong sitami skupionymi o warto$ci
5000 [N]. Parametry wytrzymato$ciowe materialow sktadowych przyjeto tak jak przedstawiono
w Rozdziale 3. Zatozono, ze zmienng losowg jest modut Kirchhoffa rdzenia poliuretanowego,

ktérego wartosé $rednig przyjeto rowna G, = E[G,]=1,985-10°Pa.
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Postawiono pytanie, w jaki sposob losowos¢ modutu Kirchhoffa pianki rdzenia wptywa na
warto$¢ wspotczynnika zmiennos$ci ugigcia belki w §rodku jej rozpietosci?

Na podstawie réwnania (7.24) wyznaczono warto$¢ pierwsze] pochodnej funkcji
przemieszczenia po zmiennej G_. Obliczenia wykonano w programie Maxima 15.08.2.

Wariancja funkcji przemieszczenia osiagneta warto$é o2 = 2.068-10°° [mz} :

Na jej podstawie mozliwe bylo obliczenie odchylenia standardowego funkcji
przemieszczenia, ktore uzyskato wartosc:

o, =[0%, = [2.068:10° [ m* | = 0.00143[m]

W dalszej kolejno$ci, na podstawie rownania (7.22) konieczne byto obliczenie $redniej

warto$ci przemieszczenia osi belki m,,. Natomiast warto§¢ srednia przemieszczenia pionowego
traktowana byla tu jako warto§¢ oczekiwana, czyli m, = E[W].Obliczenie szeregu z roOwnania

(7.22) takze przeprowadzono w programie Maxima. Przy zalozonym obcigzeniu w postaci
dwach sit skupionych o wartosci 5000 [N] wielko$¢ przemieszczenia byta rowna 0.03211[m)].
Zatem wspotczynnik zmienno$ci przemieszczenia pionowego belki trojwarstwowej wynosit:

V, = 2% ~0.04478.
m

Wspotezynnik zmiennosci dla materiatu rdzenia, obliczony wedtug procedur w Rozdziale 3,
byt réwny:

V; =0,100.

Z powyzszego wynika, ze wspotczynnik zmiennosci ugiecia belki w $rodku jej rozpigtosci
jest mniejszy od wspolczynnika zmiennosci dla materiatu rdzenia. Oznacza to, ze dla
rozpatrywanego elementu wplyw losowosci modutu Kirchhoffa rdzenia na ugiecie belki nie jest
istotny.
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8. Niezawodnos¢ belki sandwiczowe;j

8.1. Wprowadzenie

Projektujac konstrukcje przyjmuje si¢, ze rdzne jej parametry i dzialajace na nig
obcigzenia sg jednoznacznie okreslone, zdeterminowane. W rzeczywistosci zarbwno wymiary
elementow konstrukcji i budowli, wtasno$ci mechaniczne i fizyczne zastosowanych materiatow
a takze dzialajace na nig obcigzenia czesto znacznie si¢ réznig od zatozonych wielkosci 1
obarczone s3g duza niepewnos$cig i niejednoznaczno$cig. W wiekszym lub mniejszym stopniu
majg one zmienny, mowimy losowy charakter. Dotyczy to takze belek sandwiczowych, ktoére
maja dos¢ ztozony charakter i zbudowane sg z roznych materiatow, ktorych cechy mechaniczne
mogg mie¢ charakter losowy a takze mogg wystapi¢ réozne mechanizmy ich zniszczenia.
Najpetniejsza miarg niezawodno$ci konstrukcji jest wyznaczenie prawdopodobienstwa, ze nie
ulegnie ona awarii p, a stad prawdopodobiefistwo awarii py = 1 — p,. Wyznaczenie tych
wielko$ci wymaga znajomosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa (dystrybuant) obcigzen i
parametréw konstrukcji opisujacych rozktad prawdopodobienstwa tych wielkosci. Czgsto nie
dysponuje si¢ petnymi rozktadami prawdopodobienstwa tylko takimi wielkoSciami jak warto$ci
$rednie 1 wariancje zmiennych losowych. Wielkos$ci te mozna wykorzysta¢ do okreslenia prostej
charakterystyki niezawodnosci, jakim jest wskaznik (indeks) niezawodno$ci. W niniejszej pracy
uzyty bedzie do oceny niezawodnosci prosty wskaznik (indeks) niezawodno$ci zwany takze
indeksem Cornella . nazwany tak od nazwiska autora tego wskaznika. Warto przypomnie¢, ze
podobny wskaznik zaproponowal Rzanicyn okoto 20 lat wczesdnie;.

8.2. Prosty wskaznik niezawodnosci. Indeks Cornella

Zanim rozpatrzymy niezawodno$¢ belki sandwiczowej rozpatrzmy niezawodnos$¢ elementu,
ktorego nosnos¢ oznaczymy przez R a dzialajace obcigzenie w bazie nosnosci oznaczymy przez
S. Przyjmijmy, ze wielkosci R i S sa wzajemnie niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy
czym wielkosci M, i mg oraz o. i o oznaczaja wartoéci oczekiwane i wariancje
odpowiednich zmiennych losowych. Przypomnijmy, ze dla zmiennej losowej X przez warto$¢
oczekiwanag 1 jej wariancj¢ rozumiemy wielkosci

E[X]=m, = T xfy (x)dx, (8.2.1)
0% = E[X*]-EX[X]= | (x-m, )", (9ax 622)

Gdzie symbol E[*] oznacza warto$¢ oczekiwang a fy(x) funkcje gestosci
prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.
Niech funkcja Z oznacza zapas bezpieczenstwa, a wiec ma postac
Z=R-$S (8.2.3)
Zauwazmy, ze gdy Z > 0 to konstrukcja jest bezpieczna, natomiast gdy Z < 0 to ulega ona
awarii. Stan graniczny jest wowczas, gdy spetniona zostaje rownos¢ Z =R —S =0 co pokazano
na rysunku (6.2.1)
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iR
Obszar
bezpieczny
9
q///Q
Obszar
niebezpieczny

S
S -

Rysunek 8.2.1 Zakres obszaru bezpiecznego i niebezpiecznego oraz stan graniczny funkcjonowania konstrukcji

Warto$¢ oczekiwang i wariancj¢ zapasu Z okreslajg zalezno$ci:
m; =Mg —Mg (8.2.4)
oraz
. =0l +0o! (8.2.5)
Niech zmienne losowe R i S maja rozklad normalny stad zmienna Z ma takze rozktad
normalny o wartoéci oczekiwanej m, (8.2.4) i wariancji o7 (8.2.5). Prosty wskaznik (indeks)
niezawodno$ci [, definiuje si¢ jako odwrotno$¢ wspotczynnika zmienno$ci zapasu
bezpieczenstwa, a wigc
m, 1 Mg — Mg
Be —g—v—z—ﬁ (8.2.6)
Gdy zmienna losowa Z ma rozktad normalny wowczas:

F,(2)=P{Z < z}=®(z_sz=q{i—ﬂc] (8.2.7)
(o2

z Oy

przy czym symbolem ®(-) oznaczono dystrybuante standardowego rozktadu normalnego.
Konstrukcja ulegnie awarii, gdy R < S(Z < 0) a wiec prawdopodobiefistwo awarii p; dla
zmiennych o rozktadzie normalnym jest rowne:
p; =P{R-S<0}=P{Z<0}=0(-4.) (8.2.8)
Na rysunku (8.2.2) przedstawiono funkcje gestosci prawdopodobienstwa f, zapasu
bezpieczenstwa Z:
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Afi(2)

B(' Oy
€

Obszar bezpieczny
Z=R-8§>0

Obszar awarii
Z=R-S<0

|

N

m,
\_ Pole zakreskowane wynosi p,

Rysunek 8.2.2 Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zapasu bezpieczenstwa Z

Wskaznik niezawodnosci [59-65] zdefiniowany wzorem (8.2.6) moze tez by¢ wykorzystany
W analizie ukladéw, dla ktérych nie sg znane rozktady prawdopodobienstwa no$nosci
i obcigzenia lub sg inne niz rozktady normalne. Wskaznik niezawodnosci S jest definiowany na
poziomie dwoch pierwszych momentéw probabilistycznych. W przypadku, gdy rzeczywiste
rozktady prawdopodobienstwa sg rézne od rozktadu normalnego wéwczas prawdopodobienstwo
awarii moze znacznie odbiegac¢ od okreslonego wzorem (8.2.8).

8.3. Metoda niezawodnosci momentow pierwszego i drugiego rzedu (FORM).
Indeks Hasofera-Linda

Wprowadzmy nowe zmienne standaryzowane
= RoMe g S°M (8.3.1)
(oF% (O
przy czym: E[r]=0, E[s]=0, o’ =1, o’ =1.
Podstawiajac (8.3.1) do warunku (8.2.3) otrzymuje si¢ warunek graniczny w bazie
zmiennych standaryzowanych:
Z'=(my,—m)+ro, —Sog =0 (8.3.2)
Fakt pokazano na rysunku (8.3.1).
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Obszar
bezpieczny
B= BHL
o Obszar
niebezpieczny S

|

Rysunek 8.3.1 Granica obszaru bezpiecznego i obszaru niebezpiecznego.
S oznacza tu wielkosc obcigzenia, R jest nosnoscig uktadu

Jak zostanie pokazane ponizej dla wielu zmiennych [11], [13], [66], [79], [84], [100], [105,
106], [109], [114], [128], [142], [150] wskaznik niezawodnos$ci Cornella (8.2.6), (8.2.13) jest
najkrotsza odlegtoscia poczatku uktadu od prostej Z’=0 (rys. (8.3.1)). W tym przypadku
wskaznik niezawodno$ci nazywamy wskaznikiem niezawodnosci lub wskaznikiem (indeksem)

niezawodnos$ci Hasofera-Linda i oznacza¢ bedziemy S lub 5, .

Au,
N

u1
B

Rysunek 8.3.2

Wykazemy, ze indeks S = f,, | jest rzeczywiscie najkrotsza odlegloscia hiperptaszczyzny
G(u) =0 od poczatku uktadu. Jak wiadomo z geometrii wektor jednostkowy prostopadty do

—a
plaszczyzny Z =a] -u+b, ma skltadowe e= ﬁl Rozpatrzymy wektor, ktérego
a; -,

poczatkiem jest poczatek ukladu wspdlrzegdnych 0, a koniec lezy na plaszczyznie
Z =a,; -u+b, =0. lloczyn skalarny wektora jednostkowego e i wektora u jest rowny

- b
D -2 -p (8.3.3)

Va; -a, Va) -a,

Prawdopodobienstwo awarii okreslone jest wzorem
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P =D(-Pu) (8.3.4)
Au,

N

Rysunek 8.3.3

Powyzsza interpretacja indeksu niezawodnosci, £ jako odleglosci poczatku uktadu
wspotrzednych od powierzchni granicznej w bazie standaryzowanych zmiennych losowych o

rozkladzie normalnym, zostala wykorzystana w metodach FORM (First Order Reliability
Method) i SORM (Second Order Reliability Method)[100, 109].

8.4. Niezawodno$¢ belki sandwiczowe;j

Belki sandwiczowe majg bardziej ztozong budowe niz belki zbudowane z jednego materiatu.
Stad w tym przypadku sg mozliwe ré6zne mechanizmy ich zniszczenia i uszkodzenia [21, 93,
103, 113, 117, 123, 130, 132, 139, 146-159]. W pracy [149] wymieniono nastepujace
mechanizmy zniszczenia:

— uplastycznienie lub kruche pegkniecie oktadziny przy zginaniu,

— zniszczenie materiatu rdzenia na skutek $cinania,

— marszczenie (wyboczenie) oktadziny przy zginaniu i/lub sciskaniu,

— wyboczenie elementu przy Sciskaniu,

— przesuniecie jednej czeSci wzgledem drugiej czesci elementu, prostopadle do jego osi

podtuznej, przy jednoczesnym uszkodzeniu rdzenia,

— marszczenie (wyboczenie) obu powierzchni oktadzin przy $ciskaniu,

— lokalne wgniecenie materialu oktadziny pod dziataniem sity skupione;j.

Z przeprowadzonych badan przedstawionych w rozdziale 3 belki sandwiczowej zbudowane;j
z dwoch belek drewnianych o wzglednie duzych wysokosciach w poréwnaniu z calg belka
wynika, ze dominujace s3 trzy mechanizmy uszkodzenia (zniszczenia) takiej belki. Sa to
przekroczenie no$nosci belki ze wzgledu na naprezenia normalne w naktadkach, naprezenia
$cinajace w rdzeniu lub napr¢zenia w miejscu polaczenia rdzenia z naktadka w przekrojach, w
ktorych obcigzenie wywotuje efekt ekstremalny. Projektujac belke sandwiczowg moze si¢
okaza¢, ze jeden z mechanizmow zniszczenia belki jest dominujacy. Zastosowanie teorii
niezawodnos$ci pozwala na bardziej racjonalne projektowanie belki. Racjonalne projektowanie
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belki polega na takim doborze jej parametrow, aby indeksy niezawodnosci belki ze wzgledu na
dominujace mechanizmy zniszczenia byly zblizone.

Oznaczmy przez R nosnos¢ belki ze wzgledu na jedno z wyzej wymienionych naprezen
(naprgzenie normalne w naktadce, napr¢zenie §cinajace w rdzeniu lub naprezenie $cinajace w
potaczeniu naktadki z rdzeniem). Przyjmijmy, Zze no$no$¢ ta jest losowa i znana jest jej wartos¢

oczekiwana E[R]=m, i wariancja o2 =m2vZ przy czym symbol v, oznacza wspotczynnik
zmiennosci tej nosnosci. Warto$¢ charakterystyczng nosnosci R, wyznacza si¢ ze wzoru
Ry =mg —krop =mg (1—kgVg). (8.4.1)
Wielkos¢ Kk, wyznacza si¢ przyjmujac, ze warto$¢ charakterystyczna nosnosci jest 0,05
kwantylem rozktadu no$nosci. Dla rozktadu normalnego mamy k; =1,645.
W przypadku ustalania danych projektowych na podstawie prob wowczas stata k. dla

przyjetego rozktadu normalnego zalezy od liczebnos$ci proby ni przyjmuje wartosci podane w

ponizszej tabelce (litera t oznacza Kg ):

Tabela 8.4.1 Warto$¢ argumentu rozktadu t w zalezno$ci od proby n

n 4 5 6 8 10 20 30 o
t 263 233 2,18 2,00 192 1,76 1,73 1,64

Warto$¢ obliczeniowa wyznacza si¢ ze wzoru

R, 1
Ry =—=—"-(mg —kgVg), (8.4.2)
Ym  m

gdzie symbol y, >1 oznacza wspdtczynnik bezpieczenstwa.
Oznaczmy przez S efekt dziatania w miejscu wielko$ci R wywotany obcigzeniem P,
ktore przyjmiemy, Ze jest zmienng losowa o znanej wartosci oczekiwanej E[P]=m, i wariancji
oh =mivi.
Wyznaczmy warto$¢ charakterystyczng P, obciazenia. Wielko$¢ t¢ wyznaczamy ze wzoru:
Pe=mp +Kpop =mp (1+KpV;) (8.4.3)
przy czym przyjmuje si¢, ze warto$¢ charakterystyczna obcigzenia jest 0,95 kwantylem.

W przypadku, gdy obcigzenie ma rozktad normalny wowczas wskaznik tolerancji
obcigzenia wynosi K, =1,645 i warto§¢ charakterystyczna okrela wzor:

P, =m, (1+1645v,) (8.4.4)

Wartos$¢ obliczeniowa obcigzenia P; wyznacza si¢ mnozac przez odpowiedni wspotczynnik

bezpieczenstwa:
Py =7¢F (8.4.5)
Efekt obliczeniowy S, wyznaczamy ze wzoru:
S, =P,HS, (8.4.6)

gdzie symbolem H}_, oznaczono wielko$¢ S wywotang sitg P =1.

Wskaznik niezawodno$ci przy powyzszych oznaczeniach jest rowny
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S
mg — mPHP:l

\/O-er + 05 (H S:l)z

Projektujac konstrukcj¢ powinien by¢ spetniony warunek R, >S,.Wyznaczmy indeks

p= (8.4.7)

niezawodnosci gdy stanem granicznym jest rOwno$¢ wartosci obliczeniowych nosnosci i efektu
obcigzenia R, =S,.
Z réwnania stanu granicznego okreslonego wzorem:
1

R, =S, =—m (L—Kvg) =y mH> L+KkpVp) (8.4.8)
Wyznaczmy wielko$¢:

1 my(@A-kgv
mpHSZ — R( R R) (849)

Ym?i  1+KpVp

I po podstawieniu do wzoru (8.4.7) otrzymuje si¢ wskaznik niezawodnosci w postaci
1-kgv
7+ L+ KpVp) -—rR
d m

B = (8.4.10)

Vli (1 —k rVR ) ’
v
Mozna zauwazy¢, ze w rozpatrywanym przypadku wskaznik niezawodno$ci jest funkcja
tylko wspdtczynnikéw zmienno$ci no$nosci i obcigzenia.

\/y§v§(1+ kve)? +

8.5. Praktyczne zastosowanie problematyki niezawodnosci przy projektowaniu
belki trojwarstwowe]

Rozpatrzono belke sandwiczowa o wymiarach i obcigzeniu, dla ktorej przeprowadzono
badania (rozdziat 3). Analiz¢ statyczng belki wykonano wedlug modelu Zig-Zag (rozdziat 4).
Wyznaczony zostal wspotczynnik niezawodnosci Cornella ze wzgledu na maksymalne
naprezenia nOormalne w nakladkach 1 drugi wspotczynnik niezawodnosci ze wzgledu na
maksymalne napr¢zenia S$cinajgce w rdzeniu. Istotny jest fakt, ze badane belki ulegaty
zniszczeniu wiasnie poprzez zniszczenie rdzenia.

W pierwszej kolejnosci obliczono wspodtczynnik niezawodnos$ci ze wzgledu na maksymalne
naprezenia normalne w naktadkach. Przyjeto nastepujace zatozenia:

— Obie sily skupione sg sobie rowne i sg losowe,

— warto$¢ oczekiwana (Srednia) 1 wspdlczynnik zmienno$ci dla obcigzenia sitami

skupionymi wynosza: E[P]=m_=8x10°N,

— wspotczynnik zmiennosci przyjeto v, =0.3.

Maksymalne naprezenie w nakladce wywotane silg jednostkowag obliczonych ze wzorow
przedstawionych w Rozdziale 4 wynosi: S;_; = 2300%

Zwraca si¢ uwage, ze obliczone naprezenia normalne w naktadkach wywotane sg
momentem zginajacym 1 sitg osiowa.

Warto$¢ $rednia maksymalnego naprezenia normalnego wywotane obcigzeniem wynosi:

1

E[S]=m, = 2300
m

8-10°N =18,4-10°Pa.
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Odchylenie standardowe naprgzen wywotane obcigzeniem dla przyjetych danych wynosi:
o, =my, =18,3-0,3-10°Pa =5,52-10°Pa.

Stad wariancja maksymalnych naprezen normalnych w belce dla przyjetego obcigzenia jest
rowna:

ol =5,52%.10"%(Pa)* = 30,47 -10%(Pa)®.
Z przeprowadzonych badan wynika, ze $rednia wytrzymatos¢ (nosnos¢) drewna ze wzgledu
na naprezenia normalne i wspotczynnik zmienno$ci odpowiednio wynosza:

E[R]=m, =52,21-10°Pa, v, =0,0833.
Na podstawie dotychczasowych obliczen otrzymano odchylenie standardowe i wariancje
nos$nosci belki:

G =M v, =52,21x10°-0,0833Pa = 4,35-10° Pa,

o- =(4,35)" -10"%(Pa)® =18,9225-10"(Pa)’.
Wyznaczone powyzej wielkosci pozwalajag okreslic wspolczynnik niezawodno$ci ze
wzgledu na maksymalne napr¢zenia normalne w naktadkach. Jego warto$¢ jest rowna:
. M, —mg _ (52,21-18,4)x10° _ 481,
ol +ol  10°,/18,9225+30,47

S

Uwaza si¢, ze prawidlowo zaprojektowana konstrukcja powinna mie¢ wspotczynnik
niezawodnosci wigkszy niz 3,8.

Przyjmujac zalozenie, ze wszystkie zmienne maja rozklad normalny mozna okresli¢
prawdopodobienstwo awarii, ktére w rozpatrywanym przypadku jest bardzo niskie:
p, =®(—4,81) =3x10™".

Przedstawiona procedura powtoérzona zostanie do obliczen wspolczynnika niezawodno$ci
oraz prawdopodobienstwa awarii ze wzgledu na maksymalne naprezenia $cinajace W rdzeniu.

Warto$¢ srednia maksymalnego naprg¢zenia $cinajacego w rdzeniu wywolane obcigzeniem
wynosi

1
Sp. =981 —

E[S]=m = 9,81i2-8-103 N =78,48-10°Pa.
m

Odchylenie standardowe naprezen stycznych wywotane obcigzeniem dla przyjetych danych
WYNOsi:
o, =M, =78,48-0,3-10°Pa = 23,54-10°Pa.

Stad wariancja maksymalnych napre¢zen stycznych w rdzeniu dla przyjetego obcigzenia jest
réwna:
ol =23,54°-10°Pa* =5,54-10° Pa’.

Z przeprowadzonych badan wynika, ze srednia wytrzymato$¢ (no$nosc¢) na $cinanie rdzenia
1 wspolczynnik zmiennosci odpowiednio wynosza:
E[R]=m, =99x10°Pa, v, =0,15.

Na podstawie dotychczasowych obliczen otrzymuje si¢ odchylenie standardowe i wariancj¢
nosnosci belki:
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oy =M.V, =99-10%-0,15Pa =14,85-10°Pa,
o; =14,85"-10°Pa’ = 220,52-10°Pa’.
Wyznaczone powyzej wielkosci pozwalajg okresli¢ warto§¢ wspotczynnika niezawodnosci
ze wzgledu na maksymalne naprezenia styczne w rdzeniu:
po MM _ (99 - 78,48)x10°
Jol+o? 10°220,52+554
Prawdopodobienstwo awarii wynosi:
p; =P(-0,736) =0,23
Takie prawdopodobienstwo awarii jest niedopuszczalne, gdyz prawie co czwarta belka ulega
awarii.
Na podstawie przedstawionego przyktadu pokazano, ze wykorzystujac elementy teorii
niezawodnos$ci mozna bardziej racjonalnie projektowac belki o zlozonej strukturze. Analizowana

=0,736.

belka spetnia warunki niezawodnosci ze wzgledu na napr¢zenia normalne natomiast ze wzgledu
na naprezenia styczne w rdzeniu jej niezawodno$¢ jest bardzo niska. Potwierdzily to
przedstawione wczesniej badania, gdyz wszystkie badane belki ulegly zniszczeniu poprzez
awari¢ rdzenia.
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9. Whnioski koncowe

Doswiadczalno-teoretyczny charakter przedmiotowej rozprawy doktorskiej byt uznawany za
dajacy mozliwosci pelniejszego rozpatrzenia problematyki konstrukcji warstwowych w
porownaniu do prac czysto teoretycznych. Przeglad literaturowy w zakresie wykonanym przez
autora pokazat, ze trudno o odnalezienie opracowan w tematyce belek warstwowych, w ktorych
kompleksowo pokazano by zmagania z problemami zwigzanymi z metodyka prowadzenia badan
doswiadczalnych, oznaczania warto$ci parametrow  wytrzymato§ciowych  materiatow
konstrukcyjnych lub tworzenia poprawnych modeli tych konstrukcji.

Stwierdzono, ze publikacje naukowe zazwyczaj pomijajg ktory$ z przedstawionych
aspektow badz prezentuja go w sposob uproszczony. Wiele z przytoczonych publikacji na
przyktad pomijato problem wyboru procedur oznaczania S$rednich wartosci cech danego
materiatu  sktadowego, podczas gdy w tej rozprawie doktorskiej problem oznaczania
wytrzymatos$ci pianki poliuretanowej rdzenia na S$cinanie, a takze modulu sprezystosci
poprzecznej, okazaty si¢ pewnymi trudno$ciami zaréwno teoretycznymi jak i praktycznymi. Ze
wzgledu na ograniczone $rodki finansowe i brak wyposazenia Laboratorium Technologii
Betonow 1 Wytrzymatosci Materiatow w urzadzenia do oznaczania parametréw
wytrzymato$ciowych pianek poliuretanowych, na podstawie przeprowadzonego przegladu
literaturowego oraz norm, zdecydowano o wykonaniu wiasnych chwytakow umozliwiajacych
prowadzenie oznaczen. Dokumentacje urzadzen do oznaczenia wytrzymalo$ci na $cinanie oraz
modutu sprezysto$ci poprzecznej oraz urzadzenia do oznaczania wytrzymatosci oraz modutu
sprezystosci przy rozcigganiu przedstawiajg odpowiednio zataczniki 11 2.

Zadna z przeanalizowanych publikacji nie poruszala praktycznego problemu wykonania
polaczenia klejonego (lub innego wlasciwego) miedzy kolejnymi warstwami omawianych
elementow sandwiczowych. Do$wiadczenia wilasne autora wskazywaly natomiast, ze jako$¢
wykonania prac montazowych wptywala na trwato$¢ i1 no$nos¢ belek trojwarstwowych.
Poniewaz przytoczone w rozdziale 1 publikacje opisywatly prace laboratoryjne prowadzone badz
na gotowych ptytach warstwowych produkowanych tasmowo lub matych elementach
warstwowych z tworzyw sztucznych, ich autorzy nie komentowali problemu spajania ze sobg
pojedynczych czesci. Natomiast w przypadku badan doswiadczalnych, prowadzonych przez
autora na elementach o znacznie wigkszych gabarytach, kwestia stabilizowania elementu w
czasie wigzania kleju byla jedna z kluczowych i majacych wplyw na powtarzalno$é otrzymanych
rezultatow (zagadnienie omowione szerzej w rozdziale 3.2).

Dla celow tej rozprawy doktorskiej przyjeto, ze w konstrukcji belek trdjwarstwowych
wykorzystane beda trzy rdézne materialty sktadowe: drewniane oktadziny, rdzen z pianki
poliuretanowej oraz warstwa tgczaca z kleju poliuretanowego. Taki uktad warstw o odmiennych
wlasciwos$ciach mechanicznych generuje wielokierunkowa problematyke w  zakresie
optymalizacji modelowania wytezenia 1 przemieszczenia belki. W rozprawie dokonano
przegladu i analize kilku modeli teoretycznych jednoprzestowych elementow trojwarstwowych
obcigzonych statycznie obcigzeniem rownomiernym i sitami skupionymi. Dla kazdego modelu
przedstawiono rozwigzania w postaci ukladow réwnan roézniczkowych oraz ich rozwigzania w
postaci szeregow przy wykorzystaniu skonczonej sinusowej lub kosinusowej transformacji
Fouriera.

W pierwszym modelu potraktowano element sandwiczowy jako standardowa belke Eulera-
Bernoullego. Wyprowadzono rownanie przemieszczenia pionowego belki przy obcigzeniu

153



Whnioski koncowe

rownomiernym o dowolnym potozeniu oraz silg skupiong o dowolnym potozeniu. Poréwnanie
pomiardw przemieszczen oraz odksztalcen (a tym samym naprezen) wykonanych w trakcie
badan niszczacych warto$ciami z rozwazan teoretycznych jednoznacznie wskazuje, ze belka
trojwarstwowa nie moze by¢ opisywana modelem belki Eulera-Bernoulliego.

Kolejny model teoretyczny przeanalizowany w rozprawie to klasyczny model Zig-Zag
wykorzystywany do opisu wytezenia 1 przemieszczenia ukladow trojwarstwowych.
Wyprowadzono uktad réwnan opisujacy stan przemieszczenia belki trojwarstwowej w oparciu
warto$¢ przemieszczenia pionowego oraz kat wzajemnego przesuniecia naktadek. Zestawienie
warto$ci przemieszczen pionowych oraz naprezen w drewnianych oktadzinach wykazata, ze ten
model symuluje przemieszczenie elementu trojwarstwowego z wiekszg doktadnoScia.
Najwigksze réznice w przemieszczeniu pionowym miedzy pomiarem doswiadczalnym a
wynikiem teoretycznym zaobserwowano przy ugigciu rownym 45 mm. Rowniez rozktad
napr¢zen obliczonych na podstawie odksztalcen tensometrow odbiega od rezultatow
teoretycznych, co skomentowano w podrozdziale 5.2.

Jednym ze zrdédet rozbiezno$ci miedzy rezultatami z badan do$wiadczalnych i obliczen
teoretycznych moze by¢ fakt, ze model teoretyczny opisuje przemieszczenie osi belki potozonej
w srodku wysokos$ci przekroju poprzecznego i podpartej przegubowo na jej koncach. W
rzeczywisto$ci jednak, w sytuacji laboratoryjnej, podpierano pas dolny belki, nie za$ jej 0. W
rezultacie, w grupie rysunkow (5.2.1) — (5.2.8) ujawnily si¢ roéznice migdzy rzeczywista a
teoretyczng osig belki. Wida¢ na nich, ze o$ belki doznaje przemieszczenia w przekrojach
podporowych, natomiast w przypadku modelu teoretycznego zaktada si¢ przemieszczenie
Zerowe.

Rozwinigcie modelu Zig-Zag, stanowigce istotny wkiad wlasny i stanowiagcy oryginalny
element tej pracy, to zaproponowany trzeci juz model teoretyczny, uwzgledniajacy $cinanie w
naktadkach drewnianych. Problem wptywu $cinania zostal uwzgledniony na etapie badan
doswiadczalnych poprzez skonstruowanie serii belek o proporcjach rozpigtosci teoretycznej
przeset do wysokosci przekroju poprzecznego rownych ~ 6,92, czyli takiej, przy ktorej wptyw
ten moze si¢ ujawnic.

Zaprezentowano wyprowadzenie ukladu trzech rownan w oparciu o trzy niewiadome
opisujace stan przemieszczenia belki. Rozwigzanie uktadu przedstawiono w postaci szeregow, w
ktore rozwini¢to funkcje opisujacg stan przemieszczeh pionowych, kat obrotu nakladek
(uwzgledniajacy wplyw $cinania) oraz kat wzajemnego przesunigcia naktadek. Pokazano takze
rownania dla sit wewngtrznych oraz naprezen w pasach belki. Z rysunkéw (5.3.1) — (5.3.8)
mozna wnioskowac¢, ze dla fazy sprezystej pracy belki (koficzacej si¢ dla przemieszczenia pasa
dolnego rdwnego okolo 35 mm) rdéznice migdzy przemieszczeniem teoretycznej osi belki oraz
osi rzeczywistej ksztattowaly si¢ na poziomie kilkunastu procent. Przy wiekszych obciazeniach
(rysunki 5.3.6 — 5.3.8) te roznice wzrastaly do poziomu nawet 45 procent. Jednocze$nie model
teoretyczny daje przemieszczenia mniejsze od obserwowanych. Rowniez w tym przypadku
Ujawnia si¢, nieuwzgledniony w modelu, fakt przemieszczenia osi belki w przekrojach
podporowych.

Czwarty zaproponowany model teoretyczny sformutowano na podstawie obserwacji
poczynionych w trakcie badan do$wiadczalnych, z ktorych wynikalo, ze po przylozeniu
obcigzenia do gornej okladziny nastgpuje $ciskanie rdzenia z pianki poliuretanowej. Zbudowano
wiec dwa modele traktujace belke sandwiczowej jako uktad dwoch warstw polaczonych ze sobg
dwuparametrowym podtozem spr¢zystym. W pierwszym wariancie zatozono podparcie tylko
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pasa dolnego belki (co jest odzwierciedleniem warunkow rzeczywistych podczas badan
doswiadczalnych) w drugim zas$ zatozone podparcie obu oktadzin. Rozwigzanie zaprezentowano
w postaci uktadu rownan rozwigzanego metodg réznic skonczonych. Obliczenia przemieszczen
dla przyjetych obcigzen, wykonane w programie Scilab wykazaly znaczne réznice migdzy
rezultatami teoretycznymi i wynikami z badan doswiadczalnych. Nie mniej jednak autor
proponuje nie odrzuca¢ definitywnie tej propozycji jako bezwartosciowej, lecz sugeruje jego
dalsza optymalizacjg.

W dalszej czesci rozprawy podjeto si¢ analizy problemu poslizgu w polaczeniach podatnych
miedzy warstwami sktadowymi belek sandwiczowych. Problem ten opisany zostat dla dwéch
przypadkow: belki dwu- tréjwarstwowej. W przypadku belki dwuwarstwowej omdwiono wplyw
podatnosci polaczenia na przemieszczenie pionowe elementu oraz wielko$¢ wzajemnego
przesunigcia (poslizgu) warstw sktadowych. Problematyka ta nie byta prezentowana w szerokim
zakresie w literaturze tematu, a moze stanowi¢ istotny element w opisie stanu przemieszczenia i
wytezenia belek trojwarstwowych pod obcigzeniem statycznym.

Istotnym osiggnigciem autora jest przestudiowanie problemu poslizgu dla belki
trojwarstwowej. W rozdziale 6.2 zaprezentowano rozwigzanie teoretyczne uwzgledniajace
funkcje opisujaca przemieszczenie pionowe oraz poslizg obu warstw zewnetrznych.

Omowienie tej problematyki wzajemnego poslizgu warstw zakonczono przyktadami
obliczeniowymi dla kilku wybranych podatnosci potaczenia ks.

W rozdziale 7 zaprezentowano probabilistyczng analiz¢ stanu przemieszczenia belki
sandwiczowej w oparciu 0 model Zig-Zag. Moze ona znalez¢ praktyczne zastosowanie w
sytuacji, kiedy jeden lub kilka parametrow materialéw sktadowych belek ma charakter losowy.
W rozprawie problem ten oméwiono dla zatozenia, ze modul Kirchhoffa materiatu rdzenia jest
wielko$ciag losowa. Przeprowadzono wywod zakonczony wyprowadzeniem réwnan,
pozwalajacych na okreslenie wpltywu losowosci wybranego parametru na wielko$é
przemieszczenia pionowego belki trojwarstwowej. Oceny tej dokonuje si¢ poprzez poréwnanie
wspotczynnikow  zmiennoéci  dla analizowanej funkcji  (tutaj: przemieszczenia) oraz
wspofczynnika zmienno$ci dla parametru losowego. Rozdzial 7 opatrzono stosownym
przyktadem obliczeniowym.

Kwestia takiego projektowania zginanej konstrukcji warstwowej, aby prawdopodobienstwa
wystapienia réznego rodzaju awarii byty do siebie zblizone, bylo przedmiotem ostatniego, 8
rozdzialu rozprawy. Omowiono problematyke niezawodnosci w odniesieniu do uktadow
warstwowych.

W podrozdziale 8.5 zaprezentowano przyklad rachunkowy wyjasniajacy praktyczna strong
wykorzystania wskaznika niezawodnosci do oceny bezpieczenstwa konstrukcji. Na podstawie
danych o materialach sktadowych zaczerpnigtych z rozdziatu 3 oraz analizach teoretycznych z
rozdzialu 4, poddano analizie wartos¢ wskaznika niezawodnos$ci ze wzgledu dwa najbardziej
prawdopodobne mechanizmy zniszczenia belki trojwarstwowej: zniszczenie drewnianych
oktadzin na skutek przekroczenia wytrzymatos$ci na zginanie oraz $ci¢cia rdzenia. Obliczenia
wykazaly, ze dla rozpatrywanego przypadku o wystgpieniu awarii decyduje przekroczenie
maksymalnych napr¢zen stycznych w poliuretanowym rdzeniu. Wskaznik niezawodno$ci
osiggnat w tym wypadku tylko warto$¢ 0,736 co przetozylo si¢ na prawdopodobienstwo awarii
rowne okoto 0,23. Oznacza to, ze kwestia wlasciwego ksztaltowania rdzenia ze wzgledu na jego
no$nos¢ na Scinanie jest zagadnieniem decydujagcym o niezawodnosci catego elementu.
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Autor pragnie zwroci¢ uwage, ze kazdy z przedstawionych modeli teoretycznych jest
oparty o pewne ograniczenia w zakresie uwzglgdnianych procesow obserwowanych w trakcie
eksperymentu laboratoryjnego. W praktyce jednocze$nie wystepuja zjawiska: $cinania rdzenia,
wplywu $cinania w naktadkach na przemieszczenie pionowe elementu, $ciskanie rdzenia czy
wplyw podatno$ci potaczenia. Sciskanie rdzenia wywotuje ponadto nieliniowy przebieg krzywej
relacji obcigzenie-ugiecie dla badanej serii probek. Oznacza to, Ze istnieje obszar do dalszej
naukowej dziatalnosci badawczo-teoretycznej w zakresie optymalizacji analizowanych
konstrukcji  tréjwarstwowych. Moglby on dotyczy¢ uzupehlienie modelu Zig-Zag,
uwzgledniajacego Scinanie w naktadkach, takze o problematyke S$ciskania rdzenia oraz
podatnos¢ potaczenia miedzywarstwowego. Nalezy tez przypomnieé, ze wszystkie zatozenia i
obliczenia wykonane zostaly jak dla materialow pracujacych sprezyscie. Przedstawione w
rozprawie rozwazania wskazuja jednak na nieliniowa pracg konstrukcji z piankg poliuretanowa
w roli rdzenia, co takze prowadzi do powstawania réznic mi¢dzy analizami teoretycznymi a
badaniami laboratoryjnymi.
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Streszczenie

Streszczenie

Rozdzial pierwszy przedmiotowe] rozprawy doktorskiej przybliza problematyke belek
trojwarstwowych oraz zawiera uzasadnienie podjecia tego tematu. Uklady trojwarstwowe,
szczegolnie w formie belek i ptyt, sa wspotczesnie powszechnie stasowane w roznych gateziach
przemystu i gospodarki. Do ich niewatpliwych zalet mozna zaliczy¢ odpowiednig wytrzymatosé
na zginanie, niska wage oraz tatwo$¢ ksztalttowania geometrii. Ze wzgledu na liczne walory
drewna, ktorymi sa: powszechna dostgpnos¢, wysoka wytrzymatos$¢ na zginanie, niskie koszty
nabycia 1 latwo$¢ obrobki, zdecydowano, ze okladziny przedmiotowych uktadow
sandwiczowych beda wykonane wiasnie z tego materialu. Aby obnizy¢ wage calej konstrukeji
do skonstruowania rdzenia wybrano panele z pianki poliuretanowe;j.

W dalszej czgséci zaprezentowano przeglad literatury tematu, w ktorym skupiono si¢ na
problematyce réznorodnos$ci mechanizméw zniszczenia w zaleznosci od geometrii przekroju
poprzecznego konstrukcji 1 wlasciwosci materiatow sktadowych elementow tréjwarstwowych.
Przeglad literatury przeprowadzony byt takze pod katem modeli, opisujacych przemieszczenie i
wytezenie elementow sandwiczowych.

W rozdziale drugim zaprezentowano najwazniejsze zagadnienia i problematyke, ktore beda
poruszane w tej rozprawie doktorskiej.

Nadrzednym celem cze$ci do$wiadczalnej byto zebranie mozliwie duzej ilosci danych
umozliwiajacych weryfikacje zaprezentowanych w kolejnych rozdziatach modeli teoretycznych
belek trojwarstwowych. Byly nimi: odksztalcenia skrajnych wiokien drewnianych oktadzin oraz
przemieszczenia pionowe obu warstw zewngtrznych. W ramach prac laboratoryjnych ustalono
wlasnosci mechaniczne 1 wytrzymalosciowe materiatow sktadowych badanych belek
sandwiczowych. W zwigzku z badaniami eksperymentalnymi postawiono takze kilka pytan,
dotyczacych sposobu pracy belkowego elementu trojwarstwowego i1 mechanizmow jego
zniszczenia, wzajemnych przemieszczen pionowych oktadzin i powigzanego zjawiska $Sciskania
rdzenia, wptywu $cinania w naktadkach na catkowite przemieszczenie pionowe elementu czy
wystepowania wzajemnego poziomego przesuni¢cia naktadek.

W odniesieniu do czg$ci teoretycznej postawiono podstawowe pytanie: w jakim zakresie
modele belek trojwarstwowych odzwierciedlajg rzeczywiste ich zachowanie zaobserwowane w
laboratorium. Zdecydowano, ze rozpatrzone =zostang cztery modele teoretyczne belki
trojwarstwowej: model Eulera-Bernoulliego, klasyczny model Zig-Zag, model Zig-Zag
uwzgledniajacy S$cinanie w grubych naktadkach zginanych oraz model traktujacy belke
sandwiczowa jako ukiad dwoch niezaleznych elementow polaczonych dwuparametrowym
podtozem Pasternaka.

Innym waznym i ciekawym problemem, jaki jest poruszony w tej pracy jest zagadnienie
poslizgu, wystepujace w plaszczyznach polaczenia warstw sktadowych. Problem ten oméwiono
na przyktadzie belki dwuwarstwowej 1 trojwarstwowe;.

Kolejnym celem rozprawy jest racjonalizacja projektowania belek sandwiczowych o
zginanych naktadkach. Zaprezentowana zostanie propozycja analizy probabilistycznej belek
trojwarstwowych, uwzgledniajagca losowa niepewnos$¢ pewnych parametrow wraz z oceng
niezawodnosci belek za pomocg wskaznika niezawodno$ci (indeksu niezawodnos$ci) ze wzgledu
na rézne mechanizmy zniszczenia.

Rozdziat trzeci podzielony zostat na dwie czg¢$ci.
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W pierwszej przedstawiono wyniki z oznaczenia wiasnos$ci wytrzymatosciowych drewna 1
pianki poliurectanowej. Okreslono: wytrzymato$¢ drewna na zginanie (f, = 52,21 MPa), przyjety
wspolczynnik Poissona dla drewna v = 0,40, ogdlny modut sprezystosci drewna (Emg = 7,99
GPa), wytrzymato$¢ pianki poliuretanowej na $cinanie (t = 0,099 MPa), modut Kirchhoffa
pianki poliuretanowej (G = 1,985 MPa), wytrzymato$¢ pianki poliuretanowej na Sciskanie (fec =
0,24 MPa), modut sprezysto$ci pianki poliuretanowej przy S$ciskaniu (Ecc = 5,56 MPa),
wytrzymato$¢ pianki poliuretanowej przy rozcigganiu (fo; = 0,134 MPa) 1 modut sprezystosci
pianki poliuretanowej przy rozciaganiu (Ec; = 8,54 MPa).

W czgéci drugiej tego rozdziatu przedstawiono przebieg badan doswiadczalnych serii pigciu
belek trojwarstwowych. Przyjeto elementy o rozpietosci 2700 mm, wysokosci przekroju 390 mm
1 szerokos$ci przekroju 150 mm. Oktadziny drewniane z drewna sosnowego miaty wysokos¢ 45
mm 1 szeroko$¢ 150 mm. Rdzen z pianki poliuretanowej mial wysoko$¢ 300 mm i szerokos¢ 150
mm. Opisane zostaly czynnos$ci zwigzane z montazem belek, badaniami niszczacymi oraz zbidr
wynikéw, opracowanych pod wzgledem statystycznym.

W rozdziale czwartym wyprowadzono zalezno$ci opisujace relacje migdzy obcigzeniami a
przemieszczeniami dla wspomnianych czterech wybranych modeli, ktore moga postuzy¢ do
opisu belek trojwarstwowych. Oprocz réwnan przemieszczen pionowych wyprowadzono tez
zalezno$ci umozliwiajagce wykreslenie: funkcji przebiegu kata wzajemnego przesunigcia
naktadek, kata obrotu naktadek przy $cinaniu w nakladkach, momentéw zginajacych 1 sit
osiowych 1 tngcych w oktadzinach i rdzeniu.

W rozdziale pigtym przedstawiono analiz¢ numeryczng zaprezentowanych w rozdziale
czwartym modeli.

Rozdzial szoésty podzielony zostal na dwie czeSci 1 poswigcony problemowi poslizgu
polaczenia podatnego miedzy oktadzing a rdzeniem.

W czesci pierwszej problem ten zostat opisany dla przypadku uktadu dwuwarstwowego.

W czgsci drugiej zas przeprowadzono analiz¢ poslizgu dla uktadu tréjwarstwowego.

Wyprowadzono takze wzory, umozliwiajagce wykreslenie funkcji przemieszczen pionowych
oraz wzajemnego przesuni¢cia warstw sktadowych.

Rozdziat siodmy poswigcony zostal analizie probabilistycznej belki trojwarstwowej na
przyktadzie modelu Zig-Zag. Przyjeto w niej, ze modut Kirchhoffa rdzenia jest zmienng losowa
a pozostale parametry belki s3a jednoznacznie okreslone czyli sg wielko$ciami
deterministycznymi. Zatozono tez, ze znane sa odpowiednie charakterystyki probabilistyczne jak
warto$¢ oczekiwana 1 wariancja zmiennej losowej belki a takze charakterystyki obcigzenia w
przypadku, gdy ma ono charakter losowy.

Niezawodnos$¢ belki trojwarstwowe] byla przedmiotem rozwazan rozdziatu 6smego. Na
podstawie przegladu literaturowego oraz obserwacji belek w trakcie badan doswiadczalnych
wynika, ze dominujace s3 trzy mechanizmy uszkodzenia (zniszczenia) takiej belki. Sa to
przekroczenie no$nosci belki ze wzgledu na naprezenia normalne w naktadkach, naprezenia
$cinajace w rdzeniu lub napre¢zenia w miejscu polaczenia rdzenia z naktadka w przekrojach, w
ktorych obcigzenie wywotuje efekt ekstremalny. Projektujac belke sandwiczowa moze si¢
okaza¢, ze jeden z mechanizmoéw zniszczenia belki jest dominujgcy. Wykazano, ze zastosowanie
teorii niezawodnosci pozwala na bardziej racjonalne projektowanie belki. Zaprezentowane w
tym rozdziale racjonalne projektowanie belki polega na takim doborze jej parametréw, aby
indeksy niezawodnosci belki ze wzgledu na dominujace mechanizmy zniszczenia byly zblizone.
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Rozdzial dziewigty stanowi podsumowanie, w ktoérym przedstawiono wnioski z badan
do$wiadczalnych oraz analiz teoretycznych.
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Summary

The first chapter of this doctoral dissertation introduces the problem of three-layer beams
and provides justification for undertaking this topic. Three-layer systems, especially presenting
the form of beams and slabs, are nowadays widely used in various branches of industry and the
economy. Their undoubted advantages include adequate bending strength, low weight and ease
of geometry forming. Due to the numerous advantages of wood, which are: common availability,
high bending strength, low purchase costs and ease of processing, it was decided that the face
layers of the concerned sandwich systems will be made of this material. To reduce the weight of
the entire structure, polyurethane foam panels were chosen to construct the core.

In the next part, a review of the subject literature was presented, which focused on the
problem of the diversity of destruction mechanisms depending on the geometry of the cross-
section of the structure and the properties of the component materials of the three-layer elements.
The literature review was also conducted paying special attention to models describing the
displacement and strain of sandwich elements.

The second chapter presents the most important issues and issues that will be discussed in
this doctoral dissertation.

The overarching goal of the experimental part was to collect as much data as possible to
verify the theoretical models of three-layer beams presented in the following chapters. They
were: deformations and strains of the external fibers of the timber faces and vertical
displacements of both outer layers. As part of laboratory work, mechanical and strength
properties of the constituent materials of the tested sandwich beams were determined. In
connection with experimental investigations, several questions were also asked about the work of
the three-layer beam element and mechanisms of its destruction, mutual vertical displacements
of faces and the related phenomenon of core compression, influence of shearing effects in feces
on the total vertical displacement of the element or the occurrence of horizontal displacement of
timber faces.

With reference to the theoretical part the basic question was asked: to what extent the three-
layer beam models reflect their real behavior observed in the laboratory. It was decided that four
theoretical models of the three-layer beam will be considered: the Euler-Bernoulli model, the
classic Zig-Zag model, the Zig-Zag model including shear in thick bended faces and the
sandwich beam model as a system of two independent elements connected with a two-parameter
Pasternak base.

Another important and interesting problem that is touched upon in this work is the problem
of slip, occurring in the planes between component layers. This problem is discussed on the
example of a two-layer and three-layer beam.

Another goal of the dissertation is the rationalization of the process of designing sandwich
beams with bent feces. The proposition of probabilistic analysis of three-layer beams is
presented taking into account the random uncertainty of certain parameters along with the
assessment of reliability of beams using the reliability index due to various mechanisms of
destruction.

The third chapter was divided into two parts.

The first part presents the results from the determination of the strength properties of wood
and polyurethane foam. It was determined: bending strength of wood ( f,= 52.21 MPa),
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assumed Poisson's coefficient for wood v = 0.40, apparent modulus of elasticity (E, = 7.99

GPa), shear strength of polyurethane foam (7 = 0.099 MPa), Kirchhoff modulus of polyurethane
foam (G = 1.985 MPa), polyurethane foam compression strength ( f.. = 0.24 MPa), polyurethane

foam elastic modulus under compression ( E..= 5.56 MPa), polyurethane foam tensile strength (
f.,=0,134 MPa) and polyurethane foam elastic modulus in tension  (E., = 8,54 MPa).

The second part of this chapter presents the experimental study of a series of five three-layer
beams. Elements with a span of 2,700 mm, a cross-section height of 390 mm and a cross-section
width of 150 mm were assumed. Timber faces of pine wood were 45 mm high and 150 mm
wide. The core made of polyurethane foam was 300 mm high and 150 mm wide. The activities
related to the building of the beams, destructive tests and a set of results, developed in statistical
terms, were described.

The fourth chapter was dedicated the derivation the relationships between loads and
displacements for the four selected models that can be used to describe three-layer beams. In
addition to the vertical displacement equations, the following relations were derived: the function
of the faces mutual displacement angle, the faces rotation angle, bending moments and axial and
shear forces in the faces and core.

The fifth chapter presents the numerical analysis of the models presented in the fourth
chapter.

The sixth chapter is divided into two parts and devoted to the slip problem of the flexible
connection between the external layers and the core.

In the first part, this problem was described for the case of a two-layer system.

In the second part, a slip analysis for a three-layer system was carried out.

Equations were also derived which allow to plot vertical displacement functions and mutual
displacement of component layers.

The seventh chapter is devoted to the probabilistic analysis of the three-layer beam by the
example of the Zig-Zag model. It was assumed that the Kirchhoff modulus of the core is a
random variable and the remaining parameters of the beam are unambiguously defined, that is,
they are deterministic quantities. It was also assumed that the appropriate probabilistic
characteristics are known, such as the expected value and the beam's random variable variance as
well as the load characteristics when it is of a random nature.

The reliability of the three-layer beam was the subject matter of Chapter 8 considerations.
The literature review and the beams observation during experimental studies show that the three
mechanisms of damage (destruction) of such a beam are dominant. These are: exceeding the load
capacity of the beam due to the normal stresses in the overlays, shear stress in the core or stress
at the connection surface between the core and the timber face in cross-sections where the load
develops an extreme effect. The designing process of a sandwich beam may indicate that one of
the mechanisms of the beam's destruction is dominant. It has been shown that the application of
the reliability theory allows more rational layers beam design. The rational beams design
presented in this chapter is based on the selection of its parameters so that the beam's reliability
indexes are similar due to the dominant mechanisms of destruction.

The ninth chapter is a summary in which the conclusions from experimental research and
theoretical analysis are presented.

169



Zalacznik 1

Zakacznik 1

170



Zalgcznik 2

Zalacznik 2

171



RIA-0T3 -2t

R|A_O1 4 — 4 szt

Sruba M8*20 PN/M-82302 — 36 szt.

Podktadka 8.4 PN/M—-82006 —36 szt.

RIA-011- 2 &t

N3x30 —20 spoin

1350

RIA-015_ 2 et
A B St S Y S—_ |
RIA=012- 3 st ax T T T T 0
T T T ™ ™ 5 ~
i T T T i | zl
] un 0 uE
445 R'A_021—232t.
Piersciefi osadczy sprezynujqcy
100 461 z 16 PN/M-85111 — 4 szt.
Podkfadka 17 PN/M-82006 — 4 szt.
| § © (©) @ @ @ @ : RIA=022- 1 o
T ©
| @) © o
| <@
| $ N PN P
! &) &) &) &) &) &)
/70
1 1 | 8 U C h W .t Wykonano do
E;’fﬁk Materiat Pod Nazwo przedmiotu y N K R I A N 0 0 0




75%02

V()

0.2

1101’08
150%0.2

o166

0.3

=
Ip)
(l}; (56 (56> (567 (565 (567 (26> %
Ip)
| | LO
&
% | | N
}____ _ N . dh\ il
W N S
4477%0e
306%02 o
2g0*oe
co4*oe 36%02

168*02

56102

1. Ostre krawedzie stepic 0. 9%45°

Materiat

St3
#8

Ptyta

Nazwa przedmiotu

Wykonhano do

RIA-011

Nr rysunku




St3
£8

Materiat

Ptyta

Nazwa przedmiotu

Wykonhaho do

Nr rysunku

RIA-012




o

1209

1. Ostre krawedzie stepic 0. 2%45°

43

Materiat

Listwa

Nazwa przedmiotu

Wykonhaho do

RIA-013

Nr rysunku




1. Ustre krawedzie stepic 0. 2%45°

43

Materiat

Docisk

Nazwa przedmiotu

Wykonhaho do

RIA-014

Nr rysunku




1. Ostre krawedzie stepic 0. 2¥45°

43

Materiat

Docisk

Nazwa przedmiotu

Wykonhaho do

RIA-015

Nr rysunku




Pierscien osadczy sprezynujacy
z16 PN/M-85111 - 242 szt

Podk{adka 17 PN/M-82006 - 2+2 szt

RIA-022 - 55 <t

RIA—OBI - 141 szt

/lokres dziatonia

Materiat

Z 0 W i 0 S Wykonhaho do

RIA-020

Nozwa przedmiotu Nr rysunku




~0.016
16F8 0043

15.2h11 %y

11H13 SO

212.2hll

?15.2hl11

>

43

Materiat

Watek

Nazwa przedmiotu

Wykonhaho do

Nr rysunku

RIA-021




A
)
J

Q 1 1
2 Sciecia

1. Ostre krawedzie stepic¢ 0. 2%42°

St3 |1 Tule jka e

RIA-022

Materiat 0dz. Nozwa przedmiotu Nr rysunku




100

120

300

20

30

320

\ RIA-031 - 2 szt

X 1:1 | Probka

Ilose Mo teriat
sztuk ateria Podz. Nazwa przedmiotu

Wykonhano do

Nr rysunku

RIA-030




120*02

32002

0.2

0.2

8 Sz-t- S‘thOW|Q Jeden komple-t 1. Ustre krawedzie stepic¢ 0. 2%435°

8 S-tg 1=1 Pty/-to . Wykonano do
tose | 70 probki RIA-031

sztuk | Materiat Podz. Nazwo przedmiotu Nr rysunku




M8

|
o
!-:H—F_

Ll (i

COCL OOt fd

N4

H))H))H)H)HHZ

EEREEEIERRERENERREN S (et

RRRARRRARRRE RN — ettt E

RERRRRRRRRARRRRRRR

|
150
170
200
|

cerrrertrrttr ettt

/

LI AN
PITTTTTTT TN !

|

| U h .t Wykonano do
: by R IB-000

Ilos¢e

sztuk Materiat Podz. Nozwa przedmiotu Nk rysu




//10.2

/ O O q
o : o
e e

HHH)HHH -~ OO

’ \
! \
- S J.__.\._}. - - - - - - —]
\ [
\ ’
N ,

HH)))))HH ~ NN

(Ll frd
CECTTCT Tt

REEEREERRREN
BERRRRRRRARE

\@:

RIB-011

@
D
D
N

RIB-013 - 4 szt

oooooooooooooooooooo

rrrrrrrrr

RIB-012
(H(H(((H(( L
— /
W(HHHH(H L @
-:H(H((H((( NN
ZiNN RN
1=1 POdS-tQWQ oooooooooo
RIB-010




cex42°

10 1&

9102

9102

y e
03s3
Zmniejszenia ciezaru - ////////

/

. /
L /// »790

o
(an]
+l
<+
N©O)

J

(an]

+l

QU

™M

J

(en]

+l

QU

™M
04
(en]
+l
<
O

200
200

9102

9102

200

1. Ustre krawedzie stepic 0. 2¥45°
2. Otwory 870 dla zmniejszenia ciezaru

Ilosc¢
sztuk

St3
#10

Materiat

1=1 Pty-tQ Wykonano

Podz. Nozwa przedmiotu Nr rysunk

‘RIB-011




St3

Materiat

Watek

Nazwa przedmiotu

Wykonhaho do

Nr rysunku

RIB-012




1. Ostre krawedzie stepic 0. 2%45°
2. Grubosc 6 bez obrobki

St3

Materiat

Pty tka

Nazwa przedmiotu

Wykonhaho do

RIA-013

Nr rysunku




1. Ostre krawedzie stepic¢ 0. 2¥45°

43

Materiat

Docisk

Nazwa przedmiotu

Wykonhaho do

RIA-020

Nr rysunku




1%

170%02

170%02

2 szt. stanowia jeden komplet

1. Ostre krawedzie stepic 0. 2x45°

c

Ilosc¢
sztuk

St3
£8

Materiat

1:2

Podz.

Ptyta

Nozwa przedmiotu

Wykonhano do

Nr rysunku

RIA-030




	Spis treści
	Wykaz podstawowych oznaczeń
	1. Wstęp
	2. Cel i zakres pracy
	3. Badania doświadczalne belki trójwarstwowej
	3.1. Opis eksperymentu
	3.2. Prace przygotowawcze i montażowe belek trójwarstwowych
	3.3. Oznaczenie parametrów wytrzymałościowych drewna
	3.3.1. Oznaczenie wytrzymałości drewna na zginanie
	3.3.2. Oznaczenie ogólnego modułu sprężystości przy zginaniu
	3.3.3. Oznaczenie modułu odkształcenia postaciowego metodą stałej rozpiętości

	3.4. Oznaczenie parametrów wytrzymałościowych rdzenia poliuretanowego
	3.4.1. Oznaczenie wytrzymałości rdzenia poliuretanowego na ścinanie
	3.4.2. Oznaczenie wytrzymałości rdzenia poliuretanowego na ściskanie
	3.4.3. Oznaczenie modułu sprężystości pianki poliuretanowej przy ściskaniu
	3.4.4. Oznaczenie wytrzymałości rdzenia poliuretanowego na rozciąganie
	3.4.5. Oznaczenie modułu sprężystości rdzenia poliuretanowego przy rozciąganiu

	3.5. Rezultaty badań laboratoryjnych belek trójwarstwowych

	4. Modele teoretyczne belek trójwarstwowych
	4.1. Wprowadzenie
	4.2. Belka Eulera-Bernoulliego
	4.3. Model belki sandwiczowej z uwzględnieniem ścinania rdzenia i nakładek (Uogólniony model zig-zag)
	4.3.1. Równania różniczkowe belki sandwiczowej
	4.4. Wyznaczenie sił przekrojowych i naprężeń dla belki z uwzględnieniem ścinania nakładek
	4.5. Model zig-zag
	4.6. Układ dwóch sprzężonych belek


	5. Analiza numeryczna opracowanych modeli teoretycznych
	5.1. Analiza numeryczna modelu Eulera-Bernoulliego
	5.2. Analiza numeryczna modelu Zig-Zag
	5.3. Analiza numeryczna modelu Zig-Zag z uwzględnieniem ścinania w nakładkach
	5.4. Analiza numeryczna modelu dwóch sprzężonych belek

	6. Belki warstwowe o podatnych połączeniach warstw
	6.1. Belka dwuwarstwowa o podatnym połączeniu warstw
	6.2. Belka trójwarstwowa o podatnych połączeniach warstw

	7. Probabilistyczna analiza belki sandwiczowej
	7.1. Probabilistyczna analiza belki trójwarstwowej dla modelu Zig-Zag
	7.2. Praktyczne zastosowanie problematyki niezawodności przy projektowaniu belki trójwarstwowej

	8. Niezawodność belki sandwiczowej
	8.1. Wprowadzenie
	8.2. Prosty wskaźnik niezawodności. Indeks Cornella
	8.3. Metoda niezawodności momentów pierwszego i drugiego rzędu (FORM). Indeks Hasofera-Linda
	8.4. Niezawodność belki sandwiczowej
	8.5. Praktyczne zastosowanie problematyki niezawodności przy projektowaniu belki trójwarstwowej

	9. Wnioski końcowe
	Spis literatury
	Streszczenie
	Summary

