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PRAKTYCZNE PROBLEMY W TEORII PORTFELA!

Streszczenie: W pracy zostaly opisane najwazniejsze zagadnienia teorii portfela Markowitza.
Gloéwny nacisk potozono na elementy problematyczne na podtozu statystycznym (zwiazane
z estymacja parametrow portfela) i praktycznym (zwiazane z niespelnieniem zatozen lub do-
datkowymi ograniczeniami). W pracy wykazano, ze wykorzystanie klasycznych estymatorow
albo klasycznych zagadnien optymalizacyjnych naraza inwestora na duze ryzyko estymacji
czy ryzyko modelu, co powoduje, Zze otrzymany portfel efektywny ma stabe wtasciwosci
praktyczne.

Stowa kluczowe: teoria portfela, zastosowanie teorii Markowitza, klasyczne metody esty-
macji.

1. Wstep

Jednym z najwazniejszych problemow w przypadku inwestycji w wiele aktywow
jest okreslenie sktadu portfela. Gdy dla kazdego sktadnika portfela zostanie okreslo-
ne ryzyko i oczekiwany dochdd, nalezy ustali¢, jaka cz¢$¢ kapitatu nalezy zainwe-
stowa¢ w poszczegdlne aktywa, aby osiagnaé jak najnizsze ryzyko i jak najwyzszy
dochod. Jezeli dodatkowo poszczeg6lne sktadniki nie sa niezalezne, przy okresleniu
udziatéw powinien zosta¢ uwzgledniony stopien zalezno$ci pomigdzy poszczegol-
nymi aktywami.

Rozwiagzaniem powyzszego problemu jest jednoczesne uwzglednienie miar ry-
zyka, dochodu i zalezno$ci pomig¢dzy aktywami, w momencie tworzenia portfela.
Takie podejscie zostalo zaproponowane przez H. Markowitza w 1952 r., w pracy
zatytutowanej Portfolio Selection, a nastgpnie zostato rozwinigte siedem lat pdzniej
w ksiazce o tym samym tytule [Markowitz 1952, 1959]. W 1990 r. uhonorowano
Markowitza Nagroda Nobla?, na co w duzym stopniu miata wpltyw jego teoria za-
poczatkowana w 1952 r. Niestety, rozwigzanie powyzszego zagadnienia, chociaz

! Projekt zostat sfinansowany ze $rodkéw Narodowego Centrum Nauki.
2 Wraz z Harrym Markowitzem Nagrode Nobla za nowatorskie prace nad ekonomiczna teoria
finanséw 1 finansowaniem przedsigbiorstw otrzymali Merton Miller i William Sharpe.
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teoretycznie moze by¢ poprawne, w praktyce moze spowodowa¢ wiele problemow,
ktorych opis zostal przedstawiony w niniejszej pracy.

W czgsci 2 opisano podstawowe parametry portfeli (ryzyko i stope zwrotu),
metody ich estymacji oraz podstawowe problemy zwiagzane z klasyczna estyma-
cja. W czesci 3 opisano rozne zagadnienia optymalizacji portfela wraz z opisem
problemu w przypadku zastapienia klasycznej metody estymacji innymi metodami.
W czgsci 4 przedstawiono inne miary stuzace do szacowania ryzyka wraz z opisem
problemu stosowania momentéw wyzszych rzedow w teorii portfela. W dalszej czg-
$ci pracy opisano i zinterpretowano zatozenia w teorii portfela Markowitza (czgs¢ 5)
oraz dokonano ich weryfikacji w praktyce (cze$¢ 6). W czgsci 7 opisano dodatkowe
elementy (ograniczenia) teorii portfela w praktyce.

2. Klasyczna estymacja stopy zwrotu i ryzyka portfela

W teorii portfela Markowitza stopy zwrotu aktywow (wchodzacych w sktad port-
fela) traktowane sa jako zmienne losowe [Markowitz 1952, s. 81]. Jezeli znane sa
rozktady stop zwrotu poszczegdlnych aktywow, to korzystajac z rachunku prawdo-
podobienstwa, mozna wyznaczy¢ poszczegolne parametry tych rozktadow — oczeki-
wana stopg zwrotu i wariancjg.

Jezeli rozktad stop zwrotu nie jest znany, to mozna zastosowac teori¢ estymacji
w celu oszacowania parametrow w,, o, Oraz ciz. Do oszacowania tych parametrow
postuza szeregi czasowe historycznych zrealizowanych stop zwrotu poszczegolnych
aktywow wchodzacych w sktad portfela.

Przyjmujac, Ze realizacjami proby losowej R. = (R, R,,, ..., R, ) z rozktadu stop
zwrotu i-tego aktywa sa zrealizowane stopy zwrotu r, = (I, I, ..., I ), wtedy para-
metr . moze by¢ oszacowany w sposob nastgpujacy:

n
2N (1)
Oszacowanie parametru 6 dane jest nastgpujacym wzorem:

n
S =s =L2(fu - R)2 2)
n—-1ig

Gdy stopy zwrotu maja rozklad normalny, to estymatory parametrow u, oraz
o, ktorych oszacowania znajduja si¢ we wzorach (1) 1 (2) sa estymatorami nieob-



Praktyczne problemy w teorii portfela 383

ciagzonymi z jednostajnie minimalng wariancja®. Thumaczy to uzycie mnoznika ——

we wzorze (4) zamiast mnoznika 1
n

Parametr o, moze by¢ oszacowany jako pierwiastek wariancji probkowej, jednak
taki estymator nie jest estymatorem nieobcigzonym (zob. np.: [Bartoszewicz 1989,
s. 147; Shao 1999, s. 130]).

W analizie historycznych stop zwrotu istotnym elementem jest wigc dobor odpo-
wiedniego estymatora. Estymatory, ktorych realizacje zostaty opisane we wzorach
(1)1 (2), sa klasycznymi estymatorami wykorzystywanymi w teorii portfela.

W celu estymacji ryzyka i stopy zwrotu portfela, mozna poshuzy¢ si¢ estyma-
torami parametrow u ort? apm 0raz o po- Do 0szacowania tych parzametréw zostang
wykorzystane oszacowania estymatorOw parametrow u, o, 0raz G , opisane wzora-
mi (1)1 (2).

Do oszacowania parametru 1, Mozemy postuzy¢ si¢ nastepujacym wzorem:

p
“port = Z\N|"| = W'lla (3)
i=1

gdzie p=(,,...,1,) sa estymatorami stop zwrotu skfadnikoéw portfela.

Po podstawieniu we wzorze (2) za I, wartosci r
tru o port dane jest nastgpujacym Wzorem

1, port = Wl’t, 0szacowanie parame-

J '
port :_12 t,port lupwt) =W ZW’ (4)

gdzie X jest probkowa macierzg kowariancji. Ocena parametru O e analogicznie
. e . , . ~2
jak wezesniej, moze by¢ wyznaczona jako /G o -

Opisane estymatory parametrow rozktadu stop zwrotu portfela moga by¢ zasta-
pione innymi estymatorami. Wybor estymatorow zalezy m.in. od wyboru funkcji
straty estymatora, metody estymacji lub awersji inwestora do ryzyka.

3 Estymatory te sa najlepszymi estymatorami w klasie estymatoréw nieobciazonych, jednak w
klasie wszystkich estymatoréw, estymator, ktorego realizacja opisana jest wzorem (4), jest niedopusz-
czalny (w sensie statystycznym), poniewaz istnieje estymator o mniejszym ryzyku — takim estymato-
rem jest obciazony estymator, dany nastgpujacym wzorem:

n
1 2
jzl(Rti -R)".
p

4 Dla mnoznikal/n estymator ten bylby estymatorem najwigkszej wiarogodnosci. Taki estymator
wykorzystywany jest do pomiaru wariancji np. w pracy Markowitza [1959].
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3. Portfele efektywne

Sposrod wszystkich portfeli, jakie moga zosta¢ utworzone z poszczegolnych sktad-
nikow, zgodnie z zalozeniami, inwestor wybierze portfele efektywne. Portfelem
efektywnym nazywamy taki portfel, ktory sposrod wszystkich portfeli o zadanej
stopie zwrotu bedzie miat najnizsze ryzyko (mierzone wariancja, odchyleniem stan-
dardowym stopy zwrotu), natomiast sposrod wszystkich portfeli o zadanym pozio-
mie ryzyka begdzie mial najwyzsza stopg zwrotu.

Jezeli znany jest wektor $rednich rozktadu p oraz macierz kowariancji X, to
wyznaczenie portfeli efektywnych o zadanej stopie zwrotu x, polega na rozwiazaniu
nastgpujacego zagadnienia programowania matematycznego®:

minW'Xw, (5)

w

przy ograniczeniach:

w'"ZIUO,
w'l=1.

Portfel, ktorego udziaty otrzymano przez rozwigzanie powyzszego zagadnienia®,
nazywany jest portfelem efektywnym (mean-variance portfolio). Powyzsze zagad-
nienie wykorzystywane jest do znalezienia portfela o najnizszym ryzyku, przy zada-
nej stopie zwrotu.

Innymi zagadnieniami optymalizacyjnymi moga by¢: zagadnienie minimaliza-
cji wariancji portfela, zagadnienie maksymalizacji oczekiwanej stopy zwrotu, za-

gadnienie minimalizacji wyrazenia w'Xw _EW 'n, gdzie A jest wspotczynnikiem

awersji do ryzyka, czy zagadnienie maksymalizacji miernika Sharpe’a.
W powyzszych przypadkach wyrazenie w2w moze by¢ rownowaznie zapisane
jako:
oﬁm =w'Zw. (6)
Analogicznie mozna zapisa¢ podobna rownos¢ dla Sredniej: 4, = w'p. W prak-
tyce nie jest znany rozktad stop zwrotu sktadnikéw portfela, dlatego w celu wy-
znaczenia portfeli efektywnych wykorzystuje sie estymatory Sredniej £ i wariancji
6. Takimi estymatorami moga by¢ $rednia i wariancja probkowa, ale rowniez inne
estymatory opisane w dalszej czg$ci pracy. Mozna rowniez wykorzysta¢ estymatory

5 Jezeli estymatorem parametru X jest probkowa macierz kowariancji, to zagadnienie (5) bedzie
zagadnieniem programowania kwadratowego.

® Rozwiazanie analityczne dla tego zagadnienia mozna znalez¢é np. w: [Jajuga, Jajuga 2006,
s. 219; Fabozzi i in. 2007, s. 28].
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wektora $rednich i i macierzy kowariancji ¥, np. $rednig probkowa oraz probkowa
macierz kowariancji. Nalezy w tym przypadku mie¢ na uwadze, ze mimo iz dla pa-

rametrow rozktadow prawdziwa jest rownos¢ (6), to w przypadku estymatoréw po-

dobna réwnos¢ (312)0” =w'Zw jest jedynie prawdziwa dla wariancji probkowej (np.
[Maronna i in. 2006, s. 214] opisanej w czgsci 3. Dlatego np. uzycie M-estymatora
ryzyka £, spowoduje wyznaczenie innego portfela niz uzycie M-estymatora ma-

cierzy kowariancji ¥ o
4. Inne miary ryzyka portfela

Poza $rednia 1 wariancja, ktére sa klasycznymi miarami ryzyka i stopy zwrotu, ist-
nieja réwniez inne miary. Wybor innych miar ryzyka bedzie mial istotny wplyw
na otrzymane udziaty portfela optymalnego. Wsrod takich miar mozemy wyr6zni¢
dobrze znane: odchylenie przecigtne czy odchylenie ¢wiartkowe, ktore uwzgledniaja
neutralna koncepcjg ryzyka — analizowane sa zarowno dodatnie, jak i ujemne od-
chylenia od $redniej. W przypadku negatywnej koncepcji ryzyka uwzgledniane sa
jedynie ujemne odchylenia od $redniej, wtedy mozna postuzy¢ si¢ takimi miarami,
jak: semiwariancja, dolny moment czastkowy, warto$¢ zagrozona czy warunkowa
warto$¢ zagrozona.

Poza wymienionymi miarami mozemy wyr6zni¢ rowniez skosnos¢ i kurtoze,
ktore sa momentami centralnymi rzedu 3 i 4. Obie miary moga by¢ wykorzystane
w zagadnieniu optymalizacyjnym przy tworzeniu portfeli efektywnych, np. mini-
malizacja wspolczynnika sko$nosci czy uwzglednienie w zagadnieniu optymaliza-
cyjnym wszystkich 4 momentow’. Niestety, oba parametry wykorzystuja potege 3
lub 4, co powoduje, ze sa jeszcze bardziej wrazliwe na obserwacje nietypowe niz
klasyczne estymatory ryzyka. Badania Lohrego i in. [2007], w ktorych porowny-
wano portfele minimalizujace wspotczynnik skosnosci oraz odporny wspotczynnik
skosnosci, wykazaty, ze zarowno klasyczny, jak i odporny estymator wspotczyn-
nika sko$nosci sa wysoce niestabilne. Niestabilno§¢ wspotczynnika skosnosci oraz
kurtozy mozna zobrazowa¢ nastgpujacym przykladem: dla dziennych stop zwrotu
indeksu WIG z okresu 1.10.1999 —30.09.2010 (2274 obserwacji) wyliczono wspot-
czynnik skosnosci i kurtoze: 01 1,75 odpowiednio. Po usunigciu 1 obserwacji z dnia
24.11.2008 wspotczynnik skosnosci 1 kurtoza osiagnety wartosci —0,04 oraz 1,61 od-
powiednio. Po usunigciu kolejnej obserwacji z dnia 29.10.2008 wspotczynnik skos-
nosci wyniost —0,06, natomiast kurtoza 1,53. Jak mozna wigc zauwazy¢, odrzucenie
2 z 2274 obserwacji (stanowiacych 0,09% wszystkich obserwacji) powoduje duza
zmiang warto$ci wspotczynnika skos$nosci i kurtozy (np. dla kurtozy nastapita zmia-
na o ok. 7%). W przypadku odchylenia standardowego odrzucenie 2 wymienionych
obserwacji spowodowato spadek z wartosci 0,0171 do 0,0169 (zmiana o ok. 1%).

7 Szerzej zostato to opisane m.in. w: [Fabozzi i in. 2006].
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Powyzsze wlasciwosci pokazuja duza wrazliwo$¢ estymatorow skosnosci i kurtozy,
co powoduje, ze tworzenie portfeli na podstawie tych miar (a nawet ich odpornych
odpowiednikdéw) obarczone jest duzym ryzykiem.

5. Zalozenia w teorii portfela Markowitza

Zatozenia w modelu Markowitza powiazane sa $cisle z dwoma obszarami:
— statystycznym, dotyczacym zakladanego modelu oraz sposobu pomiaru ryzyka

i stopy zwrotu.

— Dbehawioralnym, dotyczacym zaktadanego modelu zachowan inwestorow: po-
strzegania ryzyka, stopy zwrotu oraz wyboru optymalnej inwestycji.

Pierwszy z wymienionych obszaréow zalezy od wybranego modelu statystycz-
nego 1 w zalezno$ci od wybranego podejscia moze zawiera¢ inne zatozenia. Drugi
obszar okresla przede wszystkim, w jaki sposob inwestorzy wybieraja optymalna
inwestycje¢ oraz czym si¢ kieruja przy jej wyborze.

W obszarze statystycznym mozna wyrdzni¢ trzy gtowne zatozenia odnosnie do
zaktadanego modelu:

1) stopa zwrotu portfela jest sumag zmiennych losowych,

2) rozktad stop zwrotow aktywow oraz zalezno$ci pomigdzy sktadnikami port-
fela sa niezmienne w czasie,

3) rozklad stop zwrotu aktywoéw jest wielowymiarowym rozktadem normal-
nym.

Pierwsze zalozenie [Markowitz 1952, s. 81] umozliwia postrzeganie portfela
jako zmiennej losowej o pewnym, nieznanym rozktadzie. To zatozenie umozliwi-
o zastosowanie rachunku prawdopodobienstwa oraz metod statystycznych w teo-
rii portfela. Drugie oznacza, ze oczekiwana stopa zwrotu i wariancja aktywow nie
zmieniaja si¢ w czasie. To zalozenie wynika z tego, ze szereg czasowy z realizo-
wanych stop zwrotu traktowany jest jako proba losowa, zatem wszystkie obserwa-
cje pochodza z jednego rozktadu. Dodatkowo, poniewaz nie zmieniaja si¢ rozktady
prawdopodobienstwa stop zwrotu, wigc nie zmieniajg si¢ zaleznosci pomig¢dzy nimi.
Ostatnie natomiast wynika z faktu zastosowania estymatoréw, ktore sa efektywne
przy zatozeniu, ze rozktad proby jest normalny. W przypadku odstepstw od roz-
ktadu normalnego estymatory opisane wzorami (3), (4), (6), (7) sa nieefektywne
i nie powinny by¢ brane pod uwagg. Dlatego z zatozenia o normalnosci stop zwrotu
pojedynczych aktywow oraz catego portfela wynika zatozenie o wielowymiarowym
rozktadzie normalnym aktywow wchodzacych w sktad portfela®.

8 Zaklada sig, ze rozktad stop zwrotu portfela jest rozktadem normalnym, zatem dla kazdego wek-
tora udziatow w = (w,, w,, ..., w,)’ zmienna losowa Rpm = w'R € R" ma rozktad normalny, zatem z

definicji wektor losowy R = (R, R,, ..., R))" ma rozktad normalny w R" (wielowymiarowy rozktad
normalny).
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Kolejne cztery zatozenia dotycza obszaru behawioralnego. W tym obszarze zo-
stalty wyodrebnione nastepujace zalozenia dotyczace zachowan inwestorow [Reilly,
Brown 2006, s. 211]:

1) inwestorzy, wybierajac aktywa, analizuja rozkltad prawdopodobienstwa stop
zwrotu w pewnym przedziale czasowym,

2) inwestorzy maksymalizuja oczekiwang uzytecznos¢ w jednym okresie, a ich
krzywe uzytecznosci obrazuja malejaca krancowa uzytecznos¢ zasobu,

3) decyzje podejmowane sa jedyne w oparciu o oczekiwany zwrot i ryzyko (mie-
rzone $rednig oraz wariancja lub odchyleniem standardowym), zatem krzywe uzy-
tecznosci inwestoréw sa jedynie funkcjami oczekiwanej stopy zwrotu i wariancji
(lub odchylenia standardowego portfela),

4) na zadanym poziomie ryzyka inwestorzy wybieraja inwestycje o wyzszej sto-
pie zwrotu, natomiast przy zadanej stopie zwrotu inwestorzy wybieraja inwestycje
0 nizszym ryzyku.

Pierwsze zatozenie wynika z tego, iz w teorii portfela Markowitza analizowane
sa jedynie rozktady stop zwrotu, a decyzje podejmowane sa w oparciu 0 wyesty-
mowane ryzyko oraz zwrot aktywow (zalozenie trzecie). Kolejne zatozenie oparte
jest na teorii uzytecznosci i pokazuje, ze wybierane portfele optymalne dla jednego
inwestora niekoniecznie sa optymalne dla innego, poniewaz moga mie¢ inna uzy-
tecznos$¢. Trzecie zatozenie okresla, jakie charakterystyki portfela sa brane do wy-
znaczania portfeli optymalnych, czyli ktére parametry rozktadu prawdopodobien-
stwa powinny by¢ estymowane. Ostatnie zalozenie pozwala na wyznaczenie zbioru
portfeli efektywnych, czyli najlepszych portfeli na zadanym poziomie ryzyka lub
przy zadanej stopie zwrotu. Do powyzszych zatozen mozna doda¢ inne zatozenia,
m.in.: brak kosztow transakcji lub podzielnos¢ sktadnikow portfela. Oba zatozenia
moga by¢ uwzglednione przez odpowiednia modyfikacj¢ modelu, ktora nie wptywa
na zmiang pozostatych zatozen.

6. Weryfikacja zalozen teorii portfela w praktyce

Zalozenie o rozkladzie stop zwrotu aktywow. Estymatory parametrow potozenia
i skali wykorzystywane w teorii portfela Markowitza sa nieobcigzonymi estymato-
rami z jednostajnie minimalnga wariancja lub estymatorami najwigkszej wiarygod-
nosci. Estymatory te sa efektywne tylko wtedy, gdy rozktad proby jest rozktadem
normalnym. Dodatkowo wada stosowanych estymatorow jest ich duza wrazliwos¢,
co sprawia, ze w celu osiagnigcia doktadnych wynikdéw nalezy dobra¢ wystarczajaco
duza probe. Dlatego niezbgdne jest wykorzystanie innych metod estymacji, ktore
przynosza dobre rezultaty dla innych rozktadéw niz rozktad normalny.

Badania nad normalnoscia rozkladu stop zwrotu akcji byly prowadzone juz we
wcezesnych latach 60. XX w. m.in. przez Mandelbrota [1963] i Famg [1965], ktorzy
pokazali, ze rozktad Pareta dobrze przybliza rozklad stop zwrotu. W kolejnych la-
tach powstato wiele publikacji (m.in. [Praetz 1972; Officer 1972; Blattberg, Gone-
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des 1974; Kon 1984; Akgiray 1989; Palagyi, Mantegna 1999; Lisi 2007]), w ktorych
badano rozktady stop zwrotu i wykazano, ze czgsto sa to rozktady skosne z grubymi
ogonami. Badania dotyczace rozktadow stop zwrotu akcji notowanych na Gieldzie
Papieréw Warto$ciowych w Warszawie byly realizowane m.in. przez zesp6t prowa-
dzony przez K. Jajuge w 2000 r. W wyniku prowadzonych badan stwierdzono, ze
rozktady stop zwrotu nie sa zgodne z rozktadem normalnym i ze wigkszos¢ spotek
nie ma rozktadu symetrycznego. Wérod badanych spolek zaobserwowano rowniez
,,grube ogony” rozktadow.

Analizujac badania z ostatnich kilkudziesigciu lat, mozna wnioskowac, ze roz-
ktady stop zwrotu nie sa rozktadami normalnymi. Dotyczy to stép zwrotu z akcji
spotek zardwno zagranicznych, jak i polskich. Zatem klasyczne estymatory wyko-
rzystywane w teorii portfela w praktyce nie powinny mie¢ zastosowania.

W przypadku gdy rozklad stop zwrotu jest rozktadem zblizonym do rozktadu
normalnego, niezbg¢dne jest okreslenie, czy badany rozktad jest symetryczny. Dla
rozktadow niesymetrycznych btedem jest stosowanie miar ryzyka, takich jak odchy-
lenie standardowe, wariancja lub absolutne odchylenie medianowe (MAD). Wynika
to z tego, ze ujemne odchylenia od $redniej (postrzegane negatywnie przez inwesto-
réow) 1 dodatnie odchylenia od $redniej (postrzegane pozytywnie) w wymienionych
miarach jednakowo zwigkszaja ich wielko$¢ 1 w zalezno$ci od skosnos$ci badanego
rozkladu wigksze ryzyko moze by¢ zarowno pozytywnym, jak i negatywnym zjawi-
skiem. Miarami, ktore teoretycznie lepiej niz odchylenie standardowe opisuja rozkta-
dy niesymetryczne, sa miary uwzgledniajace jedynie negatywna koncepcje ryzyka
(np. semiodchylenie) lub miary kwantylowe (VaR lub CVaR). Jednak w przypadku
wykorzystania miar ryzyka innych niz wariancja zostaje naruszone zatozenie o tym,
ze decyzje inwestorow podejmowane sa jedyne w oparciu o oczekiwany zwrot i ry-
zyko (mierzone wariancja lub odchyleniem standardowym).

Jezeli natomiast rozktad stop zwrotu jest normalny lub bliski rozktadowi nor-
malnemu i symetryczny, lepszymi estymatorami sg estymatory minimalizujace btad
sredniokwadratowy kosztem obciazenia (shrinkage estimators)’. W efekcie pozwa-
laja one na doktadniejsze oszacowanie macierzy dla matej ilosci obserwacji n-wy-
miarowych, gdy n jest duze. Badania prowadzone w tym obszarze [Kaszuba 2009;
Ledoit, Wolf, 2003] pokazuja, ze estymatory te daja lepsze wyniki niz klasyczne'?.

Zalozenie o stabilnosci rozkladow stép zwrotu w czasie. To zatozenie wynika
z zastosowania podejscia statystycznego w teorii portfela. W przypadku metod sta-
tystycznych bowiem wymiar czasu jest do pewnego stopnia ignorowany i gtowny
nacisk potozony jest na analiz¢ struktury zbioru danych [Jajuga 2003]. W praktyce
rozktady stop zwrotu nie sa stabilne w czasie w tym sensie, ze parametry rozktadu

? Jedynym zatozeniem dla tych estymatorow jest istnienie kolejnych momentow tych zmiennych
losowych [Schifer, Strimmer 2005].
0 Przede wszystkim wtedy, gdy liczba sktadnikow portfela jest duza, a wykorzystywane szeregi
czasowe stop zwrotu sa krotkie.
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($rednia, wariancja) zmieniaja si¢ w czasie. Wynika to m.in. ze zmian prawnych,
zmian rynkowych, a takze z trendow wystepujacych na rynku, ktore wpltywaja na
zmiang oczekiwanej stopy zwrotu, oraz od stabilno$ci sytuacji na rynkach finanso-
wych, ktéra wplywa na zmiang wariancji. Jezeli zmiany w kolejnych przedziatach
czasowych sa nieistotne, to powyzsze zalozenie mozna ostabi¢ poprzez odpowied-
nio czgsta estymacje charakterystyk rozktadu populacji oraz przebudowe portfela
na koncu kazdego przedziatu czasowego. W tym przypadku korzystanie z metod
klasycznych, ktore wymagaja duzej ilosci obserwacji'!, uniemozliwia szybkie dosto-
sowanie wag portfela do zmian rynkowych.

W celu kompletnego wyeliminowania powyzszego zatozenia nalezatoby zmie-
ni¢ podejscie statystyczne na stochastyczne.

Zalozenie, ze decyzje podejmowane sg jedyne w oparciu o oczekiwany zwrot
i ryzyko (mierzone wariancja lub odchyleniem standardowym). Wcze$niejsze
dwa zatozenia wynikajq bezposrednio z zastosowania metod statystycznych w teorii
portfela. Natomiast powyzsze zatozenie okresla, czym kieruja si¢ inwestorzy przy
wyborze optymalnego portfela. Zaktada sig, ze inwestorzy szacuja ryzyko na pod-
stawie wariancji (lub odchylenia standardowego) stop zwrotu, zatem analizowane
rozktady powinny by¢ symetryczne (problem poruszony przy omawianiu pierwsze-
go zatozenia), co niekoniecznie musi by¢ spetnione w praktyce.

Oba parametry rozkladu stop zwrotu (oczekiwana stopa zwrotu i wariancja) nie
sa znane, wiec w celu podjecia decyzji inwestycyjnych nalezy postuzy¢ sie teorig es-
tymacji, aby je oszacowaé. W przypadku szacowania obu parametréw jednoczesnie
estymatory klasyczne obarczone sa duzym btgdem, co powoduje, ze portfele efek-
tywne szacowane w oparciu o estymatory wariancji i Sredniej obarczone sg jeszcze
wigkszym ryzykiem i w konsekwencji maja niska skutecznos$¢ poza proba [Jaganna-
than, Ma 2003, s. 1652] (out of sample).

Jobson 1 Korkie [1980] wykazali, ze klasyczne portfele obarczone sa duzym bte-
dem estymacji. Powoduje to znaczacy wzrost bledu estymacji, co w konsekwencji
moze powodowac, ze taki portfel nie musi by¢ bardziej efektywny niz portfel o row-
nych udziatach. Michaud [1989], Black i Litterman [1992], Chopra i Ziemba [1993]
pokazali, ze poza proba, klasyczne portfele nie posiadaja dobrych wlasciwos$ci, na
co wpltyw maja zarbwno wrazliwos$¢, jak i btad estymacji portfela. To powoduje, ze
portfele efektywne w przypadku inwestycji dlugoterminowych na wiele okreséw
nie przynosza dobrych efektow inwestycyjnych. W pracach [Jagannathan, Ma 2003;
DeMiguel, Nogales 2009] w badaniach dotyczacych poréwnania alternatywnych
metod estymacji z klasycznymi nie poréwnywano portfeli efektywnych o zadane;j
sredniej, a jedynie portfele o minimalnej wariancji. Przyczyna jest duza niestabil-
no$¢ $redniej probkowej, ktora ostabitaby jakos¢ otrzymanych wynikow. Problemy

1 W przypadku duzej ilo$ci aktywow, dla ktoérych wyznaczane sa udziaty w portfelu, w celu
zmniejszenia bigdu estymacji klasycznej macierzy kowariancji, do jej wyznaczenia nalezy uzy¢ duzej
ilo$ci zrealizowanych stop zwrotu.
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zwiazane z wyznaczaniem portfeli efektywnych oraz btedami estymacji przy uzyciu
klasycznych metod kowariancji opisywane byly rowniez m.in. w pracach [Jorion
1986; Best, Grauer 1991; Wang 2005].

Koszty transakcyjne. W praktyce kazdy zakup lub sprzedaz akcji obciazone sa
kosztami transakcyjnymi, wigc kazda przebudowa portfela powoduje poniesienie
dodatkowych optat. W przypadku portfela Markowitza utrzymanie wyznaczonych
podczas budowy portfela udzialéw poszczegolnych aktywow wiaze si¢ z przebudo-
wa tego portfela w kazdym okresie, ktorego dtugos¢ jest zgodna z okresem zrealizo-
wanej stopy zwrotu'?. Oznacza to, ze jezeli np. do wyznaczenia udziatéw aktywow
w portfelu korzystano z dziennych zrealizowanych stop zwrotu, nalezy codziennie
przebudowywacé portfel w taki sposob, aby wczesniej wyznaczone udziaty zostaly
utrzymane. Niestety, w praktyce kazda przebudowa udziatéw w portfelu wiaze si¢
z kosztami transakcyjnymi zarowno przy zakupie, jak i przy sprzedazy aktywow
portfela. Dodatkowo, jezeli inwestor co pewien czas ponownie wyznacza udziaty
spotek w portfelu, wazne jest, aby te udziaty byly wyznaczone jak najdoktadnie;j.
Gdy udziaty wyznaczone sa w oparciu o estymatory wrazliwe na obserwacje odsta-
jace (np. klasyczne estymatory), to wyznaczane wagi w kolejnych okresach beda sie
zmienia¢ bardziej niz w przypadku wyznaczania wag przy uzyciu np. estymatorow
odpornych lub minimalizujacych btad §redniokwadratowy. Stad, przy poréwnywa-
niu alternatywnych metod wyznaczania portfela, wazne jest rowniez uwzglednienie
kosztow transakcyjnych.

7. Praktyczne wykorzystanie teorii portfela

W praktyce teoria portfela jest o wiele bardziej skomplikowana, na co wplyw maja
ograniczenia sktadu portfela (inwestorzy instytucjonalni), poziom awersji do ryzyka
inwestoréw czy ograniczenia na danym rynku. Ponizej zostaty opisane podstawowe
ograniczenia dla teorii portfela w praktyce.

Krotka sprzedaz, jezeli juz jest mozliwa na danym rynku, to ma pewne ogra-
niczenia:

1) niezbgdne jest wniesienie depozytu dla inwestycji, co do ktorych krétka sprze-
daz jest stosowana,

2) kwota, na jaka krotka sprzedaz ma by¢ dokonana, jest ograniczona (np. brak
mozliwos$ci dokonania krotkiej sprzedazy akcji za 100 min zt).

Oba problemy powoduja, ze krotka sprzedaz jest jedynie przypadkiem teore-
tycznym.

Ograniczenia udzialéw portfela stosuje sig, aby unikna¢ przypadku koncen-
tracji udziatow portfela w pojedynczej akcji, segmencie czy rynku. Podobnie mozna

12 Jezeli stopy zwrotu aktywow wchodzacych w sktad portfela nie zmienig si¢ jednocze$nie o taka
sama warto$¢ w danym okresie, to w nastgpnym okresie udziaty spotek beda inne niz w poprzednim
okresie. Dlatego niezbgdna jest przebudowa portfela w taki sposob, aby udziaty byly rowne tym z po-
czatku okresu.
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narzuci¢ ograniczenia na grup¢ sktadnikow portfela (np. w danej branzy, sektorze,
kraju).

Ograniczenia bledow replikacji (tracking error, TE) stosowane jest w celu
minimalizacji r6znic pomigdzy zarzadzanym portfelem a portfelem benchmarko-
wym. Btad replikacji mierzy si¢ jako odchylenie standardowe roznic stop zwrotu po-
migdzy portfelem benchmarkowym a portfelem zarzadzanym. Przyjgte zbyt niskie
ograniczenie dla TE spowoduje mniejsza elastyczno$¢ doboru udzialéw portfela, co
w konsekwencji zmniejszy zbidr mozliwych portfeli efektywnych. Wynika to z tego,
ze blad replikacji nie uwzglednia ryzyka portfela.

Ograniczenie minimalnej wartosci transakcji stosuje si¢, gdy chcemy wyeli-
minowa¢ nowe transakcje o niskiej wartosci. Pozwoli to m.in. na uniknigcie niepo-
trzebnych kosztéw transakcyjnych.

Ograniczenie ilosci skladnikow portfela wykorzystywane jest, gdy inwestor
tworzy portfel odwzorowujacy wybrany portfel benchmarkowy.

Inne ograniczenia w teorii portfela W teorii portfela, oprocz wyzej wymie-
nionych, istnieja réwniez inne, bardziej skomplikowane ograniczenia. Czgsto sa
one problematyczne oraz trudne do zaimplementowania w $rodowiskach programi-
stycznych. Wigcej o praktycznych ograniczeniach w teorii portfela oraz algorytmach
uwzgledniajacych te ograniczenia mozna znalez¢ m.in. w pracach: Fabozziego i in.
[2007] — opis ograniczen w teorii portfela oraz algorytmow, Michaud i Michaud
[2008] — opis praktycznych problemow w teorii portfela, lub Changa i in. [2000] —
przyktad zastosowania wybranych ograniczen oraz problemy.

8. Podsumowanie

W pracy zostaly opisane najwazniejsze zagadnienia teorii portfela Markowitza.

Gtowny nacisk potozono na elementy problematyczne na podtozu zaré6wno staty-

stycznym (zwiazane z estymacja parametrow portfela), jak i praktycznym (zwiazane

z niespetnieniem zatozen czy dodatkowymi ograniczeniami).

W pracy wykazano, ze wykorzystanie klasycznych estymatorow czy klasycz-
nych zagadnien optymalizacyjnych naraza inwestora na duze ryzyko estymacji czy
ryzyko modelu, co powoduje, ze otrzymany portfel efektywny jest:

— wrazliwy —nawet jedna obserwacja odstajaca wplywa znaczaco na wybor udzia-
low w portfelu; dodatkowo, portfel jest wrazliwy na dane z proby, co przy cy-
klicznym przebudowywaniu portfela na podstawie proby z ostatnich 7' notowan,
moze powodowac duza zmiang udziatéw poszczegolnych aktywoéw w portfelu;

— obarczony duzym btedem estymacji — w przypadku portfeli z minimalna wa-
riancja, portfel obarczony jest jedynie bledem estymacji macierzy kowariancji,
jednak pozostale portfele efektywne obarczone sa dodatkowo btedem estymacji
parametru polozenia;

— przynosi stabe efekty poza proba, co powoduje, ze portfele efektywne w przy-
padku inwestycji dlugoterminowych na wiele okreséw nie przynosza dobrych
efektow inwestycyjnych;
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— cechuje si¢ duza zmienno$cia udziatow — poprzez duza wrazliwos¢ na obserwa-
cje z proby, wyznaczane udziaty poszczegolnych aktywow moga znaczaco si¢
zmienia¢ w kolejnych okresach;

— powoduje wzrost kosztow transakcyjnych — w zwiazku z duza zmienno$cia
i wrazliwo$cig portfela wyznaczane udzialy cechuja si¢ duza fluktuacja, co
w konsekwencji przyczynia si¢ do wzrostu kosztow transakcyjnych.

Niezbedne jest wigc poszukiwanie innych metod, ktére w praktycznych zastoso-
waniach zmniejsza ryzyko modelu, poprawia doktadnos$¢ estymacji oraz umozliwia
doktadniejsze wyznaczenie portfeli efektywnych.

Literatura

Akgiray V., Conditional heteroscedasticity in time series of stock returns: Evidence and forecasts,
,Journal of Business” 1989, vol. 62, no. 1, s. 55-80.

Bartoszewicz J., Wykiady ze statystyki matematycznej, PWN, Warszawa 1989.

Best M.J., Grauer R.R., On the sensitivity of mean-variance-efficient portfolios to changes in asset
means.: Some analytical and computational results, ,Review of Financial Studies” 1991, vol. 4,
s. 315-342.

Black F., Litterman R., Global portfolio optimization, ,Financial Analysts Journal” 1992, vol. 48,
S. 28-43.

Blattberg R., Gonedes N., 4 comparison of the stable and Student distributions as statistical models for
stock prices, ,,Journal of Business” 1974, vol. 47, no. 2, s. 244-280.

Chang T.-J., Meade N., Beasley J.E., Sharaiha Y.M., Heuristics for cardinality constrained portfolio
optimization, ,,Computers and Operations Research” 2000, vol. 27, no. 13, s. 1271-1302.

Chopra V.K., Ziemba W.T., The effect of errors in means, variances and covariances on optimal port-
folio choice, ,,Journal of Portfolio Management” 1993, vol. 19, s. 6-11.

DeMiguel V., Nogales F.J., Portfolio selection with robust estimation, ,,Operations Research” 2009,
vol. 57, no. 3, s. 560-577.

Fabozzi F.J., Kolm P.N., Pachamanova D., Focardi S., Robust Portfolio Optimization and Management,
John Wiley & Sons, Hoboken, NJ, 2007.

Fama E.F., The behavior of stock market prices, ,.,Journal of Business” 1965, vol. 38, s. 34-105.

Jagannathan R., Ma T., Risk reduction in large portfolios: Why imposing the wrong constraints helps,
,,Journal of Finance” 2003, vol. 58, no. 4, s. 1651-1684.

Jajuga K., Metody statystyczne w finansach, StatSoft Polska, 2003, http://www.statsoft.pl/czytelnia/
finanse/pdf/jajuga.pdf.

Jajuga K., Jajuga T., Inwestycje. Instrumenty finansowe. Aktywa niefinansowe. Ryzyko finansowe.
Inzynieria finansowa, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2006.

Jobson J.D., Korkie B.M., Estimation for Markowitz efficient portfolios, ,,Journal of American Statisti-
cal Association” 1980, vol. 75, s. 544-554.

Jorion P., Bayes-Stein estimation for portfolio analysis, , Journal of Financial and Quantitative Analy-
sis” 1986, vol. 21, s. 279-292.

Kaszuba B., Odporne metody konstrukcji portfela wielosktadnikowego, Prace Naukowe Uniwersytetu
Ekonomicznego nr 47, Taksonomia 16, UE, Wroctaw 2009, s. 163-172.

Kon S., Models of stock returns — a comparison, ,,Journal of Finance” 1984, vol. 39, no. 1, s. 147-165.

Ledoit O., Wolf M., Improved estimation of the covariance matrix of stock returns with an application
to portfolio selection, ,,Journal of Empirical Finance” 2003, vol. 10, s. 603-621.



Praktyczne problemy w teorii portfela 393

Lisi E., Testing asymmetry in financial time series, ,,Quantitative Finance” 2007, vol. 7, s. 687-696.

Lohre H., Neumann T., Winterfeldt T., Portfolio Construction with Downside Risk, Working Paper,
2007, http://ssrn.com/abstract=1112982.

Mandelbrot B., The variation in certain speculative prices, ,,Journal of Business” 1963, vol. 36, no. 3,
s. 394-419.

Markowitz H.M., Portfolio selection, ,,Journal of Finance” 1952, vol. 7, no. 1, s. 77-91.

Markowitz H.M., Portfolio Selection, Cowles Foundation Monograph 16, John Wiley & Sons, New
York 1959.

Maronna R.A., Martin R., Yohai V., Robust Statistics: Theory and Methods, John Wiley, New York
2006.

Michaud R.O., The Markowitz optimization enigma: Is “optimized” optimal?, ,Financial Analysts
Journal” 1989, vol. 45, s. 31-42.

Michaud R.O., Michaud R.O., Efficient Asset Management: A Practical Guide to Stock Portfolio Opti-
mization and Asset Allocation, Oxford University Press, New York 2008.

Officer R., The distribution of stock returns, ,,Journal of the American Statistical Association” 1972,
vol. 67, no. 340, s. 807-812.

Palagyi Z., Mantegna R., Empirical investigation of stock price dynamics in an emerging market,
,,Physica A”, vol. 269, s. 132-139.

Praetz P., The distribution of share price changes, ,,Journal of Business” 1972, vol. 45, no. 1, s. 49-55.

Reilly F.K., Brown K.C., Investment analysis and portfolio management, Dryden Press, 2006.

Schifer J., Strimmer K., 4 shrinkage approach to large-scale covariance matrix estimation and im-
plications for functional genomics, ,,Statistical Applications in Genetics and Molecular Biology”
2005, vol. 4, s. 32.

Shao J., Mathematical Statistics, Springer, New York 1999.

Wang Z., A shrinkage approach to model uncertainty and asset allocation, ,,The Review of Financial
Studies” 2005, vol. 18, no. 2, s. 673-705.

PRACTICAL PROBLEMS IN PORTFOLIO THEORY

Summary: This paper presents the most important issues of the Markowitz Portfolio Theory.
Particular emphasis is placed on problematic elements on the statistical basis (related to the
estimation of portfolio parameters), as well as on the practical basis (related to the failure to
meet the assumptions or to additional constraints). The paper shows that the application of
classic estimators or classic optimization problems exposes the investor to high estimation
and model risk, which makes the obtained portfolio have poor practical values.



