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Streszczenie: W pracy rozwazany jest problem, jak z wykorzystaniem funkcji potaczenia
mozna uwzglednia¢ informacje dotyczace struktury zalezno$ci w szacowaniu rozktadu za-
gregowanego wspotczynnika szkodowosci i jak informacje te wptywaja na wymogi kapita-
lowe potrzebne do zabezpieczenia si¢ przed zagregowanym ryzykiem ubezpieczeniowym
kilku grup ubezpieczen nie na zycie. Przedstawiono w niej metodg umozliwiajaca szacowa-
nie dolnego i gornego ograniczenia dystrybuanty rozktadu sumy zmiennych losowych w za-
leznosci od posiadanej wiedzy o strukturze zalezno$ci (wyrazonej jezykiem funkcji pota-
czen) oraz wyniki badan empirycznych, w ktorych analizowano, w jakim stopniu przyjecie
okreslonej struktury zalezno$ci miedzy wspotczynnikami szkodowosci dwoch grup ubezpie-
czen wpltywa na wysokos¢ wymogow kapitalowych dla zagregowanego ryzyka ubezpiecze-
niowego tych grup.

Stowa kluczowe: wspotczynnik szkodowosci, funkcja potaczen, ryzyko ubezpieczeniowe.

1. Wstep

Ryzyko ubezpieczeniowe jest modelowane najczesciej za pomoca zmiennej losowej
opisujacej wspotczynnik szkodowosci brutto, ktory dla konkretnej grupy ubezpie-
czen definiowany jest jako iloraz wyplaconych odszkodowan i $wiadczen do sktadki
zarobionej. Wspotczynnik szkodowosci w swej istocie jest standaryzowang miara
informujaca o ekspozycji na ryzyko sktadki zarobionej. Jego rozktad wraz z odpo-
wiednig miara ryzyka sa podstawa szacowania wymogow kapitatowych zwiazanych
z ryzykiem ubezpieczeniowym dla danej grupy ubezpieczen. Z kolei ocena zagrego-
wanych wymogow kapitatlowych dla posiadanych grup ubezpieczen wymaga osza-
cowania rozktadu zmiennej losowej, bedacej wazong suma zmiennych opisujacych
wspotczynniki szkodowosci z poszczegdlnych grup. Praktyczne oszacowanie takiego
rozktadu nie jest zadaniem prostym, z wylaczeniem sytuacji, gdy taczny rozktad
wspotczynnikow szkodowosci jest wielowymiarowym rozktadem normalnym. Za-
stosowane podejscie zalezy od posiadanej wiedzy dotyczacej sumowanych (brzego-
wych) zmiennych losowych oraz struktury zaleznosci migdzy nimi. Na przyktad
w przypadku zmiennych brzegowych moga by¢ znane ich rozklady albo tylko mo-
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menty rozkladéw i ewentualnie jakie§ ograniczenia dotyczace mozliwych wartosci
tych zmiennych. Natomiast w odniesieniu do struktury zalezno$ci mozna wyrdznié
dwa skrajne przypadki polegajace na braku jakiejkolwiek wiedzy na temat zaleznosci
lub pelnej znajomosci tej struktury w postaci tacznego wielowymiarowego rozktadu
oraz przypadek cze$ciowej wiedzy o strukturze zaleznosci (np. wiedza, ze zmienne
sa dodatnio ¢wiartkowo zalezne, wspdtmonotoniczne czy tez sa ograniczone z gory
i (lub) z dolu znanym rozktadem wielowymiarowym). Potaczenie wiedzy dotyczacej
rozktadow brzegowych i dotyczacej struktury zaleznosci decyduje o wyborze kon-
kretnej metody szacowania rozktadu sumy.

W pracy uwaga jest skoncentrowana na zaleznosci, a konkretnie na problemie,
w jaki sposob, wykorzystujac funkcje potaczenia, mozna uwzglednia¢ informacje
dotyczace struktury zalezno$ci w szacowaniu rozkladu zagregowanego wspotczyn-
nika szkodowosci i jak informacje te wptywaja na wymogi kapitatowe potrzebne do
zabezpieczenia si¢ przed zagregowanym ryzykiem ubezpieczeniowym kilku grup
ubezpieczen nie na zycie. Zostanie przedstawiona metoda umozliwiajaca szacowanie
dolnego i gérnego ograniczenia dystrybuanty rozktadu sumy zmiennych losowych
w zalezno$ci od posiadanej wiedzy o strukturze zaleznosci (wyrazonej jezykiem
funkcji polaczen) oraz wyniki badan empirycznych, w ktorych analizowano wyso-
ko$¢ wymogdéw kapitatowych dla zagregowanego ryzyka ubezpieczeniowego dwoch
grup ubezpieczen ze wzgledu na przyjeta strukture zaleznosci migdzy wspotczynni-
kami szkodowosci dla tych grup.

2. Wykorzystanie funkcji polaczen
w szacowaniu rozkladu zagregowanych rodzajow ryzyka

Funkcje potaczenia umozliwiaja wprowadzenie roznych struktur zalezno$ci w mode-
lowaniu zagregowanego ryzyka. Przyjmijmy, ze agregacji podlega k rodzajow ryzy-
ka X,,.., X,. Symbolem C ¢ oznaczamy dualna do funkcji potaczenia C, czyli

Ch(uyy o uy) = P(U;{Ui < ui}), gdzie U, jest zmienng losowa o rozkladzie jed-

nostajnym na przedziale [O, 1]. Jezeli zatozymy, ze zalezno$¢ migdzy zmiennymi
X, ..., X, jest opisana funkcja pofaczenia C, dla ktorej istnieja funkcje potaczenia
C,1 C, takie, ze C, z dotu ogranicza C, tzn.

C(uy, ..., )= Cy(uy, ..., u, ), dlakazdego (u, ..., u,) [0, 11", (1)
natomiast Cld z gory ogranicza C?, tzn.

C'(uy, oy u ) < C(uy, ..., u, ), dla kazdego (u,,...,u, ) €[0, 1]°, ®)
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wowczas dystrybuanta sumy Y = X, +...+ X, ma ograniczenia postaci (por. np.
[Cossette, Denuit, Marceau 2002])

F$ (y)<F,(») <ES (»), dlakazdego yeR, 3)

min max

gdzie:

Fan) = sup  {Co(F(®X)s o Fy(x ) F(y—(x +.4x,))) (4

(Xp,e0X5_1 JER B
Fow )= inf (G (A oo B G B =G+t 5 ))f - ()

Na podstawie (3) warto$¢ zagrozona dla zagregowanych rodzajow ryzyka ma na-
stepujace ograniczenia:

(FS.) @ <var, ) <(F%) (@) (6)

max

Zaleznie od postaci funkcji potaczenia C, i C, za pomoca wzorow (3) — (5)
mozna wyznaczy¢ ograniczenia rozkladu zagregowanych rodzajow ryzyka dla roz-
nych struktur zaleznosci. Szczeg6lnie C, = Cj, (gdzie C,, oznacza dolne ogranicze-

nie Frécheta') oraz C = C¢ = min(l, Z;ui) oznacza brak wiedzy o strukturze
zalezno$ci. Natomiast agregowane rodzaje ryzyka X,,.., X, charakteryzujq sig
dodatnio orthantowa zalezno$cia®, gdy dolnym ograniczeniem jest niezalezna funk-
cja potaczenia Cp, czyli Cy(uy, ..o y) =ttty , a gomym C/ (u;, ..., u,) =
I-(=wu)-...-(I-uy).

Rozwazania nieco si¢ upraszczaja podczas agregacji dwoch rodzajow ryzyka.
Dla dwuwymiarowych funkcji potaczenia warunek C > C jest rOwnowazny wa-

runkowi C“ < Cod , mozna wigc przyjac, ze C, =C,. Wowczas warunki (1) 1 (2)

redukuja si¢ do koniecznosci istnienia funkcji potaczenia C, takiej, ze’:

" Dla k >3 dolne ograniczenie Frécheta Cyy nie jest funkcja potaczenia. Mimo tego przy tak
okreslonym dolnym i gérnym ograniczeniu nieréwnosci (8) nadal obowiazuja, gdyz ich prawdziwosé¢
wykazuje sig, wykorzystujac tylko whasnos¢ C i Cld polegajaca na tym, Ze sa one rosnace ze wzglg-

du na kazdy argument.
2 Intuicyjnie dodatnio orthantowa zalezno$¢ oznacza, ze jest bardziej prawdopodobne, iz ryzyka

X, X r Przyjmuja jednoczesnie duze wartosci, niz w przypadku gdyby byly one niezalezne
(por. m.in. [Esary, Proschan, Walkup 1967; Joe 1997; Actuarial Theory ... 2005]).
® Speienie tego warunku oznacza, ze zaktadany rozktad w relacji porzadku korelacyjnego na-

stepuje po rozktadzie opisywanym funkcja potaczenia Cj, czyli dla wszystkich niemalejacych funk-
cji g1 i g» prawdziwa jest nierdowno$¢ cove (g;(X7),g2(X5)) = cove, (g1(X1),82(X>)), gdzie cove
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C(uy,uy) =2 Cy(u,,u,) , dla wszystkich (u,,u,) €[0, 17°. (7)
Przy tak okreslonej strukturze zalezno$ci dystrybuanta sumy Y =X, + X, ma
ograniczenia postaci:
Frn( S F () S Fi (), dlakazdego y € R, ®)
przy czym: Fui, () =sup{Cy (£ (). £y (v = %))},

Frs ()= inf {C (R (). B (v —x))

Jezeli warunek (7) spetnia niezalezna funkcja polaczenia C; = u,u, , to mamy do

czynienia z agregacja dodatnio éwiartkowo zaleznych rodzajow ryzyka®.

3. Zagregowane wymogi kapitalowe dla ryzyka
ubezpieczeniowego dwoch zaleznych grup ubezpieczen

Ubezpieczyciel moze szacowaé zagregowane wymogi kapitalowe dla ryzyka ubez-
pieczeniowego posiadanych grup ubezpieczen, wykorzystujac warto$¢ zagrozona
(Value-at-Risk — VaR). W tym celu musi oszacowac rozktad zmiennej losowej beda-
cej wazona suma zmiennych opisujacych wspotczynniki szkodowosci z poszczego6l-
nych grup ubezpieczen, czyli

LR=wLR, +..+w,LR,, )
gdzie: LR — zagregowany wspotczynnik szkodowosci,
IR - IC; — wspotczynnik szkodowosci dla i-tej grupy (/C, oznacza
" EP odszkodowania nalezne’ (incurred claims), natomiast EP,
sktadke zarobiona® (earned premiums)),
EP

W; :k—;EP — waga i-tej grupy (udziat sktadki zarobionej dla i-tej grupy

=1 1

w tacznej sktadce zarobionej).

(odp. cove, ) oznacza kowariancj¢ w przypadku rozkladu modelowanego funkcja polaczenia C (odp.

Cyp). Definicja i wiasnosci porzadku korelacyjnego sa przedstawione m.in. w: [Actuarial Theory...
2005, s. 287-295].

4 Dodatnio éwiartkowa zalezno$é rodzajow ryzyka X 1» X, oznacza, ze jest bardziej prawdopo-
dobne, ze ,,wspolnie” przyjmuja one wigksze lub mniejsze wartosci, niz w sytuacji, gdyby byly nieza-
lezne (por. m.in. [Lehmann 1966]).

> Odszkodowania wyplacone tacznie ze zmiang stanu rezerw.

® Sktadka przypisana w okresie sprawozdawczym pomniejszona o stan rezerwy sktadek na ko-
niec okresu sprawozdawczego i powigkszona o stan rezerwy sktadek na poczatek okresu sprawo-
zdawczego.



188 Stanistaw Wanat

W dalszej czesci oszacowano zagregowane wymogi kapitalowe przy zatozeniu
roznych struktur zaleznosci dla nastepujacych dwoch grup ubezpieczen:

G1: Komunikacyjne — odpowiedzialno$¢ cywilna (Motor vehicle third party).

G2: Od ognia i innych szkéd rzeczowych (Fire and other damage to property).

W celu wyeliminowania wplywu struktury portfela na wymogi kapitalowe za-
klada sig takie same wagi dla rozwazanych grup ubezpieczen w, =w, =0,5. Nalezy

zatem oszacowac VaR dla zagregowanego wspolczynnika szkodowosci postaci:
LR =0,5LR, +0,5LR,. (10)

Problem sprowadza si¢ wigc do wyznaczenia rozktadu zmiennej (10), przy zato-
zeniu réznych struktur zalezno$ci. W badaniu zastosowano opisana wczes$niej metode
wykorzystujaca funkcje potaczenia. Najpierw wyznaczono rozklady LR, 1 LR,,
a nastepnie, zaleznie od struktury zaleznos$ci, wyznaczono rozktad zmiennej (10) lub
jego ograniczenia, co umozliwito wyznaczenie wartosci zagrozonej. Rozklady brze-
gowe LR, 1 LR, oszacowano na podstawie danych przedstawiajacych wyptacone
odszkodowania i $wiadczenia oraz sktadke zarobiona w panstwach Unii Europejskiej’
(z wyjatkiem Bulgarii i Rumunii) oraz w Norwegii i Islandii w latach 2003-2006.
Rozwazano trzy rodziny rozkltadéw: normalng, logarytmiczno-normalng i gamma.
Parametry szacowano metoda najwigkszej wiarygodnos$ci. Ostatecznie, kierujac sig
wartoécia funkcji wiarygodnosci 1 statystyki chi-kwadrat, w obydwu przypadkach
dopasowano rozklad normalny: LR, : N (0,773052; 0,166708), LR, : N(0,482837,
0,155823).

W badaniach przyjeto nastepujace struktury zaleznosci migedzy zmiennymi loso-
Wyml LR 1 1 LR2

Struktura A: Brak jakiejkolwiek wiedzy o zaleznosci (C, = C, = C},).

Struktura B: Zaleznos¢ dodatnio ¢wiartkowa miedzy LR, i1 LR, (C, =C, =Cp).

Struktura C: Zalezno$¢ opisana funkcja potaczenia C, ktora z dohu jest ograni-
czona funkcja potaczenia Claytona z parametrem <’ =1,521, natomiast ogranicze-
nie z gory jej dualnej C? jest okreslone funkcja potaczenia przezycia Gumbela
z parametrem 0% =0,568. (W obydwoch przypadkach parametry sa tak dobrane,
aby wspolczynnik t-Kendalla migdzy wspolczynnikami szkodowosci byt rowny
oszacowanej na podstawie danych wartosci 0,432.)

Struktura D: Wspotmonotoniczne® wspétczynniki szkodowosci.

7 Zrodtem danych byly raporty Financial Conditions and Financial Stability in the European In-
surance and Occupational Pension Fund Sector, 2005-2006, 2006-2007 opracowane przez CEIOPS
(Committee of European Insurance and Occupational Pensions Supervisor).

8 Wspotmonotoniczno$é zmiennych losowych X, 1> oo X © oznacza, ze wigkszym warto$ciom
jednej z nich odpowiadaja wigksze wartosci wszystkich pozostatych. Jesli wylaczy si¢ zwiazki o
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Struktura E: Niezalezne wspolczynniki szkodowosci.
Struktura F: Struktura zaleznosci opisana funkcja potaczenia Gumbela:

C(uy,uy ) =exp —((—lnu1 )’ +(—lnu1)6)§ ,0>1. (11)

Umozliwia ona uwzglednienie zaleznosci w gornych ogonach rozktadow wspot-
czynnikow szkodowos$ci. Dwuwymiarowy rozktad, otrzymany za pomoca tej funkcji
polaczenia i przy zalozeniu, ze rozklady brzegowe sa normalne, oszacowano na
podstawie danych empirycznych przedstawiajacych wspotczynniki szkodowoSci
w poszczeg6lnych krajach w latach 2003-2006. Zastosowano trzy metody estymacji
bazujace na metodzie najwigkszej wiarygodnosci: IFM (Inference functions for mar-
gins, por. [Joe 1997]), FML (Full maximum likelihood, por. [Joe 1997]), CML (Ca-
nonical maximum likelihood, por. [Genest, Rivest 1993]). Ostatecznie, kierujac si¢
wartoscia funkcji wiarygodnosci, wybrano rozktad oszacowany metoda FML. Para-
metry jego rozkladéw brzegowych sa nastgpujace: LR, :N(0,778724;0,176257),

(0,022907)  (0,016391)

LR, :N(0,487310; 0,161603), natomiast parametr funkcji potaczenia Gumbela
(0,020905)  (0,015192)

wynosi: 0 =1,674602.
(0,206660)

Struktura G: Struktura zalezno$ci opisywana jest dwuwymiarowym roz-
ktadem normalnym z rozktadami brzegowymi LR, : N (0,773052; 0,166708), LR, :
N(0,482837; 0,155823) 1 wspolczynnikiem korelacji liniowej p = 0,621736. Jest
to metoda najczesciej stosowana w praktyce.

Warto$¢ zagrozona (VaR) oszacowana dla o €[0,900, 0,999] (zmieniajacego si¢
co 0,001) przy zalozeniu opisanych struktur zaleznosci przedstawiono na rys. 1.
W przypadku trzech pierwszych struktur zaleznosci (A, B, C) dolne i gérne ogranicze-
nia wartosci zagrozonej wyznaczono na podstawie (6), stosujac metod¢ Williamsona-
-Downsa [Williamson, Downs 1990]. Dla struktury D mozna pokazac, ze ([The Con-
cept of comonotonicity... 2002]) VaR,(LR)=VaR,(0,5LR,)+VaR,(0,5LR,).Z kolei

w przypadku struktury F warto§¢ zagrozona wyznaczono metoda symulacyjna.

W tab. 1 przedstawiono wartosci zagrozone (VaR) otrzymane przy zatoZeniu
rozwazanych struktur zalezno$ci dla wybranych poziomow tolerancji. Wynika z niej,
ze np. w celu zapewnienia z prawdopodobienstwem 0,95 wyplaty odszkodowan
z rozwazanych dwoch klas ubezpieczen (o udziale kazdej z nich po 50% w sktadce
zarobionej) nalezy zapewnic kapital na poziomie co najmniej:

— 0d 61,90% do 94,24% sktadki zarobionej, gdy nic nie wiemy o strukturze zalezno-
$ci miedzy wspolczynnikami szkodowosci rozwazanych klas ubezpieczen,

niemalejacym charakterze funkcyjnym, wspotmonotonicznos$¢ jest najsilniejszym pojgciem dodatniej
zaleznosci (zob. np. [The Concept of comonotonicity... 2002]).
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VaR

= F(Gumbel)
7 -G (Linear corr.)

0,7 1

0,6 T T T T T T T T T 1
09 091 092 093 09 09 09 097 098 0,99 1

a

Rys. 1. VaR przy zatozeniu opisanych struktur zalezno$ci

Zrbdto: opracowanie wihasne.

Tabela 1. Warto$¢ zagrozona w zaleznosci od struktury zaleznosci dla wybranych poziomoéow
tolerancji a

Struktura VaRy 90 (LR) VaRy,o5(LR) VaRy,09(LR)
zaleznosei min max min max min max
A 0,6082 0,8929 0,6190 0,9424 0,6301 1,0377
B 0,7045 0,8909 0,7494 0,9415 0,8303 1,0376
C 0,7563 0,8879 0,8063 0,9401 0,8967 1,0373
D 0,8345 0,8930 1,0028
E 0,7741 0,8155 0,8932
F 0,8286 0,8910 1,0138
G 0,8139 0,8667 0,9656

Zrodto: obliczenia wlasne.

od 74,94% do 94,15% sktadki zarobionej, gdy wiemy, ze wspdlczynniki szko-
dowosci charakteryzuja si¢ zaleznoscia dodatnio ¢wiartkowa,

od 80,63% do 94,01% skladki zarobionej, gdy wspotczynniki charakteryzuja
sie strukturg zaleznos$ci D,

89,30% sktadki zarobionej, gdy wspotczynniki szkodowosci sa wspotmonoto-
niczne,

81,55% sktadki zarobionej, gdy wspolczynniki szkodowosci sa niezalezne,
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—  89,10% sktadki zarobionej, gdy strukturg zalezno$ci migdzy wspotczynnikami
szkodowosci opisuje funkcja potaczenie Gumbela,

— 86,67% sktadki zarobionej, gdy przyjmie si¢ standardowo, ze wspdlczynniki
szkodowosci sa opisywane dwuwymiarowym rozktadem normalnym.

Na podstawie uzyskanych wynikow mozna uzna¢, ze ustalenie wlasciwej struk-
tury zaleznosci jest bardzo wazne w modelowaniu zagregowanego wspotczynnika
szkodowosci. Pokazuja one, jak struktura zaleznosci wplywa na warto$¢ zagrozona,
ktora jest jedna z najczesciej stosowanych w praktyce miar ryzyka. Uzyskane wyniki
unaoczniaja rowniez fakt, ktorego intuicyjnie nalezalo si¢ spodziewac i ktory mozna
ogo6lnie udowodni¢ (por. np. [Denuit, Genest, Marceau 1999]), ze dodatkowa wiedza
o strukturze zaleznos$ci, jak np. stwierdzenie dodatniej zaleznosci, ,,zaweza obszar”,
w ktorym lezy wlasciwy rozktad zagregowanego ryzyka (co zaweza przedzial moz-
liwych wartosci VaR).

4. Podsumowanie

Gtownym czynnikiem wptywajacym na wysoko$¢ wymogdw kapitatowych ubezpie-
czyciela jest rozwazane w pracy ryzyko ubezpieczeniowe. W nowych rozwiazaniach
proponuje sig, aby wymogi kapitatowe z tytutu tego ryzyka byly wyznaczane na
drodze agregacji wymogow dla poszczegoélnych grup ubezpieczen. Jednak, jak wy-
nika z przedstawionej analizy, przy takim podej$ciu oszacowanie wymogow kapita-
fowych na wlasciwym poziomie jest Scisle zwiazane z rozpoznaniem i oszacowa-
niem struktury zaleznosci, ktorej podlegaja agregowane wspotczynniki szkodowosci.
Wygodnym sposobem dajacym szerokie mozliwo$ci w rozpoznawaniu i modelowa-
niu takich struktur zaleznosci jest (omawiane w pracy) zastosowanie funkcji pola-
czen. Do glownych zalet zastosowania funkcji polaczenh mozna zaliczy¢ m.in. moz-
liwo$¢ uwzglednienia za ich pomoca szerokiej gamy réznych struktur zalezno$ci,
wyznaczenia ,,doktadnego” rozktadu, modelowanie zaleznosci w ogonach rozktadéw
oraz tatwy sposob symulacji. Jednak, jak z kazda metoda, z wykorzystaniem funkcji
potaczen zwiazane sa takze pewne wady. Do gléwnych mozna zaliczy¢ wymaganie
dos¢ duzej liczby danych empirycznych niezbednych do oszacowania wlasciwej
funkcji potaczenia, jak rowniez pewne trudnos$ci przy rozstrzyganiu, ktora z funkcji
potaczen nalezy wybra¢ do opisu rozktadu wielowymiarowego. Pomimo tych wad
funkcje polaczenia wydaja si¢ wygodnym narzedziem wprowadzania struktur zalez-
nosci do modeli umozliwiajacych szacowanie wymogow kapitatowych z tytutu ry-
zyka ubezpieczeniowego.
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MODELLING THE LOSS RATIO FOR DEPENDENT CLASSES
OF INSURANCE USING COPULAS

Summary: The paper focuses on the dependence and specifically in what ways, using copu-
la functions, we can include the information regarding dependence structure in the estima-
tion of distribution of aggregate loss ratio, and how this information influences capital re-
quirements for aggregate underwriting risk of several classes of non-life insurance. It
presents a method for estimating upper and lower bounds for the distribution of the sum of
random variables with partial knowledge about the dependence structure and the results of
empirical research, which dealt with the amount of capital requirements for aggregate un-
derwriting risk for two classes of insurance in depending on the assumed dependence struc-
ture between the loss ratios of those classes.


http://www.ceiops.eu/
http://www.ceiops.eu/

	21-Wanat

