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Niepewnos¢ jest watkiem i Sciegiem
tkanki naszej codziennosci

Leszek Kotakowski

Streszczenie: W wielu sytuacjach obserwowana nieskuteczno$¢ prognozowania stawia przed
nami zasadnicze pytanie o przyczyny takiego wyniku odnoszacego si¢ do przysztosci ba-
danych zjawisk. Wystgpujace ograniczenia wywolane sa zarowno przez charakter samych
dostgpnych danych, jak i1 przez nasze rozumienie tego, czym jest przysztos¢. W artykule
wprowadzono trzy rdzne pojgcia odnoszace si¢ do sposobow okreslania przysztosci: progno-
zowanie, przewidywanie i wieszczenie, oraz przeanalizowano ich stosowalnosc.

Stowa kluczowe: prawo potggowe, wymiar topologiczny, prognozowanie.

1. Wstep

Wystepowanie zjawisk kryzysowych jest najbardziej dobitnym przyktadem niesku-

tecznosci technik prognostycznych. Ich post factum wyjasnialnosc¢ jest tym bardziej

zdumiewajaca. Prowokuje ona do stawiania pytan, dlaczego pomimo wielu wysitkow
dobrze motywowanych mozliwo$cia osiagnigcia z tego tytutu znacznych zyskow
wigkszo$¢ wynalazkow technicznych, odkry¢ naukowych, zjawisk spotecznych czy
ekonomicznych nie zostata w porg przewidziana? Przyczyn upatrywa¢ mozna w (ro-
zumianej bardzo szeroko) nieregularnosci zjawisk, ktore badamy, w ograniczeniach
stosowanych metod czy moze w fundamentalnej nieprzewidywalnosci przysztosci,
ktora z samej natury jest po prostu nieprzewidywalna.

W rozwazaniach przedstawionych w tej pracy wychodzimy z nast¢pujacych
przestanek odnoszacych si¢ do badanej rzeczywistosci:

— wigcej niz 80% danych rzeczywistych [Taleb 2008b] ma inne cechy niz normal-
nos$¢, w szczego6lnosci tzw. grube ogony rozktadow, podleganie tzw. prawom
potggowym,

— rzeczywisto$¢ raczej nie ptynie, ale skacze (decyduja zdarzenia rzadkie, ktorych
statystyczna przewidywalnos¢ jest niewielka).
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Jakie zatem sa mozliwosci stosowania prognozowania (przewidywania, wiesz-
czenia)? W pierwszej czesci artykutu przedstawione beda tzw. prawa potegowe jako
ogoblne narzedzie do modelowania zjawisk losowych. Nastepnie powigzano to ze
struktura topologiczng badanych zjawisk. W konsekwencji mozna byto zarysowac
granice stosowalnos$ci rozwazan odnoszacych si¢ do przewidywania przysztosci.

2. Prawa potegowe

Nazywa si¢ tak zwiazki migdzy zmiennymi, w ktorych zalezno$¢ ma charakter
potegowy. Formalnie rzecz biorac, dwie takie zmienne polaczone sa zwiazkiem
F(x)=ax" +o(x*), gdziea i k tostate, k > 0, a o(x"), to nieskonczenie mata
rzedu wyzszego niz x*. Wyktadnik potegi k£ zwany jest wyktadnikiem skalujacym,
co oznacza, ze funkcja zachowuje swoja posta¢ niezaleznie od skali, w ktorej jest
stosowana'.

Przyktady takich praw sa liczne, np.: prawo Stefana-Boltzmanna, prawo $mier-
telnosci Gompertza, prawo stresu Ramberga-Osgooda, prawo odwroconego pier-
wiastka w grawitacji Newtona, funkcja masy poczatkowej, korekcja gamma in-
tensywnosci $wiatta przy podanym napigciu, prawo Kleibera opisujace zaleznosc¢
zwierzgcej masy 1 metabolizmu, krzywa efektow wynikajacych z doswiadczenia,
prawo odwrdoconego pierwiastka, fraktale, zasada Pareto (zwana tez zasada 80-20),
prawo Zipfa (populacja miasta jest odwrotnie proporcjonalna do rangi danego mia-
sta wzgledem populacji), prawo Lotki, prawo wielkos$ci trzgsien ziemi (Gutenberga-
-Richtera), prawo Hortona opisujace systemy rzeczne, prawo Richardsona opisujace
liczbg ofiar konfliktow wojennych i terroryzmu, liczbg wyznawcow danej religii,
dochody netto poszczegolnych osob, czgstos¢ wystgpowania stow w tekscie, liczbe
odwiedzin stron webowych i wiele innych?.

Jako ciekawostke mozna poda¢ tzw. prawo Bradforda® — zasade gloszaca, ze
w kazdej dziedzinie nauki istnieje pewien staly, dos¢ nieliczny zestaw najwazniej-
szych czasopism, w ktorych sa drukowane niemal wszystkie wartosciowe publikacje
z danej dziedziny, pozostate wydawnictwa nie wnosza za$ prawie nic do jej rozwoju.
Swoista odmiang tego systemu w skali globalne;j jest lista Impact Factor prowadzona
przez Instytut Filadelfijski. Bradford stwierdzit, ze jezeli zbierzemy czasopisma na
jaki$ temat 1 uporzadkujemy je w kolejnosci malejacej pod wzgledem artykutow

! Zauwazmy, ze logarytm funkcji f{x) = ax* + o(x*) to log fix) =~k log x + log a, a zatem zmiana k
przesunie tylko to liniowe wyrazenie na osiach logarytmicznych, nie zmieniajac jego ksztattu.

2 Przeglad (a takze dowdd wystgpowania wérdd firm europejskich) znalezé mozna np. w [Solo-
mon, Richmond 2001; 2002] lub [Fujiwara i in. 2008].

3 Samuel C. Bradford, bibliotekarz Science Museum w Londynie. W ramach oszczednosci za-
proponowal on dyrekcji Science Museum, aby analizowac rejestr czytelnictwa czasopism naukowych
w jego bibliotece i na tej podstawie co roku decydowaé, ktore czasopisma prenumerowac dalej, a kto-
rych prenumerat zaprzestac.
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w nich zawartych, to mozemy wyroznic¢ jadro oraz strefy. Przykladowe wartosci
wyktadnika potggowego dla wybranych zjawisk przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Warto$ci wyktadnika w prawie potggowym dla wybranych zjawisk

Zjawisko Wyktadnik

Czgstotliwo$¢ uzycia stow w jezyku angielskim 1,2
Liczba kliknie¢ w sieci 1,4
Liczba ksiazek sprzedanych w USA 1,5
Rozmowy telefoniczne odebrane 1,22
Sita trzesienia ziemi 2,8
Srednica krateréw na ksigzycu 2,14
Intensywno$¢ rozbtyskow stonca 0,8
Dochod netto na osobe w USA 1,1
Liczba 0s6b noszacych nazwisko rodowe 1
Ruchy na rynku 3
Wielkos$¢ firm 1,5

Zrodto: na podstawie [Newman 2005; Taleb 2008a].

Rozktad prawdopodobienstwa typu prawa potegowego to dowolna funkcja praw-
dopodobienstwa, ktora najogoélniej rzecz ujmujac, ma postat: p(x)=~ K(x)x™°,
K(tx)

" K(x)
Poniewaz zadamy, aby p(x) byla asymptotycznie inwariantna wzgledem skali,
forma K(x) ma by¢ taka, aby moc kontrolowac ksztatt i skonczone rozszerzenie dol-

nego ogona rozktadu. W wielu przypadkach tak nie jest, wigc wygodnie jest okresli¢
dolna warto$¢ (x_, ), od ktorej dane prawo potggowe zachodzi. Otrzymujemy stad:

gdzie o> 1 oraz lim =1 dla dowolnej state;j .
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gdzie: (a —1)x7. ' to tzw. stata normujaca [Fisz 1969], czyli

o0 0
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Rozwazmy zwykty moment rzedu k, czyli m,:

m= [t plode=—E—Ll,

Xmin
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Moment ten jest zbiezny tylko dla £ < a — 1. Wszystkie momenty rzedu k >a — 1
sa rozbiezne*. Stad dla o < 2 zaréwno $rednia, jak i wszystkie momenty wyzszego
rz¢du sa nieskonczone; dla 2 < o < 3 istnieje tylko $rednia itd. Zatem dla skofnczonej
probki pobranej z takiej populacji, gdzie a < 3, nie zachodzi centralne twierdzenie
graniczne. Co wigcej, im probka wigksza, tym wartos¢ momentu si¢ zwigksza.

Wiasciwo$¢ ta ma kardynalne znaczenie ze wzgledu na nastepujace fakty:

— powiazanie wykladnika o z wymiarem przestrzeni zjawisk,

— rozbiezng kurtozg bedaca miara odstawania od normalnosci (w tym przypadku
rozbieznos¢ momentu rzedu 4 oznacza catkowity brak przystawalno$ci do roz-
ktadu normalnego).

Przyktady rozktadow typu prawa potggowego to: rozktad Pareto (ciagly), roz-
ktad Yule’a-Simona (dyskretny), rozktad t-Studenta (rozktad Cauchy’ego to jego
przypadek specjalny).

3. Wymiar przestrzeni zjawisk

Przejdzmy teraz do pojgcia wymiaru. Otoz zaktadamy, ze kazde badane zjawisko
mierzone jest w pewnej przestrzeni, ktorej punkty pozwalaja wyznaczy¢ stany da-
nego zjawiska. Poszukiwanie regularnosci w rozkladach tych punktow jest istota
prognozowania: dopiero ich wystgpowanie pozwala na stosowanie metod progno-
stycznych. Ich brak oznacza, ze przysztosci w takim klasycznym rozumieniu pro-
gnozowac si¢ nie da.

Analizujac przestrzen stanow, z wielu wzgledéw zainteresowani jestesSmy wy-
znaczeniem minimalnej liczby wspotrzednych takiej przestrzeni w taki sposob, aby
z jednej strony moc zbudowaé w miar¢ dobry model danego zjawiska (teoretycznie
im wigcej wspotrzednych, tym opis doktadniejszy), z drugiej zas, by moc dokony-
wac jego interpretacji w dajacej sie ogarna¢ wizualnie przestrzeni® (a zatem wymiar
powinien by¢ nie wigkszy niz 3). Intuicyjnie wyczuwamy, ze wypetienie dangj
przestrzeni stanami (trajektoriami) danego zjawiska nie musi by¢ geste. Zasadne
wtedy jest okreslenie poziomu wypetnienia przestrzeni o danej liczbie wymiarow.
Stad juz krotka droga do pojgcia wymiaru przestrzeni, ktory niekoniecznie musi by¢
catkowitoliczbowy.

W literaturze spotka¢ mozna m.in. nastgpujace rodzaje metryk (miar):
* wymiar topologiczny,

* wymiar Hausdorffa,

* wymiar fraktalny,

* wymiar samopodobienstwa,

* wymiar korelacyjny,

*  wymiar pudetkowy,

*  wymiar pojemnosciowy,

4 Tylko wtedy gérna granica catki — lim,  x"®™ =0.
5 Takie podejscie whasciwe jest dla wielu technik statystycznych, np. dla analizy czynnikowe;.
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* wymiar informacyjny,

* wymiar Lapunowa,

* wymiar euklidesowy,

*  wymiar cyrklowy,

wérod ktorych nie wszystkie sa rownowazne: ogdlnie nalezy przyjac, ze funkcje

wymiaru daja r6zne wyniki. PrzeSledzmy to na przyktadzie trojkata Sierpinskiego®.
Niech T bedzie trojkatem ABC.

 Dzielac T na cztery mniejsze trojkaty: T, T, T, i S, gdzie srodki krawedzi sa
wierzchotkami trojkata S, traktujac S jako zblor otwany, a trOquty T. jako zbio-
ry domknigte, otrzymuje sig zbiory roztaczne: S 17, U T, U T.. Srodk1 krawedzi
leza w dwoch matych trojkatach (np. T, U T, zawiera dokladnle jeden punkt —
srodek odpowiedniej krawedzi).

* Kazdy trojkat T’ dzieli si¢ w podobny sposob na cztery mniejsze trojkaty: 7, ,
T, » T 18,

. Kazdy trOqut T, dzieli si¢ na cztery mniejsze trojkaty T,
czatkowe efekty tego algorytmu pokazano na rys. 1).

AALSAL

Rys. 1. Trojkat Sierpinskiego otrzymywany w pigciu kolejnych krokach

51 S itd. (po-

1/2’

Wiadomo, ze stosunek pol ptaskich (wymiaru 2) figur podobnych réwna sig
kwadratowi skali ich podobienstwa. Na przyktad figura podobna do innej w skali
3 ma dziewigC razy wigksze pole od tamtej (9 = 3% albo 2 = log,9). Umozliwia to
wprowadzenie pojecia samopodobienstwa, kiedy wymiar samopodobienstwa figury
daje si¢ okresli¢ jako logarytm o podstawie rownej skali podobienstwa i liczbie
logarytmowej wskazujacej, ile razy wigksza od figury wyjsciowej (jaka czgscia
figury wyjsciowej) jest figura podobna do niej w tej skali. Dla fraktali liczba ta
moze nie by¢ catkowita. W zwiazku z tym trojkat Sierpinskiego jest podobny do
swoich trzech czeéci w skali 2, a jego wymiar Hausdorffa jest rowny d = log 3/
log 2 =1,5849625017. Widzimy wiec, ze wymiar topologiczny trojkata Sierpinskie-
go wynosi 1 (zbior daje si¢ rozciaé pojedynczymi punktami), miara Lebesque’a

¢ Wactaw Sierpinski pokazat ten trojkat w roku 1915. Trojkat Sierpinskiego jest fraktalem, jednak
pojawit si¢ na dtugo przed spopularyzowaniem tego pojecia przez Benoita Mandelbrota. Trojkat Sier-
pinskiego jest tzw. fraktalem deterministycznym (matematycznym) w odroznieniu od fraktali natural-
nych (czyli losowych).

7 Ogolnie rzecz biorac, jesli zatozymy, ze kazda cze$¢ jest podobna do catos$ci w innej skali ri,

N
i=1,2,.., N, to wymiar Hausdorffa jest rozwigzaniem réwnania z niewiadoma s: Z =1
i=1
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(czyli pole) wynosi zero, a miara Hausdorffa — 1,5849. Oznacza to zatem, ze nie ma
jednoznacznego okreslenia miary pewnych obiektow, w tym fraktali. Najczesciej
stosowana w wymiarowaniu fraktali jest obecnie miara Hausdorffa, cho¢ uzywa si¢
takze czasami wymiaru pudetkowego. W dalszych rozwazaniach stosowac bedzie-
my metryke Hausdorffa jako miarg okreslajaca wymiar fraktali.

Miar¢ Hausdorffa obiektu mozna zdefiniowac ogolnie jako

log N(a)

1 (1j |
a
L(a)

gdzie: N(a) =——=, L(a) to dlugo$¢ danego obiektu (w tym i fraktala).
a

d=lim_,

Zauwazmy, ze w odniesieniu do fraktali liniowych z prawa potegowego wynika,
ze L(a) =~ a *. Stad otrzymujemy

d=1+¢
lub réwnowaznie

14 log L(a) .

d =lim
‘log a|

a—0

Zalezno$¢ ta pozwala empirycznie wyznacza¢ wymiar fraktalny obiektu linio-
wego®.

Powrd¢my teraz do prognozowania. Ogoélna zasada jest taka: na podstawie ca-
lej wiedzy (gtownie historycznej) staramy si¢ przewidywac stany przyszte. Dotych-
czasowe obserwacje sa punktami w pewnej przestrzeni. Z jednej strony im wigcej
wymiaréw, tym bardziej calosciowa informacja dysponujemy. Z drugiej strony im
wigcej wymiarow, tym wigkszy blad ewentualnych estymacji. Co wigcej, znaczna
czes$¢ (wigkszose, jak twierdzi Taleb [Taleb 2008a]°) zjawisk nie ma charakteru re-
gularnego, ktorego synonimem jest normalnos¢, pod postacia rozktadu normalnego
(Gaussa). Czy zatem do wszystkich zjawisk mozemy stosowaé (nawet wyrafinowa-
ne) techniki prognostyczne?

Dokonajmy nastepujacego rozroznienia:

— jesli jedynym zrodlem wiedzy sa zgromadzone obserwacje, to niezaleznie od
zastosowanej metody sady dotyczace przyszto$ci nazywamy prognozowaniem,

¥ Na przyktad dla obiektow powierzchniowych lub objgtosciowych (wymiar topologiczny d, row-
ny 2 lub 3) d = d, + ¢, gdzie ¢ wiaze obwdd z gestoscia [Stauffer, Stanley 1995].

° Autor twierdzi, ze wsp6lnie z Pallopem Angsupunem przebadat wigcej niz 20 miliondow zbioréw
danych (w tym ponad 98% wystepujacych danych makroekonomicznych) odnoszacych si¢ do danych
z ostatnich 40 lat i stwierdzit, ze ponad 80% z nich nie ma charakteru normalnego.
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— jesli do zgromadzonych obserwacji dodamy wiedzg pozaobserwacyjna (np. ana-
logie z innych dziedzin, prawa fizyki przeniesione do ekonomii itp.), to sady
o0 przyszlosci nazywamy przewidywaniem,

— jesli sad o przysztosci czynimy nie na podstawie zgromadzonych informacji, to
mamy do czynienia z wieszczeniem (np. przewidywanie przysztosci na podsta-
wie wnetrznos$ci zabitego rytualnie zwierzecia).

Tabela 2. Zakres stosowalnosci prognozowania, przewidywania i wieszczenia w zaleznosci od wiedzy
posiadanej o danym zjawisku

Brak wiedzy na temat

Wyszczegolnienie Istnicja struktury danych struktury danych

Rozktady, dla ktorych m, < co lub Prognozowanie Prognozowanie
istnieje co najmniej wyktadnik skali

Inne niz wymienione rozklady Prognozowanie/przewidywanie _

W tabeli 2 przedstawiono, jak wiedza na temat rozktadow prawdopodobienstwa
dotyczacych badanego zjawiska oraz ewentualna wiedza na temat samego zjawi-
ska odnosza si¢ do prognozowania, przewidywania lub wieszczenia. Zauwazmy, ze
znajomo$¢ struktury danych moze by¢ odnajdywana na wiele sposobow, w tym i
tak skomplikowanych lub niekoniecznie intuicyjnych jak algorytmy genetyczne czy
inne wyrafinowane techniki komputerowe.

4. Podsumowanie

Analizujac mozliwos$ci stosowania prognozowania, stwierdza sig, ze w niektoérych
sytuacjach, nie tak rzadkich jakby si¢ moglo wydawac (ponad 80% danych rzeczy-
wistych nie ma charakteru normalnego!), to, co mozemy zastosowac, nalezy nazwac
przewidywaniem. Stad raczej nie jest mozliwe okres$lanie prawdopodobienstw wy-
stgpowania okreslonych sytuacji i mowi¢ nalezy jedynie o okreslonych scenariu-
szach przysztosci. Ich wybor bedzie ksztattowal przysztos¢, a wigc w sposob para-
doksalny te przysztos¢ bedzie jednak przewidywat.

Wieszczenie, rozumiane jako wypowiadanie si¢ o przyszlosci nie na podsta-
wie dotychczasowej historii (dotychczasowych danych), tez ma miejsce 1 swoja
role w rozwazaniach dotyczacych przysztosci. Podobnie jak przewidywanie, tak
1 wieszczenie moze mie¢ charakter samospetniajacych si¢ przepowiedni, ktore na-
kierowujac ludzi na okreslone rozwiazania, spowoduja, ze przysztos¢ sig zrealizuje.
A wigc efektywno$¢ wieszczenia mierzona post factum moze si¢ okazywac catkiem
wysoka.
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FORECASTING, FORESIGHTING, DIVINING — REVISITED

Summary: The observed inefficiency of forecasting leads to considerations connected with
character of our believes about future events. Existing limits are caused by data itself as well
as by our understanding of the future. Three different descriptions of the future are introduced:
forecasting, foresighting, and divining. The applicability of them is analyzed too.
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