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Przedmowa wydania
pierwszego

Ksiazka adresowana jest do studentéw, doktorantow oraz absolwentéw
specjalizujacych sie w dziedzinie szeregowania zadan, projektantow syste-
mow zarzadzania, planowania i sterowania produkcja jednostkowa, krétko- i
srednio-seryjna, projektantow systemoéw zrobotyzowanych, a takze informa-
tykéw zajmujacych sie implementacja algorytméw komputerowych.

Zagadnienia szeregowania modeluja funkcjonowanie rzeczywistych sys-
temow wytwarzania i moga by¢ stosowane do rozwigzywania praktycznych
probleméw optymalizacji i sterowania, wystepujacych m.in. w konwencjonal-
nych i elastycznych systemach wytworczych, systemach operacyjnych ma-
szyn cyfrowych, systemach wspomagajacych podejmowanie decyzji, syste-
mach zarzadzania.

Ksigzka zawiera przeglad wybranych probleméw szeregowania zadan z
bogactwem metod i algorytmoéw stosowanych do ich rozwiazywania, w du-
zej czescl projektowanych i badanych przez autora. Wskazuje alternatywne
techniki i podejscia polecane dla konkretnych klas probleméw praktycznych.
Pokazuje przyklady zastosowan, narzedzia programowe i algorytmiczne, sto-
sowane w praktyce oraz nowoczesne, zaskakujace swojg budowa i efektyw-
noscig, metody rozwiazywania. Przedstawione podejscia moga byé¢ po od-
powiedniej modyfikacji stosowane rowniez do analizy wielu ztozonych pro-
bleméw optymalizacji, w tym takze dyskretnej i kombinatorycznej, trudych
poprzez brak klasycznych wlasnosci analitycznych (rézniczkowalnos$é, wypu-
klosé), wieloekstremalnosé czy tez przeklenstwo wymiarowosci. Osiagniecia
teoretyczne, implikujg bezposrednio poprawe jakosci komercyjnych pakietow
oprogramowania, wspierajacych dziatania czlowieka w wielu dziedzinach zy-
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8 1. PRZEDMOWA WYDANIA PIERWSZEGO

cia.

Uzupelnieniem analiz teoretycznych zawartych w ksigzce sa kody zré-
dlowe algorytméw w jezyku C/C++ wraz z opisem, dostepne w witrynie
internetowe] autora.
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Przedmowa wydania
drugiego

Obserwowany w ostatnich latach rozwdj technologii w zakresie sprzetu
komputerowego skutkujacy wzrostem mocy obliczeniowej PC, mozliwosé re-
alizacji obliczen rozproszonych i réwnolegltych juz na wielordzeniowych PC
albo w chmurach obliczeniowych, oraz réwnoczesny rozwdj teorii (metodolo-
gii) rozwiazywania, powoduja szybkie dezaktualizowanie sie podej$¢ i algo-
rytmow rozwigzywania uznawanych dotychcza za najkorzystniejsze. Ozna-
cza to, ze najlepszy rekomendowany algorytm (champion) dla ustalonego
problemu szeregowania zmienia si¢ Srednio co 1-2 lata. W calym zakre-
sie teorii szeregowania zadan skutkuje to takze mozliwosciami rozwigzania
probleméw rozszerzonych (z pokrewnym kryterium lub bardziej zlozonych
modelujacych dokladniej rzeczywisto$é) w czasie aceptowalnym przez prak-
tykow. Stad wersja rozszerzona ksiazki zostala wzbogacona gléwnie o: (a)
nowe technologie (metody) rozwigzywania, ktore pojawilty sie w okresie kilku
ostatnich lat, (b) nowe zagadnienia dotychczas nieznane (nieformulowane)
lub niemozliwe dotychczas do rozwigzania praktycznie ze wzgledu na znacz-
na zlozono$¢ problemu i/lub klopoty numeryczne algorytmu, (c) podejicia
umozliwiajace efektywne wykorzystanie obliczen réwnolegtych lub obliczen
w chmurze, (d) modyfikacje podejsé tradycyjnych sekwencyjnych zmierzaja-
cych do redukcji kosztu obliczenn. Mamy jednoczeénie $wiadomosé, ze rozsze-
rzenie zakresu ksiazki nie wyczerpuje calkowicie najbardziej interesujacych
zagadnien wspodlczesnych systeméw wytworezych.

Ksigzka aktualnie adresowana jest do studentéw koncowych lat studiéw
pierwszego i drugiego poziomu specjalizujacych sie w zakresie sterowania
produkcja, wytwarzaniem, magazynowaniem, montazem w systemach wy-

9



10 2. PRZEDMOWA WYDANIA DRUGIEGO

tworczych réznego typu, absolwentéw pracujacych w zakresie zarzadzania
i planowania produkcja, projektantéw systemow zarzadzania, planowania i
sterowania produkcja jednostkowa, krotko- i érednio-seryjna, doktorantéw,
a takze informatykéw tworzacych systemy MRP, ERP, itp.
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Wstep

Zagadnienia szeregowania stanowia aktualnie przedmiot intensywnych
studiéw i badan. Wynika to z kilku réznych powodow.

Pierwszego powodu dostarcza praktyka. Wedtug danych statystycznych,
pod koniec lat dziewigédziesiagtych, tylko w USA, istniato okoto 40,000 firm
produkcyjnych wytwarzajacych produkty lub czeéci w formie “zadan pro-
dukcyjnych”, zatrudniajac tacznie okoto 2 mln pracownikéw i dostarcza-
jac rocznie produkcje wartosci 3 mld dolaréw. Zagadnienia szeregowania
modelujg funkcjonowanie rzeczywistych systeméw wytwarzania i moga byé
bezpoérednio stosowane zaréwno do rozwigzywania praktycznych proble-
moéw optymalizacji wystepujacych w dyskretnych procesach produkcyjnych,
elastycznych systemach wytwarzania, systemach operacyjnych maszyn cy-
frowych, systemach wspomagania podejmowania decyzji, systemach zarza-
dzania i innych. Dodatkowo, obserwowany w ostatnich latach dynamiczny
rozwoj elastycznych, zintegrowanych systemow wytwarzania pozbawionych
udziatu cztowieka (oraz czynnika niepewnosci z nim zwiazanego) spowodo-
wal wzrost zainteresowania klasycznymi modelami deterministycznymi sta-
nowiacymi podstawe teorii szeregowania zadan.

Drugim powodem prowadzenia badan sg trudnosci ze skonstruowaniem
efektywnych algorytméw rozwiazywania, mozliwych do stosowania w prakty-
ce - zagadnienia te zalicza sie w literaturze do badan operacyjnych, progra-
mowania dyskretnego i kombinatorycznego. Znaczna zlozono$é zagadnien
praktycznych implikuje wykladniczy czas obliczen odpowiednich algoryt-
moéw komputerowych. Doé¢ dtugo, jedna z najczesciej polecanych i stoso-
wanych metod rozwiazania byl schemat podziatu i oszacowan. Wielu teo-
retykéw i1 praktykow prezentowato i nadal prezentuje racjonalny poglad, ze
podejscie to jest bezuzyteczne przy rozwiazywaniu zagadnien o praktycznych

11



12 3. WSTEP

rozmiarach i duzym poziomie ogélnosci. Stad tez, w ostatnich latach mozna
zaobserwowaé tendencje do wyrdzniania i grupowania zagadnien ze wzgledu
na ich wtasnosci i poziom ogoélnosci. Umozliwia to okreslenie szeregu wta-
snosci szczegblnych, ktére moga by¢ uzyte do konstrukeji efektywniejszych
algorytméw specjalizowanych. Tak otrzymane algorytmy czesto sa wykorzy-
stywane jako pomocnicze dla zagadnien ogdlniejszych i trudniejszym. Do-
datkowo, badania te pozwolily na zaréwno na precyzyjne okreslenie granicy
NP-trudnoéci probleméw optymalizacji dyskretnej jak i granic przydatnoéci
metod doktadnych, takich jak na przyktad wymieniony wyzej schemat B&B.
Kolejnym argumentem do prowadzenia badan jest wzrost mozliwoéci narze-
dzi uzywanych do konstrukcji i badania algorytméw komputerowych. Mam
tu na mysli zaréwno burzliwy rozwoj przyblizonych technik obliczeniowych
opartych na metodach sztucznej inteligencji, jak i wzrost mocy obliczeniowe]
komputeréw, umozliwiajacy rozwiazywania probleméw uznawanych dotych-
czas za beznadziejnie trudne z obliczeniowego punktu widzenia.

Wymienione klopoty z konstrukcja algorytméw rozwigzywania spowo-
dowaly powstanie, wewnatrz dziedziny szeregowania zadan, specyficznych
podejsé umozliwiajacych wykonanie kompletnej analizy problemu poczaw-
szy od budowy jego modelu matematycznego, poprzez zbadanie ztozonoéci
obliczeniowej, okreslenie charakterystycznych wtasnosci, az do konstrukcji
algorytmu rozwigzywania wraz z implementacja. Niektére z tych metod,
przekraczajac ramy pojedynczych publikacji, staty sie podstawa wielu uzy-
tecznych algorytmow i weszly na trwate do teorii szeregowania zadan.

Niejako “przy okazji” prowadzenia niektérych badan nad modelami i
algorytmami szeregowania zadan, w ostatnich latach rozwiniete zostaly no-
we, ogdlne podejscia i techniki przyblizone, majace dalsze zastosowanie przy
rozwiazywania trudnych probleméw optymalizacji wystepujacych w innych
dziedzinach, np. planowanie zaje¢, tras transportowych, pracy personelu,
projektowanie filtrow cyfrowych, uktadéow optycznych, konstrukcji mecha-
nicznych, sieci komputerowych, kanatéw telekomunikacyjnych, rurociggdw,
itp. Metody te sa stosunkowo dobrze odporne na podstawowe klopoty opty-
malizacji, takie jak na przyklad brak klasycznych wtasnosci analitycznych
(r6zniczkowalno$é, wypukloéé), wieloekstremalnosé, przeklenstwo wymiaro-
wosci, itp. Jednoczesnie charakteryzuja sie zaskakujaco wysoka efektywno-
Scig obliczeniowa przy relatywnie matym stopniu skomplikowania algorytmu.
Ostatecznie, dziedzina szeregowania jest obszarem badawczym, na ktérym
Scieraja sie i sg testowane przerdézne podejscia do rozwiazywania trudnych
probleméw optymalizacyjnych, prowadzac w konsekwencji do rozwoju stro-
ny algorytmicznej komercyjnych pakietéw oprogramowania, wspierajacych
dziatania czlowieka w wielu réznych dziedzinach zycia.
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Prezentowana ksigzka zawiera przeglad wybranych probleméw szerego-
wania wraz z bogactwem podejs¢ stosowanych do ich rozwigzywania. Nie
dostarcza zbioru gotowych recept na rozwiazanie problemu, chociaz w wielu
przypadkach wskazuje podejscia i algorytmy aktualnie najkorzystniejsze. O
wiele jednak czesciej wskazuje alternatywne techniki i podejscia polecane do
rozwigzywania konkretnych klas probleméw. Przedstawione metody moga
by¢, po odpowiedniej modyfikacji, z powodzeniem stosowane réwniez do roz-
wiazywania innych probleméw optymalizacji dyskretnej i kombinatorycznej.
Uzupetnieniem teoretycznych analiz sa zrédlowe wersje odpowiednich pro-
cedur optymalizacji w jezyku C/C++, wraz z opisem, dostepne publicznie.
Zatem monografia moze by¢ przydatna zaréwno dla specjalistéow zajmuja-
cych sie problematyka szeregowania zadan, studentéw, projektantow syste-
moéw zarzadzania, planowania i sterowania produkcja jednostkows, krétko—
oraz $rednio— seryjna (MRP, MRP II, ERP, CIM), jak i informatykéw zaj-
mujacych sie implementacja algorytméw komputerowych.

Uklad rozdzialéw zostal dobrany tak by dostarczy¢ czytelnikowi zaréwno
podstaw do tworzenia modeli matematycznych, narzedzi teoretycznych po-
trzebnych do analizy i rozwiazywania probleméw, przegladu podstawowych
probleméw szeregowania i algorytméw ich rozwiazywania przydatnych w
praktycznych procesach produkcyjnych, narzedzi programowych oraz przy-
ktadéw zastosowan.

Ze wzgledu na rozleglosé¢ dziedziny, niektére z tematéw zostaly z ko-
niecznosci potraktowane przegladowo. Lektura ksiazki wymaga znajomodci
wybranych pojeé i metod z teorii graféw, algebry, teorii optymalizacji (w
tym programowania liniowego, dyskretnego, dynamicznego, kombinatorycz-
nego), struktur danych, teorii zlozonosci obliczeniowej, analizy algorytméw,
badan operacyjnych. Pewne z tych zagadnien zostaly oméwione bardziej
szczegbdlowo, dla pozostatych wskazano, w odpowiednich rozdziatach, pozy-
cje literaturowe umozliwiajace poglebienie wiedzy czytelnika w wymienio-
nych dziedzinach.






4

Wprowadzenie

Na poczatku jest problem praktyczny. Jego opis, przy uzyciu pojeé teo-
rii szeregowanaia, prowadzi do modelu matematycznego, przy czym jako$é
i adekwatno$¢ modelu jest konsekwencja przyjetych zalozen. Dalej, model
problemu jest podstawg dla procesu optymalizacji lub wyznaczania sterowa-
nia optymalnego, ktérych wyniki sg nastepnie stosowane w praktyce. W tym
rozdziale wprowadzimy podstawowe, typowe pojecia i definicje potrzebne
przy konstrukeji réznych modeli matematycznych dla probleméw szerego-
wania, przy badaniu wlasnosci tych modeli oraz formulowaniu algorytméw.

4.1 Rzeczywistos¢ a modelowanie

Rzeczywiste dane liczbowe dotyczace analizowanego systemu wytwarza-
nia moga naleze¢ do jednej z nastepujacych kategorii: (1) deterministyczne —
wszystkie wartosci danych liczbowych sa ustalone i znane a priori, (2) proba-
bilistyczne — wartosci danych liczbowych sg realizacjami zmiennych losowych
o znanych lub nieznanych (estymowanych) rozktadach prawodopodobien-
stwa badZ dane naplywaja w trakcie funkcjonowania sytemu, (3) rozmyte —
wartosci danych liczbowych sa wielko$ciami rozmytymi i znamy odpowiednie
funkcje przynaleznosci lub ich parametry. Niezaleznie od charakteru danych,
funkcjonowanie systemu, rozumiane jako zaleznos¢ pomiedzy jego wejéciem,
stanem 1 wyjsciem, moze by¢ opisana formulami matematycznymi, (zbio-
rem takich formul), relacja lub tez zbiorem zdan pewnego jezyka. Przyjecie
zalozenia o charakterze danych i opisie implikuje zastosowanie okreslonych
narzedzi teoretycznych do modelowania i analizy problemu, a mianowicie od-
powiednio (1) teorii szeregowania, (2) teorii kolejek, teorii proceséw stocha-
stycznych oraz (3) teorii zbioréw rozmytych, ze wszystkimi korzysciami i nie-

15
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dostatkami z tego faktu plynacymi. Poniewaz niedeterministyczne metody
rozwiazywania czesto odwotujg sie do wynikéw pomocniczych klasycznych
probleméw deterministycznych, zatem teoria szeregowania jest traktowana
jako fundamentalna dla wszystkich trzech wymienionych podejéé¢. Ztozonosé
probleméw oraz ktopoty obliczeniowe juz dla przypadku deterministycznego
powoduja, ze problemy z danymi niepewnymi i rozmytymi byty historycz-
nie rzadziej formutowane i analizowane; postep nastapil i w tej dziedzinie
tworzac pomost pomiedzy teorig a praktyka 288,338,

7 praktyki zarzadzania, powszechnie uwaza sie, ze dane najczesciej sa
niepewne i nieprecyzyjne. Co wiecej, zgodnie z prawem Murphy’ego, zmie-
nig swoje warto$ci juz w trakcie realizacji przyjetego rozwiazania niszczac
bezlitosnie jego optymalnosé, a czasami tez dopuszczalno$é. Argument ten
jest sztandarowym w dyskusjach pomiedzy praktykami, a ekspertami teorii
szeregowania. Kolejnym argumentem jest zwykle wysoki koszt wyznaczania
rozwiazania optymalnego — co w potaczeniu z poprzednim implikuje wyraz-
ny sceptycyzm w ocenie przydatnosci teorii. W miare uptywu czasu, zmian
technologii wytwarzania oraz rozwoju nauki doszto do zblizenia skrajnych
pogladéw praktykow i teoretykéw. Nie ulega watpliwosci, ze w wigkszosci
klasycznych systeméw wytwarzania podstawowym zrédlem niepewnoéci jest
cztowiek, bowiem to on powoduje zaréwno nieprzewidywalny czas wykony-
wania czynnoéci jak i losowe zalamania sie urzadzen (awarie, wypadki przy
pracy); w skrajnych przypadkach system moze by¢ niesterowalny na skutek
zaklocen wprowadzanych przez czlowieka. Problemem natury filozoficznej
pozostaje rozstrzygniecie czy korzystniej jest sterowaé niepewnym systemem
w oparciu o model probabilistyczny czy tez nalezatoby wdrozy¢ program na-
prawczy eliminujacy losowe zaklécenia, aby dalej sterowaé juz w oparciu o
model deterministyczny. Zauwazmy, ze wspoélczesne zrobotyzowane systemy
wytwarzania, poprzez eliminacje czlowieka, moga by¢ analizowane, z do-
brym przyblizeniem, w kategoriach systemoéw deterministycznych. Niestety,
tak okreslone deterministyczne lub quasi-deterministyczne systemy wytwa-
rzania moga wciaz posiadaé probabilistyczne otoczenie (losowy popyt na
produkt), co stymuluje dalszy rozwdj teorii szeregowania w kierunku lep-
szego modelowania otaczajacej nas rzeczywistosci. Dalej, wyrazny postep
w zakresie metod rozwiazywania oraz burzliwy rozwdj sprzetu komputero-
wego zredukowal znacznie koszt obliczen nowo proponowanych algorytméw
rozwigzywania czyniac je przydatnymi dla probleméw o praktycznym roz-
miarze.

Wybér podejécia do modelowania i analizy wynika z cech sytemu, moz-
liwoéci wykonania pomiaréw danych, wiarygodnosci danych, mocy narzedzi
teoretycznych, mocy dostepnych pakietéw programowych, itp. Znajomosé
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wszystkich wymienionych elementéw jest niezbedna do sprawnego rozwiazy-
wania problemow praktycznych. Przyktadowo, dane dotyczace czasu trwania
czynnosci mozna przyjaé¢ deterministyczne ustalone (normatywne), dokonaé
pomiaru ich cech losowych (wykonaé serie pomiaréw oraz zweryfikowaé hi-
poteze o typie rozkladu i jego parametrach, wartosci $redniej i wariancji),
dokonaé¢ pomiaru w celu aproksymowania wartoscia deterministyczna (jesli
wariancja jest dostatecznie mata), dokonaé¢ pomiaru w celu okreslenia funk-
cji przynaleznoéci do reprezentacji rozmytej, ustali¢ funkcje przynaleznoéci
w oparciu o opini¢ eksperta.

Niniejsza ksiazka jest poswiecona wylacznie problemom deterministycz-
nym, z pelng informacja o danych i stanie procesu, wyznaczajacych rozwia-
zania w trybie off-line. Problemy te traktowane sa jako bazowe do modelowa-
nia i rozwiazywania zagadnien pokrewnych. Niektére z omawianych podejsé
mozna zastosowal do szeregowania zadan w trybie on-line i w systemach
szeregowania stochastycznego.

4.2 Pojecia podstawowe

Problemy szeregowania odwoluja sie do nastepujacych elementarnych
poje¢: zadania (zlecenia) oraz zasoby. Zadania polega na wykonaniu cia-
gu czynnoéci zwanych operacjami, z ktérych kazda wymaga zaangazowania
okreslonych zasobéw. Zadaniem moze by¢ proces obrobki detalu w przemyéle
maszynowym, proces montazu — w przemysle samochodowym, realizacja in-
westycji — w budownictwie, przygotowanie promu kosmicznego do wystrzele-
nia - w realizacji projektu naukowo-badawczego, czy tez przetworzenie partii
surowca — w przemysle petrochemicznym. Zasobami sg urzadzenia, personel,
materialy, kapital czy tez surowce energetyczne potrzebne do realizacji za-
dan. Zaréwno zadania jak i zasoby posiadaja swoje cechy charakterystyczne,
do$¢ oczywiste intuicyjnie, patrz na przyktad prace 37,38,183. W przypadku
zadan wymienia sig, miedzy innymi, termin gotowosci (termin pojawienia sie
zadania), Zgdany termin zakorniczenia, przerywalnosé operacji (dopuszczenie
przerywania wykonywania), podzielnosé operacji (dopuszczenie dekompozy-
cji operacji), sposoby wykonywania operacji (szczegdlowe zadania zasobo-
we, alternatywne sposoby wykonywania). W przypadku zasobéw pod uwage
bierze si¢ trzy podstawowe ich kategorie: odnawialne (procesor, maszyna,
robot), nieodnawialne (surowce, materialy podlegajace zuzyciu), podwdjnie
ograniczone (energia, kapital). Zasoby odnawialne posiadaja ograniczenie
strumienia dostepnosci, zasoby nieodnawialne — ograniczenie globalnej ilosci,
za$ podwdjnie ograniczone — oba rodzaje ograniczen. Sposréod wielu istot-
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nych cech zasobéw najczedciej wymienia sie dostepnos$é (czasowe przedzialy
dostepnosci), ilo$é, koszt, podzielno$é (w sposoéb dyskretny lub ciagly), przy-
wiaszczalnosé. Nalezy zauwazy¢, ze zaréwno model, algorytm, jak i ztozonosé
problemu zalezy od sposobu interpretacji zasobow, te za$ dopuszczaja pew-
na swobode. Przykladowo, trzy osoby, Abacki, Babacki i Cabacki moga by¢
traktowane jako trzy rézne zasoby odnawialne, niepodzielne, kazdy w ilosci
jednej jednostki, lub jako jeden zas6b (personel) odnawialny w ilosci 3 jed-
nostek, podzielny w sposéb dyskretny z dokladnoscig do jednostki; w tym
przypadku wybér sposobu interpretacji zalezy od uzytkownika. Niniejsza
ksiazka jest po$wiecona wylacznie systemom wykorzystujacym specyficzny
rodzaj zasobéw odnawialnych nazywanych dalej maszynami (procesorami).

Oznaczmy przez J = {1,2,...,n} zbiér zadan, ktére maja byé¢ wyko-
nane przy uzyciu zbioru réznych typéw maszyn M = {1,2,...,m}. Kazde
zadanie i € J sklada si¢ z ciagu o; operacji O; = (l—1 + 1,l;-1 +2,...,1;),
l; def 22:1 ok, lo def ), Operacje w obrebie zadania muszg by¢ wykonywa-
ne w podanej kolejnosci (porzadku technologicznym), tzn. kazda operacja
j ma by¢ wykonywana po wykonaniu operacji j — 1, a przed wykonaniem

operacji j + 1. Dla uproszczenia zapisu zbiér operacji zadania i-tego oznacz-

my podobnie przez O;. Dla kazdej operacji j € O def

nastepujace pojecia

n 3
i1 O; okredlane sa

M; — ciag zawierajacy m; podzbioréw maszyn M; = (Myj,..., My, ;),
M;; € M, okreslajacy alternatywne sposoby wykonywania operacji;
operacja j potrzebuje do wykonania pewnego zestawu maszyn M;;,
1 <1< my,

pij — czas wykonania operacji j sposobem i-tym (1 < i < m;),

vj — sposOb wykonywania operacji (zmienna decyzyjna), v; € {1,...,m;},

S;j — termin rozpoczecia wykonywania (zmienna decyzyjna),

Cj - termin zakonczenia wykonywania, Cj = S;j + py, ;-

Dla kazdego zadania sa okreslane nastepujace pojecia

0; — liczba operacji w zadaniu,

r; — najwczesniejszy mozliwy czas rozpoczecia wykonania zadania,
d; — zadany czas zakonczenia wykonywania zadania,

S; — termin rozpoczecia wykonywania zadania, S; def Sl _1+1,

C; — termin zakonczenia wykonywania zadania, C; def i,

L; — nieterminowos$¢ zakonczenia zadania, £; def C;—d;

s e . , . . def def
7, — spéznienie zakonczenia zadania, 7; = [C; — d;]T, [#]T = max{0, z},
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, . . . . def
&; — przyépieszenie rozpoczecia zadania, & = [r; — ST

fi(t) — niemalejaca funkcja reprezentujaca koszt zwiazany z zakonczeniem
zadania ¢ w chwili ¢ > 0,
gi(t) — nierosngca funkcja reprezentujaca koszt zwiazany z rozpoczeciem

zadania ¢ w chwili ¢ > 0,

Fi — czas przeplywu zadania przez system, F; def Ci —y

W; — czas przestoju zadania przy przeplywie przez system, W; def Fi —

Zjeoi Duyj

Ty — czas przestoju (bezczynnosci) maszyny k,

U; — jednostkowe spoznienie zadania definiowane jako U; = 1 jedli C; > d;
oraz Z/[l =0 Jeéll CZ < dl

Symbol [z]T = max{0,z} bedzie uzywany w dalszym ciagu dla skrdcenia
zapisu. Domys$lnie przyjmuje sie nastepujace zalozenia i ograniczenia: (a)
wykonywanie operacji nie moze by¢ przerywane, (b) kazda maszyna moze
wykonywaé co najwyzej jedno zadanie w danej chwili czasowej. Przyjecie
innych zalozen wymaga jawnego ich wyspecyfikowania.

Nie kazdy problem szeregowania wymaga podania wszystkich wymienio-
nych danych oraz wprowadzenia wszystkich wymienionych zmiennych de-
cyzyjnych. Zwykle uzywamy minimalnego zbioru poje¢ wystarczajacego do
opisu problemu. Przyktadowo, w przypadku gdy dla kazdego j € O zacho-
dzi mj = 1, |[My;| = 1 méwimy, ze problem posiada maszyny dedykowane
bowiem zmienne decyzyjne v; nie podlegaja wyborowi; wéwczas tez v nie
wystepuje w modelu problemu.

4.3 Kryteria optymalizacji

Rozwigzaniem problemu szeregowania nazywamy pare wektoréw (v, S),
gdzie v = (v1,...,0,) jest wektorem sposobéw wykonywania operacji, zas
S = (S1,...,85,) jest wektorem terminéw rozpoczecia operacji. Rozwiaza-
nie spelniajace wszystkie ograniczenia wystepujace w problemie nazywamy
rozwigzaniem dopuszczalnym. Dla uproszczenia zapisu, w problemach z ma-
szynami dedykowanymi symbol v bedziemy pomija¢ w oznaczeniu rozwigza-
nia. Poniewaz interesowa¢ nas beda gtéwnie rozwiazania dopuszczalne, za-
tem okreslenie rozwiazanie bedzie si¢ odnosi¢ do rozwigzania dopuszczalnego
chyba, ze komentarz ustanowi inaczej. Zadanie optymalizacyjne polega na
wyznaczeniu rozwigzania dopuszczalnego, dla ktérego przyjeta funkcja celu
osigga warto$é¢ optymalna. Funkcja celu reprezentuje pewng praktyczng mia-
re jakosci funkcjonowania systemu. W zasadzie spotyka sie dwie podstawowe



20 4. WPROWADZENIE

klasy funkcji celu
fmax — Inax fZ(Cz), (41)

1<i<n

> fi=2_fiG), (4.2)
i=1

nazywane takze kryteriami regularnymi oraz dwie rozszerzone klasy

hmax = max max{gi(S;), fi(Ci)}, (4.3)

X

n
D> hi = (9i(S) + fi(C)), (4.4)
i=1
nazywane réwniez kryteriami niereqularnymi. Wszystkie kryteria nalezy mi-
nimalizowaé. Ich znaczenie praktyczne skomentujemy ponize;j.
W przypadku, jezeli f;(t) = t, wtedy z wyrazenia (4.1) otrzymujemy
funkcje celu reprezentujaca jedno z najczedciej uzywanych w praktyce kry-
teriéw, to znaczy termin zakonczenia wykonania wszystkich zadan

Chax = max C;. (4.5)

1<ign

Odpowiednio z wyrazenia (4.2) otrzymujemy funkcje celu zwiazana z suma
terminéw zakonczenia zadan

Y Ci= zn:c (4.6)
=1

Bardziej znana miara pochodzaca od (4.6) jest éredni termin zakonczenia
wszystkich zadan

an Ci. (4.7)

Rézng pilnosé zadan mozna uwzgledni¢ na przyklad poprzez przypisanie
im wag w; > 0 w funkcji kosztu f;(t) = w;t, co prowadzi do otrzymania z
wyrazenia (4.2) funkcji celu zwiazanej z wazona suma terminéw zakonczenia

zadan .
Z wlCi = Z wZ-CZ- (4.8)
i=1

lub analogicznej wartosci $redniej z miary (4.8). Afiniczne (liniowe) funkcje
kosztu sa wygodne réwniez przy formutowaniu kryteriow ekonomicznych,
posiadajacych oczywisty sens praktyczny.



4.3. KRYTERIA OPTYMALIZACJI 21

W przypadku gdy zadania maja okreslone pozadane terminy zakoncze-
nia d; mozna formulowaé¢ miary wykorzystujace terminowos¢ zakonczenia
zadan. Przyjmujac funkcje fi(t) = t — d;, wtedy analogicznie do wyrazen
(4.5) oraz (4.7), otrzymujemy funkcje celu nazywane odpowiednio, maksy-
malna nieterminowo$¢ zakonczenia zadan

Lyax = max £; = max (C; — d;), (4.9)

1<i<n 1<i<n

oraz suma nieterminowos$ci zakonczenia zadan, wazona suma nieterminowo-
Sci zakonczenia zadan, érednia nieterminowos$é zakonczenia zadan,

i=1 i=1 1=1

Podobne miary mozna skonstruowaé dla spéznien T;, to znaczy dla f;(t) =
max{0,t — d;}. Otrzymujemy wtedy minimaksowe funkcje celu

Trax = lrgiaél’ﬂ (4.11)

oraz odpowiednio addytywne

n n
1
i=1 :

i=1 = i

n
7;. (4.12)

=1

Jednym z czedciej wymienianych kryteriow praktycznych sa miary oparte na

ocenie czasu (kosztu) przeplywu zadania przez system. I tak, jezeli f;(t) =

t — r;, wtedy otrzymujemy funkcje celu zwiazane z czasem przepltywu

Frax = max F, (4.13)

<isn

S R=YF Y wh=YwF F= YR @)
i=1 =1 =1

Innymi uzytecznymi kryteriami sa miary oceniajace czas oczekiwania (bez-
czynnosci) zadania w systemie. Jezeli fi(t) =t —ri — > ;co, Pv;j, Whedy
otrzymujemy funkcje celu

Wnax = max W, (4.15)

1<i<n

S W= W Ywli=Y i, W= W (@10
=1 =1 =1
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Funkcje celu (4.5) — (4.16) sa zwiazane z ocena przeplywu zadan przez
system wytwoérezy, co wymaga uwzglednianie zasadniczo tylko terminéw za-
konczenia zadan C;. W wielu praktycznych sytuacjach istotnym problemem
jest wlasciwe wykorzystywanie posiadanych srodkéw zasobowych (maszyn).
Do tego celu proponowana jest inna grupa miar zawierajaca miedzy innymi
nastepujace kryteria: czas przestoju wszystkich maszyn

S I = f:zk, (4.17)
k=1

gdzie
def
I = He— > Dy (4.18)
JEO; v;j=k
jest czasem przestoju maszyny k w planowanym przedziale pracy [0, Hg]
(czesto Hy = maxi<i<n Ci), wazona suma czasow przestoju maszyn

m
Zwkfk = Z WLy, (4.19)
k=1

czy tez éredni stopien wykorzystania maszyn
Zje(’) Pujj
Zk;m:1 Hy, .
Kolejna grupa miar jest zwiazana z procesem wykonywania zadan. Do
nich naleza miedzy innymi: érednia liczba zadan wykonywanych, oczekuja-
cych na wykonanie oraz zakonczonych w przedziale czasowym (0, Cipax)-
Ostatnia grupa miar, pochodzaca od (4.3) — (4.4), ma zastosowanie do
oceny precyzji zakonczenia zadan w systemach wytwarzania dokiadnie na
czas (just in time). Wéréd najczesciej wymienianych sa miedzy innymi, mak-
symalny kara za odchylenie od zadanego przedzialu wykonywania [r;, d;]

hmax = 12{2% max{gi(f"i)y fl(%)}? (421)

I= (4.20)

bezwzgledne odchylenie od wspdlnego zadanego terminu zakonczenia d
n n
MICi—dl=>"1Ci—d = (& +T), (4.22)
i=1 i=1
gdzie ostatnia rownos¢ otrzymano przy zalozeniu d; = d, r; = d—3;c0, Pv;j;
i € J. Inng miarg jest wazone odchylenie od pozadanego przedzialu wyko-

nywania [r;, d;]
n

Z(zzEz + 'U}ZTZ) = Z(zz& + 'U)z’];) (4.23)
i=1
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ktore moze byé¢ takze interpretowane jako bezwzgledne odchylenie od in-
dywidualnych zadanych terminéw zakonczenia d; przy zatozeniu r; = d; —
> jeo, Pv;j» t € J. Niektore kryteria wprowadzaja dodatkowo element ne-
gocjacji wspoélnego terminu realizacji dostawy d pelniacego role zmiennej
decyzyjnej w formie
n
Z(ZiEi + w;T; + yi(d — d*)+) = Z(zi&' +w;T; + yi(d — d*)Jr) (4.24)
=1
gdzie d* jest pewnym referencyjnym terminem dostawy. Dalsze modyfikacje
kryteriow sg kombinacja nowo wprowadzonych miar oraz klasycznych miar
regularnych jak na przyktad
n
Z(ziEi + w,-Ti + yZCl) = Z(Zzgz + wi']; + yZCZ) (4.25)
i=1
Oprécz liniowych miar precyzyjnego zakonczenia wykonywania wystepuja
takze miary nieliniowe, przyktadowo
n
D (Ci—d)? =) (E+T), (4.26)
=1
oraz miary oparte na ocenie rozproszenia pomiedzy czasami zakonczenia
zadan postaci

SIG—Cil =Yl —cyl, (4.27)

i=1j=1
lub

S(C - =3 - (4.28)
i=1j=1

Zagadnienia szeregowania z tego rodzaju kryteriami jednymi z trudniejszych
w teorii szeregowanai zadan.

Kryteria optymalnosci wystepujace w praktyce sa badz bezposrednio
transformowalne do jednej z przedstawionych postaci, badz tez sg kombina-
cja jednego lub kilku wyzej wymienionych kryteriéw. Ze wzgledu na znaczny
postep w zakresie metod rozwiazywania dokonany w ostatnich latach, moz-
liwe jest skuteczne analizowanie i rozwiazywanie réwniez probleméw wie-
lokryterialnych. Zauwazmy, ze traktujac wykonanie poszczegdlnych zadan
jako cele niezalezne z miarami osiagniecia f;(C;), postawiony problem z n
kryteriami moze by¢ sprowadzony do problemu jedno-kryterialnego z celem

> wifi(Ci) + ¢ max fi(C;) (4.29)
=1

1<i<n
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czyli bedacego kombinacja miar (4.1) oraz (4.2).

4.4 Zwiazki miedzy kryteriami

Dos¢ licznie formutowane kryteria rodza pytanie czy wszystkie wymienio-
ne sg dostatecznie dobre oraz czy przypadkiem nie wystepuja miedzy nimi
zaleznosci pozwalajace zredukowaé ich liczbe. W tym rozdziale interesowaé
nas beda problemy réwnowaznosci kryteriow. Dwa kryteria sg rownowazne
jezeli optymalne rozwiazanie dla jednego z nich jest rowniez optymalne dla
drugiego kryterium. Podstawowe wlasnosci sa formutowane dla probleméw,
w ktorych v jest ustalone.

Réwnowazne sa kryteria: min Cay, min Y Iy, min > vgly, max U. Istot-
nie, jeéli Hy, jest ustalone to wartosci kryteriow 3 I, 3> v Ik, I przy ustalo-
nym v nie zaleza od S. Przyjmujac Hy = Chaz, z definicji > I oraz > wi g
otrzymujemy

> I = mCiax — i S b (4.30)

k=1j€0; vj=k

Zwk’lk = (i wk)cmax - i Z WkPkj (431)
k=1

k=1j€0; v;=k

poniewaz wartosci wyrazefi (331, wy) oraz Y31y 3o jc; v,—k WkPk; Die nie
zalezg od wektora S, zatem minimalizujac > Iy lub 3 wy [ minimalizujemy
Cnax 1 odwrotnie.

Wzajemnie réwnowazne sa takze kryteria:
min > C;, min Y. F;, min Y. W;, min Y. L;, minC, min F, min W, min L. Z
definicji tych kryteriéw otrzymujemy

m  n;

SCG="F+> rn=> Wit > i+ S pu = Li+ D di (4.32)
=1 =1 =1 =1 =1 =1

i=1 k=11i=1

Poniewaz wartosci wyrazef Y i 75, > peq ity Diks 2oie1 di sa wielkoSciami
stalymi, zatem otrzymujemy rownowaznosé. Pozostale réwnowaznosci mo-
zemy otrzymaé w podobny sposob bezpoérednio z definicji.

Roéwnowazne sg takze kryteria: min ) w;C;, min Y w; F;, min Y w;W;,
min Y w;L;. Dowdd tego faktu jest analogiczny do przeprowadzonych po-
przednio.

Optymalna kolejnoéé¢ ze wzgledu na minimalizacje Lpax jest réwniez
optymalng kolejnoscig ze wzgledu na minimalizacje Tiax. Istotnie, rozwaz-
my dwie rézne kolejnosci wykonywania zadan z wartoSciami opdznien L;
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> wT;j 2 w;U;
Z wiGj 2Tj 2 U
ZG L max
Cnax

Rysunek 4.1: Zaleznoéci pomiedzy kryteriami szeregowania.

i L} oraz warto$ciami spéznien T; oraz T). Jezeli Lyax < L.

max 0 wtedy
otrzymujemy

Trax = max max{0, L;} = max{0, Liax} < max{0, L .} =T,

<isn

ax- (4.33)
Warto zauwazy¢, ze kryteria Lyax 1 Thax nie sa réwnowazne.

7 powyzszych wtasnosci wynika, ze dla probleméw z maszynami dedyko-
wanymi wystarczy tylko rozwaza¢ zagadnienia z nastepujacymi regularnymi
funkcjami celu: Chax, >, Ci, > w;Ci, Lmax, > 15, Y wili, > U, > w;Us.
Zaleznosci pomiedzy podanymi kryteriami szeregowania mozna przedstawic
grafem na Rys. 4.1, gdzie dwa kryteria 71, 72 sa w relacji v1 — 72 je-
§li rozwiazanie problemu z kryterium - dostarcza rozwiazania problemu z
kryterium ;. Bardziej szczegotowe zaleznosci pomiedzy kryteriami mozna
znalez¢ w pracy 43.

4.5 Kryteria optymalizacji a praktyka

W praktyce funkcjonowania systeméw wytwarzania stosuje sie pewne
typowe miary oceny pracy komoérek produkcyjnych. Uzywajac poje¢ charak-
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terystycznych dla tych systeméw, w pracy 388 wymieniono szereg wielkosci,
ktore posiadaja bezposrednig relacje do wielkosci wymienionych w Rozdziale
4.2 oraz kryteriéw wymienionych w Rozdziale 4.3. Oméwimy je ponizej.

Miary odniesione do zadan w cyklu produkcyjnym

1. Cykl produkcyjny zadania jest tozsamy z czasem jego przeptywu F;.
2. Wskaznik wydiuzenia cyklu produkcyjnego zadania jest definiowany jako
E

= 2>, 4.34
Vi= 7 (4.34)

gdzie F; jest dana normatywna dlugoscig cyklu dla tego zadania, przy-
kladowo F = 3 ico, pv;j- Wskaznik ten jest szczegblnym przypad-
kiem wazonego czasu przeplywu w;F;, gdzie w; = 1/F}.

3. Maksymalny wskaznik wydtuzenia cykli produkcyjnych zadan jest definio-
wany jako

Vinax = Jax Vi (4.35)
i jest szczegblnym przypadkiem kryterium fmax = maxici<n fi(Ci) dla
funkcji fl(t) = wl-t — W;T;.
4. Sredni wskaznik wydluzenia cykli produkcyjnych zadan jest definiowany
jako
i=1 Fi

V==5—_ 4.36
DA )

i jest szczegélnym przypadkiem kryterium Y w; F; = Y i w; F;, z jed-
nakowymi wagami w; = 1/(3°;-; F;). To ostatnie kryterium jest réw-
nowazne kryterium ) F; ze wzgledu na réwnosé wag.

5. Wariancja wskaznikow wydtuzenia cykli produkcyjnych zadan jest defi-
niowana jako

i (Vi —V)*F;

Var(V) = n
i=1v

(4.37)

Kryterium to nie moze by¢ przedstawione w zadnej z postaci (4.1)-
(4.4), jednakze jego zastosowanie jest drugorzedne. Istotnie, minimali-
zacja wariancji ma sens jedynie wsrdd rozwiazan zapewniajacych mi-
nimum pewnego kryterium podstawowego, jak na przyklad wartosci
éredniej V, w przeciwnym przypadku bedzie prowadzi¢ do rozwiazan
paradoksalnych.
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6. Cykl produkcyjny zbioru zadan jest definiowany jako
CZ = max C; — min 7y, (4.38)

1<ig<n 1<ig<n

jest jednoznacznie zwigzany z kryterium Cpax = maxi<i<n, C; bowiem
warto$¢ minj¢;<p 7 jest stala i nie ma wpltywu na minimalizacje.
7. Suma cykli produkcyjnych zbioru zadan jest tozsama z kryterium > Fj.
8. Sredni cykl produkeyjny dla zbioru zadar jest tozsamy z kryterium F.
9. Wariancja cykli produkcyjnych zbioru zadamn jest definiowana jako

n
Var(F) = % (F; — F)2. (4.39)
i=1

Interpretacja i znaczenie tego kryterium jest podobne do opisanej
wczesniej miary Var(V).

10. Wskaznik normatywnosce cykli produkcyjnych zbioru zadar jest odwrot-
noécig wielkoéci V' zdefiniowanej powyzej.

11. Czas oczekiwania zadania jest tozsamy z wartoscig W.

12. Sredni czas oczekiwania zadar jest tozsamy z kryterium W.

13. Kosztowy wskaznik normatywno$ci cykli produkcyjnych zbioru zadan
zdefiniowany jako

Z?:l fz*kl

i=1 Fiki

gdzie k; sa normatywnymi kosztami wykonania zadan. Odwrotno$é

tego kryterium jest szczegdlnym przypadkiem kryterium > w; F; gdzie

wi = ki (32 Fiki)-

FK = <1 (4.40)

Miary dotyczace dyrektywnych terminéw zakonczenia zadan

1. OpédzZnienie terminu zakonczenia zadania w stosunku do dyrektywnego
terminu jego zakoriczenia jest tozsame z wielkodcia 7;.

2. Srednie opéinienie termindw zakoriczenia zadars w stosunku do dyrektyw-
nych terminow ich zakoriczenia odniesione do liczby zadan wykonywa-
nych w komdrce produkcyjnej jest tozsame z kryterium 7.

3. Srednie opéznienie termindw zakoviczenia zadar w stosunku do dyrektyw-
nych termindw ich zakonczenia odniesione do liczby zadan opozZnionych
jest definiowane jako

i=17i

Ui
Kryterium to nie moze by¢ wyrazone w postaci (4.1) — (4.4), jednakze
wystepuje w zwiazku ze znanymi juz kryteriami TU =T /U.

TU = (4.41)
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4. Maksymalne opozZnienie terminu zakonczenia zadan jest tozsame z kry-
terium Tiax.

5. Udzial zadar opdznionych jest tozsamy z kryterium U = % U

6. Wyprzedzenie terminu zakonczenia zadania w stosunku do jego dyrektyw-
nego terminu zakorczenia jest tozsame z wielkoscig &; przy zalozeniu
r; = di.

7. Srednie wyprzedzenie termindw zakoticzenia zadar w stosunku do dy-
rektywnych terminéw ich zakonczenia jest réwnowazne szczegdlnemu
przypadkowi kryterium F = (1/n) 31, &;.

8. Srednie odchylenie terminéw zakoriczenia zadath od dyrektywnych termi-
néw ich zakoriczenia jest tozsame z kryterium L.

9. Koszt opdznienia zadania jest tozsamy z warto$cia w;7;, gdzie w; jest
jednostkowym kosztem opdznienia zadania.

10. Koszty opdznienia zadar sa tozsame z kryterium > w;T;.

11. Koszty odchylen terminow zakoniczenia od dyrektywnych termindéw ich
zakonczenia sa tozsame z kryterium > w; L.

Miary dotyczace prac w stanowisku

1. Liczba operacji w kolejce przed stanowiskiem jest funkcja qx(t) = |Qx(t)]
gdzie Qk(t) jest zbiorem operacji oczekujacych w chwili ¢t w kolejce do
tego stanowiska.

2. Liczba zadan opoznionych w kolejce przed stanowiskiem jest okreslona
jako I (t) = |Lk(t)|, gdzie Ly = {j € Qi(t) : j € O;, d;i < t} jest
zbiorem operacji spéznionych oczekujacych w w chwili ¢ w kolejce do
tego stanowiska.

3. Stanowiskochtonnosé operacji w kolejce przed stanowiskiem jest funkcja

ye(t) = > Dy (4.42)
JEQR(t)

Miary dotyczace wykorzystania stanowiska

1. Wskaznik wykorzystania funduszu czasu pracy stanowiska jest definiowa-
ny jako

Z]EO; vj=k 5;7};]]
Hj,

gdzie wy; wspolczynnik wykonania normy operacji j w stanowisku &

za$ Hj, jest normatywnym czasem pracy stanowiska k. Dla wy; = wy,

v; = k, j € O, wskaznik ten jest zwigzany wzajemnie jednoznaczng

T = (4.43)
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zaleznoscia Zy = (Hy — Iy) /(wx Hy) z czasem przestoju maszyny Z
zdefiniowanym przez (4.18). Maksymalizacja Zj, pociaga minimalizacje
7y 1 vice versa.

2. Wskaznik wykorzystania funduszu czasu pracy pracownika jest definio-
wany identycznie jak Z, traktujac pracownika jako szczegdlny rodzaj
procesora.

3. Suma czasow przezbrojen stanowiska jest definiowana jako

Nk
SPe = _ Sa(j)n(i+Dks (4.44)
§=0

gdzie permutacja 7, zostata otrzymana poprzez uporzadkowanie zbio-
ru operacji {j € O; v; = k} o licznoéci ny, wykonywanych na stano-
wisku k wedlug niemalejacych wartosci ich terminéw rozpoczecia S,
za$ s;; jest czasem przezbrojenia stanowiska pomiedzy wykonaniem
operacji ¢ oraz j. Dodatkowo zakladamy, ze m(0) = 0 = w(ng + 1)
oraz Sojk, Siok 8@ czasami przygotowawczo-zakonczeniowymi dla tego
stanowiska.
4. Koszty bezczynnosci stanowiska sa definiowane jako

KBy =wp(Hy — Y pkj) (4.45)
JEO; ’Uj:k

i sg szczegllnym przypadkiem wielkosci wiZp.

5. Koszty przestoju pracownika sa definiowane identycznie jak K By, trak-
tujac pracownika jako szczegdlny rodzaj procesora.

6. Koszty przezbrojen stanowiska sa definiowane jako

N
KPp = wk Y Se(j)m(j+1)k- (4.46)
j=0
Interpretacja i znaczenie tego kryterium jest podobne do miary SPj
opisanej wczesniej.
Miary dotyczace prac w komadrce

1. Stanowiskochionnosé zadarn wykonywanych w okre$lonym przedziale cza-
su (t1,ta) jest definiowana jako suma czaséw trwania operacji wyko-
nywanych w tym przedziale czasu

SZ(ty,ta) = Z(min{Sj + Puyjr t2} — max{S;, t1}) " (4.47)
jeo
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Dla arbitralnie wybranych t¢1,ty uzyskanie zwigzkow z innymi kryte-
riami jest trudne. Dla (¢1,%2) obejmujacego caly cykl wytwarzania to
znaczy gdy t1 < minigicnri oraz ta > maxigi<n C; W sposéb oczywisty
mamy SZ(t1,t2) = 3 ico Puj-

2. Liczba zadan ktore w trakcie realizacyi oczekiwaly dluzej niz zadany okres

czasu W* jest definiowana jako
LW =|{ieJ: W;,>W*}. (4.48)

Kryterium to jest rownowazne kryterium > U;, gdzie U; sa definiowa-
ne w odniesieniu to zadanych terminéw zakonczenia d; = W* + r; +

Zjeoi Pujj-

3. Srednia liczba zadari w komdree produkeyjne; jest definiowana jako

1 t2

Rt ts) = / n(t)dt, (4.49)
o —t1 Jyy

gdzie n(t) jest liczba zadan w komoérce produkeyjnej w chwili ¢. Za-

uwazmy, ze zachodzi

n

/tt2 n(t)dt = Z(min{Ci, to} — max{r;, t1})7". (4.50)

1 =1

Dla arbitralnie wybranych ¢;, %2 uzyskanie zwigzkéw z innymi kryte-
riami jest trudne. Dla (¢1,%2) obejmujacego caly cykl wytwarzania to
znaczy gdy t1 < minigigpri oraz ta > maxigi<n C; W sposob oczy-
wisty mamy 7(ti,t2) = > iy Fi/(t2 — t1). Dla ustalonych t;, t2 to
ostatnie kryterium jest réwnowazne kryterium ) F;. Dla ustalonego
t1 oraz to = maxigi<n Ci, otrzymujemy zwiagzek pomiedzy kryteriami
7 =nF/Chpax-

4. Srednia liczba zadari oczekujgcych w kolejkach przed stanowiskami jest

definiowana jako

it = [ S ao (451)

t2 - tl 1 k=1

Dla arbitralnie wybranych t1,ts uzyskanie zwigzkow z innymi kryte-
riami jest trudne. Dla (¢, t2) obejmujacego caly cykl wytwarzania, to
znaczy gdy t1 < minigi<nr; oraz to > maxigi<n C; W sposéb oczywi-
sty mamy q(t1,t2) = ﬁ * 1 W;. Dla ustalonych ¢;, t2 to ostatnie
kryterium jest réwnowazne kryterium )  W;. Dla ty = maxi<i<n Ci,
otrzymujemy zwiazek pomiedzy kryteriami § = nW /Chyax.
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5. Srednia stanowiskochlonno$é operacji oczekujgcych w kolejkach jest defi-
niowana jako

wt ) = [ war (4.52)

tQ_tl t1 k=1

Miary dotyczace wykorzystania stanowisk komoérki

1. Sredni wskaznik wykorzystania funduszy czasu stanowisk jest definiowany
jako )

“ 1 3 25e0; v=k we

> Zp==> —a (4.53)
Pzy zalozeniu wy; = wg, j € O, vj = k, wskaznik ten jest zwigza-
ny jednoznaczna zaleznoscia mZ = > L, 1/wp — Y po I/ (wi Hy),
z kryterium typu > wyl,. Maksymalizacja Z pocigga minimalizacje
Y ore1 I/ (mwi Hy) 1 vice versa.

2. Wariancja wskaznikow wykorzystania funduszy czasow stanowisk jest de-
finiowana jako

_ ke (Zk — Z2)*Hy,

>k Hy .

Kryterium to nie moze by¢ przedstawione w zadnej z postaci (4.1)-

(4.4), jednakze jego zastosowanie jest drugorzedne. Istotnie, minimali-

zacja wariancji ma sens jedynie wsrdd rozwiazan zapewniajacych mi-

nimum pewnego kryterium podstawowego, jak na przykilad wartosci

éredniej Z, w przeciwnym przypadku bedzie prowadzié¢ do rozwigzan

paradoksalnych.

Var(Z)

(4.54)

3. Sredni wskaznik wykorzystania funduszu czasu pracownikéw jest definio-
wany identycznie jak Z, traktujac pracownika jako szczegélny rodzaj
procesora.

4. Suma czasow bezczynnosci stanowisk jest definiowana jako

SB = %(Hk ) (4.55)

k=1 JEO; v;=Fk
i jest réwnowazna kryterium > I.
5. Suma czasow przezbrojen stanowisk jest definiowana jako

m nNng

SP =2 D sx(im+0k: (4.56)
k—=1;=0
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6. Koszty bezczynnosci stanowisk sg definiowane jako

m
KB=> KBy (4.57)
k=1
i 83 szczegllnym przypadkiem kryterium > wy [
7. Koszty przestoju pracownikéw sa definiowane identycznie jak KB, trak-
tujac pracownika jako szczegdlny rodzaj procesora.
8. Koszty przezbrojen stanowisk sa definiowane jako

m
KP =) KBD. (4.58)
k=1

4.6 Hierarchia ztozonosci obliczeniowej

Biorac pod uwage, ze istnieje wiele elementéw sktadajacych sie na okre-
Slenie problemu szeregowania oraz, ze dobierajac te elementy otrzymamy
wiele réznych problemdéw, w opracowano pewna uniwersalng klasyfikacje za-
gadnien szeregowania analogiczng do tej stworzonej dla systeméw masowej
obstugi. Klasyfikacja ta zostata poczatkowo przedstawiona w pracy 139, a na-
stepnie dopracowana i rozszerzona w pracach 224,308, Utatwia ona nie tylko
zdefiniowanie problemu, ale okreslenie jego szczegdlnych wlasnosci poprzez
wykorzystanie zaleznosci hierarchicznych. W zasadzie wszystkie dotychczas
rozwazane zagadnienia szeregowania mogg by¢ przedstawione przy uzyciu
nastepujacego symbolicznego zapisu

o Bly (4.59)

gdzie o — oznacza typ zagadnienia, 5 — dodatkowe specyficzne ograniczenia
zagadnienia, v — posta¢ funkcji celu.

Znaczenia poszczegllnych symboli «, 3, v moga sie nieznacznie rézni¢ w
zaleznosci od “szkoly” naukowej, cho¢ ogdlne zasady ich wykorzystania po-
zostaja intuicyjnie oczywiste. Podana ponizej interpretacja jest pewna proba
rozszerzenia systemu oznaczen w celu objecia nim takze probleméw o wyso-
kim poziomie ogdlnoéci, przy jednoczwesnym zachowaniu “kompatybilnosci”
7 systemem istniejacym.

Symbol « jest ztozeniem trzech symboli asasa; majacych nastepujace
znaczenie. Symbol «; okresla skonczong (dana) liczbe maszyn w systemie
1,2,...; jesli liczba ta jest nieokreslona z géry to uzywa sie symbolu pustego o
majacego sens dowolnej liczby m. Symbol as okresla sposéb przejscia zadan
przez system (inaczej — typ zagadnienia), przy czym wyrézniono nastepujace
tradycyjne sposoby w zaleznoéci od struktury procesu wytwarzania:
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Rysunek 4.2: Struktury przeptywowych systeméw produkcyjnych: permuta-
cyjny (F*), niepermutacyjny (F), z maszynami réwnoleglymi w stanowisku
(PF).
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Rysunek 4.3: Struktury gniazdowych systeméw produkeyjnych: dedykowany
(J), z maszynami réwnolegtymi w stanowisku (PJ).
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Rysunek 4.4: Struktury réwnolegtych systeméw produkeyjnych: maszyny
identyczne (P), jednorodne (Q), niejednorodne (R)
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F — przeplywowy (flow shop), Rys. 4.2, w ktérym wszystkie zadania po-
siadajg jednakowa marszrute technologiczna, wymagaja obstugi na
wszystkich stanowiskach, zas kazde stanowisko wymaga okreslenia od-
powiedniej sekwencji wprowadzania zadan,

F* - przeplywowy permutacyjny (permutation flow-shop), Rys. 4.2, ktére
ma takie same zalozenia jak F z dodatkowym wymaganiem aby kolej-
nos$¢ obstugi zadan na wszystkich maszynach byta jednakowa (zgodna
z kolejnoscia wprowadzania zadan do systemu),

J — gniazdowy (job-shop), Rys. 4.3, w ktérym rézne zadania moga posiadaé
rézne (co do liczby jak i kolejnosci odwiedzania stanowisk) marszruty
technologiczne,

G — ogdlny (general-shop), w ktérym kazde zadanie jest pojedyncza opera-
cja (0; = 1), za$ zalezno$ci technologiczne sa dane dowolnym grafem,

I - réwnolegly (parallel shop), Rys. 4.4, w ktérym kazde zadanie jest poje-
dyncza operacja oraz wszystkie operacje sa wykonywane na dokltadnie
jednej z kilku réwnoleglych (tego samego typu) maszyn,

O - otwarty (open shop), w ktérym wszystkie operacje zadania maja byé
wykonane lecz kolejnosé¢ technologiczna operacji w zadaniu nie jest
okreslona.

Jedli o = 1 to oba symbole ag oraz as musza by¢ puste. Pojawiajace sie
nowe problemy szeregowania (zwlaszcza te skojarzone z elastycznymi syste-
mami wytwarzania) wskazuja na konieczno$é rozszerzenie istniejacej klasy-
fikacji poprzez wprowadzenie symbolu as okreslajacego tryby realizacji po-
szczegblnych operacji zadania. Jesli a3 jest symbolem pustym to przyjmuje
sie, ze kazda operacja ma jednoznacznie okreslong (zadedykowana) maszyne
na ktérej bedzie wykonywana, to znaczy m; = 1, [My;| =1, j € O. Inaczej
zaklada sie, ze m; > 1, [M;;| =1,i=1,...,mj, j € O oraz operacja bedzie
wykonywana na jednej z identycznych réwnolegtych maszyn (P), na jed-
nej z maszyn jednorodnych (Q), lub jednej z maszyn niejednorodnych (R).
Przyktadowo, oznaczenie PF (Rys. 4.2) odpowiada systemowi F, w ktérym
wprowadzono obstuge réwnolegla w stanowiskach, zas PJ (Rys. 4.3) — od-
powiedniemu wariantowi dla J. Czas trwania operacji na maszynie w trybie
P jest niezalezny od wyboru maszyny, w trybie R — wyraza sie iloczynem
pracochtonno$ci (normatywnego czasu wykonywania) oraz szybkosci pracy
maszyny, zas w trybie Q — jest specyficzny i oddzielnie okredlany dla kazdej
pary (maszyna, operacja). Je§li ag # o oraz ag = o to przyjmuje sie do-
mys$lnie zagadnienie typu I. W ostatnim przypadku gdy m; > 1, IM;;| > 1,
t=1,...,mj, j € O do wykonania operacji angazowany jest wigcej niz jeden
zas6b nieodnawialny, zas odpowiedni tryb wykonywania oznaczany jako M.
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Rysunek 4.5: Redukowalno$é¢ probleméw w zaleznosci od znaczenia « i (.
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Symbol 3 okredla istnienie dodatkowych zalozen i ograniczen oraz moze
zawiera¢ dowolny podzbiér symboli o nastepujacym znaczeniu:

prec — istnienieje narzucony czesciowy porzadek technologiczny wykonywa-
nia, zadan. Wymaganie, ze zadanie ¢ poprzedza zadanie j (co bedzie-
my oznacza¢ symbolem i < j) implikuje, ze w kazdym dopuszczalnym
rozwigzaniu mamy C; < Sj,

tree, outree, intree, sp-graph — graf relacji prec posiada szczegdlng po-
sta¢ drzewa, drzewa zakorzenionego, nie zakorzenionego lub grafu sze-
regowo-réwnoleglego,

r; — zadania maja rézne terminy zgloszen,

C; < d; —kazde zadanie musi sie zakonczy¢ przed swoim zgdanym terminem
zakonczenia wykonywania,

no wait (bez czekania) — termin rozpoczecia operacji nastepnych (w sen-
sie porzadku technologicznego) jest réwny terminowi zakonczenia ope-
racji poprzednich; z tego wynika, ze C; = S; + Z]O-izl Dv;j, czyli zadanie
jest wykonywane bez przerwy,

no store (bez magazynu) — brak mozliwosci lub zakaz skladowania na
sktadowisku miedzyoperacyjnym; w tym przypadku moze odbywac sie
skladowanie jedynie na maszynach poprzez sztuczne wydluzenie czasu
obrobki,

pij = 1 — czasy wykonania wszystkich operacji sa jednakowe (i réwne jed-
nosci),

pmtn (przerywacé) — dopuszcza sie mozliwo$é przerywania wykonywania
operacji,

M}, — bez ograniczen — maszyna M} moze wykonywaé jednoczesnie n za-
dan,

w; = 1 — wszystkie wspélczynniki wagowe zadan w kryterium sa jednakowe
(i réwne jednosci),

0; < 0, — liczba operacji w kazdym zadaniu jest ograniczona stalg o,
Dij < p« — czas wykonania wszystkich operacji jest ograniczona staty p,

batch (porcjowanie) — wystepuje zadanie grupowania zadan,
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setup (przezbrojenia) — wystepuja czasy przezbrojenia maszyn pomie-
dzy wykonywaniem zadan; przezbrojenia te moga by¢ zalezne zalezne
od sekwencji czynnosci (seq setup),

fix; —przydzial zasobéw do zadan w systemie M|3|vy jest ustalona.
J

Znaczenie symbolu § sg do$é czesto modyfikowane gtéwnie ze wzgledu na
pojawiajace sie specyficzne ograniczenia wynikajace z praktyki szeregowa-
nia zadan. Ostatni wymieniony parametr v przyjmuje jedng z symbolicznych
postaci funkcji celu zgodnie z oznaczeniami podanymi w poprzednim roz-
dziale. Przykladowo, symbol F3|r;|F oznacza problem szeregowania zadan
na trzech maszynach, kazde zadanie posiada identyczng marszrute techno-
logiczna z réznymi czasami obstugi oraz specyficzny termin gotowosci, zas
kryterium jest éredni czas przepltywu zadan przez system. Tak okreslone
zagadnienia posiadaja rézne, wzajemnie zawierajace sie¢ stopnie ogdélnosci.
Odpowiednio do tego, na Rys. 4.5 pokazano wzajemng redukowalnos¢ pro-
bleméw w zaleznosci od znaczenia parametrow a i . W kazdym z przypad-
kéw o oznacza symbol pusty.

Jak wspomniano na wstepie, NP-trudnosé wiekszosci praktycznych pro-
bleméw szeregowania spowodowala swoiste rozproszenie badan, koncentru-
jac je na klasach i podklasach probleméw, czy tez wrecz na pojedynczych
problemach szczegdlnych. Wprowadzona klasyfikacja pozwolita na systema-
tyke i uporzadkowanie rezultatéw badan. Postugujac sie wprowadzona nota-
cja dokonano zestawienia (zgrupowania) wynikow szczegdlnych, takich jak
ztozonos¢é obliczeniowa problemu oraz znane metody rozwiazania. Ze wzgle-
du na rozleglo$¢ i obszerno$¢ wynikéw nie bedziemy powielaé tabelarycznych
zestawien publikowanych w innych wydaniach ksigzkowych, odsytajac zain-
teresowanych do odpowiednich pozycji, patrz na przyktad praca 183.

Mimi iz ostateczny rezultat normalizacji nazewnictwa mozna uznaé za
bardzo korzystny, pojawiaja sie¢ pewne symptomy “niewydolnosci” obecne-
go systemu oznaczen. Niektore konkretne zagadnienia moga by¢ oznaczane
niejednoznacznie za pomoca symboli np. 1|r;|y i F'2|M; —non bottl|y. Dalej
brak jest skutecznego sposobu opisu probleméw hybrydowych otrzymanych
w wyniki rozszerzenia probleméw klasycznych np. poprzez wprowadzenie
obstugi réwnoleglej w stanowiskach. (Zaproponowany powyzej mechanizm
dwuliterowych oznaczen dla struktur systeméw jest pewnym odstepstwem
od klasycznej notacji.) Wreszcie, dodatkowe ograniczenia nie wymienione po-
wyzej, moga by¢ uwzgledniane poprzez wprowadzenie dalszych rozszerzen
listy znaczen symbolu (. Implikuje to niekontrolowany wzrost repertuaru
symboli generowanych przez poszczegdlnych badaczy, nie zawsze zrozumia-
tych bez odpowiedniego komentarza stownego.
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4.7 Charakterystyka rozwigzan

W literaturze rozréoznia sie kilka rodzajow uszeregowan, w zaleznosci
od posiadanych przez nie wlasnosci, patrz przeglad w pracy 368. Kazda z
ponizszych definicji odnosi sie do uszeregowania dopuszczalnego jednie w
przypadku kryterium regularnego. Kryteria nieregularne sa dyskutowane w
nastepnym rozdziale.

Uszeregowanie cze$ciowo aktywne

Uszeregowanie jest “dosuniete w lewo” lub “czeSciowo aktywne” jesli
dla kazdej operacji j nie mozna jej zakonczy¢ wczesniej przy jednoczesnym
spelnieniu nastepujacych warunkéw: (1) kazda operacja jest wykonywana
przy uzyciu nie zmienionego zbioru maszyn, (2) kazda operacja inna niz
j konczy sie co najmniej tak samo wczesnie jak uprzednio, (3) na kazdej
maszynie kolejno$é¢ wykonywania operacji pozostaje bez zmiany.

Uszeregowanie aktywne

Uszeregowanie jest “slabo aktywne” (aktywne) jesli dla kazdej operacji
J nie mozna jej zakonczy¢ wczeéniej przy jednoczesnym spelnieniu naste-
pujacych warunkéw: (1) kazda operacja jest wykonywana przy uzyciu nie
zmienionego zbioru maszyn, (2) kazda operacja inna niz j konczy sie co naj-
mniej tak samo wczeénie jak uprzednio, (3) na kazdej maszynie kolejnosé
wykonywania operacji innych niz j pozostaje bez zmiany.

Uszeregowanie silnie aktywne

Uszeregowanie jest “silnie aktywne” jesli dla kazdej operacji j nie mozna
jej zakonczy¢ wcezesniej przy jednoczesnym spelnieniu nastepujacych wa-
runkéw: (1) kazda operacja inna niz j jest wykonywana przy uzyciu nie
zmienionego zbioru maszyn, (2) kazda operacja inna niz j konczy sie co naj-
mniej tak samo wczednie jak uprzednio, (3) na kazdej maszynie kolejnosé
wykonywania operacji innych niz j pozostaje bez zmiany.

Uszeregowanie lewostronnie optymalne

Uszeregowanie jest “lewostronnie optymalne” jesli dla kazdej operacji j
nie mozna jej zakonczyé wczesniej przy jednoczesnym spetnieniu warunku:
(1) kazda operacja inna niz j konczy sie co najmniej tak samo wezesnie jak
uprzednio.
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M, j= 1 2 3 4 5 6 7 8
{1} 2 3 2 1 2

{2} 3 1 1 2

(3} 1 4

Tabela 4.1: Przyktad problemu

Uszeregowanie nieop4znione

Nastepujace dwie klasy rozwigzan sa bezpoérednia konsekwencjg zasady
zapobiegania bezczynnosci stanowisk obstugi zadan: jesli istnieje czynnnosé
gotowa do wykonania oraz sg wolne srodki zasobowe do jej wykonania, nalezy
tg czynno$é niezwlocznie rozpoczgc.

Uszeregowanie (K, S) jest “stabo nieopéznione” (nieopdznione) jesli nie
istnieje uszeregowanie (K, S’) zawierajace operacje j taka, ze S;- < S; oraz
wszystkie maszyny ze zbioru K; sg wolne w chwili S;-.

Uszeregowanie (K, S) jest “silnie nieopdznione” jesli nie istnieje uszere-
gowanie (K',S’) zawierajace operacj¢ j taka, ze S} < Sj, K; = Kj, i # j
oraz wszystkie maszyny ze zbioru K’ sa wolne w chwili Sj.

Relacje pomiedzy uszeregowaniami

Pomiedzy wymienionymi klasami uszeregowan zachodza pewne zalezno-
$ci. Nastepujace zawierania sa oczywiste: kazde uszeregowanie lewostronnie
optymalne jest silnie aktywne, kazde silnie aktywne jest stabo aktywne, kaz-
de stabo aktywne jest dosunigete w lewo. Dalsze zaleznosci pochodza z pracy
368 i dostarczaja prostszych warunkéw umozliwiajacych identyfikacje klas
uszeregowan.

Uszeregowanie jest dosuniete w lewo wtedy tylko wtedy gdy nie mozna
zakonczy¢ zadnej operacji wczedniej przy jednoczesnym spelnieniu naste-
pujacych warunkéw: (1) kazda operacja jest wykonywana przy uzyciu nie
zmienionego zbioru maszyn, (2) na kazdej maszynie kolejno$é¢ wykonywania
operacji pozostaje bez zmiany.

Uszeregowanie jest silnie aktywne wtedy tylko wtedy gdy nie mozna
zakonczy¢ zadnej operacji wczedniej przy jednoczesnym spelnieniu naste-
pujacych warunkéw: (1) kazda operacja jest wykonywana przy uzyciu nie
zmienionego zbioru maszyn, (2) kazda inna operacja konczy sie co najmniej
tak samo wczesnie jak uprzednio.

Klasy uszeregowan stabo i silnie aktywnych sa tozsame dla tych proble-
moéw dla ktérych kazda operacja moze byé¢ wykonywana przy uzyciu tylko
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jednego ustalonego zbioru maszyn. W tym przypadku bedziemy uzywaé jed-
nego wspoélnego okreslenia “uszeregowanie aktywne”. Kazda z klas wymie-
nionych w w pierwszych czterech definicjach zawiera co najmniej jedno roz-
wiazanie optymalne. W przeciwienstwie, klasy rozwigzan z dwéch ostatnich
definicji nie muszg zawiera¢ rozwigzania optymalnego! Klasy uszeregowan
stabo i silnie nieopéznionych sa tozsame dla tych problemoéw dla ktorych
kazda operacja moze by¢ wykonywana przy uzyciu tylko jednego ustalone-
go zbioru maszyn. W tym przypadku bedziemy uzywaé jednego wspodlnego
okredlenia “uszeregowanie nieopdznione”.

Sprawdzenie czy dane uszeregowanie jest dosuniete w lewo, stabo aktyw-
ne, silnie aktywne, stabo nieopéznione, silnie nieop6znione moze byé¢ wyko-
nane w czasie wielomianowym. Niestety, sprawdzenie czy dane uszeregowa-
nie nie jest lewostronnie optymalne jest problemem silnie NP-trudnym, co
powoduje jego mniejsza przydatnosé praktyczna.

4.8 Regularnosé¢ kryteriow

W przypadku kryteriéw regularnych (4.1)—(4.2) rozwiazanie optymal-
ne lezy w klasie rozwigzan lewostronnie optymalnych. Jednakze ze wzgledu
na wymieniong wyzej ztozono$¢ badania tego faktu czesto przyjmuje sie za
punkt wyjscia, ze lezy ono w zbiorze uszeregowan silnie aktywnych. Niestety
nie zawsze jest technicznie mozliwe generowanie i badanie wyltacznie usze-
regowan aktywnych. Niestety badanie aktywnoéci pociaga za sobg dodatko-
wy naklad obliczen, zwlaszcza w przypadku przegladania szerszych zbioréw
rozwiazan. Wtedy, gtéwnie w celu ograniczenia kosztu obliczen i uproszcze-
nia algorytmu, swiadomie rezygnuje sie z dyskusji aktywnosci, rozwazajac
najczesciej zbidr uszeregowan dosunietych w lewo, ktéry jest tatwiejszy do
generowania i analizowania. Dlatego tez wiekszosé algorytmdw szeregowania
dla kryteriéw regularnych operuje na uszeregowanich dosunietych w lewo.

Wymienione w rozdziale poprzednim typy nie wyczerpuja catkowicie li-
sty mozliwych uszeregowan. W przypadku kryteriéw nieregularnych (patrz
(4.3)—(4.4)) rozwiazanie optymalne nie nalezy do zadnej z wymienionych
klas. Nieregularnoéé¢ bowiem wymusza okresy celowej bezczynnoéci maszyn
spowodowane nie brakiem zadan do wykonywania lecz wartoscia kryterium.
Powoduje to znaczne klopoty algorytmiczne z wyznaczaniem terminéow S
nawet dla danej kolejnos$ci wykonywania operacji. Jak do tej pory, podkla-
sy uszeregowan dla kryteriéw nieregularnych sg stosunkowo stabo zbadane
gtéwnie z powodu braku wspélnych wlasnosci.



4.8. REGULARNOSC KRYTERIOW 43

Uszeregowanie V-ksztaltu

Uszeregowania V-ksztaltu sa formutowane wylacznie w kontekscie kry-
teriéw nieregularnych klasy (4.3)—(4.4). Istnieja w literaturze rozbieznosci
dotyczace tego pojecia, gléwnie ze wzglednu na rézne definicje w zaleznoéci
od przypadkdéw szczegdlnych funkeji kryterialnych. Pomijajac wysoce spe-
cjalizowana dyskusje réznych wtasnosci V-ksztattu odwotamy sie tylko do
wlasnej, dos¢ ogdlnej definicji, pokrywajacej wiekszos¢ wymienionych.

Uszeregowanie (v,S) posiada wlasno$é V-ksztaltu dla kryterium nie-
regularnego K jesli K(v,S) < K(v,S’) dla kazdego uszeregowania (v, S")
posiadajacego taka sama kolejnosé¢ wykonywania operacji jak (v, S). Jesli
nieréwnosé jest staba, méwimy o stabej wlasnosci V-ksztattu.
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Struktury systemow
sterowania

Systemy Planowania i Sterowania (PPC, Production Planning and Con-
trol) dzilaja w obszarach zwiazanych z przeplywem materialéw i informacji
w systemach wytwarzania. Realizuja proces planowania, to znaczy dobor
srodkéw do realizacji wyznaczonych zadan produkcyjnych w zadanym hory-
zoncie czasowym i osiagniecia postawionych celéw oraz proces sterowania,
czyli uruchamiania, nadzorowanie i zapewnianie realizacji zadan produk-
cyjnych. Sa uwazane za nadrzedne w obiegu i wymianie danych dla catego
procesu wytwarzania. Wspéldzialaja z innymi systemai informatycznymi
przedsiebiorstwa takimi jak CAD (Computer Aided Design), CAP (Compu-
ter Aided Planning), CAM (Computer Aided Manufacturing), CAQ (Com-
puter Aided Quality Control). Sa trzonem systeméw CIM (Computer Inte-
grated Manufacturing). W zaleznosci od wielkoéci produkeji, jej charakteru,
organizacji wydziatu i linii produkcyjnej, stopnia automatyzacji parku ma-
szynowego, stosowane sg strukturalnie odmienne strategie wytwarzania.

Przydatnosé narzedzi teorii szeregowania dla analizy odpowiednich mo-
deli produkcyjnych zalezy od wielkosci i charakteru produkcji. Dla produkcji
jednostkowej i krotkoseryjnej (w tym systemy ESP) odpowiednie modele sze-
regowania moga by¢ stosowane bezposérednio. Dla produkcji érednio- i wiel-
koseryjnej bardziej wtasciwe jest analizowanie zachowania sie systemu w ka-
tegoriach przeptywu odpowiednich strumieni materialéw niz pojedynczych
elementéw. W tym ostatnim przypadku cyklicznosé¢ wytwarzania pozwa-
la optymalizowaé narzedziami teorii szeregowania pewien fragment procesu
wytwarzania odnoszacy sie do parametréw pojedynczego cyklu produkcyj-
nego, takich jak np. czas trwania cyklu, rytmicznosé dostaw, synchronizacje

45
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podproceséw.

5.1 Strategia PUSH. Systemy MRP i ERP.

Strategia PUSH zaklada, ze zadania wytwoércze (zamdéwienia na produkt
konicowy) zostaly przetlumaczone na zadania materialéw i potproduktéw
w okreslonych punktach wewnetrznych i na wejsciach systemu dajac szcze-
gétowy bilans zadan materialowych (MRP, Material Requirements Plan-
ning). Materialy dostarczone na wejscie systemu sa nastepnie przepychane
(PUSH) za pomoca sterowan stopniowo w kierunku wyjscia systemu wedlug
ustalonego harmonogramu dzialan (schedule) okreslajacego dla kazdej za-
planowanej czynno$ci termin rozpoczecia i zakonczenia oraz zbiér zasobéw
przydzielonych do jej realizacji. Podstawowy system MRP nie rozdziela ogra-
niczonych zasob6w (personel i maszyny) do realizacji zadan, lecz dostarcza
jedynie statystyki ich dostepnosci i zapotrzebowan, pozostawiajac podjecie
decyzji cztowiekowi, ktéry ostatecznie jest wspottworca koncowego harmo-
nogramu pracy systemu. Alternatywnie rozdziatu takiego dostarcza system
zarzadzania zasobami produkcyjnymi przedsiabiorstwa (MRP II, Manufac-
turing Resource Planning), ktérego wynikiem jest nadrzedny harmonogram
pracy systemu wytwarzania (master schedule) bilansujacy mozliwosci wy-
konawcze i zamdéwienia. Podobne cechy ma bardziej zaawansowany system
dystrybuujacy wszystkie zasoby przedsiebiorstwa (ERP, Enterprise Resour-
ce Planning, nazywany takze czasami MRP III).

Realizacja harmonogramu nadrzednego jest monitorowana. W razie po-
trzeby harmonogram jest korygowany i odpowiednie sterowania sg przeka-
zywane do systemu wytwarzania w celu uzyskania zgodnosci stanu systemu
i wyj$¢ z programowo zalozonym stanem i programowa wartoscia wyjsc.
Sterowanie tego typu nosi nazwe sterowania nadaznego.

Strategie MRP, MRP II, ERP sa polecane dla produkcji jednostkowej i
krétkoseryjnej, przy wykorzystaniu pojedynczych maszyn w konwencjonal-
nych systemach wytwarzania oraz w pelni zautomatyzowanych elastycznych
systemach wytwarzania (FMS, Flexible Manufacturing Systems).

Systemy sterowania oparte na strategii PUSH sa systemami zcentrali-
zowanymi (jednopoziomowymi) lub hierarchicznymi wielopoziomowymi ze
zwrotnym sprzezeniem informacyjnym pomiedzy poziomami. Monitorowa-
niu podlegaja wszystkie stanowiska wytwarzania.

Systemy PUSH moga by¢ z powodzeniem modelowane i analizowane w
kategoriach klasycznej teorii szeregowania zadan i rozdziatu zasobow.
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5.2 Strategia SQUEZEE. Systemy OPT.

Strategia SQUEZEE zaktada, ze wydajnos¢ systemu wytworczego jest
ograniczona przepustowoscia waskiego przekroju (nazywanego takze waskim
gardlem) systemu. Przekrdj ten jest zestawem stanowisk wytworczych, przez
ktore produkcja sie przeciska (SQUEZEE) powodujac spietrzwenia i kolejki
zadan. Zwiekszenie wydajnosci systemu poprzez wzrost mocy przerobowej
stanowisk (wymiana urzadzen lub rozszerzenie liczby realizatoréw) jest oczy-
wisty i nie bedzie tutaj dyskutowany. Zajmiemy si¢ wylacznie sterowaniem
przeplywu zadan przez waskie gardlo. Strategia OPT ustala optymalnie har-
monogram pracy stanowisk waskiego przekroju, a nastepnie dostosowuje
harmonogram pracy pozostatych stanowisk w celu uzyskania kompletnego
rozwiazania dopuszczalnego. Celem nadrzednym jest optymalne wykorzy-
stanie stanowisk krytyczncyh lub terminowosé przejscia zadan przez caly
system.

Strategia OPT nadaje sie dobrze dla dla produkeji kréotko- i srednio-
seryjnej technologicznie zorientowanej, w realizacji zlecen niewrazliwych na
zmiany terminéw realizacji (w tym terminu zakonczenia), w przypadku nie-
wielkiej liczby stanowisk waskiego przekroju (jedno waskie gardlo).

Systemy sterowania oparte na strategegii SQUEZEE sa systemami zcen-
tralizowanymi (jednopoziomowymi) lub lub hierarchicznymi wielopoziomo-
wymi ze zwrotnym sprzezeniem informacyjnym pomiedzy poziomami. W
czasie pracy systemu tylko stanowiska krytyczne sa monitorowane w celu
korygowania biezacego harmonogramu.

Systemy SQUEZEE moga by¢ z powodzeniem modelowane i analizowane
w kategoriach klasycznej teorii szeregowania zadan, niekiedy przy rozszerzo-
nych klasach funkcji kryterialnych.

5.3 Strategia PULL. Systemy JIT

Filozofie wytwarzania dokladnie na czas (JIT, Just in Time) stworzyli w
znacznej mierze Japonczycy. Pierwsze opisane przypadki pochodzity z linii
montazowej Toyoty. Strategi ta przyjmuje za podstawe produkccji zgloszo-
na wielko$¢ zapotrzebowania na okreélony produkt finalny, ktéry powoduje
powstanie ssania (PULL) na wyjsciu systemu wytwarzania. Ssanie to jest na-
stepnie ttumaczone na ssanie materialéw i potproduktéw, skierowanych pod
adresem stanowaisk poprzednich i rozprzestrzenia si¢ od wyjscia systemu
przeciwpradowo w kierunku wejscia systemu. Brak ssania oznacza bezczyn-
nosé systemu i stanowisk wytwarzania, zapobiegajac zbednemu wytwarzaniu
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produktu na zapas. Stworzone w ten sposéb informacyjne sprzezenie zwrotne
pozwala na samosterowanie sie systemu i jego adaptacje do zadan zgloszo-
nych na wyjsciu. Faktycznie “czysta” strategia zaklada, ze nie ma zadnych
zewnetrznych zmiennych sterujacych, za$ sterowania lokalne sa wyznaczane
jednoznacznie poprzez odpowiednie sprzezenia zwrotne. Celem systemu jest
mozliwie szybka adaptacja aktualnego wyjscia do wyjscia zadanego, przy
czym wszystkie wielko$ci maja charakter dynamiczny.

System JIT nie akumuluje (ZI, zero inventory) lub minimalizuje akumu-
lacje pétproduktéw w poszczegdlnych stadiach procesu poprzez dostarczanie
produktéw “na zadanie” i doktadnie-na-czas. W konsekwencji pozwala to
ograniczy¢ zaréwno powierzchnie produkcyjna jak i zamrozone $rodki kapi-
talowe odpowiadajace produkcji w toku oraz zwiekszy¢ pltynnosé przeptywu
produkcji. Stad czesto w systemach tego typu pojawiaja sie zadania prze-
plywu bez czekanai (no wait), baz sktadowania (no store), z ograniczonym
sktadowaniem (limited store) oraz nieregularne funkcje kryterialne zadajace
wykonania dostawy w $cisle okrestonym przedziale czasu. Jednakze w ce-
lu uzyskania pefekcyjnego funkcjonowania takiego systemu potrzeba spetnié
pewne dodatkowe warunki o charakterze organizacyjnym a mianowicie: (a)
niezawodne wejécie do systemu materialéw i pétproduktéw na kazde zada-
nie, (b) precyzyjne kontrola jakosci na poszczegdlnych stanowiskach pola-
czona z wysoka jakodcia wytwarzanego produktu, (c) niezawodno$¢ érod-
kéw wytwarzania (sprzet, personel). Tak sformulowane wymagania rodza
dalsze dziatania o charakterze organizacyjnym jak np. rygorystyczna i pla-
nowana konserwacja zapobiegawcza maszyn, wiarygodno$é poddostawcéw,
stabilno$é dostaw, fachowos¢é pracownikéw, szerokie wielofunkcyjne wyszko-
lenie pracownikéw, itp.

W wielu systemach JIT przyjmuje sig, ze przepltyw zadan produkcyjnych
odbywa sie na zamdwienie nie pojedynczo lecz matymi porcjami. Technika
ta zwana Kanban powszechnie uwazana jest za integralny element systeméw
JIT. Zadanie (ssania) na materialy lub pélprodukty wewnatrz systemu ma
postaé karty zaméwienia o okreslonej wielkosci partii (Kanban), przesylanej
cyklicznie miedzy kooperujacymi stanowiskami. Liczba krazacych kart jak i
wielkos¢ zamdwienia jest ustalana arbitralnie przez nadrzedny system stero-
wania. W konsekwencji pomiedzy poszczegdlnymi stadiami procesu produk-
cyjnego pojawiaja sie Scisle kontrolowane niewielkie zapasy, ktore pozwalaja
m.in. na wygladzanie naturalnych fluktuacji procesu, zapewnienie ciaglej
realizacji zamowien, szybkie reagowanie na zgloszone zaméwienia.

Strategia JIT dobrze nadaje sie dla systeméw wyposazonych w linie pro-
dukcyjne i gniazda wytwoéreze z produkejg srednio-, wielkoseryjna i masows.

Systemy sterowania oparte na strategii PULL sa stosunkowo proste i
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rozproszone. Funkcje lokalnego sterowania ze sprzezeniem zwrotnym na naj-
nizszym poziomie spetniajg karty Kanban. Parametry pracy tak okreslonego
sterownika lokalnego (liczb kart, wielko$¢ partii) moga by¢ ustalone przez
planistyczno-sterujacy czton nadrzedny, choé¢ w praktyce po osiagnieciu sta-
nu ustalonego procesu taka ingerencja jest rzadka.

Systemy PULL wykraczaja poza ramy klsycznej teorii szeregowania za-
dan, ze wzgledu na nietypowe ograniczenia i postacie funkcji kryterialnych.
Dos¢ czesto analizowane sa poprzez modele przepltywu, za$ ze wzgledu na
charakter opisu, badane narzedziami symulacyjnymi

5.4 Inne strategie CAW, CRS

Strategia CAW (Constant Average Workload) steruje zleceniami produk-
cyjnymi w celu zapewnienia stalego $redniego ociazenia stanowisk. Wspo-
maga ona MRP II w produkcji seryjnej. Jest plecana gdy terminy dostaw sa
state, zdolnosci produkcyjne sa niezmienne, realizacja zadan na stanowiskach
jest monitorowana, dostawy materialow sa stabilne.

Strategia CRS (Continous Replenishment of Stocks) dazy do ciagtego
uzupeltniania bilansowanych stané potrzeb materiatowych. Jest polecana dla
produkcji, w przewazajacej czesci seryjnej i powtarzalnej, ptynnej, ze statym
zapotrzebowaniem materialéw niezaleznie od dlugosci serii, monitorowane;j.






6
Aplikacje

O przydatno$ci teorii Swiadczy repertuar jej mozliwych zastosowan prak-
tycznych. W przypadku teorii szeregowania sa to przyklady proceséw, w
ktorych algorytmy optymalizacji i sterowania mozna otrzymacé poprzez bu-
dowe i analize odpowiedniego modelu dyskretnego. Ponizej podamy tylko
niektére z nich.

6.1 Przemyst chemiczny

Przetwarzanie ropy naftowej oraz jej pochodnych odbywa sie w wielo-
stopniowych ciagach technologicznych zlozonych z reaktoréw chemicznych
oraz urzadzen towarzyszacych, polaczonych siecig rurociagéw, zbiornikéw
sktadowania i pomp. Jedno zlecenie obejmuje przetworzenie pewnej partii
surowca (batch). Kazdy etap ciagu technologicznego jest wyposazony w jed-
no lub kilka jednakowych urzadzen. W ciagu technologicznym wytwarzane
sg produkty o réznych wtasciwosciach co powoduje, ze czas przetwarzania
zlecenia na okreslonym stanowisku zalezy od typu produktu, wielkosci par-
tii, uzytego reaktora. Czasy te sa znane lub zawieraja si¢ w znanych gra-
nicach. W procesach tego typu wystepuja do$¢ czesto nietypowe ogranicze-
nia: zadanie natychmiastowego rozpoczecia kolejnej operacji technologicz-
nej ze wzgledu na zmiany fizykochemiczne poétproduktu, ograniczony cza-
sokres oczekiwania, brak miejsc sktadowania potproduktu lub ograniczona
ich ilo$¢, blokowanie kilku realizatoréw zwiazane z mechanizmem przekazy-
wania partii surowca (zbiornik-pompa-reaktor), czyszczenie reaktoréw, itp.
Zakladajac znane zapotrzebowania na produkty koncowe, poszukiwany jest
harmonogram pracy systemu, optymalny z punktu pewnego przyjetego kry-
terium. Lista aplikacji w procesach chemicznych i prac poswieconych tego
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typu problemom jest dos¢ dtuga, patrz na przykltad przeglad w pracy 344.

6.2 Przemyst samochodowy

Opisany fragment systemu obejmuje dzial przygotowania elementéw do
montazu instalacji elektrycznych wykorzystywanych nastepnie w linii mon-
tazowej samochodéw. Sktad wiazki elektrycznej wraz z elementami towarzy-
szacymi zalezy od wyposazenia samochodu zaméwionego przez klienta (typ
klimatyzacji, obrotomierz, ABS, ogrzewanie, czujniki, etc.). Dla pojedyn-
czego zaméwienia punktem poczatkowym jest zebranie (kolekcjonowanie)
odpowiedniego zestawu czesci sktadowych, ktorych trzeba wybraé 20-50 spo-
srod 100-500 réznych typow dostepnych. Wszystkie typy czedci sa dostepne
w kontenerach umieszczonych w pionowym regale prostokatnym (tablicy)
o rozmiarze m kolumn wysokosci w kazda, przy czym kazdy kontener za-
wiera wiele czesci okreslonego typu i jest uzupekliany na zgdanie. Logiczna
prostokatna organizacja regatlu moze odpowiadaé fizycznej budowie jedno-,
dwu- lub wielo-dzielnej, ktorej rzut na plaszczyzne podstawy jest zblizony
do ksztattu liter I, U, L lub zlozenia tych liter, rys. ??. Kolekcjonowanie
czedei dla pojedynczego zaméwienia polega na transporcie pojemnika (bin)
wzdluz regatu, przy czym do pojemnika pobierane sg tylko niektére cze-
Sci, za$ proces pobierania jest nadzorowany przez komputer. W systemach o
niskim stopniu zautomatyzowania przesuwanie pojemnika i pobér czesci wy-
konuje pracownik pod dyktando informacji otrzymywanych na wyswietlaczu
z komputera. Pobér czesci z okreslonej kolumny regatu blokuje dostep do
czesci w ustalonej liczbie kolumn sasiednich ze wzgledu na geometrie pojem-
nika i pobieraka. Czas pobierania czedci jak czas transportu pojemnika jest
w przyblizeniu staly jednak z jednej kolumny regalu moze byé¢ pobieranych
kilka czesci, zas niektére kolumny moga byé¢ w ogdle nie odwiedzane. Nie
dopuszcza sie (lub dopuszcza) wzajemnego wymijania pojemnikéw.

Istnieje co najmnie kilka probleméw teoretycznych zwigzanych z funkcjo-
nowaniem opisanego systemu. Posiadajac okre$lony (dany) zestaw zaméwien
nalezy wybraé¢ kolejnosé ich realizacji by minimalizowaé pewne kryterium,
np. czas realizacji wszystkich zamoéwien. W przypadku gdy pojemnikowi
towarzyszy pracownik, kryterium moze byé¢ dlugos¢ trasy przez niego wy-
konanej. Dalej, interesowaé¢ nas moze sposéb rozmieszczenie konteneréw w
regale majacy wplyw na wartos¢ wszystkich kryteriéw. Wreszcie, zaktadajac
pewna informacje aprioryczng o naptywajacych zleceniach dziennych nalezy
wybraé adaptacyjng strategie rozmieszczania konteneréw w regale oraz stra-
tegie obstugi zamoéwien, ktére minimalizuja pewne kryterium szeregowania.
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Opisany powyzej system jest przykltadem ogélnej klasy systeméw ko-
lekcjonowania (kompletowania, zbierania) czesci, wkladanych do pojemnika
wedlug indywidualnego zamoéwienia, dos¢ popularnych w strategii $cistej ko-
operacji. W systemach o érednim i duzym stopniu zautomatyzowania, prze-
suw pojemnikéw jest automatyczny, sekwencyjny, zwykle bez wymijania,
podczas gdy pobieranie czeéci jest wykonywane: (1) recznie przez pracowni-
ka, ktéry musi w tym celu podej$é do kazdego pojemnika, (2) automatycznie
przez ramie robota, ktéry musi wykona¢ odpowiedni ruch tadujacy. Podob-
nie jak poprzednio, pewne stanowiska wymagaja zerowego czasu obstugi,
lecz pojemniki musza przez nie przej$¢. Do wykonania odpowiedniej czyn-
noéci napelniajacej potrzebna jest rownoczesna obecnosé pojemnika na sta-
nowisku i ruchomego realizatora (pracownika lub robota). Przesuw pojem-
nikéw podlega ograniczeniom kolejkowania. Nalezy wybraé strategie prze-
mieszczania realizatora, ktora minimalizuje bezwzgledna dlugosé jego trasy,
czas pokonania trasy, liczbe ruchéw robota lub np. czas cyklu przy obstudze
cyklicznej. Rozpatrywane sa zaréwno warianty deterministyczne problemu,
w ktorych mozna dodatkowo sterowaé kolejnoécia wprowadzania zlecenn do
systemu, jak i warianty obslugi na biezaco (on-line) przy stalym naplywie
zgloszen z pewnego zbioru. Pewna, oczywista mutacja, tego problemu jest
wystepowanie k niezaleznych pracownikéw. Problemy z ruchomym realiza-
torem wystepuja zaréwno w systemach kolekcjonowania, jak i w systemach
wytwarzania (konwencjonalnych i elastycznych).

6.3 Budownictwo

Opisany system produkcyjny wytwarza bloki budowlane wykonane z be-
tonu komérkowego. Bloki produkowane sg w réznych rozmiarach i z réznych
gatunkéw betonu, gtéwnie na zamowienie odbiorcéow. Gatunek betonu ma
wplyw na fizyczne parametry bloku betonowego, np. jego wytrzymalosé, wa-
ge konstrukcji budowli, izolacyjnosc, ceng, itd. Rozmiar bloku zalezy od jego
dalszego przeznaczenia. Bloki betonowe sg wykonywane przy zastosowaniu
form réznej wielkosci, przy czym ani liczba ani rodzaj form nie jest ograni-
czony. Kazda forma jest wypelniana jednym gatunkiem betonu, w wyniku
czego powstaje “duzy” blok, ktéry nastepnie jest ciety na “mniejsze” bloki.
Kazde zadanie jest zwigzane z pojedyncza forma, ktéra musi przejéé przez
kolejnych osiem stanowisk w nastepujacym porzadku technologicznym : (1)
przygotowanie skladnikéw, (2) mieszanie sktadnikéw i wypelnianie formy,
(3) wstepne utwardzanie betonu w formie, (4) cigcie blokéw z uformowane-
go betonu, (5) kontrola jakosci, (6) koncowe utwardzanie blokéw w wysokiej
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temperaturze i pod wysokim ci$nieniem, (7) transport blokéw do magazynu,
(8) transport blokéw do klienta.

W rozpatrywanym systemie kazde stanowisko wyposazone jest w poje-
dyncza maszyne badz w kilka identycznych pracujacych réwnolegle maszyn.
Wszystkie zadania przechodza przez wszystkie osiem stanowisk w tym sa-
mym technologicznym porzadku. Zdefiniowane sg takze czasu przetwarzania
zadania na kazdym z odmiu stanowisk. Ze wzgledu na wymagania technolo-
giczne, masa betonowa nie moze czekaé¢ pomiedzy stanowiskami 2 i 3 oraz
3 i 4. Stosownie do specyficznego charakteru procesu produkcyjnego, blo-
ki nie moga by¢ sktadowane pomiedzy stanowiskami 6 i 7. Czas mieszania
sktadnikéw oraz czas wstepnego utwardzania blokéw $cile zalezy od rodza-
ju betonu. Czas wykonywania zadania na stanowiskach drugim i trzecim nie
moze by¢ zmieniony (ani skrécony ani wydtuzony), po pierwsze - ze wzgle-
du na zachodzace reakcje chemiczne, po drugie - przygotowywany beton nie
moze by¢ ani za miekki, ani za twardy do ciecia na stanowisku czwartym
procesu technologicznego. Poniewaz operacje na stanowiskach 1, 5 oraz 8
sg wykonywane z zastosowaniem duzej liczby zasobdéw, stanowiska te moga
by¢ rozpatrywane jako niekrytyczne (posiadajace nieograniczona przepusto-
wos¢).

Przyjmujac, ze dany jest zbiér zamowien, nalezy wyznaczy¢ harmono-
gram pracy systemu, ktéry minimalizuje przyjete kryterium efektywnosci.
W przypadku gdy system wytwarza wyroby cyklicznie, kryterium moze od-
nosi¢ sie np. do dlugosci czasu cyklu produkcyjnego.

6.4 Przemyst elektroniczny

Wytwarzanie pakietéw cyfrowych w przemysle elektronicznym, w ostat-
nich latach, oparte jest gléwnie na technologii montazu powierzchniowego
(SMT, Surface Mount Technology). Proces wykonywany jest na w pelni
zautomatyzowanych liniach technologicznych, poczawszy od fazy wykony-
wania druku, poprzez montaz elementéw (duzych i malych), lutowanie, te-
stowaanie i pakowanie. Linie te moga wykonywaé rézne typy pakietéw oraz
posiadaja rozna konfiguracje sprzetowg w zaleznoéci technologii wytwarza-
nia (druk jedno- i dwu-warstwowy). Przykladowo stosowane sa linie jdno- i
dwu-przebiegowe, z pojedynczymi lub rownolegtymi stanowiskami obstugi, z
pojedynczym lub podwodjnym przenoénikiem, z buforowaniem posérednim lub
bez. Czasy obstugi pakietu zalezg od jego typu, liczby i rodzaju elementéw
montowanych w pakiecie, przy czym elementy male sa zwykle montowane
przez robota, zas duze zwykle recznie przez czlowieka. Charakterystyczna
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cecha procesu jest brak stanowisk skladowania pomiedzy etapami techno-
logicznymi. Przyjmujac znane zapotrzebowanie na pakiety oraz dane cza-
sy obstugi na poszczegdlnych stanowiskach, poszukiwany jest harmonogram
pracy systemu dla wybranego kryterium optymalnosci. W przypadku pro-
dukcji Srednio-seryjnej poszukiwane moze by¢ rozwiazanie cykliczne (cyclic
schedule) minimimalizujace czas cyklu, lub rozwiazanie z grupowaniem pa-
kietéw (batch schedule). Dodatkowym ograniczeniem moze by¢ koniecznosé
zmiany oprzyrzadowania (przezbrojenie) w zwiazku ze zmiana profilu wy-
robow. Przeplywowo-réwnolegla struktura stanowisk obstugi jest uznawana
za podstawowa dla systemdéw wytwarzania podzespoléw elektronicznych.

6.5 Przemyst ciezki

Przyktad zaczerpnieto z procesu hutniczego. Na wydziale prasowni huty
wytwarzanymi wyrobami i podwyrobami sg odkuwki lub ich partie, sta-
nowiace podstawe do wykonania odpowiedniego elementu w wyniku dalszej
obrobki mechanicznej, przyktadowo: waly korbowe silnikow okretowych, wir-
niki turbin, walce robocze dla walcowni. Wydzial prasowni ma szeregowo-
rownolegla strukture rozmieszczania agregatéw technologicznych, a minowi-
cie: piece grzewcze, prasy kuzienne (o réznym nacisku), $rodki transportu
(w tym wagony do przewozu goracych wlewkéw oraz urzadzenia dzwigowe).
Proces produkcyjny polega na przepltywie odkuwek przez agregaty, w celu
wykonania odpowiednich czynnosci technologicznych. Czasy wykonywania
poszczegdlnych operacji sa znane, za$ porzadek wykonywania operacji dla
posczegdlnych odkuwek zadany jest w postaci cyklograméw. Cecha charakte-
rystyczng procesu jest wielokrotne powtarzanie operacji podgrzewanie-kucie
dla poszczegdlnych odkuwek . Czasy wykonywania operacji sa rézne dla réz-
nych kombinacji agregat-element, przy czym ze wzgledow technologicznych
niektore z tych kombinacji sa niedopuszczalne. Celem jest ustalenie harmo-
nogramu pracy stystemu, optymalnego z punktu widzenia pewnego przy-
jetego kryterium optymalnoéci. Przyjmujac, ze waskim gardlem systemu
sa kosztowne prasy kuzienne, optymalizacja moze odnosié¢ sie do uzyskania
maksymalnego stopnia wykorzystania tych agregatow.

Podobne przyktady zastosowan mozna znalezé réwniez w przemysle hut-
niczym, w procesach walcowania.
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Pakiety programowe

Korzysci, jakie moze przynie$é¢ teoria praktyce mozna oceniaé¢ nie tylko
poprzez przyklady praktyczne proceséw i wdrozen, ale takze poprzez pakie-
ty i narzedzia oprogramowania wykorzystywane w praktyce wytwarzania.
Nalezy przy tym pamietaé, ze rynek sprzetu i oprogramowania ma bardzo
wysoka dynamike rozwoju, co implikuje szybkie dezaktualizowanie si¢ opra-
cowan przegladowych. Odpowiednio do modeli i narzedzi algorytmicznych,
oprogramowanie podzielono na kilka klas oméwionych niezaleznie.

7.1 Systemy do zarzadzania projektem

Projekt jest traktowany jako sie¢ czynnosci wymagajacych zasobéw (naj-
czedciej odnawialnych), przy czym system harmonogramowania projektu
(project scheduling) nie dokonuje rozdzialu zasobéw lecz dostarcza jedynie
bilansu lub statystyki ich zadan.

W pracy 294 przedstawiono szczegbdtowy przeglad oprogramowania w za-
kresie systemow wspomagajacych zarzadzania projektami, dostepnych aktu-
alnie na miedzynarodowym rynku oprogramowania oraz jako share-ware sie-
ciowy. Przeglad ten zawiera referencje do 22 systeméw pracujacych réznych
w érodowiskach m.in. DOS!, Windows, OS/2, Unix, Sun/OS, itd. Oprécz
Harvard Project Manager (historycznie najstarszego) wystepuja tu m.in.
CA-SuperProject, Microsoft Project, Time Line, Primavera Project Plan-
ner czy Artemis Schedule Publisher. Klasycznymi reprezentantami tendencji
wystepujacych w omawianej dziedzinie sg m.in. systemy Project Scheduler
(Scitor Corporation), CA Super Project (Computer Associates International
Inc.) czy MS Project (Microsoft).

17Znaki handlowe wymienianych produktéw sa wlasnoscig ich wytwércéw.

o7
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SYSTEM DOSTAWCA

AHP-Leitstand A.Haverman and Partner

FI-2 IDS-Prof. Scheer GmbH

FIT Frygir Logistik Information Systems B.V.
GREEP 2.0 Frygir Logistik Information Systems B.V.
LINX Numetrix

MOOPI Berclain

Preactor Incontrol

Provisa AT&T Istel

Rhythm Intellection

Schedulex Numetix

Vision Vision B.V.

Tabela 7.1: Niektore profesjonalne systemy szeregowania

Standardem oprogramowania staje sie zapewnienie uzytkownikowi mak-
symalnej wygody pracy poprzez zastosowanie przyjaznych srodowisk graficz-
nych oraz mozliwosé zarzadzania duzymi przedsiewzieciami (powyzej 1000
czynnosci i 500 zasobéw) juz przy wykorzystaniu malej mocy obliczeniowe;
PC. W wigkszoéci przypadkdéw oferowany jest jeden, doéé ogdlny, model pro-
blemu praktycznego oraz jedna metoda (analiza $ciezki krytycznej, PERT,
CPM) jego rozwiazywania. Dlatego tez systemy te umozliwiaja jedynie auto-
matyczng analize czasowa czynnoéci pozostawiajac uzytkownikowi ktopoty
z redystrybucja ograniczonych zasobéw. Dopiero w ostatnich 5 latach poja-
wily sie na rynku nowe generacje systeméw posiadajacych pewne elementy
“inteligentnego” rozdzialu ograniczonych zasobéw. Najbardziej popularne
pakiety oferuja dodatkowo uzytkownikowi wbudowane narzedzia programi-
styczne umozliwiajace implementacje w systemie wlasnego algorytmu szere-
gowania i rozdziatu zasobéw.

7.2 Systemy szeregowania zadan

Systemy szeregowania zadai wyznaczaja harmonogram pracy systemu
(master schedule), dla dlanego zestawu czynnosci przeznaczonych do wyko-
nywania przy uzyciu danego zbioru maszyn. Systemy tego typu dokonuja
przydziatu operacji do maszyn przy zalozeniu pewnego kryterium szerego-
wania oraz w oparciu orézne techniki konstrukeji algorytmu. Czesto pakiety
tego typu sa dedykowane dla okreslonych klas (struktur) systeméw wytwa-
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SYSTEM UNIWERSYTET

CUISE Columbia University

ISIS Carnegie-Mellon University
LI Univeritat Dortmund
OPAL Unviersité Paul Sabatier
OPIS Carnegie-Mellon University
PRS Cornell University

QRP Clemson University
SCHED-STAR Carnegie-Mellon University
SONIA Unversité de Paris — Sud
TOSCA University of Edinburgh
TTA Universidad Catolika de Chile

Tabela 7.2: Akademickie prototypy systeméw szeregowania

SYSTEM WDROZENIE

BPSS International Paper
GATES Transworld Airways
Jobplan Siemens

LMS IBM

MacMeri Pittsburgh Plate & Glass
ReDS Siemens

Tabela 7.3: Problemowo-zorientowane aplikacje systeméw szeregowania
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rzania, ze wzgledu na specyfike stosowanych algorytmoéw. Istotnie, w teorii
szeregowania repertuar podej$¢ uniwersalnych, majacych zastosowanie do
wickszosci systemdw, jest mocno ograniczony. Stad krotki przeglad pakie-
tow tego typu, podzielono na pakiety profesjonalne, prototypy akademickie
oraz aplikacje problemowo-zorientowane, patrz Tab. 7.1, 7.1, 7.1.

7.3 Systemy MRP, MRP II, ERP

Przegladu innej klasy systeméw dedykowanych dla wspomagania zarza-
dzania zadaniami i zasobami, opartych na standardzie MRP II oraz ERP,
dokonano w pracy 274. Przeglad ten zawiera referencje do 30 pakietéw spel-
niajacych kryteria MRP II spoéréd ponad 300 pakietéow przeanalizowanych.
Dobrym zrédtem informacji o pakietach tej klasy sa takze witryny interne-
towe, patrz np. 363. Na podstawie dokonanych przegladéw mozna stwier-
dzié¢, ze zdecydowanie wiekszy nacisk jest ktadziony na problemy utrzymy-
wania rozleglej bazy danych o procesie i firmie, oraz na problemy interakcji
cztowiek-komputer (Srodowiska graficzne) przy wykorzystywaniu relatywnie
matej mocy obliczeniowej PC, niz na problemy optymalizacyjne. Tendencja
ta odzwierciedla potrzeby rynku, na ktéorym pierwszym krokiem do efek-
tywnego zaradzania wytwarzaniem jest sprawne kolekcjonowanie danych i
ich opracowywanie. Poniewaz $wiatowy rynek oprogramowania typu MRP
IT przekroczyt 1998 roku warto$¢ 3 mln dolaréw, zas gléwnymi odbiorcami
systeméw tego typu sa przemyst obronny i kosmiczny (28%), samochodo-
wy (28%) oraz elektroniczny i konsumcyjny (25%), to wlasnie oczekiwania
odbiorcéw okreslajg forme pakietéw komercyjnych.

Strona algorytmiczna wszystkich przegladanych systemdéw nieco rozcza-
rowuje, pomimo stosowania coraz doskonalszych rozwigzan programowych.
W wiekszosci przypadkow oferowany jest jeden, do$é¢ ogdlny, model pro-
blemu praktycznego oraz jedna metoda jego rozwiazywania. Takie systemy
umozliwiaja jedynie automatyczng analize czasowa czynnosci pozostawiajac
uzytkownikowi klopoty z redystrybucja ograniczonych zasobdéw. Dopiero w
latach 1997-98 zaczeto wprowadzaé¢ do pakietéw komercyjnych pewne algo-
rytmy (gléwnie priorytetowe) umozliwiajace automatyczny rozdzial i analize
zasobéw odnawialnych. W praktyce, taki system jest w wiekszym stopniu
”inteligentnym” narzedziem do zrecznej i szybkiej oceny rozwigzan propono-
wanych przez uzytkownika, niz autentycznym “partnerem” lub “ekspertem”
posiadajacym umiejetnos¢ kreowania alternatywnych rozwiazan. Wing za
taki stan rzeczy nalezaloby obarczy¢ zaréwno teorie jak i praktyke. Przy-
najmniej do chwili projektowania i tworzenia istniejacego oprogramowania
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SYSTEM DOSTAWCA

Amaps Duné&Bradstreet

ASW IBS AB

BPCS System Software Associates
CA-CAS Computer Associates
CA-Masterpiece/2000 Computer Associates
CA-PRMS Computer Associates
Chameleon 2000 Tetra

Comed Siemens-Nixdorf

Concorde XAT

Euro System

Exact

HP Manufacturing Management
IF'S Applications

Impact Award
J.D.Edwards MRPx
Jobshop

Macola Software 6.0
MSSFS

Mapics

Max

MFG/PRO

Micro-MRP Max

Movex

Prodis

Prodmax

Profit Orias BV

R/3

Renaissance CS/Promix
Scala

SSPP

System 21 (d. Business 400)
TCM-EMS

Teta

Triton-Baan IV

VPPS

WFMS

Zarzadzanie BPSC v.4 GL

Damgaard Data A/S
Pro-Holding

Exact Holding BVH
HP

IFS

Syspro
J.D.Edwards Corp.
QMS Sage

Macola Inc.

Fourth Shift Corp.
IBM

MCS

qad. Inc.

Micro MRP Inc.
Intentia AB
Software AB

GIPA SARL

Orias BV

SAP AG

Ross Systems
Beshitsmodeller AB
GTI

JBA

EMS

Teta

Baan Info Systems
Infor

TIW Technology Inc.
BPSC

Tabela 7.4: Niektore profesjonalne systemy MRP i ERP
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nie byly znane, lub byly znane ale w zbyt malym stopniu 84, odpowiednio
efektywne algorytmy rozwiazywania ogélnych probleméw szeregowania i/lub
rozdzialu zasobow o rozmiarze wystepujacym w przykladach praktycznych,
pomimo przebadania wielu podej$é i algorytmow. Z kolei praktyka odnosi
sie wielokro¢ z niechecia do optymalizacji twierdzac, ze i tak rzeczywisto$é
odbiega od zalozonego pierwotnie modelu. Faktem bezspornym jest takze
to, iz brak jest metodologii projektowania systeméw wspomagajacych we
wspomnianym szerszym rozumieniu tego pojecia, czego przejawem byt mie-
dzynarodowy projekt badawczy koordynowany przez ITASA 343,

Obserwowany w ostatnich 2-5 latach istotny postep w zakresie projek-
towania algorytméw aproksymacyjnych, rozwéj techniki obliczeniowej (réw-
noleglosé obliczen, sieci neuronowe), oraz wprowadzenie technologii progra-
mowania obiektowego, otwartego, pozwalaja na realizacje systemu o zdecy-
dowanie szerszych mozliwosciach algorytmicznych.

7.4 Pakiety symulacyjne

Trudnosci w modelowaniu i analizie realnie funkcjonujacych systeméw
wytwarzania, polaczone z niepewnoscia danych, powoduja czeste sieganie
po narzedzia symulacyjne. Narzedzia te sa dostepne w formie wyspecjalizo-
wanych jezykéw oprogramowania, obiektowo orientowanych bibliotek w r6z-
nych jezykach wspierajacych prace programisty, zintegrowanych $rodowisk z
bogata grafika 2D i 3D, lub kompletnych profesjonalnych pakietéw taczacych
w/w mozliwosci. Chociaz sa projektowane dla réznych typéw proceséw, za-
rowno ciagtych jak i dyskretnych, dalej ograniczymy sie tylko do pakietéw
dedykowanych dla dyskretnych systeméw wytwarzania. Ich dzialanie jest
oparte na modelowaniu i analizie zdarzen zachodzacych w systemie w dys-
kretnych chwilach czasowych. Umozliwiaja komputerowa symulacje zaréwno
proceséw przeplywu materiatéw jak i algorytmow obstugi i rozdzialu zaso-
béw. Pozwalaja na badanie scenariuszy oraz wariantéw rozwiazan (what-if).
Dostarczaja danych statystycznych o zachowaniu sie systemu oraz narzedzi
do obrébki statystycznej danych. Niektére pakiety tego typu wymieniono w
Tab. 7.4, wiecej informacji mozna znalez¢é w witrynie internetowej 335.

Korzystajac z narzedzi tego typu nalezy pamieta¢ o kilku istotnych ele-
mentach. Wiarygodno$é¢ symulacji zalezy od wiarygodnosci danych wejsécio-
wych. W przypadku danych probabilistycznych lub rozmytych potrzebna
jest znajomos¢ ststystyki matematycznej przy dokonywaniu pomiaru danych
rzeczywistych, w tym znajomos¢ zagadnien estymacji, planowania i przepro-
wadzania eksperymentéw, weryfikacji hipotez, itd. Dalej badanie scenariuszy
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SYSTEM DOSTAWCA

SIMAS II CIMPACT Sarl

SimBax AICOS Technologies AG Software
WITNESS Laner Group

ARENA Rockwell Software

Promodel Promodel Corp.

AutoSimulations Brooks Automation

DynaWiz CDI

Tabela 7.5: Niektore pakiety symulacyjne

jak i badanie cech statystycznych systemu wymaga wykonania wielu prze-
biegéw symulacyjnych, zwykle doé¢ kosztownych obliczeniowo. Podobnie jak
porzednio, otrzymaie wiarygodnych charakterystyk probabilistycznych sys-
temu wymaga znajmosci statystyki matematycznej, zas koszt obliczen rosnie
bardzo szybko ze wzrostem rozmiaru przyktadu problemu. Wreszcie, otrzy-
mane wyniki maja sens statystyczny i moga nie do$¢ dokladnie modelowaé
stany przejsciowe systemu. Niezaleznie od powyzszych uwag krytycznych,
pakiety symulacyjne pozostaja jednym z czeSciej uzywanych narzedzi do
opisu i analizy systemo6 dyskretnych gtéwnie ze wzgledu na szybkos¢ przy-
gotowania modelu i jego analizy.
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Metody optymalizacji

dyskretne;j

Zdecydowana wigkszo$¢ deterministycznych problemoéw planowania i ste-
rowania w dyskretnych sytemach wytwarzania jest formulowana jako za-
gadnienia optymalizacji, w ktérych wszystkie zmienne decyzyjne (badz ich
cze$é) przyjmuja wartosci dyskretne, catkowitoliczbowe lub binarne. Zagad-
nienia takie, nazywane takze w dalszej czeSci problemami optymalizacji dys-
kretnej lub dyskretno-cigglej, naleza do klasy probleméw wyjatkowo klopo-
tliwych z obliczeniowego punktu widzenia. W dalszym ciagu problemy te
bedziemy zapisywaé¢ w postaci zagadnienia minimalizacji

K* % K(2*) = min K (2), (8.1)

zeX

gdzie K(z) jest skalarna funkcja celu, x rozwiazaniem, z* rozwiazaniem
optymalnym, zas X jest zbiorem rozwigzan dopuszczalnych okreslonym przez
zestaw warunkéw ograniczajacych. Szczegdlnym zainteresowaniem potrak-
tujemy przypadki generowane przez praktyke, w ktérych X jest zbiorem
dyskretnym, K (x) jest funkcja nieliniowa, nierézniczkowalna, za$ problem
optymalizacyjny jest silnie NP-trudny.

Filozofia podejs¢ stosowanych do rozwiagzywania probleméw optymali-
zacji zmienila si¢ istotnie na przestrzeni ostatnich 10 — 20 lat. Problemy
z unimodalnymi, wypuktymi, rézniczkowalnymi, skalarnymi funkcjami celu
zniknely z laboratoriéw badawczych, bowiem wiele odpowiednio efektyw-
nych metod rozwiazywania zostato juz dla nich opracowanych. Obecnie ba-
dacze skupili sie on szczegdlnie trudnych przypadkach: wieloekstremalnych,
wielokryterialnych, nierézniczkowalnych, NP-trudnych, dyskretnych, z ol-
brzymim wymiarem, pochodzacym z praktyki sterowania, planowania, har-

65
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monogramowania, transportu, projektowania, zarzadzania, etc. Zagadnienia
te, generowane przez przemyst, rynek i biznes, sprawiajg powazne problemy
w procesie poszukiwania optimum globalnego. Wiele wysitku badaczy wto-
zono w ostatnich latach w celu zwiekszenia mocy algorytméw rozwigzywania
spelniajacych oczekiwania praktykow. Osiggniety postep w rozwoju metod
spowodowal z kolei zwigkszenie oczekiwan praktykoéw, zatem stale istnieje
potrzeba prowadzenia badan w zakresie doskonalenia teorii i metodologii
rozwigzywania wspomnianych klas zagadnien.

Gléwne klopoty optymalizacji przedyskutowano bardziej szczegdélowo w
Rozdz. 8.1. Wielokrotnie, w celu unikniecia tych klopotow, prébuje sie za-
miast rozwigzywaé problem dokladnie, wyznaczyé pewne jego rozwiazanie
przyblizone. Dokladnos¢ tego przyblizenia posiada tendencje przeciwstaw-
ng do czasu obliczen, tzn. uzyskanie doktadniejszego rozwiazania wymaga
dtuzszego czasu pracy algorytmu przy czym ta ostatnia zalezno$é¢ posiada
charakter silnie nieliniowy. Z tego tez powodu dziedzina dyskretnych proce-
sOw wytwarzania charakteryzuje sie znaczng rozmaitoscia zaréwno modeli
jak i metod rozwiazywania, zwykle dedykowanych dla waskich klas zagad-
nien. Ograniczenie ogdlnodci modeli ma na celu wykrycie tych szczegélnych
wlasnosci problemu, ktérych umiejetne wykorzystanie w algorytmie zdecy-
dowanie poprawia jego cechy numeryczne takie jak czas obliczen, szybko$é
zbiegania do rozwiazania optymalnego. Czesto dla tego samego problemu
NP-trudnego wystepuje w literaturze kilka, kilkanascie réznych algorytméw
o istotnie roznych cechach numerycznych. Znajomos$é dziedziny oraz metod
rozwigzywania pozwala na wtasciwy dobér dla kazdego nowo postawionego
problemu odpowiedniego algorytmu satysfakcjonujacego uzytkownika. Nale-
zy przy tym pamietaé, ze w rozwazanej dziedzinie celem nie jest sformutowa-
nie jakiegokolwiek modelu i metody rozwigzania lecz celem nadrzednym jest
podanie prostego modelu oraz metody rozwiazywania racjonalnej z punktu
widzenia implementowanego algorytmu komputerowego.

8.1 Klopoty optymalizacji

Jak dotychczas zidentyfikowano kilka czynnikéw odpowiedzialnych za
ktopoty w optymalizacji powodujace wysoki koszt obliczen i niska jakosé
otrzymywanych rozwiazan. Chociaz mozna tatwo wskazaé szereg problemow
praktycznych wykazujacych te wtasnosci, niemniej dla wygody czytelnika
odwolamy sie do powszechnie znanych instancji testowych majacych bardzo
dobrg ilustracje w 2D. Dodatkowo, jako ilustracje zastosowan praktycznych,
bedziemy wskazywaé niektére problemy szeregowania zadan.
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Rysunek 8.1: Funkcja testowa Griewanka w 2D: przeglad (lewy), powieksze-
nie (prawy)

Mnogoéé ekstremoéw lokalnych

Problem ten jest dobrze ilustrowany funkcja testowa Griewanka (8.2),
ktora posiada olbrzymig liczbe ekstremoéw lokalnych rozmieszczonych w mia-
re regularnie, patrz takze Rys. 8.1,

K(z) = ﬁ ;xf — gcos(\%) + 1. (8.2)

Minimum funkcji f(z*) = 0 jest osiggalne dla 27 = 0,7 =1,...,n. Interpre-
tacja funkcji zmienia sie wraz ze skalg obserwacji. Pobiezny przeglad sugeruje
klasyczng funkcje wypukta, unimodalna. Umiarkowana skala powiekszenia
sugeruje istnienie pewnej liczby ekstremoéw lokalnych, jednak dopiero duze
powigkszenie wskazuje ztozona strukture licznych ekstreméw lokalnych. Teo-
retycznie, uwzgledniajac regularno$é powierzchni, mozna tatwo zdefiniowaé
strategiczne kierunki poszukiwan, ktére szybko doprowadzity by proces po-
szukiwan do najbardziej obiecujacej czesci przestrzeni rozwiazan. Niestety,
uwzgledniajac (8.2) liczba ekstreméw lokalnych wzrasta wykladniczo z wy-
miarem przestrzeni n. Ten fakt praktycznie eliminuje metody, ktore badaja
wylacznie mala frakcje rozwiazan lokalnych (staba jakosé) oraz zdecydowa-
nie odrzuca metody badajace przestrzen w sposéb wyczerpujacy (nieakcep-
towalnie duzy koszt).

Dla instancji tadbl przeptywowego problemu szeregowania, liczba rozwia-
zan x spelniajacych warunek (K(x) — K*)/K* < 0.5% (ekstrema lokalne)
jest L =~ 0.2 - 1057 i stanowi nieskonczenie matg frakcje L/50! =~ 0.8 - 1078
calej przestrzeni.



68 8. METODY OPTYMALIZACJI DYSKRETNEJ

\\ \\ Y X
\\\\\\\\\" 7 ‘\:3§\§§§\\\\\

Rysunek 8.2: Funkcja testowa Langermana w 2D: przeglad (lewy), powiek-
szenie (prawy)

Rozklad ekstremoéw

Problem ten jest dobrze ilustrowany funkcja testowa Langermanna (8.3)
posiadajaca liczne ekstrema lokalne nieregularnie roztozone, patrz Rys. 8.2,
w zaleznodci od parametréw m, a;;, ¢; nieznanych apriori

1 n n
Z — a;j)?] cos[n Z — aij)?]. (8.3)
7=1

Jj=1

Z i expl——

T
Oznacza to, ze strategiczne kierunki poszukiwan w przestrzeni nie maja
zadnego regularnego charakteru i musza by¢ ustalane w sposob adaptacyjny,
w zaleznosci od krajobrazu przestrzeni.

Hybrydowy problem przeplywowy modelujacy np. automatyczna linie
do produkcji pakietow drukowanych objawia olbrzymia liczbe ekstreméw
lokalnych nieregularnie rozmieszczonych, patrz Rys. 8.4. Jest oczywiste, ze
skuteczna metoda poszukiwan musi bada¢ krajobraz przestrzeni X w celu
odpowiedniego okreslenia obiecujacych kierunkéw poszukiwan.

Ekstrema zwodnicze

Ten problem jest dobrze ilustrowany funkcja testowa Shakela (8.4), ktéra
objawia do$¢ glebokie ekstrema lokalne (lisie dziury) rozlozone nieregularnie
na prawie plaskiej powierzchni, patrz Rys. 8.3,

K(x) ==Y O lzj—ay)*+ ), (8.4)

i=1 j=1
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Rysunek 8.3: Funkcja testowa Shakela w 2D: przeglad (lewy), powigkszenie
(prawy)

gdzie (¢, 1 = 1,...,m), (a5, j = 1,...,n, 4 = 1,...,m) sa ustalonymi z
gory liczbami; zaleca sie przyja¢ m = 30. Zachowanie sie funkcji pomiedzy
dziurami (dominujaca czes¢ powierzchni) nie dostarcza zadnej informacji o
minimach spodziewanych w otoczeniu. Co wiecej, iteracyjne metody poszu-
kiwan (wykonujace krok po kroku) nie sa w stanie wyjs¢ z obserwowanych
glebokich miniméw lokalnych, co skutkuje przedwczesna zbieznoscia i/lub
stagnacja poszukiwan.

Ptaskie powierzchnie z nieregularnie roztozonymi dziurami mozna zna-
lezé, na przyklad, w problemach szeregowania z calkowita (wazona) suma
spéznien (tardiness). Dla tego problemu zaobserwowano w metodach lokal-
nych poszukiwan, ze wigkszos¢ rozwiazan posiada ta sama wartosc funkeji
celu (plaska cze$é powierzchni). Lepsze lub gorsze rozwiazania stanowia nie-
znaczaca frakcje w sasiedztwie. Bezposrednig konsekwencja dyskutowanej
wlasnosci jest rekomendacja metody rozwigzania; metody poszukiwan lokal-
nych nie sa tutaj polecane, preferowane sa metody oparte na rozproszonej
populacji rozwigzan.

Przeklenstwo wymiarowosSci

Przyktady testowe wymienione w poprzednich punktach badano typo-
wo dla wymiaru przestrzeni n < 20 (rozmiar akademicki). Jak do tej pory
brak jest danych na temat zachowania si¢ odpowiednich metod rozwiazywa-
nia dla wiekszego rozmiaru przestrzeni n > 20 (przypadki rzeczywiste). W
programowaniu dyskretnym réznica pomiedzy przypadkami akademickimi,
a rzeczywistymi jest duzo bardziej widoczna.

Rozpatrzmy, najstarszy historycznie rzeczywisty przyktad testowy FT10
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(10 zadan, 10 maszyn, 100 operacji) gniazdowego problemu szeregowania,
jeden z najmniejszych rozwazanych obecnie'. Przestrzen rozwigzan X jest
dyskretna, skoniczona, ma wymiar 90, co w poréwnaniu do akademickiej war-
tosci 20 mozna uwazaé za duzy wymiar (najwiekszy rozwiazywany obecnie
przyklad testowy tego problemu ma wymiar 1980). Jesli do reprezentacji roz-
wigzania x uzyjemy modelu permutacja + graf, prowadzacej do przestrzeni
o najmniejszej licznoéci, to znajdziemy okoto 4 - 10%° réznych rozwigzan w
przestrzeni, przy czym czesé z nich jest niedopuszczalna. Frakcja rozwigzan
dopuszczalnych do wszystkich rozwiazan zalezy od danych i zmienia si¢ od 1
do 10717 (dla danych wysteujacych w FT10). Zatézmy, ze chcemy dokonaé
projekcji 4 - 1048
na 2D oraz wydrukowa¢ ja w formie kolorowej mapy przy uzyciu drukar-
ki 2400dpi, w ktérej pojedynczy punkt ma rozmiar 0.01x0.01 mm. Mamy
nadzieje, ze mapa ta pozwoli nam wykryé¢ nieregularnie rozmieszczone eks-
trema, lub co najmniej okresli¢ strategiczne kierunki w czasie przeszukiwan
sterowanych krajobrazem. W tym celu uzyjemy transformacji (nieopisanej
tutaj) zachowujacej odlegloéé, tj. odlegle rozwiazania w przestrzeni odpo-
wiadaja odleglym punktom w 2D, bliskie rozwiazania — bliskim punktom.
Wynikiem wydruku jest powierzchnia wielkosci 4-1032 km?. Dla poréwnania
najwieksza planeta naszego ukladu stonecznego Jowisz ma tylko 6.4 - 1010
km? powierzchni. Typowa procedura poszukiwan jest w stanie sprawdzié¢ w
rozsadnym czasie co najwyzej miliard rozwiazan, co odpowiada powierzch-
ni 0.1m? i moze byé reprezentowane nitka pajeczyny grubosci 0.01 mm i
dtugosci 10 km.

ostatecznie zidentyfikowanych rozwiazan dopuszczalnych

Frakcja rozwiazan dopuszczalnych do wszystkich rozwiazn jest nieskon-
czenie mata w FT10 i silnie maleje ze wzrostem wielkosci przyktadu. Z dru-
giej strony, dla tej klasy probleméw rozwigzania dopuszczalne w przestrzeni
dostarczaja olbrzymiej liczby ekstremoéw lokalnych nieregularnie rozmiesz-
czonych. Projektowany algorytm rozwiazania powinien nie tylko whbierac
rozwigzania dopuszczalne, ale takze identyfikowaé¢ najbardziej obiecujace re-
giony do eksploracji.

NP-trudnosé

Wiekszosé probleméw optymalizacji dyskretnej pochodzacych z prak-
tyki (szeregowanie, harmonogramowanie, transport, plany zajeé, itp.) jest
NP-trudnych, co natychmiast implikuje wyktadnicza zlozonosé obliczeniowa
algorytmu rozwiazywania. Poniewaz moc obliczeniowa procesoréw wzrasta

1Przyktad ten czekal na rozwiazanie 25 lat.
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liniowo w ostatnich latach, podczas gdy koszt obliczen wzrasta wyktadniczo
z rozmiarem problemu, nie ma specjalnych nadziei na rozwigzywanie opty-
malne rzeczywistych przykladéw probleméw w akceptowalnym w praktyce
czasie.

Koszt obliczen

NP-trudno$é implikuje nieakceptowalnie duzy czas obliczen mierzony
czasem pracy procesora. Co wiecej, problemy dyskretne sa uwazane za nad-
miernie sztywne w tym sensie, ze niewielkie zaburzenie warto$ci danych nisz-
czy optymalnos$é¢ rozwiazania znalezionego w dosé kosztowny sposob, zmu-
szajac uzytkownika do ponownego wykonania kosztownych obliczen. Stad,
poszukiwanie optymalnego rozwiazania nie jest zbyt popularne w spotecz-
nosci praktykow.

8.2 Krajobraz przestrzeni

Jest powszechnie wiadome, ze zachowanie si¢ algorytmu rozwiazywa-
nia musi by¢ dostosowane do krajobrazu (landscape) przestrzeni rozwiazan.
Identyfikacja tych szczegdlnych wlasnosci pozwala zaprojektowaé algorytm
najlepiej dopasowany do problemu, zatem najbardziej efektywny.

Odlegtosé

Klasyfikacja i ocena krajobrazu przestrzeni rozwiazan wymaga postugi-
wania si¢ pojeciem odlegtosci rozwigzan w przestrzeni X'. W przestrzeniach
euklidesowych znane sg typowe miary odlegtosci. Zauwazmy, ze wynik kon-
cowy analizy krajobrazu (zatem tez wnioski) zaleza od zastosowanej miary
odlegltosci. W przestrzeniach dyskretnych zagadnienie wyboru odpowiedniej
miary jest duzo bardziej ztozone, bowiem pod uwage nalezy braé¢ nie tyl-
ko cechy miary ale takze mozliwos¢ jej policzenia i ztozonosé obliczeniows,.
Przyktadowo w Tabl. 8.1 zebrano alternatywne miary pomiedzy permuta-
cjami, podstawowe dla probleméw TSP, QAP, jak réwniez wielu probleméw
szeregowania.

Rozklady

Rozklad rozwigzan oraz miniméw lokalnych w dyskretnej przestrzeni roz-
wigzan jest zwykle nieregularny. Mozna to sprawdzi¢ obserwujac losowe,
lokalne lub celowe trajektorie przejécia przez przestrzen po rozwiazaniach
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Tabela 8.1: Miary odleglosci D(a, 3) pomiedzy permutacjami « oraz § w
przestrzeni permutacji

ruch API NPI INS

miara D (e, ) D*(a, ) D' (e, 8)

przepis liczba inwersji w n minus liczba cy- n minus dlugosé
alop kiwalog maksymalnego

podciggu rosnace-
gowa top

$rednia n(n—1)/4 n— H, n—2yn*

wariancja nn—1)(2n+5)/72 H, — H? 0(n'/?)

ztozonoséé O(n?) O(n?) O(nlogn)
*) — asymptotycznie H,=%" 1 g =" 1

sasiednich (odleglych o jedna jednostke w sensie miary odleglosci), patrz
Rys. 8.4. Zwykle do testowania przestrzeni i krajobrazu uzywa si¢ losowego
jej prébkowania.

Rozwazmy instancje ta4b gniazdowego problemu szeregowania z kryte-
rium dtugosci uszeregowania. Losowe probkowanie ma co najmniej dwa ce-
le: (1) identyfikacja regionéw zawierajacych rozwiazania dopuszczalne, (2)
identyfikacja najbardziej obiecujacych obszaréw w sensie kryterium K (z).
Odleglosé dowolnego rozwigzania do optymalnego rozktada sie normalnie z
wartoscia Srednia 50% Srednicy przestrzeni, patrz Rys. 8.5. (Przez $rednice
przestrzeni rozumie sie maksymalng odlegto$é pomiedzy dowolnymi dwoma
rozwiazaniami.) Rozwiazania dopuszczalne sa polozone znacznie blizej, w
odleglosci okolo 20% $rednicy przestrzeni. Rozktad dopuszczalnych rozwig-
zan w sensie kryterium K (z) pokazano w Rys. 8.6. Rozklad jest takze bliski
normalnemu. Aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéw daje sredniag
115.8 i odchylenie standardowe 17.8, co oznacza ze rozwigzanie losowe jest
wiecej niz dwa razy gorsze od optymalnego. Interesujace, ze prawdopodo-
biefistwo znalezienia rozwigzania z RE < 1% poprzez losowe prébkowanie
przestrzeni X jest w przyblizeniu 5 - 1071, wiec praktycznie nieskonczenie
male, nawet jesli rozwazymy 10° rozwiazan. 7 drugiej strony w X istnieje
okolo 2 - 103 rozwiazan z RE < 1%. Nie ma sposobu na przegladniecie ich
nawet czesciowo. Jest to powazna wada metod poszukiwan losowych.
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Rysunek 8.4: Wartosci K (x) na lokalnej trajektorii dla hybrydowego proble-
mu szeregowania; odleglo$¢ pomiedzy kolejnymi rozwigzaniami jest réwna
jednej jednostce

Duza dolina

Problem jest podejrzany o posiadanie fenomenu duZej doliny jesli ist-
nieje dodatnia korelacja pomiedzy wartoscia funkcji celu a odlegloscia do
rozwiazania optymalnego (najlepszego znanego rozwiazania). W wielkiej do-
linie wystepuje zageszczenie ekstreméw lokalnych, zatem proces poszukiwan
powinien byé¢ tam kierowany. Duza dolina zostata wykryta w wielu proble-
mach dyskretnych, by wspomnie¢ TSP, szeregowanie, itp. Najnowsze prace
sugeruja, ze duza dolina moze by¢ relatywnie mata w odniesieniu do catlej
przestrzeni rozwiazan.

Szorstko$é

Szorstkos¢ jest miara charakteryzujaca rozrzut wartoéci funkeji celu po-
krewnych (zwykle sasiednich) rozwiazan. Wigksza szorstko$¢ oznacza ostre,
gwaltowne i nieprzewidywalne zmiany K (x) dla rozwiazan sasiednich, po-
rownaj z Rys. 8.4. Mniejsza szorstko$¢ oznacza plaski lub wolno-zmienny
krajobraz. Dla odleglosci d(x,y), z,y € X (istnieje wiele mozliwych defi-
nicji miary odleglosci) proponuje sie miare szorstkosci jako wspélczynnik
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Rysunek 8.5: Rozklad odleglosci Hamminga DIST wszystkich (ALL) i do-

puszczalnych (FEAS) rozwiazan z*; probka 500,000 losowych rozwiazan dla
instancji ta45 gniazdowego problemu szeregowania
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Rysunek 8.6: Rozktad btedu wzglednego RE dla rozwigzan dopuszczalnych;
prébka 500,000 losowych rozwiazan dla instancji tadb gniazdowego problemu
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autokorelacji,

@) — 1 AVEUEE) — K)o
P AVE((K(x) - K(1))?)

(8.5)

gdzie AVE((K (z) — K(y))?) jest érednia wartoécia réznicy (K (z) — K(y))?
na zbiorze par rozwiazan (z,y), ©,y € X, za$ AVE((K(2) — K(4))?)d(zy)=d
jest analogiczng wartoscig érednig réznicy (K (z) — K (y))? wyznaczona dla
zbioru par rozwiazan (x,y), x,y € X takich, ze odlegtosé z = do y réwna
sie dokladnie d. Warto$é¢ p(d) definuje korelacje pomiedzy rozwiazaniami
x,y € X odleglymi wzajemnie o d od siebie. Biorac pod uwage specjalne
wladciwosci algorytméw poszukiwan lokalnych, najbardziej interesujaca jest
warto$é¢ p(1), bedaca korelacja pomiedzy rozwiazaniami potozonymi w po-
jedynczym sasiedztwie. Wartos$é p(1) bliska zeru oznacza brak korelacji, co
implikuje silne zréznicowanie K (x) w sasiedztwie (krajobraz szorstki); war-
to$¢ p(1) bliska jeden oznacza silna korelacje oraz ptaski lub wolno-zmienny
krajobraz. Ze wzgledu na licznos¢ X, znalezienie odpowiednich wartosci éred-
nich jest klopotliwe lub nawet niemozliwe. Dlatego w praktyce korzystamy
z prébkowania losowego i funkcji autokorelacji zdefiniowanej nastepujaco

T'(S) —1_ AVE((K(J,‘Z) - K(xi_s))2
2AVE(K?) — (AVE(K))?)

(8.6)

gdzie (x1, xg, ...., x) jest trajektoria (ciagiem rozwiazan) generowanych przez
algorytm poszukiwan losowych. Na bazie r(1) definiujemy wspo6tczynnik au-
tokorelacji £ jako £ = 1/(1—7(1)). Zgodnie z poprzednimi uwagami, wicksza
warto$¢ & oznacza plaski krajobraz.

8.3 Metody dokladne

Metoda doktadna wyznacza rozwigzanie globalnie optymalne tzn. * € X
takie, ze

K K(z*) = rrg}\} K(x). (8.7)

W grupie metod dokladnych, w zalezonosci od przynaleznosci problemu do
klasy zlozono$ci obliczeniowej, sa: (a) efektywne algorytmy dedykowane, (b)
metody oparte o schemat podziatu i ograniczen (B&B), (c) metody oparte o
schemat programowania dynamicznego (PD), (d) metody oparte na progra-
mowaniu liniowym caltkowitoliczbowym (PLC), (e) metody oparte na pro-
gramowaniu liniowym binarnym (PLB), (f) metody subgradientowe. Metody
(a) sa uwazane za tanie obliczeniowo metody specjalizowane dla probleméw
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nalezacych do P-klasy lub NP-trudnych probleméw liczbowych. Metody (b)—
(f) sa kosztownymi obliczeniowo metodami polecanymi dla rozwiazywania
probleméw silnie NP-trudnych. Mimo iz dokonano znacznego postepu w
rozwoju tych ostatnich metod, praktycy wciaz uwazaja je za nieatrakcyjne
badz tez ograniczajg ich zastosowaniue do bardzo waskiego zakresu. Metody
sg czaso- i pamiecio-chlonne, za$ rozmiar probleméw ktére mozna rozwia-
za¢ w rozsadnym czasie jest ciggle zbyt maty. Co wiecej implementacja od-
powiednich algorytméw wymaga duzego doswiadczenia programistycznego.
Powaznym problemem jest takze wiarygodnos¢ danych wejsciowych, kto-
re czesto ulegaja zaburzeniu tuz po kosztownym wyznaczeniu rozwigzania
optymalnego oraz tzw. nadmierna sztywnos¢ problemu. Mozna powiedzied,
ze koszt poszukiwania rozwiazania optymalnego jest jeszcze zbyt duzy w
porownaniu z zyskami otrzymanymi z wdrozenie otrzymanego rozwiazania.
7 drugiej strony istnieje grupa probleméw dla ktérych zastosowanie metod
doktadnych jest pelni uzasadnione a nawet wskazane. Przyktadowo poszu-
kiwania minimalnego czasu cyklu dla powtarzalnego procesu produkcyjne-
go z niewielkim repertuarem wyrobow zwielokrotnia nawet niewielkie zyski
otrzymane w jednym cyklu mnozac je przez liczbe wykonanych cykli.

8.3.1 Efektywne algorytmy dedykowane

Dla wybranych probleméw z P-klasy istnieja dedykowane algorytmy o
wielomianowej ztozonoéci obliczeniowej, moze by¢ ich kilka dla tego samego
problemu. Za algorytm optymalny dla ustalonego problemu przyjmuje sie
ten o najmniejszej mozliwej teoretycznie ztozonosci obliczeniowej.

Sam fakt istnienia algorytmu wielomianowego nie przesadza o praktycz-
nej jego przydatnodci. Jezeli stopien wielomianu ztozonosci obliczeniowe;j
jest zbyt wysoki, sensownym wydaje sie rozwazenie zastosowania algorytmu
przyblizonego w celu redukcji kosztu obliczen.

Nie istnieje zaden zwigzek pomiedzy licznoécia zbioru X oraz ztozonoscia
obliczeniowa problemu. Problemy majace wykladnicza wielko$é |X'| moga
mieé algorytm wielomianowy, odwrotnie niekiedy stwierdzenie niepustoéci
X moze by¢ problemem NP-trudnym.

8.3.2 Schemat podzialu i ograniczen (B&B)

Schemat (B&B, Branch-and-Bound, B-and-B) nie okresla zadnego kon-
kretnego algorytmu lecz ogélne podejscie oparte na dekompozycji i “inteli-
gentnym” przeszukiwaniu zbioru rozwigzan dopuszczalnych problemu opty-
malizacyjnego. Istnieje wiele algorytméw opartych na tym schemacie. Jego
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zastosowanie jest calkowicie uzasadnione tylko wtedy gdy uzyskamy pew-
no$é, ze rozwazany problem jest silnie NP-trudny. Schemat B&B dostarcza
algorytméw wykladniczych (czas dziatania algorytmu jest funkcja wykladni-
cza od rozmiaru rozwiazywanego problemu). Moze by¢ stosowany dla dowol-
nego problemu dyskretnego z nieliniows badz liniowa funkcja celu i takimi
tez ograniczeniami.

Og6lny schemat B&B

Dla dowolnego zadania optymalizacji zachodzi

in K (z) = min{min K(z),. .., min K 8.8
min K (z) = min{ min K(z),..., min K ()} (8.8)

gdzie X, j € S jest rozbiciem zbioru X na podzbiory parami rozlaczne i
wyczerpujace, tzn.

XinX; =0, i,j€S, i#j, (8.9)
Ua=x (8.10)
JjES

Zatem rozwiazanie problemu (8.7) mozna otrzymaé poprzez rozwiazanie
zbioru podproblemoéw postaci

3{1611/,\1% K(x) (8.11)
dla j € S, a nastepnie uzywajac zaleznosci (8.8). Pelny zbiér podpro-
bleméw jest scharakteryzowany poprzez funkcje celu K(z) oraz rozbicie
P ={&; : j € S}. Odpowiednie podproblemy moga by¢ rozwiazywane
szeregowo (system jednoprocesorowy) lub réwnolegle (system wieloproce-
sorowy). Podana dekompozycja jest racjonalna jesli uzyskanie rozwiazania
dla (8.11) jest istotnie latwiejsze niz dla (8.7). Problem (8.11) dla wybra-
nego ustalonego j € & mozna rozwiaza¢ stosujac sekwencje nastepujacych
podejsé: (1) relaksacje, (2) bezposrednio, (3) posrednio, (4) dokonujac po-
dzialu. Oméwimy te techniki kolejno.

Relaksacja oznacza usuniecie lub ostabienie; moze odnosi¢ sie do ograni-
czen i/lub funkcji celu. Relaksacja ograniczeri to usuniecie lub zlagodzenie
czesei (lub calodei) ograniczen wyznaczajacych zbior rozwiazan dopuszczal-
nych &;. W sposéb oczywisty zachodzi &; C XJR, gdzie XjR jest zbiorem
rozwigzan dopuszczalnych problemu zrelaksowanego min,, xR K (x) oraz
def

min K(z) > min K(z) = K (2*F
mig K0) > min K(2) = Ko™

LB(X;)). (8.12)
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Jezeli dla wyznaczonego rozwiazania optymalnego *f* problemu zrelakso-
wanego zachodzi z*f* € A& to otrzymane rozwigzane jest takze rozwigza-
niem optymalnym problemu bez relaksacji (8.11). W przeciwnym przypad-
ku problem (8.11) nie zostal rozwigzany, zaé wielkoéé K (x*t) stanowi dolne
ograniczenie LB(X;) warto$éi funkcji celu dla wszystkich rozwiazan proble-
mu (8.11). Relaksacja funkcji celu to zastapienie funkcji celu K (X) funkcja
K'(z) taka, ze K'(z) < K(z) dla wszystkich 2 € X. W sposéb oczywisty

zachodzi
def

min K(z) > min K'(z) = K'(2') = LB'(X)). (8.13)

reX; reX)
Jezeli dla wyznaczonego rozwigzania optymalnego 2z’ problemu zrelakso-
wanego mingey; K'(x) zachodzi K(2') = K'(2') to otrzymane rozwiazane
2’ jest takze rozwiagzaniem optymalnym problemu bez relaksacji (8.11). W
przeciwnym przypadku problem (8.11) nie zostal rozwiazany, za$ wielkosé
K (z*®) stanowi dolne ograniczenie LB'(X;) wartosci funkeji celu dla wszyst-
kich rozwiazan problemu (8.11). Postaé¢ relaksacji jest w zasadzie dowolna
chociaz zaklada sie domy$lnie, ze rozwiazanie problemu zrelaksowanego po-
winno by¢ istotnie latwiejsze niz problemu (8.11), np. problem zrelaksowany
nalezy do P-klasy. W praktyce relaksacja jest silnie specyficzna dla kazdego
rozwazanego problemu.

Bezposrednio zostal rozwigzny problem jesli obliczyliSmy explicite war-
todci funkeji celu K(X) dla wszystkich € X; w celu wyboru wartosci mi-
nimalnej przy zatozeniu, ze & jest niewielkiej licznosci. W praktyce metoda
ta jest stosowana tylko jedli zbiér X; jest jedno-elementowy z elementem
podanym jawnie.

Posrednio rozwiazany zostal problem (8.11) dla ktérego stwierdzono za-
chodzenie warunku

LB(X;) > UB, (8.14)

gdzie UB jest pewnym gornym ograniczeniem warto$ci funkcji celu dla
wszystkich rozwiazan problemu (8.7). Problem taki faktycznie nie jest roz-
wigzywany lecz eliminowany z rozwazan jako nie zawierajacy rozwigzan o
wartosci funkcji celu mniejszej niz podana wartos¢ progowa U B. Dla szeregu
probleméw szczegdlnych mozliwe jest uzyskanie specyficznych requt elimina-
cji, ktére mimo iz nie zawsze sa przedstawiane w formie warunku (8.14) moga
byé¢ do niego sprowadzone.

Podzial stosujemy do problemu, ktérego nie mozna rozwiazaé¢ uzywajac
podej$é¢ (a)—(c). Problem (8.11) odpowiadajacy wybranemu X jest usuwany
ze zbioru P, zas$ na jego miejsce dodawane sa podproblemy otrzymane przez
podzial X; na pewng liczb¢ probleméw potomnych skojarzonych ze zbiorami
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rozwigzan Vi, k =1,...,r, takimi ze Vi, k =1,...,7 jest podzialem zbioru
AX;. Proces ten wygodnie jest przedstawi¢ w postaci drzewa rozwigzan, w
ktérym weztowi drzewa odpowiada pewien zbiér X, za$ krawedziom drzewa
para podzbioréw (A;, X;) taka, ze X; zostal otrzymany poprzez podzial
X; . Korzeniowi drzewa odpowiada X. W tak zaprojektowanym algorytmie
zbiér P posiada charakter dynamiczny.Analiza kolejnych kolejnych weztéw
odpowiadajacych P powoduje zamykanie weztéw lub dalsze rozgalezianie
drzewa.

Caly schemat B&B wygodnie jest przedstawi¢ w formie nastepujacego
ogolnego algorytmu.

Ogé6lny algorytm B&B

Krok 0. ((inicjalizacja) Podstaw P = {X'} oraz UB = co.

Krok 1. (powrdt) Jezeli P = () then STOP; z* jest rozwiazaniem optymalnym
za$ K(2*) = UB.

Krok 2. (wybdr) Wybierz zbior X; € P. Podstaw P := P \ &j.
Krok 3. (relaksacja) Rozwiaz problem zrelaksowany min, . vr K (z) = K (z*7).
J

Jezeli x*F € X; to przejdz do kroku 6 inaczej podstaw LB(X;) :=
K (x*®) i przejdz do kroku 5.

Krok 4. (eliminacja) Jezeli LB(X;) > UB przejdz do kroku 1.

Krok 5. (podziat) Podziel X; oraz podstaw P := P U Up—; Vi gdzie Vi, k =
1,...,r jest podzialem &}. Przejdz do kroku 1.

Krok 6. (aktualizacja) Jezeli K (z*) < UB to podstaw UB := K(z*F) oraz
x* := z*E. Przejdz do kroku 1.

Jezeli X jest zbiorem skonczonym, algorytm zatrzyma sie po skonczonej
liczbie krokéw. Kazdy algorytm B&B wymaga precyzyjnego okreslenia na-
stepujacych elementéw: (a) regula wyboru w kroku 2 okreslajaca kolejnosc
rozwiazywania podprobleméw, (b) przyjeta relaksacja dostarczajaca dolne
ograniczenie w kroku 3, (c) reguly eliminacji stosowane w kroku 4, (d) za-
sada podzialu w kroku 5, (e) technika dostarczajaca gdrne ograniczenie w
kroku 6. Algorytm B&B jest tym lepszy im wiecej podprobleméw z P jest
eliminowanych. Skuteczno$¢ eliminacji zalezy od wielu wspoétgrajacych ze so-
ba czynnikéw (postaé relaksacji, dokltadnosé dolnego/gérnego ograniczenia
wartosci funkcji celu, regula wyboru, itp.).
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Specjalizowane warianty B&B

Specjalizowane warianty schematu B&B sa zwykle bardziej efektywne
dzieki wykorzystaniu szczegélnych wlasnosci problemu do poprawy wlasno-
Sci eliminacyjnych schematu. Konkretne postacie tych wlasnosci zaleza od
rozwazanego problemu. Niekiedy stosowane sg takze drobne modyfikacje po-
danego schematu ogdlnego, jak np. inicjowanie UB wartoscia K (z%) dla
pewnego 2V € X, aktualizacja (krok 6) jest wykonywana w kazdej iteracji
algorytmu w oparciu o warto$¢ K (z'), gdzie 2’ € &}, itp.

8.3.3 Schemat programowania dynamicznego

Schemat ten okresla ogélne podejécie polegajace na przeksztalceniu za-
dania optymalizacji w wieloetapowy proces podejmowania decyzji, w ktérym
stan na kazdym etapie zalezy od decyzji wybieranej ze zbioru decyzji dopusz-
czalnych. Oznaczajac stany procesu na poszczegolnych etapach poprzez S;,
i1=1,2,..., N, za$ odpowiednie decyzje porzez d;, : = 1,2,..., N, to prze-
bieg wieloetapowego procesu decyzyjnego mozna zapisa¢ w postaci transfor-
macji Sk = T'(Sk—1,dg—1). Z procesem podejmowania decyzji jest zwiazana
skalarna funkcja celu F'(S1, Se,...,Sn;di,da,. .., dy) stuzaca do oceny cia-
gu decyzji di,ds, . ..,dy ktéra nalezy minimalizowaé. Jezeli S; jest znany,
to przebieg wieloetapowego procesu decyzyjnego jest wyznaczony poprzez
ciag decyzji dopuszczalnych dy,do, .. .,dy nazywanych strategia. Strategia
minimalizujaca funkcje F' jest nazywana strategia optymalna.

Podstawowy schemat PD

Wyznaczanie strategii optymalnej w przypadku ogbélnym ma postaé¢ dosé
trudnego zadania optymalizacji nieliniowej

min  F(S1,S2,...,8n;d1,da,...,dN) (8.15)
dido,...dn
Sk =T(Sk_1,dp_1), k=2,...,N, (8.16)

gdzie 57 jest dane. Stad zysk z zastosowania schematu PD do optymalizacji
dyskretnej jest osiagany tylko dla pewnej podklasy probleméw decyzyjnych
bez pamieci. Sa to problemy posiadajace tzw. wlasnosé Markowa, w kté-
rych przebieg procesu poczawszy od stanu na etapie k-tym dalej nie zalezy
od jego historii, lecz tylko od Sk. Istnieje stosunkowo duza klasa proble-
mow o znaczeniu technicznym i ekonomicznym posiadajacych wymieniong
wlasnosé.
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Dla wieloetapowych proceséw decyzyjnych z wlasnoscig Markowa stra-
tegia optymalna ma ta wlasnoéé, ze niezaleznie od podanego stanu poczat-
kowego i decyzji poczatkowej pozostate decyzje musza stworzyé strategie
optymalna z punktu widzenia stanu wyniklego z pierwszej decyzji (zasa-
da optymalnosci Bellmana). Pozwala to uzyskaé¢ rozwiazanie dla pewnych
podklas probleméw. Przykladowo rozpatrzmy zadanie minimalizacji funkcji
addytywnej

N
F(S1,8%,...,8n:d1,da, ... .dn) =Y fi(Si, dy). (8.17)
i=1
Zgodnie z zasada optymalnosci mamy

min  (f1(S1,d1) + ...+ fn(Sn,dN)) =

dl, 250y AN
min(fl(Sl, dl) + min (fg(SQ, dz) e+ fN(SN, dN))) (818)
dy da,....dN
Oznaczajac, dla k=1,2,..., N
qk(Sk) = J mi% (fk(Sk, dk) + ...+ fN(SN, dN)) (8.19)
Kooy N
otrzymamy
gy (Sn) = rfilin fn(Sn,dN) (8.20)
N
qr(Sk) = I%ikn(sz(sk, di) + qk+1(Sk+1)) (8.21)

Ostatecznie, mozemy zapisaé rezultat w postaci rdwnania rekurencyjnego
Bellmana

qk(Sk) = I%in(fk(sk,dk) + qu(T(Sk, dk))), k=N,...,1, (8.22)

gdzie
qn+1(SN41) =0 (8.23)
Decyzje optymalna wyznacza sie parametrycznie.

Specjalizowane warianty PD

Schemat PD jest stosowany do rozwiazywania réznych probleméw dys-
kretnych, poczawszy od zagadnienia najdluzszej drogi w grafie, poprzez
problem zatadunku, problem komiwojazera (TSP), az do probleméw sze-
regowania, w ktorych pelni funkcje zasadnicze (podstawa algorytmu) lub
pomocnicze (pomocniczy algorytm skladowy). Ztozono$¢ obliczeniowa tak
otrzymanego algorytmu zalezy od konkretnej aplikacji, moze by¢ zaréwno
wielomianowa (wspomniana droga w grafie), psedowielomianowa (problem
zaladunku), jak i wyktadnicza (TSP).
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8.3.4 Programowanie liniowe calkowitoliczbowe

Zadanie programowania liniowego ca lkowitoliczbowego (PLC) odnosi si¢
do problemu (8.7), w ktérym K(x) jest funcja liniowa, za$ X jest okreslony
zestawem ograniczen liniowych z dodatkowym zadaniem by wszystkie skta-
dowe wektora x przyjmowaly wartosci catkowite. Jedli ostatnie wymaganie
odnosi sie tylko do niektorych sktadowych wektora x to méwimy o zadaniu
PLC mieszanym (PLCM), do ktérego algorytmy przedstawione w koncowej
czedci rozdzialu moga byé réwniez stosowane. Podstawe algorytméw opisa-
nych w tym rozdziale stanowi “klasyczny” problem programowania liniowe-
go ciagltego (PL), oméwiony kréotko w kolejnym podrozdziale (rozszerzenie
tematu mozna znalez¢é miedzy innymi w ksiazkach 102,351,375),

Programowanie liniowe (PL).

Rozwazamy zadanie programowania liniowego dane w tradycyjnej formie

(Poniewaz min, K(x) = —max,(—K(x)), mozemy je zastosowaé¢ do proble-
mu (8.7))

max e n (8.24)

Az =0 (8.25)

x>0 (8.26)

gdzie Cixn, Tnx1, Amxn, bmx1 sa macierzami (wektorami) podanych roz-
miaréw. Kolumny macierzy A reprezentuja wektory w przestrzeni m-wy-
miarowej. Wektor & nazywamy rozwigzaniem zadania PL, zas rozwiazanie
spelniajace warunki (8.25)—(8.26) rozwigzaniem dopuszczalnym. Dla danego
zadania PL moze wystapi¢ jeden z nastepujacych przypadkéw: (A) nie istnie-
je zadne rozwigzanie dopuszczalne czyli zadanie jest sprzeczne, (B) istnieja
rozwigzania x, x’ takie, ze cx’ > 0 oraz rozwigzanie z + az’ jest rozwig-
zaniem dopuszczalnym dla dowolnej liczby a > 0; stad cx moze osiagnosé
dowolnie duza wartos$é czyli zadanie jest nieograniczone, (C) istnieje jedno
rozwiazanie dopuszczalne x* takie, ze oo > cx* > cx dla kazdego rozwiaza-
nia dopuszczalnego x; z* jest rozwigzaniem optymalnym. W dalszym ciagu
bedziemy si¢ zajmowaé wylacznie przypadkiem (C).

Zauwazmy, ze zmiana kolejnoéci wystepowania zmiennych nie moze mieé¢
wplywu na rozwiazanie problemu. Dokonajmy zatem przestawienia kolejno-
Sci wystepowania sktadowych wektora x, odpowiednio sktadowych wektora
¢ oraz kolumn macierzy A tak, by macierz A mozna bylo zapisaé¢ w formie
A= (B, N), gdzie B jest pewna macierza nieosobliwa By xm 228 Ny (n—m)-
Macierz B jest nazywana dalej macierzqg bazowg lub bazg wektoréw zadania
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PL. Dalej, oznaczmy odpowiednio z = (zp,xn) oraz ¢ = (cp,cn), gdzie
xp jest wektorem zmiennych (bazowych) odpowiadajacych kolumnom ma-
cierzy B, za$ xy jest wektorem zmiennych (niebazowych) odpowiadajacych
kolumnom macierzy N. Ograniczenie (8.25) mozna zapisa¢ w formie

Bxp + Nzy = b. (8.27)

Poniewaz B jest nieosobliwa, zatem korzystajac z rachunku macierzowego
otrzymujemy rozwiazanie (8.27) w postaci

rp =B — B 'Nay. (8.28)

Jednym z rozwiazan zadania (8.24)—(8.26) jest rozwigzanie bazowe rp =
B~'b, xxy = 0. Rozwigzanie bazowe, dla ktérego zachodzi xp > 0 jest
rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym. Wykazano, ze jesli zadanie PL ma
rozwigzanie optymalne to ma rowniez rozwigzanie bazowe optymalne. Stad
mozemy ograniczy¢ sie tylko do badania rozwiazan bazowych. Istnieje co
najwyzej () réznych rozwiazan bazowych.

Na podstawie (8.24) otrzymujemy

rog = CBIRB + CNZIN, (829)
za$ podstawiajac do (8.29) zaleznosé (8.28) dostajemy
Trog — CBB_lb — (CBB_lN - CN)H,’N. (8.30)

Zaleznosci (8.30) oraz (8.28) zapisujemy lacznie w postaci macierzowej

xo . CBB_lb CBB_IN — CN
[ v ] = [ B-1p ] [ BN TN. (8.31)
bedacej wyjéciem do dalszej analizy wtasnosci problemu PL.
Oznaczmy przez By, ..., By, indeksy zmiennych bazowych, za$ przez R
zbiér indekséw zmiennych niebazowych. Stad zp = (zp,,...,xp,,). Przyj-

.- ’ .. def .
mijmy réowniez zp, = xo. Oznaczmy dalej

Yoo
def | cgB~1b Y10
yo = [ oy ]: . (8.32)

Ymo
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oraz
Yoy
def | cgB7raj—¢; || Y

]_l By, =1 (8.33)
Ymyj

gdzie aj, j € R oznaczaja kolumny macierzy N. Wzoér (8.31) mozna zapisaé
teraz w krotszej postaci

B, = Yio — Zyijxj, z':(),l,...,m. (8.34)
JER

Niech bedzie dane pewne niezdegenerowane rozwiazanie (rozwiazanie jest

niezdegenerowane je$li xp, > 0, ¢ = 1,...,m) bazowe dopuszczalne zp. Z
(8.34) mamy
o = TBy = Yoo — Z y(]jCCj. (835)
JER

Poniewaz z¢ jest funkcja liniowg wzgledem z;, j € R to zachodza dwa wy-
kluczajace sie¢ przypadki: (a) jesli yo; = 0, j € R to xg = yoo jest najwyzsza
osiagana wartoscia funkcji celu (wartoscia optymalna) oraz oczywiscie nale-
zy przyjac¢ x; = 0, j € R, (b) istnieje k € R takie, ze yor, < 0; woéwczas xg
rosnie jesli xy ro$nie. Zajmijmy sie bardziej szczegblowo przypadkiem (b).
Poniewaz z (8.34) mamy

TB, =Wio — Y. YijTj — YikTh, i =1,...,m, (8.36)
JER\{k}

to wzrost zj, implikuje liniowy spadek wartosci tych x g, , dla ktorych y;, > 0.
Zatem, jesli tylko y;; > 0 to xp, > 0 tak dlugo jak dlugo xi < vio/vik def
vii. Dla wartoSci granicznej x, = v;, mamy xp, = 0. Poniewaz spadek
wartosci moze dotyczy¢ réwnocze$nie kilku zmiennych bazowych zp,, to
istnieje zmienna bazowa zp_, ktéra jako “pierwsza” osiagnie wartosS¢ zero.
Jest ona okresdlona zaleznoscia

Upp = min{v, : Y >0, i =1,...,m}. (8.37)

Zatem jesli v, > 0 to pozostawiajgc wszystkie zmienne niebazowe z; = 0,
j € R\ {k} oraz zwiekszajac warto$¢ zmiennej zj, otrzymamy nowe rozwia-
zanie bazowe dopuszczalne

Tk = Upk (838)

TB, = Yio — YikUrk, t =1,...,m, (8.39)
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dla ktorego zr > 0, . = 0, g = Yoo — YokVrk, Przy czym wartos¢ funkcji
celu otrzymana tym zabiegiem ulegta zwiekszeniu. Proces ten mozna inter-
pretowaé jako “wymiang” zmiennej bazowej (wektora bazy); wektor B, jest
usuwany z bazy B za$ k € R jest wprowadzany do bazy.

Szczegdtowe wzory na znalezienie nowego rozwigzania bazowego dopusz-
czalnego mozna otrzymaé poprzez wyznaczenie z réwnania (8.34) dla i = r

TB, =Yr0— D, YriTj — YrkTk (8.40)
JER\{k}
wartosci x,

; 1
T = M - Z yﬂxj — — B, (8.41)

yT’k‘ ]eR\{k} yrk y’f‘k
oraz podstawieniu jej do pozostalych réwnan (8.34) dlai=1,...,m, i # k,

Yro Yrj Yik

TB, = Yio — Yik—— — Z (yij — yik—2)xj + == p,. (8.42)
Rozwigzanie bazowe zp jest optymalne jesli y;0 > 0,7 =1,...,m (warunek

dopuszczalnodci) oraz yop; > 0, j € R. Opisana technika poprawiania rozwia-
zania bazowego jest podstawa algorytmu sympleks, jednej z najczesciej uzy-
wanych metod dla rozwiazywania zadan PL. Iteracjg sympleksowa nazywa
si¢ opisany proces wymiany wektora bazy. Modyfikacja tablicy sympleksowej
y;j realizowana jest krokowo przy uzyciu prostych wzoréw transformacyjnych
pochodzacych z (8.42), bazujacych na elemencie centralnym przeksztalcenia
yrk- W praktyce nalezy kolejno: (1) podzieli¢ wiersz r-ty przez wielko$é y,k
(bez elementu y,k), (2) od wiersza i-tego odjaé¢ wiersz r-ty pomnozony przez
yir (bez kolumny k-tej), i # r, (3) kolumne k-ta podzieli¢ przez —y, (bez
elementu y,), (4) element y,;, zastapi¢ przez 1/y,k, tzn.

j=0,....,n, (8.43)

rjg T

Yrk
y’/Lj :y’tj_y;“jylkh ]:07,71, ZZO,,T—l,T—f—l,,m (844)

Algorytm ten przy zalozeniu, ze wszystkie rozwigzania bazowe sg niezdege-
nerowane, wyznacza rozwiazanie optymalne po co najwyzej () iteracjach.

Opis podany powyzej nie precyzuje wszystkich szczegdtéw algorytmu.
Jesli wiecej niz jedna zmienna niebazowa spelnia warunek yo; < 0 (moze
by¢ wprowadzona do bazy) to typowo wybieramy yor, = minjer yo;. Jesli
dla wyznaczonego v, istnieje kilka wartosci vz = vpg, to zmienna usuwang,
z bazy wybieramy arbitralnie wsréd nich. Jesli zadanie PL ma rozwiazanie
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nieograniczone to istnieja rozwigzanie bazowe dopuszczalne xp oraz wektor
yi taki, ze yor <01y <0,i=1,...,m.

Do rozpoczecia algorytmu potrzebne jest rozwigzanie bazowe dopusz-
czalne. Wykazano, ze zadanie PL ma rozwiazanie dopuszczalne wtedy i tylko
wtedy gdy ma rozwigzanie bazowe dopuszczalne. Dla niektérych klas pro-
bleméw struktura macierzy A pozwala latwo znalezé (zgadnac) rozwiazanie
bazowe, najczesciej wtedy gdy w A mozna wyodrebnié¢ podmacierz jednost-
kowa I, xm przestawiajac odpowiednio kolumny. Alternatywnie, jesli ogra-
niczenia problemu wystapity w postaci Az < b > 0, to w celu doprowadzenia
do postaci réwnosciowej (8.25) nalezy dodaé tzw. zmienne ostabiajace, ktore
powoduja naturalne uzupelnienie macierzy A macierza jednostkowa. W in-
nych przypadkach stosowana jest metoda dwdch faz. W fazie pierwszej wpro-
wadza sie sztuczng baze w formie macierzy jednostkowej I« oraz wektor
zmiennych sztucznych s,,x1. Wyjsciowe zadanie (8.24)—(8.26) zastepuje sie
zadaniem postaci

max z el _ Z S (8.45)
i=1

xg—cxr=0 (8.46)

Az +1s=b (8.47)

2,5>0 (8.48)

Nastepnie eliminuje si¢ sztuczne zmienne bazowe zastepujac je zmiennymi
niebazowymi z A. Faza ta pozwala takze na ocene czy zadania PL ma rozwia-
zanie, jesli bowiem po zakonczeniu fazy pierwszej wartos¢ zg jest ujemna to
zadanie PL jest sprzeczne. Kazde rozwiazanie dopuszczalne zadania (8.45)—
(8.46) z zp = 0 daje rozwiazanie bazowe dopuszczalne zadania (8.24)—(8.26).
W praktyce rozmiar sztucznej bazy musi byé¢ co najwyzej m bowiem czesé
wektorow bazowych moze pochodzié¢ z A. Faza ta konczy sie po wyelimino-
waniu wszystkich zmiennych sztucznych. W fazie drugiej realizowany jest
opisany juz proces minimalizacji xg.

W metodach PLC opartych na podziale zbioru rozwiazan (patrz Algo-
rytm Land-Doig’a opisany dalej) czesto zachodzi potrzeba rozwiazywania
zadania PL z ograniczeniem zakresu zmiennych

lj<l‘j<Uj, jzl,,n (849)

Cho¢ ograniczenia (8.49) mozna wlaczy¢ do macierzy A, to jednak postepo-
wanie takie jest nieefektywne. Lepiej dokona¢ modyfikacji algorytmu pod-
stawowego w celu uwzglednienia warunku (8.49). I tak, ograniczenie /; < z;
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. , Doy ‘
mozna usungc przez podstawienie x; = z; — [; prowadzace do nowego za-

dania PL z ograniczeniem 0 < x; Zatem, bez straty ogélnosci rozwazan,
mozemy dalej zatozy¢ l; = 0. Rozwiazanie zadania PL (8.24)—(8.25), (8.49)
nazywamy bazowym jesli wszystkie zmienne niebazowe sa réwne 0 lub swo-
im w;. Zatem niech R = {j € R: z; =0} oraz R" = {j € R: z; = u;}.
Zalezno$¢ (8.34) mozna teraz zapisa¢ w formie

B, = Yi0o — Z YijTs — Z YijTj, i:O,l,...,m. (8.50)
JERO JERT

Oznaczmy przez zjy = xp;, wartos¢ tej zmiennej dla z; =0, j € RO oraz T =
uj, j € RT. Analizujac analogiczny wzor na xo (patrz (8.35)) mozemy stwier-
dzié, ze wzrost wartoéci funkcji celu mozemy osiagnaé¢ w dwéch przypadkach:
(1) zmniejszajac z; dla pewnego j € RT, dla ktérego yo; > 0, (2) zwiekszajac
xj dla pewnego j € RO, dla ktérego yo; < 0. Stad mamy warunki dostateczne
optymalnoéci w formie: (a) 0 < zp, < up,, i = 1,...,m (dopuszczalnosé),
(b) yoj = 0, j € RY, (c) yo; < 0, j € RT. Wybér zmiennej k wchodza-
cej do bazy opiera si¢ na warunku yor = min{min;c g+ (—¥o;), min;c o Yo, }-
Wybér zmiennej opuszczajacej baze zalezy od wyboru k. Rozpatrzy odpo-
wiednie przypadki oddzielnie.

Niech k¥ € R° bedzie zmienna wprowadzana do bazy. Wzrostowi xy,
towarzyszy zmiana wartosci zmiennych bazowych przy czym w zalezno$ci
od wspotczynnika y;;, niektore z nich malejg do zera podczas gdy pozosta-
te rosng w kierunku swego kresu gérnego. Zmienna zp,, ktéra sie pierw-
sza wyzeruje znajdziemy z warunku v, = min{z;o/yik : vk > 0, i =
1,...,m}. Zmienna xp,, ktéra sie pierwsza nasyci otrzymamy z warun-
ku wg, = min{(zio — up,)/vik : vik < 0 i = 1,...,m}. Uwzgledniajac
ograniczenie zakresu, zmienna xj; moze wzrosnaé¢ do wartosci co najwyzej
min{v,g, Wk, v }. Jedli minimum jest osiagane dla v,k lub wgi to odpowied-
nio zmienna xp, lub zp, jest usuwana z bazy. Jesli minimum wypada na
wartosci uy to baza pozostaje niezmieniona lecz zmieniajg si¢ wartosci zp,
na skutek zmiany z; dodatkowo zmienna k przechodzi z R do R*.

Odmiennie, niech k¥ € R*' bedzie zmienng, ktérej warto$¢ bedziemy
zmniejsza¢. Zmianie tej towarzyszy zmiana wartosci zmiennych bazowych
o podobnym jak poprzednio charakterze. Zmienna xp,, ktora si¢ pierw-
sza wyzeruje znajdziemy z warunku U, = max{zj0/yix : Yk < 0, i =
1,...,m}. Zmienng zp,, ktéra sie pierwsza nasyci otrzymamy z warunku
Wk, = max{(zio — up,)/vir : vir > 0}. Uwzgledniajac ograniczenie zakresu,
zmienna xp moze zmale¢ o co najwyze] max{U,, Wsk, —ug}. Jesli maksi-
mum jest osiagane dla v,; lub Wy to odpowiednio zmienna zp, lub xp,
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jest usuwana z bazy. Jesli maksimum wypada na warto$ci —uy to baza po-
zostaje niezmieniona lecz zmieniaja si¢ wartosci xp, na skutek zmiany xy;
dodatkowo zmienna k przechodzi z RT do RC.

Rozwigzywanie duzych zadan PL wymaga specyficznych zabiegéw w celu
operowania macierzg bazowa o duzym rozmiarze oraz w celu zagwarantowa-
nia stabilno$ci numerycznej obliczen. Wykorzystuje sie w tym celu miedzy
innymi postac iloczynowqg macierzy odwrotnej nadajaca sie szczegdlnie do
macierzy rzadkich, faktoryzacje macierzy tréjkatna (rozktad LU) i ortogo-
nalna (rozklad LQ), strukturalne wlasnosci macierzy ograniczen (struktura
blokowo-diagolnalna), metode generacji kolumn (dla m < n), patrz na przy-
ktad przeglad w pracy 351.

Doswiadczenia praktyczne wskazuja, ze zwykle liczba iteracji symplek-
sowych jest nie wieksza niz m?n, choé ztozonoéé obliczeniowa metody jest
wykladnicza. Oprocz metody symplekséw zostato podanych szereg innych
podejéé, bardziej efektywnych dla szczegdlnych postaci zadan PL, np. trans-
portowego, oraz modyfikacji poprawiajacych szybkos¢ zbieznosci algorytmu.
W latach 70-tych podano wielomianowy algorytm elipsoidalny dla rozwiazy-
wania zadan PL. Algorytm ten mimo interesujacych wlasnosci teoretycznych
nie statl si¢ konkurencyjny ze wzgledu na znaczna ztozonos¢ obliczeniowa; ob-
jawia on swoja przewage nad metoda sympleks dopiero dla m > 1,000 oraz
n > 50, 000.

Na koniec rozpatrzmy przyktad praktyczny problemu PL dany pierwot-
nie w formie nieréwnosciowej

max (31 + 222) (8.51)
221 4+ 3z < 24

14£ + 629 i 8451 (8.52)
To < 7

1,2 = 0. (8.53)

W podanym przypadku 2D, ograniczenia (8.52)-(8.53) okreslaja geometrycz-
nie obszar wielokata. Warstwica 3z; + 2x2 = const przesunieta do punk-
tu wierzchotkowego (3%, 5%) dostarcza rozwigzania optymalnego o wartosci
xo = 22. Zadanie (8.51)-(8.53) przeksztalcone do postaci réwnosciowej po-
rzez dodanie zmiennych ostabiajacych

max(3z; + 2z2) (8.54)
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B Yo Y Y2 Y3 Ya Ys Y6
0 0 -3 -2 0 0 0 0
3 24 2 3 1 0 0 0
4 84 14 6 0 1 0 0
5 5 1 0 0 0 1 0
6 7 1 0 0 0 1
Tabela 8.2: Tablica sympleksowa: iteracja pierwsza
B Yo Y1 Y2 Y3 Y4 Ys Yo
0 15 3 -2 0 0 0 0
3 14 -2 3 1 0 -2 0
4 14 -14 6 0 0 -14 0
1 5 1 0 0 1 1 0
6 7 1 0 0 1
Tabela 8.3: Tablica sympleksowa: iteracja druga

201 + 3z0 + 3 = 24
1l4z1 + 6x9 + T4 = 84 (8.55)

x| + x5 = 5

T2 + T = 7
T1,T9, T3, T4, Ts, T = 0. (8.56)
pozwala na okreslenie pierwszej bazy B = (Bs, B4, Bs, Bg) zawierajace]
wektory odpowiadajace zmiennym zp = (x3,z4,T5,26). Stad otrzymuje-

my cg = (0,0,0,0), ey = (3,2). Wyjéciowa tablica sympleskowa y;; ma
postaé przedstawiong w Tabl. 8.2. Zgodnie z podanymi wlasnosciami wek-

torem wprowadzanym do bazy bedzie k = 1 (y10 = min{—-3,-2} < 0)

za$ usuwanym z bazy bedzie r = 5 (22 = min{%}, %2, 2}). Prowadzi to

do tablicy sympleksowej 8.3. Dalej wektorem wprowadzanym do bazy be-
dzie k = 2 (y20 = min{—2} < 0) za$ usuwanym z bazy bedzie r = 4
(% = min{li,)—‘l7 %4, % ). Prowadzi to do tablicy sympleksowej 8.4. Wykonanie
jeszcze jednej iteracji sympleksowej prowadzi do rozwiazania optymalnego
umieszczonego w tab. 8.5.
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B Yo Y1 Y2 Y3 Ya Ys Yo
2 2 1 1 2
0 192 ~12 1 0 1 ~12 0
3 7 5 —1 1 —% 5 0
2 21 —23 & 0 3 21 0
1 ! 1 0 0 0 1 0
6 42 21 ~1 0 —1 21 1
Tabela 8.4: Tablica sympleksowa: iteracja trzecia
B Yo (1 Y2 Y3 Ya Ys Y6
1 1 1 1
2 1 1 1 1
O . 5oy ;oo
A T S S A S
7 SR R . . 2
6 15 0 15 15 15 15 1

Tabela 8.5: Tablica sympleksowa: iteracja czwarta

Dualnosé¢ w PL

Przyjmujac, ze dane sa cixn, Amxn, bmx1 mozna sformutowaé¢ dwa za-
dania PL: pierwotne nazywane takze prymalnym (PL-P)

min cz, Az > b, > 0. (8.57)

oraz w pelni “symetryczne” do niego zadanie dualne (PL-D)

maxub, uA <e, u>0. (8.58)
u

gdzie u1xm. Symetria zadan oraz zaleznosci zachodzace pomiedzy nimi po-
zwalaja szybciej rozwiazywacé niektore klasy probleméw praktycznych. W
szczegbdlnosci odnosi sie to do wielokrotnego rozwiazywania zadan PL-P nie-
znacznie sie réznigcych , takich jak na przyklad otrzymanych poprzez zabu-
rzenie warto$ci wektora b, lub poprzez dodanie dodatkowego ograniczenia,
chrakterystycznych dla schematu odcieé¢ oraz schematu B&B. Postaé zada-
nia PL-D zalezy od typu operatora =, <, > wystepujacego w ograniczeniu
zawierajacym macierz A. Przykiadowo, dla zadania PL-P w postaci

min z def cr, Ar=0b, = > 0. (8.59)
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zadanie PL-D ma postaé
def
maxug = ub, uAd <c (8.60)
u

i nie zawiera ograniczenia na nieujemnos¢ zmiennych dualnych w. W dal-
szym ciagu bedziemy zajmowaé sie para zadan (8.59)-(8.60). Jesli x oraz
u s3 dowolnymi rozwigzaniami dopuszczalnymi odpowiednich probleméw,
to z nieréwnosci ub = vAxr < cx oraz x > 0 wnioskujemy, ze ub < cx.
Dalej oznaczmy przez x* oraz u* odpowiednie rozwiazania optymalne. Je-
sli ktore$ z zagadnien ma rozwiazanie nieograniczone, to drugie z nich nie
ma rozwiazania dopuszczalnego. Przeciwnie, jesli jedno z nich ma rozwia-
zanie skonczone to ma je takze drugie z nich. Istotnie dla PL-P zachodzi
x* = B7'b oraz ¢y — cgB™'N > 0, na mocy dopuszczalnosci i optymalno-
éci. Zmienne dualne okreélone wzorem u = cgB~! s3 dualnie dopuszczalne,
bowiem

wA = u(B,N) = (c,ceB"IN) < (¢p,cn) = ¢ (8.61)

oraz optymalne bowiem
ub = cpB7b = cay (8.62)

Stad jesli problem PL-P ma rozwigzanie optymalne z7; = B~1b to problem
PL-D ma rozwigzanie optymalne v* = c¢B~!, ktére mozna latwo obliczy¢
dysponujac odwrotnoécia macierzy bazowej.

KOnstrukcja dualnej metody sympleks opiera sie na warunkach koniecz-
nych i wystarczajacych optymalnoéci. Niech A; oznacza i-ta kolumne ma-
cierzy A. Warunki te maja postaé: (1) jesli z4, > 0 to ud; = ¢;, (2) jesli
uA; < ¢; to z = 0. Dal takiej pary x oraz v mamy

(uA —c)x =0 (8.63)

oraz

ub = cx. (8.64)

Zaleznosé (8.63) jest wymuszona przez prymarna metode sympleks bowiem
(uA — c)x = (uB — cp)zp + (uN —en)zy =0 (8.65)

jednak u jest niedopuszczalne zawsze, z wyjatkiem rozwigzania optymalnego,

gdzie zachodzi ulN < c¢y. Stad i z rownosci uB = cp wynika, ze ud < c.
Dualna metoda sympleks generuje w kazdym kroku rozwigzanie dualnie

dopuszczalne, lecz niedopuszczalne prymalnie (pewne skladowe wektora x
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moga mieé¢ ujemne sktadowe). Prymarna dopuszczalnosé zostanie osiagnieta
dopiero po dojsciu do dualnej optymalnosci. Intuicyjnie, metoda rozwiazuje
zadanie prymalne podazajac do prumalnej dopuszczalnosci i zachowujac jego
warunek optymalnoéci. W kategoriach problemu dualnego metoda zmierz
do optymalnosci zachowujac jego dopuszczalnosé. Ponizej podano kluczowe
elementy algorytmu, dalsze szczegbély mozna znalezé na prezykiad w351,
Zalézmy, ze dane jest rozwigzanie bazowe xp = B~'b dualnie dopuszczalne
to znaczy dla v = cgB~! zachodzi nieréwnosé ¢y — uN > 0. Jedli g > 0
to xp jest rozwiazaniem optymalnym i algorytm konczy swoje dziatanie.
Inaczej nalezy wybraé ujemna sktadowa zp, < 0 (zwykle o najmniejszej
wartosci sposrdéd ujemnych) oraz wykonaé proces usuniecia wektora B, z
bazy. Na jego miejsce zostanie wprowadzony wektor niebazowy k spetniajacy
warunek

Urk = min{\vij\ DY < 0, je€ N} (866)

Proces przeksztalcenia jest wykonywaany w oparciu o element centralny ;..

Schemat odcie¢. Algorytm Gomory’ego.

Schemat odcieé¢ jest stosowany do zadan PLC lub PLCM, patrz np.
102, Idea schematu polega na rozwiazywaniu ciagu zrelaksowanych zadan
PL zbiegajacych do rozwigzania optymalnego. Startowym zadaniem PL jest
problem PLC zrelaksowany poprzez usuniecie warunku catkowitoliczbowo-
Sci. Jesli otrzymane rozwiazanie optymalne zadania PL jest dopuszczalne
dla PLC to proces rozwiazywania konczy sie. W przeciwnym przypadku do
zbioru ograniczen aktualnego zadania PL dotaczane jest dodatkowe ogra-
niczenie powodujace “odciecie” otrzymanego optymalnego rozwiagzania PL,
tak by nie straci¢ rozwiazania optymalnego problemu PLC, po czym pro-
ces sie powtarza. Istnieje wiele technik konstrukcji odcieé¢, zatem w ramach
ogb6lnego schematu, konkretne algorytmy otrzymujemy precyzujac sposob
wprowadzania odciecia. Ponizej przedstawiono jedna z metod prowadzaca
do algorytmu znanego w literaturze jako algorytm Gomory’ego.

Niech h # 0 bedzie pewna liczba zwang dalej parametrem odciecia. Mno-
zac (8.34) przez h, dlai=0,1,...,m otrzymujemy

hzp, + Z hyijz; = hyo. (8.67)
JER

Poniewaz = > 0 zatem z oczywistej nieréwnosci [w] < w mamy

[Wap, + Y [hyijle; < hyio. (8.68)
jER
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Poniewaz x ma by¢ catkowitoliczbowy, zatem lewa strona (8.68) musi by¢
liczba catkowita i nie moze przekraczaé czesci catkowitej prawej strony, to
zZnaczy
Wz, + > [hyijla; < [hyo). (8.69)
JER
Mnozac (8.34) przez [h] i odejmujac nastepnie (8.69) otrzymujemy podsta-
wowe odciecie dla metody odcigé

> ([Plyij — [hyig))zj > [Plyio — [hyiol- (8.70)
JER

Konkretne algorytmy otrzymujemy podstawiajac szczegdlne wartosci para-
metru h.
Przyjmujac h = 1 z warunku (8.70) mamy

> (Wig — lwi)zs > vio — [wiol. (8.71)
jeR

Poniewaz y;; = [yi;]+ fij, gdzie fi; jest czedcig utamkowsg liczby y;;, warunek
(8.71) moze by¢ zapisany w formie

> fijzi— s = fio, (8.72)

JER

gdzie s > 0 jest catkowitoliczbowa zmienna ostabiajaca.

Istnieje wiele innych sposobow wprowadzania odcie¢ w zaleznoéci od pa-
rametru odciecia, bardziej szczegdlowa ich dyskusje mozna znalezé w pra-
cach 102,351,375, W praktycznych zastosowaniach zwraca sie uwage na kilka
innych elementéw. Po wprowadzeniu odciecia korzystniej jest rozwigzywaé
zadanie dualne PL-D, zamiast zadania prymalnego PL-P. Wynika to z faktu,
ze dolaczenie dodatkowego ograniczenia w zadaniu pierwotnym nie narusza
dopuszczalnosci zadania dualnego, a jedynie dodaje nowa zmienng dual-
na. W konsekwencji szybciej mozna otrzymac¢ rozwiazanie zadania PL-D
niz PL-P. Nalezy takze zwroci¢ uwage na problem zaokraglania i badania
caltkowitoliczbowosci, szczegdlnie w kontekscie duzych zadan PL i stabil-
nosci numerycznej. Niewlasciwe zinterpretowanie warto$ci zmiennej moze
by¢ przyczyna badz przedwczesnego zakonczenia pracy algorytmu z btedem,
badz wykonania zbednej ilosci obliczen.

Na koniec odwolajmy si¢ do zadania (8.51)-(8.53) powigkszonego o wa-
runek x1,z9 - catkowite. W oparciu o rozwiazanie optymalne zadania PL
mozna wprowadzié odciecia %xg) > 0 (wiersz zerowy), %x5 > % (wiersz pierw-
szy), 1s25 > & (wiersz drugi), {225 > 2 (wiersz trzeci), S5 > 2 (wiersz
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czwarty). Dodanie ograniczenia wynikajacego z tego odcigcia powoduje w
nastepnym kroku zadania PL otrzymanie rozwiazania catkowitoliczbowego
optymalnego.

Algorytm Land-Doig’a

Algorytm ten rozwiazuje zadanie PLC lub PLCM w oparciu o schemat
B&B. Elementy skladowe podstawowej wersji algorytmu oméwiono poni-
zej. Dolne ograniczenie LB otrzymujemy poprzez relaksacje warunku cal-
kowitoliczbowosci prowadzaca do zadania PL. Zgodnie z zasada relaksa-
cji, jesli rozwiazanie zadania PLspelnia warunek catkowitoliczbowosci (do-
puszczalne dla PLC), to jest rozwiazaniem odpowiedniego zadania PLC.
Gorne ograniczenie poczatkowo jest réwne UB = oo oraz jest uaktual-
niane kazdorazowo po otrzymaniu rozwiazania dopuszczalnego & podpro-
blemu problemu wedlug zaleznosci UB = min{UB, K (Z)}. Podzial zbioru
rozwigzan jest binarny w oparciu o rozwigzanie x* zadania PL; niech k
bedzie indeksem pierwszej zmiennej w x*, ktérej wartosé nie spelnia wa-
runku caltkowitoliczbowosci. Zbiér rozwiazan ograniczony warunkiem {x :
Az = b, | < z < u, z—calkowite} dzieli sic na dwa rozlaczne podzbiory
{x: Az =0, x, < [27], | < z < u, zv—caltkowite} oraz {z : Az =
b, [zf] +1 < xp, | < x < u, z—calkowite}. Strategia przegladania jest w
glab, przy czym jako pierwszy jest analizowany ten spo$réod dwodch ostat-
nio otrzymanych, dla ktérego wartos¢ dolnego ograniczenia jest mniejsza
(odpowiada to technice stosowej obstugi listy probleméw cze$ciowych).

Jako przyklad rozpatrzmy problem

min(—3z; — 2x2) (8.73)
przy ograniczeniach (8.52)-(8.53) powiekszonych o warunek
x1,x2 — calkowite. (8.74)

Zbiér rozwiazan dopuszczalnych ma posta¢ punktéw o wspotrzednych cal-
kowitoliczbowych, zaznaczonych w obszarze wielokata, oznaczmy go przez
X. Interpretacja warstwicy pozostaje bez zmiany , jednakze rozwiazanie
optymalne generalnie nie lezy w wierzcholku zbioru rozwigzan dopuszcal-
nych. Co wiecej préba zaokraglania rozwiazania cigglego zadania PL do
najblizszych wartosci catkowitych nie gwarantuje nawet otrzymania rozwia-
zania dopuszczalnego (w omawianym przyktadzie prowadzi to do otrzymania
punktu (4,6)). Stosujac algorytm rozwiazujemy wpierw zadania PL otrzy-
mane przez relaksacje warunku catkowitoliczbowosci. Otrzymane rozwigza-
nie 2*% = (3.6,5.6) nie spelnia ograniczen zadania PLC, zatem warto$é
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xOR = —22 jest tylko dolnym ograniczeniem wartosci ffunkcji celu wszyst-

kich rozwiazan w korzeniu drzewa rozwigzan, rys. 77. Pierwsza niecatkowita
sktadows jest 2% = 3.3, zatem dokonujemy podziatu problemu X na dwa
podproblemy: (1) problem (8.73), (8.52), (8.53), (8.74) plus ograniczenie
zr1 < 3 = [3.6], (2) problem (8.73), (8.52), (8.53), (8.74) plus ograniczenie
[3.6] + 1 = 4 < x;. Podzial ten zaznaczono w rys. jako P1 oraz odpowiednio
w drzewie rozwiazan w rys. ?77. Rozwigzania odpowiednich probleméw zre-
laksowanych dla obu podprobleméw potomnych mozna odczytaé¢ z rys. 77
isa to (3,6) oraz (4, 4%) Poniewaz pierwszy podproblem zostal rozwiazany

dostarczajac rozwigzania dopuszczalnego zatem otrzymujemy UB = —21
Dla drugiego podproblemu otrzymujemy LB = —21%, co nie pozwala nam

na zamkniecie wezla i zmusza do dalszego podziatu wzgledem drugiej skla-
dowej. Kolejny podzial pozwla nam zamknaé oba wezly potomne, pierwszy
poniewaz nie rokuje znalezienia rozwiazania dopuszczalnego mniejszego niz
-21, drugiego - poniewaz ma pusty zbior rozwiazan dopuszczalnych. Opty-
malnym rozwiazaniem jest z* = (3, 6) dajace wartosé¢ funkeji celu -21.

8.3.5 Programowanie liniowe binarne (PLB)

Zadanie PLB odnosi sie do problemu PLC, w ktorym sktadowe wekto-
ra z moga przyjowaé¢ wartosci binarne 0 lub 1. Mimo iz znane algorytmy
PLC moga by¢ stosowane do tego problemu, podejscie takie nie jest zale-
cane gléwnie ze wzgledu na btedy wynikajace z zaokraglen. Zadania PLC
mozna sprowadzi¢ do zadan PB korzystajac z dwojkowej reprezentacji liczb
catkowitych. Transformacja ta ma bardziej teoretyczne niz praktyczne zna-
czenie, bowiem powoduje niekorzystny wzrost rozmiaru problemu, a co za
tym idzie wigkszy koszt obliczen.

Algorytm (addytywny) Balasa

Algorytm ten rozwiazuje zadanie PLB w oparciu o schemat B&B bez
odwolywania si¢ do rozwiazywania zadania PL. Poniewaz wykorzystuje on
tylko operacje dodawania i odejmowania, otrzymane wyniki sa dokltadne.
Elementy sktadowe podstawowej wersji algorytmu oméwiono ponizej.

Rozpatrzmy problem wyjéciowy dany w postaci

min cx (8.75)
x

Az <b (8.76)
z; €{0,1}, j=1,....n, (8.77)
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gdzie c1xn, Tnx1, Amxn, bmx1 & macierzami (wektorami) podanych rozmia-
réw. Bez straty ogélnosci rozwazan mozemy przyjac, ze wszystkie ¢; > 0.
Istotnie, jesli ¢; < 0 to wprowadzajac transformacje a:; = 1—x; otrzymamy
problem réwnowazny z c¢; > 0.

Algorytm dokonuje przegladu bezposredniego lub posredniego wszyst-
kich 2™ mozliwych wektoréw zero-jedynkowych x. W praktyce olbrzymia
ilo$¢rozwiazan jest przegladana posrednio. Proces poszukiwania jest przed-
stawiany za pomoca drzewa, w ktorym weztowi odpowiada podzbiér roz-
wigzan, zawierajacych pewna iczbe sktadowych wektora x wustalonych po-
rzez przypisanie im wartoéci zero lub jeden. Zatem podproblem w sche-
macie B&B jest charakteryzowany poprzez zbior sktadowych ustalonych
J C N = {1,2,...,n} oraz ich wartosci z;, j € J. Podzial zbioru roz-
wigzan jest binarny, w oparciu o pewna jeszcze nieustalong skladows xy,
k € N\ J; generowane sa dwa problemy potomne poprzez powiekszenie o
warunek xx = 1 albo zp = 0, odpowiednio. Strategia przegladania jest w
glab (z powrotami), przy czym z danego wezla jako pierwszy rozpatrywa-
ny jest wezel potomny odpowiadajacy ustaleniu x; = 1. Niech U B oznacza
wartosé géornego ograniczenia aktualizowana kazdorazowo po znalezieniu roz-
wiazania dopuszczalnego, poczatkowo UB = oco. Dalej niech z = 3 c y xjc;
bedzie wartoscia funkcji celu ustalonego rozwiazania czesciowego.

Dla kazdego analizowanego wezta wykonywane sa kolejno: (1) test popra-
wy funkeji celu i ograniczenia, (2)test niedopuszczalnosci, (3) test rozgate-
zien. Oméwimy je kolejno. Test poprawy diagnozuje czy dalsze rozgalezienie
wezta rokuje nadzieje na poprawe wartosci funkcji celu oraz usuniecieniedo-
puszczalnosci rozwiazania cze$ciowego x4, j € J (jesli jest ono niedopusz-
czalne). W tym celu tworzymy zbior

T = {j € N\J D zte < UB, (aij <0, dlay; = bi_z aij T < 0)} (8.78)
Jj€J

Zbiér T zawiera numery skladowych, ktérych ustawienie na 1 nie implikuje
warunku zamykania z + ¢; = LB > UDB oraz zmierza w kierunku przy-
wrécenia dopuszczalnodei (a;; < 0) tych ograniczen ¢, w ktérych ona nie
wystepuje (y; < 0). Jesli T = 0 to wezel jest eliminowany. Jesli T # ()
to stosowany jest test dopuszczalnosci. W tedcie tym bada sie czy istnieje
taka skladowa i, ze y; — >, cp min{0,a;;} < 0 oraz y; < 0. Wtedy wezet
podlega eliminacji bowiem i-te ograniczenie pozostanie niespelnione nawet
wtedy, gdyby wszystkim zmiennym nalezacym do T nadaé wartos¢ 1. Nada-
nie sktadowej swobodnej wartosci 1 moze w sposéb znaczacy wplynaé na
dalszy przebieg obliczen, ze wzgledu na przyjeta strategie przeszukiwania,
zwlaszcza na poczatkowym etapie obliczen. Dlatego tez wprowadzony zostat
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iter 1 2 3 4 5
1 J=0,T=1{1,3,4}, F = false, UB = cc

M; {12}y {1,3} {2} {1,2,3} {1,3}

v, 4 73 5 8
2 J={3}, z3=1, T ={2,5}, F = false, UB = ¢

Mj {2} 0 {2} {1,2}

v 5 0 5 2
3 J={2,3}, zo=1, 23 =1, T ={2,5}, F = false, UB =17
4 J={2,3}, 20=0, z3=1, T = {5}, F = false, UB =17
5 J=12,3}, 25=0, 23=0, T = {1,4}, F = false, UB = 17

Tabela 8.6: Iteracje algorytmu dla problemu (8.79)-(8.81)

test rozgalezien, wybierajacy odpowiednia sktadowa do poziatu. W tym celu
dla kazdej skladowej swobodnej x; tworzymy zbiér M; = {: vy; — a;; < 0}
i obliczamy vj = ey, [¥i — aij| ub przyjmujemy v; = 0 jesli M; = 0. Do
podziatu wybieramy zmienng, dla ktérej v; jest maksymalne. Jesli wszystkie
zbiory Mjsa puste to wezel jest eliminowany.

Na koniec rozpatrzmy przyktad praktyczny problemu PLB dany w formie

min(5zy + 7z + 1023 + 324 + x5) (8.79)
—x1 + 3x2 — bry — T4 + 4drs < =2
21 — 6x9 + 3x3 + 234 — 225 < O (8.80)
To — 223 + x4 + w3 < —1
x1,22,T3,T4,T5 € {0,1}. (8.81)

Kolejne iteracje algorytmu przedstawiono w Tab. 8.6 W tablicy, F' oznacza
wynik testu dopuszczalnosci, element podziatowy wyrdzniono umieszczajac
go w kwadracie.

8.3.6 Metody subgradientowe

Metody moga by¢ stosowane do zadania (8.7) przy zalozeniu, ze K :
R"™ — R jest funkcja wypukla zatem wszedzie ciagta i subrozniczkowalng,
posiadajaca skoficzong wartosé ekstremum, zbiér X jest niepusty, domkniety
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i wypukly, zas zbiér X* def {r € X: K(x) = K*} jest niepusty i wypukly

217,

Metoda ogélna

Subrézniczkg funkcji K () w punkcie x jest zbidr
OK(z)={yeR": K(y)>K(z)+~T(y—xz), vy e R"}, x € X. (8.82)

Subgradientem funkcji K w punkcie z jest y(z) € 0K (x). Metoda optymali-
zacji subgradientowej (SUB) generuje ciag rozwiazan {x°} wedlug zaleznosci

25+ = Px(2® — a®y(z*)), s=0,1,..., (8.83)

gdzie
Px(x) = argmin ||y = | (8.84)

jest operatorem rzutu Eklidesowego punktu z € R™ na zbiér X, za$ o jest
dlugoscia kroku w s-tej iteracji. Odpowiedni dobér ciagu {a°} gwarantuje
teoretyczng zbieznosé procedury do K*. Gdy & = R", to rozbiezny ciag
dtugosci krokéw

o
a® >0, Vs, slirgo o’ =0, Zoﬁ =0 (8.85)
s=0

uzyty we wzorze (8.83) dostarcza nieskonczonego ciagu rozwiazan {x®} ta-
kiego, ze {K(z*)} — K*. W przypadku znajomosci a priori wartosci opty-
malnej K* (lub jej dolnego ograniczenia K') polecany jest takze ciag dtugosci
krokéw w formie

K(u?) — K(u”)

a® =)\
| () |12

L0<e <A <2-6<2 s=0,1,... (886)

gdzie \s jest pewnym parametrem dlugosci kroku. Jesli we wzorze (8.86)
wielkos¢ K* zastapimy przez K oraz przyjmiemy \* = 1, to dla kazdego € >
0 istnieje skonczony indeks s(¢) taki, ze K (2°(9)) < 2K* — K* +¢. Niestety, w
obu przypadkach szybko$¢ zbiegania SUB do rozwigzania optymalnego K*
silnie zalezy od przykladu problemu (8.7). W skrajnych przypadkach moze
by¢ bardzo wolna na skutek wystapienia zjawiska “zygzakowania”.
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Metoda warunkowego subgradientu
Warunkowq subréziniczkq funkeji K (z) w punkcie z jest zbiér
IK(x)={veR": K(y)>K(z)++ (y—=z), Yy X}, z € X, (8.87)
zwiazany z definicja (8.82) zaleznoscia
0¥ K(z) = 0K (z) U Nx(z), Yz € X, (8.88)
gdzie

n . I/T _ <
NX(:U):{ éuER : (y—x) <0, Yy € X}, i;; (8.89)

jest stozkiem normalnym do X w z. Odpowiednio, subgradientem warun-
kowym funkcji K w punkcie = jest 4X(x) € 0¥ K(x). Metoda warunkowej
optymalizacji subgradientowej (C-SUB) generuje ciag rozwiazan {z®} we-
dtug zaleznosci

xs—i—l :PX(Z‘S—QS’}’X(Z‘S))7 s=0,1,..., (890)

Dla krokéw opisanych wzorem (8.85) przy zalozeniu, ze X'™* jest ograniczony
oraz

sup, {|| v (2°) ||} < o0 (8.91)

a takze -
z:(ozs)2 < 00 (8.92)

s=0

to {K(z®)} — K™ oraz {z°} zbiega do pewnego elementu zbioru X*. Taki

sam charakter zbieznosci wystepuje dla krokéw opisanych analogiem wzoru
(8.86)

K(uw?) — K(u")
I (@) |12

przy zalozeniu (8.91).

Szczegdlnym przypadkiem C-SUB jest warunkowa metoda najszybszego
spadku, w ktérej kierunek v~ (z) wyznacza sie poprzez rozwigzanie problemu
pomocniczego

a® =\ ,0<e <A <2—-6<2, s5=0,1,... (8.93)

min{|| v ||?: v € 0¥ K(x)}. (8.94)

Wyznaczony kierunek jest dopuszczalny jesli X jest wieloScianem.
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Metoda rzutowanego subgradientu

W wielu zastosowaniach optymalizacji subgradientowe] (na przyklad w
schemacie relaksacji Lagrange’a) tylko jeden subgradient w z jest bezposred-
nio dostepny, podczas gdy zbiér rozwigzan dopuszczalnych jest opisany ze-
stawem stosunkowo prostych warunkéw. Ograniczenie problemu rzutowania
(8.94) do odpowiedniej rézniczki czastkowej KX w punkcie x jest problemem
rzutowania subgradientu

v¥(x) = argmin{|| v [|*: 7 € y(2) + Nx (2)}. (8.95)

Dalej symbol v (z) bedzie uzywany do oznaczenia rzutowanego subgradien-
tu zamiast warunkowego. Rzutowany subradient moze by¢ takze otrzymany
przez rozwiazanie problemu dualnego do (8.95)

v¥(z) = argmin{|| ¥ — y(2) I v € ~Tx(2)}, (8.96)

gdzie Tx () jest stozkiem tangenesowym zbioru X w punkcie x. Odpowied-
nia metoda z rzutowanym subgradientem P-SUB jest zbiezna przy tych sa-
mych zalozeniach jak C-SUB.

8.4 Metody przyblizone

Metoda przyblizona A wyznacza pewne rozwiazanie 22 € X takie, ze
K (z4) jest bliskie K (x*). Metod przyblizonych jest zdecydowanie wiecej niz
doktadnych, zwykle sa problemowo-zorientowane. Dla probleméw optyma-
lizacyjnych wystepujacych w DPP do$¢ czesto dla tego samego problemu
istnieje wiele alternatywnych metod rozwiazywania (doktadnych i przybli-
zonych) o istotnie réznych cechach numerycznych. W celu ulatwienia uzyt-
kownikowi orientacji w tej rozlegtej dziedzinie wprowadzono oceny “dobroci”
algorytméw umozliwiajace ich wzajemne poréwnywanie. Zasadniczo, jako$é
metody przyblizonej jest oceniana z dwéch punktow widzenia: ztozonosé ob-
liczeniowa algorytmu oraz doktadno$é¢ przyblizenia. Dalsza charakterystyka
bierze pod uwage mi.in. gwarancje zbieznosci do rozwiazania optymalne-
go, szybko$é tej zbieznosci. Jako$é wszystkich wymienionych ocen zalezy od
metody, problemu oraz konkretnych danych liczbowych podanych do algo-
rytmu.

8.4.1 Blad przyblizenia

Zbiér danych liczbowych problemu specyfikuje przyktad konkretny Z te-
go problemu. Oznaczmy przez X (Z) zbiér wszystkich rozwiazan problemu
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dla tego przykltadu za$ przez K(x;Z) wartosé¢ kryterium K dla rozwia-
zania © w przykladzie Z. Rozwiazanie z* € X(Z) takie, ze K(z*;Z) =
mingey(z) K(7; Z) jest nazywane rozwigzaniem optymalnym dla tego przy-
ktadu. Niech 24 € X (Z) oznacza rozwigzanie przyblizone generowane przez
algorytm A dla przykladu Z. Za blad przyblizenia algorytmu A mozemy
przyjmujaé¢ jedna z nastepujacych wielkoséi

BY(2) = |K (% 2) - K(2%;2)| (8.97)
SAZ) = K(z?;2) /K (z*; Z) (8.98)
T4(Z) = (K(2%; 2) — K (2%, 2)) /K («*; 2) (8.99)
UA(2) = (K@@ Z2) — K (2% 2)) /K (2% 2) (8.100)

Zasadniczo sposob definicji btedu jest dowolny jednakze powinien bra¢ on
pod uwage m.in. nastepujace elementy: (a) sensownos$¢ definicji, np. wyraze-
nia (8.98)—(8.100) nie moga by¢ stosowane jesli K (z*) = 0, (b) adekwatnosé
oceny wlasnosci algorytmu, (c) mozliwo$é wykonania analizy zachowania sie
btedu dla réznych Z.

8.4.2 Analiza zachowania sie bledu przyblizenia

Btad przyblizenia moze byé¢ badany eksperymentalnie lub analitycznie
(analiza najgorszego przypadku, probabilistyczna). Analiza eksperymental-
na jest najbardziej popularng i tatwa do przeprowadzenia metoda oceny
jakosci algorytmu, jednakze jest takze metoda subiektywna bowiem jej wy-
nik zalezy od wyboru probki przykitadow. Przeciwnie, trudniejsze do wy-
konania analizy najgorszego przypadku i probabilistyczna dostarczaja ocen
niezaleznych od przykladéw. Mozna powiedzieé, ze analizy te dostarczaja
odmiennych, uzupelniajacych, czasami bardziej wlasciwych charakterystyk
zachowania sie algorytmu. Dopiero wyniki tych ostatnich analiz w potaczeniu
z wynikami analizy eksperymentalnej oraz analizy zlozonosci obliczeniowej
stanowia kompletng charakterystyke algorytmu.

Analiza eksperymentalna

Jest to najbardziej popularna metoda analizy mimo jej niedoskonato-
Sci. Polega na ocenie a posteriori zachowania sie algorytmu (btad przybli-
zenia, czas pracy algorytmu) w oparciu o wyniki przebiegu algorytmu na
ograniczonej, reprezentatywnej probee przyktadéw konkretnych Z. Poniewaz
nie zawsze do konica jest jasne co oznacza pojecie probki reprezentatywnej,
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otrzymywane wyniki nie zawsze dostatecznie dobrze odzwierciedlaja wila-
sno$ci numeryczne algorytmu. Prébki moga by¢ ustalone (zbiory wspoélnych
przykladéw testowych) lub generowana w sposéb losowy. Z powodu NP-
trudnoéci rozwazanych problemdéw, moga wystapi¢ ktopoty z policzeniem
rzeczywistych wartoéci btedow ze wzgledu na zbyt duzy koszt obliczenia
K(z*). W tym przypadku re-definuje sie pojecie bledu uzywajac wartosci
referencyjnej K¢/ w miejsce K(z*). Jako K/ mozna przyjaé¢ dolne ogra-
niczenie optymalnej wartoéci funkcji celu lub wartoéé K (z%ef) gdzie xftef
jest najlepszym znanym rozwi—zaniem, rozwiazaniem przyblizonym (otrzy-
manym innymi metodami) lub rozwigzaniem losowym.

Analiza najgorszego przypadku

Analiza to ocenia a priori zachowanie sie wybranego btedu na calej po-
pulacji przyktadéw konkretnych Z. Najczesciej stosowana jest ona do bledu
wprowadzonego przez (8.98). Odpowiednio do niego definiuje sie nastepujace
pojecia. Wspélczynnik najgorszego przypadku algorytmu A jako

nd = min{y : K(z?; 2)/K(z*; Z) <y, VZ}. (8.101)
oraz asymptotyczny wspotczynnik najgorszego przypadku

e = min{y : K (2% 2)/K (¢*; Z) <y, VZ € {W : K(z*;W) > L}},
(8.102)
gdzie L jest pewna liczba. W sposéb oczywisty zachodzi n? > 7];;40.

Analiza najgorszego przypadku dostarcza ocen skrajnie pesymistycz-
nych. Wystapienie ekstremalnej wartosci btedu, cho¢ mozliwe teoretycznie,
moze w praktyce sie nie wydarzy¢ (lub zdarzyé¢ bardzo rzadko) ze wzgledu
na wysoka specyficznos¢ danych instancji. Stad, oceny pesymistyczne mo-
ga odbiegaé znacznie od ocen eksperymentalnych i przecietnych. Gwarancje
ograniczenia wartosci btedu posiadaja rowniez schematy aproksymacyjne.

Analiza probabilistyczna

Jest to rowniez analiza aprioryczna. Zaktada ona, ze kazdy przykiad
konkretny Z zostal otrzymany jako realizacja pewnej liczby n niezaleznych
zmiennych losowych o znanym (zwykle réwnomiernym) rozkladzie prawdo-
podobienstwa. Dla podkreélenia tego faktu bedziemy uzywaé zapisu Z,, za-
miast Z. Zatem zaréwno K (z*; Z,,) jak i K (x?; Z,) sa zmiennymi losowymi.
Oznaczmy przez M4(Z,) warto$é¢ bledu algorytmu A dla przykltadu Z,, np.
MA(Z,) = K(z; Z,) — K(2*; Z,,). Oczywiscie M4 (Z,) jest takze zmienng
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losowa. Analiza probabilistyczna dostarcza podstawowych informacji o za-
chowaniu sie zmiennej losowej M4 (Z,), np. jej rozkladzie prewdopodobien-
stwa, momentach, etc. Jednakze najbardziej interesujace charakterystyki do-
tycza typu zbieznosci M4 (K; Z,,) do wartosci stalej m wraz ze wzrostem n
oraz szybkosci tej zbieznosci. Wyr6zniono nastepujace typy zbieznosci: (a)
prawie na pewno

Prob{ lim_ MAZ,) =m} =1, (8.103)

(b) wedlug prawdopodobienstwa
Jim Prob{‘MA(Zn) — m‘ > €} = 0 dla kazdego € > 0, (8.104)
(¢c) wedlug Sredniej

Jim [Mean(MA(Z,)) = ml} = 0. (8.105)
Zbieznoéé (a) pociaga (b), lecz (b) pociaga (a) tylko jezeli dla kazdego € > 0
zachodzi

i Prob{|M*(Z,) —m| > ¢} < 0. (8.106)
n=1

Podobnie, (c) pociaga (b), ale (b) pociaga (c) tylko przy spelnieniu wymie-
nionego powyzej warunku. Najlepszym jest algorytm majacy btad zbiezny
do zera prawie na pewno.

Analiza probabilistyczna dostarcza ocen usrednionych po catej populacji
instancji. Stad, wyniki obserwowane w eksperymentach moga odbiega¢ od
ocen teoretycznych. W praktyce, wiekszos¢ algorytméw wykazuje w analizie
eksperymentalnej zbieznos¢ btedéw wzglednych do zera przy wzroscie roz-
miaru problemu. Poniewaz analiza probabilistyczna dostarcza znaczacych
wynikéw zachowania sie algorytmu, jest zwykle do$é¢ skomplikowana. Z tego
powodu do tej pory niewiele algorytméw doczekalo sie¢ starannego opraco-
wania tego tematu.

8.4.3 Schematy aproksymacyjne

Ograniczenie a priori wartosci btedu do podanej wielkoéci zapewniaja
takze algorytmy aproksymujace rozwiazanie optymalne z zadang z goéry do-
kladnoscia. Algorytm A jest schematem aproksymacyjnym jesli dla kazdego
Z oraz e > 0 dostarcza rozwiazania x4 takie, ze K(z4; Z)/K (2% Z) < 1+e.
Algorytm A jest wielomianowym schematem aproksymacyjnym jesli dla kaz-
dego ustalonego e posiada on ztozonosé obliczeniowa wielomianowa. Jezeli
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dodatkowo ta zlozono$¢ jest wielomianem od 1/¢, to A jest nazywany w
pelni wielomianowy schemat aproksymacyjny.

W praktyce stopien wielomianu zlozonosci obliczeniowej ro$nie bardzo
szybko przy € dazacym do zera. Powoduje to ze schematy aproksymacyjne
sg ciggle algorytmami malo konkurencyjnymi w poréwnaniu do metod z
nastepnej sekcji.

8.4.4 Metody korzystne eksperymentalnie

W ostatnich latach, niezaleznie od rozwoju metod teoretycznych, nasta-
pit burzliwy rozwéj metod przyblizonych o dobrych i bardzo dobrych wtasno-
Sciach numerycznych potwierdzonych ekperymentalnie. Znaczna czesé tych
metod czerpie swoje inspiracje z Natury i ma zwiazek z dziedzing Sztucznej
Inteligencji (AI) oraz Uczeniem Maszynowym (ML).

Tradycyjnie metody przyblizone sa klasyfikowane jako konstrukcyjne lub
poprawiajgce. Pierwsze z nich sa metodami szybkimi, tatwo implementowal-
nymi, jednakze generuja rozwiazania obarczonych wzglednie duzym btedem
przyblizenia. Te drugie sa wolniejsze, wymagaja rozwiazania poczatkowe-
go poprawianego nastepnie krokowo, oraz dostarczajg rozwigzan o bardzo
dobrej i doskonatej jkosci. Umozliwiaja takze elastyczne ksztattowanie kom-
promisu pomiedzy jakoscia rozwiazania a czasem obliczen.

Teoretyczna ocene bledu przyblizenia uzyskano do chwili obecnej dla
duzej czesci metod konstukcyjnych i bardzo nielicznych metod poprawiaja-
cych, gtéwnie ze wzgledu na znaczny stopien skomplikowania analizy. Dla
niektérych metod poprawiajacych wykazano teoretyczna zbieznosé do opti-
mum globalnego, jednakze przy pewnych zalozeniach w praktyce trudnych
do spelnienia. Ostatecznie, przydatnosé¢ praktyczna poszczegdlnych podejéé
i metod jest wypadkowsg wlasnosci i analiz teoretycznych oraz analizy eks-
perymentalne;j.

Metody konstrukcyjne

Algorytm konstrukcyjny (constructive method, CA) generuje pojedyncze
rozwigzanie lub podzbiér rozwiazan o niewielkiej ustalonej a priori liczno-
Sci, z ktérego nastepnie wybierane jest rozwiazanie najlepsze w sensie war-
tosci funkeji celu K (z). Algorytmy te sa oparte gléwnie na nastepujacych
podejsciach: (a) reguly priorytetowe, (b) adaptacja rozwiazania otrzymane-
go dla problemu zrelaksowanego, (c) przyblizenie rozwiazania rozwiazaniem
otrzymanym z pokrewnych probleméw, (d) inne. Do grupy CA zaliczane sa
czasami takze metody ktore krokowo konstruuja rozwiazanie (rozszerzajac
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tak zwane rozwiazanie czesciowe), wykonujac w tym celu przejscie wzdluz
jednej ustalonej Sciezki dzrewa rozwiazan prowadzacej od korzenia (rozwia-
zanie puste) do liScia (kompletne rozwiazanie dopuszczalne). Decyzja o roz-
szerzeniu jestrozwigzania jest podejmowana na kazdym poziomie drzewa,
przy wykorzystaniu pewnej reguly priorytetowej lub przegladajac w tym ce-
lu niewielki pomocniczy zbiér rozwiazan czesciowych 252. Przynaleznosé tej
ostatniej podklasy metod do grupy CA jest kontrowersyjna, bowiem sg one
takze szczegblnym przypadkiem filtrowanego poszukiwania snopowego (patrz
oméwienie dalej).

Algorytmy tej klasy moga by¢ uzywane samodzielnie lub w grupach wza-
jemnie rywalizjacych metod. Sa tanie obliczenowo, jednak btad do rozwia-
zania optymalnego moze by¢ znaczny. Sa uzywane takze jako generatory
rozwigzan poczatkowych dla algorytmoéw poprawiajacych rozwiazania, np.
poszukiwan lokalnych. Kombinujac pewnag liczbe znanych algorytmoéw tego
typu dla przy uzyciu parametréw mozemy syntetyzowaé¢ nowe algorytmy
dla nowych probleméw. Kombinacja taka moze uwzglednia¢ zaréwno cale
algorytmy (ktéry lub ktére algorytmy sa polecana do uruchomienia?), jak
i parametréw tych algorytmoéw (jaka kombinacja regul priorytetowych jest
polecana do zastosowania?). Pewne oryginalne podejscie do tego zagadnie-
nia zaproponowano przy wykorzystaniu tak zwanej przestrzeni heurystyk
349, ktéra moze dostarczaé alternatywnego pojecia sgsiedztwa w przestrzeni
heurystyk.

Reguly priorytetowe

Reguly priorytetowe (dispatching rules, priorities) sa najbardziej popu-
larng i powszechnie uzywanga technika szybkiego wyznaczania rozwiazania,
zwlaszceza w systemach produkcyjnych i komputerowych 22,174,279 Sg pro-
ste, tanie obliczeniowo, malo wrazliwe na zaburzenia danych wejsciowych,
nadaja sie dobrze do systemoéw niederministycznych. Wyniki badan symu-
lacyjnych okreélaja zwestawy najkorzystniejszych regul dedykowanych dla
kombinacji (klasa systemu produkcyjnego) x (funkcja kryterialna). Niestety,
wybér odpowiednich regul zalezy nie tylko od dwu wymienionych elemen-
téw, ale takze od danych liczbowych serii konkretnych przyktadéow do roz-
wiazywania. Dlatego tez praktyczna przydatnos$¢ tych metod powinna by¢
potwierdzana szczegélowymi badaniami eksperymentalnymi.

Generalnie rozréznia sie reguly statyczne (warto$¢ priorytetu nie zmie-
nia w trakcie oczekiwania na obsluge) oraz dynamicznie (warto$é ta ulega
zmianie w trakcie). W zaleznosci od problemu oraz zastosowanej reguly,
dostarczane rozwiazania moga by¢ odleglte od 25% (przecietnie) do 500%
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(skrajnie) od rozwiazania optymalnego, w sensie miary T4 okreslonej wzo-
rem (8.99).

Obciete B&B

Ograniczajac zasoby komputerowe (czas pracy procesora, pamieé) uzy-
wane w klasycznym schemacie B&B otrzymujemy algorytm przyblizony
(curtailed B&B, truncated B&B, CB) zapewniajacy pewien kompromis po-
miedzy czasem rozwigzywania a doktadnoscia przyblizenia. Ograniczenia te
moga by¢ wprowadzone a priori do algorytmu B&B przyjmujac postaé na-
stepujacych ustaleni: (a) arbitralnie eliminowane sa wszystkie problemy cze-
sciowe odpowiadajace zbiorom X; potozonym w drzewie rozwigzan glebiej
niz pewna warto$¢ progowa, (b) sposréd probleméw potomnych otrzyma-
nych przez podzial X; na podzbiory Vi, k = 1,...,r, problemy dla k > s,
gdzie s jest pewna wartoscia progowa, arbitralnie sa eliminowane (s jest
state lub maleje wraz z glebokoscia drzewa), (c) ograniczona jest calkowita
liczba weztéw w drzewie rozwiazan, (d) ograniczony jest czas pracy algoryt-
mu, (e) arbitralnie eliminowane sa podproblemy odpowiadajace tym &, dla
ktérych (14+€)LB(X;) > UB. Mimio iz redukcja czasu obliczen jest znaczna
w poréwnaniu z klasycznym B&B, algorytmy CB zachowuja podstawowa
negatywng ceche swojego przodka — objawiaja znaczacy wzrost ilosci obli-
czen (eksplozje) po przekroczeniu pewnego, wzglednie nieduzego rozmiaru
problemu. Dodatkowym mankamentem jest fakt, ze dla niektérych aplikacji
algorytm CB moze w chwili zakonczenia nie dostarczy¢ zadnego rozwigza-
nia dopuszczalnego. Mimo iz okres$lenie CB stosunkowo rzadko wystepuje w
literaturze, pewne szczegdlne warianty tego podejécia sg znane pod innymi
nazwami, patrz poszukiwanie snopowe, poszukiwanie progowe.

Poszukiwanie adaptacyjne

Algorytmy te, oznaczane czesto w literaturze jako A oraz A*, odpowia-
daja schematowi B&B, w ktérym poszzukiwane jest dowolne rozwigzanie
przyblizone 24 speliajace warunek K(z4)/K(2*)) < 1+ € dla danej ma-
lej wartosci przyblizenia e > 0. Pozwala to zmniejszenie nakladu obliczen
w stosunku do klasycznego B&B, zwykle za cene nieznacznego pogorszenia
wartosci funkcji celu. Podejscie takie pozwala ksztaltowaé elastycznie relacje
(czas obliczen) — (jako$¢ rozwiazania), dostosowujac ja indywidualnie do
aktualnych potrzeb, dostarczajac algorytmoéw o “posrednich” wlasnosciach
numerycznych. W praktyce eliminowane sa arbitralnie podproblemy czeécio-
we odpowiadajace tym X, dla ktorych (1+¢€)LB(X;) > UB. Relacja (koszt
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obliczen) « (dokladnosé) jest silnie nieliniowa i silnie specyficzna, nie tylko
dla probleméw, ale nawet dla konkretnych przyktadéw liczbowych. Algoryt-
my adaptacyjne posiadaja wszystkie pozytywne i negatywne cechy metod
CB.

Poszukiwania lokalne

W ostatnich latach znaczna uwage zwrdécono na podejscia oparte na lo-
kalnym przeszukiwaniu (local search, LS) zbioru rozwiazan X. Baza meto-
dy jest analiza wybranych lub wszystkich rozwiazan lezacych w pewnym
bliskim otoczeniu N (z) C X wybranego rozwiazania z. Analiza dostarcza
rozwigzan, ktore staja sie kolejnymi zréodtami lokalnych otoczen, zastepujac
rozwiazania biezace i umozliwiajac tym samym powtarzanie procesu poszu-
kiwan. Odpowiednie metody LS tacza wiele zalet: znaczng szybkosé pracy,
prostote implementacji oraz maty btad do rozwigzania optymalnego. Wielu
badaczy uwaze te metody za najbardziej obiecujace dla szczegdlnie trudnych
probleméw optymalizacji dyskretnej. Termin lokalne poszukiwanie odnosi si¢
do calej grupy metod, w tym takze tych najbardziej zaawansowanych “od-
pornych” na lokalne ekstrema. Zwykle implementacja algorytméw tego typu
jest prosta, chociaz niektére z nich sa catkiem nietrywialne.

Metody popraw

Poszukiwania lokalne sa czesto nazywane metodami popraw (improve-
ment metods, IM) lub matodami iteracyjnymi (iterative methods), choé¢
pierwsze z tych okreslen jest troche mylace. Nie zawsze kazdy pojedyn-
czy cykl iteracyjny LS dostarcza rozwiazania poprawionego w sensie war-
tosci funkcji celu, bowiem zdarza sie gorsze. Mozna stwierdzi¢, ze celem
nadrzednym IM jest poprawienie, w wyzej wspomnianym sensie, dostarczo-
nego rozwiazania poczatkowego, to znaczy wyznaczenie, na bazie danego
rozwiazania, innego lepszego rozwiazania. Takie stwierdzenie nie precyzuje
zadnego konkretnego algorytmu, lecz cala grupe metod o podanej wlasno-
Sci. Odnoszac sie do pojedynczej iteracji w metodzie LS, rozréznia sie co
najmniej dwie odmienne strategie poszukiwania: (a) do pierwszej poprawy,
(b) do najlepszej poprawy. W przypadku (a), pierwsze napotkane rozwiaza-
nie w otoczeniu spetniajace podany warunek zastepuje rozwiazanie biezace,
powodujac zamkniecie cyklu iteracyjnego. W drugim przypadku zawsze wy-
konywany jest proces sprawdzenia calego otoczenia i dopiero wtedy rozwia-
zanie najlepsze, to jest spelniajace podany warunek w najlepszym stopniu,
zastepuje rozwiazanie biezace. Obie strategie sg zachtanne jednak w rézny
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sposéb. Latwo zauwazyé, ze pierwsza strategia jest mniej kosztowna obli-
czeniowo, za to wolniej zbiezna. Co wiecej, jej dobro¢ zalezy od kolejnosci
przeglgdania rozwiazan w otoczeniu. Druga strategia jest bardziej kosztowna
obliczeniowo, za to szybciej zbiezna.

Krajobraz i doliny

Szereg najnowszych prac z optymalizacji dyskretnej potwierdza silna za-
lezno$é pomiedzy krajobrazem (landscape) przestrzeni rozwiazan, a ekspery-
mentalnie weryfikowang dobrocia algorytméw. Krajobraz jest tu rozumiany
jako zwiazek, czesto statystyczny, pomiedzy wzajemna odlegloscig rozwig-
zamn, a ich warto$ciami funkcji celu. Dla rozwiazan reprezentowanych obiek-
tami kobinatorycznymi (permutacje, podzialy zbioru, itp.) wymagane sa do
tego celu specyficzne miary odleglodci. Zaréwno Rys. 77 jak i wyniki innych
badan 306 potwierdzaja zblizony do chaotycznego rozktad wartosci funk-
cji celu w przestrzeni, przy czym liczne, rozproszone ekstrema lokalne pel-
nia role atraktorow. W tych warunkach poszukiwanie ekstremum globalnego
mozna poréwnaé¢ do wedréwki czlowieka przez Himalaje, we mgle, w ce-
lu znalezienia punktu polozonego najwyzej w bezwzglednej skali wysoko$ci.
Dla wigkszosci zagadnien mozna eksperymentalnie potwierdzi¢ istnienie jed-
nej rozleglej doliny (big valley) zawierajacej liczne, blisko potozone “dobre”
ekstrema lokalne (lub niewielkiej liczby takich dolin), cho¢ nie wszystkie kla-
sy probleméw wykazuja ta wlasciwosé. (Analogia do doliny jest do$¢ odlegla
bowiem powierzchnia reprezentujaca funkcje celu nie jest gladka.) Co wiecej
ksztalt oraz potozenie doliny jest zalezne od nie tylko od klasy problemu, ale
takze od konkretnego przyktadu liczbowego problemu. Z tego powodu, nowo
projektowane algorytmy wyodrebniajg i kolekcjonuja informacje o cechach
przestrzeni rozwigzan, wykorzystujac ja nastepnie do modyfikacji kierunkéw
poszukiwan. Ograniczenie poszukiwan do najbardziej obiecujacyh obszaréw
przestrzeni rozwiazn pozwala w wielu przypadkach zastosowaé zasade poszu-
kiwacza grzybéw “blisko znalezionego ekstremum lokalnego mozna znalezé
inne lokalne ekstremum, by¢ moze lepsze”.

Intensyfikacja i rozproszenie

Wykladnicza wielko$¢ przestrzeni rozwiazan dla probleméw praktycz-
nych, potaczona z NP-trudnoscig odpowiednich zagadnien, wyklucza moz-
liwos¢ przeszukania w technice LS wiecej niz znikomego ulamka promila
wszystkich rozwiazan. Nawet, jeSli obiecujace rozwiazania sa skupione w
jednej matej dolinie, to i tak bezwzgledna liczba rozwiazan tam wystepuja-



8.4. METODY PRZYBLIZONE 109

cych jest praktycznie zbyt duza, by dokonaé¢ choéby ich pobieznego przegla-
du. Stad powstaje natychmiast pytanie, ktore rozwigzania nalezy sprawdzaé
i wedlug jakiej reguly? Zostalo potwierdzone w wielu badaniach, ze kazdy
“rozsadny” proces poszukiwan powinien realizowaé¢ zaréwno staranne, szcze-
gbélowe przeszukiwanie niewielkich obiecujacych obszaréw przestrzeni (inten-
sification), jak i rozproszone przeszukiwanie odleglych obszaréw przestrze-
ni, w celu zlokalizownia obszaréw najbardziej obiecujacych (diversification).
Rézne znane metody LS realizuja oba wymienione elementy w réznym stop-
niu i w rézny sposoéb. Oddzielnym nietrywialnym zagadnieniem pozostaje
zapewnienie globalnej rownowagi pomiedzy tymi tendencjami oraz celowe
nimi sterowanie w trakcie catego procesu poszukiwan.

Poszukiwanie zstepujace

Metoda szukania zstepujacego (descending search, DS) jest historycz-
nie najstarssza i jedna z prostszych technik poprawy danego rozwigzania
2% € X. Metoda ta jest pokrewna do techniki wspinaczki (hill climbing) dla
probleméw maksymalizacyjnych. Elementarny krok tej metody wykonuje,
dla danego rozwiazania 2* € X, przeszukiwanie calego podzbioru rozwiazan
N(zF) C X zwanego sgsiedztwem (otoczeniem lokalnym rozwiazania x*) w
celu znalezienia rozwigzania z*t! € M (2*) z najmniejsza wartoscia funkcji
celu K (x). Jezeli tylko w sasiedztwie N'(z¥) istnieje rozwigzanie dla ktérego
K(zF1) < K (2%), poszukiwanie si¢ powtarza zaczynajac od zF*+1 zaé caty
proces process jest kontynuowany dopoki warto$é funkcji celu maleje. Tra-
jektoria poszukiwan z°, z!, ... zbiega monotonicznie w kierunku ekstremum
lokalnego, gdzie metoda DS konczy swoje dziatanie. Startujac wielokrotnie
metode DS z réznych (losowo wybranych) rozwiazan poczatkowych z¥ mo-
zemy eliminowa¢ w pewnym zakresie wrazliwo$¢ DS na lokalne ekstrema.
Pewna mutacja metody jest poszukiwanie zstepujace z pelzaniem (descen-
ding search with drift, DSD), ktére akceptuje na trajektorii takze nieodwie-
dzone rozwiazania z ta sama wartoécia kryterium, tzn. K (z*+1) = K(2F).
Generalnie, metoda DS jest najprostsza i najczesciej stosowana metoda po-
prawy rozwigzania mimo jej nieodpornosci na ekstrema lokalne.

Poszukiwanie losowe

Metoda poszukiwan losowych (random search, RS), startujac od danego
(lub przypadkowego) rozwiazania xzoy € X, generuje trajektorie poszukiwan
20,21, ... w ten spos6b, ze kolejne rozwigzanie z**! jest wybierane losowo

w sasiedztwie N(z¥) (czesto N(z¥) = & dla kazdego k). Oczywiscie, RS
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zwraca jako wynik poszukiwan rozwiazanie najlepsze z trajektorii. Histo-
rycznie RS wystepuje w literaturze takze pod nazwa metody Mone-Carlo.
Chociaz metody losowe nie jest wrazliwe na ekstrema lokalne, ich zbiez-
nosé¢ do dobrego rozwiazania jest ogélnie staba. Pewne odmiany tej metody
dopuszczaja modyfikacje rozkladu prawdopodobienstwa przy wyborze sa-
siada w celu skierowania poszukiwan w bardziej obiecujacy obszar zbioru
rozwigzan X. Zmiana rozkladu moze mieé charakter arbitralny (wynikajacy
z teoretycznych wlasnosci problemu), eksperymentalny (wynikajacy z badan
empirycznych) lub adaptacyjny (uczenie w trakcie szukania).

Poszukiwanie snopowe

Ogdlnie poszukiwanie snopowe (beam search, BS) jest podobne do “o$-
wietlania” wiazka (snopem) $wiatla przestrzeni rozwiazan. Kazdy “oSwie-
tlony” punkt przestrzeni rozwigzan staje sie zrédlem ukierunkowanej, ogra-
niczonej wiazki $wietlnej zawierajacej pewna liczbe rozwigzan potomnych,
zwykle najbardziej obiecujacych z punktu widzenia procesu poszukiwan.
Ocena przydatnosci rozwiazan moze byé prowadzona zaréwno w oparciu
o wartos¢ funkcji celu jak i w oparciu o inne funkcje definiowane przez uzyt-
kownika.

Czesto BS wystepuje w odniesieniu do schematu B&B, dokladniej CB,
gdzie powoduje ograniczenie liczby bezposrednich nastepnikéw wezta w drze-
wie rozwigzan podlegajacych rozwinieciu. Liczba ta nie moze byé¢ wieksza
niz pewna ustalona a priori szerokosé wigzki. Rozwinieciu podlegaja zwykle
wezly najbardziej obiecujace, np. w sensie wartosci dolnego ograniczenia lub
wartodci pewnej innej (czesto heurystycznej) funkcji oceny. Wybér weztow,
nazywany filtrowaniem, dostarcza pewnej liczby weztéw wynikajacej z sze-
rokosci filtra podlegajacej dalszej analizie. Metoda ta nosi nazwe filtrowane
poszukiwanie wigzkq (filtered beam search, FBS).

Poszukiwanie progowe

Algorytmy te (threshold algorithms, TA) realizuja proces poszukiwania
lokalnego, przy czym akceptowane sg rozwigzania z’ z otoczenia lokalnego
N(x), dla ktérych K(2') — K(z) < L, gdzie L jest pewna wartoscia progowa
(threshold). Dla L = 0 otrzymujemy znany algorytm DS. Algorytmy RS, SA,
SJ moga byéinterpretowane jako TA z wartoscig L wybierang losowo w kaz-
dym kroku. Klasyczny TA dopuszcza generalnie L > 0. Intuicyjnie, warto$é
L powinna by¢ wzglednie duza na poczatku procesu poszukiwan i dazy¢ do
zera pod koniec procesu szukania. Niestety nie ma ogdélnych przeslanek do-
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tyczacych scenariusza zmian wartosci L; dobierana jest ona do konkretnych
zastosowan indywidualnie.

Poszukiwania ewolucyjne

Poszukiwanie ewolucyjne (genetic search, GS) odwoluje sie¢ do Natury
zakladajac, ze niejawnym celem Ewolucji jest optymalizacja dopasowania
osobnikéw do srodowiska, za$ przekazywanie cech pomiedzy pokoleniami
odbywa sie zgodnie z teoria ewolucji Darwina. GS uzywa podzbioru rozpro-
szonych rozwiazan W C X zwanego populacjg do prowadzenia poszukiwan
rownoczesnie w wielu obszarach zbioru rozwiazan X. Dzigki temu est w
stanie uniknaé¢ ekstreméw lokalnych oraz moze dotrzeé¢ do wielu odleglych
obszaréw zbioru X.

Kazde rozwiazanie x zwane osobnikiem jest kodowane przez zbidr jego
atrybutéw zapisanych w materiale genetycznym (chromosomy, geny). Sze-
reg technik kodowania, specyficznych dla réznych typow probleméw, zostato
podanych i przebadanych. Populacja jest kontrolowana zasadniczo przez cy-
klicznie nastepujace po sobie procesy reprodukcja, krzyzowanie i mutacja
oraz przezycie lub selekcja. W fazie reprodukcji, osobniki sa powielane pro-
porcjonalnie do ich miary przystosowania do $rodowiska. (Najprostsza funk-
cja adaptacji jest wartos¢ K (z) dla osobnika z.) Ten proces gwarantuje, ze
osobniki lepiej przystosowane beda mialy wiecej potomkéw w nastepnym
pokoleniu. Osobniki wybrane na z rozszerzonej populacji tworza pule rodzi-
cielskq. 7 tej puli kojarzymy pary rodzicéw, ktorzy nastepnie dostarcza odno-
wione pokolenie. Kazdy osobnik nowego pokolenia jest nowym rozwigzaniem
2’ otrzymanym z dwdch rozwigzan rodzicielskich x oraz y przez zastosowanie
operatora krzyZowania genetycznego. Wiele operatoréw genetycznych, specy-
ficznych dla probleméw, zostalo podanych i przebadanych, np. 59. Mutacja
jest ubezpieczeniem na wypadek utraty istotnych atrybutéw rozwiazan oraz
powolnym mechanizmem wprowadzania atrybutéw innowacyjnych. Mutacja
powoduje sporadyczne, losowe (z malym prawdopodobienstwem) zmiany w
materiale genetycznym. W fazie przezycia wybierane sa osobniki (sposréd
starego 1 nowego pokolenia lub tylko owego pokolena), ktére wejda w sktad
nowej populacji. Przezycie (selekcja osobnikéw) zwykle wykonywana jest
metoda ruletki, dajac wigksze szanse osobnikom lepiej przystosowanym.

Metoda GS posiada wiele punktéw swobody. Wymagane jest co naj-
mniej okreslenie nastepujacych elementéw: sposob kodowania atrybutéw w
chromosomach, posta¢ funkcji adaptacji, schemat wyboru puli rodzicielskiej,
schemat kojarzenia rodzicéw, operatory krzyzowania, schemat mutacji, sche-
mat przezywania. Chociaz funkcjonowanie wielu z w/w skladnikéw zostato
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przebadane i opisane, ciagle jeszcze dla nowych probleméw kluczem do suk-
cesu jest ich wlasciwa kompozycja.

Mimo iz coraz wiecej ztozonych mechanizméw doboru oraz operatoréw
genetycznych zaproponowano, pewne niedostatki algorytméw GS sa wcigz
obserwowane w praktyce. Wyrazaja sie one przedwczesna zbieznoscia do lo-
kalnego ekstremum lub staba zbieznoscig do rozwiazan bliskich optymalne-
mu. Podczas gdy GS zachowuje sie zadawalajaco dobrze dla matych przykta-
dow, btedy przyblizenia dla przyktadéw o duzym rozmiarze moga by¢ znacz-
ne. Wykazano, ze odpowiedzialno$¢ za przedwczesna zbiezno$é¢ do lokalnych
ekstreméw ponosi niewlasciw sterowanie dynamika rozwoju populacji. Aby
poprawi¢ dopasowanie populacji do srodowiska, do reprodukcji w kazdym
pokoleniu sg preferowane najlepsze osobniki, co pociaga stale zmniejszanie
rozproszenia genetycznego populacji. To z kolei zmniejsza mozliwosci znale-
zienia istotnie innego lepszego rozwiazania poprzez krzyzéwke genetyczna i
wstrzymuje postep do czasu gdy dopiero mutacja (po ogromnej liczbie po-
kolen) wprowadzi potrzebna zmian¢ w materiale genetycznym. Dlatego tez
celem nadrzednym algorytmu GS jest utrzymaé¢ dopasowanie maksymalnie
skrajne bez utraty rozproszenia genetycznego populacji.

Zaproponowano techniki kontrolowanie zbieznosci algorytmu GS przez
strategie kojarzenia rodzicow, wprowadzenie struktur do populacji oraz wzorce
zachowan spotecznych. W pracy 112 wprowadzono funkcje wspoldzielenia w
dopasowaniu rodzicéw w celu zapobiezenia zbyt bliskim podobienstwom ge-
notypowym. Inne bezposrenie podejscia zapobiegania kazirodztwu postuguja
sie odlegloéca Hamminga przy ocenie podobienstwa genotypowego, 74. T'wo-
rzenie struktur w ramach populacji moze by¢ otrzymane przez podzial popu-
lacji na wyspy (model migracyjny) lub poprzez wprowadzenie nakladajgcych
sie sgsiedztw pokrywajacych cala populacje (model dyfuzyjny), 74,105,250,
Oba modele zaktadaja ograniczenie bezposredniej wymiany danych pomie-
dzy osobnikami z réznych obszaréw zamieszkalych przez sub-populacje przez
co wprowadzaja naturalne nisze ekologiczne umozliwiajace zachowania po-
zadanego rozproszenia genetycznego. 7 kolei podejscie oparte o zachowania
socjalne przypisuje kazdegmu osobnikowi w populacji odpowiednig postawe
spoteczna, np. zaspokojony, zadowolony lub rozczarowany, 236. Wzorzec po-
stawy wynika m.in. z wartosci funkcji celu wyznaczonej dla osobnika. Ocena
aktualnego zachowania ma wplyw na postawe w przysztoéci, zatem osobniki
moga réznie reagowaé w tej samej sytuacji Srodowiskowej. Kazda postawa
spoleczna wplywa na gotowos¢ osobnika do wchodzenia w krzyzowki, muta-
cje lub na uspienie, klonowanie (przetrwanie do kolejnego pokolenia).

Sztuczna technka GS jest wciaz rozwijana, poprzez osadzanie kolejnych
proceséw nasladujacych Nature, gtéwnie w celu zapobiegania stagnacji ewo-
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lucji poszukiwan. Najnowsze kierunki zmierzaja do rozrézniania cech feno-
typowych (obserwowana ekspresja cech osobnika - rozwiazania) i genotypo-
wych (kod cech rozwiazania), dominacji genéw oraz nadmiarowego kodowa-
nia cech za pomoca wielu genéw. Mozna powiedzieé¢, ze pozostalo jeszcze
wiele elementéw Natury do wykorzystania w optymalizacji.

Do chwili obecnej algorytmy GS byly i sa stosowane to szeregu pro-
bleméw z réznym sukcesem. Ze wzgledu na duza liczbe parametréw steru-
jacych, kazda implementacja metody wymaga przeprowadzenia olbrzymiej
liczby czasochtonnych eksperymentéw komputerowych w celu ich wtasciwego
doboru. Tym niemniej dobre wyniki obliczeniowe otrzymane dla niektérych
zastosowan pozwalaja uwazaé GS za obiecujace narzedzie do rozwigzywania
trudnych problemoéw optymalizacji dyskretne;j.

Ewolucja réznicowa

Ewolucja réznicowa (differential evolution, DE) jest podklasa metody
GS. Demokratyzm tworzenia potomkéw i mutacji w GS zostal zastapiony
w DE realizacja ukierunkowanych zmian 70 sondujacych przestrzen rozwia-
zan. DE startuje od losowej populacji rozwiazan. W kazdym kroku wyko-
rzystywane sg mechanizmy mutacji i krzyzowania jednak przebiegaja one
odmiennie niz w GS. Kazdy osobnik populacji jest rodzicem dokladnie jed-
nego nowego rozwigzania probnego otrzymanego na bazie tego osobnika oraz
dwoch rozwiazan kierunkujgcych wybranych losowo z populacji. Generowa-
nie potomka ma cechy kombinacji liniowej rozwiazan z pewnymi elementami
losowosci. Oddzielny mechanizm losowosci zapobiega generowaniu potomka
przez proste powielenie rodzica. Wazna rola przypada mutacji, ktora dzie-
ki specyficznej strategii, jest samo-adaptacyjna oraz celowa co do kierunku,
skali i zakresu. Jesli rozwiazanie probne jest lepsze w sensie wartosci funkcji
celu to zastepuje rodzica w populacji, inaczej jest odrzucane. Odnowienie
populacji jest realizowane cyklicznie do chwili osiagniecia zadanej liczby ge-
neracji lub stwierdzenia wystapienia stagnacji poszukiwan. Metoda posiada
wiele specyficznych operatoréw oraz wiele punktéw swobody (parametréw)
dobieranych eksperymentalnie. Rekomendacje dotyczace wyboru wartosci
parametréw dla wybranych klas probleméw zostaly podane w 70,

Tworzenie rozwigzania prébnego odpowiada w pewnym sensie procesowi
rekombinacji i/lub mutacji, przy czym analogia jest do$¢ odlegla. Bardziej
podobne jest do losowych zaburzen pojedynczego rozwiazania w kierunku
innych rozwiazan z populacji zakladajac, ze populacja zawiera wylacznie
rozwigzania elitarne. Koncepcja ta jest dosé skuteczna jesli rozktad warto-
Sci funkcji celu w przestrzeni rozwiazan sugeruje wystepowanie dolin (va-
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leys) skupionych wokét ekstreméw lokalnych. Jak do tej pory nie sa znane
aplikacje DE dla probleméw szeregowania chociaz opisano przypadki anali-
zy probleméw ze zmiennymi réznych typow. Zraportowane implementacje,
m.in. dla probleméw projektowania filtréw cyfrowych, projektowania kon-
strukcji mechanicznych, optycznych wykazuja zaskakujaca skutecznosé¢ DE
przy wyjatkowej prostocie konstrukcji algorytmu.

Podejscie immunologiczne

Sztuczny system immunologiczny (artificial immune system, AIS) na-
sladuje w swojej budowie i dziataniu system naturalny. W Naturze system
immunologiczny jest ztozonym, rozproszonym, samo-regulujacym, samo-a-
daptacyjnym systemem wykorzystujacym uczenie, pamie¢ oraz odpowiednie
wyszukiwanie informacji w celu obrony organizmu przed patogenami i tok-
synami powodujacymi zaburzenie jego funkcjonowania. Jego podstawowym
celem jest rozpoznanie i klasyfkacja komoérek na wlasne (komoérki gospoda-
rza) oraz obce (inwazyjne). Komoérki obce sa nastepnie dalej klasyfikowane
w celu uruchomienia odpowiedniego mechanizmu obronnego wrodzonego lub
nabytego. Gléwnym typem komérek obronnych sa limfocyty B oraz T posia-
dajace wlasnosé rozpoznawania gospodarza, specyficznosé, pamieé i rozpro-
szenie. W systemie wystepuja takze inne komorki tzw. fagocytowe (neutro-
file, eozynofile, bazofile, monocyty) pelniace funkcje pomocnicze. Pojawie-
niu sie komérki inwazyjnej towarzyszy obecno$é obcych bialek (antygeny)
wywolujacych reakcje systemu immunologicznego, ktérej pierwotnym celem
jest wytworzenie specyficznych przeciwcial blokujacych receptory antygenu,
a prowadzace w dalszej kolejnosci do zniszczenia intruza.

AIS buduje analogie do systemu naturalnego przy czym tylko niektore
funkcje, elementy sktadowe oraz mechanizmy moga podlegaé¢ przeniesieniu.
Antygen (bialko inwazyjne) reprezentuje chwilowe wymagania narzucone na
rozwigzanie, np. na zakres niektérych lub wszystkich sktadowych wektora
x, nie wynikajace z danych problemu. Repertuar mozliwych antygenéw jest
bardzo duzy (czasami nieskonczony) zas aktualna konfiguracja pojawiaja-
cych sie antygenéw jest a priori nieznana. Przeciwcialo (bialtko blokujace
antygen) jest lista instrukcji (algorytmem) na utworzenie rozwiazania spel-
niajacego wymagania okreslone antygenem. Repertuar dostepnych przeciw-
cial jest zwykle niewielki lecz istnieje mechanizm ich agregacji i rekombi-
nacji w celu uzyskiwania nowych przeciwciat o odmiennych wtaéciwosciach.
Wzorce przeciwcial kolekcjonowane sg w bibliotece tworzac pamieé syste-
mu. Dopasowaniem nazywamy dobranie przeciwciala do antygenu. Wynik
dopasowania jest idealny jesli przeciwcialo pozwala na wygenerowanie roz-
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wiazania spelniajacego wymagania antygenu. W przeciwnym przypadku wy-
nik dopasowania jest pewng miarg odchylenia otrzymanego rozwiazania od
narzuconych wymagan. Zte dopasowanie zmusza system do poszukiwania
nowych typéw przeciwcial, zwykle w oparciu o ewolucje (GS, DE).

AIS moze by¢ uzywany w co najmniej dwéch kontekstach: (1) do optyma-
lizacji, (2) do przywracania dopuszczalnosci i optymalnosci rozwiazania po
zaburzeniu danych wejéciowych. W pierwszym przypadku generowany jest
ciag antygendéw o coraz ostrzejszych wymaganiach z punktu widzenia war-
tosci funkceji celu. Drugi przypadek nie wymaga komentarza i jest naturalny
w systemach produkcyjnych wymagajacych korekty przyjetych rozwigzan.
Zauwazmy, ze pamieé systemu pozwala na jego adaptacje, umozliwiajac roz-
wiazywanie ciaggu podobnych instancji problemu optymalizacji odpowiednio
efektywnie.

Podejscie uzywajace AIS jest ciagle w fazie rozwoju, jego poczatki sa
datowane na koniec lat 90-tych. Z tego wzgledu brak jest jeszcze komplek-
sowych wynikéw badan konkurencyjnosci tej metody. W pracy (??) podano
takze referencje do algorytméw DS wspieranych technika AIS oraz do zasto-
sowan w problemach szeregowania zadan.

Poszukiwania biochemiczne

Problem matematyczny jest kodowany za pomoca sekwencji DNA w for-
mie tancuchéw (o dlugosci 10-30 nukleotydéw) z lepkimi koncami, ktére
“pasuja”’ do siebie w Scisle okredlony sposoéb. Rozwiazaniem jest sekwencja
polaczonych lancuchéw, przy czym za rozwiazanie optymalne (dopuszczal-
ne) jest przyjmowany lancuch o okreslonej dlugosci zlozony z tancuchéw
elementarnych. Poszukiwanie rozwigzania polega na losowym sklejaniu sie
lancuchéw elementarnych i zachodzi w warunkach laboratoryjnych (probow-
ka) w medium zawierajacym odpowiednio duza liczbe powielonych tancu-
chéw elementarnych. Ze wzgledu na submikroskopows skale pojedynczego
zjawiska sklejania, zachodzaca reakcja jest réwnowazna znacznej liczbie (np.
10') réwnolegtych proceséw poszukiwan losowych. Stwierdzenie czy zostato
znalezione wymagane rozwiazanie jest wykonywane testem biochemicznym
wykrywajacym czasteczki DNA o okreslonych wielkosciach.

W chwili obecnej jeszcze trudno uznaé ta metode za konkurencyjna w
stosunku do innych “czysto komputerowych”, ze wzgledu na znaczny czas
wykonania niezbednych czynnosci laboratoryjnych towarzyszacych ekspery-
mentowi. By¢ moze zmieni sie to w przysztosci, bowiem stale prowadzone
sa prace w zakresie procesoréw biologicznych.
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Metody sztucznej inteligencji

Technika ta (artificial inteligence, AI) nie okresla konkretnej metody lecz
grupe metod kolekcjonujacych wiedze dotyczaca podejmowania decyzji w
procesie rozwigzywania problemu, a nastepnie generujaca na zadanie: (a)
algorytm o nieznanej a priori strukturze dedykowany do rozwigzania kon-
kretnego przykladu problemu, badZ (b) rozwiazania konkretnego przykta-
du problemu. Do grupy tej zalicza sie takze metody EM, GLS lub AMS,
cho¢ posiadaja one odmienne cechy numeryczne. Do zalet metod Al nalezy
zaliczyé¢: mozliwo$¢ autonomicznego generowania kompletnie nowych algo-
rytméw przyblizonych, uwzglednianie nie tylko danych biezacych ale takze
danych oczekiwanych, dostarczenie efektywnych narzedzi do kolekcjonowa-
nia i zarzadzania wiedza za pomoca specyficznych struktur danych. Wéréd
wad wymienia sie nadmierna czasochtonnosé¢, nadmierne koncentrowanie sie
na problemie dopuszczalnosci rozwiazan co pociaga zbyt uboga optymaliza-
cje, waska specjalizacje.

Metody ekspertowe

Metoda ekspertowa (expert systems, EM) wymaga zasadniczo dwéch
elementéw: bazy wiedzy oraz modulu wnioskowania operujacego na tej bazie.
Baza wiedzy zawiera sformalizowany zapis wiedzy eksperta (czlowieka) w
formie regul, procedur, algorytméw lub innych typéw abstrakeji. Najczesciej
uzywane s trzy typy reprezentacji wiedzy: proceduralna, deklaratywna i me-
ta. Wiedza proceduralna jest specyficznym, problemowo zorientowanym ze-
stawem wiedzy o sposobach rozwiazywania probleméw. Wiedza deklaratyw-
na specyfikuje posta¢ danych we/wy i przetwarzanych. Meta-wiedza okresla
sposéb potaczenia elementéw deklaratywnych i proceduralnych w celu roz-
wigzania problemu. Szereg specyficznych struktur danych jest uzywanych do
reprezentowania wiedzy w bazie, w tym sieci semantyczne, formuly, skrypty,
rachunek predykatow, reguty produkcji.

Oddzielnym problemem pozostaje zagadnienie nabywania wiedzy (ucze-
nie) algorytmu ekspertowego. Zrédlem wiedzy moga by¢ ludzie, dane symu-
lacyjne, dane eksperymentalne, bazy danych lub tekst. Automatyczna eks-
trakcja wiedzy z przyktadéw symulacyjnych i eksperymentalnych jest najko-
rzystniejsza i najwygodniejsza forma nauki, bowiem dla zagadnien o duzych
rozmiarach ograniczona percepcja cztowieka w procesie optymalizacji. Ta-
kie uczenie wykorzystuje przyklady do indukowania regul produkcji (np.
“if ... then ...”) przyjmujacych postaé¢ drzew decyzyjnych, w ktérych wezly
odpowiadaja atrybutom klasyfikowanych obiektéw, zas krawedzie alterna-
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tywnym wartosciom tych atrybutéw. Proces uczenia polega na modyfikacji
prawdopodobienstw skojarzonych z istniejacymi regutami, lub generacji no-
wych regut produkcji 390,

Do tej pory stworzono kilka systeméw ekspertowych dla probleméw sze-
regowania (m.in. ISIS, MPECS, OPIS, patrz Rozdz. 7), co $wiadczy ze po-
dejécie tego typu jest traktowane jako dobre narzedzie do rozwiazywania
dla ogblnej klasy probleméw szeregowania przy umiarkowanych zadaniach
dotyczacych dokladnosci rozwiazan.

Metody wieloagentowe

Agent jest unikalnym procesem programowym wspoltdzialajacym asyn-
chronicznie z innymi agentami, zwykle w systemie rozproszonym (tzw. me-
tody z rozproszona inteligencja). Kazdy agent jest autonomicznym, kom-
pletnym systemem rozwiaazywania opartym o wiedze dotyczaca pewnego
podproblemu lub problemu szczegbélnego. Z tego punktu widzenia, moze
on reprezentowaé zarowno dedykowany algorytm, zestaw algorytméw czy
tez modul ekspertowy. Zestaw agentow w systemie moze by¢ niejednorodny
w odniesieniu do wiedzy dlugoterminowej, kryteriéw oceny rozwiazan, ce-
16w, jezyka programowania, algorytméw, wymagan sprzetowych, itp. Zbiér
agentow wybranych z “biblioteki” dostepnych, tworzy system wieloagento-
wy (multiagents). W celu poprawnego i skutecznego wspoéldzialania agen-
téw, zwykle potrzebny jest odpowiedni mechanizm koordynacji, dos¢ spe-
cyficzny dla kazdej rozwazanej klasy probleméw. Metoda wieloagentowa nie
jest metoda autonomiczna lecz de facto kompozycja metod i algorytmow
zaprojektowanych w innych technologiach. Z tego punktu widzenia, wiele
zaawansowanych algorytméw szeregowania moze by¢ uwazanych za metody
wieloagentowe.

Metody ulosowione

Podejscie to (randomized methods, RM) nie okresla konkretnej meto-
dy lecz jednie ogdlny schemat postepowania polegajacy na zastepowaniu w
znanych algorytmach przyblizonych pewnych parametréw deterministycz-
nych ich odpowiednikami losowymi. Ze wzgledu na chaotyczny charakter
przestrzeni rozwiazan, wprowadzenie niewielkich losowych zaburzen w pro-
cesie poszukiwania zwykle poprawia jako$¢ otrzymanego rozwiazania. Dla
otrzymanych w ten sposéb algorytméw zrandomizowanych mozna uzyskaé
teoretyczne, asymptotyczne oceny bledu przyblizenia.
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Sciezki przejSciowe

Dla wielu probleméw dyskretnych stwierdzono wystepowanie ekstreméw
lokalnych skupionych w obszarze pojednczej doliny w przestrzeni rozwiazan.
Detekcja czy rozwazany problem posiada ta wlasnosé, lokalizacja doliny, jak
réwniez badanie topologii przestrzeni jest mozliwe poprzez Sledzenie Sciezek
przechodzgceych (paths relinkig, PR) przez ta przestrzen i laczacych wybrane
rozwiazania. W zaleznodci od charakteru przestrzeni Sciezki moga by¢ one
generowane poprzez kombinacje (liniowa) rozwiazan, lub kierunkowane za
pomoca specyficznej miary odlegtosci 110,306, W tym ostatnim przypadku,
wychodzac od jednego rozwiazania, generuje si¢ trajektorie zawierajaca roz-
wiazania zbiegajace sie (lub oddalajace si¢) w sensie miary odleglosci do (od)
drugiego rozwiazania Aby dokonaé¢ w miare petnego “pokrycia” przestrzeni
Sciezkami przejSciowymi, algorytm powinien operowaé¢ pewnym podzbiorem
rozproszonych rozwigzan, na bazie ktérych dobierana jest kombinacja przejsé
(najczesciej sa to wszystkie pary punktéw). Z tego powodu technika PR jest
rekomendowana dla metod populacyjnych takich jak GS czy SS.

Podejscie to nie okresla zadnego konkretnego algorytmu lecz dostarcza
pewnego mechanizmu, ktéry moze by¢ wbudowany w LS, TS, GS lub inne
metody poszukiwan, zwiekszajac istotnie ich efektywnosé.

Celowe $Sciezki $ledzace

Mianem tym (goal-oriented tracing paths, GOTP) okresla sie $ciezki
przejsciowe z ustalonym punktem docelowym, zaréwno deterministyczne jak
i losowe, wykonywane w technice LS. Podane referencje odnoszg si¢ do ope-
ratora genetycznego MSFX (multi-step fusion) wykonujacego wielo-krokowa
fuzje chromosomoéw rodzicéw 306 w GS, ktéry realizuje GOTP z elementami
losowosci podobnymi do SA. Jego zastosowanie w problemach szeregowania
przyniosto wyrazne korzysci dla jakosci generowanych rozwigzan, niestety
czas pracy algorymu nie zwykle dos$c dlugi.

Sterowane poszukiwania lokalne

Metoda sterowanych poszukiwan lokalnych (guided local search, GLS)
kieruje trajektorie poszukiwan w najbardziej obiecujace regiony zbioru roz-
wigzan wykorzystujac deterministyczny scenariusz formutowany oddzielnie
dla kazdego specyficznego problemu, np. 5,29. Regiony sg wybierane a priori
w oparciu o szczegblne wlasnoéci rozwigzywanego problemu. Wariant meto-
dy ze wspomnianych prac selekcjonuje regiony przez zastosowanie techniki
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BS potaczonenej z LS, co pociaga za sobg negatywne skutki eksplozji obli-
czen. Dodatkowo wariant ten jest dosé¢ wyrafinowany implementacyjnie i nie
moze by¢ rozszerzany w latwy sposéb na inne problemy.

Symulowane wyzarzanie

Metoda symulowanego wyzarzania (simulated annealing, SA) zapropo-
nowana oryginalnie w pracy 1 uzywa analogii to termodynamicznego pro-
cesu studzenia w celu wyprowadzenia trajektorii poszukiwan z ekstremum
lokalnego lub unikniecia takiego ekstremum. Stany ciala sg postrzegane jako
analogiczne to rozwigzan, zas energia ciala — analogiczna do wartosci funkcji
celu. W czasie fizycznego procesu odprezania temperatura jest redukowana
powoli w celu dojécia w kazdej temperaturze do rownowagi energetycznej
przy zachowaniu maksymalnej entropii. Stad, trajektoria poszukiwan jest
prowadzona poprzez zbiér X w “statystycznie wlasciwym” kierunku.

SA generuje trajektorie poszukiwan z°, z!, ... przechodzaca przez zbiér
X. Kolejne rozwiazanie 2*! na tej trajektorii jest wybrane wéréd tych z
N (zF) w nastepujacy sposéb. Wpierw rozwigzanie zaburzone ' € N'(2¥), is
wybierane w sposob uporzadkowany lub losowo z réwnomiernym rozktadem
prawdopodobienstwa. To rozwiazanie moze dostarczyé albo K (z') < K (z¥)
albo K (2') > K (2*). W pierwszym przypadku 2’ jest akceptowane natych-
miast jako nowe rozwiazanie do nastepnej iteracji, tzn. z**1 := /. W dru-
gim przypadku z’ jest akceptowane jako nowe rozwigzanie z prawdopodo-
biefistwem réwnym min{1,e=2/T}, gdzie A = K(z') — K(2*) zas T; jest
parametrem zwanym temperaturg w iteracji i. (W praktyce =’ jest akcep-
towane jesli dla wygenerowanej liczby losowej R[0,1] zachodzi nieréwnosé
R < e ®/T)) Jedli o/ nie zostalo zaakceptowane (ani przez pierwszy ani
przez drugi warunek), ostatecznie podstawiamy 2**1 := 2,

Temperatura jest zmieniana w czasie iteracji wedtug schematu studzenia.
W kazdej ustalonej temperaturze wykonywana jest pewna liczba, oznaczmy
ja m, iteracji. (Chociaz studzenie powinno przebiegaé¢ bardzo powoli, cze-
sto stosowana jest warto$¢ m = 1 w celu unikniecia dtugiego czasu dzia-
lania algorytmu.) Powszechnie sa stosowane dwa schematy zmian tempe-
ratury: geometryczny T;41 = NT;, 1 logarytmiczny T4 = T;/(1 + NT5),
1=20,...,N—1, gdzie N jest calkowita liczbg iteracji, A; jest pewnym para-
metrem liczbowym, zas$ Ty jest temperatura poczatkowa. Powinno zachodzié
TN < Ty oeraz T jest bliskie zeru.

Metoda SA posiada wiele parametréow, ktére nalezy dobraé¢ eksperymen-
talnie. Parametr \; jest czesto wybierany jako staly. Zakladajac znane (esty-
mowane) wartosci Ty, Tv i N, mozna wyznaczy¢ warto$é parametru \;, wg
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zaleznosci \; = (1o — Tv)/(NToTn) dla schematu logarytmicznego, 276. W
pracy 1 dostarczono takze wiele cennych rad dotyczacych automatycznego
wyboru z°, Ty, A\;, m oraz kryterium stopu. Zaproponowali oni wybraé z°
losowo, co wspiera losowosé poszukiwan i usuwa wplyw rozwiazania poczat-
kowego na proces obliczen. Temperatura poczatkowa jest ustalana na pozio-
mie 10 krotnie wiekszym niz maksymalna warto$¢ A pomiedzy dowolnymi
dwoma kolejnymi rozwiazaniami przy zalozeniu, ze oba sg zaakceptowane.
W praktyce, rozpoczynajac z x°, generowana jest pewna liczba k kolejnych
rozwiazan prébnych 20, 21, ... 2*~1 z ktérych kazde jest akceptowane. Na-
stepnie wyznaczana jest warto$¢ Apax = maxi<ick K (2! — K(2%). Na-
stepnie przyjmujemy Ty = —Apa.n(p), gdzie p = 0.9. W pracy ! podano
takze metode wyznaczania \; dla logarytmicznego schematu studzenia, tj.
Ai =In(1+49)/(30;), gdzie § jest parametrem doktadnosci osiagniecia stanu
réwnowagi (0.1 — 10.0) za$ o; jest odchyleniem satndardowym wariosci funk-
cji celu K (z) dla wszystkich rozwiazan x generowanych w temperaturze T;.
Wartosé m zalezy od natury uzytego zaburzenia losowego i jest zwykle rowna
liczbie (lub jej frakcji) réznych rozwiazan, ktére moga by¢ osiagniete z da-
nego rozwiazania przez wprowadzenie pojedynczego zaburzenia, tzn. m jest
rzedu O(’./\/' (."L‘k)‘) Kryterium stopu algorytmu moze byé oparte na ograni-
czeniu czasu przebiegu, liczby wykonywanych iteracji, dostatecznej bliskosci
temperatury do zera, dostatecznej bliskoéci pochodnej wygtadzonej sredniej
wartosci K (z) w T; do zera, 73.

Schemat studzenia ma silny wplyw na zachowanie sie¢ metody. Jezeli stu-
dzenie jest zbyt szybkie, SA zachowuje sie podobnie do metody DS i zwykle
szybko konczy swoje dzialanie w lokalnym ekstremum stabej jakosci. Jezeli
studzenie jest zbyt powolne, czas przebiegu algorytmu staje si¢ nieakcepto-
walnie dtugi. W praktyce, wlasciwy dobor wszystkich parametréw steruja-
cych metody wymaga wykonania znacznej liczby testéw komputerowych.

Istnieje szereg modyfikacji podstawowego schematu metody, majacych
na celu poprawe jej wlasnosci numerycznych. Pierwsza z nich zaklada, ze
w kazdej iteracji jest wybierana pewna prébka M* c A(2*) (o ustalo-
nej licznosci) rozwiazan zaburzonych. Wszystkie rozwigzania z probki sg
porzadkowane zgodnie z wartoscig funkcji celu. Jezeli w tej prébce istnieje
rozwigzanie ' takie, ze K (z') < K(2*), to rozwiazanie jest wybierane do na-
stepnej iteracji. Jezeli nie — pierwsze rozwiazanie z probki jest akceptowane z
prawdopodobienstwem min{1, e=B/ Tl W pozostatych przypadku pozosta-
wiamy stare rozwigzanie, tzn. 2*t! = 2. Druga modyfikacja zmienia praw-
dopodobienstwo akceptacji rozwiazania zaburzonego, e~ /T /(1 4 e=2/Tv),
w celu akceptacji z jednakowym prawdopodobienstwem zaréwno zaburzen
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korzystnych (A < 0) jak i niekorzystnych (A > 0) 108, Kolejna modyfika-
cja zmienia podstawowy schemat studzenia przez dopuszczenie okresowego
wzrostu (skoku) temperatury do jej wartosci poczatkowej Tp.

Pokazano, ze przy spelnieniu pewnych zatozen metoda SA zbiega do
rozwigzania globalnie optymalnego z prawdopodobienstwem jeden 1. Szcze-
gbtowa analiza zostala takze przeprowadzona dla asymptotycznej zbieznoéci
oraz szybkosci zbieznosci. Poniewaz niektére z tych zatozen sa w praktyce
niespelnialne, otrzymane wyniki maja bardziej teoretyczne niz praktyczne
znaczenie. Do chwili obecnej, SA byto stosowane wielu typow probleméw
z réznym stopniem sukcesu. Niemniej, dobre wyniki otrzymane dla niekté-
rych aplikacji pozwalaja uwazaé SA za jedno z mocniejszych narzedzi do
rozwigzywania trudnych probleméw optymalizacji dyskretnej.

Symulowane wstrzgsanie

Metoda symulowanego wstrzasania (simulated jumping, SJ) takze uzywa
termodynamicznej analogii do sterowania poszukiwaniami oraz wymuszania
ucieczki z ekstremum lokalnego 13. Tak zwany proces wstrzgsania polega na
stosowanym naprzemiennie gwaltownym oziebianiu i nagrzewaniu ciata, po-
wodujacym stale “potrzasanie” jego stanem energetycznym. Proces ten jest
kontynuowany dopodki pozadany stan koncowy o niskiej energii nie zostanie
osiagniety. Wstrzasanie pozwala nie tylko uzyskaé dostep do wielu obszaréw
zbioru rozwigzan ale takze zapobiega zatrzymaniu procesu poszukiwan w
ekstremum lokalnym i zwiaksza prawdopodobienstwo osiggniecia minimum
globalnego.

W praktyce SJ wprowadza do SA dodatkowo schemat podgrzewania.
Podgrzewanie jest stosowane gdy zaburzone rozwigzanie x’ nie zostalo za-
akceptowane, tzn. gdy musimy podstawi¢ 2*T! = zF. Schemat ten moze
przyjaé¢ postaé¢ T;11 = T; + Ty * r/i, gdzie r jest liczba losowa o rozkladzie
réwnomiernym z przedziatu [0.0,0.15]. Oczywiscie, SJ posiada wigcej niz SA
elementéw wybieranych eksperymentalnie w celu zapewnienia odpowiednio
dobrych witasnosci numerycznych algorytmu. Opisane zastosowania SJ po-
kazuja, ze jest to obiecujace podejscie, jednakze szybko$¢ zbieznosci silnie
zalezy od parametréw sterujacych.

Tunelowanie stochastyczne

Metoda ta (stochastic tunneling, ST) probuje przezwyciezy¢ stabosci SA
obserwowane dla silnie szorstkich funkcji celu, poprzez modyfikacje funkcji
kryterium K (x) w kierunku jej wzrostu K'(z) = 1 — exp (—y(K(z) — K*)),
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gdzie v jest pewnym parametrem, zas K* jest wartoscia funkcji celu najlep-
szego dotychczas znalezionego rozwiazania. Taka transformacja zachowuje
polozenia miniméw, ale réwnoczeénie zmniejsza wielko$é wahan funkcji celu
(zmniejsza szorstkos¢).

Poszukiwanie z zakazami

Poszukiwanie z zakazami (tabu search, TS) jest metoda zaproponowana
pierwotnie przez Glover 110 a nastepnie rozwinietg przez innych autoréw.
TS powiela naturalny proces poszukiwania rozwiazania wykonywany przez
czltowieka. Podstawowa wersja TS rozpoczyna dzialanie od pewnego roz-
wiazania poczatkowego 29 € X. (Niektére bardziej zaawansowane warianty
TS moga startowaé réowniez z rozwiaznia niedopuszczalnego.) Elementarny
krok tej metody wykonuje, dla podanego rozwigzania x*, przeszukiwanie
calego sasiedztwa N (2*) of z*. Sasiedztwo N(z¥) jest definiowane poprzez
ruchy (przejécia) ktére mozna wykonaé z z¥. (Ruch transformuje rozwia-
zanie jedno rozwiazanie w inne rozwiazanie.) Celem tego poszukiwania jest
znalezienie w N (z¥) rozwigzania zF! z najmniejsza wartoscia funkcji celu
K (x) lub wartoscia innej niekosztownie obliczanej funkcji oceny. Nastepnie
proces poszukiwania jest powtarzany od najlepszego znalezionego rozwia-
zania dostarczajac trajektorii poszukiwan z°,z',.... TS zwraca najlepsze
rozwigzanie z trajektorii.

Aby zapobiec cyklicznemu powtarzaniu sie rozwigzan na trajektorii, za-
trzymaniu w ekstremum lokalnym, oraz aby prowadzi¢ trajektorie poszu-
kiwan w obiecujace obszary zbioru rozwiazan wprowadzono pamieé historii
poszukiwan. Wérdéd wielu klas pamieci uzywanych dla TS, 110, najczedciej
wymieniana jest pamie¢ krétkoterminowa zwana lista zabronien. Lista ta
przechowuje przez ograniczony okres czasu najs$wiezsze rozwigzania z tra-
jektorii poszukiwan, wybrane atrybuty tych rozwigzan, ruchy prowadzace
do tych rozwigzan lub atrybuty ruchdéw, traktujaé je wszystkie jako forme
zabronienia dla ruchéw wykonywanych w przysztosci. Wykonanie ruchu po-
siadajacego zabronione atrybuty jest zabronione (odpowiednie rozwiazanie
musi zostaé¢ pominiete w poszukiwaniach). Zabronienie to moze by¢ anulo-
wane jesli funkcja aspiracji uzna ten ruch za wystarczajaco korzystny. Po-
szukiwanie zatrzymuje sie jesli zostala wykonana pewna liczba iteracji bez
poprawy wartoéci funkcji celu, wykonano zalozong z géry catkowita liczbe
iteracji, przekroczono czas obliczen, znaleziono rozwiazanie satysfakcjonuja-
ce uzytkownika. Mozliwos$¢ znalezienia rozwiazania optymalnego (bez gwa-
rancji znalezienia go) zapewnia tak zwana wlasno$é stycznosci (connectivity
property) dowodzona dla oddzielnych probleméw i sasiedztw. Wlasnosé ta
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okresla warunki przy ktoérych dla dowolnego rozwiazania poczatkowego zV,
istnieje trajektoria poszukiwan 20, z', ..., 2" taka, ze 2%+ € N (z¥) zbiezna
do rozwiazania optymalnego =" = x*. Wlasnoséé stycznosci jest takze anali-
zowana dla metod SA i SJ. Niezaleznie od powyzszej wlasnosci, dla niekté-
rych wariantéw metody TS wykazano teoretyczng zbiezno$é¢ do rozwigzania
optymalnego.

Poszukiwanie z pamiecia adaptacyjng

Poszukiwanie z pamiecia adaptacyjna (adaptive memory search, AMS)
jest stosowane do okreslenia bardziej zaawansowanych schematow TS, ktére
wychodza poza zbiér sktadnikéw i narzedzi opisanych w rozdziale poprzed-
nim. Zostalo sprwawdzone eksperymentalnie, ze proces poszukiwania po-
winny posiadaé¢ swoista réwnowage pomiedzy uszczegélowieniem (staranne
przeszukiwanie niewielkich obszaréw zbioru X’) a rozproszeniem (przeszuki-
wanie rozproszonych obszaréw zbioru X). Tak wiec AMS wprowadza szer-
szy schemat dodajac bardziej wyrafinowane techniki pamieciowe (np. pamieé
dtugoterminowa, pamieé czestotliwo$ciowa, pamieé atrybutowa, haszowa li-
sta zabronieri), nowe elementy strategiczne (np.strategia listy kandydatow,
oscylacje strategiczne, przelgczanie $ciezek) oraz zachowanie adaptacyjne z
uczeniem (np. zabronienia reagujgce 30,386). Wiecej szczegbétéw technik AMS
mozna znalezé w pracy 110. Chociaz uproszczone wersje TS czasami sg za-
skakujaco skuteczne, metoda AMS jest znacznie bardziej efektywna niz T'S.

Metoda geometryczna

Podstawa metody (geometric search) jest pewne geometryczne twierdze-
nie dotyczace uporzadkowania wektoréw 32,92,329. Wspoélrzedne wektordw
reprezentuja, w tym przypadku, dane problemu. Na bazie w/w wlasnosci
zbudowane zostalto szreg konkretnych algorytméw oraz schematéw aproksy-
macyjnych dla wybranych probleméw szeregowania. Mimo, iz otrzymane w
ten sposéb algorytmy posiadaja precyzyjnie okreslong teoretyczna zaleznosé
pomiedzy kosztem obliczen a jakoscia dostarczanych rozwiazan, otrzymane
wyniki maja w chwili obecnej bardzie teoretyczne niz praktyczne znaczenie,
glownie ze wzgledu na: niska efektywnosé, kontrowersyjne wyniki w anali-
zie eksperymentalnej, znaczne skomplikowanie implementacji komputerowej
algorytmu.
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Poszukiwanie mréwkowe

Poszukiwanie mréwkowe (ant colony optimization, ACO) odwoluje sie do
“inteligentnego” zachowania kolonii “nieinteligentnych” lecz wspotpracuja-
cych osobnikéw, majacej analogie do spotecznosci mréwek 70,83, Metoda ta
polecana pierwotnie do probleméw optymalizacji stochastycznej znalazta za-
stosowanie w rozwiazywaniu problemoéw optymalizacji dyskretnej. Dziatania
poszukiwania sg rozproszone pomiedzy osobniki z bardzo prostymi umiejet-
nosciami, ktére przypominaja w swych zachowaniach prawdziwe mréwki.
Metoda ta jest inspirowana odkryciem znaczenia $ciezki feromonowej w po-
szukiwaniu przez mrowke najkrétszej Sciezki prowadzacej z mrowiska do
zrédla pozywienia i z powrotem. Podczas gdy izolowana mréwka porusza
sie losowo, trafiajac na pozostawiona na powierzchni gruntu sciezke feromo-
nowsg, porusza sie wzdtuz tej Sciezki z prawdopodobienstwem proporcjonal-
nym do intensywnosci $ladu feromonowego. Kazda mréwka w czasie ruchu
znaczy Sciezke swoim wlasnym feromonem, zwiekszajac intensywnosé $ladu.
Réwnoczeénie feromon paruje ze Sciezek aby zapobiec eksplozji procesu. Za-
kladajac pewne dopuszczalne Sciezki dla mréwek (zaleznie od rozwazanego
problemu), pewien model zachowania mréwki (mréwka ma pewna pamieé
krétkoterminowa, moze uzywaé¢ wzroku w ograniczonym zakresie, posiada
czujnik §ladu ferromonowego), poczatkowy rozktad mréwek na ograniczo-
nym obszarze oraz poczatkows intensywnosé Sciezek feromonowych, rozpo-
czyna sie proces symulacji z dyskretnym czasem. Jezeli tylko nie wystapi
zjawisko stagnacji poszukiwan, algorytm zbiega do pewnego dobrego roz-
wigzania przyblizonego.

Algorytm mrowkowy dla problemu optymalizacji dyskretnej traktuje roz-
wigzanie dopuszczalne problemu jako analogiczne do trasy mréwki od mro-
wiska do Zrédla pozywienia (dla niektérych zagadnien takze z powrotem),
za$ wartosé funkcji celu jako analogiczng do dtugosci tej trasy. Kazda mréw-
ka przechodzac po trasie generuje pojedyncze rozwigzanie, przy czy mrowki
przechodzace po trasach krétszych szybciej osiagaja punkt docelowy. To z
kolei implikuje czestsze krazenie mréwek na trasach najkrétszych nasycajac
te trasy intensywniej ferromonem. Ze wzgledu na problemy implementacyj-
ne spotykane sa dwa odmienne schematy symualcji: (a) przejscie mréwek
na trasie mrowisko-pozywienie odbywa sie w jednym cyklu, za§ mréwki sa
“premiowane” iloscig ferromonu odwrotnie proporcjonalng do dtugosci wy-
konanej trasy, (b) przej$cie mrowek na trasie mrowisko pozywienie jest pro-
cesem dynamicznym, predkosé mréwki jak i ilosé pozostawianego ferromonu
sg state w czasie.

Wyniki otrzymane dla niktérych aplikacji sa bardzo obiecujace, jednakze
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metoda AS bedac ciagle w fazie rozwoju nie jest jeszcze konkurencyjna do
SA czy TS biorac pod uwage czas obliczen i blad przyblizenia.

Poszukiwania rozproszone

Poszukiwanie rozprszone (scatter search, SS) operuje na zbiorze rozwia-
zan zwanych rozwigzaniami referencyjnymi, ktére stanowia dobre rozwigza-
nia otrzymane w dotychczasowym procesie obliczeniowym 110. Metoda SS
generuje systematycznie nowe rozwiazania jako liniowa kombinacje rozwia-
zan referencyjnych. W wielu przypadkach do otrzymania rozwigzan w cyklu
nastepnym uzywany jest zestaw procedur heurystycznych. Dzieki temu po-
dejsciu, kombinacja liniowa dostarcza dobrych rozwiazan rozproszonych w
aktualnym obszarze oszukiwan.

Istnieja pewne podobienstwa i réznice pomiedzy SS a GS. Obie meto-
dy sa procedurami bazujacymi na populacjach rozwigzan, ktore startuja z
pewnego podzbioru rozwigzan modyfikowanego w procesie poszukiwan. Ko-
lejne nowe rozwigzania sa otrzymywane jako pewna kombinacja istniejacych.
GS dostarcza nowego pokolenia poprzez losowy wybér rodzicéw oraz losowy
wybor punktéw krzyzowania chromosoméw — w tym sensie realizuje naj-
bardziej demokratyczna polityke zezwalajaca na kombinowanie wszystkich
rozwigzan. Z kolei SS skupia sie na wyborze dobrych rozwiazan jako pod-
stawy do tworzenia nowych kombinacji bez utraty zdolnosci produkowania
rozwigzan rozproszonych. Dodatkowo, w SS i GS zastosowane sa odmienne
mechanizmy tworzenia kombinacji.

Zlepianie

Zlepianie (chunking, C) nie jest autonomiczna metoda poszukiwania roz-
wigzania lecz pewnym dodatkowym narzedziem wspierajacym skutecznosé
innych metod szukania. Oznacza ono grupowanie podstawowych informacji
w celu utworzenia zredukowanej liczby jednostek informacyjnych wyzszego
poziomu. Jest uwazane za krytyczny aspekt ludzkiej inteligencji 387. Czlo-
wiek, ktéremu przychodzi rozwigzaé¢ trudny problem czesto rozpoczyna od
zgrupowania wlasnosci postrzeganych jako pokrewne i przeniesienia ich w ta-
kiej formie do procesu rozwigzywania. Daje to mozliwo$é organizacji danych
oraz metody rozwiazywania w sposéb hierarchiczny, pozwalajacy zdekompo-
nowaé problem na podproblemy i tak go rozwiazac¢. Kiedy problem nie moze
byé¢ zdekomponowany lub metoda dekompozycji jest nieznana, powszech-
na strategia jest grupowanie atrybutéw rozwigzan w celu redukcji wielko$ci
zbioru rozwigzan ¢ moze doprowadzi¢ to odkrycia i wykorzystania zalezno$ci
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wyzszego poziomu. Formy zlepek sa specyficzne dla kazdego rozwigzywanego
problemu, moga by¢ predefiniowane przez cztowieka lub wykryte w czasie
procesu poszukiwan. Zlepianie jest pokrewne technice Uczenia Maszynowe-
go i moze by¢ stosowane w wielu metodach lokalnych poszukiwan, np. GS,

SA, SJ, TS, AMS.

Spetlnienie ograniczen

W tej metodzie (constraint satisfaction, CS) problem optymalizacyjny
jest zastepowany problemem spelnialnosci tzn. znalezienia rozwiazania x i
wartodcei funkcji K (x) spelniajacego zmodyfikowany zestaw ograniczen 61,
Oglnie, metoda ta postuguje sie zmiennymi decyzyjnymi V (np. (x, K(x))
w naszym przypadku), dziedzing D tych zmiennych oraz ograniczeniami C
nalozonymi na dwie lub wiecej zmiennych z V. Podstawowy krok tej metody
polega na konstrukcji w uporzadkowany sposob rozwigzan poprzez rozszerza-
nie metoda pierwszy-wgtab biezacego rozwiazania cze$ciowego. Kazde takie
rozszerzenie definiuje nowy CS problem posiadajacy zmodyfikowane D i C.
Nowa postaé D jest otrzymywana poprzez propagacje ograniczen z C. Jeze-
li otrzymany CS problem jest niezgodny (niespelnialny), poszukiwania sa
wycofywane z tego stanu, zas proces jest kontynuowany z innego zgodnego
stanu. Algorytmy CS réznia si¢ typem i poziomem wymuszania zgodnosci,
mechanizmami powrotéw ze stanéw niezgodnych (np. skoki powrotne, po-
wroty kierunkowo-zalezne, powroty dynamiczne) i heurystykami wykorzysty-
wanymi do tworzenia rozwiazan rozszerzonych. Metoda CS posiada pewne
podobienstwa do metod B&B i CB, zatem przejawia zaréwno pozytywne jak
i negatywne cechy tych dwoch podejsé.

Poszukiwania Sciezkowe

Metoda ta (path search, PS) wykonuje lokalne poszukiwania uzywajac
specyficznego scenariusza 380. Pewna liczba trajektorii poszukiwan zwa-
nych Sciezkami poszukiwan jest generowana z pewnego rozwigzania poczat-
kowego. Kazda trajektoria 20, ..., 2* zawiera rozwigzania takie, ze z*t1 =
ming, e (k) F(2), gdzie N (2%) jest sasiedztwem za$ F(x) pewna funkcjq oce-
ny, np. F(x) = K(x). Trajektoria jest konczona jeli dana a priori liczba
ostatnio generowanych rozwiazan z tej trajektorii nie poprawia najlepszego
znanego rozwiazania. Po zakonczeniu nie-perspektywicznej trajektorii, nowa
trajektoria jest generowana zaczynajac z wybranego (nieodwiedzonego) roz-
wigzania wsrdéd rozwiazan lezacych na trajektoriach juz wygenerowanych.
Podejscie to ma pewne podobienstwa do T'S i SA.



8.4. METODY PRZYBLIZONE 127

Algorytmy memetyczne

Mianem tym okresla si¢ klase algorytmoéw (memetic algorithms, MA)
ewolucyjnych opartych na teoriach ewolucji Lamarcka lub Baldwina. Teoria
ta zaklada, odmiennie niz u Darwina, ze informacja dziedziczong pomie-
dzy pokoleniami jest mem, bedacy sumg informacji o budowie biologiczne;j
osobnika (gen) oraz wiedzy nabyta w czasie zycia osobnika. W najprostszym
przypadku algorytm memetyczny jest algorytmem genetycznym wzbogaco-
nym o proces uczenia kazdego osobnika. Uczenie zwykle ma posta¢ metody
opartej na technikach LS.

Do cech pozytywnych metod MA nalezy zaliczy¢ lepsza szybkosé zbiez-
noéci od GS, lepsza jakos¢ generowanych rozwigzan. Wsrod wad nalezy wy-
mieni¢ dlugi czas dzialania, przedwczesna stagnacja przez zmniejszenie sie
rozproszenia genetycznego populacji.

Algorytmy kulturowe

Algorytmy kulturowe (cultural algorithms, CA) saszczegdlna klasa al-
gorytmoéw ewolucyjnych, ktére wykorzystuja wiedze o specyficznych wla-
snosciach problemu zgromadzona w formie kultury spotecznej do poprawy
szybkosci dziatania algorytmow, a przede wszystkim do poprawy ich doktad-
noéci. Osobniki w populacji reprezentujg metody rozwiazywania problemu,
kompletne algorytmy lub ich sktadniki. Wpierw, osobniki sa oceniane przy
pomocy pewnej funkcji oceny w zakresie nabytego lub posiadanego poziomu
doswiadczenia dotyczacego umiejetnosci rozwiazania konkretnego problemu
lub klasy przyktadéw problemu. Funkcja adaptacji okresla, ktory osobnik w
biezacej populacji jest w stanie rozwigzaé przedstawiony problem, lub gloso-
waé w celu ustalenia stanowiska wspélnego dla calej grupy decyzyjnej (elita
spoleczna, rzad). Doswiadczenia tych pojedynczych osobnikéw sa uzywane
do okreslenia przekonan calej grupy decyzyjnej, ktéra ma nastepnie wplyw na
kierunki i zakres ewolucji populacji, zmierzajac do samo-adaptacji w opar-
ciu o przestrzen przekonan (belief space). Latwo zauwazy¢ podobienstwo tej
klasy algorytméw do tecchnikLLS z przestrzenia heurystyk.

Sieci neuronowe

Chociaz sieci neuronowe (neural networks, NN) sa dziedzina intensyw-
nie rozwijang, ich zastosowanie do rozwiazywania probleméw dyskretnych
wydaje sie wciaz dalekie od oczekiwanego. Generalnie spotyka sie¢ dwa od-
mienne podejscia.
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Pierwszy z nich uzywa deterministycznego deterministycznego, analo-
gowego modelu sieci Hopfielda i Tanka 393 dla reprezentacji ograniczen i
funkcji celu. Model sieci buduje sie indywidualnie dla kazdego rozwazanego
problemu. Poszczegdlne skladowe rozwigzania maja swoje analogie do napieé
w sieci, ograniczenia sg przekladane na interakcje neuronéw, zas funkcja ce-
lu ma analogie do energii sieci. Do minimalizacji wykorzystuje sie wlasno$é
sieci polegajaca na samorzutnym zbieganiu od pewnego stanu poczatkowe-
go do stanu minimalnego energetycznie. Obliczenia wykonywane sg poprzez
wielokrotne starty z réznych losowych stanéw poczatkowych. Sieci te sa cze-
sto krytykowane za powazne braki, jak na przykiad niemozno$é¢ znalezienia
rozwiazania globalnie optymalnego, problemy ze skalowaniem, niemoznosé
wyznaczenia nawet rozwiazania dopuszczalnego.

Podejscie drugie odwotuje sie do sieci Kohonena lub dosé odlegltych ana-
logii do sieci Hecht-Nielsena (counter propagation) z rywalizacja i zwykle
wymaga dwbch faz, patrz przeglad w pracy 354. W fazie uczenia wagi synap-
tyczne sa modyfikowane na podstawie prezentacji ciggu uczgcego instancji Z
oraz odpowiadajacych im rozwiazan optymalinych (quasi-optymalnych). Ja-
ko nauczyciela wybiera sie algorytm o duzej doktadnosci generowanych roz-
wigzan, zwykle wykonany w technice B&B lub GS, TS, SA. Uczenie przebie-
ga w okresie bezczynnosci sieci i jest prowadzone w oparciu o serie instancji
losowych lub pochodzacych z praktycznego procesu, w ktérym sieé jest zain-
stalowana. Ten drugi typ uczenia jest zwykle korzystniejszy bowiem pozwala
“zaadoptowad” ja do Srodowiska przysztej pracy. W fazie rozpoznawania roz-
wigzanie, dla podanej instancji, jest generowane przez sie¢. Powaznym pro-
blemem jest kombinatoryczny charakter rozwigzan niektérych probleméw
dyskretnych (takich jak na przyklad permutacje), trudnych do reprezento-
wania przez stany i wyjécia sieci. Tak rozumiana kombinatorycznoéé wymaga
stosowania problemowo-zorientowanego translatora, thumaczacego wartosci
wyjscia na legalne (dopuszczalne) rozwiazanie. Alterntywna technika jest do-
puszczenie by wyjécia reprezentowaly bezposrednio rozwiazanie, natomiast
jego niedopuszczalnosé jest wykrywana przez problemowo-zorientowany de-
tektor i korygowana w sposéb iteracyjny poprzez czasowa modyfikacje waag
synaptycznych, zmierzajaca w kierunku prowadzacym do uzyskania rozwia-
zania dopuszczalnego.

Poszukiwanie rojem czgstek

Metoda ta (Particle Swarm Optimization, PSO) jest inspirowana ruchem
roju (swarm) osobnikéw majacych analogie do stada ptakéw, ryb, zwierzat,
owadéw, etc. w Naturze. PSO uzywa podzbioru rozwiazan W C X nazy-
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wanego rojem czastek (swarm of particles) dla rozproszonego przeszukiwa-
nia przyleglych obszaréw przestrzeni rozwiazan. Rozwiazanie x € W odpo-
wiada polozeniu czastki. Czastki poruszaja sie w przestrzeni po trajektorii
x1, X2, ... okredlonej przez sekwencje kolejnych ich potozen

Thi1 = Tk + Vg1 (8.107)
gdzie vg11 jest predkosciq czastki, okreslona rownaniem
Vg1 = W - v + 11 (pb — xx) + cara(gb — ). (8.108)

Pre-definiowane wspélczynniki w (inercja), c1, co sa ustalane na drodze eks-
perymentalnej. Wielkosci 1, 7o sa wybierane losowo w kazdym kroku. War-
to$é gb jest polozeniem aktualnie najlepszego globalnie rozwiazania (lider
roju), za$ pb jest najlepszym rozwiazaniem w lokalnym otoczeniu x.

Poszukiwanie nietoperza

Metoda ta (Bat Algorithm, BA) jest jedna z metod oparta na inteligen-
¢ji roju, inspirowang zachowaniem echolokacyjnym nietoperzy. BA stosuje
dostrajanie czestotliwosci oraz automatyke réwnowagi pomiedzy intensyfika-
cja a dywersyfikacja poprzez sterowanie glosnoécia oraz poziomem impulsu
echolokacyjnego.

Poszukiwanie harmoniczne

harmony search

Poszukiwanie ze zmiennym sgsiedztwem

Metoda ta (Variable Neighborhood Search, VNS) jest metaheurystyka
wykonujacg stale i systematycznie zmiany sasiedztwa, w celu zbiegniecia do
lokalnego minimum badz ucieczki z dolin zawierajacych te mninima. Poszu-
kiwanie w obrebie pojedynczego sasiedztwa jest wykonywane technika DS.

Chciwe poszukiwanie losowe

Chciwa ulosowiona adaptacyjne metoda poszukiwania (Greedy Rando-
mized Adaptive Search Procedure, GRASP) jest metaheurystyka iteracyj-
ng, poprawiajaca. Iteracja metody sklada sie z fazy konstrukcji rozwigzania
poczatkowego chciwego ulosowionego oraz z fazy poprawy tego rozwigza-
nia przy pomocy poszukiwan lokalnych (np. DS). Kazde chciwe rozwiazanie
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ulosowione jest generowane algorytmem listowym, poprzez krokowe rozsze-
rzanie rozwiazania czesciowego w oparciu o liste rankingowa (ograniczong
liste kandydatow wedtug ich udzialu w najlepszych dotychczas znalezionych
rozwiazaniach) z wykorzystaniem elementéw losowosci.

Poszukiwanie rojem pszczo6l

Sztuczny roj pszczol (Artificial Bee Swarm, ABS) jest populacyjna me-
toda przeszukiwania sasiedztwa polaczona z poszukiwaniem losowym wyko-
rzystujacymi wspolprace (uczenie), funkcjonujacymi na podobiefistwo roju
pszczot, 7. RoOj pszczol zbiera midd do ula. Kazda pszczota przemieszcza
sie losowo do obszaru przestrzeni poszukiwan gdzie zbiera nektar (sprawdza
rozwiazania). Jej efektywno$¢ jest oceniana po powrocie w oparciu o ze-
brany nektar. Najwyzej ocenione osobniki sa wybierane do realizacji tarnca
pszczol (waggle dance) w celu poinformowania pozostalych osobnikéw roju
o najbardziej obiecujacych regionach poszukiwan (kierunek, odleglosé, ja-
kos¢). Kolejnego dnia pszczoly wylatuja w kierunkach zmodyfikowanych w
oparciu o otrzymang informacje. Alalogia do problemu optymalizacyjnego
jest oczywista. Warto$¢ kryterium jest odwrotnie proporcjonalna do ilosci
zebranego nektaru. Lokalizacja kwiatéw bedacych celem pszczol odpowiada
rozwigzaniom. Taniec pszczot jest ekspresja cech statystycznych poszczegdl-
nych regionéw przestrzeni rozwigzan.

Metody hybrydowe

Pewne braki metod przyblizonych, takie jak zbyt wolna zbieznosé¢, przed-
wczesna zbiezno$é do ekstremum lokalnego stabej jako$éi, stagnacja poszuki-
wai, obserwowane w badaniach eksperymentalnych, sa motorem tworzenia
konstrukeji hybrydowych (hybrid algorithm, HA) laczacych kilka wymienio-
nych powyzej podejéé, np. SA+TS, TS+NN, itp. Przyktadowo, do$¢ popu-
larne jest wsspomaganie techniki GA przez LS, skutkujace podejsciem MA.
Otrzymywane wyniki sg silnie specyficzne dla kombinacji problem /algorytm
i zwykle nieco lepsze od tych osiagganych dla podejs¢ “czystych”. Niezaleznie
od powyzszego, metody przyblizone moga by¢ wbudowane jako algorytmy
pomocnicze dla metod doktadnych. I tak w schemacie B&B moga one wspo-
magaé proces aktualizacji gérnego ograniczenia przyspieszajac jego zbiez-
nosé, moga by¢ podstawa reguty podziatu, a takze regut eliminacji.

Biorac pod uwage znaczna réznorodnosé metod przyblizonych, repertuar
mozliwych do wygennerowania algorytméw hybrydowych jest dos¢ znaczny,
i trudny do ogarnigecia. Stad stwierdzenie, ktére kombinacje metod wnosza
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nowe, znaczace poprawy istniejacych algorytmoéw, a ktore sa wylacznie wido-
wiskowymi pomystami, wymagaja zwykle rozleglych, wiarygodnych badan
eksperymentalnych.

Metody réwnolegte

W ostatnich latach wzrost mocy obliczeniowej PC realizowany jest gléw-
nie poprzez wprowadzenie architektur réwnolegtych (wielordzeniowos$é, wie-
loprocesorowos¢). Poniewaz wzrost liczby procesoréw lub rdzeni w kompu-
terze jest wciaz zbyt wolny w poréwnaniu do wzrostu wielkosci przestrzeni
rozwigzan przy zwiekszaniu rozmiaru problemu, pdéki co nie ma nadziei na
usuniecie bariery NP-trudnoéci. Z drugiej strony, réwnoleglto$é obliczen po-
zwala na istotna poprawe cech numerycznych metod przyblizonych. Stad
rownolegle metaheurystyki staly sie obecnie najbardziej interesujaca i roz-
wijang klasa algorytmoéw nowej generacji, ?. Metody réwnolegle odwoluja
sie do kilku fundamentalnych pojeé: (1) teoretyczne modele obliczen réw-
nolegtych (SISD, SIMD, MISD, MIMD), (2) teoretyczne modele dostepu do
pamieci wspo6tdzielonej (EREW, CREW, CRCW), (3) praktyczne $rodowi-
ska obliczen réwnoleglych (sprzet, oprogramowanie, GPGPU), (4) progra-
mowanie z pomiecia wspéldzielona (Pthreads w C, watki Java, Open MP w
FORTRAN-ie, C, C++), (5) programowanie z pamiecia rozproszona, prze-
sylanie komunikatéw, (6) obliczenia w Internecie (PVM, MPI, Sockets, Java
RMI, CORBA, Globus, Condor), (6) miary jakosci algorytméw réwnoleglych
(czas przebiegu, szybkosé, efektywnosé, koszt), (7) pojedyncze/wielokrotne
watki, (8) oszacowanie ziarnistosci, (9) watki niezalezne/kooperujace, (10)
rozproszone (zawodne) obliczenia w sieci.

Zauwazmy, ze prawie kazda z metod opisanych powyzej moze by¢ im-
plementowana w Srodowisku obliczen réwnolegltych w rézny nietrywialny
sposéb dostarczajac kolekcji algorytmoéw o odmiennych wlasnosciach nume-
rycznych. Rozpatrzmy dla przyktadu podejscie SA. Mozemy zaadaptowaé ta
metode do warunkéw réwnoleglych w nastepujacy sposéb; (a) pojedynczy
watek, konwencjonalne SA, réwnolegle obliczanie wartosci funkcji celu, mata
ziarnisto$é, teoretyczna zbiezno$é wynikajaca z SA, (b) pojedynczy watek,
rownolegte SA, podzbiér losowych rozwigzan rozwazanych w sasiedztwie,
rownolegta ocena préobnych rozwiazan, teoretyczne zbiezno$é¢ tzw. réwnole-
gtego SA, (c) badanie stanu réwnowagi w ustalonej temperaturze, (d) wiele
watkow niezaleznych, obliczenia gruboziarniste, (e) wiele watkéw kooperuja-
cych, obliczenia gruboziarniste. Z kolei dla GS mamy: (a) pojedynczy watek,
konwencjonalne GA, réwnolegte obliczenia wartosci funkcji celu, mata ziarni-
sto$é, dowdd zbieznosci wyikajacy z GS, (b) pojedynczy watek, réwnolegla
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ocena populacji, (c¢) wiele watkéw niezaleznych, obliczenia gruboziarniste,
(d) wiele watkéw kooperujacych, (e) subpopulacje rozproszone, model mi-
gracyjny, dyfuzyjny, wyspowy.

Wymienione przyktady sugeruja, ze dla jednego ustalonego podejscia
sekwencyjnego mozemy zaproponowaé¢ wiele alternatywnych podej$é row-
nolegtych. Stad ostateczna liczba podejsé rownoleglych moze byé¢ znaczna.
Dla $rodowisk réwnoleglych, oprécz oczywistego skrocenia czasu obliczen
obserwowane jest zjawisko ponad liniowego przy$pieszenia.

8.5 Wohnioski i uwagi

Pelny przeglad metod przyblizonych nie wyczerpuje listy podej$¢ zna-
nych w iteraturze (pominieto m.in. poszukiwanie harmoniczne, elektroma-
gnetyczne). Jakosé (dokladnosé) poszczegdlnych metod zalezy od krajobrazu
przestrzeni rozwiazan, szorstkosci funkcji celu, wystepowania wielkiej doliny,
rozkladu rozwiazan w przestrzeni i odpowiedniej réwnowagi pomiedzy inten-
syfikacja a dywersyfikacjg poszukiwan. Aktualnie rekomendowanymi podej-
Sciami sa: SA, SJ, GS, MS — dla probleméw bez zadnych szczegdlnych wia-
snosci (SA 1 SJ dla probleméw posiadajacych duzy koszt obliczenia wartosci
funkeji celu dla pojedynczego rozwiazania) oraz TS, AMS — dla probleméw
posiadajacych pewne wlasnosci szczegdlne. Do rozwigzywania instancji o
wiekszym rozmiarze polecamy metody rownolegte, mozliwe obecnie do za-
implementowania juz na PC.



Podstawowe problemy
jednomaszynowe

Stopien skomplikowania problemdéw szeregowania zalezy silnie od liczby
maszyn w systemie, struktury zadan oraz od charakteru i liczby dodatko-
wych ograniczen. Generalnie, problemy jedno-maszynowe naleza do jednych
z najprostszych zagadnien szeregowania, cho¢ wiele z nich nalezy juz do klasy
probleméw NP-trudnych, patrz miedzy innymi przeglad w pracy 152. Umoz-
liwiajg one modelowanie i analize zaréwno prostych systemow wytwarzania
jak i wybranych pojedynczych stanowisk w ztozonych systemach produkcyj-
nych. Sa one takze uzywane jako problemy pomocnicze przy rozwigzywaniu
bardziej ztozonych zagadnien szeregowania. Latwos¢ opisu, liczne wlasnosci
szczegblne, w miare efektywne algorytmy oraz dobre aplikacje praktyczne
powoduja, ze problemy te sa jednymi z czeSciej analizowanych, prowadzac
jednoczesnie do rozwoju nowych podejéé i algorytméw. Dobre zrozumienie
tych podstawowych probleméw oraz metod ich rozwiazywania stworzy solid-
ne podstawy dla analizy problemdéw trudniejszych. W niniejszym rozdziale
bedziemy analizowa¢ niektére problemy jedno-maszynowe, te z kryterium
Chax 1 fmax, W kolejnosci wzrastajacej stopniowo ogélnosci, a co za tym
idzie — wzrastajacej ztozonosci obliczeniowej. Dla omawianych zagadnien
bedzie zwykle formutowanych kilka alternatywnych metod rozwiazywania z
omoéwieniem ich charakterystyki numerycznej; ma to na celu petne ukaza-
nia spektrum technik i podej$¢ stosowanych do projektowania algorytméw.
Ma to na celu pelne ukazanie spektrum technik i podejs¢ stosowanych do
projektowania algorytmoéw.

133
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9.1 Problem podstawowy

Zbiér zadan J = {1,2,...,n} jest przeznaczony do wykonywania na
jednej maszynie o ograniczonej jednostkowej przepustowosci. (Méwimy, ze
maszyna ma przepustowosé k > 1 jedli moze wykonywaé co najwyzej k zadan
réwnoczesnie.) Kazde zadanie sklada si¢ z pojedynczej operacji posiadaja-
cej ustalony, znany a priori, czas wykonywania p; > 0, 1 < j < n. (Zatem
J = O.) Rozwiazaniem jest harmonogram pracy stanowiska reprezentowa-
ny przez wektory terminéw rozpoczecia S = (S1,...,.S,) oraz zakonczenia
zadan C = (C4,...,Cy), spelniajace powyzsze ograniczenia. W praktyce,
poniewaz C; = S; +p;, zatem rozwigzanie jest catkowicie charakteryzowane
przez jeden z tych wektoréow. Jesli funkcja celu jest regularna, to harmono-
gram optymalny lezy w klasie harmonograméw dosunietych w lewo. Wtedy
tez kazdy harmonogram moze by¢ jednoznacznie reprezentowany kolejno-
Scig wykonywania zadan na stanowisku, to za$ z kolei jest reprezentowana
permutacja m = (7(1),...,m(n)) na zbiorze J. W tym przypadku dla danej
permutacji 7, terminy rozpoczecia S; = Cj — p; i zakonczenia wykonywania
C; okreslone sa wzorem

Cﬂ(j) = C7r(j—1) +Prg)y, J=1,....m, (9.1)

gdzie 7w(0) = 0 oraz Cy = 0. Jedli funkcja kryterialna jest Chax to kazda
permutacja jest optymalna.

9.2 Terminy gotowosci i zakonczenia

Whpierw rozwazmy uogolnienie problemu podstawowego otrzymane po-
przez wprowadzenie w problemie z Rozdz. 9.1 niezerowych terminéw goto-
wosci 1 (znane a priori terminy zgloszenia si¢ zadan). Oznacza to, ze kazdy
poszukiwany harmonogram pracy maszyny musi spetnia¢ warunek r; < 5j.
Problem ten oznaczony 1|r;|Cmax posiada algorytm wielomianowy o zltozo-
nosci O(nlogn), korzystajacy z nastepujacej wlasnosci znanej jako reguta
Jacsona: istnieje rozwiazanie optymalne problemu 1|rj|Ciax, W ktérym za-
dania sa wykonywane w kolejnosci niemalejacych wartodci r;. Zasada ta
ta odpowiada obstudze zgloszen wedlug reguly FIFO (First-in-First-out).
Zatem w celu rozwigzania problemu generujemy permutacje m odpowiada-
jaca uporzadkowaniu zadan wedlug niemalejacych wartosci r;, a nastepnie
wyznaczamy odpowiednie terminy rozpoczecia i zakonczenia wykonywania
zadan ze wzoru

Cﬂ.(j) = max{rﬂ(j), Cﬂ'(j—l)} + Dr(5)> j=1...,n, (9.2)
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za$ wartos¢ funkcji celu wynosi Crax(m) = Cr(p)-

Kolejne uogdlnienie mozna otrzymaé¢ wprowadzajac w problemie z Rozdz.
9.1 zadane terminy zakonczenia d;. W tym przypadku jako kryterium opty-
malizacji przyjmujemy maksymalne spdznienie

Limax(m) = max L; = max (Cj —d;). (9-3)
Problem ten oznaczony 1||Ly,ax posiada algorytm wielomianowy o zlozono-
sci O(nlogn), korzystajacy z nastepujacej wlasnodci: istnieje rozwiazanie
optymalne problemu 1||Lyax, w ktérym zadania sa wykonywane w kolejno-
Sci niemalejacych wartodci dj. Zasada ta znana jest pod nazwa EDD (Ear-
liest Due Date) i odpowiada priorytetowej regule obstugi zgloszen wedtug
pilnosci. Zatem wpierw generujemy permutacje m odpowiadajaca uporzad-
kowaniu zadan wedlug niemalejacych wartosci dj, a nastepnie wyznaczamy
odpowiednie terminy rozpoczecia i zakonczenia wykonywania zadan ze wzo-
ru (9.1) oraz nastepnie warto$¢ funkcji celu wedtug (9.3).

Innym praktycznym uogélnieniem problemu z Rozdz. 9.1 jest wprowa-
dzenie czaséw dostarczenia zadan ¢; majgcych sens niekrytycznych czyn-
nosci zakonczeniowych (wymagajacych pewnego czasu) wykonywanych po
zasadniczej obstludze zadania na maszynie. Problem ten oznaczany przez
1|¢j|Cimax ma swéj réwnowazny odpowiednik w formie problemu 1||Lmax,
patrz Rozdz. 9.4 oraz jest “symetryczny” do problemu 1|r;|Cpax. W tym
przypadku symetria oznacza, ze optymalne wartosci funkcji celu obu proble-
mow symetrycznych sa sobie rowne zas$ permutacje optymalne sg wzajemnie
odwrotne. Odpowiednio rozwigzane optymalne mozna wyznaczy¢ poprzez
zastosowanie oczywistej ponizszej wlasnosci: istnieje rozwiazanie optymalne
problemu 1|¢;|Crax, W ktérym zadania sa wykonywane w kolejnosci niero-
snacych wartosci ¢;. Zasada ta jest szczegblnym przypadkiem reguty priory-
tetowej] MWR, (Most Work Remaining), wedlug ktorej zadanie o najwigkszej
pozostatej pracochtonnosci uzyskuje najwyzszy priorytet. Zatem wpierw ge-
nerujemy permutacje m odpowiadajaca uporzadkowaniu zadan wedtug nie-
rosnacych wartosci ¢;, a nastepnie wyznaczamy odpowiednie terminy rozpo-
czecia i zakoncezenia wykonywania zadan ze wzoru (9.1) oraz warto$¢ funkeji
celu

Crmax(m) = max (Cj + g;). (9.4)

1<j<n

9.3 Zadania zalezne

Zaleznos¢ zadan oznacza w kazdym z wyzej wymienionych przypadkéw
istnienie acyklicznej skierowanej relacji R implikujacej ograniczenie C; < S;
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dla kazdej pary (i,j) € R. Odpowiednie problemy posiadaja oznaczenie
1|rj, prec|Cmax, 1lprec|Lmax oraz 1|gj, prec|Cnax. Wlasciwe algorytmy roz-
wiazywania, o ztozonosci O(n?), mozna otrzymaé tworzac uporzadkowanie
topologiczne odpowiednich wielkosci 75, d; lub g;. (Przez uporzadkowanie to-
pologiczne liczb r;, j € J, z relacja R rozumiemy permutacj¢ 7 taka, ze dla
kazdej pary (m(i),7(j)), i < j, dla ktdrej nie istnieje droga w grafie (J,R)
zachodzi ;) < rﬂ(j).) W praktyce korzysta sie jednak z innego podejscia.
Relacja R w sposéb naturalny implikuje zaleznosci pomiedzy wartosciami
rj, dj, q; pozwalajace dokona¢ modyfikacji danych wejsciowych dla kazde;
pary (i,7) € R, w najprostszym przypadku wedlug ponizszych zasad

rj = max{r;,r; + pi}, (9.5)
¢i = max{q;, q; +pj}, (9.6)
dj = min{dj, dl - pi}- (97)

bez utraty rozwigzania optymalnego. Modyfikacja ma charakter progresyw-
ny, bowiem dokonane zmiany wartosci danych majg wplyw na wynik zmian
nastepnych. Zatem jest wykonywana zgodnie z upporzadkowaniem liniowym
R) od poczatku dla (9.5) oraz od konca dla (9.6) i (9.7), mozna ja wyko-
na¢ w czasie rzedu O(max{n,|R|}). W konsekwencji, kazdy z algorytméw
opisanych w rozdz. 2.2 zachowuje swa wazno$¢, to znaczy dostarcza rozwia-
zanie dopuszczalne w sensie R i optymalne, dla odpowiednich przypadkéw
uwzgledniajacych zadania zalezne.

9.4 Czasy przygotowania i dostarczenia

Problem zostal otrzymany z problemu podstawowego (Rozdz. 9.1) po-
przez wprowadzenie niezerowych czaséw przygotowawczych r; implikujacych
ograniczenie r; < §; oraz czaséw dostarczenia zadania g; > 0. Dostarcze-
nie rozpoczyna sie bezposrednio po zakonczeniu wykonywania zadania, przy
czym wszystkie zadania moga bys rownoczesnie dostarczane. Celem jest wy-
znaczenie harmonogramu pracy maszyny, ktéry minimalizuje czas w jakim
wszystkie zadania zostang dostarczone. Problem ten jest oznaczany przez
1|rj, 45| Crmasx-

Problem 1|7, ¢j|Cmax jest réwnowazny problemowi z czasami przygoto-
wawczymi, zadanymi terminami zakonczenia oraz kryterium minimalizacji
maksymalnego spoéznienia Lyayx oznaczonego 1|r;|Lmax uzZywajac notacji z
pracy 139. Istotnie, niech D = minjgj<, dj. Stad mamy ¢; = D —d; > 0



9.4. CZASY PRZYGOTOWANIA I DOSTARCZENIA 137

— —>
— —>
— —>
1 3
2
— —>

Rysunek 9.1: Struktura systemu wytwarzania dla problemu 1|7, ¢j|Cmax.

oraz

L = max (C; — d;) = X
e 1<j<n( i) 1<j<n

(Cj + Qj) — D =Chax — D (9.8)

Problem 1|1}, ¢;|Cmax jest réownowazny problemowi szeregowania zadan
na trzech maszynach, z ktérych maszyna 2 jest maszyng o ograniczonej jed-
nostkowej przepustowosci z czasami wykonywania zadan p;, za$ maszyny
1 i 3 sa maszynami o nieograniczonej przepustowosci z czasami wykony-
wania r; oraz q; odpowiednio. Przyjmujemy, ze maszyny o nieograniczonej
przepustowosci moga wykonywaé dowolnie duzo zadan jednocze$nie, zatem
zadania na tych maszynach nie musza by¢ szeregowane (kolejkowane) 224,
patrz takze Rys. 9.1. Logiczne pojecie maszyny o nieograniczonej przepu-
stowosci moze modelowaé m.in.: (a) fizyczne urzadzenia o nieograniczonych
mozliwosciach wykonawczych (np. piec grzewczy), (b) fizyczne urzadzenia o
ograniczonych mozliwosciach wykonawczych jednakze nie wymagajace sze-
regowania (np. dzigki znikomo krétkim czasom wykonywaniu zadan na tym
urzadzeniu, brakowi kolejki, niewystepowaniu konfliktow w dostepie zadan
do urzadzenia), (c) proces wymagajacy uplywu czasu lecz nie angazujacy
urzadzenia fizycznego (np. dojrzewanie, stygniecie), (d) zagregowany zbiér
maszyn o nieograniczonej przepustowosci.

Chociaz wszystkie powyzsze sformutowania problemu sg wzajemnie réw-
nowazne, model 1|7}, ¢;|Cmax jest uzywany najczedciej ze wzgledu na auto-
symetrie. Oznacza ona, w tym przypadku, ze problem otrzymany przez za-
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mian¢ miejscami wartosci r; z g; posiada dokladnie taka sama optymalng
wartos$¢ funkcji celu, osiagang dla permutacji odwrotnej do tej w problemie
przed zamiang.

Problemowi 1|7}, ¢;|Cmax po$wiecono znaczna uwage w ostatnim dzie-
siecioleciu ze wzgledu na liczne zastosowania m.in. w szeregowaniu maszyn
krytycznych 224, w algorytmach przyblizonych dla problemu gniazdowego
5), jako dolne ograniczenie dla probleméw przeplywowych i gniazdowych
43,52,

W pracy 225 pokazano, ze problem jest silnie NP-trudny, jednakze dla
pewnych przypadkéw szczegdlnych istniejg algorytmy wielomianowe.

Oznaczmy przez Cpax(7) czas, w ktérym wszystkie zadania zostana do-
starczone dla rozwiazania reprezentowanego permutacja w. Terminy rozpo-
czecia Sj i zakofczenia C; wykonywania zadafn mozna znalezé z zaleznosci
rekurencyjnej

Cﬂ'(j) = maX{rﬂ(j): Cﬂ(jfl)} + Pr(5), .7 = 1, Lo, n, (99)

gdzie 7(0) = 0 oraz C = 0. Dodatkowo S; = C; —p;, j = 1,...,n. Wartos¢
funkcji kryterialnej wynosi

Cunax(7) = max (Cry) + dn(s)). (9-10)
Przy wyprowadzaniu pewnych wlasnosci problemu bedziemy sie takze od-
wolywaé do nierekurencyjnej wersji wzoru (9.9)

Crj) = . MAX_ (Tr(u) + D Pr(s)) (9.11)

oraz odpowiedniej nierekurencyjnej wersji wzoru (9.10)

v
Cmax(ﬂ') = 1<%12§<n(r7r(u) + gpﬂ(s) + Qﬂ-(v)) (9'12)
Wzory (9.9)-(9.12) posiadaja wygodna interpretacje grafowa. Dla permu-
tacji m konstruujemy graf skierowany G(w) = (J U {o,*}, EU E(r)), gdzie
J jest zbiorem wezléw powigkszonym o dwa wezly sztuczne o (poczatek)
oraz * (koniec), patrz rys. 9.2. Wezly j € J posiadaja wage p; zas we-
zly sztuczne — wage zero. Zbiér krawedzi E = U;c71{(0,j), (j,*)} posiada
wagi r; dla krawedzi (o,j) oraz ¢; dla krawedzi (j,*) odpowiednio. Zbior
E(m) = U?;ll (m(3),m(j + 1))} posiada krawedzie z zerowym obciazeniem.
Warto$é Cj jest dlugoscia najdiuzszej drogi prowadzacej do wezla j (wraz z
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Rysunek 9.2: Graf G(m) dla problemu 1|7}, ¢;|Crax-
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obciazeniem tego wezla) zas Cpax () jest dlugoscia najdluzszej drogi w tym
grafie.

Permutacje 7*, ktéra minimalizuje min,; Cpax(7) nazywamy optymalna.
Niech C* = Chax(7*). Kazda pare liczb calkowitych (u,v), 1 < u < v < n,
wystepujacych w prawej stronie wzoru (9.12) bedziemy nazywaé droga w .
Para ta calkowicie okresla przebieg drogi w odpowiednim grafie G(7). Droge
(a,b), dla ktorej

a =min{u : Chpax(7) = rr(u) + ZPW + qx )} (9.13)

bedziemy nazywaé droga krytyczna w . Zadanie ¢ = w(k') takie, ze a <
K< b qegy < Grvr) OTAZ Gr(y > n(p)s B = K 4 1,...,b bedzie nazywa-
ne zadaniem interferencyjnym. Zbior krytyczny jest definiowany jako K =
{m(K'+1),...,m(b)} jesli k¥ istnieje oraz K = {n(a),...,n(b)} w przeciwnym
przypadku.

Problem 1|7}, ¢;, prec|Cmax zawierajacy zadania zalezne poprzez relacje
R, moze by¢ rozwiazywany metodami podobnymi jak 1|7}, ¢;|Cmax. Jednak
czesto, dla prostoty rozwazan, relacje R eliminuje si¢ z problemu wykonu-
jac odpowiednia modyfikacje danych wejsciowych, analogicznie do opisanej
w Rozdz. 9.3. Postepowanie takie nie powoduje utraty rozwiazania opty-
malnego jednak niesie ze sobg pewne niebezpieczenstwa spowodowane “nie-
szczelnoscig” systemu modyfikacji. Pierwszym z nich jest wprowadzenie do
zbioru rozwigzan permutacji niedopuszczalnych z punktu widzenia relacji
(dla problemu 1|7}, ¢;|Cmax wszystkie permutacje sa dopuszczalne). Drugim
- jako konsekwencja pierwszego wymienionego, jedynie w przypadku istnie-
nia wielu permutacji optymalnych — pewna optymalna lecz niedopuszczal-
na permutacja moze zostaé¢ zwrocona w wyniku dziatania algorytmu. O ile
pierwszy z wymienionych probleméw jest tylko pewna niedogodnoscia (co
najwyzej czas pracy algorytmu zostanie wydluzony), to drugi stanowi juz po-
wazny mankament. W niektérych algorytmach (doktadnych i przyblizonych)
sposéb generacji rozwigzania pozwala “automatycznie” zapobiec drugiemu
problemowi juz po spelnieniu warunku (9.5) lub (9.6). Dla przeciwdziala-
nia pierwszemu mankamentowi, to jest w celu eliminacji maksymalnie duzej
liczby permutacji niedopuszczalnych, wprowadza sie bardziej zaawansowane
sposoby modyfikacji takie jak na przykiad

rj = max{r;, Hel%x(ri +pi),r(Bj) + p(Bj)}, (9.14)
i€B;

¢ = max{g;, max(q; + p;), p(4;) + a(4;)}, (9.15)
? J
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gdzie B; = {i € J : (i,j) € R} jest zbiorem bezposrednich poprzedni-
kow zadania j, za§ A; = {i € J : (j,i) € R} jest zbiorem bezposred-
nich nastepnikéw zadania j. Pozostale wielko$ci wystepujace we wzorach
(9.14)(9.15) sa okreslone nastepujaco: p(I) = Y crps, r(I) = mingerrs,
q(I) = mingey gs. Ztozonos$é obliczeniowa wykonania modyfikacji jest rzedu
O(max{n, |R|}) podobnie jak w Rozdz. 9.3 jednak pracochlonnos¢ jest prak-
tycznie wigksza. W réznych konkretnych algorytmach stosowane sa takze in-
ne specyficzne, mniej i bardziej ztozone, sposoby modyfikacji, ktore jednakze
beda przedstawiane lacznie z kazdym opisywanym algorytmem.

9.5 Zadania przerywalne

Dopuszczenie przerywania wykonywania zadan dla problemoéw opisanych
w Rozdz. 9.1 nie zmienia nic w zakresie mozliwosci ich rozwiazania; odpo-
wiednie algorytmy rozwiazuja rowniez te przypadki.

W przypadku NP-trudngo problemu z Rozdz. 9.4 sytuacja jest odmienna.
Dopuszczenie przerywania wykonywania zadan jest relaksacja prowadzaca
do otrzymania problemu 1|7, ¢j, pmtn|Cmax posiadajacego algorytm wielo-
mianowy. Mozliwo$¢ rozwigzania w czasie wielomianowym istnieje juz dla za-
gadnienia nieco ogdlniejszego od wymienionego, a mianowicie 1|7}, prec| fmax
27 bez znaczacej zmiany zlozonoéci obliczeniowej. Poniewaz oba proble-
my maja istotne znaczenie dla budowy i dzialania bardziej zlozonych al-
gorytméw, metoda rozwiazania zostanie opisana szczegdlowo dla drugiego
z wymienionych jako ogélniejszego. Specjalizowany algorytm dla problemu
1|r;, ¢, pmitn|Cmax podano w Rozdz. 9.7.1.

Ze wzgledu na przerywanie wykonywania zadan rozwiazanie nie moze
by¢ reprezentowane jedynie i jednoznacznie permutacja. Stad przez uszere-
gowanie S = (S1,...,S,) bedziemy rozumieé¢ przyporzadkowanie dla kazde-
go zadania ciggu przedzialéw czasowych S; = ((S;,C’;) ca=1,...,)w
ktérych zadanie to jest wykonywane. Oczywiscie dla uzyskania dopuszczal-
nosci musza byé spelnione warunki Zi;l(Cj’ — S’j’) =pj, rj < Sjl», C’fi < S}
dla (i,7) € R, oraz maszyna wykonuje co najwyzej jedno zadanie w dowolnej
chwili czasowej.

Rozpatrzmy wpierw prostszy problem 1|prec|fmax z relacja poprzedza-
nia R. Niech I C J oznacza dowolny podzbiér zadan, za$§ niech I’ C I
bedzie zbiorem zadan nie posiadajacych nastepnikow w I. Oznaczmy przez
p(I) = X1 pjs Pr7€z fmax(I; S) = maxjer fj(C]l-j) warto$¢ funkeji celu dla
zadan ze zbioru I oraz uszeregowania S okre$lonego na tym zbiorze, zas przez

(1) = ming fmax(I;.S) wartosé funkeji celu dla uszeregowania optymal-
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nego na tym zbiorze. Zachodza nastepujace oczywiste nieréwnosci

fnax () > min (p(1)), (9.16)
P (1) 2 max froan(T\A7})- (9-17)

Niech k € I’ bedzie zadaniem takim, ze

Jr(p(I)) = min fi(p(1)). (9.18)
Rozwazmy klase uszeregowan z wtasnoscia, ze k jest wykonywane jako ostat-
nie w zbiorze I. Dla kazdego takiego uszeregowania mamy

fmax(135) = max{fi(p(I)), frax (I \ {F})} < frax(])- (9.19)

Stad wynika, ze istnieje uszeregowanie optymalne w ktérym zadanie k wy-
stepuje na ostatniej pozycji w I. Rozpoczynajac od I = J oraz powtarzajac
powyzsze rozumowanie dla I = J \ {k} oraz kolejno dla coraz mniejszych
zbioréw otrzymamy optymalne uszeregowanie dla catego zbioru J w czasie
O(n?).

Zanalizujmy dalej nieco ogélniejszy problem 1|r;| fmax. Bez straty ogél-
nosci rozwazan mozemy zalozy¢, ze zadania sa indeksowane zgodnie z niema-
lejacymi warto$ciami r;; w przeciwnym przypadku przenumerowanie moze
by¢ wykonane w czasie O(nlogn). Zauwazmy wpierw, ze na skutek dopusz-
czenia przerwan, w dowolnej chwili czasu maszyna nie moze by¢ bezczyn-
na jesli tylko istnieja zadania gotowe do wykonywania. Stad czas, w kto-
rym zakonczone zostana wszystkie zadania wynika z rozwigzania problemu
1|7j|Cmax. Uszeregowanie zadan wedlug niemalejacych wartosci r; implikuje
naturalne rozbicie na bloki By, ..., B,. Blok B C J jest definiowany jako
minimalny podzbiér zadan wykonywanych bez przestoju maszyny od chwili
S(B) = minjepr; az do chwili C(B) = S(B) + p(B) taki, ze kazde zada-
nie j ¢ B jest albo zakonczone nie pdzniej niz S(B) (tj. C’;j < S(B)) lub
jest niedostepne przed C(B) (tj. r; > C(B)). W celu minimalizacji fmax
mozemy rozwazaé kazdy blok oddzielnie. Zatem w mocy pozostaja wzory
(9.16) (9.17) dla I = B (poniewaz R = () zatem w tym przypadku B’ = B).
Dalej, niech k& € B bedzie zadaniem okreslonym analogicznie jak w (9.18).
Rozwazmy klase uszeregowan dla bloku B z wlasnodcia, ze k jest wykony-
wane wtedy gdy nie ma dostepnego innego zadania. Kazde tak okreslone
uszeregowanie sklada sie z dwoch komplementarnych czesci: (a) optymal-
ne uszeregowanie dla zbioru B\ {k}, tworzace pewna liczbe pod-blokéw
By, ..., By tego zbioru, (b) uszeregowanie zadania k, ktére jest dane przez
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[S(B),C(B)]\ Uo_;[S(B;), C(B;)]; zauwazmy, ze zadanie k jest koficzone w
chwili C'(B). Dla kazdego takiego uszeregowania prawdziwy jest wzér (9.19)
dla I = B. Stad wynika, ze istnieje uszeregowanie optymalne bloku B, w
ktérym zadanie k jest wykonywane w podany wyzej sposob.

Odpowiedni algorytm dla problemu 1|r;|fmax jest nastepujacy. Okresla-
my bloki poczatkowe, co mozna zrealizowaé¢ w czasie O(n). Nastepnie dla
kazdego bloku B powtarzamy ciag postepowan: wybieramy zadanie k zgod-
nie z warunkiem (9.18) dla I’ = B’ = B, okreslamy strukture blokowa zbioru
B\ {k} oraz okreslamy uszeregowanie zadania k w opisany wyzej sposob.
Wymaga to czasu O(|B|). Powtarzamy to postepowanie dla wszystkich blo-
kéw. Zlozonosé obliczeniowa algorytmu jest O(n?). Algorytm powoduje co
najwyzej n — 1 przerwan. Fakt ten mozna pokazaé przez indukcje. tatwo
sprawdzi¢, ze jest on prawdziwy dla n = 1. Przypuéémy, ze jest on praw-
dziwy dla blokéw o rozmiarze mniejszym niz |B|. Uszeregowanie dla bloku
B ma co najwyzej |B;| — 1 przerwan dla kazdego podbloku B;, i =1,...,b,
i co najwyzej b przerwan dla wybranego zadania k. Zatem catkowita liczba
przerwan jest nie wieksza niz Y0_;(|B;| — 1) 4+ b = |B| — 1 co konczy dowdd.

Przejécie do problemu ogélnego 1|r;, prec| fmax jest naturalne. Wpierw
implementujemy relacje R wprowadzajac modyfikacje wartosci r; zgodnie
ze wzorem (9.5). Dalej stosujemy postepowanie analogiczne jak w problemie
1|75| fmax, stosujac wzory (9.16) — (9.18) dla I = B, I' = B’. Odpowiedni
algorytm réwniez posiada ztozonoéé O(n?).

9.6 Dolne ograniczenia problemu ogélnego

Poniewaz problem 1|r;, ¢;|Cmax jest NP-trudny, istnieje potrzeba wy-
znaczania dolnego ograniczenia optymalnej wartosci funkcji celu zaréwno w
schemacie B&B jak i dla oszacowan jakosci algorytméw przyblizonych. Ist-
nieje wiele metod konstrukeji dolnych ograniczen dla rozwazanego problemu
opartych o rézne formy relaksacji ograniczen i relaksacji funkcji celu. Metody
te sg oceniane poprzez ich ztozonosé obliczeniowa oraz dokladno$é szacowa-
nia funkcji celu, cechy szczegdlnie wazne dla zastosowan w schemacie B&B.
Poniewaz optymalna warto$¢ funkcji celu jest zwykle nieznana, doktadno$é
szacowania ocenia si¢ zwykle poréwnujac metody wzajemnie miedzy soba w
celu wykazania ich réwnowaznosci badZ dominacji.

Zdefiniujmy dla I C J nastepujace pojecia

r(I) = minri, p(I) = ;pi, ¢(I) = ming, (9.20)



144 9. PODSTAWOWE PROBLEMY JEDNOMASZYNOWE

oraz

h(I) = r(I) + p(I) + q(I) (9.21)
gdzie () = p(0) = q(0) = h(0) = 0.

Proste dolne ograniczenia

Pierwsze, najprostsze i historycznie najstarsze dolne ograniczenie jest
skojarzone z zadaniami i okre$lone wzorem

LBy = max (r; + p; + qj)- (9.22)
1<j<n
Ztozonosé obliczeniowa odpowiedniego algorytmu jest O(n).

Drugie dolne ograniczenie zostalo otrzymane poprzez relaksacje ograni-
czenia r; < S; do ograniczenia stabszego 7(J) < Sj. Prowadzi to do pro-
blemu szeregowania postaci 1|r; = 7(J), ¢;|Cmax posiadajacego algorytm
wielomianowy o zlozonosci obliczeniowej O(n logn). Istotnie niech Ci%. be-
dzie optymalng wartoscig funkeji celu problemu 1|¢;|Ciax (patrz Rozdz. 9.2).
Odpowiednia warto$¢ dolnego ograniczenia wynosi LB, = r(J) + Cid..

Trzecie dolne ograniczenie zostalo otrzymane poprzez relaksacje funk-
cji celu maxi<j<n(Cj + gj) do stabszej postaci maxicj<n(Cj + ¢(J)) =
maxi<j<n Cj + q(J). Prowadzi do problemu szeregowania postaci 1|r;, ¢; =
¢(J)|Crax 0 wiclomianowej zlozonosci obliczeniowej rzedu O(nlogn). Istot-
nie niech C}, . bedzie optymalng wartoscia funkcji celu problemu 1|r;|Crax,

patrz Rozdz. 9.2. Odpowiednia wartos¢ dolnego ograniczenia wynosi LB, =
Chax +4(J)-

Relaksacja liczby zadan

W pracy 51 zostalo pokazane, ze dla kazdego I C J zachodzi
Crnax (™) = h(I). (9.23)

Istotnie rozpatrzmy nastepujace kolejne relaksacje problemu 1|r;, g;|Cmax-
Whpierw relaksujemy liczbe zadan rozpatrujac tylko pewien ich podzbiér I C
J . Nastepnie relaksujemy ograniczenie r; < S; wprowadzajac w jego miejsce
ograniczenie stabsze r(I) < S; oraz funkcje celu max;c;(C; + ¢;) do postaci
stabszej max;cr Cj+q(I), podobnie jak w rozdziale poprzednim. Ostatecznie
otrzymujemy problem postaci 1|r; = (1), ¢; = ¢(I)|Cmax ze zbiorem zadan
I, dla ktérego optymalna wartosé funkcji celu wynosi (1) +p(I)+q(I) (patrz
takze Rozdz. 9.1). Zlozono$¢ tego ograniczenia jest O(|I]).
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Korzystajac z (9.23) mozemy natychmiast przyjac¢

LBy = max h(I) (9.24)

choé bezposrednio z (9.24) wynika wykladnicza zlozono$é obliczeniowa od-
powiedniego algorytmu. Zauwazmy, ze ograniczenie (9.22) jest szczegdlnym
przypadkiem (9.24) takim, ze dla wszystkich I C J zachodzi |[I| = 1. W
praktyce dos¢ czesto stosuje sie ograniczenie (9.23) dla pewnego specyficz-
nego zbioru zadan.

Ograniczenia przerywalne

Poniewaz problem 1|r;, g;, pmtn|Cmax posiada algorytm wielomianowy,
zatem jego optymalna wartos¢ funkcji celu C . ¢y, dostarcza rowniez dol-

nego ograniczenia. W pracy 51 stwierdzono, ze zachodzi
LBy = rtlax,pmtn (925)

za$ poprawny dowdd tego faktu podano w pracy 270,
Jak do tej pory jest to najdokladniejsze proste dolne ograniczenie znane
obecnie 255,

Ograniczenia zaawansowane

W pracy 266 pokazano dolne ograniczenie, ktére moze by¢ mocniejsze niz
(9.23). Dla dowolnego I C J oraz dowolnego m € (J \ 1) U {0} definiujemy
warto$¢ H (I, m) nastepujaco

R(I) + min{ Ry, pm, Qm} gdy |I| >1, m #0,
H(I,m)=< h(I)+min{R,,, Qn} gdy |I|=1, m#0, (9.26)
h(I) gdy m =0

gdzie Ry, = [rm+pm—r(I)]T, Qm = [Pm+am—q(I)]" oraz [z]t = max{z,0}.

Udowodnimy, ze zachodzi Chax(7*) > H(I,m) dla I C J oraz m €
(J\I)U{0}. Istotnie, jesli m = 0 to prawdziwos¢ oszacowania (9.26) wynika z
(9.23). Zatem zalézmy m # 0 oraz rozpatrzmy dwa rozlaczne i wyczerpujace
przypadki.

Przypadek “|I| > 1”. Rozwazmy problem postaci 1|r;-, q}|C’maX ze zbiorem
zadan TU{m}, terminami gotowosci i = r(I), j € I, r,, = ryy, czasami
dostarczania q; = ¢(I), j € I, ¢, = gm oraz czasami wykonywania

Pj = pj, j € TU{j}. Oznaczmy przez C' optymalna warto$¢ funkcji
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celu problemu pomocniczego. Poniewaz jest on relaksacjg problemu
oryginalnego, zatem zachodzi C* > C’. W optymalnym rozwiazaniu
problemu pomocniczego zadanie m musi by¢ wykonywane wg jednej z
trzech mozliwosci: (1) przed zbiorem I, (2) za zbiorem I, (3) wewnatrz
zbioru I. Stad otrzymujemy

C* > € > mingmax{r-+po, (D)1 +a(1), r(D)+p(D)-+pm+a(l),
r(I) + p(I) + max{pm + gm, q(1)}} (9.27)
co implikuje (9.26).

Przypadek “|I| =1”. Niech I = {i}. Zadanie m moze by¢ szeregowane
tylko przed lub za zadaniem i, zatem otrzymujemy

C* > min{max{ry,+pm, i} +pi+ ¢, ri+pi+max{pm+qm, ¢ }} (9.28)
co implikuje (9.26) réwniez i tym przypadku.

Jest oczywistym, ze H(I,m) > h(I) dla dowolnego m € (J \ I) U {0}
oraz I C J. Ogblny wzoér (9.26) moze dostarczaé¢ wielu dolnych ograniczen,
przyktadowo dla I C J oraz m € J \ I mamy

C*> H(I,m) > h(I)+ min{ry,, +pm — (L), Pm, Pm + qm — q¢(1)}
> h(I) + min{py —r(I), pm, Pm — q(I)}

= p(I) + ppm + min{r(I), q(I)}. (9.29)

Z kolei stosujac (9.26) dla I = {i} oraz m € J \ I w polaczeniu z oczywista
nieréwnoscia C* > py, + max{ry,, ¢gm} otrzymujemy

c* > Pm + max{min{rl-, Q’L}7 Tm,y Qm} (930)

Sosujac (9.26) dwukrotnie dla I = {i} oraz I = {j} dla tego samego m €
J \ {i,j} otrzymamy

C* > pm + max{min{r;, ¢;}, min{r;, ¢;} }. (9.31)

9.7 Algorytmy przyblizone problemu ogdlnego

Algorytm przyblizony generuje permutacje oznaczona dalej przez 7.

Dla utatwienia opisu zdefiniujemy czeSciows permutacje na zbiorze I C 7,
ktéra bedzie oznaczane przez (m);.
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j 1 2
rj 0 €
bj 1 €
q; 0 1

Tabela 9.1: Przyklad; € jest pewna mala liczba dodatnia

9.7.1 Algorytm 2-aproksymacyjny

Najprostsza technike budowy takiego algorytmu zapozyczono z Rozdz.
9.2. Jako rozwigzanie przyblizone mozna przyjaé¢ permutacje 7% wygenero-
wang dla problemu zrelaksowanego 1|7;|Cmax lub permutacje 9 wygene-
rowang dla problemu zrelaksowanego 1|¢;|Cmax. W obu przypadkach otrzy-
mamy algorytm dostarczajacy dla problemu 1|7}, ¢;|Cmax uszeregowania o
dlugosci nie wigkszej niz 2 razy dlugosé uszeregowania optymalnego (tzw.
algorytm 2 -aproksymacyjny). Istotnie, mamy

Ry _
Cmax(ﬂ- ) = 155125%”(71%1?(11) + ;pﬂ’R(S) + QTIR(’U))

v
s 1<T§§<n(r”R(“> + gpr(s)) + 1§I’llll£5(<n rF(v)

n
< 2% (e 2 Prr(e) + 103X 4o

< Cax(7") + Crax (") = 2Cmax(7") (9.32)

bowiem zar6wno maxi<ugn(rrr(w) + 2=y Pri(s)) (r0zwigzanie optymalne
problemu 1|r;|Cmax) jak i maxi<y<n gv stanowia dolne ograniczenie rozwia-
zania optymalnego Cax(7*) problemu 1|7;¢;|Crax. W podobny sposéb moz-
na wykazaé, ze 79 dostarcza rozwiazania 2 -aproksymacyjnego.

Przyklad liczbowy potwierdzajacy obcistosé oszacowania (9.32) przed-
stawiony jest w Tablicy 9.7.1. Istotnie, 7% = (1,2) oraz Cpax(77) = 2 + ¢,
™ = (2,1) oraz Ciax(7*) = 2¢ + 1. Zatem iloraz Cpax(7)/Cunax(7) dazy
do 2 jedli € dazy do zera.

W pracy 326 zaproponowano algorytm (S) ktory stosuje oczywista intu-
icyjnie regule, znang jako uogodlniona reguta Jacksona: jezeli maszyna jest
wolna oraz co najmniej jedno zadanie jest gotowe do wykonywania, nalezy
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j 1 2 3 4 5 6 7
r; 10 13 11 20 30 0 30
Dj 5 6 7 4 3 6 2
4 7 26 24 21 8 17 0

Tabela 9.2: Przyktad liczbowy dla algorytmu S

skierowaé¢ do wykonywania dostepne zadanie najpilniejsze, to znaczy to z
najdtuzszym czasem dostarczania. Udowodniono, ze algorytm S jest takze
2 -aproksymacyjny 199. Przyktad zamieszczony w Tablicy 7?7 pokazuje, ze
oszacowanie to jest obciste bowiem algorytm S takze wygeneruje permutacje

75 = (1,2). Ogdlny schemat algorytmu podano ponizej.

Algorithm S
(1) Podstaw i =1, 0 = (), U = 0, t = minjgj<n 75
(2) W chwili ¢t wybierz zadanie j* € J \ U takie, ze ¢;+ = max;c n\v, ri<t 4

(8) Podstaw U := U U {j*}, i := i+ 1, o(i) = j* S = t, oraz t :=
max{t + pj«, minje 7\ 15}

(4) Jedli U = J to podstaw 7° := ¢ i STOP. Inaczej przejdz do Kroku (2).

W kazdym kroku algorytmu, zbiér U zawiera zadania uszeregowane, tworza-
ce permutacje czesciowa o o dlugosci i. Zadania niuszeregowane J \U tworza
kolejke, z ktérej pobierane sa zadania do obstugi, zgodnie z ich dostepnoscia
i pilnoséia.

Rozwazmy przyktad problemu z danym w Tablicy 9.7.1. Zastosowanie
Algorytmu S dostarcza permutacji 7° = (6,1,2,3,4,5,7) oraz wektora ter-
minéw rozpoczecia zadan S = (10, 15,21, 28, 32,0, 35) i wartosci funkeji celu
Cinax () = 53. Harmonogram pracy maszyny przedstawiono na Rys. 9.3.

Pierwsza implementacja Algorytmu S dzialajaca w czasie O(nlogn) zo-
stala podana w pracy 51 w oparciu o ide¢ kopca dwumianowego 9. Istnieje
jednak prostsza implementacja wykorzystujaca “zwykly” kopiec binarny 69,
strukture danych polecang rutynowo dla realizacji statycznej kolejki priory-
tetowej. W obu implementacjach przyjmujemy, bez straty ogdlnoéci rozwa-
zan, ze zadania s numerowane zgodnie z niemalejgcymi wartosciami r;j; w
przeciwnym przypadku nalezy zadania przenumerowaé, mozna to wykonaé
w czasie O(nlogn). W technice kopca binarnego kolejka do stanowiska, to
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Rysunek 9.3: Wykres Gantta dla 7% w przykladzie problemu 1|75, ¢;|Crmax-

znaczy zbiér zadan nieuszeregowanych i gotowych do wykonywania w chwili
t, jest przechowywana w formie kopca zorganizowanego wedtug nierosnacych
wartosci g;. Kolejka ta jest aktualizowana 2n razy, odpowiednio do doda-
nia i usuniecia kazdego zadania z kolejki, przy czym kazda z tych operacji
mozna zrealizowaé¢ na kopca w czasie ograniczonym przez O(logn). Ponie-
waz liczba analizowanych chwil ¢ jest rzedu O(n), zatem koncowa zlozonosé
obliczeniowa algorytmu jest O(nlogn).

Mozliwe jest zastosowanie Algorytmu S dla przypadku zadan zaleznych
powiazanych relacja R. W tym celu nalezy wykonaé¢ wstepng modyfikacje
danych wejéciowych a nastepnie wykonaé wlasciwy Algorytm S dla tak zmo-
dyfikowanych danych. Modyfikacja odbywa sie dla kazdej pary (i,j) € R,
progresywnie, wedlug zasady

rj = max{r;,r;}, (9.33)

¢i :=max{q;, q; +pj}- (9.34)

Otrzymane rozwiazanie jest dopuszczalne bowiem ze wzgledu na warunek
(9.33) zadanie j bedzie dostepne nie wezeéniej niz zadanie ¢, za$ w przypadku
ich jednoczesnego wystepowania w zbiorze zadan nieuszeregowanych J \ U
warunek (9.34) zapewnia, ze zadanie ¢ bedzie uszeregowane przed zadaniem
j.

Algorytm S moze by¢ takze wykorzystany, po niewielkiej modyfikacji, do
rozwigzywania problemu 1|7}, ¢;, pmtn|Cpax. Obowiazuje w tym przypadku
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Rysunek 9.4: Wykres Gantta w przyktadzie problemu 1|r;, ¢j, pmtn|Cpax.

takze uogélniona reguta Jacksona w wersji dopuszczajacej przerywanie wy-
konywania zadan oraz “zwracanie” niewykonanej jeszcze czesci zadania do
kolejki. Przerwanie nastepuje kazdorazowo gdy w kolejce pojawia si¢ zada-
nie o wyzszej pilnosci niz to aktualnie wykonywane. Zapis algorytmu w tym
przypadku jest nieco bardziej ztozony bowiem rozwiazanie nie moze by¢ re-
prezentowane permutacja, patrz. Rozdz. 9.5. Mozna sprawdzié, ze algorytm
ten réwniez posiada zlozonosé obliczeniowa O(nlogn). Dla przyktadu poda-
nego w Tablicy 9.7.1 odpowiednie rozwigzanie przerywalne zostalo przedsta-

wione na rys. 9.4. Optymalna wartos¢ funkcji celu wynosi Cf o pmen, = 51
9.7.2 Algorytm 3/2-aproksymacyjny
Algorytm P 291 generuje cigg t, 1 < t < u permutacji my, ..., T, startu-

jac z permutacji wyznaczonej algorytmem S, tzn. m; = 7°. Dla kazdej per-
mutacji 7; z ciagu wyznaczane sa odpowiednie zadania b oraz c. Jesli tylko
c istnieje to generowana jest nastepna permutacja m;11 poprzez wykonanie
podstawienia r. = 7, ;) 1 ponowne zastosowanie algorytmu S. Postgpowanie
jest kontynuowane tak dtugo jak zadanie c istnieje ale nie wiecej niz u razy,
gdzie u jest pewna staly. Algorytm zwraca jako wynik najlepszg permutacje
Z wygenerowanego ciggu.

Algorytm P dla u < n jest algorytmem 2 -aproksymacyjnym, za$ dla
u > n algorytmem 3/2 -aproksymacyjnym. Pierwszy z wymienionych fak-
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J 1 2 3 . n—1 n
rj 0 € € € €
Dj 1 € € € €
qj 0 14+2(n — 2)e 14+2(n — 3)e e 1+4-2¢ 1

Tabela 9.3: Przyktad liczbowy dla algorytmu P; €jest pewna mata liczba.

tow wynika z przyktad liczbowego zamieszczonego w Tablicy 9.7.2. Istotnie,
dla podanego przykltadu otrzymujemy m = 7% = (1,2,...,n), Cpax(7%) =
2 4 2(n — 2)e + ¢, oraz nastepnie (a,b) = (1,2), 7(b) = 2, ¢ = 1. Wykonu-
jac jeden krok Algorytmu P otrzymujemy 7o = (2,1,3,4,...,n, Cpax(m2) =
24+2(n—1)eoraz (a,b) = (1,2), 7(b) = 3, ¢ = 1. Wykonujac kolejne kroki Al-
gorytmu P dlai=1,...,n—1 otrzymujemy m; = (2,3,...,4,1,i+1,...,n),
Chmax(mi) = 2 + O(ne) oraz zawsze zadanie 1 jest zadaniem interferen-
cyjnym. Latwo sprawdzié¢, ze rozwigzaniem optymalnym jest permutacja
™ = (2,3,...,n — 1,n,1) oraz Chpax(7*) = 1+ ne. Stad kazdy iloraz
Crnax (7)) /Crax () — 2 jedli € — 0. Fakt drugi, potwierdzajacy oszacowanie
3/2, wynika z dowodu przedstawionego w pracy 291. Na koniec zauwazmy,
ze dla u = n zlozonoéé obliczeniowa Algorytmu P rzedu O(n?logn).

Rozszerzenie Algorytmu P na przypadek zadan zaleznych wymaga nieco
wiecej zabiegéw niz dla Algorytmu S. Kazdorazowo gdy zadanie interferen-
cyjne ¢ ma zmieniany termin dostepnosci wg zasady 7 := () dokonujemy
rowniez zmiany terminéw dostepnosci wszystkich zadan j, ktére wystepuja
za zadaniem c w relacji poprzedzania R. To gwarantuje, ze kolejno otrzyma-
ne rozwiazanie przez zastosowanie Algorytmu S jest dopuszczalne. Rowniez
ta zmodyfikowana wersja Algorytmu P (bedziemy ja oznaczaé¢ dalej P’) jest
algorytmem 3/2 -aproksymacyjnym.

9.7.3 Algorytm 4/3-aproksymacyjny

Bazujac na Algorytmie P w pracy 159 zaproponowano algorytm (HS) be-
dacy 4/3 -aproksymacyjnym algorytmem dzialajacym w czasie O(n?logn).

Algorytm HS rozwaza oprécz wersji podstawowej, takze wersje odwrotna
(symetryczna) problemu. Stosujac algorytm P, generowane jest co najwyzej
u = 2n—3 permutacji dla problemu podstawowego oraz co najwyzej u = 2n—
3 permutacji dla problemu odwrotnego. Szczegbtowa postaé tego algorytmu
przedstawiona jest ponizej.
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7 1 2 3 4 5
T 0 € 1+€ 2+€ 2
Dj 1 1 € € 1
qj 0 2 2+-€ 1+€ €

Tabela 9.4: Przyktad liczbowy dla algorytmu HS

1. Jesli nie istnieja w zbiorze J zadania k oraz [ takie, ze pg, p; > p(J)/3,
lub istnieje dokladnie jedno zadanie k takie, ze pr > p(J)/3, to za-
stosuj Algorytm P do problemu prostego i odwrotnego z u = n oraz
zwroé najlepsze z wygenerowanych rozwigzan.

2. Jesli istnieja w zbiorze J zadania k oraz [ takie, ze pg,p; > p(J)/3 to
wykonaj dwa nastepujace kroki: (1) dodaj ograniczenie “k poprzedza
I’ oraz zastosuj Algorytm P’ dla problemu prostego i odwrotnego dla
u = 2n — 3, (2) dodaj ograniczenie “l poprzedza k” oraz zastosuj
Algorytm P’ dla problemu prostego i odwrotnego dla u = 2n — 3.
Zwroé najlepsze z wygenerowanych rozwigzan.

W celu pokazania osiggalnosci oszacowania rozwazmy przykiad problemu
z danym w Tablicy 9.7.3. Rozpatrzmy szczegétowo zachowanie sie Algo-
rytmu HS. Ze wzgledu na symetrie danych przyktadu wystarczy rozwazyé
problem prosty, bowiem problem odwrotny dostarczy takich samych rezul-
tatéw. Przyklad wymaga zastosowana kroku (1) algorytmu. Rozpoczynamy
od permutacji m = (1,2,3,4,5), Cmax(m) = 4 + 2¢, (a,b) = (2,3), ¢ = 2.
Nastepnie wprowadzamy modyfikacje w oparciu o zadanie interferencyjne
przyjmujac v = r1 = 1 + €. Ponowne zastosowanie Algorytmu S dostarcza
my = (1,3,2,4,5), Chax(m2) = 4 + 2¢ oraz wystepuje brak zadania interfe-
rencyjnego, co zatrzymuje Algorytm P. Mozna sprawdzié¢, ze rozwigzaniem
optymalnym jest 7* = (2,3,1,4,5) oraz Chpax(7*) = 3 + 4e. Stad iloraz
Crnax(77%) /Crnax (1) — 4/3 jesli e — 0.

Algorytm HS mozna uogélnié, podobnie jak P, na przypadek wystepo-
wania zadan zaleznych (1|r}, ¢;, prec|Cmax). Pominawszy zlozone schematy
aproksymacyjne opisne w Rozdz. 9.8, jest to najlepszy algorytm aproksy-
macyjny zhany obecnie.
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9.7.4 Szybki algorytm 3/2-aproksymacyjny

Podejscia prezentowane w Rozdz. 9.7.2 — 9.7.3 wprowadzaja ocene ja-
kosci jako wtérna do algorytmu, tzn. najpierw zaproponowano algorytm a
nastepnie wykonano jego analize. Jednakze problem projektowania algoryt-
mu mozna postawi¢ odmiennie: nalezy wyznaczy¢ minimalny zbiér permuta-
cji podlegajacych sprawdzeniu tak aby zagwarantowaé¢ doktadnosé 3/2 (lub
4/3) przy zalozeniu, ze kazda permutacja jest generowana w niekosztownym
czasie co najwyzej O(nlogn). Jedli ten zbiér zawiera permutacje 7, to ze
wzgledu na wartoéé ilorazu C°/C* bliska 2, musimy dolaczyé co najmniej
jedna dodatkowa permutacje.

Takie wlasnie podejscie zaprezentowano w pracy 266, gdzie opisano algo-
rytm 3/2-aproksymacyjny, o zlozonosci obliczeniowej O(nlogn). Algorytm
ten laczy rozszerzona regute Jacksona z reguta Johnsona znana dla dwu-
maszynowego problemu przeptywowego. Algorytm ten bada dwie permuta-
cje w tym 7°. Kombinujac ten algorytm z dowolnym innym zawsze otrzy-
mamy algorytm 3/2-aproksymacyjny.

Algorytm NS

Krok 1. Wyznacz 7° uzywajac algorytmu S oraz zadanie interferencyjne c

w mg. Jesli ¢ nie istnieje to zwréé 7N = 75,

Krok 2. Wyznacz zbiory A = {i € J\{c}: r <q}, B={ie T\
{c} : 7 > ¢;} oraz permutacje m* poprzez uporzadkowanie zadai
ze zbioru A wg niemalejacych wartosci r; i permutacje 72 otrzymana
poprzez uporzadkowanie zadan wg nierosnacych wartosci ¢;. Utworz

permutacje 748 = rden®.

AB NS _

Krok 3. Zwréé lepsza z permutacji 748, 75, tzn. podstaw 748 jedli
Conax (148 < Cax (%) zaé V9 = 7% w przeciwnym przypadku.

Pokazemy dalej, ze algorytm NS jest 3/2-aproksymacyjny, przy czym
oszacowanie to jest dokladne. Pokazano, ze jeéli dla 7 zadanie ¢ nie istnieje
to permutacja jest optymalna tj. C° = C*; w przeciwnym przypadku mamy
C% < pe + C*. Zatem jesli algorytm H powrdcil bezposrednio z Kroku 1
to 7 jest optymalna. W przeciwnym przypadku, jedli p. < C*/2 to CH <
C% < (3/2)C*. Zatem rozwazmy ostatni przypadek: c istnieje p. > C*/2.
Pokazemy, ze CAB < (3/2)C*. Bez straty ogdélnoéci mozemy zalozyé, ze

4B = (1,2,...,n) oraz ze zadanie interferencyjne w 7° nazywa sie takze
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c. Niech (a,b) bedzie drogg krytyczng w 748, Ze wzoru (9.12) mamy

b
CAP =1+ ps + . (9.35)

S=a
Mozliwe sa przy tym trzy rozltaczne i wyczerpujace przypadXki.

Przypadek “a = ¢, b = ¢”. Korzystajac z (9.35) oraz z (9.23) dla I = {c¢}
otrzymujemy
CAB = r 4 pe+q. < C*. (9.36)

Przypadki “(a € A, b€ A) oraz (a € B, b € B)”. Korzystajac z tego, ze
pe > C* /2 oraz z oczywistego dolnego ograniczenia C* > Zg:a Ps + Pe
otrzymujemy

b
Pe> > Ds. (9.37)

Jedli a,b € A to zgodnie z definicja A mamy r, < 7. Podobnie jesli
a,b € B to ¢, < qq. Stad mamy

To +qp < max{ra +Qa, Ty + Qb} < C*. (938)

Ostatecznie z (9.36), (9.38) oraz (9.37) otrzymujemy

b b
CAP < C* 4+ (1/2) Y ps+(1/2) Y ps

b
<O+ (1/2)(3 ps +pe) < (3/2)C" (9.39)

Przypadki “(a € A, b=c¢), (a€ A, b€ B) oraz (a =c¢, b € B)”. Rozpo-
czniemy od pokazania, ze

b
C* > ps+min{ra, q}. (9.40)

sS=a

Stosujac (9.29) dla I = {a,...,b} \ {c} oraz m = ¢ otrzymujemy

b
c* > Z +min{r(I),q(I)}. (9.41)

Nieréwnos¢ (9.41) implikuje (9.40). Rzeczywiscie, jesli a € A oraz b €
B wtedy r(I) > min{rq, g}, ¢(I) > min{r,, ¢p} oraz min{r(I),q(I)} >
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j 1 2 3
rj € I+e 0
bj 1 € 1
q; 1 1 0

Tabela 9.5: Przyktad dla Algorytmu NS; € jest pewna mata liczba dodatnia

min{rg, g }. Dalej, jedli a € A oraz b = ¢ to min{r(I),q(I)} =r(I
rq > min{r,, gp}. Podobnie, gdy a = cib € B mamy min{r(I), q(I)
q(I) = q» > min{r,, ¢ }. Dalej pokazemy, ze zachodzi

) =
} =

C* > pe + max{rq, ¢} (9.42)

Nier6wno$é (9.42) zostala otrzymana z (9.30) lub (9.31) ktadac m = ¢
oraz odpowiednie wartosci ¢ oraz j, a mianowicie jesli (a € A, b = ¢)
lub (@ = ¢, b € B) przyjmujemy i = a lub i = b we wzorze (9.30)
odpowiednio. Podobnie jedli (a € A, b € B) kladziemy i = a, j = b
we wzorze (9.31).

Poniewaz p. > C*/2, uzywajac z (9.42) otrzymujemy p. > max{rq, ¢}
oraz
C* > 2max{rq, ¢} (9.43)

Ostatecznie, z (9.35), (9.40) oraz (9.43)

b
CAP = min{re, @} + > ps + max{ra, ¢}
sS=a
<C* 4 (1/2)C* < (3/2)C* (9.44)
co konczy ten przypadek.

Oszacowanie dokladnosci najlepsze mozliwe co pokazuje nastepujacy przy-
ktad z danymi zamieszczonymi w Tablicy 9.7.4. Latwo sprawdzié, ze permu-
tacja 7" = (1,2, 3) jest optymalna oraz C* = 2 4 2¢. Algorytm S generuje
permutacje 7° = (3,1,2) oraz C° = 3 + €. Poniewaz w 7° zadaniem inter-
ferencyjnym jest zadanie 3, zatem ¢ = 3, A = {1}, B = {2}, 748 = (1,3,2)
oraz CAB = 3 4+ 2e. Stad CV9/C* = (3 + €)/(2 + 2¢) oraz wartosé tego
wyrazenia dazy do (3/2) jesli e — 0.

Zauwazmy, ze inne mutacje algorytmu posiadaja taks sama ocene. Przy-
ktadowo jesli warunek “... jesli c¢ nie istnieje ...” wystepujacy w Kroku 1
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zastapi¢ warunkiem “... jesli ¢ nie istnieje lub p. < p(J)/2 ...”. Inna propo-

zycja jest uzycie do konstrukcji permutacji 74 w miejsce ¢ zadania v € J
takiego, ze p, > p(J)/2 (permutacja 748 jest generowana tylko wtedy gdy
takie u istnieje).

9.8 Schematy aproksymacyjne

Opisany schemat 159 definiuje rodzine algorytmoéw, ktéra dla kazdego
e > 0 wyznacza w czasie wielomianowym rozwigzanie przyblizone 74 takie,
ze C4/C* < 1+¢, gdzie CA = Chax(74). Do konstrukcji schematu wykorzy-
stuje sie rozwigzanie przyblizone problemu pomocniczego 1|r; € Z, ¢;|Crax,
w ktérym zadania posiadaja skonczong liczbe k def |Z| < n rézmych ter-
minéw gotowosci. Rozwigzanie tego ostatniego problemu mozna otrzymacé
poprzez pomocniczy schemat oparty na kodowaniu jedynkowym czaséw za-
dan lub schemat operujacy na szkicach uszeregowan. Zauwazmy, ze jesli
dysponujemy zadanym pomocniczym schematem aproksymacyjnym dla pro-
blemu 1|r; € Z, ¢;|Cmax, to mozemy skonstruowa¢ w czasie wielomianowym
schemat aproksymacyjny dla problemu 1|r;, ¢j|Cmax wedlug nastepujacej
zasady. Niech A = § maxi;j<n rj. Zaokraglamy wartosci terminéw gotowo-
Sci zadan do najblizszej catkowitej wielokrotnosci A poprzez podstawienie
r; = |Z]A. Zaokraglenie powoduje, ze zadania otrzymuja 2/e + 1 réz-
nych terminéw gotowosci. Niech S = (Si,...,5,) bedzie wektorem termi-
néw rozpoczecia wykonywania zadan otrzymanych w wyniku rozwiazania
llrj € Z,qj|Cmax- Wektor (S1 + A, ..., S, + A) jest dopuszczalny dla pro-
blemu 1|r;j, ¢j|Cmax przy czym dilugo$é uszeregowania jest nie wieksza niz
(1+ 5)C* + A. Poniewaz r; < C*, zatem A < $C* oraz otrzymane rozwig-
zanie ma dlugos$¢ nie wigksza niz (1 + €)C™.

Kluczowym elementem opisywanego schematu jest problem pomocniczy
1|rj € Z,¢;|Cmax. Do jego rozwiazania proponuje sie zastosowanie jednego
z dwdbch opisanych ponizej schematéow aproksymacyjnych. Oznaczmy przez
k liczbe réznych terminéw gotowosci za$ przez Z = {z1, ..., z;} uporzadko-
wany zbidr ich wartosci; dla wygody zapisu przyjmijmy takze zp41 = oo.

Schemat pomocniczy oparty na kodowaniu jedynkowym

Baza schematu jest algorytm PD (opisany dalej), ktéry dla problemu
1r; € Z, q;|Cmax Wyznacza rozwiazanie optymalne w czasie O(nkP?).

Pokazemy wpierw, ze algorytm ten prowadzi do poszukiwanego wielo-
mianowego schematu aproksymacyjny. Problem 1|r; € Z, ¢j|Cmax z danymi
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Tj, Pj, qj aproksymujemy problemem takiego samego typu lecz z danymi
“przeskalowanymi” 7; = r;/0, p; = |pj/d|, @ = q;/0, gdzie 6 = eP/n,
P = p(J). Poniewaz zachodzi

n n

D B <D _pi/d="Pld=n/e (9.45)

J=1 J=1

to wspomniany algorytm PD dla problemu 1|r; € Z,qj|Cnax z danymi 7,
Pj, 4j wyznaczy rozwiazanie optymalne w czasie O(nk(n/e)?*), czyli w cza-
sie wielomianowo zaleznym od n oraz 1/e. Otrzymane rozwiazanie opty-
malne S* = (S7,...,S}) generuje nastepnie rozwiazanie optymalne §5* =
(05%,...,05;) dla problemu z danymi “przeskalowanymi w gére”, to jest dr;,
dpj, 0q;. Aproksymujac p; przez 0p; dokonano zaokraglenia, zatem otrzyma-
na dlugosé uszeregowania dla problemu 1|r; € Z, ¢j|Cmax z danymi 675, dp;,
dq; jest nie wieksza niz optymalna warto$¢ Cax(7*) dla problemu wyjscio-
wego 1|rj € Z,¢j|Cmax z danymi 5, p;, ;. “Rozszerzajac” otrzymane roz-
wiazanie §5* do rozwiazania dopuszczalnego problemu wyjsciowego wystar-
czy powiekszy¢ czasy wykonywania wszystkich zadan o warto$¢ 6 = eP/n, co
odpowiada terminom rozpoczecia (657,0(S55+1),...,6(S) +n—1)). Otrzy-
mujemy wtedy uszeregowanie o dtugosci nie wiekszej niz Cryax(7*) + €P <
(1 + €)Cpax(7").

Podamy teraz wspomniany na wstepie algorytm PD wyznaczajacy roz-
wigzanie optymalne problemu 1|r; € Z,¢qj|Cnax W czasie O(nkP?F). Po-
niewaz Z jest zbiorem uporzadkowanym, to wszystkie uszeregowania S =
(S1,...,S5n) spelniajag warunek S; € [z1,21 + P], j = 1,...,n. Przedzial
[21, 2k + P] dekomponujemy na k roztacznych podprzedzialéw postaci [z; +
Wi, Zip1 + Wit1), gdzie z; + w; < 241 Fwipr oraz 0 < w; < Pyi=1,...,k
sa pewnymi liczbami. Kazdy wektor w = (wi,...,wy) nazywamy rozkla-
dem kanonicznym uszeregowan. Dla kazdego S istnieje w takie, ze S; €
[zi + wi, zi41 + wit1), dla pewnego i oraz zadanie j jest w calodci wy-
konywane w tym przedziale. Wszystkich rozkladéw w jest nie wiecej niz
P*. Rozktad kanoniczny pozwala nam zastapié wybdr wartosci n zmien-
nych S;, j = 1,...,n wyborem wartosci k zmiennych w;, i = 1,...,k, co
jest korzystne gdy k& < n. Nie wszystkie wektory w generuja uszeregowanie
dopuszczalne, podobnie zreszta jak nie wszystkie S. W kazdym przedziale
[2i + wi, zi41 + wiy1) musi byé wykonany w calosci pewien podzbiér zadan,
ktére zgodnie z definicja w;+1 sa dostepne juz w z;. Zatem optymalna ko-
lejno$é¢ zadan w tym podzbiorze mozna okresli¢ zgodnie z odwrotng reguta
Jacksona.

Algorytm PD wywoluje Algorytm PD-C dla kazdego przydzialu kano-
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nicznego w i wymaga by zadania byly indeksowane zgodnie z malejacymi
wartosciami koncéwek, g1 > ... > g,. Dla kazdego ustalonego w Algorytm
PD-C poszukuje najlepszego przydziatlu zadan do przedziatléw czasowych
[z + wi, zi41 +wey1), i = 1,..., k — 1. Niech t; oznacza suma czaséw wyko-
nywania zadan juz przydzielonych do przedziatu [z; +w;, zi41+w,41) zas j —
kolejno przydzielane zadanie. Oznaczmy przez F,(t;7) = Fy(t1 ..., tn;j) mi-
nimalna dlugosé uszeregowania dla zadan ze zbioru {1,...,j} zajmujacych
czas t; w kazdym przedziale. Ze wzgledu na dopuszczalnosé musi zachodzié

k J
dti=> ps (9.46)
=1 s=1
oraz
Zi+w;+t; < Zig1 Fwipr, i =1,...,k— 1. (947)

Niech TV okresla zbiér wszystkich wartosci ¢ spetniajacych warunki (9.46)—
(9.47). Podstawowa zalezno$é rekurencyjna dla PD-C dana jest wzorem

F’w(taj) = 1<i£%j?j<zimax{Fw<tla"'7ti—17ti _pjvti+17"'7tn;j - 1)7

zl-—i—wi—kti—}—qj},tGTj,jzl,...,n, (948)

gdzie Fy,(t;0) = oo dla kazdego t z wyjatkiem F,,(0;0) = 0. Jesli zadanie
j zostalo, w wyniku zastosowania wzoru (9.48), wprowadzone do przedzia-
hu i-tego, to jest umieszczane jako ostatnie za wszystkimi zadaniami juz
uszeregowanymi w tym przedziale. Celem algorytmu PD-C jest wyznaczenie
warto$ci mingepn F'(t;n) oraz odpowiadajacego mu uszeregowania.
Zlozono$¢ obliczeniowa schematu dla problemu 1|75, ¢j|Ciax, z wykorzy-
staniem pomocniczego algorytmu opartego na kodowaniu jedynkowym dla
problemu 1|7; € Z, ¢;|Crnax, jest rzedu O(16Y/¢(n/€)3T4/¢). Dla e = 1/2 zlo-
zonosé ta jest rzedu O(219n!) (poréwnaj z O(nlogn) dla algorytmu NS),
za$ dla € = 1/3 odpowiednio O(9 - 6'2n!%) (poréwnaj z O(n?logn) dla HS).

Schemat pomocniczy oparty na szkicach

Schemat ten wyznacza rozwigzanie przyblizone problemu 1|r; € Z, q;|Crmax
korzystajac z pojecia szkicu, ktory okre$la doktadne rozmieszczenie zadan
duzych oraz przyblizone rozmieszczenie zadan malych w uszeregowaniu. Za-
dane rozwiazanie jest poszukiwane metoda przegladu szkicow.

Wielko$é zadania jest oceniana przy pomocy wartosci progowej

eP

= . 4
t=o (9.49)
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Stad mamy zbiér zadan duzych i maltych, odpowiednio

A={j:pj>2t}, B={j: p; <t} (9.50)
Zadan duzych jest nie wiecej niz P/t = 2k/e.
Rozwazmy pewne uszeregowanie S = (51, ...,.5y,), dla kérego zdefiniuj-
my zbiory

I, = {j c€A: Sj S I:ZZ',Z/L'+1)}, K;, = {] €B: Sj S I:ZZ',Z/L'+1)}. (951)

dlai=1,..., k. W sposéb oczywisty zadania ze zbioru I; U K; sa wykony-

wane przed zadaniami ze zbioru I; 11 U K;41 dlai = 1,... k — 1. Szkicem
uszeregowania S nazywamy zestaw {(I;,v;)}, i =1,...,k, gdzie
i = [p(5) 1] (9.52)

Liczba mozliwych szkicéw jest iloczynem liczby przypisan efektywnych ter-
minéw gotowosci do zadan duzych oraz liczby mozliwych wyboréw wielko-
ici vy, ..., dla zadan malych, czyli O(kl4) = O(k*/€) oraz O(KP/t) =
O(Kk*/€), odpowiednio.

Dla danego szkicu rozwigzanie dopuszczalne S wyznaczamy poshugujac
sie pewnym chciwym algorytmem przyblizonym. Algorytm ten wpierw kon-
struuje zbiory Kj;, i = 1,...,k w oparciu o dany wektor v = (vy,..., V).
Nastepnie kazdy zbiér I; U K; jest porzadkowany zgodnie z odwrotng regula
Jacksona wedlug nierosnacych wartosci g; i okreslany sg terminy rozpoczecia
zadan. Uszeregowanie jest tworzone poprzez konkatenacje uporzadkowanych
zbiorow w kolejnoéci od Iy U K1 do I U K.

Niech N; = p;t. Algorytm chciwy rozpoczyna prace od podstawienia
K;=0,i=1,...,k. Nastepnie, dla i =1,...,k kolejno wyznaczamy zbiér

Wi={jeB: j¢Ks s=1,...,k), (r; < z)}, (9.53)

ktory po uporzadkowaniu wedlug nierosngcych wartosci ¢; dostarcza listy
dla centralnej czeéci algorytmu chciwego. Kolejne zadania z listy sa wybiera-
ne i dodawane do K; zgodnie z zasadg chciwodci, tak by taczna suma czasdéw
zadan wybranych nie przekraczala lub przekraczala w stopniu nieznacznym
warto$é IV;.

Ztozonos¢ obliczeniowa schematu dla problemu 1|7, ¢j|Cmax, z wyko-
rzystaniem pomocniczego algorytmu opartego na schematach dla problemu
1lrj € Z,qj|Cmax, jest rzedu O(nlogn + n(4/e)8/+8/e+2) Dla ¢ = 1/2
ztozonoéé ta jest rzedu O(nlogn + 2'%%n), za$ dla ¢ = 1/3 odpowiednio
O(nlogn + 619n).
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9.9 Algorytmy przegladu

Metody przegladu dla problemu 1|7}, ¢;|Cmax byly analizowane miedzy
innymi w pracach 25,51,129,238. Jak dotychczas najbardziej elegancka wersja
pochodzi z pracy 51 i jest porownywalna, w sensie efektywnosci, z nieco
bardziej skomplikowanym algorytmem blokowym 129,

9.9.1 Algorytm Carliera

Opisywany algorytm jest schematem B&B, ktéry generuje dla kazdego
wezta w drzewie rozwigzan kompletne rozwiazanie uzywajac do tego celu
algorytmu S. Na bazie tego rozwiagzanie okreslana jest zasada podziatu, dolne
i gorne ograniczenia oraz regulty eliminacji, korzystajac z pewnych wtasnosci
7 opisanych ponizej.

Podstawowe wlasnoS$ci

Niech 7% bedzie permutacjg wygenerowana Algorytmem S z droga kry-
tyczna (a,b) odpowiednio do definicji podanej w Rozdz. 9.4. Zachodza dwa
wylaczajace sie wzajemnie przypadki: (1) jesli 75 nie jest optymalna to ist-
nieje zadanie ¢ € J oraz zbior K C J takie, ze h(K) > Cupax(7®) — pe
oraz w rozwiazaniu optymalnym c jest wykonywane przed lub za wszystki-
mi zadaniami z K; (2) jeéli 75 jest optymalna to istnieje I C J taki, ze
Conax (%) = h(I).

Istotnie, w celu dowodu wtasnosci, bez straty ogélnosci mozemy zatozyc¢,
ze m° = 1 gdzie (i) = i, 4 = 1,...,n. Zatem zgodnie ze wzorem mamy
Cmax(m) =71, +p(I) + qp, gdzie I = {a,a+1,...,b}.

Whpierw pokazemy, ze zadne zadanie nie jest wykonywane w przedziale
(r — 1,74). Przypusémy, ze istnieje ¢ rozpoczynajace sie w S; < r, oraz
Si + pi > rq. Stad S; + pi + p(I) + @ > Cpax(m) co przeczy temu, ze
Crax () jest maksymalne. Dalej pokazemy, ze r, = r(I). Istotnie, poniewaz
maszyna jest wolna w przedziale czasu (r, — 1,7,). Stad w algorytmie gdy
szeregujemy a w chwili ¢ = 7, mamy ¢ = r, = minjc\yr; oraz ro, =
minjcyr; = r(I) poniewaz I C J \ U. Wreszcie, jesli g, = ¢(I) to dlugosé
Sciezki krytycznej jest réwna Crax(7) = ro+p(I)+qo = (1) +p(I)+q(I) =
h(I) zatem rozwiazanie jest optymalne. Wystepuje to zawsze gdy spelniona
jest zaleznos¢ “jesli r; < rj to ¢; > ;7. Przykladowo, jesli wszystkie r; sa
rowne lub wszystkie g; sa rowne. W przypadku przeciwnym do poprzedniego,
to znaczy gdy ¢, > q(I), istnieje zadanie i takie, ze i < b oraz ¢; < q;
oznaczmy przez ¢ najwiekszy indeks takiego zadania. Zdefiniujmy zbiér K =
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{c+1,...,b}. Zgodnie z definicja mamy ¢, < ¢;j, j € K. Latwo zauwazy¢,
ze zachodzi S. < r;, j € K. Istotnie, gdyby zachodzito S. > r; dla pewnego
1 € K, to zadanie ¢ byloby gotowe do wykonywania w chwili czasowej t =
S., w ktorej podejmowano decyzje o uszeregowaniu zadania c, i zadanie to
zostaloby uszeregowane w chwili ¢ zamiast ¢ ze wzgledu na warunek q; > qe.
Zatem otrzymujemy nieréwnos¢ prawdziwg dla kazdego j € K

c—1
ri>Se=To+ Y P (9.54)
t=a
implikujaca oczywista nieréwnosé
c—1
r(K)=minr; > S, =r, + Zpt. (9.55)
jeK t=a

Zgodnie z definicja zbioru K mamy ¢, = minjex ¢; = ¢(K). Zatem osta-
tecznie

WE) = r(K) +p(K) + q(K) > ra+p(I) + ¢ — pe = Cmax(7) = pe (9.56)

co konczy dowdd wlasnodci.

Odpowiednio, zadanie ¢ oraz zbiér K zdefiniowany w Rozdz. 9.4 spel-
niaja warunki podanej wlasnoéci. W przykladzie opisanym w Tablicy 9.7.1
mamy ¢ =1, K = {2,3,4}, h(K) = 49, patrz takze Rys. 9.3, 9.5.

Zasada podziatu

7 kazdym weztem drzewa rozwiazan kojarzymy:

1. problem 1|7}, ¢;|Cmax z danymi (r;,p;,q;,7 = 1,...,n); wartodci 5, g;
beda ulegaly modyfikacji w czasie pracy algorytmu,

2. permutacje ™ wygenerowana Algorytmem S wraz z odpowiadajaca
mu wartodcia funkcji celu Crax(7°), droga krytyczna (a,b), zadaniem
interferencyjnym c oraz zbiorem krytycznym K, zgodnie z definicjami
podanymi w Rozdz. 9.4

3. dolne ograniczenie wartosci celu LB dla wszystkich rozwigzan proble-
mu z danymi charakterystycznymi dla tego wezla,

4. gbrne ograniczenie U B wartosci funkcji celu dla wszystkich rozwigzan
sprawdzonych przed analiza rozpatrywanego wezta.



162 9. PODSTAWOWE PROBLEMY JEDNOMASZYNOWE

Rysunek 9.5: Interpretacja zadania c oraz zbioru K na grafie.
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Przyjmujemy poczatkowo UB = oo. Wyznaczamy 7° poprzez zastosowa-
nie Algorytmu S, a w dalszej kolejnosci odpowiadajaca mu wartoéé¢ funkcji
celu Chax (), droge krytyczna (a,b), zadanie interferencyjne ¢ oraz zbiér
krytyczny K, zgodnie z definicjami podanymi w Rozdz. 9.4. Jesli ¢ nie ist-
nieje to otrzymane rozwigzanie jest optymalne dla rozwazanego problemu.
W przeciwnym przypadku kreowane sa 241 problemy potomne (nastepni-
ki w drzewie rozwigzan), z ktorych 2 podlegaja sprawdzeniu za$ jeden jest
zawsze eliminowany.
Dwa podstawowe problemy potomne sa okreslone nastepujaco:

(A) “zadanie c jest wykonywane przed wszystkimi zadaniami ze zbioru K.
Warunek ten jest uwzgledniany poprzez modyfikacje danych problemu
wedlug zasady

qc := max{q., p(K) + ¢} (9.57)

(B) “zadanie c¢ jest wykonywane za wszystkimi zadaniami ze zbioru K.
Warunek ten jest uwzgledniany poprzez modyfikacje danych problemu
wedlug zasady

re := max{r.,r(K) + p(K)}. (9.58)

Zauwazmy, ze p(K) = Cps ) — Ce czyli moze by¢ wyznaczony w czasie O(1).

Goérne ograniczenie

Jako gérne ograniczenie przyjmuje sic UB := min{UB, Cpax(7°)} kaz-
dorazowo po wygenerowaniu 7° dla wszystkich analizowanych probleméw
potomnych.

Eliminacja
Dla rozpatrywanej permutacji 7% tworzony jest zbiér
L={ie J\K: p, >UB— h(K)}. (9.59)

Jesli ¢ € L to ¢ musi byé wykonywane przed lub za K. Odpowiednio budo-
wane sa dwa dodatkowe testy eliminacyjne

1. Jesli 7 € L oraz
ri+pi+pK)+q>UB (9.60)

to ¢ musi byé¢é wykonywane za wszystkimi zadaniami z K co pozwala
na wykonanie modyfikacji

r; = max{r;,r(K) + p(K)} (9.61)
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2. Jesli ¢ € L oraz
r(K)+pi+p(K)+q¢>UB (9.62)

to ¢ musi by¢ wykonywane przed wszystkimi zadaniami z K co pozwala
na wykonanie modyfikacji

gi := max{q;, q(K) + p(K)} (9.63)

Dolne ograniczenie

Proponuje sie zastosowaé

LB = max{C}

max,pmin’

h(K),h(K U{c})} (9.64)

gdzie Cf .« pmin Jjest optymalna wartoscia funkeji celu problemu postaci
1|7, ¢, pmitn|Cmax dla danych rj, gj, j = 1,...,n skojarzonych z anali-
zowanym wezlem.

Strategia przegladania

Realizowana jest strategia “w glab”. Z biezacego wezla drzewa rozwia-
zah generowane sg co najwyzej dwa wezlty potomne w kolejnosci wynikajacej
z pomocniczego dolnego ograniczenia. Wybrany wezel staje sie biezacym,
za$ ten drugi staje sie chwilowo odlozonym. Po zamknieciu (sprawdzeniu
lub wyeliminowaniu) biezacego wezla kontynuowany jest proces analizy we-
zléw poczynajac od ostatnio odlozonego wezta. Poszukiwania koncza sie gdy
wszystkie odtozone wezly zostang przeanalizowane.

9.9.2 Algorytm blokowy

Bezposrednie wykorzystanie grafowego modelu problemu oraz wzoru (9.12)
pozwala na otrzymanie pewnych teoretycznych wlasnosci uzytecznych, mie-
dzy innymi, przy konstrukcji algorytméw doktadnych opartych na schemacie
B&B. Wtasnosci te stanowia podstawe podejscia blokowego, oryginalnego
kierunku badawczego opracowanego pierwotnie w ICT PWr, a nastepnie
stosowanego z powodzeniem w wielu innych osrodkach zagranicznych. Uni-
wersalnos¢ proponowanego podejscia czyni je przydatnym zaréwno w algo-
rytmach doktadnych jak i metodach przyblizonych.

Podstawowe wlasnosci

Niech 7 bedzie pewna permutacja z droga krytyczna (a, b), patrz Rozdz.
9.4. Ciag zadan B = (7(a),...,n(b)) bedziemy nazywaé blokiem zadan w .
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Zadanie 7(a) jest poczatkowym zadaniem tego bloku, za$ 7(b) odpowiednio
zadaniem koncowym. Dla uproszczenia zapisu zbiér zadan nalezacych do blo-
ku B bedziemy réwniez oznaczaé przez B. Nastepujace twierdzenie, przefor-
mutowanie Twierdzenia 2 z pracy Grabowskiego stanowi podstawe wlasnosci
blokowych: jesli 5 € II jest dowolna permutacja taka, ze Cipax () < Cimax(7),
to istnieje zadanie w(k) € B\ {m(a)} (lub zadanie 7(k) € B\ {m(b)}) ta-
kie, ze w permutacji § zadanie (k) poprzedza wszystkie pozostale zada-
nia bloku (wystepuje za wszystkimi pozostalymi zadaniami bloku). Jedno z
najwczesdniejszych zastosowan twierdzenia blokowego prowadzi do algorytmu
opartego na schemacie podziatu i ograniczen (B&B) opisanego ponizej.

Schemat podzialu

7 kazdym wezlem drzewa rozwiazan kojarzymy:

1. relacje Y czedciowego porzadku w zbiorze zadan implikujaca ograni-
czenie “jesli (i,7) € Y to zadanie i musi byé zakoriczone przed rozpo-
czeciem zadania j”,

2. zbiér permutacji II(Y') spelniajacych wymagania relacji czeSciowego
porzadku Y, tzn. II(Y) = {oc € I : ((0(i),0(j)) €Y) — (i < j)},

3. kompletne rozwiazanie 7w € II(Y'), bedace reprezentantem zbioru II(Y),
wraz z odpowiadajaca mu wartoscia funkcji celu Cipax(7) 1 droga kry-
tyczna (a, b),

4. dolne ograniczenie wartosci celu LB(Y') dla wszystkich rozwiazan z
I(Y),

5. gérne ograniczenie UB(Y') wartosci funkcji celu dla wszystkich roz-
wiazan sprawdzonych przed rozwazeniem zbioru I1(Y).

Przyjmujemy poczatkowo Y = () oraz UB(Y) = oo. Stad II(Y) = II. Za-
ktadamy, ze 7 jest dowolna permutacja startowa. Podzial zbioru II(Y') prze-
prowadzamy w oparciu o permutacje 7, konstruujac rownoczesnie potomne
zbiory permutacji II(Y*) oraz odpowiednich reprezentantéw G, € II(YF),
k=1,...,s, gdzie s jest pewna liczbg zalezng od 7 i wyznaczona w spo-
s6b opisany w dalszym ciggu. Relacje czeéciowego porzadku Y sa okrelone
przez zlozenie pewnych zdan logicznych oraz ich negacji.

Kazda nowa permutacje 3, potomek 7, generujemy przesuwajac jedno
zadanie w 7 przed (lub za) pierwsze (lub ostatnie) zadanie bloku, tj. na
pozycje a (lub b, odpowiednio), Rys. 9.6. Zadanie, ktére beda przesuwane



166 9. PODSTAWOWE PROBLEMY JEDNOMASZYNOWE
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Rysunek 9.6: Schemat przesuwania zadan.

na pozycje a sa wybierane ze zbioru kandydatéw (patrz rys. 9.7)
E,={jeJ: jeB, Ayj) <0} (9.65)

gdzie Ay(j) = 15 — rr(a), 288 te ktére moga by¢ przesuwane na pozycje b sa
wybierane ze zbioru

Ey,={jeJ: jeB, Ayj) <0} (9.66)

gdzie Ap(j) = ¢; — qrp)- Stad taczna liczba nastepnikéw dla 7 jest réwna
s=eq+ep = |Eq| + |Ep).

W celu okreélenia odpowiednich zbioréw II(Y*) zalézmy, ze permutacje
sa generowane w pewien uporzadkowany sposob 31, ..., Be,, Bens Bea+1s - - - s Bss
gdzie 1, ..., 3, sa permutacjami generowanymi przez przesuwanie zadan
ze zbioru kandydatéw E,, za$ (B¢, +1,---,s — poprzez przesuwanie zadan ze
zbioru Ejp. Odpowiednio do generowanych nastepnikéw 3., r = 1,..., s zbiér
II(Y) jest dzielony na s+ 1 podzbioréw mianowicie II(Y"), r =1,..., s oraz
II(Y)\ U;—; II(Y"), patrz Rys. 9.8.

Jesli permutacja 3, dla pewnego r, 1 < r < e, zostala wygenerowana z
7 poprzez przesuniecie zadania j € E,, wtedy II(Y") jest zbiorem tych per-
mutacji z II(Y'), ktére spelniaja wlasnosé “zadanie j musi byé wykonywane
jako pierwsze zadanie posréd zadan E!, = E, U {r(a)}”. Wlasnos$¢ ta moze
by¢ wyrazona relacja poprzedzania postaci, rys. 9.9 (a),

Ya(5) = {(5,%); k € B, \ {j}}- (9.67)
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Rysunek 9.7: Zbiory E, i Ej.

Yy m(Y?)  m(Y®)

Rysunek 9.8: Drzewo rozwiazain.
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(b)

Rysunek 9.9: Relacja poprzedzania Y, (j) .

Zatem mamy Y" =Y UY,(j) oraz Y musi by¢ przestrzegana w kazdym

nastepniku wzgledem [, w drzewie rozwiazan, tj. dla g € II(X), Y" C X.
Zauwazmy, ze zbiory II(Y?), t > r, powinny uwzglednia¢ negacje powyzszego
warunku logicznego wyrazonag zdaniem “zadanie j nie moze byé wykonywa-
ne jako pierwsze zadanie sposréd zadan E! 7. Niestety, podany warunek nie
moze by¢ przedstawiony w postaci relacyjnej. Dopiero laczne dopelnienie
warunkow logicznych dla wszystkich j € F,, wyrazone zdaniem logicznym
“2adanie m(a) musi byé wykonywane jako pierwsze sposréd zadan E!,” moze
by¢ opisane relacja poprzedzania postaci, rys. 9.10,

Yo = {(r(a),k); k € (Ea}. (9.68)

Stad zbiory II(Y?), t > e, musza spetniaé¢ (9.68) czyli Y, C Y dlat > e,.

Z kolei, jesli permutacja 5y, e, < r < s zostala wygenerowana z m poprzez
przesuniecie zadania j € E, wtedy II(Y") jest zbiorem permutacji z II(Y),
ktore spetniaja (9.67) oraz wlasno$é¢ “zadanie j musi byé wykonywane jako
ostatnie zadanie sposréd zadan Ej = E,U{m(b)}”. Ta ostatnia wlasnos¢ jest
wyrazona poprzez relacje poprzedzania, rys. 9.9(b),

Yo(5) = {(k.j); k € B\ {j}}. (9.69)

Zatem mamy Y = YUY,UY;(7). Podobnie jak poprzednio, negacja warunku
logicznego zwiazana z przenoszenie zadan z FEj nie moze by¢ przedstawio-
na w postaci relacji poprzedzania. Dopiero taczne dopelnienie warunkéw
logicznych dla zadan j € FEp, moze byé¢ wyrazone zdaniem “zadanie 7(b)
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- +—— zadania

Rysunek 9.10: Relacja poprzedzania Y, .

! 2

must byé wykonywane jako ostatnie sposrod zadan E,”, oraz konsekwentnie
odpowiednig relacja poprzedzania postaci, patrz zlozenie rys. 9.11,

Yy = {(k,7(b); k € Ep}. (9.70)

Zatem zbiér II(Y)\U;—; ILI(Y") zawiera permutacje spelniajace ograniczenia
relacji Y rozszerzonej o Y, U Yy, rys. 9.12.

Problemy skojarzone ze zbiorami II(Y") sa analizowane w kolejnosci wy-
nikajacej z przyjetej strategii rozwiazywania. Problem skojarzony ze zbiorem
II(Y)\Us—; II(Y™) jest zawsze eliminowany na mocy rozszerzonej wlasnosci
blokowej podanej ponizej.

Eliminacja

Dalej wykorzystamy pewne uogdélnienie bazowej wtasnosci blokowej: niech
m € II(Y), dla pewnego Y, za$ Y, Y}, niech beda zbiorami okre$lonymi przez
(9.68) i (9.70) dla tej w. Dla kazdej permutacji v € II(Y U Y, U Y (b za-
chodzi Crax(y) 2 Cmax (). Powyzsza wlasnoéé pozwala zawsze eliminowaé
s + 1-szy problem potomny dla kazdego .

Eliminacja problemu cze$ciowego zachodzi takze w dowolnym z trzech
przypadkéw: (1) jesli E, = 0 = Ep, (2) jesli LB(w) > UB, oraz (3) jesli
II(Y") = (. Odpowiednio do (1) i (2) wszystkie problemy cze$ciowe potomne
w stosunku do 7 sa eliminowane, za$ w przypadku (3) eliminacji podlega
tylko problem skojarzony ze stosownym II(Y"). Przyjmujemy, ze II(Y") = ()
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Rysunek 9.11: Relacja poprzedzania Y, .

Ti(b)
- - . «— zadania

Rysunek 9.12: Relacja poprzedzania Y, UY} .
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jesli Y jest relacja zawierajaca cykl. Fakt ten moze byé wykryty przed
wykonaniem przesuniecia zadania poprzez badanie struktury relacji Y. W
praktyce, “automatyczne” pomijanie probleméw czesciowych typu (3) jest
realizowane poprzez prze-definiowanie zbioréw FE, oraz Ej nastepujaco

E,={n(i) e J: (i) € B, Ay(w(i)) <0, (n(k),7(4)) €Y, k=a,...,i—1)}
(9.71)
Ey={n(i)e J: n(i) € B, Ap(m(i)) <0, ((w(i),n(k)) €Y, k=1i+1,...,b)}.
(9.72)
Mozna sprawdzié, ze wlasno$é pozostaje w mocy dla zbioréw kandydatéw
zdefiniowanych przez (9.71) — (9.72).

Przypadki szczegdblne

Ponizej przedstawiono liste przypadkéw szczegdlnych, ktore wykrycie i
uwzglednienie moze znaczaco przyspieszy¢ prace algorytmu.

(A) “Ep\{m(b)} # 0 oraz Ej \ {m(b)} # 0"
W tym przypadku usuwamy zadania (b oraz m(a) ze zbioréw E, oraz
Ey, zakltadajac, ze

E, = E, \{n(b)}, Ep:=Ep\{m(a)}. (9.73)

To z kolei implikuje, ze ograniczenie “m(a) musi byé wykonane przed
7(b)” nie nalezy ani do Y ani do Y. Poniewaz istnieje co najmniej
jedno zadanie j € E, \ {n(b)} oraz co najmniej jedno zadanie j €
Ey\ {r(a)}, zatem Y}, # 0 oraz Y, # (). W konsekwencji twierdzenie
blokowe pozostaje wazne, poniewaz dla tego przypadku mamy jeszcze
Ag(s1) = 0 oraz Ap(sy) > 0, wymagane przez dowdéd wymienionego
twierdzenia.

(B) “n(b) € E,, m(a) € Ejp oraz warunki przypadku (A) nie sa spelnione”
W tym przypadku ograniczenia kolejnosciowe (m(a), 7 (b)) sa zawar-
te w Y, oraz Y. Aby uniknaé¢ powielania ograniczen kolejnosciowych
mozemy przyjac¢ albo

E,:=E,\ {n(b)} (9.74)

albo
Ey = Ep\ {n(a)}. (9.75)

Poniwaz w naszym algorytmie zbiér Y, jest ustalony przy przesuwaniu
zadan j € Ep na pozycje a, przyjmujemy (9.75).
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(C) “Ep = {n(a)}, Es \ {m(b)} # 0 oraz warunki przypadku (A) oraz (B)
nie sg spetnione”

Argumenty podobne jak poprzednio pozwalaja nam przyjaé¢ Ep := .

(D) “E, = {n(b)}, Ep \ {r(a)} # 0 oraz warunki przypadku (A) oraz (B)
nie sg spetnione”

Argumenty podobne jak poprzednio pozwalaja nam przyja¢ E, := ().

Implementacja relacji

Informacje zawarte w relacji Y moga zosta¢ wykorzystane do modyfikacji
wartosci r; oraz g;, ktoére z kolei maja wplyw na zmniejszenie liczby kandy-
datéow w zbiorach E,, Ej oraz na wzmocnienia wartosci dolnego ograniczenia
przy jednoczesnym uproszczeniu techniki jego wyznaczania. Mozliwe sa przy
tym dwa odmienne podejécia: (a) bazujace na calej relacji Y (technike ta
opisano szczegdlowo w koncowej czesci Rozdz. 9.4), (b) realizujace modyfi-
kacje przyrostowo dla Y\ Y. Ta ostatnia technika zalezy od Y, ktore z kolei
zalezy od przyjetego schematu podziatu. W naszym przypadku przyjmuje
ona nastepujaca postac.

Niech j bedzie zadaniem, ktére przesunieto na pozycje a w w. Wowczas
wprowadzenie relacji Y, (j) odpowiada modyfikacji przyrostowej odpowied-
nio do wzoréw

ri == max{r;,r; +pj}, j € El i+ 7, (9.76)
q; :=max{q;, Y pr—pj +7} (9.77)
teE!,
gdzie
T = i 9.78
¢ =, i@ (9.78)

Niech j bedzie zadaniem, ktére przesunieto na pozycje b w w. Wowczas
wprowadzenie relacji Y* U Y,(j) odpowiada modyfikacji przyrostowej wy-
konywanej dwustopniowo. Wpierw wprowadzamy modyfikacje skojarzona z
Y* odpowiednio do wzorow

= max{ri, Tr(a) —i—pﬂ.(a)}, j € by, (979)
Ar(a) = max{%r(a)a Z Dt + q*}7 (980)
teE,
gdzie
q¢* = min g;. (9.81)

tek,
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Nastepnie wprowadzamy modyfikacje skojarzona z Y°(j) odpowiednio do
wzoréw

ri= max{rj, Z Pt — Dj —i—?*}, (9.82)
te]
qi ‘= maX{inpj + QJ}v JE E{)) i 7é Js (983)
gdzie
P= min 71y (9.84)
teB\{5}

Zauwazmy, ze wzrost wartosci otrzymany w drugim kroku moze implikowaé
kolejny wzrost wartosci w kroku pierwszym, zatem wykonanie jednego do-
datkowego cyklu modyfikacji moze dostarczy¢ istotnie lepszych rezultatow.

Dolne ograniczenia

W celu uproszczenie (ujednolicenie) techniki wyznaczania dolnego ogra-
niczenia jak réwniez w celu zmniejszenie zlozonoéci obliczeniowej odpo-
wiedniej procedury numerycznej ograniczenia sa wyznaczane dla problemu
1|75, ¢j|Cmax ze zmodyfikowanymi wartosciami r;, ¢; zamiast dla problemu
1|7}, qj, prec|Cmax z relacja Y oraz oryginalnymi warto$ciami rj, ¢;. Wszyst-
kie metody opisane w Rozdz. 9.6 moga by¢ tu zastosowane. Niemniej pewne
dodatkowe podejscia sa mozliwe dzieki wykorzystaniu wtasnosci blokowych.

Oprécez prostego ograniczenia (9.22), obliczanie obu dolnych ograniczen
Opartych na zrelaksowanych problemach jednomaszynowych wydaje sie byé
nadmiernie kosztowne. Oznaczmy przez LB2r oraz LB2q optymalne warto-
Sci funkcji celu odpowiednich probleméw 1|r; = r(J), ¢j|Cmax oraz 1|r;, ¢; =
q(J)|Cinax- Proponujemy zastosowaé tylko L B2q jesli max;c 7 r;—mingc 7 r; <
maxe s ¢; — Min;e 7 q; oraz tylko LB2r w przeciwnym przypadku.

Kolejne dolne ograniczenie na Cpax(7y), v € H(8,), Gdzie (3, jest pew-
nym bezposrednim nastepnikiem 7, wynika z rozwazan przeprowadzonych
ponizej. Wybierzmy do konstrukecji ograniczenia pewien specyficzny pod-
zbior zadan I C J a mianowicie I = B. Jest oczywistym, ze warto$é
r(B)+p(B)+q(B) jest takze dolnym ograniczeniem. Bedziemy jednak dazy¢
do konstrukcji lepszego oszacowania. Zakltadajac, ze (5, zostata otrzymana z
T przez przesuniecie zadania j € F, na pozycje a, to dolnym ograniczeniem
jest

LB3a(j) =rj +p(B) + q(B). (9.85)

Dodajac 1 odejmujac rr(q) 1 ¢r(p) Otrzymujemy

LB3CL(]) =T = Trn(a) + T'r(a) =+ p(B) + r(b) — 9r(b) + Q(B)
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= Ag(J) + Crmax(m) + Hélél Ayp(1). (9.86)
7
Obliczenie LB3a(j) wymaga O(n) krokéw dla kazdego w. Przez analogie,
Zakladajac, ze (3, zostala otrzymana z m przez przesuniecie zadania j € F,
na pozycje a, to dolnym ograniczeniem jest

LB3b(j) = rr@a) = p(B) + ¢j = Tx(a) + P(B) + r(p) — dnv) + ¢

= Chax(m) + Ap(7). (9.87)

Strategia poszukiwania

Proponowany algorytm oparty na schemacie podziatu i ograniczen uzywa
strategii “w gltab” z powrotami. Wartosé gérnego ograniczenia jest aktualizo-
wana w kazdym wezle drzewa rozwiazan wedlug zasady UB := min{U B, Ciax(7)}.
7 biezacego wezta w drzewie rozwiazan, wezty potomne sa sprawdzane w
kolejnosci zgodnej z niemalejacymi wartosciami A, (j), gdzie j € E*, z €
{a,b}. Taka strategia umozliwia szybka poprawe warto$ci gérnego ograni-
czenia.

9.10 Uwagi

Oba opisane algorytmy dokladne, mimo iz odnosza si¢ do problemu NP-
trudnego, powszechnie sa uwazane za jedne z bardziej efektywnych sche-
matéw B&B, bowiem umozliwiaja rozwigzywanie bez trudu przyktadéw o
n < 1,000. Z tego wzgledu stosowane sg jako pomocnicze dla bardziej zlo-
zonych zagadnien. Stanowia baze, miedzy innymi, dla jednomaszynowych
probleméw rozszerzonych (dyskutowanych dalej), niektérych probleméw z
nieregularnymi funkcjami celu, NP-trudnych dolnych ograniczen probleméw
gniazdowych, metody przesuwanego waskiego gardta dla problemu gniazdo-
wego.

Jako$¢ metod przyblizonych

Poréwnanie teoretycznych wtasnosci algorytmoéw z Rozdz. 9.7.1- 9.8
przedstawiono w Tabl. 9.10. Jak juz wspomniano, przeprowadzona anali-
za teoretyczna nie charakteryzuje catkowicie tych algorytméw. W uzupel-
niajacej analizie eksperymentalnej odrzucono schematy aproksymacyjne ze
wzgledu na znaczng zlozonos¢ obliczeniowa. Do badan wykorzystano losowe
przyktady testowe generowane wedlug schematu opisanego w pracy 51. Dla
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algorytm n ztozonosé obliczeniowa
R,Q 2 O(nlogn)
S 2 O(nlogn)
p 3/2 O(n?logn)
HS 4/3 O(n?logn)
NS 3/2 O(nlogn)
A-1 14€ O(16Y/¢(n/e)3+4/)
A-2 1+e O(nlogn 4 n(4/e)8/<+8/e+2)

Tabela 9.6: Algorytmy dla problemu 1|7, ¢j|Cmax

kazdego n=>50,100,150,.. ..,1000 oraz parametru F' = 16,17,18,...,25 gene-
rowano probke 20 przyktadéw; wartosci r;, pj, ¢; byly generowane z réwno-
miernym rozkladem prawdopodobienstwa pomiedzy 1 oraz rmax, Pmaxs max
odpowiednio. Przyjeto pmax = 50, "max = ¢max = nF'. Lacznie wygenerowa-
no 4000 przyktadéw. Przyklady z F' = 18,19, 20 uwazane sa za najtrudniej-
sze 51. Algorytm HS dostarczyl rozwiazanie optymalne w 95% przypadkow.
Algorytm NS dostarczyt lepszych rozwigzan niz algorytm S (tzn. CV9 < C9)
w 89 procentach przypadkéw (3572 przyktadéw). Poniewaz algorytm NS ma
teoretyczng ocene jakosci gorsza niz HS, mozna sie spodziewaé¢ podobnej za-
leznosci takze w poréwnawczej analizie eksperymentalnej obu algorytméw.
Potwierdzaja to rowniez wykonane testy komputerowe. Poniewaz algorytm
NS ma konkurencyjna n -krotnie mniejsza ztozonosé obliczeniowa niz HS,
istotnym jest czy NS dostarcza rozwigzan blizszych S czy HS. W celu odpo-
wiedzi na to pytanie w przeprowadzonym tescie obliczono blad wzgledny

HS _ CS—CNS

dla kazdego przykladu takiego, ze C° > CHS. Stwierdzono zachodzenie
nieréwnoéci C° > CH w 94 procentach przypadkéw (3750 przyktadéw).
Odpowiedni srednia warto$¢ btedu wzglednego dla tych przyktadéw wynosita
0.86. Otrzymalismy 7% = 1 (tzn. CNV9 = CH5) dla 2840 przyktadéw (76
procent z 3750). Poniewaz CT > CH5 zatem n > nS. Oznacza to, ze
algorytm H generuje rozwiazania blizsze tym z algorytméw P i HS niz temu
z algorytmu S chociaz ma n -krotnie mniejsza ztozonosé obliczeniowa.
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Rozszerzenia

Korzystajac z rownowaznosci kryteriow optymalizacji, wickszo$é¢ otrzy-
manych wynikéw mozna przenie$¢ bezposrednio lub z niewielkimi zmiana-
mi na kryteria klasy min-max z Rozdz. 4.3, patrz na przykltad praca 392
dotyczaca problemu 1|r;, prec|Finax. Dalsze rozszerzenia w kierunku zagad-
nien inspirowanych praktyka dotycza problemu 1|7}, ¢;, prec|Cmax, w ktérym
dla par zadan zwiazanych relacja poprzedzan R sa okreslone dolne (gérne)
ograniczenia czasow oczekiwania, tak zwane okna czasowe (time windows).
Skrajnie ostre wymagania tego typu prowadza do zadan bez czekania (no wa-
it) lub ze $cisle okreslonym okresem oczekiwania dla wybranych par zadan.
Wyznaczenie (istnienie) jakiegokolwiek rozwiazania dopuszczalnego w takim
przypadku jest problemem nietrywialnym. Oprécz bezposrednich zastoso-
wan praktycznych, problemy tego typu sa generowane w schemacie dolnych
ograniczen gniazdowego problemu szeregowania oraz w metodzie przesuwa-
nego waskiego gardla 86. Niezaleznie od powyzszego, ostatni wymieniony
problem przy zatozeniu, ze R jest sumg roztacznych tancuchéw niewielkiej
dlugosci (dwa, trzy), znany jako problem z opdznieniami (time lags), ma
zastosowanie w systemach wytwarzania, w tym FMS 148, Problemy z kryte-
riami klasy min-max stanowig takze baze dla analizy niektérych probleméw
z kryteriami nieregularnymi klasy min-max, przy czym zwiazki sg dos¢ zlo-
zone 43,344, Oddzielng grupe probleméw stanowig uogdlnienia dopuszczajace
wystepowanie przezbrojen stanowiska pomiedzy wykonywanymi zadaniami.
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Kosztowe problemy
jednomaszynowe

Problemy jednomaszynowe z kryterium regularnym, addytywnym klasy
sum s3 zdecydowanie trudniejsze od probleméw z porzedniego rozdziatu, po-
siadajg mniej szczegdlnych wlasnosci oraz wymagaja catkowicie odmiennych
metod rozwiazywania. Przyktady ich zastosowan sa dos§¢ liczne, zas$ kryte-
ria addytywne maja dobre uzasadnienie ekonomiczne. Rozpoczynajac od
sformutowania problemu podstawowego, bedziemy stopniowo wprowadzaé
kolejne rozszerzenia i uogélnienia.

Rozpatrzmy nastepujacy problem wyjsciowy. Nalezy wyznaczy¢ harmo-
nogram pracy stanowiska zawierajacego jedng maszyne przy zalozeniu, ze
zbiér zadan J = {1,2,...,n} ma byé¢ wykonywany na stanowisku sekwen-
cyjnie, j-te zadanie posiada termin gotowosci 7, czas obstugi p; > 0 oraz
niemalejaca funkcje f;(t) reprezentujaca koszt zwiazany z zakoficzeniem wy-
konywania tego zadania w chwili czasowej t. Harmonogram jest okreslony po-
przez wektor terminéw rozpoczeecia wykonywania zadan S = (Si,...,Sy),
za$ kryterium polega na minimalizacji wartosci wskaznika 3°7_; f;(C}), gdzie
C; = S; + p; jest terminem zakonczenia wykonywania zadania j. Poszuki-
wany harmonogram musi rowniez przestrzega¢ wymagan technologicznego
porzadku realizacji zadan danego w formie relacji poprzedzan R C J x J.

Problemy ze znanymi wskaznikami jakosci funkcjonowania stanowiska
mozna otrzymaé zakladajac szczegélna postaé¢ funkcji f;(t). Tak np. dla
fit) = %(t — r;) poszukujemy rozwiazania z kryterium minimalnego $red-
niego czasu przeplywu elementéw przez stanowisko, dla f;(t) = w;(t —r;) -
z kryterium wazonego czasu przeptywu, dla f;(t) = max{0,t — d;} — z kry-
terium lacznego spoZnienia wzgledem zadanych terminéw zakofczenia dj,

177
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itp.
Relacja R, ktéra generuje ograniczenia postaci S; + p; < Sj, (4,7) € R,
moze by¢ wyrazona rownowaznie poprzez zbiory bezposrednich nastepnikéw

Aj(R)={ieN: (j,i) e R} (10.1)
i/ lub bezposrednich poprzednikéw
Bi(R)={ieN: (i,j) € R}, (10.2)

j=1,...,n. Ze wzgledu na regularno$¢ funkcji celu, rozwigzania optymal-
nego nalezy poszukiwaé¢ w zbiorze harmonogramoéw dosunietych w lewo na
osi czasu. Zatem kazde rozwiazanie moze by¢ reprezentowane jednoznacznie
permutacja m = (7(1),...,7(n)) na zbiorze N. Permutacja jest dopuszczal-
na jesli dla kazdej pary (i,7) takiej, ze (w(i),7(j)) € R zachodzi i < j.
Oczywiscie zbiér rozwigzan dopuszczalnych ma licznosé nie wieksza niz n!.
Dla danej dopuszczalnej 7 terminy rozpocecia Sj, j € N mozna zanalezé w
czasie O(n) uzywajac oczywistej zaleznosci

Sﬁ(j) = max{rw(j), Sﬁ(j_l) +p7r(j_1)}, 7=12....n, (103)

gdzie 7(0) =01 Sy = 0 = pg). Odpowiednie terminy zakonczenia dla danej
S sa okreslone jednoznacznie i réwne C; = S; + p;, j € N.

Dla pewnych szczegdlnych postaci funkcji f;(¢) problem mozna rozwigzac
w czasie wielomianowym. W ogélnym przypadku problem jest silnie NP-
trudny.

10.1 Przypadki wielomianowe

Zauwazmy wpierw, ze przypadek r; = const, j = 1,...,n, jest sprowa-
dzalny do r; = 0, j = 1,...,n, poprzez odpowiednie przesuniecie czasu.
Wszystkie wymienione ponizej przypadki szczegdlne odnosza si¢ do sytuacji
r; = 0, j = 1,...,n. Najpierw rozwazmy problemy dla ktérych R = 0.
Jesli funkcje f;(t) sa postaci fj(t) = t (kryterium Y C; oraz C) to opty-
malna kolejnos¢ mozna uzyskaé poprzez uszeregowanie zadan zgodnie z
niemalejacymi wartoéciami p; (reguta SPT). Jedli funkcje f;(t) sa postaci
fi(t) = wjt (kryterium Y~ w;C};) to optymalna kolejno$¢ mozna uzyskaé po-
przez uszeregowanie zadan zgodnie z niemalejacymi warto$ciami p;/w; (re-
guta WSPT). Rezultat ten pozostaje wazny dla dowolnych liniowych funkcji
fi(t) = wjt + v;. Zostal on w dalszym ciagu uogélniony na funkcje f;(t)
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quasi-liniowe postaci

t

50 = [ (o) + ) (10.4
—Pj

gdzie g(u) jest ciagla, monotoniczna funkcja gestosci kosztu. W tym ostat-

nim przypadku optymalng kolejno$¢ mozna otrzymaé poprzez ich uszerego-

wanie zadan zgodnie z nierosngcych wartosciami w;.

Kolejne przypadki odnoszg sie do funkcji kosztéw nie wymienionych po-
wyzej przy zalozeniu R = () oraz p; = const, j = 1,...,n. Problem ten moz-
na sprowadzi¢, poprzez skalowanie czasu, do przypadkup; = 1,5 =1,...,n.
Jego rozwiazanie mozna uzyskaé wyznaczajac optymalny przydziat zadan do
jednostkowych przedzialéw czasowych

min} £, () (10.5)
j=1

Problemu przydziatu posiada algorytm wielomianowy O(n?). Rezultat ten
nie daje sie uogdlnié¢ na przypadek niepustej R.

10.2 Model catkowitoliczbowy

Problem mozna sformutowaé jako zadanie optymalizacji nieliniowej za-
wierajacej zmienne decyzyjne ciagle i dyskretne, tzw. zadanie mieszane. Nie-
ktére z tak postawionych zadan, przy zalozeniu szczegdlnych postaci funk-
cji fj(t), moga by¢ sprowadzone do zadan PL, PLC, PLB rozwiazywanych
nastepnie odpowiednimi metodami ogélnymi omawianymi wczesniej. Odpo-
wiedni model ogélny ma postaé

min | f;(S; +p;) (10.6)
j=1

Si +p; < Sj (Z,j) S R, (108)

rj<Sj7 j:1,...,n. (109)

Warunek dysjunktywny (wylaczajaca alternatywa) (10.7) stanowi, ze dla
kazdych dwéch zadan 4,7 € N zachodzi albo “i poprzedza j” albo “j
poprzedza ¢”. Warunki takie nalezy wprowadzi¢ dla kazdego zbioru dwu-
elementowego zadan {i,j}, i,j7 € N, i # j. Niewygodny zapis przebiegania
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po indeksach w prawej czesci wzoru (10.7) mozna zastapié, bez straty ogél-
nosci, prostszym zapisem 1 < ¢ < j < n lub réwnowaznie j =7+ 1,...,n,
i = 1,...,n. Warunek (10.7) mozna przedstawi¢ w formie nastepujacych
ograniczen liniowych. Niech y;; bedzie zmienng binarng okreslong naste-
pujaco y;; = 1 jesli i poprzedza j oraz zero w przeciwnym przypadku,
j=14+1,....,n,¢ =1,...,n. Wynikowy problem optymalizacji binarno-
ciaglej ma postaé

n
mgnjz_:l fi (S5 +pj), (10.10)
Si+pi—S;<KQ1-y;j), j=i+1,...,n, i=1,...,n, (10.11)
S;+pj—Si<Kyij, j=i+1,....,n, i=1,...,n, (10.12)
Si+pi <Sj, (i,§) € R, (10.13)

ry <Sj, j=1...,n, (10.14)

yi; €{0,1}, j=i+1,....,n, i=1,...,n, (10.15)

gdzie K jest pewna dostatecznie duza liczba (mozna przyja¢ np. K =
> j—1Pj +maxigj<n 7). Problem posiada n zmiennych ciaglych, n(n —1)/2
zmiennych binarnych oraz n(n — 1) + n + |R| liniowych warunkéw ograni-
czajacyh.

Jeden z najczesciej rozwazanych probleméw 1|r;, prec| > w;Tj, w ktérym
funkcje kosztu sa postaci f;(t) = w; max{0,t — d;}, moze by¢ przedstawio-
ny w formie zadania programowania liniowego binarno-ciagtego. Mimo, iz
odpowiednie metody ogdlne moga byz zastosowane do jego rozwiazania, pre-
zentowane podejscie uwazane jest za jedno z mniej efektywnych ze wzgledu
na rozmiar dostarczanego modelu oraz ktopoty z uzyskaniem jakiegokolwiek
rozwiazania dopuszczalnego w przypadku koniecznoéci przedwczesnego prze-
rwania pracy algorytmu.

10.3 Algorytm PD

Wykladnicza wersja schematu PD jest dedykowana dla NP-trudnych
przypadkéw problemu 1| Y f;. Podstawowa wersja algorytmu jest formulo-
wana dla przypadku r; = 0, j € N oraz R = () 23. Korzysta si¢ przy tym w
sposob znaczacy z faktu, ze problem taki posiada ustalony koncowy punkt
horyzontu polanowania réwny Z?:1 pj. Rozszerzenia na przypadek niepuste;
R 327 oraz réznych r; zostang oméwione w dalszej czesci rozdziatu.
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Oznaczmy przez F'(Z) minimalng warto$¢ funkeji celu 3,7 f5(Cj) ktéra
mozna osiagnaé szeregujac zadania ze zbioru Z C J. Wartosci F(Z),Z C J
mozna policzy¢ korzystajac z nastepujacej zaleznoéci rekurencyjnej

P(T) = min F(T\ {k}) + fu(p(D), TCN (10.16)

gdzie
p(T) =) p (10.17)

jeT

oraz F()) = 0. Celem jest wyznaczenie wartosci F'(J), ktora jest optymalna
wartoscig kryterium dla postawionego problemu. Aby otrzymaé¢ optymal-
ny harmonogram pracy stanowiska nalezy réwnolegle z wyznaczaniem F(7)
Sledzi¢ wartosé v(Z) zdefiniowana nastepujaco

v(T) = k* takie, ze F(T\ {k*}) + fu- (p(T)) = F(T). (10.18)

Wielko$¢ v(Z) jest indeksem k dla ktérego osiagane jest minimum po prawej
stronie wzoru (10.16). Nastepnie po wyznaczeniu F(J) oraz v()), Z C N,
przeprowadzany jest proces konstrukcji harmonogramu optymalnego. W tym
celu startujac od Z = J wykonujemy podstawienia 7*(|Z]) := v(Z) oraz
Z:=7\{v(Z)} tak dlugo az Z # (. Optymalne terminy zakonczenia wyko-
nywania zadan mozna zanalezé uzywajac wzoru (10.3) dla optymalnej ko-
lejnosci m* wyznaczonej powyzej. Poniewaz do konstrukcji harmonogramu
optymalnego potrzebne sa tylko pewne jednakze nieznane apriori wartosci
v(Z), mozna zrezygnowaé z pamigtania wszystkich v(Z) na rzecz ich odtwa-
rzania na zadanie z F(Z).

Podany algorytm wymaga O(2") komoérek pamigci na przechowywanie
danych oraz czasu obliczen rzedu O(n2"). Mozna podaé bardziej oszczedna
implementacje algorytmu wymagajaca tylko (3), a = [n/2], komoérek pamieci
na przechowywanie wynikéw F'(Z), jednakze oprécz znacznego skompliko-
wania struktury programu nie uzyskamy znaczgcej poprawy ogdélnych cech
numerycznych algorytmu. Kluczem do podstawowej implementacji jest tech-
nika przeprowadzenia nietypowej rekurencji przebiegajacej po podzbiorach
zbioru. Kazdy zbiér Z moze byé odwzorowany wzajemnie jednoznacznie w
liczba binarna (etykiete) L(Z) = 3,7 L(4), gdzie L(j) = 271 jest etykieta
pojedynczego elementu. Wszystkim pozbiorom zbioru N zostana w ten spo-
séb przypisane w sposob unikalny etykiety o wartosciach z {0,...,2" — 1}.
Etykieta L(Z) okresla lokalizacje tj. indeks w tablicy jednowskaZnikowej pod
ktérym nalezy umiesci¢ F(Z) oraz v(Z). Wzér (10.16) wymaga aby warto$¢



182 10. KOSZTOWE PROBLEMY JEDNOMASZYNOWE

F(Z \ {k}) byla policzona przed F(Z) dla kazdego k oraz Z. Mozna to zre-
alizowaé generujac ciag podzbioréw Z9Z1, ... taki, ze I° = () oraz 75t zo-
stal otrzymany z Z° realizujac nastepujace postepowanie. Dla danego s € S,
niech 4 oznacza minimalny indeks taki, ze ¢ ¢ Z°. Jesli taki indeks nie istnieje
to musi zachodzi¢ 78 = N. Odpowiedni ciag podzbioréw okreslamy wzorem
5 = (Z°\ {j : 1 < j < i}) U{i}. latwo zauwazy¢, ze wartosci etykiet
dla podzbioréw ciagu sa kolejnymi liczbami naturalnymi, tzn. L(Z®) = s
s=0,1,...,2" — 1. Zatem badz rekurencja przebiega po ciagu podzbiordw
7° okresslonym powyzej, badz tez po etykietach tych podzbioréw bowiem
kazda etykieta jednoznacznie identyfikuje podzbiér.

Rozszerzenie podanego podejécia dla niepustej R wymaga nieznacznej
modyfikacji wzoru rekurencyjnego (10.16) oraz znaczacej modyfikacji strony
organizacyjnej algorytmu. Wzér (10.16) przyjmuje w tym przypadku postaé

F(T) = min FZ\{k})+ fip(D). TS T (10.19)

gdzie K (Z) jest zbiorem zadan z Z nie posiadajacych nastepnikéw w zbiorze
I, tzm. K(I) ={j€ZI: A;NZ = 0}. Zauwazmy, z¢ wzér (10.19) moze
byé¢ stosowany tylko dla dopuszczalnych podzbiéréow Z, tzn. takich ze dla
kazdego j € Z zachodzi B; C Z. Wprowadzenie niepustej R jest korzystne
bowiem pominijanie niedopuszczalnych podzbioréw przyépiesza prace algo-
rytmu oraz zmniejszajsza jego zadania pamieciowe. Aby ta wlasnosé stosow-
nie wykorzystaé¢ zalézmy wpierw, bez zmniejszenia ogélnoéci, ze zadania sa
indeksowane tak ze dla kazdego (k,l) € R zachodzi k < [. Odpowiedni ciag
podzbioréw Z° okreslamy nastepujaco Z571 = (Z5\ {j : 1 < j <i, j €
K(Z%)}) U {i}, gdzie i jest indeksem zdefiniowanym dla Z* jak poprzednio.
Liczba podzbioréw w ciagu zalezy od postaci relacji R. Uzyta poprzednio
technika adresowania pamieci danych dla F'(Z) poprzez bezposrednie uzycie
etykiet zbioréw nie powinna by¢ tutaj stosowana, bowiem wymaga pamieci
o wielkosci wyktadniczej przy jednoczesnym stosunkowo malym poziomie
jej wykorzystania. Zamiast tej techniki proponuje si¢ zastosowanie bardziej
wyrafinowanych struktur pamieciowych, np. tablicy haszowej, do przechowy-
wania wartoéci F'(Z). Odpowiednia funkcja haszujaca moze przyjaé postaé
hMZ) = L(Z) mod M, gdzie mod jest operatorem dzielenia modulo, L(Z)
jest etykieta zdefiniowana w poprzednim paragrafie za§ M jest wielkoScia
tablicy haszowej, np. M = (2""d)/((2" — 1) |R|+d), d = n(n — 1)/2. Z kolei
w pracy 327 zaproponowano specyficzny sposéb generowania oryginalnych
etykiet odpowiadajacych adresom zlokalizowanym w prawie-zwartym nie-
wielkim obszarze pamieci. Kazde zadanie j otrzymuje przypisang etykiete
L(j) taka, ze etykieta dowolnego podzbioru Z*° z ciagu jest unikalna i réw-
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na L(Z°) = > ;ezs L(j). Zakladajac numeracje zadaf spelniajaca warunek

wymieniony na poczatku tego paragrafu, etyklety sg Okreslone nastQpUJ@co
21 )

L(j) —t(J) a(§)=b(j)+1, gdzie t(j) = Y L(5), a(j) = 4= 1]eA* L(j),

b(y) = Zk 1 jeBy L(j)dlaj=1,...,n, gdzie A i B} sa tranzytywnymi do-
mknigciami zbioréw A; i B; odpowiednio.

Rozszerzenie poczatkowego (podstawowego) podejécia na przypadek roz-
nych terminéw gotowosci jest zdecydowanie bardziej klopotliwe. Niech F'(Z,t)
oznacza minimalna wartos¢ funkeji celu 3° ;7 f;(C;) ktéra mozna osiggnoaé
szeregujac zadania ze zbioru Z C J przy ograniczeniu, ze wszystkie zada-
nia zostang wykonane przed terminem t. Niech T" oznacza horyzont czasowy
harmonogramu, np. T = maxjec s rj + p(J). Wéwczas zachodzi

F(Z,t) = min{F(Z,t—-1), mln( (Z\{k}, t—pr)+gr(t)}, 0<t<T, 7T CJ,

(10.20)

gdzie
gA(t):{oo dla rj+p; >t
J fit) dla rj+p; <t

za$ F(0,t) = 0,0 <t < T, F(Z,0) = 0, T C J, I # (. Celem na-
szym jest wyznaczenie F(N,T). Proces obliczania wzoru (10.20) mozna
przys$pieszy¢ wykorzystujac pewne oczywiste zaleznodci. I tak, F(Z,t) = oo
dla 0 < t < J(Z), gdzie J(Z) jest minimalnym terminem zakonczenia wy-
konywania wszystkich zadan ze zbioru Z. Warto$é¢ J(Z) mozna otrzymaé
szeregujac elementy zbioru 7 wg niemalejgcych wartosci r;. Dalej, zachodzi
F(Z,t) = F(Z,t — 1) dla t > maxjezrj + p(Z). Niestety, mimo podanych
udogodnien, zlozonosé obliczeniowa algorytmu jest ogélnie rzedu O(Tn2"),
za$ zadania pamieciowe — O(T2"). Dodatkowo, otwartym pozostaje sposob
adresacji pamieci w celu efektywnego jej wykorzystania.

(10.21)

10.4 Algorytm B&B

Implementacje algorytmu opiszemy dla przypadku r; = 0, j € J, oraz
R = (), bowiem uogdlnienia nie zmieniajg istotnie jej charakteru. Nastepnie
naszkicujemy tylko sposéb jej rozszerzenie na przypadek R # (). W algo-
rytmie tym korzysta sie z faktu, ze pojedyncze rozwigzanie moze by¢ repre-
zentowane permutacja na zbiorze J. Dla potrzeb schematu B&B odwotamy
sie wiec do drzewa rozwigzan dla probleméw permutacyjnych. Istnieje wiele
schematéw budowy takich drzew, tutaj ograniczymy sie do najczedciej uzy-
wanych i stosunkowo prostych drzew regularnych opartych na porzadkach
czesciowych, budowanych poczawszy od pozycji pierwszej w permutacji.
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Wezel 0, korzen drzewa, na poziomie zerowym, przedstawia wszystkie
rozwiazania tj. wszystkie permutacje na J. Z wezta 0 wychodzi n galezi
prowadzacych do n wezléw poziomu pierwszego. Kazdy z tych weztow re-
prezentuje rozwigzania, w ktérych na pierwszym miejscu znajduje sie jeden
element, rézny dla réznych weztéw. Z kazdego wezla na poziomie 1 wychodzi
n — 1 krawedzi do n — 1 nowych wezléw na poziomie 2. Zatem poziom 2 po-
siada lacznie n(n — 1) wezléw. Kazdy wezel na poziomie 2 przedstawia zbiér
rozwiazan, w ktorym na poczatku ustalono kolejnoéé¢ dwoch elementow.

Tak wiec wezet na [-tym poziomie drzewa rozwiazan, | = 0,...,n jest
charakteryzowany przez permutacje czeSciowa zadan o = (o(1),...,0(1))
oraz odpowiada wszystkim rozwiazaniom problemu reprezentowanych przez
permutacje identyczne z ¢ na [ pierwszych pozycjach. W tym przypadku
zbiér bezposrednich nastepnikdéw wezta otrzymujemy umieszczajac na pozy-
¢ji I 4+ 1 nieuszeregowane jeszcze zadanie j € U def J\S, gdzie S = {o(j) :
j=1,...,1} jest zbiorem zadan juz uszeregowanych.

7 powyzszego wynika, ze kazdemu wezlowi mozemy przyporzadkowaé
relacje poprzedzania R, z jadrem R} w postaci

Ry E {0 =1),0()): j=2,....0}U{(o(1),); jeU}.  (10.22)

Sama za$ relacje R, mozna otrzymac z R dodajac do R, wszystkie pary
wynikajace z przechodniodci. Relacja R, jest ustalona w wezle odpowia-
dajacym permutacji czeSciowej o w tym sensie, ze wymagania czeSciowego
porzadku musza by¢ spelnione w kazdym nastepniku wzgledem o w drzewie
rozwiazan.

Z budowy drzewa wynika natychmiast, ze licie (wezly terminalne) re-
prezentuja wszystkie permutacje na zbiorze J, to znaczy jest ich n!. Liczbe
wzystkich wezléw w drzewie mozemy oszacowaé jako

1 1

+ e gp) & (6= Dl (10.23)

1
1+n+n(n—1)+...+n!:n(a =1 0

Istnieje “symetryczy” sposdb tworzenia drzewa poprzez budowe czescio-
wej permutacji od konca. Jest to niewatpliwie korzystniejsze w kontekscie
wyznaczania wartosci dolnego ograniczenia oraz regut eliminacji. W niekté-
rych zastosowaniach uzywa si¢ tez schematu mieszanego budujacego usze-
regowanie zaré6wno od poczatku jak i od konca, zapewniajacego, przy wy-
korzystaniu adaptacyjnej reguty wyboru, lepsze wyniki dziatlania schematu
B&B. Adaptacyjnosé reguty jest tu rozumiana jako dynamiczne podejmo-
wanie decyzji dotyczacej kolejno szeregowanego zadania oraz kierunku jego
umieszczania (pierwsza, ostatnia wolna pozycja).



10.4. ALGORYTM B&B 185

Kryteria eliminacji

Rozszerzenie podejscia poprzez wprowdzenie niepustej poczatkowej re-
lacji poprzedzan R jest zwykle korzystne, bowiem czeéc weztéw drzewa od-
powiadajacych rozwigzaniom niedopuszczalnym jest a priori eliminowana.
W wielu przypadkach relacje R mozna uzyskaé poprzez zastosowanie kryte-
riow eliminacyjnych. Najczesciej maja one posta¢ warunké naktadanych na
pare zadan i oraz j, przy spetnieniu ktérych istniej rozwigzanie optymalne
takie, ze i« — j. Warunki te moga odnosi¢ sie takze do kombinacji zadanie
- zbiér zadan. Kryteria eliminacji moga by¢ globalne oraz lokalne. Kryte-
rium globalne odnosi sie do catego zbioru rozwiazan, lokalne - do pewnego
podzbioru. Kryteria lokalne wykorzystuja gtéwnie fakt istnienia czesciowego
uporzadkowania zadan i pomagaja w wyborze kolejnego zadania do uszere-
gowania. Kryteria eliminacji sa zwykle formutowane specyficznie dla funkcji
kryterialnych, bowiem w przypadkach szczegdlnych sg bardziej skuteczne
niz w przypadku ogélnym. Oznaczmy przez P(K) = Y i ps dla pewnego
ustalonego podzbioru K C 7, oraz przedstawmy aktualnie istniejaca relacje
R za pomocy zbioru bezposrednich poprzednikéw B; i nast¢pnikéw A;. Za-
uwazmy, ze dowolne uszeregowanie powoduje wykonywanie zadan w sposob
ciagly w przedziale [0, P(J)].

W pracy 93 zebrano wyprowadzone wczesniej specyficzne kryteria dla
problemu 1|| " 7;. Jedli co najmniej jeden z ponizszych warunkéw jest spel-
niony to istnieje rozwiazanie optymalne, w ktérym i — j.

Pi < pj, di < maX{pj + P(BJ)7d]} (1024)
pi > pj, di < dj, dj+p; > P(]\ A) (10.25)
dj < P(J\ Ai) (10.26)

W pracy 224 zebrano i wykazano szereg ogdlnych kryteriéw, ktére po
przyjeciu szczegblnych postaci funkeji f;(t) dostarczaja konkretnych wa-
runkéw w kryteriach. Jesli co najmniej jeden z ponizszych warunkow jest
spelniony to istnieje rozwiazanie optymalne, w ktérym ¢ — j.

Di < pj, oraz
(fi(t) — f;(t)) jest niemalejaca w [P(B;), P(J \ Ai)l, (10.27)
[i(P(B;j) + p;) = f;(P(T \ Ai) — pj), oraz
(fi(t) — f;(t)) jest niemalejaca w [P(J \ Ai) —p;, P(T \ Ai)], (10.28)
fi(P(Bj) +pj) = f;(P(A:)), (10.29)
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fi(pj) = fi(P(T)); (10.30)

Warunki (10.24)—(10.26) sa szczegdlnymi przypadkami (10.27) —(10.30), od-
powiednio. Mozliwe sg dalsze rozszerzenia dla problemu z r; > 0, chociaz w
tym przypadku warunki eliminacji zachodza stosunkowo rzadziej. Zauwaz-
my, ze wynik badania kryterium eliminacji dla pewnej pary zadan i, j zalezy
od historii i kolejnoéci badania wcze$niejszych par zadan, co powoduje nie-
trywialno$¢ problemu implementacji tych kryteriéw.

Dolne ograniczenie

Wyznaczenie wartosci dolnego ograniczenia w przypadku kryterium ad-
dytywnego jest problemem ogdlnie dos¢ trudnym, powodujac powszechnie
znang stabosé schematéw B&B. Dolne ograniczenie jest suma dwéch nieza-
leznych sktadnikéw: funkcji celu pochodzacej od rozwigzania czeSciowego o
oraz dolnego oszacowania wartosci funkcji celu dla zbioru zadan nieuszerego-
wanych U. Pierwszy skladnik jest zwykle doktadny z wyjatkiem nielicznych
przypadkéw szczegélnych. Przyktadowo, jesli r; > 0 zas o jest sekwencja
koficowa, to ze wzgledu na nieznany horyzont uszeregowania, mozliwe jest
uzyskanie tylko oszacowania tego sktadnika. Jedna z mozliwych technik po-
zyskiwania dolnych ograniczen dla stosunkowo duzej klasy zagadnien jest
relaksacja dualna, dyskutowana szczegélowo w nastepnym rozdziale. Inne
dolne ograniczenia sg projektowane indywidualnie, dla poszczegdlnych dla
poszczegdlnych podklas probleméw. I tak, wprowadzajac relaksacje dopusz-
czajaca przerywanie zadan mozemy sprowadzié¢ problem do zagadnieia trans-
portowego. W tym celu kazde zadanie j € U dzielimy na p;/q zadan, gdzie ¢
jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb p;, j € U. Nastepnie dokonu-
jemy przydziatu poszczegélnych zadan do P(U)/q jednakowych przedzialéw
czasowych w przedziale [P(S), P(J)]. Definicja funkcji kosztu tak otrzyma-
nych podzielonych zadan wymaga pewnej starannosci i dla przypadku kry-
terium bedacego kombinacja liniowa kryteriow > w;T; oraz > w;C; zostata
podana w pracy 224. W pracy 224 podano inne podejécie do budowy dol-
nego ograniczenia oparte na liniowym zagadnieniu przydzialu (assignment
problem, AP), posiadajacego algorytm o zlozonoéci O(n?).

10.5 Podejscie dualne

Mozliwe sg rozne formy podejscia dualnego w zalezno$ci od postaci mo-
delu pierwotnego. Najczesciej spotykany jest wariant oparty na dyskretyzacji
czasu 93.
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Podstawowa wersja algorytmu jest formulowana dla przypadku r; = 0,
j =1,...,n oraz R = (). Rozszerzenia zostang oméwione w dalszej czesci
rozdziatu. Podejscie to wymaga zalozenia, ze p; sa calkowite, istotnego dla
przyjetej metody rozwiagzania. Zatozenie to jest zazwyczaj spetlnione w prak-
tyce. W konsekwencji terminy rozpoczecia i zakonczenia czynnosci przyjmu-
ja wylacznie wartosci calowite ze zbioru {0,1,...,T}, gdzie T jest gérnym
ograniczeniem horyzontu czasowego dla harmonogramu. Zalozenie to jest
rownowazne niejawnemu przyjeciu, ze czas jest dyskretny. Dalej wyprowa-
dzimy warunek na ograniczona (jednostkowa) przepustowo$é maszyny. Dla
danego S = (51,...,S,) zdefinujemy zbiér zadan wykonywanych w prze-
dziale [t — 1, ]

L(S) Y {jeN: t<S;<t—p;} (10.31)
oraz liczbe zadan wykonywanych w tym przedziale

a(8) = (9], (10.32)

t=1,...,T.

10.5.1 Problem podstawowy.

Nalezy przyja¢ T = Z?:1 pj, bowiem kazdy harmonogram jest dosuniety
w lewo na osi czasu za$ stanowisko wykonuje zadania bez przestoju.

Problem podstawowy mozna zapisa¢ w formie zadania optymalizacji nie-
liniowej postaci

n
min}  £;(S; + p;) (10.33)
j=1
przy ograniczeniach
a(S)=1, t=1,2,...,T, (10.34)
0<S;<T—-pj, 7=1,...,n. (10.35)

Przejscie do problemu dualnego wymaga okreslenia, ktére z ograniczen pro-
blemu pierwotnego beda uwzglednione bezposrednio, zas ktore poprzez ceny
dualne. W rozwazanym przypadku ograniczenie (10.35) uzywamy do wpro-
wadzenia zbioru dopuszczalnych terminéw rozpoczecia zadan

Sd:ef{S:<Sl,...,Sn)f 0<S]<T_p]7 jzl,...,n}, (1036)
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za$ dla (10.34) wprowadzamy zmienne dualne u def (uq,...,ur), otrzymujac
w koncowym efekcie funkcje Lagrange’a, przeksztalcong dalej do wygodniej-
szej postaci

n T
L(S,u) ST £ +p) + 3 wi(gi(S) — 1)
=1 t=1
pJ
)
i+l

J
n S+ T n T
=Y (fi(Sj+p)+ > w) =Y u=> Li(Sju)—> u (10.37)
Jj=1 t=S t=1 j=1 t=1
gdzie
def gL
Li(Sju) = fi(S;+p5) + Y. ur=fj(S;) + Us;4p, —Us,  (10.38)
t=5;+1
oraz
t
=Y ug, t=1,...T. (10.39)
s=1

Zmienne dualne v maja dobra interpretacje praktyczna. Wartosé u; moze
by¢é traktowana jako dodatkowy koszt uzycia (dzierzawy) maszyny w prze-
dziale czasu [t—1, 1], za$ Zt J Sp 1 g jest catkowitym takim kosztem dodawa-
nym do kosztu wykonania zadama w przedziale czasu [S;, S; + p;|. Zauwaz-
my, ze jesli S* jest rozwiazaniem optymalnym problemu (10.33)—(10.35), to
dla dowolnego u zachodzi

Z (S5 +pj) = Z (S5 +pj) +2;ut g(S*)—1) > gnelnL(S u) = W(u),
j=1 j=1 t

(10.40)
czyli W (u) dostarcza dolnego ograniczenia wartosci funkgji celu (10.33). Do-
datkowo, jesli dla pewnego u oraz S’ takiego, ze L(S’,u) = minges L(S,u)
zachodzi g4(S") = 1,t =1,...,T (tj. S’ jest dopuszczalne w sensie ograniczen
(10.34)—(10.35)), to S” jest rozwiazaniem optymalnym problemu (10.33)-
(10.35). Zatem odpowiednio, problem dualny rozwiazujemy poprzez ekstre-
malizacje

max W(u). (10.41)

Problemu (10.41) mozna rozwigzaé¢ stosujac dwupoziomowa dekompozy-
cje. Uwzgledniajac (10.36)—(10.38), otrzymujemy dla ustalonego u,
n

n T
W(u) = glelgL(S u) = ]Zjlogs?lgl%—p 3 (Sj,u) — ZUt ;‘G(U)—;m
(10.42)



10.5. PODEJSCIE DUALNE 189

gdzie

Vi) S _gnin Li(Sju) = mingLi(S5,u) (10.43)
Kazdy problem (10.43) (dla ustalonego u) mozemy rozwiaza¢ poprzez bez-
posredni przeglad catkowitoliczbowych wartosci terminu rozpoczecia. Ponie-
waz wzor (10.39) moze by¢ zapisany w formie rekurencyjnej Uy = Uz_1 + uy,
t=1,...,T, Uy =0, obliczenie wartosci U; mozna zrealizowaé¢ w czasie rze-
du O(T). Zatem, na mocy wzoru (10.38), rozwiazanie (10.43) wymaga czasu
O(T), zas$ wyznaczenie W (u) ze wzoru (10.42) wymaga czasu rzedu O(nT).
Problem (10.41) jest zadaniem optymalizacji ciagtej, nieliniowej (doktad-
niej odcinkami liniowej), stabo wypuklej, jednakze ogdlnie nierézniczkowal-
nej. W celu potwierdzenia podanych wtasnosci nalezy zauwazy¢, ze funkcja
W (u) moze by¢ przedstawiona w postaci

min{cy +u xeg,k=1,..., K}, (10.44)
dla pewnych cg, ex = (ex1,...,ex) oraz K, gdzie X jest operatorem iloczy-
nu skalarnego. Istotnie, niech S = (S1,...,5,) bedzie wektorem terminéw

rozpoczecia zadan dla problemu (10.33)-(10.35) przy zalozeniu catkowito-
liczbowych wartosci S;. Liczba wszystkich mozliwych S (tacznie z niedopusz-
czalnymi) jest réwna (T')". Ponumerujmy wszystkie takie wektory nalezace
do S kolejnymi liczbami naturalnymi & = 1,..., K, ustalajac tym samym
wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie pomiedzy S € S a jego indeksem
k. Oczywiscie K jest rzedu O(T™). Dla kazdego S oraz skojarzonego z nim
indeksu k kladziemy ¢, & Y7 f5(S;) oraz ey © g,(S) 1, ¢ = 1,....T.
latwo sprawdzié, ze wzér (10.44) opisuje funkcje odcinkami liniowa, stabo
wypukla. Formalnie, problem (10.44) mozna sprowadzi¢ do zadania progra-
mowania liniowego (PL) jednakze o tak znacznym rozmiarze; dla praktycz-
nego przyktadu gdzie T = 1000 oraz n = 100 rozmiar zadania PL jest 103
zmiennych oraz rzad 1030 warunkéw ograniczajacych, ze nawet metoda ge-
neracji kolumn nie moze by¢ polecana w tym przypadku.

Do rozwiazania problemu (10.41) zaleca si¢ metode subgradientu 93 kto-

ra generuje ciag rozwigzan u®, u!, u?, ... wedlug zaleznosci

u8+1 — PU(US — O[SW,(’LLS)), S = O, 1, ey (1045)

gdzie W'(u®) jest subgradientem funkcji W(u) w punkcie u®, Py opera-
torem projekcji na zbiér rozwigzan dopuszczalnych problemu, zas o jest
dhugoscia kroku. Odpowiedni dobor ciggu o® gwarantuje teoretyczna zbiez-
no$¢ procedury do rozwiazania optymalnego W (u*). Dla problemu (10.42)
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otrzymujemy odpowiednie wzory szczegdlne: uf =0,t=1,...,T oraz
ui ™ =l —a®(g(S%) 1), t=1,...,T. (10.46)

Dobér ciagu o® ma znaczacy wplyw na wtasnosci metody w tym stabilnoéé,
zbieznos¢ raz szybkosé zbieznosci. Zbieznos$é zapewnia juz ciag spelniajacy
warunki lims_,oc @® = 0, > o2 a® = 0o, czyli na przyklad ciag harmoniczny
a® = ¢/s dla pewnej stalej c. W przypadku znajomosci wartosci optymalnej
W (u*) mozna uzy¢ ciagu

W(u®) — W(u*)

as — AS ,
I9(S%) —e|?

(10.47)

gdzie 0 < A* < 2, S* jest rozwiazaniem problemu (10.42) dla zmiennych
dualnych u®, e jest wektorem jednostkowym, || - || jest pewna norma, dla
ktorego takze wykazano zbiezno$é. Poniewaz wartos¢ W (u*) jest a prio-
ri nieznana, w praktyce zastgpowana jest géornym oszacowaniem U B® mo-
dyfikowanym w kolejnych krokach procedury mimio, iz postepowanie ta-
kie nie posiada teoretycznych gwarancji zbieznosci. Wtedy przyjmujemy
UB*™! = min{UB?, H*}, gdzie UB? = 0o za$§ H*® jest wartoscig funk-
cji celu (10.33) dla pewnego rozwiazania dopuszczalnego (w sensie warun-
kéw (10.34)—(10.35)) otrzymanego pomocniczym algorytmem przyblizonym
w s-tej iteracji. Przykladowo, w s-tej iteracji generujemy permutacje
zgodng 7z uszeregowaniem zadan wedlug niemalejacych wartoéci terminéw
S3; dla tej permutacji stosujemy wzor (10.3) dostarczajacy dopuszczalnych
terminéw rozpoczecia zadan S, dla ktérych nastepnie obliczamy wartosé
H® =37 cn fi(S)). Przyjmujac norme euklidesowa w (10.47) mamy

T
1'9(S%) —e 7= > _(9:(5%) = 1) (10.48)

t=1

Ciag (10.47) posiada pewna swobode dotyczaca wyboru A® oraz swo-
bode dotyczaca wyznaczania H®. Wielu autoréw przyjmuje \° = 2.0 oraz
zmniejsza ta warto$¢ dwukrotnie jesli w kolejnych k iteracjach (k &~ 5) nie
zaobserwowano wzrostu wartoéci W (u*). Takie postepowanie, podobnie jak
poprzednie, powoduje dla niektérych przykladéw stabg zbieznosé W(uk) do
UB*, Rys. 10.1. Eksperymenty komputerowe wskazuja, ze schemat zmian
A® powinien by¢ dobierany indywidualnie dla konkretnych przyktadéw pro-
blemu, a nalepiej — adaptacyjny. Co wiecej, bardziej wyrafinowane metody
wyznaczania H?® poprawiajacych UB® maja zdecydowanie mniejszy wplyw
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Rysunek 10.1: Zbiezno$¢ U B® oraz W (u®) dla o® wg .

na szybkos¢ zbieznosci niz ciag A\°. Przypuszczalnie stagnacja procesu po-
szukiwan obserwowana na Rys. 10.1 jest powodowana zbyt szybka zbiez-
noscig ciggu «® do zera, lub tez wystapieniem zjawiska zygzakowania cha-
rakterystycznego dla metody subgradientowej. Tym klopotom mozna zara-
dzi¢ wprowadzajac modyfikacje schematu zmian A\*. W pierwszym przypad-
ku proponuje sie nieznacznie zwieksz¢ \° jeéli nie zaobserwowano wzrostu
W (u®), np. ATt = kA% jedli W (u®) < W (u*™1), gdzie k > 1. W drugim przy-
padku proponuje si¢ wprowadzenie elementéw losowosci, np. przyjmujac, ze
k jest realizacja zmiennej losowej o wartosci sredniej § > 1. Otrzymane wy-
niki sa zwykle zdecydowanie lepsze niz w schemacie “klasycznym”, poréwnaj
Rys. 10.2 oraz 10.3 otrzymane dla tego samego problemu i przyktadu.

10.5.2 Problem rozszerzony.

Uogoélnienie podanego podejscia jest mozliwe, przy pewnym jego skom-
plikowaniu, w co najmniej dwéch odmiennych kierunkach — w celu uwzgled-
nienia réznych terminéw gotowosci oraz dla R # (). Rozpatrzmy wpierw
pierwszy przypadek. Model (10.33)—(10.35) trzeba wéwczas zastapi¢ przez

msin > fi(S; +py) (10.49)
j=1
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Rysunek 10.2: Zbiezno$¢ U B?® oraz W (u®) dla ulosowionego o

Rysunek 10.3: Zbiezno$¢ U B® oraz W (u*) dla ulosowionego o®.
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przy ograniczeniach
a(S)<1, t=1,2,...,T, (10.50)

TjéSng—pj, j:1,...,n. (1051)

Wartos¢ T z poprzedniego rozdzialu przyjmuje interpretacje gérnego ogra-
niczenie horyzontu czasowego dla harmonogramu oraz wymaga ponownego
poprawnego okreslenia. W rozwazanym przypadku nalezaloby przyjac¢ raczej
np. 7' = maxjey 1; + > ez Pj- Pamigtajac, ze wartos¢ ta ma bezposredni
wplyw na ztozonos¢ obliczeniowa odpowiednich algorytméw nalezy dazy¢ do
jak najbardziej precyzyjnego oszacowania jej wartosci. Zauwazmy dalej, ze
warunek (10.34) zmienil istotnie swéj charakter, porénaj z (10.50), bowiem
dopuszcza bezczynnos¢ maszyny w pewnych przedzialach czasu.

Analogicznie jak poprzednio, jedli S* jest rozwigzaniem optymalnym pro-
blemu (10.33)—(10.35), to dla dowolnego u > 0 zachodzi

n n T
>CF5(85) 2 X0 S(S5)+ D unlgi(S7) = 1) > min L(S,u) © W (u), (10.52)
j=1 j=1 t=1

czyli W(u) dostarcza dolnego ograniczenia wartoéci funkeji celu (10.33),
jednakze tylko dla w > 0. Zmienia to istotnie odpowiedni rezultat z po-
przedniego rozdzialu. Dodatkowo, jesli dla pewnego u oraz S’ takiego, ze
L(S',u) = minges L(S,u) zachodzi g,(S") < 1,t = 1,...,T (tj. S’ jest
dopuszczalne w sensie ograniczen (10.50)—(10.51)) oraz réwnoczesnie jest
spetnione "7 us(g:(S") —1) = 0, to S’ jest rozwiazaniem optymalnym pro-
blemu (10.49)—(10.51). Jak wida¢, odpowiednie warunki optymalnosci ulegty
pewnej komplikacji. Problem dualny rozwiazujemy poprzez ekstremalizacje

max W (u). (10.53)

u=>0

Podobnie jak poprzednio, problem (10.53) rozwiazujemy poprzez dwu-
poziomowa dekompozycje, przy czym

SIS =(S,....8): rj<S;<T—pj,j=1,....n},  (10.54)
n T n T
W(u) = Z min  L;(Sj,u) — Zut = Z Vi(u) — Zut (10.55)
j=1 Tjgsngipj t=1 7=1 t=1
gdzie
Vj(u) © min L;i(Sj,u) = min L;i(S;,u) (10.56)

TjﬁSjST—p]‘ Sj:T'j,T']‘-i-l,.‘.,T—p]‘
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Rysunek 10.4: Zbiezno$¢ U B* oraz W (u*) dla ulosowionego o®.

Odpowiedni cechy numeryczne algorytmu dolnego poziomu pozostaja w mo-
cy. Poniewaz problem (10.55) jest zadaniem optymalizacji z ograniczeniami
u €U ={u: u> 0}, zgodnie z wzorem (10.45), po wprowadzaniu projekcji
na zbiér rozwiazan dopuszczalnych otrzymujemy

uerl =max{0,u; + a®(g:(S°) - 1)}, t=1,...,T. (10.57)

gdzie o’ jest ciagiem opisanym jak poprzednio. Ze wzgledu na postaé pro-
blemu (10.55) mozliwe jest alternatywne zastosowanie techniki warunkowego
subgradientu 217 charakteryzujacego sie korzstniejsza zbieznoscia od metod
og6lnych z Rozdz. 8.3.6. Jednakze, badania numeryczne pokazuja, ze wpro-
wadzenie ulosowienia zmiany o’ jest zdecydowanie najkorzystniejszym roz-
wigzaniem dla uzyskania szybkiej zbieznosci procedury.

10.5.3 Dalsze rozszerzenia

Uogolnienie problemu (10.49)—(10.51) na przypadek R # () wymaga do-
dania do (10.49)—(10.51) warunku

Si+pi—S5;<0, (4,7) € R. (10.58)

W dalszym ciagu powstaje dylemat czy ograniczenie to uwzgledni¢ w defi-
nicji zbioru S, czy poprzez ceny dualne. Ogdlnie, wprowadzenie (10.58) do
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definicji zbioru & powoduje zaleznoé¢ sktadowych wektora S oraz niemoz-
noé¢ wykonania dekompozycji na dolnym poziomie na niezaleznych pod-
zadan postaci min,, <s;<7—p; L;(S;j,u,v). Niemniej istnieje mozliwo$¢ efek-
tywnego rozwiazania zadania dolnego poziomu dla szczegdlnych postaci R,
co zostanie wykorzystane dalej. Zalézmy wiec, ze R zostala zdekompono-
wana (arbitralnie) na dwa podzbiory 7 oraz Q = R \ 7 takie, ze graf
(J,T) jest drzewem lub lasem niezakorzenionym, tzn. dla kazdego j zacho-
dzi | A;(7T)| < 1. Odpowiednio ograniczenie (10.58) zostaje zdekomponowane
na dwa ograniczenia odpowiadajace 7 oraz Q, przy czym pierwsze z nich
bedzie uwzglednione poprzez zbiér S za$ drugie poprzez ceny dualne. W
dalszym ciggu definiujemy

SYS: 1; <8 <T—pj, j=1,...,n, Si+pi <S5, (i,5) € T} (10.59)

Wprowadzajac zmienne dualne u jak poprzednio oraz zmienne dualne v;j,
(1,7) € Q skojarzone z kazdym ograniczeniem (10.58) dla Q otrzymujemy
funkcje Lagrange’a, przeksztalcona nastepnie do wygodniejszej postaci

L(S,u,v) Z +Zut 9:(S) =1+ D vii(Si+pi—S))

(4,5)€eQ
n Sj+pj T
=D IS+ Do w+S0 Y vi— Y vl wt+ Y vy
Jj=1 t=S5;+1 i€A;(Q) i€B;(Q) t=1 (i,5)€Q”
= ZLJ Sj,u,v) Zut + Z VijDi (10.60)
Jj=1 (3.4)€Q
gdzie
dof Sj+pj
Lj(Sj,u,v) = fj(Sj) + Z ut—i—Sj( Z Vj; — Z vij). (10.61)
t=S;+1 1€A;(Q) i€B;(Q)
Przez oczywistg analogie wartosé
W(u dffmanL (Sj,u,v) — Zut+ Z VijPi (10.62)
(i.5)€Q

stanowi dolne ograniczenie optymalnej wartosci funkcji celu dla dowolnych
u > 0, v > 0. Odpowiedni problem dualny ma postaé

max max W (u, v). (10.63)
u=>0 v>0
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Podobnie jak poprzednio, jesli dla S’ wyznaczonego z rozwiazania proble-
mu minges L(S, u,v) dla pewnych v > 0, v > 0 spelnione sa ograniczenia
(10.50), (10.58) dla zbioru Q oraz dodatkowo zachodza warunki S us(g:(S)—
1) =0, 32 jyeq vij (Si+pi — Sj) = 0, to otrzymane rozwiazanie S’ jest opty-
malne.

W dalszym ciagu potrzebny jest tylko metoda rozwigzania problemu dol-
nego poziomu. Przyjmijmy, ze numeracja zadan jest zgodna z relacja 7, tzn.
dla kazdego j mamy B;(7) C {1,...,5—1}. Niech Z;(t) oznacza minimalna
wartos¢ funkeji celu (10.49) przy uszeregowaniu zadan ze zbioru B;(7)U{j}
przy zalozeniu, ze koncza sie one przed momentem czasowym t. Zachodzi
nastepujaca zalezno$é¢ rekurencyjna wynikajaca z zasady programowania dy-
namicznego

o0 0<t< aj;
Z;j(t) = § min{Z;(t — 1), L;(t,u,v) + X iepg) Zi(t —pj)} a; <t < by
Zi(t—1) by <t<T

(10.64)

Wartosci a; i b; sa odpowiednio dolnym i gérnym ograniczeniem terminu
zakonczenia zadania 7, j € J. Dla ich wyznaczenia mozna posluzy¢ sie gra-
fem skierowanym (J,R) w ktérym obciazenie wierzchotka j jest réwne p;,
j € N. Warto$¢ a; jest dlugodcia najdtuzszej drogi w tym grafie dochodza-
cej do wierzchotka j (lacznie z obciazeniem tego wierzchotka). Odpowied-
nio, wartos¢ b; jest réwna 1" minus dlugo$¢ najdiuzszej drogi wychodzacej
z wierzcholka j (bez obciazenia tego wierzchotka). Wyznaczenie wszystkich
wartosci aj, b; jest mozliwe w czasie O(|R| + n). Odpowiedni wzér do roz-
wigzania zadania gérnego poziomu ma postaé

ui™ = uf + 0’ ((C%) - 1), t=1,...,T, (10.65)
vfjrl = max{0,v]; + &’ (C;} — C +pj;)}, (i,j) € Q, (10.66)
gdzie
UB® — V(u®,v*
a’ =X W, v7) (10.67)

VI (9:(C%) = 1)? + X jyea(Cr = C5 +p))?

W wielu przypadkach relacja R jest dana arbitralnie, moze tez ona pochodzié
z kryteriéw eliminacji lub reguly podziatu w schemacie B&B.

10.6 Alternatywne podejscie dualne

Odmienne wyniki mozna otrzymaé wychodzac od modelu (10.10)—(10.15).
Zajmijmy si¢ wpierw przypadkiem R = ). Odpowiednio dla tego sformu-
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lowania, ograniczenia (10.13)—(10.15) uwzgledniamy wprowadzajac zbiory
dopuszczalnych wartosci dla zmiennych S oraz y

SYYS: <S8, <T—pj, j=1,...,n} (10.68)

VY (it g ef{0,1}, j=i+1,....n, i=1,...,n} (10.69)
gdzie T jest gérnym ograniczeniem horyzontu planowania; mozna na przy-
klad przyja¢ T' = maxjes 1+ jc 7 pj- Dalej wprowadzajac zmienne dualne
ui; dla kazdego ograniczenia (10.11) oraz zmienne v;; dla kazdego ograni-
czenia (10.12) otrzymujemy funkcje Lagrange’a postaci

j=1 i=1 j=i

3 i (S5 +pj — Si — Kyij) :Z (Sj+p) + D Si( Y i)
i=1 j—it1 =1 =1 j=itl

—i-zijpz(z Uij)_izi: :z”: Z Z uw—i—KZ Z Ui Yij

i=1j5=i+1 i=1j5=i+1

n n n n n n n n

FDD uSi Y Y wpi— > S Y vig) =K Y Y vy
i=1 j=it1 i=1 j=i+1 =1 j=it1 i=1 j=i+1

n n n n - n J—1
=>_fi(Si+p)+ D S5 Y i) Z Z“U +D280 vij)
7j=1 7j=1 i=j+1 7=1 = 7=1 i=

=50 Uji)+KZ Z wigyii — KD Y vigyij

=1 i=j+1 i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
n j—1 n n n n
+2 Q) + D opi( Y0 wi) =KD Y g
j=1 =1 j=1  i=j+1 i=1 j=i+1

n

n Jj—1 Jj—1
ij Sj+pi) + 55( Z uji = Y i+ vig— Y vji)]

=741 i=1 =1 i=j+41

+KZ Z Uiy —Vij ylj+zpj ZW]"‘ Z sz Z Z Ui (10.70)

i=1j=i+1 i=j+1 =1 j=i+1

Oznaczmy przez

W = L(S, 10.71
(u, v) = minmin L(5, y, u, v). (10.71)
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Podobnie jak poprzednio W (u,v) jest dolnym ograniczeniem optymalne;
wartosci funkeji celu problemu (??)—(??) dla dowolnych u,v > 0. W celu
rozwiazania problemu (10.71) nalezy zauwazy¢, ze (10.70) jest suma sklad-
nikéw, z ktérych kazdy jest zalezny od niektérych zmiennych, mianowicie

n

L(S,y,u,v) = > L;j(Sj, u,v) +KZ Z Qij(yij, u,v) + V(u,v) (10.72)

Jj=1 =1 j=i+1
gdzie

n 7j—1
L;(Sj,u,v) = f;(Sj+pj)+a;S;, o = Z wij—vji)— Y (uij—vi;) (10.73)

j=i+1 i=1
Qij (Yij, u, v) = (Wij — vij)Yij (10.74)

n n
ZPJ ZUZ]+ Z uj; ) KZ Z Uiy (10.75)
i=j+1 i=1 j=i+1

Stad mozemy dokona¢ dekompozycji zadania minimalizacji (10.71)

n

W(u,v) = Z min  L;(S},u,v)

e REAS A

+Z Z min - Qy;(yij, u,v) + V(u,v). (10.76)

=1 j= H—ly”e{o 1}

Rozwiazania optymalne podprobleméw wchodzacych w sktad (10.76) mozna
otrzymac stosunkowo tatwo. Istotnie, jesli u;; > vi; to Qij(yij, u,v) osiaga
minimum dla y;; = 0; jesli u;; < v to y;; = 1. Funkcja L;i(Sj,u,v) jest
funkcja jednej zmiennej S;, jej minimum w przedziale [rj,T" — p;] mozna
wyznaczy¢ numerycznie (dla ogélnej postaci f;(t)) lub parametrycznie (dla
szczegblnych postaci funkeji f;(¢), np. liniowa lub afiniczna). Zauwazmy, ze
jesli aj > 0 to S7 = r; dla dowolnej niemalejacej funkeji f;(t). W prze-
ciwnym przypadku ekstremum S;f wypada w jednym z punktéw r;, T' — p;
lub w pewnym punkcie wewnatrz przedzialu [r;,T — p;], w zaleznosci od
wzajemnej relacji pomiedzy f;(t) oraz a;. Ostatecznie wyznaczenie W (u,v)
dla ustalonego v oraz v wymaga czasu rzedu O(n?) zakladajac, ze minimum
L;(S;,u,v) wyznaczymy w czasie O(1). Maksymalizacje max, >0 W (u, v)
mozna wykonaé postugujac sie metodg subgradientowa, analogicznie jak w
rozdziatach poprzednich.
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Biorac pod uwage, ze dla ustalonego problemu szeregowania mozna sfor-
mutowaé kilka réznych modeli matematycznych, kazdy taki problem impli-
kuje jeden lub kilka alternatywnych probleméw dualnych. Posta¢ wyniko-
wych probleméw dualnych zalezy od praktycznych mozliwosci ich rozwia-
zania, a mianowicie ich ztozonosci obluiczeniowej i szybkoéci zbiegania do
rozwigzania optymalnego. Decyzja, ktéry z probleméw dualnych jest najko-
rzystniejszy dla praktycznych zastosowan, zalezy gléwnie od wynikéw nu-
merycznych osiagganych w testach komputerowych. Przykladowo, problem
z przezbrojeniami 1|setup| > fi, bedacy ougdlnieniem problemu podstawo-
wego 1|| " fi, dosé trudno modelowaé¢ w schemacie z czasem dyskretnym,
patrz Rozdz. 10.5, natomiast zupelnie naturalnie modeluje si¢ go w zadaniu
(?7)-(7?7). W takich przypadkach wybdr podejscia jest oczywisty.

10.7 Proste algorytmy przyblizone

Algorytmy przyblizone sa gtéwnie projektowane dla probleméw z kryte-
riami ) T}, % 2T, > wiTy, % >_w;T; najbardziej interesujacymi dla prak-
tykéw, patrz na przykitad przeglad w pracy 341. Wéréd algorytméw kon-
strukcyjnych pojawia sie duza grupa metod przyblizajacych rozwiagzanie
optymalne rozwigzaniem dla problemu pokrewnego. I tak, metoda SPT,
dedykowana dla problemu 1||3 7}, porzadkuje zadania wg niemalejacych
warto$ci p; wykorzystujac tym samym rozwigzanie optymalne problemu
1|| >°(C; — d;). Metoda WSPT dla problemu 1|| >~ w;7}; porzadkuje zada-
nia wg niemalejacych wartoéci pj/w; wykorzystujac optymalne rozwiazanie
problemu 1|| >~ w;(Cj—d;). Obie metody dostarczaja rozwiazanie optymalne
jezeli wszystnie zadania sg spéznione, tzn. max;ec 7 d; < minje s p;. Metoda
EDD porzadkuje zadania wg niemalejacych wartosci d; wykorzystujac tym
samym optymalne rozwiazanie problemu 1||Tjax. Metoda EDD dostarcza
rozwigzanie optymalne dla 1|| - 7} jesli co najwyzej jedno zadanie w otrzy-
manej sekwencji jest spéznione. Metoda MWSPT (modyfikowana WSPT)
porzadkuje zadania wg nierosnacych wartosci (p(J) — dj)%;. Metody SPT,
WSPT, EDD, MWSPT posiadaja ztozonosé obliczeniowa O(nlogn).

Drugg grupe metod stanowig dynamiczne reguly priorytetowe, ktére tra-
dycyjnie operuja na nastepujacych pojecach: zbior § C J elementéw juz

uszeregowanych posiadajacych ustalony porzadek wykonywania o, zbiér za-

dan jeszcze nie uszeregowanych U def J \ S oraz zadanie k € U wybrane

do uszeregowania, ktére po uszeregowaniu tworzy permutacje czeSciowa ok.
Rozpoczynamy od S = (). Algorytm MDD (modified due date), dedykowany
dla problemu 1|| Y~ T}, jako kolejne do uszeregowania wybiera zadanie k dla
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ktérego wartosé¢ max{dy, p(S) + pr} jest najmniejsza. Regula API (aparent
priority index) jako kolejne wybiera zadanie k o najwiekszej wartosci

Ay = Wk ~Z max{dy—p(S)~pr,0} (10.77)
Pk
gdzie Z = w% za§ w € [0.5,2.0] jest pewnym parametrem. Parametr

w jest dobierany eksperymentalnie, przyktadowo proponowane sa wartosci
w = 0.5 dla TF=0.2, w = 0.9 dla TF=0.4, w = 2.0 dla TF;0.4, gdzie TF
jest wspétezynnikiem spéznienia TF = 1-37%_ d;/(n 3"} p;), patrz takze
Rozdz. 10.9.

Bardziej skomplikowane reguly mozna spotka¢ w algorytmach WI oraz
PSK dedykowanych dla problemu 1|| > 7). Algorytmy te, przy zalozeniu,
zezadania sa indeksowane zgodnie z regula SPT (lub EDD), sprawdzaja
pewne warunki logiczne pomiedzy parami zadan w zbiorze U w celu wyboru
zadania k. Niestety, proces ten moze by¢ zapisany tylko w formie procedu-
ry, nie zas pojedynczego wzoru. Reguty MDD, AP, PSK, WI dostarczaja
algorytméw o zlozonsci obliczeniowej O(n?).

Pewna klase algorytméw przyblizonych mozna otrzymadé poprzez aprok-
symacje funkeji kosztu f;(t) funkcja g;(t) klasy (10.4). W konsekwencji w
miejsce problemu 1| 3" f; rowiazuje sie problem 1|3 g;, ktéry dostarcza
przyblizonej kolejnosci wykonywania zadan dla problemu 1|} f;. W wer-
sji statycznej algorytmu przeprowadza sie aproksymacje wszystkich funkcji
kosztu w przedziale [0, p(J)] lub [p;, p(J)], a nastepnie rozwazuje problem
1] 3= g;. W wersji dynamiczne]j przeprowadza sie aproksymacje funkcji kosz-
tu zadan ze zbioru U w przdziale [p(S), p(J)] lub [p(S)+p;, p(J)], a nastep-
nie wybiera do uszeregowania zadanie o najwigkszej wartosci w; otrzymane;
z aproksymacji. W kazdym z wymienionych przypadkéw aproksymacja prze-
prowadzana moze by¢ w sensie jednej z typowym norm

loo = max max |f;(t) — g;(?)] (10.78)

b n
b= [ 150 - gi(0) (10.79)
a =1

gdzie

¢

00 = [ (0w + B)du (10.80)

-y
za$ [a, b] jest przedzialem aproksymacji. Rozwiazanie problemu aproksyma-
cji wymaga wyznaczenia o, (3, j € J oraz niemalejacej funkeji ¢(u) mi-
nimalizujacych odpowiednig norme i jest w ogélnym przypadkach dosé klo-
potliwe. Wynika to z faktu, ze nie istnieja metody efektywnego uzyskiwania
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aproksymacji jednostajnych (w sensie normy l,) wyjatkiem kilku szczegél-
nych przypadkéw, zas zwykle funkcje f;(t) sa nierézniczkowalne. Z tego tez
wzgledu proponuje si¢ rozwazaé pewne uproszczone problemy aproksymacji
w jednej z nastepujacych postaci:

e zakladajac, ze funkcja ¢(u) jest znana z doktadnoscia do pewnych (nie-
znanych) parametréw, nalezy wyznaczy¢ «;, 55, j € J oraz parametry
tej funkcji,

e zakladajac, ze funkcja ¢(u) jest znana, nalezy wyznaczy¢ oy, 35,7 € J,
e zakladajac, ze funkcja ¢(u) oraz 3;, j € J sa znane, nalezy wyznaczy¢
Qaj, j cJ.

Pewnym utatwieniem rozwiazywaniu wymienionych problemoéw jest fakt, ze
dla algorytmu przyblizonego potrzebne sg tylko watosci o, j € J. Niekiedy
mozliwe jest rozwigzane problemu aproksymacji w przypadku ogélnym. Tak
np. rozwiazujac drugie wymienione zadanie dla normy [y otrzymujemy

o = Ja HidE [ Gi(0)dt — (b~ a) [} (DG, (t)dt
T G®a — (b—a) [} G2t

(10.81)

gdzie .
G,(t) = o(u)du. (10.82)
t—pj
Poszczegélne algorytmy mozna otrzymaé rozwiazujac konkretne problemy
aproksymacji. Przyktadowo przyjmujac przedzial aproksymacji [0, p(J)] od-
powiadajacy regule statycznej, otrzymamy funkcje priorytetu:

W d;
(A1) dla normy lso: o = p—]ﬂ_[l — ﬁ]

w d; d;
(A2) dla normy lo: aj = p—;[l — 3(WJ))2 + 2<W]))3]

Wynik (A1) jest zgodny z reguta MWSPT. Przyjmujac przedzil aproksy-
macji [p(S),p(J)] odpowiadajacy regule dynamicznej, otrzymamy funkcje
priorytetu

wir _ 4=p(S) ,
(E1) dla normy ly: o = 5’; 1 ) ] d; > p(S)

wj d;—p(S)\2 d;i—p(S)\3
211 — 3(-2 2(=2 d; > n(S
(E2) dlanormy ly: o = 5;,[ ( p(U) )7 +2( )’] i > p(S)
v dj < p(S)
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Spoéréd wymienionych regul najlepsze wyniki numeryczne osiaga sie dla
algorytmu AP. Generalnie, reguly priorytetowe dostarczaja rozwiazan ze
stosunkowo duzym bledem do 20-30%. Dlatego tez, w wielu przypadkach,
traktuje sie je jako punkt wyjscia do algorytméw poszukiwan lokalnych

10.8 Algorytmy poszukiwan lokalnych

Brak “mocnych” szczegblnych wlasnosci probleméw z kryteriami addy-
tywnymi uzasadnia w pelni celowosé stosowania algorytméw typu LS. Po-
wszechnie, jedna z najczesciej implementowanych technik jest poszukiwanie
zstepujace DS, duzo bardziej skuteczne niz dla probleméw z kryterium fpax.
Poniewaz kazde pojedyncze rozwiazanie wiekszosci probleméw 1|33 f; mo-
ze by¢ reprezentowane permutacja, lokalne otoczenia mozna stosunkowo la-
two uzyskac na przyktad poprzez wymiane par elementéw przylegltych w per-
mutacji (API), wymiane par elementéw dowolnych (NPI), technike przeno-
szenia i wstawiania (INS). Z bardziej zaawansowanych technik generacji sa-
siedztwa stosowane sa: odwrécenie podciagu (INV), permutacje przylegtych
k elementéw (k-Al), permutacje k dowolnych elementéw (k-NI). Liczebno-
éci tych otoczen wynosza odpowiednio: O(n) (API, 2-AT), O(n?) (NPI, 2-NI,
INS), O(n¥) (k-NI), O(nk!) (k-AI). Techniki API, NPI, K-Al i k-NI sa cze-
Sciej stosowane od INS dla probleméw z kryterium addytywnym (odmiennie
niz dla probeméw z kryterium fimax), choé¢ INS potrafi by¢ rénie skuteczne.
Szereg wymienionych pomystéw pochodzi od metod przyblizonych rozwia-
zywania problemu komiwojazera (TSP). W kazdym z podanych przypad-
kéw, koszt przeszukania pojedynczego otoczenia jest kluczowy dla szybkosci
dzialania algorytmu. Przykladowo, pelne otoczenie NPI (tozsame z 2-NI)
zawiera O(n?) permutacji. Jegli obliczenie pojedynczej wartoéci funkcji celu
ma zlozonos$é O(n), to przeszukanie wyczerpujace tego otoczenia ma zlozo-
noéé obliczeniowa O(n?), doéé kosztowna, bowiem w praktyce co najmniej
O(n) réznych otoczen jest badanych. Z tego powodu poszukiwane sa takie
teoretyczne wlasnosci problemu, ktére umozliwiaja znaczaca redukcje kosztu
przegladania otoczenia.

Jednym z oczywistych pomystow jest wyznaczenie wartosci funkcji celu
dowolnego rozwiazania z otoczenia w czasie O(1) poprzez zmodyfikowanie
wartosci funkcji celu rozwigzania generujacego otoczenie. Jest to na przy-
ktad mozliwe dla problemu 1|| Y f; i otoczenia API. Oznaczmy przez 7 per-
mutacj¢ reprezentujaca rozwiazanie o wartosci F(m) = X7 f;(S; + pj),
gdzie S; sa terminami rozpoczecia zadan w permutacji, to znaczy Sr(jy1) =
Sr(j) T P, J = 1,2,...,n — 1. Niech 7,4, b = a + 1 bedzie permuta-
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cja otrzymana przez zamiane pary zadan przylegltych (mw(a), 7(b)). Wowczas
zachodzi

F(m(ap) = F(T) = fr@) (@ = D) = f) (@) + fr) (T = Pr(a)) + fr(a)(®)

(10.83)
gdzie x = Sy ) + Prp)- Dla szczegélnych postaci funkceji f;() mozna otrzy-
mag¢ nieco prostsze wzory szczegblne. Rozszerzenie tego podejscia na schemat
NPI pozostaje niekosztowne, jesli tylko wzgledna odlegtoéé wymieianych ele-
menté |b— a| pozostaje stala i niewielka. Dalej, korzystajac z faktu, ze kazda
pojedyncza modyfikacja INS moze byé¢ przedstawiona za pomoca ciagu wy-
mian API, rezultat (10.83) moze by¢ takze uzyteczny dla otoczenia INS. Po-
zwala on zmniejszy¢ ztozonosé obliczeniowa przegladania calego otoczenia
typu INS z O(n?) do O(n?). Zmniejszenie kosztu przeszukiwania otoczenia
jest mozliwe takze poprzez ograniczanie wielkoéci otoczenia. Przyktadowo,
jesli w schemacie NPI lub INS elementarna modyfikacja jest okreélona para
(a,b), a,b € {1,2,...,n}, to ograniczenie wielkoSci otoczenia jest mozliwe
poprzez dopuszczenie tylko par (a, b) takich, ze |b — a| < p, gdzie p jest stala
lub parametrem.

10.8.1 DS z niezaleznymi wymianami

Poniewaz zlozonoéé obliczeniowa badania otoczenia k-NT jest O(nkFT1),
w praktyce najczesciej stosowane jest otoczenie 2-NI w celu redukeji kosztu
obliczen. W pracy 67 pokazano metode umozliwiajaca analizowanie sasiedz-
twa otrzymanego poprzez aplikacje dowolnych sekwencji tak zwanych par
wymian niezaleznych. Metoda ta pozwala analizowaé sasiedztwo o wielkosci
wykladniczej w czasie wielomianowym. Mozwe by¢ osadzona w schemacie
DS lub TS, dostarczajac efektywnego narzedzia do budowy algorytmoéw LS.

Niech 7 bedzie pewna permutacja na J. Wymiane (swap) definiujemy
poprzez pare zadan 7w(a), 7(b) podlegajacych zamianie miejscami, dla pew-
nych a,b € {1,2,...,}. Otoczeniem NPI nazywamy wszystkie rozwiazania,
ktore mozemy otrzymacé z m poprzez dowolna wymiane jednej pary zadan.
Otoczenie z niezaleznymi wymianami (DPI, dynasearch swap) jest definio-
wane jako wszystkie permutacja, ktore mozna otrzymac z w stosujac dowolny
ciag wymian parami niezaleznych. Pary wymian (a,b) i (¢, d) sa niezalezne,
jesli max{a, b} < min{c,d} lub min{a, b} > max{c,d}. Sasiedztwo to zawie-
ra 21 — 1 rozwiazan.

Wyznaczenie najlepszego rozwiazania w sasiedztwi DPI jest mozliwe po-
przez zastosowanie schematu PD. Niech o, oznacza najlepsze rozwigzanie
klasy DPI, ktére mozna otrzymaé¢ z 7 dla zadan ze zbioru w(1),...,7(j).
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Oznaczmy odpowiednio przez F(o;) warto$¢ funkcji celu dla rozwiazania
czeSciowego 0. Rozwigzanie o otrzymuje si¢ poprzez analize wynikajacych
z wprowadzenia zadania 7(j) (wraz z ewentualnymi jego wymianami typu
DPI) do o;_1. Moga przytym zaj$¢ dwa alternatywne przypadki: (a) zadanie
7(j) nalezy dolaczy¢ na koniec oj_; generujac rozwigzanie ag = o;17m(j),
(b) nalezy wykonaé¢ wymiane pary zadan pi(i), 7(j) dla pewnego 0 < i < 7,
generujac rozwiazanie o = oym(j)w(i = 1)...7(j — 1)7(i). W pierwszym
przypadku otrzymujemy

Flod) = Flog1) + f (Pi(m) (10.84)
gdzie Ps(m) = 377_1 Pr(s)- Poniewaz wszystkie wielkosci Py(7), s = 1,...,n
mozna wyznaczy¢ a priori, pojedyncza warto$é (10.84) moze byé obliczona
w czasie O(1). W drugim przypadku, korzystajac z optymalnosci o;, mamy

F(0}) = F(03) + fx() (Pi(T) + Pr(j)

7j—1
+ Z fw(s)(Ps(W) + Pr(i+1) +p7r(j)) + fﬂ(i_,_l)(Pj (7)) (10.85)
s=1+42

Obliczenie (10.85) wymaga czasu O(n) bowiem j —i < n. Ostatecznie otrzy-
mujemy zaleznos¢ rekurencyjng pozwalajacg wyznaczyc¢ o;

F(o}) = oréliiélj F(o3). (10.86)
Dopelnieniem rekurencji w schemacie PD jest warunek poczatkowy og = (),
F(0p) = 0 oraz proces rozszerzania rozwigzania czesciowego dla o;, j =
1,...,n. Celem jest wyznaczenie o,. Postepowanie takie pozwala przeglad-
naé otoczenie DPI o licznoéci 2771 — 1 w czasie O(n?).

Mozliwe jest zwiekszenie sprawno$ci obliczeniowej metody, przede wszyst-
kim poprzez przyspieszenie obliczania (10.85) oraz pomijanie niektorych roz-
wigzan. Ten ostatni pomyst sprowadza sie do wstepnego przetestowania,
za pomoca niekosztownego dolnego ograniczenia, czy a;- rokuje nadzieje na
uzyskanie rozwigzania lepszego niz najlepsze znane do tej pory w otocze-
niu. Za poczatkowe gdérne ograniczenie przyjmuje sie UB = F (og ) zgodnie
ze wzorem (10.84). Wielko$¢ ta podlega aktualizacji przy kazdym oblicza-
niu warto$éi F(O’;) Korzystajac z (10.85) otrzymujemy przy zalozeniu, ze
Pr(j) 2 Pr(i+1) dolne ograniczenie

F(”é) > F(0:) + Vagi—1) — Vaii)
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+f7r(j) (Pz(ﬂ-) +p7r(j)) + fTr(i+1) (Pj(ﬂ-)) d:ef LB; (1087)
gdzie .
J
Vi) = D Fu(s) (Ps(m)). (10.88)
s=1

Jesli LB;. > UB to rozwiazanie a§ nalezy pomina¢ bez potrzeby obliczania
wzoru (10.85). Inne ograniczenia mozna otrzymaé przyjmujac szczeg6lna po-
sta¢ funkcji kryterialnej. I tak dla f;(t) = w;[t—d,|k, gdzie [z]* = max{0, x},
mamy

F(0}) 2 F(0i) + (Pr(iv1) = Pr(i)) Wagi—1) — Wa(irn)

+Fr ) (Bi(T) + Pa()) + Frtisny(Pi(m) < LB (10.89)

gdzie
J
Wﬂ(j) - Z wﬂ'(S)US(Tr) (1090)
s=1

oraz Uy sy = 1 jedli Ps(m) > dy () oraz Uy(s) = 0 w przeciwnym przypadku.

10.8.2 Metody GA, SA, SJ

Dla probleméw jednomaszynowych, w ktérych rozwiazania sa reprezen-
towane permutacjami, szereg metod takich jak GA, SA, SJ posiada schemat
budowy algorytmu wspdlny (podobny) dla wszystkich problemé permuta-
cyjnych. Podejscia te opisane sa bardziej szczegbtowo w Rozdz. 12.10.

10.9 Uwagi

Powszechnie znana stabos¢ dolnych ograniczen dla problemoé z kryterium
addytywnym pociaga za soba malta skutecznosé metod doktadnych opartych
na schemacie B&B, uniemozliwiajac rozwigzanie przyktadéw o wielkosci po-
wyzej 100 zadan. Cecha ta powoduje takze zgrubno$¢ oszacownia algoryt-
moéw przyblizonych mimi, iz w praktyce niektére z nich zachowuja sie doéé
dobrze, dostarczajac rozwigzan bliskich optymalnemu w kréotkim czasie. Spo-
§réd metod priorytetowych zaskakujaco dobra jakoécia charakteryzuje sie
reguta AU. Wsréd algorytmoéw klasy LS, jak dotychczas najlepsze znane
rezultaty otrzymywano dla wielostartowej wersji metody DS z otoczeniem
DPI i seria losowych punktéw startowych (kicks) generowanych na bazie eks-
treméw lokalnych zatrzymujacych pojedynczy przebieg DS 67. Otrzymane
rezultaty sa lepsze od znanych implementacji TS oraz GS dla tego proble-
mu. Algorytm ten pozwala rozwiazywaé na PC, w czasie minut, przyktady
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wielko$é zakres

bj 1...100

’wj 1... 10

d; P1-TF—-RDD/2)...P(1-TF+ RDD/2)

Tabela 10.1: Dane dla problemu 1|| 3> T;

o rozmiarze do 100 zadan, z dokladnoscig $rednio ponizej 0.5%. Podejscie
dualne nie jest w tym wzgledzie konkurencyjne, w sensie czasowym, cho-
ciaz umozliwia modelowanie innych ograniczen, trudnych do uwzglednienia
w metodach przyblizonych.

Przyklady testowe

Stopien trudnoéci rozwiazywania przyktadéw problemoéw z kryterium
addytywnym zalezy réwnoczesnie od wielu danych. Przyklady posiadaja-
ce “wieksza” wariancje danych lub wigkszy ich zakres sa zwykle tatwiejsze
do rozwiazywania. Przykladowo, zaréno duzy rozrzut wartosci

d; jak i w; w problemie 1|| Y w;T}; czyni go latwiejszym. W celu pre-
cyzyjnego okreélenia klasy przyktadow testowych, wspdlnych dla wszyst-
kich proponowanych algorytmoéw, opracowano schemat generacji przykla-
déw dla problemu 1|| 3 7;. Dane sa generowane jako losowe liczby cal-
kowite z przedzialéw podanych w Tabl. 77, gdzie P = Z?:1 pj. Wiel-
ko$¢ RDD okresla wzgledny zakres Zgdanych terminow zakonczenia, zwy-
kle RDD=0.2,0.4,0.6,0.8,1.0, zas TF $redni wspolczynnik spoinienia, zwykle
TF=0.2,0.4,0.6,0.8,1.0. Dla kazdej kombinacji RDD i TF jest generowane
5 przyktadéw, dostarczajac 125 przyktadéw dla ustalonej wartosci n. Za-
kres rozwazanych wartosci n jest ograniczony do 100. Przyktady te sa takze
dostepne w Internecie 31.
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Z1ozone problemy
jednomaszynowe

Problemy z kryteriami nieregularnymi sg zwykle wymieniane w kontek-
Scie systemow JIT, systeméw z caloSciowa analiza kosztow wytwarzania i
sktadowania produktu oraz kosztéw zaangazowania kapitalu, systeméw wy-
twarzania produktéw nietrwalych, zmieniajacych swoje wtasnosci fizykoche-
miczne w czasie. Sg one jednymi z najtrudniejszych probleméw szeregowa-
nia, bowiem rozwiazanie optymalne nie lezy w zadnej z klas uszeregowan
wymienionych w Rozdz. 4.7. Powoduje to bezuzytecznosé¢ wickszoséci “kla-
sycznych” metod rozwigzywania oraz potrzebe rozwoju zupelnie nowych po-
dejéé. Przyktadowo, najlepsze regulty priorytetowe pochodzace z probleméw
klasycznych dostarczajg dla wielu zagadnien nieregularnych rozwiagzan obar-
czonych bledem wzglednym rzedu 100-500%, co w poréwnaniu z osiaganymi
rutynowo warto$ciami btedu 20-30% jest czyms zaskakujacym. Nowe podej-
Scia zaleza w sposéb znaczacy od typu zastosowanej funkcji kryterialnej.
Prawie wszystkie znane problemy tej klasy sa NP-trudne, przypadki wielo-
mianowe sa nieliczne. Niewiele tez jest szczegdlnych wlasnosci probleméw,
jedna z czesciej wymienianych jest wtasnos¢ V-ksztattu. Dlatego tez liczba
probleméw szczegdlnych oraz dedykowanych dla nich metod rozwiazywania
jest zdecydowanie wigksza niz dla probleméw klasycznych. Oméwimy tyl-
ko niektére z nich, gtéwnie problemy jednomaszynowe, podkreslajac réznice
oraz zwiazki z problemami znanymi.

207
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11.1 Kary za przysSpieszenia i spéznienia

Rozpatrzmy nastepujacy problem wyjsciowy. Nalezy wyznaczy¢ harmo-
nogram pracy stanowiska zawierajacego jedna maszyne przy zalozeniu, ze
zbiér zadan J = {1,2,...,n} ma by¢ wykonywany na stanowisku sekwen-
cyjnie, j-te zadanie posiada czas obstugi p; > 0 oraz funkcje kary h;(t)
posiadajaca jedno, niekoniecznie jednoznaczne, minimum. Harmonogram
jest okres$lony poprzez wektor terminéw rozpoczecia wykonywania zadan
S = (51,...,S5n), za$ kryterium polega na minimalizacji warto$ci wskazni-
ka okreslonego na wielkosciach h;(S;). Problemy szczegélne otrzymujemy
przyjmujac pewne zalozenia o funkcjach h;(t) oraz o charakterze ich kom-
binacji w celu sformutowania kryterium optymalizacji.

Zanim przejdziemy do analizy wlasnosci problemu, pokazemy zwigzek
funkeji h;(t) z kryteriami klasy (4.3) oraz (4.4). Niech

hi = —oonéitrioohj(t) (11.1)

bedzie minimalng osiggana wartoscig funkcji. Dokonajmy wpierw “lokaliza-

cji” ekstremum niewtasciwego. Wielkos¢

aj =min{t: h;(t) = h}} (11.2)
nazywamy pozadanym terminem rozpoczecia zadania, zas
bj = max{t: h;(t) = hi}+p; (11.3)

pozadanym terminem zakoniczenia. Przy$pieszeniem terminu rozpoczecia za-
dania wzgledem terminu a; jest

Ej = [CLJ' — Sj]+. (114)
Spéznieniem terminu zakofczenia zadania wzgledem terminu b; jest

T; = [Cj = b;]", (11.5)
gdzie Cj = Sj + pj. Z definicji mamy E;T; = 0 co znaczy, ze zadanie moze
by¢ dokladnie w jednym z trzech stanéw: przyspieszone (E; > 0, T; =
0), na czas (E; = 0 = T}), spéznione (E; = 0, T; > 0). Zauwazmy, ze
jesli E; = 0 = T oraz a; < b; — p; to nie mozna okreslic doktadnie Sj;
inaczej taka transformacja z Ej, T; do S jest zawsze jednoznaczna. Kary

9i(), fj() definiujemy jako niemalejace funkcje przys$pieszenia i spéznienia,
odpowiednio, wedtug zaleznosci

9;(Ej) = hj(a; — Ej) — hj (11.6)
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dla Ej > 0 oraz
fi(T3) = hj(bj +Tj = pj) — I (11.7)

dla T} > 0. Latwo sprawdzi¢, ze prawdziwe sg zwigzki

D hi(Sh) =D (gi(Ey) + fi(T)) + Y _ B (11.8)
j=1 j=1 j=1
oraz
jwax h;(S;) = max max{g;(Ej) +h, f;(13) + hj}- (11.9)

Poniewaz wszystkie kary za przyspieszenia/spdznienia mozna zapisaé za po-
moca funkeji h;(t), wprowadzony na poczatku rozdzialu model jest ogdl-
niejszy. W wielu przypadkach praktycznych zachodzi hj = 0 co znakomicie
upraszcza obliczenia, cho¢ sytuacja h; > 0 wcale nie jest trudniejsza do
analizy. Mimo iz transformacja kryteriéw (11.8)—(11.9) wydaje sie zbednym
skomplikowaniem problemu, wiele algorytmow rozwiazywania odwotuje sie
bezposrednio do wygodnych interpretacyjnie i intuicyjnie oczywistych pojeé
zadanie przys$pieszone/spéznione.

Niezaleznie od przyjetej funkcji celu (4.3) czy (4.4), w literaturze wy-
rézniane sa dwie podklasy probleméw: (C) ograniczone (constrained), ktére
posiadaja warunek S; > 0, j € J, oraz (U) nieograniczone (unconstra-
ined), ktére nie posiadaja tego wymagania i dopuszczaja ujemne terminy
S;. Wprawdzie podklasa C zawiera racjonalne ograniczenie, stosowane do-
my$lnie dla wszystkich klasycznych problemoéw szeregowania, to podklasa
U, dzieki mniejszej liczbie ograniczen, jest tatwiejsza do analizy, bez jedno-
czesnej utraty istotnych wlasnosci wystepujacych w podklasie C. Formalnie
mozna dokonaé transformacji problemu z podklasy C do U poprzez przedefi-
niowanie funkcji kosztu h;(t), wprowadzajac wysoka barierowa wartos¢ kary
dla argumentu ¢ < 0. Nalezy jednak pamietac¢, ze zabieg ten nie zawsze jest
korzystny. Moze on spowodowaé przesuniecie problemu do wyzszej klasy
ztozonosci, skomplikowaé¢ metoda rozwiazywania, spowodowaé utrate zna-
czacych wlasnoéci funkeji (wypukloéé, ciaglosé, rézniczkowalnoséé). Czasa-
mi problemy podklasy U pozwalaja tatwo “wbudowac” ograniczenie S; > 0
bez istotnej zmiany algorytmu rozwiazywania. Kolejne podklasy probleméw,
uzasadnione wzgledami praktycznymi, wyrdzniono ze wzgledu na charakter
uszeregowan. Sa to: (Z) zwarte, w ktérym kolejne zadania musza by¢ wy-
konywane na maszynie bez przerw pomiedzy nimi, poczawszy od pewnego
momentu czasowego Sy (czasami wymaga sie Sy = 0), (D) nie wymagajace
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powyzszego warunku, w ktéorym przerwy pomiedzy wykonywaniem zadan
wynikaja w sposob naturalny z funkcji kary.

Rozwiazaniem problemu jest wektor S dopuszczalnych terminéw rozpo-
czecia zadan, ktéry implikuje jednoznacznie kolejno$é¢ m wykonywania za-
dan, reprezentowang permutacja na zbiorze J. Odwrotne przejscie, to zna-
czy wyznaczenie S dla danej kolejnosci 7, jest zagadnieniem duzo bardziej
skomplikowanym niz w przypadku kryteriow klasycznych. Postrzeganie S w
zwiazku z 7w prowadzi do dwupoziomowej metody rozwiazywania opartej na
naturalnej dekompozycji problemu: wyznaczenie optymalnej kolejnosci 7*
wykonywania zadan na poziomie gérnym, oraz dla danej kolejnosci m — wy-
znaczenie optymalnych terminéw rozpoczecia zadan S na poziomie dolnym.
Podejécie takie, charakterystyczne dla probleméw z regularnymi funkcjami
celu, pozwala wykorzystaé tutaj wickszos¢ z podejsé¢ omoéwionych w Rozdz. 9
i 10. Dodatkowo, problemy wynikajace z dekompozycji moga by¢ rozwazane
niezaleznie, co ulatwia analize problemu.

Poziom dolny. Kryterium addytywne

Rozpatrzmy wpierw problem dolnego poziomu. Przyjmujac, ze dana jest
kolejnosé m wykonywania zadan na maszynie, optymalne terminy S rozpo-
czecia zadan, mozna wyznaczy¢ poprzez rozwigzanie nastepujacego proble-
mu

mSinZhj(Sj) (11.10)

7j=1
Sr() T Pr(j) S Sa+1), J=1,-.,n— 1, (11.11)
0<Sx (11.12)

przy czym warunek (11.12) nalezy uwzglednié tylko dla problemu podkla-
sy C. Oznaczmy dalej przez H(m) = 3771 h;j(S}), gdzie S* jest optymal-
nym rozwigzaniem problemu (11.10)—(11.12). Problem (11.10)—(11.12) jest
zadaniem optymalizacji o n ciaglych zmiennych decyzyjnych, z nieliniowa
funkcja celu i liniowymi ograniczeniami. Czasami, w celu unikniecia kto-
potéw z rozwiazaniem problemu (11.10)—(11.12), wprowadza sie dodatko-
we zalozenia o analitycznych wiasnosciach funkcji hj(t), takie jak na przy-
ktad wypuklo§¢. Dla pewnych szczegélnych klas funkeji h;(t), przyktadowo
hi(t) = vjla; — t]" 4+ wj[t + pj — b;]T, problem (11.10)—(11.11) mozna zapi-
sa¢ w formie zadania PL. W tym celu, nalezy wprowadzi¢ 2n dodatkowych
zmiennych E;,T;, j = 1,...,n. Wzér (11.10) przyjmie wtedy postaé¢ formy
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liniowej
n

Z v; Ej + w;Ty). (11.13)

Dodatkowo nalezy Wprowadzm warunki ograniczajace
Ej>a; =55, Tj > Sj+pj—bj, Ej >0, T;20,j=1,....n. (11.14)

Dla probleméw jednomaszynowych ich zwiazek z PL ma raczej teoretycz-
ne niz praktyczne znaczenie, bowiem istnieja odpowiednie algorytmy wielo-
mianowe o zdecydowanie mniejszej ztozonosci obliczeniowej. Dla zagadnien
ogélniejszych (jak na przyklad problem gniazdowy), korzystanie z mode-
lu PL jest niezbedne. Jesli problem nalezy do podklasy Z to do warunkéw
(11.10)—(11.12) nalezy dodaé¢ ogranicznie

S7r(j+1) = Sﬂ'(]) —|—pﬂ(]), j = 1, e, = 1, (1115)

ktére powoduje, ze zagadnienie (11.10)—(11.12), (11.15) staje sie de facto
problemem optymalizacji z jedng zmienng decyzyjna Sy (1). Mimo, iz problem
wydaje si¢ prosty, jego rozwigzywalnos¢ jest uzalezniona od unimodalnosci
(lub jej braku) przeksztalconej funkcji celu 377 hj(t + > Dr(i))-

W pracy 101 podano wielomianowy algorytm wyznaczania H () dla pro-
blemu z kryterium (4.4) oraz funkcja kary h;(t) = |t — bj|, nazywana takze
funkcja rozbieznosei (discrepancy). Wyznaczenie tej wartosci jest mozliwe
poprzez krokows budowe ciggu rozwigzan czesciowych. Bez straty ogdlnosci
rozwazan mozemy przyjaé, ze m(j) = j, j = 1,...,n. Stad k-te rozwia-
zanie cze$ciowe zawiera tylko k pierwszych zadan i jest charakteryzowane
przez podanie terminéw S;, j = 1,..., k. Rozwigzania te s3 generowane dla
k=1,...,n. Kolejne, k + 1-sze rozwiazanie czeéciowe otrzymuje si¢ z roz-
wigzania k-tego realizujgc schemat PD implikujacy modyfikacje wartosci Sj,
j=1,...,k 4+ 1 wedlug procedury opisanej ponizej. Rozwigzanie k-te jest
przedstawiane jako sekwencja blokéw B, ,, gdzie z,y € {1,...,k}. Blokiem
nazywamy ciag kolejnych zadan x, ...,y taki, ze

Sy—1+Ppr-1 < Su (11.16)

lub z =1,
Si+pj=8it,ji=w...,y—1 (11.17)
Sy +py < Sy+1 (11.18)

lub y + 1 = k. Blok zawiera zadania wykonywane bez przerwy na maszynie.
Dla kazdego bloku B, , definujemy zbior zadan przyspieszonych &, , = {j €
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By @ Sj < bj}, zbior zadan punktualnych P, = {j € By, : S; = b;},
zbiér zadan spéznionych 7, , = {j € By, : Sj > bj}. Ze wzgledu na warunki
(11.16) oraz (11.18) dla bloku B, , musza zachodzi¢ warunki

€y U Pryl = Toyl, (11.19)
Eayl = |Tay U Payl. (11.20)

Istotnie, w przeciwnym przypadku, caly blok mozna by “przesunaé¢” odpo-
wiednio w lewo lub prawo na osi czasu, to znaczy podstawi¢ S; := S; +
A, j € Bg,y dla pewnego A, zmniejszajac jednocze$nie wartoé¢ skladnika
2 j€Ba., h;j(S;). Przejdzmy zatem do opisu metody generowania rozwiaza-
nia k + 1-szego. Niech B, ; bedzie ostatnim blokiem w rozwigzaniu k-tym,
dla pewnego 1 < w < k. Dotaczenie zadania k + 1-szego implikuje jeden z
ponizszych przypadkéw:

1. Jesli Sk + pr < bi41 to zadanie k + 1 utworzy samodzielny blok, zatem
Sk+1 = br, Bigi g1 = (K +1).

2. Jesli Sk + pr = by4+1 to zadanie k + 1 zostanie dotaczone do bloku By,
bez potrzeby jego przesuwania, zatem Sii1 = by, blok B, ; nalezy
zastapic¢ blokiem By, p41 = (w, ...k, k+1).

3. Jesli Sk + pr > bry1 to zadanie k + 1 zostanie dotaczone do bloku
B, 1, ktéry nastepnie nalezy przesung¢ krokowo w lewo. W tym celu
wpierw podstawiamy Siy1 = by zas blok B, ;. zast¢pujemy blokiem
By gt+1 = (w, ...,k k+1). Nastepnie realizujemy proces przesuwania,
rozpoczynajac od x = w, y = k + 1 i wykonujac nie wiecej niz k ite-
racji. W kazdej iteracji sprawdzamy warunek (11.19) dla B, . Jesli
warunek jest spelniony lub = 1 to koniec. Inaczej blok B, , przesu-
wamy w lewo, to znaczy podstawiamy S; := S; — A, j € B, gdzie
A = min{minjer, ,(S;j — b;), Sy — Su—1 — pu—1}. Dla problemu pod-
klasy C nalezy przy tym zalozy¢ Sy + pg = 0, dla problemu podklasy
D podstawiamy Sy + pg = —o0o. Jedli dla obliczonej wartosci A zajdzie
A = Sy —Sy—1—Ppu-1, to wéwczas blok B, , nalezy “sklei¢” z blokiem
bezposrednio go poprzedzajacym zmieniajac odpowiednio x. Zaréwno
przesuniecie bloku o wartosé A jak i jego sklejenie powodujg zmia-
ne zbioréw Euy, Pry, Ty, ktére nastepnie wpltywaja na zachodzenie
warunku (11.19). Przesuwanie kontynuowane jest do chwili spelnienia
tego warunku.

Opisany algorytm wyznaczania H () mozna zrealizowa¢ w formie procedury
o zlozonosci obliczeniowej O(nlogn) postugujac sie odpowiednia struktura
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danych. Dane dotyczace bloku sg zapisywane w stogu binarnym, jeden stég
dla kazdego bloku, uporzadkowanego wedtug wartosci S; — b;, j € 7. Po-
zwala to na obliczenie wartosci A w czasie O(1). Poniewaz zaréwno wybdér
elementu minimalnego, dodanie elementu jak i ztaczenie stogéw mozna wy-
konaé¢ w czasie O(logn), zlozonosé calego algorytmu jest rzedu O(nlogn).

Stosunkowo tatwo mozna uogdlni¢ opisane podejscie na przypadek wa-

zonych funkcji rozbieznosci hj;(t) = v; |t —bj|. Wowczas warunek (11.19)
nalezy zastapié¢ przez
doou= ) v (11.21)
JE€Ez,yUPxz,y J€Tzy

Nie zmienia sie przy tym ztozonosé obliczeniowa odpowiedniego algorytmu
wyznaczania H (7). Dalsze rozszerzenia sa mozliwe dla bardziej ogdlnych
funkeji hj(t).

Warunki (11.19)—(11.20) oraz (11.21) okreslaja tak zwana wlasnosé V-
ksztaltu dla bloku. Intuicyjnie, oznacza ona, ze blok jako caloéé¢ jest uloko-
wany optymalnie “w dolinie” funkcji.

Poziom dolny. Kryterium min-max.

Podobnie jak poprzednio, dla danej kolejnosci m wykonywania zadan
na maszynie, terminy S;, j € J, mozna wyznaczy¢ poprzez rozwigzanie
nastepujacego problemu optymalizacji nieliniowej

min max h;(S;) (11.22)
przy ograniczeniach (11.11) (oraz (11.12) jesli wymaga tego problem pod-
klasy C). W odréznieniu od (11.10)—(11.12) problem (11.22) dla ustalonej
7 moze by¢ rozwigzany juz dla ogdlnych h;(t) w sposob efektywny, korzy-
stajac z ciagu probleméw pomocniczych 1|7, ¢j|Crmax oraz pewnych innych
wlasnosci. Oméwimy ta metode przy zalozeniu, ze h; = 0, j € J, cho¢
mozliwe jest uzyskanie analogicznych rezultatéw przy braku tych zatozen.

Funkcje kary zapisujemy w formie h;(S;) = max{g;(E;), f;(1})} odpo-
wiednio do (11.9). Niech 7w bedzie permutacja, zas H () minimalna wartoscia
kryterium (11.22) dla tej permutacji. W pracy 344 pokazano, ze zachodzi
rownosé

H(m) = H, 11.23
(m) oA () (11.23)
gdzie
Ly ={(i,j) r2 <i<j<uy}, (11.24)
Hx,y (7T) = min maX{gw(a:) (t)? f7r(y) (Am,y (TF) - t)} (1125)

0<ES A,y ()
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oraz .
y—
Agy(m) = [5m,y(77)]+ = [an(e) = br(y) + ZPW(S)]+. (11.26)

Wektor S*, ktory zapewnia minimum (11.23) mozna znalezé w nastepujacy
sposob. Wpierw wyznaczamy wartosci

E’ = max{t : g;(t) < H(m)} (11.27)

gdzie H () znaleziono zgodnie z (11.23). Nastepnie stosujemy wzér rekuren-
cyjny
/
Sry = ax1) — Erqys (11.28)

S:;(]) = maX{S:;(j_l) +p7l’(j*1)’ aﬂ(j) - E;_(J)}, j = 2, ., . (1129)

Metoda ta nie wymaga zadnych dodatkowych zalozen, takich jak na przy-
ktad ciagloé¢ czy wypuklosé, dla funkeji hj(t). Jesli funkcje sa ciagle, to roz-
wiazanie problemu (11.25) mozna otrzymaé¢ wyznaczajac rozwiazanie réw-
nania g (t) = fr(y)(Azy(m)—1t). Dla czgsto stosowanych funkeji odcinkami
liniowych postaci

hj(t) = vjla; — " +w;ilt +p; = b] ", (11.30)
rozwiazanie (11.25) przyjmuje postaé

V() Wr (y)

H, (1) =
»(7) Un(z) + Wr(y)

Ay y(m). (11.31)

Poniewaz |1 | = n(n+1)/2, to H(w) moze byé¢ wyznaczone w czasie O(n?w)
gdzie w jest liczba iteracji potrzebnych do rozwiazania problemu (11.25) dla
danych x,y oraz A, (7). Wektor S* moze by¢ wyznaczony w czasie O(nr)
gdzie 7 jest liczbg iteracji potrzebng do znalezienia E; dla ustalonego j. Dla
funkcji kosztu postaci (11.30) zaréwno w jak i 7 sa O(1).

W szcezegdlnodei, gdy funkeje kary sa postaci hj(t) = [t —a;]* + [t +pj —
b;]™ bezposrednio z warunkéw (11.31) oraz (11.23) otrzymujemy H(mw) =
%[Lmax(ﬂ)]Jr, gdzie Lpax(m) jest wartoscig funkcji celu dla kolejnosci m w
problemie 1|7}, d;j|Limax. Poniewaz ten ostatni problem jest réwnowazny pro-
blemowi 1|7}, ¢;|Cmax analizowanemu szczegétowo w Rozdz. 9), stad metody
tam polecane moga by¢ zastosowane takze do tego problemu.

Dla szczegélnych postaci funkcji hj(t) mozliwe jest uzyskanie bardziej
efektywnych algorytméw. I tak dla funkeji rozbieznosci hj;(t) = [t — bj],
stosujac podejscie podobne do opisanego w rozdziale poprzednim, mozna
skonstruowaé algorytm wyznaczajacy H(m) w czasie O(nlogn) 101,
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Poziom goérny

Nawet zakltadajac catkowitoliczbowosé danych problemu, terminy S wy-
znaczone przez rozwiazanie zadania dolnego poziomu nie musza by¢ catko-
wite. Nie jest spelniona takze zasada zapobiegania bezczynno$ci maszyny
ze wzgledu na przerwy pomiedzy wykonywaniem zadan. Te dwa fakty wy-
kluczaja stosowanie podejscia dualnego opartego na dyskretyzacji czasu oraz
podejécia opartego na PD, patrz Rozdz. 10.5 1 10.3, pozostawiajac do rozwia-
zywania na poziomie gérnym schemat B&B, metody priorytetowe oraz meto-
dy poszukiwan lokalnych. Pomijajac bardzo kosztowny schemat B&B zajmij-
my sie blizej dwoma pozostalymi grupami algorytmoéw. Zastosowanie regut
priorytetowych jest polecane tylko do wyznaczania kolejnosci 7, w koopera-
cji z jednokrotnym wywotaniem zadania dolnego poziomu. Podejscie to jest
korzystne, na przyktad dla funkcji rozbieznosci, gdzie m mozna wyznaczy¢
poprzez uporzadkowanie zadan wedlug niemalejacych wartosci b;. Niestety,
juz wprowadzenie réznych wag v; do funkcji rozbieznosci utrudnia ustalenie
réwnowagi w preferencjach pomiedzy b; a vj. Sytuacja komplikuje si¢ wyraz-
nie dla najcze$ciej spotykanych funkcji hj(t) = vjla; — t]" +w;[t + p; — b;]*
bowiem pod uwage nalezaloby wzia¢ az cztery, oddzialowujace na siebie
wzajemnie, parametry. Stad podejscie priorytetowe, cho¢ najprostsze, nie
wypada zbyt korzystnie w analizie eksperymentalnej 344. Korzystniejszym
podejsciem jest krokowa budowa rozwigzania czeSciowego przy wykorzysta-
niu techniki INS 344, analogiczna do algorytmu NEH, patrz takze Rozdz.
12.5.

W odniesieniu do metod LS, zaskakujaco dobre rezultaty uzyskuje sie
juz dla najprostszej metody DS z wymiana par zadan przylegtych. Niestety
powaznym problemem pozostaje wciaz znaczny koszt przeszukiwania oto-
czenia, wynikajacy gtéwnie ze ztozonosci obliczeniowej wyznaczenia wartosci
funkcji celu pojedynczego rozwigzania. Stad tendencja do redukceji wielkosci
otoczen oraz przyspieszania obliczen poprzez wykorzystanie wlasnosci V-
ksztaltu. Biorac pod uwaga to zagadnienie, uzasadnione jest tez stosowanie
takze metody SA.

11.2 Szeregowanie w systemach JIT

Kryteria nieregularne sa traktowane jako podstawowe dla systeméw wy-
twarzania w strategii dokladnie-na-czas (JIT), w ktérej zachodzi potrzeba
precyzyjnego dostarczania wyrobow. Poczatkowe prace koncentrowaly sie
gléwnie na kryteriach klasy (4.3) badz (4.4), reprezentujacych kary za zbyt
wczesne lub zbyt pdzne zakonczenie zadan. Metody rozwiazywania tego typu
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probleméw oméwiono bardziej szczegoétowo w Rozdz. 11. Przeglad w pracy
26 dostarcza innych postaci kryteriow nieregularnych, opartych na wariancji
poziomu produkeji, ktére reprezentuja nie analizowane jeszcze klasy (4.27)—
(4.28) funkcji kryterialnych.

Problem PRV. Kryterium addytywne.

Dany jest zbiér n roznych typow czedci, wytwarzanych cyklicznie na
jednym stanowisku i dostarczanych rytmicznie w ilosciach t1,...,¢, na je-
den cykl, odpowiednio. Przygotowanie kazdej czesci odpowiada wykonaniu
czynnosci o jednostkowym czasie wykonywania. Stad podstawowy cykl sta-
nowiska trwa 7' = >°1' ; t; jednostek czasu, za$ stan stanowiska moze byé
analizowany tylko w dyskretnych chwilach czasowych 1,...,T.

Oznaczmy przez s; = t;/T strumien zapotrzebowanie na czesci typu j
zadany na wyjsciu tego stanowiska. Celem jest wytwarzanie przez stanowi-
sko czesci w sposob rytmiczny, to znaczy tak by w kazdym momencie czasu
proporcja zakumulowanej produkeji czesci ¢ do catkowitej produkeji byta
mozliwie bliska s;. Problem ten mozna przedstawi¢ w postaci zadania pro-
gramowania dyskretnego. Niech x;; bedzie laczng (zakumulowana) liczba
czesci typu ¢ wytworzonych w przedziatach czasu od 1 do k.

T n
min > Fi(wje — kry) (11.32)

k=1j=1
przy ograniczeniach
zn:a:jk:k, k=1,...,T, (11.33)
j=1
O0<zjr—zjp1 <Ll j=1,...,n, k=1,....T, (11.34)
xji, catkowite, j=1,...,n, k=1,...,T. (11.35)

Funkcje F;() sa pewnymi funkcjami kary, unimodalnymi, wypuklymi, z wa-
runkiem F;(0) = 0, ¢ = 1,...,n. Warunek (11.33) zapewnia, ze dokladnie
k czeSci bedzie uszeregowanych w przedziatach 1,..., k. Warunki (11.34)—
(11.35) zapewniaja, ze w kazdym jednostkowym przedziale czasu jest wy-
konywana co najwyzej jedna czes¢ jakiego$ typu. Warunek z;7 < t;, i =
1,...,n nie zostal wlaczony do ograniczen bowiem kazde rozwigzanie opty-
malne problemu (11.32)—(11.35) zapewnia jego automatyczne spelnienie.
Problem wyjsciowy mozemy potraktowaé jako problem szeregowania zbio-
ru jednostkowych zadan J o licznosci > i t; = T, przy specyficznej funk-
cji kryterialnej. Ze wzgledu na jednostkowy czas zadan, problem mozna
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rozwigzywaé korzystajac z liniowego zagadnienia przydziatu, jesli tylko po-
trafimy efektywnie wyznaczy¢ wspoélczynniki macierzy kosztéw przydziatu.
Ze wzgledu na powtarzalnoéé czedci, zbior zadan przedstawmy w formie
J={0,7): j=1,...,t;, i =1,...,n}. Skoncentrujmy sie przez chwile na
czesciach jednego typu 1. Rytmlcznoéé dostarczania pozwala nam okreslié¢
idealng pozycje Z;; dla zadania (4, ) € J. Jest ona réwna Z7; = [k;;], gdzie

J— %
Sq

kij =

=1, . t,i=1,...,n (11.36)

oraz z; jest rozwigzaniem réwnania
Fz(zz) :Fi(Zi—l), 1= 1,...,n. (1137)

Jesli F;() jest funkcja parzysta to z; = 0.5. Nastepnie wprowadzamy koszt
cijr przydziatu zadania (i,j) € J do przedziatu k reprezentujacy kare za
zbyt wczesne lub zbyt pdZne jego zakonczenie w stosunku do zalozonej po-
zycji idealnej. Kara ta przyjmuje postaé

Z*—1
2ty win gdy k< Zj
Cijk = 0 gdy k= Zl*] (11.38)

gdzie

Ostatecznie, problem (11.32)—(11.35) mozemy przeksztalci¢ do nastepuja-
cego liniowego problemu przydziatu. Niech y;;, bedzie zmienng binarng
réwng 1 jesli zadanie (i,j) jest przydzielone do przedziatu k, (i,j) € J,
k=1,...,T. Problem (11.34)—(11.35) zapisujemy jako

mlnz Z CijkYijk (11.40)

1(i,5)ed
Y wigk=1k=1,...T, (11.41)
(1.7)eT
T

ywke{o 1} (i,j)e T, k=1,...,T. (11.43)
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Zauwazmy, ze |J| = T, stad crxr. Problem (11.40)-(11.43) jest proble-
mowi przydzialu (AP) zawierajacego T' zmiennych, dla ktérego istnieje al-
gorytm wielomianowy o zlozonoéci obliczeniowej O(T?). Najlepsze znane
implementacje rownolegle pozwalajg rozwiazywaé efektywnie przyktady AP
z T < 30,000.

Mozna skonstruowaé tez inne, intuicyjnie naturalne podejscie, bazujace
na alternatywnych funkcjach kary oraz idealnej pozycji zadania. Nie jest ona
jednak réwnowazne problemowi (11.32)—(11.35). Pozycje idealng redefiniu-
jemy jako k;; = (25 — 1)/(2r;). Taka definicja odpowiada poprzedniej, jesli
tylko funkcja F;() jest parzysta. Dla uproszczenia notacji elementy zbioru J
bedziemy oznaczali pojedynczymi literami, podobnie jak ich pozycje. Niech
C, oznacza termin zakonczenia zadania v = (¢, j) € J. Warto$¢ C,, zalezy od
polozenie zadania v w uszeregowaniu. Poniewaz > 1 ; t; = T, wszystkie za-
dania sa wykonywane bez przestoju maszyny w przedziale [0, T]. Stad usze-
regowanie moze by¢ jednoznacznie reprezentowane permutacja na J postaci
7= (m(1),...,7(T)), gdzie w(v) € J. Oczywiscie potrzebne jest spelnienie
warunku nastepstwa zdarzen dla sekwencji kolejno wykonywanych zadan w
postaci Cr(,) +1 < Cr(y41) Wynikajace z jednostkowego czasu wykonywania
zadan. Jako kryterium przyjmujemy wyrazenie

Il’lﬂil’l Z (Cw(v) - kw(v))Z’ (1144)
veJ

ktore nalezy minimalizowaé¢ po wszystkich 7. Jest to szczegdlna postaé kry-
terium (4.4) oraz naturalne rozszerzenie miary (4.26) na przypadek réznych
terminéw dostawy. Mozna pokazaé, ze algorytm EDD (earliest due date)
wyznacza optymalne rozwiazanie problemu (11.44). Zmiana postaci funkcji
kary na ), 7 ‘C’W(v) — kﬂ(v)’ nie zmienia sposobu rozwiazania problemu —
reguta EDD weciaz dostarcza rozwiazanie optymalne, patrz Rozdz. 11.1. Al-
gorytm EDD moze byé¢ implementowany w formie procedury o ztozonosci

o(nT).
Problem PRV. Kryterium min-max.

Zamiast addytywnej miary rozproszenia wyjscia (11.32) mozna zastoso-
waé miare oparta na maksymalnym rozproszeniu w postaci

min max max |x; — ks (11.45)
2 1<k<T 1<i<n

przy ograniczeniach (11.33)—(11.35). Problem mozna rozwiazaé sprawdzajac,
dla danego V, czy istnieje rozwiazanie dopuszczalne z, w ktéorym wartoscé
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funkcji kryterialnej (11.45) jest nie wieksza od V. Stosujac schemat szuka-
nia binarnego ze wzgledu na V, pomiedzy jego dolng V i gérna V grani-
ca, znajdziemy optymalne V* oraz poszukiwane rozwigzanie optymalne x*.
Weryfikacja, czy dla danego V istnieje rozwigzanie dopuszczalne jest row-
nowazna problemowi szeregowania zadan ze zbioru J na jednej maszynie
z terminami gotowosci r;;, zadanymi terminami zakonczenia d;; (problem
oznaczony 1|p; = 1,r;,C; < d;|y), w ktérym poszukuje sie¢ dowolnego roz-
wigzania dopuszczalnego. Dla danego V' wartosci 75, d;; wyznacza si¢ jako
liczby calkowite z warunkow

- -
=T <2 (11.46)
si si
14V —14V
I < T (11.47)
Sg 53

Sprawdzenie czy dla danego V istnieje rozwigzanie dopuszczalne moze byé
wykonane w czasie O(T'). Granice dla poszukiwania V* mozna okresli¢ jako

V=1, V=1- max s;. (11.48)

o 1<ign

Problem (11.45) ma zawsze rozwiazanie dopuszczalne, w ktorym, dla kaz-
dej chwili czasowej, odchylenie aktualnej wielkosci produkcji od wielko$ci
idealnej nie przekracza wartosci 1 dla kazdej z n czesci.

Jeszcze innym podejsciem do problemu z kryterium min-max jest sformu-
lowanie i rozwiazanie nastepujacego minimaksowego problemu przydziatu

min max max C;ipV;q 11.49
& 1<k<T (i) iikYijk ( )

przy ograniczeniach (11.41)—(11.43), gdzie znaczenia wielkosci c;ji, oraz y;ju
sa takie same jak dla problemu (11.40)—(11.43).

Problem ORV

Rozwazmy system jak poprzednio, wytwarzajacy cyklicznie n produktéw
w ilodciach ti,...,t,, odpowiednio, w cyklu o dlugosci T' = 7' | t;. Zal6z-
my, ze produkty sa wytwarzane na linii montazowej, zasilanej przez wej-
Scia podproceséw dzialajacych w oparciu o strategie ssania. Zauwazmy, ze
majac okreslone wielkoSci zapotrzebowania na produkty wytwarzane przez
linie, mozemy okresli¢ precyzyjnie wielkoSci zapotrzebowania zgloszone na
wyjsciach wszystkich poproceséw zasilajacych.
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Zakladajac niezaleznos¢ podproceséw, mozemy dalsze rozwazania ogra-
niczy¢ do jednego z nich, bowiem kazdy moze byé tak samo analizowa-
ny. Niech m bedzie liczbg wyjé¢ tego podprocesu. Oznaczmy przez u;j,
j = 1,...,m liczbe jednostek wyjécia j wymagana na jednostke produk-
tu i, ¢ = 1,...,n. Oznaczmy przez s; frakcje¢ zapotrzebowania na wyjscie

J
> iy it

Ly iy tiuig
Biezace zakumulowane zapotrzebowanie na wyjécie 7 w pierwszych k prze-

dziatach czasu jest réwne > ' ; u;jy, zas biezace zakumulowane zapotrze-

bowanie na wszystkie wyjscia w tym samym okresie czasu jest réwne Z;"zl Do Ui Tk
Oczekujemy, ze pierwsza z wymienionych wartoséci bedzie tak blika wartosci

sj jak to jest tylko mozliwe, dla wszystkich przedziatlow 1, ..., k. Rozbieznos¢
pomiedzy nimi dla ustalonego 1 < j <m il <k < 7T wynosi

(11.50)

S5 =

n

> (uij =85 ) uig)xi. (11.51)
7=1

i=1

Sumujac rozbieznosci oraz korzystajac podobnie jak poprzednio z funkcji
kary otrzymujemy problem ORV w postaci

n

T m m
ngn Z Z F}(Z(u” — 8 Z uz])xlk) (1152)
j=1

k=1j=1  i=1

przy ograniczeniach (11.33)—(11.35). Funkcje Fj() sa unimodalne, wypukte,
posiadajace wlasnosé¢ min, Fj(z) = F'(0) =0, j=1,...,m.
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Podstawowe problemy
przepltywowe

Problemy przeptywowe sa jednymi z prostszych i czesciej analizowanych
modeli systeméw produkcyjnych. Maja bardzo dobre aplikacje praktyczne,
gltoéwnie w procesach chemicznych, niektérych procesach przemystu elektro-
nicznego czy samochodowego, patrz przeglad zastosowan w 344, Tworzg
podstawy do analizy bardziej ztozonych struktur szeregowo-réwnoleglych
(potokowe linie automatyczne) dominujacych we wspdlczesnych systemach
wytwarzania. Sg takze traktowane jako wskaznik praktycznych mozliwosci
rozwigzywania trudnych numerycznie probleméw przy uzyciu narzedzi i me-
tod teorii szeregowania zadan. Istnieje wiele odmian probleméw przeplywo-
wych rézniacych si¢ wprowadzonymi dodatkowymi ograniczeniami. Wyjaw-
szy nieliczne przypadki szczegblne, problemy te sa NP-trudne. Zatem kosz-
towne obliczeniowo metody dokladne moga by¢ stosowane tylko dla przykita-
déw o niewielkim rozmiarze lub tych, w ktorych stosunek zysku do naktadu
obliczen jest duzy, np. problemy z kryterium czasu cyklu. Dla wiekszych
przyktadéw zalecane sg szybkie algorytmy przyblizone o réznych cechach
numerycznych, patrz przeglad w pracy 265,344, Aktualnie najlepsze znane
metody pozwalaja rozwiaza¢ problemy z kryterium Chax 0 rozmiarze 500
zadan i 20 maszyn (10,000 operacji) w czasie minut na PC z dokladnoscia
ponizej 1-1.5% 269. W niniejszym rozdziale bedziemy analizowaé niektére
problemy przeptywowe w kolejnosci wzrastajacej stopniowo ogdlnosci.

221
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12.1 Problem podstawowy

Zbiér zadan J = {1,2,...,n} jest przeznaczony do wykonywania na ma-
szynach M = {1,2,...,m} o ograniczonej jednostkowej przepustowosci, w
podanej kolejnosci. Zadanie j € J sktada sie z ciagu operacji (O1j, . . ., Omj);
operacja O;; odpowiada nieprzerywalnemu wykonaniu zadania j na ma-
szynie i czasie p;j. Rozwigzaniem jest harmonogram pracy maszyn repre-
zentowany przez macierze terminéw rozpoczecia S = (S1,...,5,), S; =
(S1j, ..., Smj) oraz zakonczenia zadan C' = (C1,...,Cy), Cj = (Cij, ..., Cnj),
spelniajace powyzsze ograniczenia. W praktyce, poniewaz C;; = Si; + pij,
zatem rozwiazanie jest calkowicie charakteryzowane przez jedna z tych ma-
cierzy. Jedli funkcja celu jest regularna, to harmonogram optymalny jest
“dosuniety w lewo na osi czasu”, zatem mozna poszukiwaé w zbiorze takich
rozwigzan. Wtedy tez kazdy harmonogram moze by¢ jednoznacznie repre-
zentowany kolejnoécia wykonywania zadan na maszynie ¢, ta zas z kolei jest
reprezentowana permutacja m; = (m;(1),...,m(n)) na zbiorze J. Jesli per-
mutacje m; moga by¢ rézne dla réznych i to odpowiedni problem oznaczamy
jako “ogélny” (F), jesli zas wszystkie permutacje m; sa takie same to pro-
blem okre$lamy jako “permutacyjny” (F*). Rozwiazania problemu F* tworza
podklase rozwiazan problem F. Mimo, ze zagadnienie F' pozwala uzyskiwaé
mniejsze wartos$ci funkcji celu, problem F* jest analizowany czeSciej. Powo-
déw jest kilka: (1) liczba rozwigzan problem F* jest réwna n! i zdecydowanie
mniejsza niz (n!)™ dla problemu F, (2) sterowanie systemem F* jest prostsze
i wymaga okreslenia tylko (jednej) kolejnosci wprowadzania zadan do sys-
temu zakladajac, ze obstuga na kolejnych stanowiskach odbywa sie wedtug
reguly FIFO (3) szereg systeméw wytwarzania, ze wzgledéw technologicz-
nych, zezwala tylko na rozwiazania permutacyjne, (4) dla niektérych klas
probleméw przeptywowych rozwigzania optymalne lezg w klasie rozwiazan
permutacyjnych, (5) blad pomiedzy rozwiazaniami optymalnymi problemu
F i F* jest nieznaczny, (6) rozwiazania problemu F* moga by¢é uzywane ja-
ko rozwiazania poczatkowe w algorytmach przyblizonych dla probleméw F.
Niewielki btad wymieniony w punkcie (5) wynika wylacznie z analizy eks-
perymentalnej. W teorii btad ten moze w skrajnych przypadkach osiggaé
znacznie wieksze wartosci. W pracy 293 pokazano, ze stosunek optymal-
nych wartoéci Cpax probleméw permutacyjnego i niepermutacyjnego moze
by¢ teoretycznie az rzedu O(y/m), choé¢ w praktyce réznice sa zdecydowanie
mniejsze.

W tym rozdziale bedziemy sie zajmowali tylko przypadkiem permutacyj-
nym problemu przeplywowego; wersja niepermutacyjna jest zwykle analizo-
wana narzedziami charakterystycznymi dla probleméw ogolniejszych. Przyj-
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mujac, ze znana jest kolejno$¢ wykonywania zadan (okreslona permutacja
7 na J) w problemie przeplywowym permutacyjnym, terminy zakonczenia
wykonywania zadan mozna wyznaczy¢ z warunkéw

Cintiy < Sim(iy1)s G=1,-con—1, i=1,...,m, (12.1)

Cij <Sis1j, i=1,...om—1, j=1,...,n, (12.2)

ktore prowadza do oczywistego wzoru rekurencyjnego

Cir(jy = max{Cir(j_1), Ci—1.x(j} + Pin(j)s J = 1,51, (12.3)

liczonego dla i = 1,...,m, gdzie 7(0) = 0, Cjo =0, i = 1,...,m, Cp; =
0, 5 = 1,...,n. Dla bardziej ztozonych analiz uzywa si¢ tez rownowaznej
nierekurencyjnej wersji wzoru (12.3) w postaci

Cir(j) = L hEx <Z > Peni)- (12.4)

Mimo ztozonej postaci wzoru (12.4) wszystkie wartoéci C;; mozna wyznaczy¢
dla danej ™ w czasie O(nm).

Dla probleméw F* z kryterium minimalizacji dtugosci uszeregowania po-
szukiwana jest permutacja 7* € 11, dla ktérej

Crnax(7%) = 211611111 Crnax(7), (12.5)

gdZie Cmax(ﬂ) = me(n)

12.2 Przypadki wielomianowe.

Historycznie najstarszym i najbardziej znanym rezultatem jest przypa-
dek dla F*2||Cpax posiadajacy algorytm wielomianowy 185. Istnieje kil-
ka rownowaznych postaci tego algorytmu. Wersja pierwotna buduje per-
mutacje poczynajac jednoczesnie od obu jej koncow. Sposréd zadan jesz-
cze nie uszeregowanych wybierane jest to, ktére ma najmniejszg warto$é
min{pyx, por }. Jesli warto$é minimalna odpowiada pi; to zadanie jest sze-
regowane na pierwszej wolnej pozycji, jesli za§ odpowiada wartosci por —
to szeregowana jest na ostatniej wolnej pozycji. Alternatywnym algoryt-
mem jest wygodna i szybka technika dwu-krokowa: wpierw wszystkie za-
dania sa dzielone na dwa roztaczne podzbiory A = {j : pi; < pa;} oraz
B ={j: pij > p2;}. Zadania z A sa ustawiane w kolejnosci niemalejacych
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wartosci py; dostarczajac permutacji 74, zas te z B w kolejnoSci nierosngcych

wartosci po; dostarczajac permutacji 7g. Permutacjg optymalng jest konka-

tenacja m* = mamp. Kolejna réwnowazna wersja algorytmu tworzy permu-

tacje odpowiadajaca uporzadkowaniu zadan wedtug niemalejacych wartosci

priorytetow

- Slg‘n(plj - p2j)7 (12.6)
min{py;, pa; }

gdzie sign() jest funkcja znaku. Niezaleznie od wybranej wersji algorytmu,
zlozonosé obliczeniowa problemu F*2||Crax jest O(nlogn).

Whprowadzenie dodatkowych, nawet nieznacznych, ograniczen powoduje,
ze problem staje sig¢ NP-trudny. I tak, wprowadzenie relacji poprzedzan R
pomiedzy zadaniami pozostawia problem w klasie P jedynie wtedy gdy R
ma strukture szeregowo-réwnolegta; dla ogblnej postaci R problem jest N P-
trudny. Podobnie, wprowadzenie niezerowych terminéw gotowosci implikuje
N P-trudno$é. Odmiennie, wprowadzenie ograniczen typu no store lub no
wait pozostawia problem w klasie P, jednak juz dopuszczenie niezerowych
buforéw posredniczacych implikuje jego N P-trudnosg¢ 160,281,

Pewne szczegéblne przypadki problemu F*3||Ciax moga byé rozwiazane
przez umiejetne sprowadzenie do problemu F*2||Cipax.

e Problem F*2||Chax z czasami p;; ma taka sama optymalna kolejnosé
wykonywania zadan jak problem z czasami p;; + ¢, dla pewnej sta-
tej ¢ > 0. Ten do$é oczywisty, w kontekécie wzoru (12.6), rezultat
mozna rozszerzy¢ na inne transformacje czaséw p;; nie zmieniajace
uporzadkowania wynikajacego z (12.6). Przykladowo, podobna ceche
ma mnozenie przez stata ¢ > 0.

e Jezeli w problemie F*3||Chax spelniony jest jeden z warunkow: (a)
P1i = p2j, 4,5 € N, lub (b) pa; > psj, i,j € N to optymalna kolejnosé
wykonywania zadan moze by¢ wyznaczona poprzez rozwigzanie pro-
blemu F*2[|Cpax z czasami wykonywania p;;, gdzie py; = p1; + paj,
Py = D2j + P3j-

e Jezeli w problemie F*3||Ciax spelniony jest jeden z warunkéw: (a)
p1i < p2j, 4,7 € N, lub (b) pa; > psj, 4,7 € N to optymalna kolej-
no$¢ wykonywania zadan moze by¢ wyznaczona poprzez rozwiazanie
n probleméw F*2||Cax odpowiadajacych n mozliwym wyborom za-
dania pierwszego lub ostatniego odpowiednio, z czasami wykonywnia
iy gdzie py; = p1j + p2j, py; = p2j + p3j-
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e Problem F*3|Ms — non — bottl.|Cipax moze by¢ rozwiazany za pomoca
problemu F*2||Cihax-. Istnieje optymalna permutacja zadan dla pierw-
szego z nich taka, ze jest ona rozwigzaniem optymalnym problemu
pomocniczego F*2||Cax z czasami wykonywania zadan p;j, 1=1,2,
j =1,...,n okreslonymi nastepujaco p; = p1j + paj, Py; = p2j + D3j,
j=1,...,n. Nalezy przy tym podkresli¢, ze problem pomocniczy do-
starcza tylko permutacji 7, za§ odpowiednie terminy zakonczenia wy-
konywania zadan dla problemu F*3|Ms — non — bottl.|Cyax nalezy
wyznaczy¢ postugujac sie danymi p;;, przy czym dla maszyn i o ogra-
niczonej przepustowosci nalezy skorzystaé z zaleznosci (12.3), za$ dla
maszyn o nieograniczonej przepustowosci nalezy podstawié

Cir(j) = Cic1a(j) T Pin(j), J=1,-.. 1. (12.7)

e Kazda kolejno$¢ wykonywania zadan w problemie F*|pmitn|Cpax moze
by¢ transformowana do takiej kolejnoéci realizacji zadan w odpowied-
nim problemie F*||Cpax, ze wartosci funkcji celu obu probleméw sa
réwne oraz zadania na maszynach 1 i m sa realizowane w spos6b nie-
przerywalny. Wlasnosé ta gwarantuje, ze rozwiazanie optymalne pro-
blemu F*2||Cpax jest rowniez rozwiazaniem optymalnym problemu
F*2|pmin|Cpax.

12.3 Pewne wtlasnosci problemu

Dla m > 2 problem F*||Cpax jest NP-trudny nawet, jesli kazde z za-
dan ma tylko dwie operacje o niezerowym czasie trwania. Z tego wzgledu
wlozono duzo wysitku w badania wtasnosci problemu. Wykazano, ze istnieje
optymalne rozwiazanie problemu F'||y (niepermutacyjnego) z takim samym
porzadkiem wykonywania zadan na maszynach 1 i 2 68. Podobnie, istnieje
optymalne rozwiazanie problemu F'||Cpax z takim samym porzadkiem na
maszynach m — 1 i m. Z wlasnosci wynika, ze problemy F2||y i F*2||vy oraz
F3||Crax 1 F*3||Cpax sa réwnowazne 185,

Niech 7 bedzie pewng ustalong permutacja w problemie F*. Terminy
rozpoczecia zadan S;; muszg spetnia¢ naturalne ograniczenia kolejnosci prze-
plywu zadan przez maszyny

Si—l,j +pl-j<S,-7j, i=1,....m, 3=1,...,n, (128)

Sin(j—1) T Pin(j—1) < Sin@), 1 =1,...,m, j=1,...,n, (12.9)
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pi=(4 5 6 1 2 3 8 7)

Rysunek 12.1: Graf dla permutacji

gdzie 7(0) 210 oraz Soj déf(),j: 1,...,m, Sio défO, Dio défo,izl,...,m.

Terminy zakonczenia C;; sa przy tym okreslone jednoznacznie C;; = S;;+pi;-
Ograniczenia (12.8)—(12.9) maja do$¢ oczywista, wygodna interpretacje gra-
fowa, patrz na przyklad praca 269. Dla permutacji m tworzymy graf G(m) =
(M x N,E), gdzie M x N ={1,...,m} x {1,...,n} jest zbiorem obciazo-
nych wierzchotkéw reprezentujacych operacje; obciazenie wierzchotka (i, j)
jest réwne p;r (). Zbiér E = E° U E* zawiera technologiczne krawedzie pio-

nowe
m

n -1
E° = L_Jl L_Jl {((,5), (1 +1,5))} (12.10)

oraz sekwencyjne krawedzie poziome
E* = U{(G.9). 6.5+ 1)} (12.11)

Wszystkie krawedzie maja wage zero. Graf G(7) moze by¢ traktowany jako
regularna prostokatna siatka m x n, w ktérej tylko obciazenia wezléw zaleza
od m. Wzér (12.4) wyraza dlugosé najdtuzszej drogi w G(7) prowadzacej z
wezta (1,1) do wezla (i, j), wlacznie z obciazeniem tego wezta. Odpowiednio
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Crax(m) jest dlugoscia najdluzszej drogi (drogi krytycznej) w G(m). Wzdr
(12.3) odpowiada rekurencyjnej wersji obliczania dtugosci tych drég. War-
tos$¢ Sir(j) jest dtugoscia najdtuzszej drogi dochodzacej do wezta (i, j), bez
obciazenia wezla (i, j). Kazda Sciezka z (1,1) do (m, n) moze by¢ reprezento-
wana ciagiem (jo, j1, - - -, jm), Patrz takze wzér (12.4). Ciag ten okresla frag-

menty odpowiadajace Sciezkom poziomym (i,7,—1), (¢, Ji—1 + 1), ..., (4, 7i),
dla i = 1,...,m, oraz krawedziom pionowym ((,J;), (i + 1,7;)), dla i =
1,...,m — 1. Niech u = (ug,u1, ..., Un), gdzie ug = 1 i u,, = n, bedzie cia-

giem, ktéry definiuje $ciezke krytyczna w G(), to znaczy $ciezka krytyczna
jest postaci

(Liug), -y (Lur), (2,u1), .oy (2,u2), .oy (My Up—1), -+ -+ (M Uy

Ciag u jest tym, ktéry maksyalizuje prawg strone wzoru (12.4) dla j = n.

Dla kazdej maszyny ¢, podsciezka pozioma (i, u;—1), (i,u;—1 +1),..., (i, u;),
odpowiada ciagowi zadan m(u;—1), m(uj—1 +1),...,7(u;) wykonywanych ko-
lejno na tej maszynie, i = 1,...,m. Ciag ten bedziemy nazywaé blokiem

120 i bedziemy oznaczali B;. Liczba zadan w B; jest b; = u; — u;—1 + 1,
i=1,...,m. Z definicji v mamy >, b; =n+k —1<n+m— 1. Zadanie
ostatnie w B; jest réwnoczeénie pierwszym w B;1, ¢ = 1,...,m — 1. For-
malnie, u zalezy od 7w i B; zalezy od u, jednakze, dla dla prostoty notacji,
nie bedziemy tego uwzglednia¢ bezposrednio w oznaczeniach. Dodatkowo,
dla uproszczenia zapisu, zbidr zadan nalezacych do bloku B; bedziemy tak-
ze oznacza¢ symbolem B;. Dla bloku B;, jego blok wewnetrzny definujemy
jako B = B; \ {m(ui—1), m(u;}.

Pojecie bloku jest powszechnie uzywane w kontekscie tak zwanych wta-
snosci blokowych i/lub eliminacyjnych wlasnosci blokowych. Pierwotne sfor-
mulowanie wtasnosci blokowych 120,121 okresla warunki konieczne istnienia
rozwiazania lepszego, w sensie kryterium Ciax (odpowiednio Limax, fmax)
od pewnego danego rozwiazania. Bardziej dokladnie, niech m bedzie pew-
na permutacja ze Sciezka krytyczna u oraz blokami B;, ¢ = 1,...,m. Jesli
Chnax(0) < Cpax(m) to w o co najmniej jedno zadanie z pewnego bloku
wewnetrznego B poprzedza zadanie m(u;—1) lub wystepuje za zadaniem
7(u;). Wlasnoéé blokowa w podanej postaci jest trudna do bezposredniej
implementacji, stad w praktyce zdecydowanie czesciej uzywana jest jej for-
ma zanegowana, wykorzystywana wprost do pomijania rozwiazan, nazywana
dalej eliminacyjna wlasnoscia blokowa. Jesli permutacja o zostata otrzyma-
na z 7 poprzez zmiang kolejnosci (przemieszanie) zadan nalezacych do B} dla
dowolnego i, to zachodzi Crax(0) > Crax(m). Dowéd tego faktu opiera sie
na spostrzezeniu, ze podana modyfikacja prowadzaca z 7 do o, zachowuje w
o Sciezke krytyczna z m. Dla podstawowego problemu F*||Cpyax mozliwe jest
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uzyskanie mocniejszych wlasnoéci eliminacyjnych dla przypadkéw szczegdl-
nych, to jest gdy ¢ € {1, m}. Jesli i = 1 to przemieszanie zadan z Bf U {ug}
nie poprawia wartosci Cpax. Symetrycznie, jesli ¢ = m to przemieszanie
zadan z B}, nie poprawia wartosci Cyax-

Blokowa wtasnosé eliminacyjna ma w zasadzie charakter destrukcyjny,
bowiem okresla, ktore rozwiazania nalezy odrzuci¢. Niestety nie ma charak-
teru it konstrukcyjnego, bowiem nie precyzuje jak otrzymac lepsze rozwigza-
nie. Te ostatnie sa zwykle poszukiwane w zbiorze dopelniajacym te pierwsze.
Przyktadowo, zgodnie z ta zasadag, zadanie j € B} powinno by¢ przeniesio-
ne tak by poprzedzalo zadanie m(u;—1) lub wystepowalo za zadaniem (u;),
jednak nie wiadomo dokladnie gdzie je umieéci¢ by otrrzymaé poprawe war-
tosci funkcji celu. Jak dotychczas, bolkowa wtasnosé eliminacyjna zostata
wykorzystana w algorytmach opartych na schemacie B&B (implikujac bar-
dzo charakterystyczna metode podziatu), w algorytmach TS, GA oraz w
tak zwanych akceleratorach dla metod RACS, RAES, NEH oraz technik
DS, dostarczajac w kazdym z tych przypadkd niewatpliwych korzysci.

12.4 Schematy B&B

Mimo, iz przeprowadzono wiele badan algorytméw B&B dla permutacyj-
nego problemu F*||Cpax oraz probleméw pokrewnych F*|r;| Liax 1 F™*|| fmax,
wyniki trudno uznaé za zadowalajace. O ile z sukcesem udalto si¢ rozwiazaé
doktadnie przykitady o rozmiarze n x m wielkosci 50 x 3, to trudnosci na-
potkano juz w przyktadach 20 x 5 oraz innych posiadajacych wieksza liczbe
maszyn. Powszechnie znane przyklady testowe 50 x 20 rozwigzywane tym po-
dejéciem, potrzebowaly kilku tygodni pracy komputera o szybkosci 100Mips,
czesto bez sukcesu. 7 tego wzgledu, schemat B&B jest traktowany raczej ja-
ko kosztowne narzedzie do generowania dobrych rozwiazan referencyjnych
wykorzystywanych przy ocenach algorytmoéw przyblizonych, niz jako konku-
rencyjna metoda rozwiazywania. Powyzsza uwaga nie odnosi si¢ jednak do
probleméw z wytwarzaniem cyklicznym.

Drzewo rozwigzan

Podstawowymi elementami wystepujacymi w schematach B&B dla pro-
blemu przeplywowego sa: konstrukcja drzewa rozwiazan, dolne i gérne ogra-
niczenie oraz dodatkowe kryteria eliminacji. Reguta zamykania jest typowa,
oparta na relacji dolnego i gérnego ograniczenia. Najczeéciej uzywany jest
elegancki schemat budowy drzewa permutacji w oparciu o uszeregowania
czesciowe, tworzone poczawszy od poczatku i/lub konca, analogicznie do
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opisanego w Rozdz. 10.4. Znane sg takze schematy oparte na relacji poprze-
dzan pomiedzy zadaniami, wprowadzajace podziat zbioru rozwigzan poprzez
stopniowe powickszanie tej relacji, jak na przyktad przez podzial dychoto-
miczny “¢ — j oraz “j — ¢’ dla pewnej wybranej pary zadan ¢,5 € J.
Najkorzystniejsze obliczeniowo, ale stosunkowo mato popularne ze wzgledu
na skomplikowang logike, schematy tego ostatniego typu wykorzystuja elimi-
nacyjne wtasnosci blokéw zadan. Podzial jest wprowadzany poprzez relacje
poprzedzania “K — j” oraz “j — K7, gdzie K jest pewnym podzbiorem
zadan zas$ j pewnym zadaniem z tego bloku 120. Niestety wymagaja one
pewnego zaawansowania w technikach implementacji programowych zas zy-
ski z ich stosowania i tak nie zmieniaja w sposéb znaczacy ostatecznej oceny
przydatnosci schematéw B&B.

Kryteria eliminacji

Efektywno$é metod B&B zalezy znaczaco od liczby oraz wielkosci pro-
bleméw czedciowych przegladnietych posrednio czyli faktycznie pominietych.
Podstawowymi narzedziami tego typu redukcji sa kryteria eliminacyjne oraz
dolne/gorne ograniczenia. Kryteria eliminacji, zwane takze warunkami do-
minacji, okreslaja warunki dostateczne dla zadan, przy spetnieniu ktorych
potrafimy zawezi¢ lub wyeliminowaé¢ pewien podzbiér rozwigzan dopusz-
czalnych nie tracac przy tym rozwiazania optymalnego. Czasami kryteria te
dzieli sie na globalne (dzialajace na calym zbiorze rozwiazan) oraz lokalne
(odnoszace sie do specyficznego podzbioru rozwiazan, zwykle skojarzonego
z konkretnym wezlem drzewa rozwiazan).

Jak do tej pory, dla problemu F*||Cyax sformutowane w literaturze kil-
ka klas kryteriow eliminacji, z ktérych niektore okazaly sie falszywe za$
inne rownowazne lub zawiergjace sie, patrz przeglad w pracy 224. Niech
7',7" C J beda pewnymi podzbiorami zadan za$ o’ i ¢’ permutacjami cze-
Sciowymi okre$lonymi na tych zbiorach odpowiednio. Dalej, niech C(7,k)
oznacza termin zakonczenia wykonywania wszystkich zadan w permutacji
czeSciowej T na maszynie k. Méwimy, ze o’ dominuje o’ jesli dla kazdego do-
pelnienia ¢’ istnieje dopelnienie o7 takie, ze C(c"d",m) < C(o’a’,m).
Historycznie najstarszym i jednoczesnie podstawowym wynikiem w domi-
nacji jest wlasno$é sformulowana dla Z' = Z"”. Jesdli C(o”, k) < C(o’, k) dla
k=1,...,m to ¢’ dominuje ¢/. Kryterium to jest najsilniejszym mozliwym
dla 77 = 7" w tym sensie, ze jesli C(o”, k) > C(o’, k) dla pewnego k, to
istnieje przyktad problemu taki, ze C(c”5”,m) > C(c'a’,m) dla kazdego
dopelnienia. Kolejne kryteria sformulowano dla 7' U {j} = Z”, aby poka-
za¢ dominacje o’ = oji nad ¢/ = oi. Dla wygody zapisu wprowadzimy
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oznaczenie A, = C(oji, k) — C(oi, k).

C(oji, k) < C(oij, k), k=2,...,m

Ap_1 <prj, k=2,...,m

Ap_1 <pgjand C(oj,k—1) < C(oi,k—1), k=2,...,m

Ay <prj, k=2,....m

A1 <A <pgj, k=2,....m

)
)
)
)
e) max{Ap_1,Ar} <prj, k=2,...,m
)
) maxi<<r A < prj, k=2,...,m
)

A < mingg<mpy, kK=2,...,m.

Pokazano, ze kryteria (a), (b), (d) sa nieprawdziwe. W pracy 224 udowod-
niono, ze kryterium (c¢) implikuje kryterium (e). Tam tez podano referencje
do znanych wynikéw literaturowych wykazujacych rownowaznosé kryteriéw
(e), (f), (g), (h). Pokazano takze, ze kryteria (e)-(h) sa najsilniejszymi mo-
zliwymi w wyzej wspomnianym sensie.

Aby sprawdzi¢ zachodzenie kryteriéw nalezy rozpoczaé¢ od sprawdzenia
warunku (f) dla zadania j. Pociaga on nieréwnos¢ pi; < pgj, k =2...,m
zadana dla zadania j. Warunek (f) nalezy sprawdzié¢ dla kazdej pary zadan
i oraz j (spelniajacego powyzsza nieréwnosé). Otrzymane w ten sposéb po-
przedzania zadan moga zawiera¢ cykle, ktore nalezy wyeliminowaé. Stad,
ztozonoéé obliczeniowa badania regut dominacji jest O(mn?) i jest poréw-
nywalny z kosztem wyznaczania wartosci dolnego ograniczenia.

Wynik dziatania obu rodzajéw kryteriow jest zwykle przedstawiany w
postaci dodatkowe]j relacji poprzedzan R€, pozwalajacej z kolei na redukcje
wielkosci drzewa rozwigzan. Niestety wraz ze wzrostem m czesto$é zacho-
dzenia warunkéw maleje co powoduje, ze juz dla m > 5 lub n > 15 korzyscé
z ich stosowania jest watpliwa.

Gorne ograniczenia

Jako$é metody B&B zalezy w gléwnej mierze od doktadnosci budowy
oszacowan wartosci funkcji celu: gérnego (UB) i dolnego (LB). Proces ak-
tualizacji gérnego ograniczenia najlepiej przeprowadza¢ w kazdym wezle o
drzewa rozwiazan, reprezentujacym zbiér rozwiazan llg_, wedlug zasady
UB := min{UB, Cax(w)}, gdzie w € IIg, jest pewnym rozwigzaniem. W
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praktyce do wyznaczania w wykorzystuje sie dowolny z algorytmoéw przybli-
zonych opisanych w rozdziale nastepnym, zaadoptowany uprzednio do pracy
z relacja Ry

Dolne ograniczenia

Dolne ograniczenia moga by¢ budowane przy uzyciu wielu réznorodnych
relaksacji i sg kluczowe dla sukcesu algorytmu B&B. Problemy przeptywo-
we ze wzgledu na swa regularno$é¢ stanowia klase zagadnien umozliwiajaca
wprowadzenie eleganckiego, ogdlnego schematu wyznaczania dolnych ogra-
niczen generujacego szereg konkretnych metod. Schemat ten wykorzystuje
relaksacje przepustowosci maszyn prowadzac do jedno- i dwumaszynowych
probleméw z algorytmami wielomianowymi, patrz np. 121. Punktem wyj-
Scia do rozwazan jest zwykle problem F*|prec|Cyax 7 relacja poprzedzan
Ro lub R¢ charakterystyczna dla rozpatrywanego wezta w drzewie rozwia-
zan, wynikajacej z przyjetej regulty podziatu. W przypadku metody podziatu
opartej na uszeregowaniu cze$ciowym tworzonym od poczatku, dolne ogra-
niczenie wynika z odpowiedniej superpozycji fragmentu ustalonego ¢ oraz
dolnego ograniczenia dla zadan jeszcze nieuszeregowanych. Ponizej podano
ogolny schemat budowy ograniczen przy zatozeniu R = (). Przypadek R # ()
mozna otrzymaé implementujac najpierw relacje poprzez wprowadzenie ter-
minéw gotowosci oraz czaséw dostarczania dla zadan (operacji), podobnie
jak w Rozdz. 9.3, majacych sens czaséw wykonywania na odpowiednich ma-
szynach o nieograniczonej przepustowosci. Maszyny tego ostatniego typu sa
osadzone w sposOb naturalny w opisywanym schemacie dolnych ograniczen.

Zalézmy, ze wszystkie maszyny z wyjatkiem, co najwyzej dwoch u oraz
v, 1 < u < v < m maja nieograniczong przepustowo$¢. Poniewaz pod-
zbiér kolejnych maszyn o nieograniczonej przepustowosci mozemy zastapié
jedna maszyna o takiej wlasnosci, otrzymamy w wyniku relaksacji problem
przeplywowy zawierajacy co najwyzej 5 maszyn w tym 2 o ograniczonej
przepustowosci. Niech xu, u, uv, v, v* oznaczaja te maszyny. Czasy wyko-
nywania zadan na maszynach u oraz v pozostaja niezmienione, za$ pozostalte
okreslamy nastepujaco

u—1

Pxu = Zpij (12.12)
i=1
v—1

Puv =Y Dij (12.13)

i=u+1
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Rysunek 12.2: Graf dominacji dolnych ograniczen

m
Pux = Y, Dij- (12.14)
i=u+1

Jesli v = v to problem ma co najwyzej 3 maszyny w tym tylko jedna o ogra-
niczonej przepustowosci. Warto$é p,, moze by¢ interpretowana jako termin
gotowosci r,; zadania (w odniesieniu do maszyny u), za$ warto$¢ p,, jako
czas dostarczenia ¢,; zadania (w odniesieniu do maszyny v). Zastosowa-
nie relacji R moze wprowadza¢ wartodci r,; oraz q,; inne niz wynikajace
tylko z wzoréw (12.12), (12.14), a szacujace dokladniej odpowiednie war-
tosci. Schemat postepowania jest podobny do opisanego w Rozdz. 9, przy
czym mozliwe jest zastosowanie progresji wynikajacej ze zwigkszonej licz-
by maszyn. W najprostszym przypadku r,; moze by¢ interpretowane jako
najdluzsza droga w grafie, zawierajacym relacje R zadan przeniesiong na
operacje, dochodzaca do wezta (u, j) (bez obciazenia tego wezta), zas q,; —
najdluzsza droga wychodzaca z wezla (v, j) (takze bez obciazenia tego we-
zta). Poniewaz tak sformulowane zagadnienie jest NP-trudne, potrzebne sa
dalsze relaksacje. Dowolna maszyna x € {*u, uv, vk} o nieograniczonej prze-
pustowosci moze byé wyeliminowana z problemu poprzez relaksacje czaséw
trwania operacji na niej wykonywanych. Przyktadowo mozemy przyjaé czas
wszystkich operacji na niej wykonywanych rowny

Pz = min pgj, € {*u,uv, vk} (12.15)
1<j<n

Wszystkie metody wyznaczania dolnych ograniczen moga by¢ przedstawio-
ne przy uzyciu ciagu symboli ze zbioru {0, A, x}, gdzie O oznacza maszyne o
ograniczonej przepustowosci, /A oznacza maszyne o nieograniczonej przepu-
stowosci, x oznacza wyeliminowang maszyne o nieograniczonej przepustowo-
Sci. Postugujac sie wprowadzonymi pojeciami mozliwe jest skonstruowanie
wielu probleméw, z ktérych kazdy stanowi dolne ograniczenie dla F*||Cpax.
W celu okreslenia powiazan pomiedzy tak otrzymanymi ograniczeniami wy-
godnie jest postuzy¢ sie grafem dominacji, Rys. 12.2. Rozpocznijmy od naj-
stabszych dolnych ograniczen reprezentowanych przez ciagi trzyelemento-
we. Ciagi (xOx), (Aox), (x3A) odpowiadaja problemom 1|r; = ry,q; =
¢+|Crmaxs 17}, 45 = ¢+|Cmax, 1|75 = 74, ¢j|Cmax, odpowiednio, o wielomiano-
wej zlozonosci obliczeniowej, patrz Rozdz. 9. Problem (ADA) odpowiada
NP-trudnemu problemowi 1|7, ¢j|Cmax, dla ktérego zagadnienie wyznacza-
nia efektywnego dolnego ograniczenia bylo dyskutowane takze w Rozdz.
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9. Spoéréd ciagdéw 5-cio elementowych, ciag (0 x Ox) odpowiada proble-
mowi F*2|r; = 7y, t; = ti,¢j = ¢+|Cmax, gdzie t; jest czasem transportu
pomiedzy maszynag 1 i 2, ktéry ma taka sama kolejnos¢ wykonywania jak
problem F*2||Cpax. Ostatni wielomianowy problem jest zwiazany z ciagiem
(x0AOx*), odpowiadajacym problemowi F*3| Ma—non bottl.|Ciax, dla ktére-
go algorytm podano w Rozdz. 12.2. Wszystkie pozostale ciagi odpowiadaja
problemom NP-trudnym.

12.5 Podstawowe algorytmy przyblizone

Dosé duza liczba algorytmoéw przyblizonych zostata sformutowana dla
problemu F*||Ciax, patrz np. przeglad w 344, mimo iz w klasycznej litera-
turze ksiazkowej wymienia si¢ zaledwie kilka. Bazuja one na kilku typowych
podejsciach (lub ich kombinacjach), a mianowicie: (a) reguly priorytetowe
statyczne, (b) reguly priorytetowe dynamiczne, (c) transformacja do prost-
szych probleméw posiadajacych algorytm wielomianowy, (d) technika wcigé.

Priorytety statyczne

Proste statyczne reguly priorytetowe generuja permutacje zadan poprzez
ich uporzadkowanie wedlug niemalejacych wartoéci priorytetu. Odpowiednie
funkcje priorytetu dane sa wzorami 146,278

P :wj=3%"(m—2i+1)p;,

G : 3= Aj/minlgigmfl(p@'j —|—pi+1,j), gdzie A; = —1 jesli p1; < pp; oraz
Aj =1 w przeciwnym przypadku.

Niektore nowo proponowane algorytmy poprawiaja niedostatki metod zapro-
jektowanych wczesniej. Przykladowo, Algorytm P ignoruje maszyne [m/2]
jesli m jest nieparzyste. Zatem Algorytm HR 173 (pochodny od P) zwra-
ca ! dla m parzystego, za$ dla m nieparzystego zwraca najlepsza sposréd
permutacji 7, 7/, 7", gdzie 7’ i 7" sa generowane przy uzyciu zmodyfikowa-
nych funkeji priorytetu wi = 37 (m —2i)p;; oraz w; = 331, (m—2i+2)pij,
odpowiednio.

Funkcje priorytetu moga pochodzi¢ takze z regul dominacji dostarcza-
jacych warunkéw dostatecznych optymalnosci dla szczegdlnych przypadkow
probleméw przeptywowych. Przyktadowa funkcja priorytetu z pracy 149 za-
lezy od pary maszyn k,l (1 < k <1< m) oraz indeksu zadania j € J

sign{aj(k,1) — Gj(k,1)}
min{a;(k,1), Bi(k, 1)}

fi(k, 1) = (12.16)
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gdzie
-1 !
aj(k, D) = psjy Bilk,1)= > pe. (12.17)
s=k s=k+1

Ustalajac pare k, [, otrzymujemy zwykty algorytm priorytetowy z prioryte-
tem statycznym f;(k,1). W pracy 149 zaproponowano nastepujace oczywiste
algorytmy szczegdlne

F : Znajdz n% speliajace Cpax(n?) = ming <x<m Crnax (TF™).

B : Znajdz 7P spehiajace Cpax(m?) = ming «;<m Crnax ().
T : Znajdz 77 spehiajace Chpax(7?) = ming <x<i<m Crnax (V).

gdzie 7¥ jest permutacja otrzymana przez uporzadkowanie zadan wedlug
niemalejacych wartodci f;(k, ). Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmoéw F oraz B
jest O(nmlogn), za$ T jest O(m?nlogn). Algorytmy z priorytetem (12.16)
odwoluja si¢ niejawnie do problemu F*2||Cpax, patrz priorytetowa wersja
algorytmu Johnsona. Istotnie 7% jest optymalnym rozwiazaniem problemu
przepltywowego, w ktérym maszyny k i [ posiadaja ograniczona (jednostko-
wa) przepustowos$é, maszyny k+1,...,] — 1 posiadaja nieograniczona prze-
pustowos$é, maszyny 1,...,k — 1,01+ 1,...,m zostaly zredukowane (wyeli-
minowane). Problem ten jest sprowadzalny do wielomianowego zagadnienia
F*3| My — non — bottl|Cryax.

Priorytety dynamiczne

Przyktadem algorytmoéw z priorytetem dynamicznym sg MINIT, MICOT
i MINIMAX z pracy 149. Algorytm MINIT tworzy permutacje czesSciowy o
startujac z wybranej dwuelementowej permutacji o = (a, b). Nastepnie o jest
krokowo rozszerzana o zadanie ¢, ktore zapewnia minimalny czas przestoju
permutacji rozszerzonej oc, spoéréd wszystkich mozliwych nieuszeregowa-
nych jeszcze zadan c € U.

MINIT: (0) Wyznacz permutacje poczatkowa o = (a,b) poprzez przeszu-
kanie par zadan a,b € J w celu znalezienia tej z minimalnym czasem
przestoju I, (0); podstaw U = J\ {a,b}. (1) Repeat STEP until |U| >
2. (2) STEP: Znajdz zadanie c takie, ze I, (oc) = minsep In(0s); pod-
staw o := oc, U := U \ {c}. (3) Sprawdz dwie kompletne permutacje
7’ = oab oraz 7’ = oba, gdzie a,b sg dwoma pozostalymi jeszcze za-
daniami w U, oraz wybierz tg lepsza M INIT — Minze 77y Crnax (7).
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Algorytm MICOT zostal zaprojektowany przez analogie do MINIT. Budu-
je on czeSciowa permutacje o rozpoczynajac z permutacji dwuelementowej
o = (a,b). Rozszerzanie o nastepuje poprzez wybdr zadania ¢, ktére za-
pewnia minimalny termin zakonczenia permutacji oc spos$réd wszystkich
niuszeregowanych jeszcze zadan c € U.

MICOT: (0) Znajdz permutacje poczatkowa o = (a,b) przez przeszukanie
par zadan a,b € J w celu znalezienia tej z najmniejsza dtugosciag usze-
regowania; podstaw U = J \ {a,b}. (1) Repeat STEP until |U| > 2.
(2) STEP: Znajdz zadanie ¢ takie, ze Cpax(oc) = mingey Cryax(08);
podstaw o := oc, U := U \ {c}. (3) Sprawdz dwie kompletne permu-
tacje 7’ = oab i 7"’ = oba, gdzie a, b sa dwoma pozostalymi zadaniami
w U, oraz wybierz lepsza z nich 7M1COT = Ming e (7 Crmax (7).

Algorytm MINIMAX buduje permutacje z obu koncéw réwnoczeénie uzywa-
jac pierwotnej idei algorytmu Johnsona (dla problemu F*2||Ciax) rozszerzo-
nej do przypadku m-maszynowego. Zadania majace male czasy wykonywa-
nia sg preferowane jako poczatkowe, zas te z duzymi czasami wykonywania
— jako koncowe w permutacji.

MINIMAX: Podstaw U = J, 7 = (), k = 0, l = n+ 1. Repeat STEP
1 oraz 2 w naprzemiennej kolejnosci until k& > [. STEP 1: Znajdz
zadanie a takie, ze p;, = minj<s<y, Minjey psj i podstaw k := k + 1,
(k) = a, U := U\ {a}. STEP 2: Znajdz zadanie b takie, ze p; =
Max|<s<m MaXjey Psj 1 podstaw [ :=1—1, w(l) = b, U := U \ {b}.

Algorytmy priorytetowe powszechnie uwazane sa za bardzo szybkie, lecz
malto efektywne. Opinie te potwierdzaja zaréwno badania eksperymental-
ne 365 jak i stabe oceny uzyskiwane w teoretycznej analizie najgorszego
przypadku 265, patrz Tabela 12.1.

Zastosowanie problemu F*2||Cpax.

Istnieje wiele algorytméw przyblizonych uzywajacych problemu F*2||Chax
jako pomocniczego 48:72,309. R6znig sie one technikg transformacji oraz licz-
ba generowanych probleméw pomocniczych.

RS : Znajdz permutacje, ktéra jest optymalnym rozwiazaniem pomocni-
czego problemu dwu-maszynowego F*2||Cpax z czasami wykonywania
zadan a; = Zle Pij.bj = > ip11Pij, na maszynach 1i 2, odpowied-
nio, gdzie k = |m/2].
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RA : Znajdz permutacje, ktora jest optymalnym rozwigzaniem pomocni-
czego problemu dwu-maszynowego F*2||Cpax z czasami wykonywania
zadan a; = Y ;% (m — i+ 1)pij,b; = Y%, ip;;, na maszynach 11 2,
odpowiednio.

CDS: Znajdz 7975 taky, ze Crax (7¢P%) = Minge 1 7m-13 Cmax (), gdzie
7 jest optymalng permutacjg dla problemu F*2||Crax z czasmi wy-
. A

; — opk — m o4 —
konywania a; = > ;_ pij, bj = Y imm—k+1Pijs J = 1,...,n, na maszy-

nach 11 2, odpowiednio, k=1,...,m — 1.
Algorytmy RS i RA maja zlozono$é obliczeniowa O(nlogn + nm) zas Al-
gorytm CDS zlozonoéé obliczeniowa (nmlogn + nm?). Mozliwe sa takze

odmienne sposoby transformacji prowadzace do algorytmoéw o podobnych
ocenach 344 teoretycznych

Q/X: Znajdz 79X taka, ze Crax (79/X) = Milgefrt, xm-1} Cmax(7), gdzie
7 jest optymalng permutacja dla problemu F*2||Cpax 2 czasami wy-

konywania a? = 01 pijs b? = k41 Pijs J = 1,...,n, na maszy-
nach 11 2, odpowiednio, k=1,...,m — 1.

T/Yk Wyznacz 7 T/Yk jako przyblizona permutacje dla problemu k-maszy-
nowego Fk||Chax z czasami wykonywania péj = >4y, .41 Dsj gdzie
i = _yms i =1,....k lyg = 0 oraz (mi,...,my) jest ciagiem
takim, ze m; > 0,i=1,...,k, Z’;:l =m.

Algorytm T/Y?2 jest réwnowazny Q/X, jednakze dla k > 3 moze stanowié
konkurencyjna alternatywe dla innych metod, o ile tylko dostepny bedzie
odpowiednio dobry algorytm przyblizony dla problemu z ustalonag liczba
maszyn. Priorytetowe algorytmy F, B oraz T opisane poprzednio moga by¢
takze traktowane jako algorytmy tej klasy. Opisana klasa algorytmow jest
wyraznie lepsza od klasy algorytmoéw priorytetowych zaréwno w analizie
eksperymentalnej jak i teoretycznej, Tabela 12.1. Algorytm CDS jest po-
wszechnie uwazany za najlepszy w tej klasie.

Technika wcieé

Algorytm NEH 252, oparty na technice wcieé¢, pozostaje do chwili obec-
nej bezspornym championem wéréd konstrukcyjnych algorytméw przyblizo-
nych dla problemu F*||Cax. Sklada sie on z n-krokowej fazy zasadniczej
poprzedzonej faza wstepna. W fazie wstepnej zadania sa przenumerowy-
wane zgodnie z nierosngcymi wartodciami ) ;" p;; (zadanie pierwsze ma
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sig(1)  sig(2) sig(k-1) sig(k) sig(j-1)
t=1 2 e k-1 k . j-1

=1

Rysunek 12.3: Tlustracja “szybkiego” wciecia

najwieksza wartos¢ sumy). W fazie zasadniczej generowany jest ciag permu-
tacji 71, Try, ..., 71, gdzie I; = {1,...,j}. Permutacja 77, = 7VEH jest
ta generowang przez Algorytm NEH. W j-tym kroku tej fazy zadanie j-te
jest wstawiane bezposrednio przed w7, _,(1) oraz bezposrednio za zadania
mr;_,(s), s = 1,...,j — 1 dostarczajac j nowych permutacji na zbiorze I;.
Dla kazdej permutacji obliczana jest warto$¢ funkcji celu, za$ permutacja
dostarczajaca minimum tej wartosci jest przyjmowana jako ;.

Dobra intuicyjng analogia dla Algorytmu NEH jest proces pakowania
torby turystycznej elementami o réznych rozmiarach i ksztattach. Typo-
wo zaczyna si¢ od najkorzystniejszego umieszczenia jedneo lub kilku naj-
wiekszych elementéw (badajé ich wzajemne dopasowanie), po czym krokowo
“dopycha si¢” aktualnie istniejacy stan torby elemntami coraz mniejszymi
dopasowujac je metodg préb.

Trywialna implementacja Algorytmu NEH ma zlozonos$é obliczeniowa
rzedu O(n3m). Bardziej zaawansowana implementacja o ztozonosci O(n?m)
dla problemu F™*||Cpax zostala opisana w pracy 357. Niech o = (0(1),...,0(j—
1)) bedzie permutacja cze$ciowa za$ j niech bedzie zadaniem wstawianym
na pozycje k = 0,1,...,5 — 1 (kK = 0 oznacza przed zadanie o(1)). Dla o
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obliczamy wpierw wartosci
Tst = Max{rs 14, "si—1 + Psot) s t=1,...,7—1, s=1,....,m (12.18)

qst = maX{QS+1,t, QS,t+1 +psa(t)}7 t = ] — 1, ey 1, S=m,..., 1 (1219)

gdzie ros = 0 = qjr, t = 1,...,m, 750 = 0 = @sm41, s = 1,...,m. Wartos¢
rst jest dtugosdcia najdiuzszej drogi w grafie G(o) dochodzacej do wierzchol-
ka (s,t), wraz z obciazeniem tego wierzcholka. Graf siatkowy G(o) kon-
struowany jest analogicznie do opisu z Rozdz. 12.3, to znaczy ma postaé
G(o) = (M x I;—1,FO U F*), gdzie I,_1 = {1,...,j — 1} zawiera numery
zadah umieszczonych w o, FO = (7! Ui;ll ((s,t),(s+1,t))} jest zbiorem
hukéw technologicznych “pionowych”, zas F* = U™, 22 ((s, t), (s, t+1))}
zbiorem tukéw sekwencyjnych “poziomych”; obciazenie wezla (s, t) jest réw-
ne py, (). Podobnie gst jest dlugoscia najdiuzszej drogi w G(o) wychodzacej
z wezta (s, 1), wraz z obciazeniem tego wezla. Niech k bedzie pewna ustalona
pozycja. W celu wyliczenia wartosci kryterium dla permutacji o* otrzyma-
nej z o poprzez wstawienie zadania j na pozycje k wykonujemy wpierw
obliczenie wartosci

d; = max{n’k,di,l}—i—pij, 1=1,...,m, (12.20)
po czym otrzymujemy

Crmax(0") = max (d; + gipr1)- (12.21)
1<i<m
Tlustracja tego procesu przedstawiona jest w Rys. 12.3.

Dalsza redukcja czasu obliczen Algorytmu NEH jest mozliwa po wyko-
rzystaniu wlasnosci blokowych 264. Niech u = (ug,...,u,) bedzie Sciezka
krytyczna otrzymana dla wciecia zadania j na pozycje k w permutacji o.
Jedli zadanie j nalezy do pewnego bloku wewnetrznego w o, to nastepne
wciecie tego zadania nie powinno nastapi¢ wczesniej niz na ostatnia pozy-
cje tego bloku. W przeciwnym przypadku wcigcie nastepuje klasycznie to
znaczy na pozycje k + 1. Pomyst ten umozliwia redukcje obliczen o 25-
50% w zalezno$ci od ilorazu n/m. Teoretyczne wlasnosci przys$pieszajace
pozwalajg nam np. dla n = 100 osiagna¢ w eksperymentach komputero-
wych 75-100 -krotnie szybsze dziatanie algorytmu NEH. Dla poréwnania,
technologia wytwarzania uktadéw scalonych potrzebowata okoto 13 lat by
osiagnac¢ 100-krotny wzrost mocy obliczeniowej procesoréw. W praktyce, al-
gorytm NEH dostarcza rozwiazan problemu F*||Cpax z bledem wzglednym
przecietnie 5-6% w odniesieniu do rozwigzania optymalnego. Zachowuje si¢
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znacznie lepiej dla probleméw z m > n niz w sytuacji m < n. Dla proble-
mu F*2||Cpax algorytm NEH nie musi dostarczyé¢ rozwiazania optymalne-
go, odmiennie niz np. CDS, RS, ktore gwarantujg uzyskanie tym przypadku
rozwigzania optymalnego. Zaskakujacym jest fakt, ze rozwigzania generowa-
ne przez NEH charakteryzuja sie takze wzglednie mala wartoscia kryterium
> C; co wskazuje, ze metoda wcigé charakteryzyje sie dobrymi wtasnosciami
dla szerokiej klasy probleméw. Przeniesienie idei wcie¢ jest mozliwe zarow-
no do probleméw przeptywowych o bardziej ztozonych ograniczeniach (patrz
rozdzial nastepny) jak i do bardziej zlozonych probleméw szeregowania (np.
problemy gniazdowe), owocujac algorytmami o bardzo korzystnych cechach
numerycznych.

Metody kombinowane

Pewng kombinacje podejscia priorytetowego potaczonej z relaksacja do
probleméw dwu-maszynowych zaproponowano w pracy 201 w formie algo-
rytmu zwanego dalej HFC. Korzysta on domyslnie z faktu, ze dla problemu
F*3||Chax, jesli permutacje otrzymane dla probleméw F*2||Cpax zawieraja-
cych tylko pary maszyn 1-2, 2-3, 1-3 sa identyczne, to otrzymane rozwiazanie
jest optymalne. Rozszerzenie tej wlasnosci na problem ogélny F*||Cpax pro-
wadzi do pewnego algorytmu przyblizonego. Rozpatrywany jest ciag zawie-
rajacy m(m — 1)/2 probleméw zrelaksowanych F*2||Ciax, z ktorych kazdy
zostal otrzymany poprzez przyjecie ograniczonej (jednostkowej) przepusto-
wosci dla maszyn k oraz [ (1 < k <[ < m) oraz wyeliminowanie pozosta-
tych maszyn. Rozwiazanie optymalne kazdego z takich probleméw oznaczmy
przez 7y, odpowiednio. Dla kazdego zadania okreslany jest jego priorytet P
w oparciu o wszystkie g, 1 < k <l < m. Startujacz Ps =0, s =1,...,n,
dla kazdej pary zadan my (i), 7 (j) takiej, ze 1 < i < j < n, wykonywane jest
zmniejszenie Pr ;) o jeden oraz zwigkszenie Pr, ;) o jeden, 1 <k <l < m.
Ostatecznie, permutacja 77 jest otrzymywana poprzez uszeregowania za-
dan wedlug niemalejacych wartosci priorytetéw Ps. Wedhig sformutowania
w pracy 201 Algorytm HFC posiada ztozonoéé obliczeniows O(n?m?) czy-
li wigksza niz efektywny wariant NEH. W rzeczywistosci HFC jest mniej
kosztowny niz NEH, co pokazano ponizej. Najbardziej czasochtonng czescia
algorytmu jest rozwigzywanie probleméw dwu-maszynowych; mozna to zro-
bi¢ w czasie O(nm?logn). Oznaczmy przez W,;ll permutacje odwrotna do
mr; wszystkie permutacje odwrotne mozna znalezé w czasie O(nm?). Dla
zadania j umieszczonego na pozycji ﬂ'k_ll( Jj) =t wartos¢ priorytetu zostanie
t — 1 razy zwiekszona oraz n —t razy zmniejszona. Stad, analiza pojedynczej
permutacji 7 wnosi wklad do P; réwny 27rk_l1 (j) = m — 1 co ostatecznie
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prowadzi do wartosci priorytetu

Pi= Y, (mg'(j)-n-1)

1<k<I<m

= 2m(m — 1)[—”1 Ly m(ml_ 5 1<1§<mwml(j)]. (12.22)

Poniewaz zaréwno skalowanie (liczba dodatnia) jak i jednakowe przesuniecie
nie wplywajg na porzadkowanie priorytetéw, wynikowa permutacja odpo-
wiada uporzadkowaniu zadan wedtug éredniej wartosci pozycji

> TG

1<k<I<m

b
m(m — 1)

na ktérych byly one umieszczane w permutacjach ;. Ta doéé oczywista in-
tuicja potwierdza takze ostateczna ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu HFC
réwna O(nm?logn), mniejsza od NEH. Zauwazmy, ze algorytm HFC do-
starcza rozwiazan optymalnych zaréwno dla problemu F*2||Cpax jak i nie-
ktorych szczegdlnych przypadkéw problemu F*3||Chyax. Dodatkowo, badania
eksperymentalne sugeruja, ze HFC konkurencyjny dla NEH pod wzgledem
czasu dziatania, moze by¢ takze konkurencyjny pod wzgledem jakosci do-
starczanych rozwiazan.

12.6 Algorytm kulturowy

Algorytmu HFC przedstawiony powyzej by¢ takze traktowany jako przy-
padek uproszczonego podejscia kulturowego wymienionego w Rozdz. 8. W
takiej interpretacji pozycja zadania j jest ustalana biorac pod uwage sta-
nowiska zespotu m(m — 1)/2 niezaleznych ekspertéw, wyrazonych poprzez
wskazanie pozycji dla tego zadania W];ll (7), traktowanej jako forma rankingu.
Dobra analogia dziatania algorytmu sa oceny nadawane przez zespét nieza-
leznych sedziéw w zawodach sportowych. Zauwazmy, ze wynik konicowy jest
wypadkowq wszystkich ocen, czyli czyms$ kompletnie odmiennym niz zwykty
przeglad m(m—1)/2 rozwiazan. Demokratyzm glosowania (pluralizm stano-
wisk), naturalny w wymienionym przypadku, moze zosta¢ zmieniony przez
wprowadzenie wag réznicujacych oceny nadawane przez arbitréw, odzwier-
ciedlajacych niejednakowe doswiadczenie sedziow. Pelny algorytm kulturo-
wy powinien byé¢ wyposazony w mechanizm samoadaptacji wag, zrealizowa-
ny na przyktad w technice GS, umozliwiajacy doskonalenie doswiadczenia
zespotu ekspertow.
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Wybierajac zbiér dowolnych innych heurystyk, spoéréd opisanych wcze-
$niej, nadajac im wagi roznicujace ich range oraz realizujac proces “glosowa-
nia”, otrzymamy przyklad innego algorytmu kulturowego, nazywanego tez
czasami parametryczng heurystyka ztozona lub przestrzenig heurystyk. Po-
szczegblne algorytmy z tego zbioru mozna otrzymaé dobierajac odpowiednio

zero-jedynkowe wektory wag.

12.7 Algorytmy DS

W systemach wymagajacych rozwigzan bliskich optymalnym, w ktérych
metody B&B sa zbyt kosztowne obliczeniowo, rutynowo proponowane sg
przyblizone algorytmy konstrukcyjne wspomagane dodatkowym modulem
poprawy rozwiazania w oparciu o technike szukania zstepujacego (DS). Star-
tujac z najlepszego znanego algorytmu konstrukcyjnego mozemy tym po-
dejéciem otrzymaé rozwiazania problemu F*||Cpax z bledem ponizej 5%.
Niestety, w przypadku ogdélnym technika DS jest dosé wrazliwa na dobér
punktu startowego co oznacza, ze ewentualna wspolpraca z innymi algoryt-
mami konstrukcyjnymi nie musi gwarantowaé tak dobrej jakosci rozwiazan.
Sprawdzono eksperymentalnie, ze do$¢ popularna metoda polegajaca na wie-
lokrotnym startowaniu DS z rozwiazan przypadkowych jest zwykle zdecy-
dowanie bardziej kosztowna i wolniej zbiezna w poréwnaniu do algorytmu
zaprojektowanego w technikach TS, GA, zatem nie polecana.

Biorac pod uwage, ze rozwiazanie problemu F*||Cpax moze by¢ repre-
zentowane permutacja, poprawianie polega na analizie serii rozwigzan otrzy-
manych przez nieznaczne zaburzenie permutacji, nazywanej dalej permuta-
cja bazowa, dostarczonej pierwotnie przez pewien algorytm konstrukcyjny.
Zgodnie z zasada DS, kazda zaistniata poprawa moze by¢ Zrodtem dalszych
popraw, poprzez wymiange permutacji bazowej na otrzymana lepsza. W lite-
raturze wystepuje kilka typowych sposobéw tworzenia zaburzen w permuta-
cji, a mianowicie: wymiana par elementéw przylegtych w permutacji (API),
wymiana par elementéw dowolnych (NPI), przesuniecia elementéw (INS),
odwrécenia podciagu (INV), permutacje k& wybranych elementéw (k-PI).
Technika NPT jest rownowazna 2-PI. W celu zmniejszenia kosztu obliczen
w technice k-PI uzywane sa niewielkie wartosci k, k = 2,3,4. Wszystkie
rozwigzania zaburzone osiagalne z danego rozwigzania bazowego 7 tworza
lokalne otoczenie (sasiedztwo) .

Chociaz API posiada powazne wady w zastosowaniu do probleméw z
kryterium Chax, Weciaz pozostaje jedna z najczesciej uzywanych technik ze
wzgledu na jej prostote, gléwnie dla probleméw innych niz Chyax. Dla proble-
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moéw z kryterium Ciax polecane jest INS lub jej ulepszone warianty, ktore
wykorzystuja wlasnoéci grafowe i blokowe do przyspieszania obliczen.

Odpowiednio do opisu algorytmu popraw, mozliwe sa dwa alternatyw-
ne warianty jego pracy: do pierwszej poprawy (pierwsze napotkane lepsze
rozwiazanie zastepuje bazowe) oraz do najlepszej poprawy (najlepsze roz-
wigzanie w otoczeniu zastepuje bazowe jesli tylko jest lepsze od aktualnego
bazowego). Drugi z wymienionych jest stosowany czesciej ze wzgledu na
lepsza zbiezno$¢ do dobrego rozwiazania, jednak jest bardziej kosztowny
obliczeniowo. Redukcja tego kosztu jest mozliwa poprzez zastosowanie tak
zwanych akceleratorow.

Rozszerzenia znanych algorytmoéw

Dotaczajac do algorytmu RA z Rozdz. 12.5 kompletng procedure API,
sformutowano w literaturze dwa kolejne algorytmy 72. RACS jest jedno-
przebiegowy, do najlepszej poprawy i odpowiada jednej iteracji schematu
DS. RACS sprawdza wszystkie n — 1 permutacji otrzymanych z 774 przez
wymiane par przylegtych. Poniewaz obliczenie wartosci funkcji celu ma zto-
zonosé O(nm), ocena ad hoc kosztu obliczen dla RACS jest O(n?m). Jed-
nakze, wlasno$¢ blokowa z Rozdz. 12.3 wyraznie wskazuje, ze jedynymi wy-
mianami mogacymi wnie$¢ poprawe wartosci kryterium sa te, w ktorych
jednym z elementéw pary jest zadanie 7(uy) dla pewnego k, 1 <k <m — 1.
Par takich, zgodnie z wlasnodcia Sciezki krytycznej jest O(m), co sugeruje
znaczne ograniczenie liczby niezbednych do sprawdzenia permutacji zabu-
rzonych do wielkosci O(m) oraz daje wynikajaca stad redukcje ztozonosci
obliczeniowej algorytmu RACS do poziomu O(nm?), szczegélnie korzystna
dla m < n. Dalej, wystarczy zauwazy¢, ze dysponujac wartodciami rg, qst,
s=1,...,m,t=1,...,n, wyznaczonymi dla permutacji 7/** wedlug wzo-
réw (12.18)—(12.19), wartos¢ Cpax dla permutacji po wymianie pojedynczej
pary zadan mozna policzyé w czasie O(m), uzywajac techniki analogicznej
do opisanej przy efektywnej implementacji algorytmu NEH. Stad otrzymu-
jemy ostatecznie zlozonogé obliczeniowa dla RACS réwna O(nm + m?) co
dla m < n sprowadza sie do O(nm). Kolejny algorytm RAES, powtarza
iteracyjnie RACS jesli tylko wystapita poprawa wartosci kryterium po jego
zastosowaniu.

Akceleratory dla API w DS

Iteracyjna (wielokrotna) poprawe poprzez API mozna zastosowaé do kaz-
dego rozwiazania generowanego dowolnym algorytmem. Niestety, obliczanie
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explicite wartoéci Cpax dla pelnego otoczenia API w technice DS ma kosz-
towna zlozonoéé obliczeniowa O(n’m). Istnieja dwie niezalezne teoretyczne
wlasnosci przyspieszajace ta czynnos$é co najmniej n-krotnie: dekompozycja
i agregacja obliczen przy wyznaczaniu wszystkich wartosci Cihax oraz elimi-
nacyjna wlasnosé blokowa. Wtasnosci te moga by¢ stosowane niezaleznie lub
tacznie. Oméwimy je kolejno.

Niech r4, g5 beda wielkoSciami wyznaczonymi z wzoréw (12.18)—(12.19)
dla n-elementowej permutacji 7, za$§ v = (a,a + 1) niech bedzie para przy-
legtych pozycji, ktérych wymiana w permutacji m prowadzi do nowego roz-
wiazania 7(,). Wéwezas warto$¢ Crax(m(,)) moze by¢ znaleziona w czasie
O(m) ze wzoréw

Cmax(ﬂ'(v)) = 1%22);1(d; + QS,a—i—Q)v (1223)
gdzie
dy = max{d;_1,ds} + Psr(a), s=1,...,m (12.24)

reprezentuje dtugosé najdtuzszej drogi dochodzacej do wierzchotka (s, a+1)
w grafie G(m(,)) oraz

ds = max{ds—1,7s.a-1} + Psr(at1)s S=1,...,m, (12.25)

reprezentuje dlugosé najdluzszej drogi dochodzacej do wierzchotka (s,a) w
G(7()) (po wykonaniu zamiany). Odpowiednie warunki brzegowe sa zerowe,
tzn. dy = 0 = do, 750 = 0 = gsnt2, s = 1,..., m. Teoretycznie wszystkie n—1
wymian v moze by¢ sprawdzone w czasie O(nm). Stad dekompozycja i agre-
gacja obliczen (akcelerator podstawowy) przyspiesza prace algorytmu O(n)
razy. Dalej, wlasnoéé blokowa stanowi, ze zadna z wymian v = (a,a + 1),
U1 <a<a+l<wu,t=1,...,m+1, nie dostarczy Cmax(ﬂ'(v)) mniejszego
od Cpax(m). Stad jedynymi “obiecujacymi” wymianami sa te, dla ktérych
a = u; badZz a+ 1 = u; dla pewnego i. Par takich jest co najwyzej 2(m — 1),
co sugeruje ztozonosé obliczeniowa O(m?). Jednakze wyznaczenie wartosci
Tst, ¢st Niezbednych we wzorach (12.23)-(12.25) wymaga czasu O(nm). Za-
tem wtasnos¢ blokowa wprawdzie dalej zmniejsza realny naktad obliczen dla
API w DS, lecz nie zmniejsza zlozono$ci obliczeniowej akceleratora podsta-
wowego, pozostawiajac ja na poziomie O(nm).

Akceleratory dla NPI w DS

Szczegdlnego znaczenia nabiera problem redukcji kosztu obliczen dla me-
tod DS krzystajacych z modyfikacji NPI. Liczba wszystkich rozwiazan za-
burzonych osiagalnych z danej permutacji m w jednej iteracj metody DS



244 12. PODSTAWOWE PROBLEMY PRZEPLYWOWE

pi(1) pi(k-2) pi(k) pi(k-1) pi(k+1) pi(n)
=1 k-2 k-1 k k+1 ... n

Rysunek 12.4: Akcelerator dla API

jest w tym przypadku réwna n(n —1)/2, czyli O(n?). Przyjmujac przeszu-
kiwanie lokalnego otoczenia technika “do najlepszej poprawy”, otrzymamy
doéé wysoka zlozonoéé obliczeniowa O(n3m) wyznaczania wszystkich warto-
$ci funkcji w otoczeniu. Umiejetna dekompozycja i agregacja obliczen oraz
wlasciwe wykorzystanie wlasnosci blokowych pozwalaja na znaczng redukcje
czasu obliczen.

Niech v = (a,b), a # b okresla pare zadan (7(a), 7 (b)), ktérych wymiana
generuje nowg permutacjg 7(,). Bez straty ogolnosci rozwazan mozemy przy-
ja¢ a < b, ze wzgledu na symetrie. Niech dalej rg, s, s = 1,...,m,
t=1,...,n beda wielkoSciami wyznaczonymi ze wzoréw (12.18)—(12.19) dla
permutacji n-elementowej 7. Oznaczmy przez Dyf dtugos$é najdiuzszej drogi
pomiedzy weztami (s,t) oraz (x,y) w grafie G(m). Korzystajac z wprowa-
dzonych oznaczen mozemy wyrazi¢ wartosé Cmax(ﬂ'(,v)) poprzez zastosowanie
ponizszego ciagu wzorow, patrz takze Rys. 12.5. Wszystkie wymienione po-
nizej dtugodci drég odnosza si¢ do grafu G(m(,)). Wpierw w czasie O(m)
obliczamy dlugo$¢ najdtuzszej drogi dochodzacej do wierzcholka (s,a), do-
laczajac zadanie w(b) przestawione na mocy zamiany na pozycje a

ds = max{ds_1,7sa-1} + Psrpy; 5= 1,...,m, (12.26)
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pi(1)  Ppi(k-1) pi(l)  pi(k) pi(-1)  pik) Ppi(+1) pi(n)
t=1 - k-1 k k#1 -+ 11 I +1 .. n

s=1

Rysunek 12.5: Akcelerator dla NPI

gdzie dy = 0. Nastepnie, w czasie O(m?) obliczamy dtugosé najdtuzszej drogi
dochodzacej do wierzchotka (s,b— 1), dolaczajac “fragment” grafu zawarty
pomiedzy zadaniami na pozycjach od a + 1 do b — 1 wlacznie, niezmienny
wzgledem G(m)

d, = max (dw, D30, s=1,...,m. (12.27)

s 1ISw<Ks

Kolejno, w czasie O(m) obliczamy dlugos$é najdluzszej drogi dochodzacej do
wierzchotka (s, b), dolaczajac zadanie 7(a) przestawione w wyniku zamiany
na pozycje b

dy = max{d{ |,d;} + psr(a), s =1,...,m, (12.28)
gdzie dj = 0. W koficu otrzymujemy

Crnax(T()) = max (ds + Gor(p11))- (12.29)

1<s<m

Zatem obliczenie pojedynczej wartoéci Crax (T, ) jest mozliwe w czasie O(m?)
lecz pod warunkiem, ze dysponujemy odpowiednimi warto$ciami D5/. Te
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ostatnie wielkodci mozemy obliczaé rekurencyjnie, dla ustalonego ¢ oraz y

orazy =t+ 1,t +2,...,n, korzystajac z zaleznosci
1 k S
Y+
DT = Smaxx(Dsf + me(yﬂ)), (12.30)
SR i=k

gdzie D% = 377 Dir(t)- Metoda ta pozwala wyznaczy¢ wszystkie potrzeb-
ne wartosci D3{ w czasie O(n?m?). Ostatecznie obliczenie wszystkich O(n?)
wartodci Chax (m()) mozna wykonaé w czasie O(n*m?), czyli w czasie O(n/m)
razy krotszym niz bez uzycia akceleratora.

Dalej, analiza otoczenia typu NPI w kontekscie wlasnoéci blokowych
wskazuje, ze wymiana pary zadan dla ug_1 < i, < ug, to jest zadan pocho-
dzacych z tego samego bloku wewnetrznego, nie dostarcza poprawy wartosci
funkcji celu, zatem moze by¢ pominieta. Niestety, liczba pomijanych w ten
sposéb rozwigzan jest srednio O(n?/m), co stanowi przecietnie nieznaczna
frakcje 2/m wszystkich rozwiazan analizowanych w otoczeniu. Stad wlasnosé
blokowa, w tym przypadku, dostarcza niewielkich korzysci w poréwnaniu z
akceleratorem podstawowym.

Akceleratory dla INS w DS

Liczba wszystkich rozwiazan zaburzonych osiagalnych z danej permuta-
cji ™ w jednej iteracj metody DS z INS jest O(n?), co implikuje, podobnie
jak poprzednio, ztozonosé obliczeniowa O(n®m) przegladania otoczenia. Jed-
nakze akcelerator polecany dla tego przypadku ma nieco odmienna budowe,
podobna w swej filozofii to efektywnej implementacji Algorytmu NEH.

Niech v = (a,b), a # b okresla modyfikacje INS polegajaca na usu-
nieciu (wycieciu) zadania 7(a) oraz wstawieniu do tak, by zajmowal po-
zycje b w permutacji m,). Niech 74, g, s = 1,...,m, ¢ = 1,...,n —1
beda wielkoSciami wyznaczonymi ze wzoréw (12.18)—(12.19) dla permuta-
cji n — l-elementowej otrzymanej z 7 przez wyciecie zadania 7(a). Warto$é
Ciax(7()) dla 7, otrzymanej przez wstawienia zadania m(a) na pozycje
b=1,...,n, b+# a, mozna obliczy¢ korzystajac z zaleznosci (12.20)—(12.21)
w czasie O(m). Stad, obliczenie Crax(7(,)) dla ustalonego a oraz wszystkich
b=1,...,n, b # a wymaga czasu O(nm). Odpowiednio, dla rozwiazan za-
burzonych 7(,) generowanych z m w technice INS, sprawdzenie wszystkich
Chax (7 (y)) Wymaga czasu O(n*m), zamiast oczekiwanego O(n’m).

Wykorzystanie wtasnosci blokowych w akceleratorze INS jest w pelni
analogiczne do ich uzycia w efektywnej implementacji NEH.
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12.8 Algorytmy TS

Metody TS stanowig silna konkurencje dla DS bowiem oferuja dla pro-
blemu F*||Chax blad przecietny rzedu 1-1.5%, nieosiggalny zaréwno dla DS
jak tez wielu innych zaawansowanych podejs¢.

W literaturze wystepuje niewiele prac wykorzystujacych TS dla rozwia-
zywania problemu przeplywowego 7,269,357,383, Najefektywniejsza aktualnie
dostepna implementacja, znana jako algorytm TSAB 269 moze by¢ przed-
stawiona krotko za pomocg elementéw skltadowych, odpowiednio do opisu
ogo0lnego z Rozdz. 8. Dla zapewnienia szybszej zbieznoéci do dobrego roz-
wiazania, algorytm TSAB startuje z rozwigzania dostarczonego przez NEH.
Zastosowanie innego rozwiazania startowego ogoélnie nie ma wpltywu na do-
ktadnosé TSAB lecz tylko na czas jego dzialania.

Dla rozwiazania bazowego 7 konstruowane jest otoczenie w oparciu o
technike INS wsparta wlasnodciami blokowymi. Bardziej dokladnie, niech
T(w), v = (a,b) € J x J, bedzie zbiorem wszystkich permutacji, ktére moz-
na otrzymaé¢ w wyniku zastosowania modyfikacji INS na 7. Pojedyncza taka
modyfikacje okreslong przez pare v = (a, b) bedziemy nazywaé ruchem, zgod-
nie z nomenklatura techniki T'S. Rozpatrzmy zadanie m(a), uj—1 < a < u; na-
lezace do wnetrza pewnego bloku B; w m, to znaczy takie, ze u;—1 < a < u;.
Zgodnie z eliminacyjna wlasnoécia blokowa zadanie to nalezy przesunaé na
pewng pozycje b < u;—1 lub b > u;, bowiem dla u;_1 < b < u; nie uzyskamy
poprawy wartosci funkgji celu (te ostatnie ruchy nazywane sa bezuzyteczny-
mi). Niestety, wlasnosé blokowa nie precyzuje gdzie nalezy to zadanie prze-
sunac, aby uzyskaé poprawe wartosci Cpax. Stad dla wymienionego zadania
7(a) wprowadza si¢ zbiér potencjalnie korzystnych ruchéw w lewo na pozy-
cje Lr@qy = {b: b < uj—1} oraz w prawo na pozycje Ry = {b: b > u;}.
Odpowiednie zbiory dla zadah 7(a), a € {uy,ug, ..., un}, zawieraja wszyst-
kie wlasciwe pozycje w lewo b < a oraz prawo b > a, bowiem eliminacyjna
wlasnosé blokowa nie ma zastosowania do nich. Dalej, wspomniana wlasnosé
pozwala przyja¢ dla a < uy zbiér L., pusty, podobnie dla a > u,, zbidr
Ry (q) Jest pusty. Tak otrzymany, stosunkowo duzy zbior ruchéw jest zbyt
kosztowny do analizy droga bezposredniego obliczania wartosci funkcji ce-
lu dla wszystkich sasiadéw w otoczeniu, nawet wbudowujac odpowiednie
akceleratory. Co wiecej, w praktyce tylko niewielka liczba ruchdéw sposréd
wymienionych w rzeczywistosci poprawia warto$é funkcji celu. Obserwacja
ta implikuje co najmniej dwa odmienne w swojej koncepcji podejécia do
dalszego projektowania algorytmu.

Pierwsze podejscie, zastosowane w oryginalnym algorytmie TSAB 269,
bazuje na obserwacji, ze wybor ruchu do wykonania (niekoniecznie popra-
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wiajacego Cpax) nie ma wplywu na porawnos$é¢ i stabilnosé metody TS,
lecz tylko na szybko$¢ jej zbieznoéci. Stad, ogranicza sie arbitralnie wielko$é¢
zbior6w Ly (q) oraz Ry do pewnych zwartych ich fragmentow, uzywajac
w tym celu parametru kontrolnego € dobieranego eksperymentalnie. Techni-
ka ta nie daje gwarancji selekcji w otoczeniu wytacznie lepszych rozwiazan,
jednak pozwala na wprowadzenie akceleratora oraz zapewnia kompromis
pomiedzy iloscig obliczen przy przegladaniu otoczenia w jednym cyklu ite-
racyjnym TSAB, a szybkoscig zbiegania do dobrego rozwiazania, prz jedno-
czesnej stabilnej pracy metody TS. Dokladniej, dla kazdego zadania 7(a),
ui—1 < a < u;, rozwazane sa ruchy v = (a, b) dla ktérych b nalezy do zbioréw
Lr(ay(€) = {ui-1—¢€,...,ui—1} oraz Ry(q)(€) = {ui, ..., u;+¢€}, odpowiednio.
Dla symetrii, dla 7w(a), a € {u1,...,un,} odpowiednie wzory takze posiadaja
strukture jak wyzej; stusznos$é¢ tego postepowania potwierdzono badaniami
eksperymentalnymi. Sugeruje sie dobdr € na bazie do§wiadczen, w zaleznosci
od ilorazu n/m. Zaleca sie epsilon = 0 dla n/m > 3 oraz liniowa zmiane
wartosci tak by dla n/m < 0.5 osiagna¢ warto$¢ € = u;—1 — u;—o dla zbioru
L (q) oraz € = u;y1 — u; dla zbioru Ry ().

Drugie podejscie, z uzyciem tak zwanych rozszerzonych wtasnosci blo-
kowych przedstawiono w pracy 135 w formie algorytmu TSGP. Algorytm
ten powtarza zasadniczo budowe algorytmu TSAB, wprowadzajac rézni-
ce jedynie w zakresie wykonywanych ruchéw. TSGP wykonuje w kazdym
kroku rozlegta serie “celowanych”, rozproszonych ruchéw typu INS zamiast
niewielkiej liczby ruchéw obiecujacych stosowanych w TSAB. Doktadniej,
TSGP filtruje wstepnie zbior Ly, 1 Ry(q) W celu wykrycia najbardziej obie-
cujacej pozycji, uzywajac do tego celu pewnej niekosztownej funkcji oceny
wyznaczanej w czasie O(1). Nastepnie, dla tak wstepnie wyselekcjonowanych
rozwigzn wyliczane sa explicite wartosci funkeji celu dla wyboru ruchu do
wykonania. Podejscie to pozwala na szybsza zbieznoéé¢ do dobrego rozwiaza-
nia, jednak powigksza znacznie koszt przegladaniapojedynczego otoczenia,
ograniczajac takze zyski z ewentualnego zastrosowania akceleratora. Osta-
tecznie, podstawowe wlasnosci numeryczne kleczowe dla zastosowan prak-
tycznych pozostaja podobne dla TSAB i TSGP.

Dla kompletnosci opisu algorytmu TSAB nalezy podaé: atrybuty zapi-
sywane na liste tabu 7', sposdb badania statusu ruchu, strategie wyboru
sgsiada oraz wartosci parametrow strojacych. Jesli wykonywanym ruchem
jest v = (a,b), a < b to na liste T wpisujemy pare (w(a),7(a + 1)), jesli
a > b to na liste T wpisujemy pare (m(a — 1),7(a)). Lista 7" pelni funk-
cje pamieci krétkoterminowej, ma dlugos$é ograniczong parametrem t, jest
obshugiwana wedtug regulty FIFO, poczatkowo jest pusta, zas dodanie nowe-
go elementudo zapelnionej listy powoduje automatyczne usuniecie elementu
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najstraszego. Ruch v = (a,b) ma status tabu (zakazany) jesli: a < b oraz
co najmniej jedna para (7(j),7(a)), a+1 < j < bjest w T, luba > b
oraz co najmniej jedna para (m(a),7(j)), b < j < a —1 jest w T. Reko-
mendowang wartoscia ¢ jest 6...10. Strategie wyboru ruchu do wykonania
zaprojektowano w celu zapewnienia kompromisu pomiedzy dywersyfikacja a
intensyfikacja poszukiwan. W tym celu kazdy zbior L (,) 1 Ry (4) jest przeszu-
kiwany odzielnie w celu wylonienia “zwycigskiego” ruchu-kandydata. Wybor
ruchu do wykonania jest dokonywny nastepnie pomiedzy wylacznie ruchami-
kandydatami, kierujac sie wartoécia funkcji kryterialnej i statusem ruchu.
Najefektywniejsza wersja algorytmu TSAB posiada dodatkowo wbudowany
mechanizm dywersyfikacji oparty na koncepcji skokéw powrotnych 269, Al-
gorytm ten jest dotychczas najefektywniejszym znanym dla rozwiazywania
problemu F*||Cipax-

Sasiedztwo o sterowanej wielkosci jest doé¢ wygodnym narzedziem dla
ustalania kompromisu pomiedzy dwoma przeciwstawnymi tendencjami: na-
kladem obliczen przypadajacych na iteracje algorytmu (przegladniecie poje-
dynczego $asiedztwa), a szybkoscia zbieznosci do dobrego rozwiazania. Kon-
cepcja ta pochodzi pierwotnie z pracy 7, gdzie zastosowano ja do zaburzen
NPI oraz addytywnej funkcji kryterialne;.

12.9 Poszukiwanie mréowkowe

Podamy ponizej dosé¢ proste implementacje algorytmu mréwkowego dla
problemu F x ||Cyax, Wwzorowane na idei pochodzacej z pracy 83. Poniewaz
istniej pewna swoboda w wyborze odwzorowania pojedynczego rozwigzania
w trase mrowek, mozliwe sg co najmniej dwa odmienne podejscia.

Trasa jako nastepstwo zadan

Przyjmujemy, ze pomiedzy gniazdem a pozywieniem krazy a mréwek.
Trasa mréwki s, s = 1,...,a jest reprezentowana pojedyncza permutacja
7% na zbiorze J i odpowiada przejsSciu mréwki po krawedziach taczacych
punkty weztowe trasy, Rys. 77. Wezly odpowiadaja zadaniom, krawedzie
reprezentuja kolejnosé (bezposrednia) wystepowania zadan po sobie w per-
mutacji. Punkt o reprezentuje gniazdo, punkt x pozywienie. Trasa mréwki
jest legalna, jesdl zaczyna sie w o, konczy w * oraz kazdy inny wezel wy-
stepuje w trasie dokladnie raz. Slad feromonowy jest przypisany wylacznie
krawedziom, przy czym krawedz (i,7), i,7 € J posiada intensywnosé¢ sladu
o wartosci fj;. Odpowiednie intensywnosci wokoét gniazda i jedzenia ozna-
czono foj, fix. Mréwka znajdujaca si¢ w punkcie wezlowym ¢ podaza do
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punktu weztowego j wybranego losowo z prawdopodobienstwem zaleznym
od intensywnosci $ladu na krawedzi (7, j), sposréd tych j, ktére gwarantuja
legalno$é¢ trasy. Diugo$é trasy m° mréwki s jest wartoscig funkcji kryterial-
nej Chax (7). Wielkosé feromonu w podlozu jest korygowana raz na cykl,
obejmujacy zaplanowanie tras wszystkich a mréwek, jako funkcja dhugosci
trasy mrowki.

Ustalenie legalnej trasy 7° mréwki s odpowiada generowaniu losowej
permutacji czesciowej o o zaburzonym rozkladzie, poczynajac od permuta-
cji pustej, az do kompletnej, to jest zawierajacej wszystkie zadania ze zbioru
J . Bardziej dokladnie, niech o = (o(1),...,0(k)) bedzie k-elementowa per-
mutacja czeSciowa, reprezentujaca przejscie mréowki po trasie o — o(1) —

. — o(k). Z punktu wezlowego o(k) mréwka wybierze trase do punktu

tey &g \' S, gdzie § = {o(1),...,0(k)}, kierujac sie zasada ruletki

w oparciu o macierz f;;. Losowanie ruletka przypisuje prawdopodobienstwo
wyboru punktu wezltowego ¢t € U jako nastepnego po i = o(k) w trasie réwne
Pit = fit) (X jeu fij)-

Gdy trasy wszystkich a mréwek zostana ustalone, dokonywana jest ko-
rekta ilosci feromonu w podlozu. Wpierw obliczany jest “Swiezy $lad” fero-
monowy pozostawiany przez pojedyncza mréwke s w tym cyklu réwny

A

Ais(jil)o-s(j) = m (12.31)

dla krawedzi z trasy tej mréwki, to jest dla j = 1,...,n+1, gdzie pi*(0) = o,
pi®(n 4 1) = %, oraz réwny zero dla wszystkich pozostalych krawedzi. Wiel-
ko$é A jest pewna stala dobierana eksperymentalnie. Swiezy $lad pochodza-
cy od wszystkich mrowek jest nastepnie kumulowany

a
Ajj =Y A3, (12.32)
s=1
przy czym iloé¢ feromonu w podtozu jest korygowana zgodnie z zaleznoécia

fij = e fij + Agj, (12.33)

gdzie 0 < (1 —e) < 1 jest pewna stala reprezentujaca szybko$¢ parowania
feromonu z podtoza. Po wykonaniu cyklu przej$cia gniazdo — pozywienie,
mréwki wykonuja w pelni analogiczny cykl powrotny. Ostatecznie moze za-
chodzi¢ f;; # fji, co sktania ku interpretacji, ze punkty wezlowe ¢ oraz j sa
polaczone parg przeciwstawnie skierowanych krawedzi o réznym nasyceniu
feromonu, za$ mréwka moze sie porusza¢ jedynie zgodnie ze skierowaniem
krawedzi.
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Algorytm mrowkowy wymaga ustalenia na drodze eksperymentalnej kil-
ku parametrow strojacych, a mianowicie: liczby mrowek a, poczatkowego
nasycenia feromonem f;; i,7 € J, parametréw e, A, maksymalnej liczby
cykli lub innego warunku stopu. Algorytm zwraca jako wynik najlepsze roz-
wigzanie wygenerowane w trakcie swojej pracy.

Mimo duzej swobody w ustalaniu parametrow pracy, algorytm ten cier-
pi, podobnie jak wiele innych z powodu zjawiska stagnacji (przedwczesnej
zbieznosci) poszukiwan i/lub powolnej zbieznosci do dobrego rozwiazania.
Przez stagnacje rozumie si¢ przypadek, w ktorym wszystkie mréwki kraza
po jednakowej trasie, blokujac mozliwosci generowania alternatywnych tras.
Dlatego tez, proponuje sie szereg modyfikacji usprawniajacych jego prace.

Metoda nasycenia feromonem tras (12.31) jest do§¢ wrazliwa na zakres
warto$ci Cax wynikajacych z konkretnych danych problemu. Powoduje to
koniecznosé ustalenia wartosci parametru A oddzielnie dla kazdej podklasy
konkretnych przyktadéw liczbowych. Niezgodnos¢ ta mozna usunaé wpro-
wadzajac w miejsce Crax(7°) ocena bezwzgledna korzyéci Crax(m®) — CT¢/
lub ocene wzgledna (Cuax(7%) — CT¢1)/CTef | gdzie O™ jest wartoscia re-
ferencyjna wyliczang automatycznie, indywidualnie dla kazdego przyktadu
(moze to by¢ na przyklad dolne ograniczenie wartosci funkcji celu).

Ograniczenie repertuaru punktoéw weztowych osiggalnych przez mréwke
s w trakcie budowy jej legalnej trasy czesciowej nazywane jest czesto pamie-
ciq krétkoterminowq mréwki (short term memory). Podobnie, wprowadzany
jest dodatkowy atrybut mréwki nazywany krétkowzroczng widzialno$cig (vi-
sibility) lub wzrokiem, pozwalajacy oddzialywaé¢ dodatkowo na wybor ko-
lejnego punktu na trasie. Przyjmujac identyczno$é¢ osobnikéw z populacii,
kazda mréwk umieszczana w wezle ¢ ocenia wzrokiem, w jednakowy sposob,
trase do punktéw sasiednich j € J, przypisujac krawedziom pewna aprio-
ryczng warto$¢ v;;. Dalej wybdr odbywa sie metodg ruletki, lecz w oparciu
o wartosci [fij]%[vi;]® w miejsce f;;.

W celu wzmocnienia wpltywu dobrych rozwigzan na ustalanie tras mroé-
wek stosowana jest strategia elitarna zwickszajaca dodatkowo w kazdym
cyklu ilos¢ feromonu dla najlepszych dotychczas znalezionych tras, wedlug
wzoru (12.31).

Proponowany okresowo-cykliczny schemat zmiany zawartosci feromonu
(po ustaleniu kompletnych tras mréowek) wydaje sie nieco sztuczny bowiem
w naturze zmiana zawartoéci feromonu w podtozu ma charakter dynamiczny
i nastepuje w trakcie przemieszczania sie mrowki. W pracy 83 analizowano
réwniez dwa inne schematy zmian dynamicznych, oba oparte na zwigksze-
niu zawartosci feromonu w krawedzi bezposrednio po przejsciu mréwki: (a)
gestosciowy zwiekszajacy zawsze o stala wartosé, (b) ilosciowy zwiekszajacy
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o warto$¢ odwrotnie proporcjonalna do widzialnoéci. Badania eksperymen-
talne wykazaly, ze warianty (a) i (b) sa gorsze obliczeniowo od cyklicznego,
glownie ze wzgledu na niemoznos¢ wykorzystania informacji o ocenie trasy
Crax (%) przed jej zakonczeniem.

Proponowane sa ustalenia parametréw strojacych nastepujaco: a = n,
a =3 =1, fij = ¢ gdzie € jest pewng malg liczbg dodatnig, e = 0.5.
Warto$é A wystepujaca we wzorze (12.31) zalecano w pracy 83 réwna 100.
Korzystajac z alternatywnej postaci wyrazenia (12.31) w formie

A-LB

00'0) = G (®) —LB (12.34)

A

proponuje si¢ ustali¢ warto$¢ A = fracLBa(C — LB), gdzie C' = maxi <<y Cmax(77)
oraz 7', ..., 7% jest seria losowych rozwiazan prébnych generowanych w fazie
poprzedzajacej wlasciwg prace algorytmu (u =~ n). Maksymalna liczba cykli

jest ustalona na poziomie 5,000. Za kryterium stopu przyjeto przekroczenie
maksymalnej liczby cykli lub wystapienie stagnacji poszukiwan.

Wybér skrajny a = 0 oraz § = 1 odpowiada poszukiwaniu losowemu bez
wykorzystania wiedzy globalnej zakumulowanej w feromonie. Miara widzial-
nosci v;; moze odzwierciedla¢ dowolne heurystyczne preferencje (priorytet
statyczny) w wyborze kolejnego zadania do uszeregowania. Z tego punktu
widzenia jest to pewna forma “wspierania” algorytmu mréwkowego za pmo-
ca heurezy. Przeprowadzone przez autoréw pracy 83 badania dla problemu
komiwojazera (TSP) wykazaly konieczno$¢ ustalenia 8 > o = 1 w celu
zagwarantowania w miare stabilnej pracy algorytmu, unikajacej stagnacji i
braku zbieznoéci. Praktyczny obszar zalecanych wartosci «, § jest do$¢ wa-
ski, za$ algorytm wykazuje duza wrazliwos¢ na zmiany tych parametréw.
Ostatecznie polecane ustalenie parametréow o« = 1 = § odpowiada demo-
kratycznej wspolpracy dwéch odmiennych technik poszukiwan: (1) losowej
z ustalonym rozkiadem prawdopodobienstwa, wynikajacym z priorytetéw
statycznych oraz (2) losowej z krokowo modyfikowanym prawdopodobien-
stwem wynikajacym z pamieci poszukiwan (feromon).

Trasa jako przyporzadkowanie zadan do pozycji

Podobnie jak poprzednio, trasa mréwki s, s = 1,...,a jest reprezento-
wana pojedyncza permutacja 7m° na zbiorze J, z tym, ze budowa permutacji
polega na przyporzadkowaniu zadan ze zbioru J do pozycji 1,2, ...,n, Rys.
??7. W rysunku, wezel (7, j) odpowiada umieszczeniu zadania i na pozycji j.
Wezel o reprezentuje gniazdo, wezel * pozywienie. Mréwka wyruszajac z o
porusza sie po wezlach i krawedziach, kierujac si¢ w strone * co zapewnia,
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Rysunek 12.6: SA-A. Biezaca i najlepsza warto$¢ funkcji celu. Przyktad
50/20|3.

Rysunek 12.7: SA-A. Wartoéci funkcji celu rozwiazan zaburzonych.

ze kazda pozycja w permutacji zostanie obsadzona jakims$ zadaniem. Trasa
mréwki jest legalna, jesli zaczyna sie w o, konczy w * oraz kazdemu zada-
niu przypisano pozycje jednoznacznie. W tym podejsciu Slad feromonowy
jest przypisany wylacznie weztom, wezel (i,7), 7,7 € J posiada intensyw-
nos¢ Sladu o wartosci f;;. Mrowka znajdujaca sie w punkcie wezlowym (i, 5)
podaza do punktu wezlowego (i, j + 1), wybranego losowo z prawdopodo-
biefistwem zaleznym od intensywnosci $ladu w punkcie (i',j + 1) sposrod
tych ¢/, ktére gwarantuja legalnos$é trasy. Podobnie jak poprzednio, dlugosé
trasy 7° mrowki s jest wartosci funkeji kryterialnej Chax(7®), zas wielkosé
feromonu w podtozu jest korygowana raz na cykl, obejmujacy zaplanowanie
tras wszystkich a mrowek, jako funkcja dtugoéci trasy mrowki.

Podobienstwo techniki mréwkowej do losowych poszukiwan (RS) sugeru-
je bardzo szybki wzrost czasu obliczen wraz ze wzrostem rozmiaru przykta-
déw problemu. Potwierdzaja to takze wyniki badan eksperymentalnych. Jak
do tej pory brak jest szczegbétowych danych dotyczacych konkurencyjnosci
tego podejécia dla problemu F*||Cihax wzgledem innych podej$é wymienio-
nych w tym rozdziale. Za korzystne nalezy uzna¢ uniwersalnosé¢ podejscia
pozwalajaca modelowa¢ dowolne inne problemy dyskretne, ktérych zbidr
rozwiazan oparty jest na paermutacjach. Jednakze bledy wzgledne rzedu
10% osiaggane przez autorow pracy 83 dla innych probleméw szeregowania o
niewielkich rozmiarach nie sklaniaja do optymizmu.

12.10 Symulowane wyzarzanie

Istniej wiele algorytméw dla probleméw przeplywowych opartych na
schemacie SA gtéwnie dla zagadnienia F™*||Cpax, cho¢ ich zastosowanie roz-
cigga sie na inne problemy, w ktorych rozwiazanie jest reprezentowane per-
mutacja, niezaleznie od postaci funkcji celu oraz ograniczen. Ich syntetyczny
opis odwotuje sie do ogdélnego schematu podanego w Rozdz. 8 oraz spe-
cyficznych szczegoltow podanych ponizej. Rozwiazanie jest reprezentowane
permutacja m na J, dla ktérego funkcje celu okresla warto$é Cax(m) (od-
powiednio inna w zaleznosci od rozwiazywanego problemu). Kosztowniejszy
obliczeniowo wariant algorytmu z automatycznym strojeniem (oznaczony
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Rysunek 12.8: SA-A. Zmiany temperatury.

dalej SA/A) jest w ogdélnym rozrachunku korzystniejszy, bowiem unika sie
zmudnych wstepnych badan eksperymentalnych niezbednych dla strojenia
recznego. Rozwiazaniem startowym dla SA/A jest permutacja losowa. Przy-
jecie w SA/A rozwiagzania startowego dedykowanego, przez zastosowanie
pewnego algorytmu konstrukcyjnego, zwykle wymaga “recznej” korekty (ob-
nizenia) temperatury poczatkowej. Stosowane sa rézne techniki generowania
rozwigzania zaburzonego 7’ wzgledem 7, przy czym do najczesciej spotyka-
nych naleza: (A) zamiana elementéw przylegtych 7 (i), w(i + 1) dla losowego
1€ {1,...,n—1}, (N) zamiana elementéw dowolnych 7 (i), 7(j) dla losowych
i,7 € J, (I) przeniesienie elementu 7 (i) tak by znalaz! sie na nowej pozycji j
dla losowych i, j € J. Wybor techniki okresla bezposrednio wielko$¢ zbioru
stanéw osiagalnych 7. Przykladowo dla (N) jest réwny n(n — 1)/2. W ce-
lu uzyskania szybkiej zbieznosci algorytmu do rozwiazania dobrego stosuje
sie badz zawezanie tych zbioréw (np. implementujac wlasnosci blokowe lub
ograniczajac arbitralnie zakres 4, j) badz ich rozszerzanie poprzez kombina-
cje wymienionych technik. Dodatkowym elementem przyspieszajacym pra-
ce algorytmu jest mozliwo$é policzenia w czasie O(1) wartosci funkcji celu
rozwiazania zaburzonego, niestety dostepna tylko dla wybranych zagadnien
kombinatorycznych, np. QAP, TSP. Dobér elementéw sktadowych algoryt-
mu SA (techniki zaburzen, dodatkowe wlasnosci, przyspieszanie obliczen,
parametry strojace, kryterium stopu) jest zalezny od typu rozwiazywanego
problemu i zwykle jest dokonywany eksperymentalnie. Ostateczne wlasnosci
numeryczne otrzymanego algorytmu zaleza od umiejetnego potaczenia tych
elementéw.

W Rys. 12.6-12.8 przedstawiono przebieg algorytmu SA-A dla przykta-
du 50|20|3 z testéw Taillard’a dla problemu F*||Cyax 0 rozmiarze n = 50
oraz m = 20 przy wartosciach parametréow strojacych p = 0.9, § = 0.1,
k = n/4, K = n?/4 oraz zaburzeniach opartych na wymianie par elemen-
tow w permutacji. Wida¢ wyraznie tlumienie wahan wartosci kryterim dla
rozwiazania biezacego Chax Wraz ze zmniejszaniem sie temperatury (patrz
Rys. 12.8) oraz stabilizacje najlepszej znalezionej wartoéci C} .. po okre-
sie szybkiego “wykladniczego” spadku w poczatkowym okresie poszukiwan.
Réwnoczesdnie, wartosci funkcji celu rozwiazan zaburzonych stale oscyluja,
Rys. 12.7, potwierdzajac, ze zasdniczym motorem postepu w technice SA sg
poszukiwania losowe. Metoda SA dostarcza rozwiazan bliskich optymalne-
mu, choé¢ koszt obliczen dla niektérych zagadnien moze by¢ nieakceptowalnie
dhugi. Zwykle, w celu osiagniecia “dobrego” przyblizenia zaleca sie¢ ustali¢
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mozliwie duza warto$é powtérzen w ustalonej temperaturze, rzedu O(n?)
w podanym przyktadzie. Pociaga to stosunkowo wolne studzenie oraz dlugi
czas obliczen.

Schemat SA moze by¢ polecany dla probleméw, w ktorych koszt oblicze-
nia wartosci funkcji celu dla pojedynczego rozwiazania jest znaczacy, przy
czym brak jest specyficznych wlasnosci problemu wspomagajacych inne kla-
sy algorytméw. Wtedy generowanie losowego rozwiazania zaburzonego jest
mniej kosztowne niz bezposrednie badanie calego otoczenia, wystepujace w
metodach takich jak DS, TS, AMS.

12.11 Poszukiwania ewolucyjne

Istnieje wiele odmian algorytméw GA dla probleméw przeptywowych.
Najlepsze wyniki otrzymuje si¢ kodujac rozwiazania w chromosomie nie po-
przez ciagi binarne lecz bezposrednio za pomoca permutacji. To zalozenie
wymaga zastosowania specyficznych operatoréw genetycznych krzyzowania
i mutacji, dziatajacych na permutacjach rodzicielskich i zwracajacych po-
tomkow w formie permutacji, CX, OX, PMX, patrz np. 112. Istnieja dwie
przeciwstawne tendencje w projektowaniu takich operatoréw: (1) zachowaé
korzystne cechy rodzicéw poprzez male zmiany chromosomu — wtasnosé ta
posiadaja dwupunktowe operatory krzyzowania, (2) wprowadzi¢ nowe ce-
chy poprzez istotna zmiane chromosomu — wlasnoéé ta posiadaja operatory
rownomiernego krzyzowania. Obie wymienione cechy odpowiadaja zacho-
waniu réwnowagi pomiedzy intensyfikacja i rozproszeniem poszukiwan w
przestrzeni rozwigzan. Wiekszos¢é omawianych operatorow odwotuje sie do
elementarnej czynnosci wymiany pary elementéw w permutacji. Oznaczmy
przez w : a < b czynnos¢ modyfikacji permutacji w przez wymiane miej-
scami zadan a,b € J. Odpowiednio symbol 7 : 7(s) < m(¢) odnosi sie do
wymiany elementéw znajdujacych sie na pozycjach 1 < s,t <n w 7.

Podstawowymi operatorami genetycznymi dzialajacymi na jednym ro-
dzicu (operator jednoargumentowy) sa operator inwersji (I) okreslony re-
gula m : w(s) < w(t) oraz operator inwersji podciggu (SI) okreslony reguta
mim(s+j) o n(t—y5),7=0,...,|[(t—s—1)/2], gdzie wartosci 1 < s <t <n
wybrano losowo. Operatory te sa polecane glownie dla realizacji procesu mu-
tacji. Dalsze operatory sa dwuargumentowe.

Jednopunktowy operator krzyZowania (SX) dla dwéch rodzicéw 7, o oraz
losowego punktu krzyzowania 1 < s < n tworzy, poprzez wymiane odcin-
ka chromosomu, dwéch potomkéw o = (7w(1),...,7(s),0(s + 1),...,0(n))
oraz f = (o(1),...,0(s),m(s+1),...,m(n)). Kazdy potomek jest nastepnie
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poddawani procesowi “korygowania” w celu przywrédcenia mu witasnosci per-
mutacji. W tym celu elementy potomka sg przegladane oraz kazdy element,
ktéry pojawia sie dwukrotnie jest zastepowany najmniejszym elementem
zbioru J nie wystepujacym w potomku. Zaktadajac przegladanie w sposdb
uporzadkowany po indeksach pozycji 1,...,n jak réwniez n, ..., 1, operator
SX dostarcza 1-4 permutacji (niektére moga sie powtarzac).

Dwupunktowy operator krzyzowania PMX (partially matched crossover)
dla dwoéch rodzicow m i o oraz sekcji dopasowania okreslonej losows para
indekséw pozycji s,t, 1 < s < t < n tworzy dwie permutacje potomne dopa-
sowujac 7 do o wedlug zasady m : w(j) < o(j), j =s,...,t oraz dopasowu-
jac o do 7 wedlug zasady o : o(j) < 7(j), 7 = S, ...,t. Podana szczegblna
zasada jest realizacja pewnej ogdlnej filozofii, w ktérej potomek przejmuje
odcinek chromosomu lezacy poza sekcja dopasowania catkowicie od jednego
z rodzicow, za$ odcinek lezacy w sekcji dopasowania tworzy samodzielnie w
oparciu o odpowiednie odcinki sekcji dopasowania rodzicow, tak by uzyskaé
rozwigzanie dopuszczalne. Operator dostarcza dwéch potomkdw.

Operator krzyzowania porzgdkowego OX (order crossover) dla dwéch ro-
dzicéw 7 i o oraz sekcji dopasowania okreslonej losowa para indeksow pozycji
s,t, 1 < s <t <n tworzy dwie permutacje potomne. Potomek przyjmuje
geny sekcji dopasowania catkowicie od jednego z rodzicow w kolejnosci i
ulozeniu zgodnym z rodzicem, za$ geny lezace poza sekcja dopasowania sg
dobierane od drugiego rodzica w kolejnosci ich wystepowania w chromosomie
(drugiego rodzica), tak by uzyskaé¢ rozwiazanie dopuszczalne.

Operator krzyzowania pozycyjnego PBX (position-based crossover) zo-
stal oryginalnie zaproponowany dla chromosoméw reprezentowanych cigga-
mi binarnymi. Przeniesienie podejécia na przypadek permutacji prowadzi do
filozofii podobnej do OX. Zamiast sekcji dopasowania wybierane sa u rodzi-
ca losowo, z réwnomiernym rozkladem prawdopodobienstwa, geny (pozycje
w permutacji). Geny te sa kopiowane do potomka z zachowaniem ich po
potozenia w chromosomie rodzica, za$ brakujace geny sa uzupeiniane od
drugiego rodzica w kolejnosci ich wystepowania w chromosomie.

Operator krzyzowania opartego na porzedku (OBX) (order-based crosso-
ver) jest pewna modyfikacja operatora PBX, w ktérej kolejnosé genéw w
pozycjach wybranych u rodzica i przekazywanych potomkowi jest dostoso-
wywana do kolejnosci ich wystepowania u drugiego rodzica.

Operator krzyzowania cyklicznego CX (cycle crossover) dla dwéch rodzi-
cébw 7 i o tworzy dwoch potomkdéw, w ktorych pozycja zajmowana przez
kazdy element pochodzi od jednego z rodzicéw. Rozwazmy przypadek dopa-
sowania 7 do o (dopasowanie odwrotne jest symetryczne). Tworzymy per-
mutacje wynikowa w rozpoczynajac od k = 1. Nastepnie powtarzamy ciag
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podstawien w(k) = w(k), k = m(o(k)), gdzie w(w(i)) = i, do chwili zamknie-
cia cyklu, to znaczy osiagniecia stanu k = 7(1). Pozostale wolne pozycje w
w zapeliamy niewykorzystanymi elementami z o w kolejnoéci ich wystepo-
wania.

Operator krzyzowania z porzqdkiem liniowym LOX (linear order crossso-
ver) jest pewna modyfikacja operatora OX. Poniewaz OX zaprojektowany
zostal oryginalnie dla problemu TSP, preferuje on zachowanie wzglednego
zamiast bezwzglednego polozenia gendéw na chromosomie. Dla probleméw,
w ktorych cyklicznos$é rozwiazania nie wystepuje bardziej odpowiedni jest
operator LOX. Dla dwéch rodzicéw 7 i o oraz losowej sekcji dopasowania
s,t, 1 < s <t <n tworzy on permutacje potomne w dwoch etapach. Roz-
wazmy przypadek dopasowania m do o (dopasowanie odwrotne jest syme-
tryczne). Wpierw tworzymy pomocnicza permutacje czesciowa w usuwajac z
7 elementy o(s),...,o0(t) oraz pozostawiajac powstale “dziury”. Nastepnie
w w przeprowadzamy proces redukcji “dziur” analizujac pozycje w kolej-
noéci cyklicznej t +1,...,n,1,2,...,5 — 1. Dziure w pozycji k redukujemy
przesuwajac cyklicznie elementy w(k + 1),...,w(n),w(1),...,w(t) w lewo.
Ostatecznie otrzymujemy permutacje zawierajaca dziury tylko w sekcji do-
pasowania, ktore zapelniamy elementami o(s),...,o(t) w takiej kolejnosci.

Mimo iz zaprojektowano szereg “czystych” operatoréw dzialajacych na
permutacjach, korzy$¢ z ich zastosowania silnie zalezy od klasy rozwiazywa-
nego problemu. W skrajnych przypadkach zdarza sig, ze jedynym motorem
postepu GA bywa mutacja zamiast krzyzowanie, co jest zwykle traktowa-
ne za uchybienie w sztuce. Idealne operatory powinny dostarczaé¢ potomkéw
maksymalnie rozproszonych w przestrzeni rozwiazan przy réwnoczesnym ich
dobrym dopasowaniu do $rodowiska. Badania krajobrazu (landscape) prze-
strzeni rozwigzan probleméw przeplywowych, potwierdzaja wystepowanie
doliny (valley) ekstreméw lokalnych, w ktérej metody lokalnych poszukiwan
przejawiaja cechy korzystniejsze niz operatory genetyczne. Stad wniosek,
ze lepsze wyniki mozna osiggnaé taczac klasyczne operatory krzyzowania z
technikami poszukiwan lokalnych.

Zreczne polaczenie wyzej wymienionych technik oferuje quasi-operator
krzyzowania przez wielokrokowq fuzje 306 (MSXF). Dla danych dwdch per-
mutacji rodzicielskich o oraz 7 dostarcza on rozwiazanie potomne majace
pewne cechy rodzicéw. Jedno z rozwiazan, powiedzmy o, jest traktowane
jako zrédlowe do wygenerowania trajektorii zmierzajacej stochastycznie w
kierunku 7 w sensie wprowadzonej miary odlegtoéci w przestrzeni rozwiazan
d(a, B). Bardziej szczegdtowo, niech 70, ... 7t bedzie trajektorig z rozwiaza-
niem biezacym 7° w kroku s-tym; przyjmujemy 7° = ¢. Dla kazdego rozwia-
zania biezacego 7° oraz jego sasiedztwa N (7°) tworzona jest lista zawiera-
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jaca wszystkie rozwiazania p € N (7°) uporzadkowane zgodnie z rosnacymi
wartosciami miary d(7%, p). Rozwiazanie kolejne na trajektorii 75+ wybiera
sie z tej listy wedlug nastepujacej zasady. Wpierw, wybierane jest losowe
rozwigzanie probne p’ metoda ruletki z prawdopodobienstwem odwrotnie
proporcjonalnym do indeksu rozwiazania na liScie. Nastepnie rozwiazanie to
jest akceptowane losowo podobnie jak w schemacie SA, to znaczy z prawdo-
podobienstwem 1 jesli A < 0 oraz z prawdopodobiefstwem min{1, e~2/¢}
jesli A > 0, gdzie A = K(p') — K(n®) oraz c¢ jest pewnym stalym para-
metrem. Jedli rozwigzanie prébne nie zostalo zaakceptowane, przesuwa sig
je na koniec listy i powtarza proces wyboru i akceptacji tak dlugo az pew-
ne rozwiazanie zostanie wybrane. Wybrane rozwiagzanie staje si¢ kolejnym
75t na trajektorii. Proces jest kontynuowany przez kolejne ¢ krokéw, gdzie
t jest parametrem. Ostatecznie, za potomka rodzicéw o i 7 uznaje sie to roz-
wigzanie z trajektorii 7%, ..., 7!, ktére posiada najmniejsza wartosé¢ funkcji
celu.

Opisany algorytm GA oprocz “klasycznych” parametréw strojacych ta-
kich jak poczatkowa wielko$¢ populacji, schemat selekcji, itp. posiada pewna
liczbe parametrow pracy operatora MSXF a mianowicie stale ¢, ¢, sasiedztwo
N () oraz miare odlegtosci rozwiazan d(a, f3).

12.12 PodejScie geometryczne

Podejscie to opiera sie na twierdzeniu o uporzadkowania wektorow, patrz
bibliografia w pracy 233, ktére w zastosowaniu do problemu przeptywowego
z kryterium Cp.x dostarcza algorytm aproksymacyjny SEV gwarantujacy
wygenerowanie rozwiazania 7°FV o wartosci

SEV *
< N _ . _
Chax (T ) < Cax (1) + m(m — 1) 121%}7(71 121]%19@] (12.35)

Twierdzenie stanowi, ze dla zbioru V = {v; : j € J} d-wymiarowych

wektorow takich, ze Z?Zl v; = 0 mozna wyznaczy¢ w czasie wielomianowym
permutacje 7w elementéw zbioru J taka, ze

k

| ;”w(j) I<d- max v ll, k=1,....,n (12.36)

Jego zastosowanie do problemu F*||Cpax wymaga wstepnej modyfikacji da-
nych. Po pierwsze wymaga si¢, aby dane przykladu problemu przeptywo-
wego spelnialy warunek P; = Ppax, ¢ = 1,...,m, gdzie P; = Z?leij,
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Prax = maxigi<m Pi. Jesli przyklad nie spetnia tego warunku nalezy zwiek-
szy¢ wartosci odpowiednich p;;. Modyfikacja ta nie wpltywa na gwarancje
otrzymanego oszacowania, za$ konicowa warto$é¢ Crax(m°FY) nalezy wyzna-
czy¢ dla wyjsciowych danych p;;. Drugi krok polega na transformacji p;; do
wektoréw v; przez podstawienie vj = (p1j — P2j, P2j — P3j, - - - s Pm—1,j — Pmj)-
Stad d =m — 1.

Algorithm SEV
Krok 1: Jesli n < d to wybierz dowolna permutacje na zbiorze J oraz zwr6é
ja jako mEV
Krok 2: Jesli n > d to wywotaj VECTOR-SUM-ROUTINE, ktory dostar-
czy zbioréw J def I,<C...C1,.
Krok 3: Wybierz dowolng permutacje na zbiorze Z; i jej elementy wstaw
na pierwszych d pozycjach w 75V
Krok 4: Dla j = d+1,...,n podstaw 75V (j) = k, gdzie k jest unikalnym
elementem w zbiorze Z; \ Z;_;.

Czescig sktadowa Algorytmu SEV jest pomocnicza procedura, wyzna-
czjaca uporzadkowanie wektoréw w oparciu o wymienione powyzej twier-
dzenie.

VECTOR-SUM-ROUTINE

Dla kazdej iteracji k rozwazmy n-wymiarowy wektor A\*, gdzie kazda
sktadowa )\? jest zwigzana z wektorem v; € V.
Krok 1. Podstaw A7 = (n —d)/n, j € J € T,,.
Krok 2. Dlak=n—-1,n—2,...,d wykonaj Krok 3 i 3a.
Krok 3. Jesli \¥*1 ma skladows zerowa, tzn. )\ffl = 0 dla pewnego j*, to
podstaw Tp = Tpyq \ {57}, M = AF1 e 4.
Krok 3a. Wykonaj jesli A**! nie posiada skladowej zerowej. Wprowadz
zmienng © = {z;, j € Zy11}. Znajdz punkt ekstremalny z* problemu

> ;=0 (12.37)
J€Tk+1
> azj=k—d (12.38)
J€Tk41
0<z; <1, j€Tpn (12.39)

Mozna pokazac, ze co najmniej jedna zmienna x7, j € Zj+1 ma wartos¢ zero
i niech 2% = 0. Podstaw Zp = Ty \ {j*}, \¥ = 2%, j € Th.

Implementacja algorytmu SEV jest nietrywialna i posiada pewna liczbe
punktéw swobody. Pozwalaja one uzyskiwaé, przy zachowaniu teoretycznego
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oszacowania najgorszego przypadku, rézna dokladnos$é i ztozonosé oblicze-
niowa w analizie eksperymentalnej. Juz wstepna modyfikacja danych wej-
Sciowych w celu spelnienia warunku P; = Pyax, ¢ = 1,...,m moze by¢ zre-
alizowana w rézny sposéb. Dalej zauwazmy, ze Krok 1 algorytmu SEV oraz
wstepny Krok 2 powoduje wybér pierwszych min{n, d} pozycji w permuta-
cji #9FV catkowicie arbitralnie. Nastepnie, w kroku procedury VECTROR-
SUM-ROUTINE, w ktorym wybieramy wektor j* o zerowej sktadowej zwy-
kle istnieje wiecej niz jeden element spetniajacy podane witasnosci; sposéb
wyboru takiego wektora ma takze znaczenie. Problem pomocniczy moze
byé¢ rozwiazany przy uzyciu réznych technik. Proponowane sg dwa podej-
Scia: programowanie liniowe (PL) poprzez wprowadzenie “sztucznej” funkeji
celu lub specjalizowany algorytm o ztozonosci O(d?>m?).

Przeksztalcenie w zadanie PL wymaga sprecyzowania funkcji celu. Pro-
ponowane sa m.in.: (1) z(xz) = 0, tzn. funkcja stala réwna zero, (2) z(z) =
Yieti Tis 3) 2(%) = Yjer, ., Rjzj, gdzie R; jest liczbg losowy o roz-
ktadzie U(0,1), (4) dowolne inne. Zadanie PL mozna rozwiaza¢ procedura
cplex. Liczba rozwiazywanych zadan PL jest w praktyce duzo mniejsza niz
n — d bowiem rozwigzanie z* pojedynczego zadania PL zwykle dostarcza
pewien wigkszy zbiér sktadowych zerowych K = {j : 2} = 0}, z ktérego
wybierane sa elementy j* w Kroku 3 w kolejnych iteracjach; nastepne wywo-
tanie procedury PL jest realizowane dopiero po wyczerpaniu elementéw tego
zbioru. Wybor elementéw z K odpowiada wstepnemu uporzadkowaniu zbio-
ru przy uzyciu pewnej reguly: (a) malejacych wartodci norm || v; ||oo, j € IC,
(b) malejacych wartosci norm || v; [|2, j € K, (c) losowo, (d) stosujac po-
mocniczy algorytm przyblizony do oceny wyniku uszeregowania czesciowego
zadan z KC; polecany jest algorytm NEH, (e) optymalnie wéréd wszystkich
permutacji na zbiorze K z kryterium pomocniczym || Z;?:l vj .

Niech ¢ bedzie taczna liczbg zadan LP rozwiazywanych w trakcie pracy
algorytmu SEV, dostarczajacych zbioréw Ky ..., K, z zerowymi sktadowy-
mi w podanej kolejnosci. Realizacja wariantu (e) oparta na ocenie wartosci
funkcji celu dla permutacji czeéciowej odpowiednich zadan jest NP-trudna,
za$ wynik silnie zalezy od historii, tj. od zbioréw poprzedzajacych I i ich
uporzadkowan. Nieco tatwiejszy do analizy jest wariant bazujacy na poda-
nej normie sum czeéciowych. Sprowadza si¢ on do wyznaczenia permutacji
zlozonej m = myma ... m, takiej, ze

k
i - 12.4
min max || j;vm I (12.40)

gdzie m; = (m;(1),...,m(k;)) jest permutacja na zbiorze K¢, k; = |K;|. Pro-
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blem ten mozna dekomponowaé na cigg probleméw pomocniczych postaci

k
rr}riin max || vo + va(j) | (12.41)

1<k<k; =

gdzie vy = 23'21 Vg(j), O = TIT2 ... Ti—1, t = ;;11 k;. Permutacje minima-
lizujaca mozna otrzymaé poprzez zlozenie (konkatenacje) permutacji cze-
sciowych 7} otrzymanych przez rozwiazanie probleméw pomocniczych dla
1 = 1,...,q. Pomijajac technika przegladu zupelnego, wymagajaca czasu
rzedu O(Z}I»:l k;!), mozna skonstruowaé efektywniejszy algorytm programo-
wania dynamicznego o zlozonosci O(37_; kf?kl) Wykorzystuje on zaleznosé
rekurencyjng postaci

C(L,i) = max{_min C(L\ {i},5), | vo+ 3 v I}, (12.42)
jEL\{i} =

liczong dla ¢ € L oraz L C K;, z zerowymi warunkami poczagtkowymi.

Analiza eksperymentalna nie potwierdza by algorytm SEV byl konku-
rencyjny do NEH w sensie jakosci generowanych rozwiazan, choé¢ dla duzych
n n > 1000 oferuje krétszy czas obliczen. Nie stwierdzono takze istotnych
roznic pomiedzy implementacjami algorytmu SEV. Mimo iz relacja algoryt-
mu SEV do innych znanych algorytméw nie zostata doktadnie zbadana, btad
do NEH na poziomie 5-25% sugeruje wynik negatywny tej oceny.

12.13 Podejscie sieciowo-neuronowe

Opisana metoda 228 moze by¢ stosowana do probleméw, w ktérych roz-
wiazanie jest reprezentowane permutacja (w tym réwniez przeplywowych
probleméw permutacyjnych), niezaleznie od postaci funkcji celu oraz ogra-
niczen. Nie jest ona realizacja sprzetowag algorytmu w sensie stricte choé
odwotuje sie do analogii majacych swoje Zrodto w technice sieci neurono-
wych. Czytelnik tatwo zauwazy, ze programowa implementacja algorytmu
jest mozliwa, co wiecej bardziej uzasadniona i nieskomplikowana. Algorytm,
zwany dalej NN, jest adaptacyjny i dedykowany do pracy w systemach czasu
rzeczywistego przy dynamicznym napltywie zadan z pewnego ustalonego a
priori zbioru zadan produkcyjnych.

Wybdr kolejnoéci wprowadzania zadan oczekujacych w kolejce do sys-
temu (permutacja indekséw zadan) jest dokonywany on-line przez sztuczna
sie¢ neuronowg wstepnie wytrenowang. Uczenie sieci przeprowadzane jest
w trybie off-line oraz w trakcie bezczynnosci sieci w oparciu o losowe lub
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Rysunek 12.9: Architektura systemu szeregowania.

realne przyktady probleméw, w szczegélnosci w oparciu o dane zadan cha-
rakterystycznych dla systemu wytworczego, w ktérym sie¢ zainstalowano.
Celem uczenia jest wytworzenia w pamieci dlugoterminowej skumulowanej
reprezentacji wiedzy o optymalnych decyzjach szeregowania zadan. Pamigé
dtugoterminowa stanowi baze wiedzy dla operacyjnej pamieci krotkotermi-
nowej uczestniczacej bezposrednio w podejmowaniu decyzji o postaci usze-
regowania. Architektura kompletnego systemu przedstawiona jest na Rys.
12.9.

Uczenie sieci

Uczenie przebiega z udzialem eksperta (E), ktérego funkcje spelnia al-
gorytm doktadny danego problemu lub algorytm przyblizony o duzej do-
ktadnosci, np. zaprojektowany w technice B&B, TS, SA, GA. Generowany
jest ciag k przykladéw uczacych (np. seria losowych instancji) o rozmiarze
n zadan m maszyn. Kazdy z tych przyktadéw jest rozwigzywany algoryt-
mem E dostarczajac rozwigzania wzorcowego m° wraz z odpowiadajaca mu
warto$cia kryterium, np. Chax(7®), s = 1,..., k. W opisanym przypadku
uczenie polega na wytworzeniu macierzy wag W, «, dla potaczen neuronéw,
mianowicie

W=w'+w?+. . +WwF (12.43)

gdzie W¥ jest macierza n x n stworzong dla s-tego przykladu uczacego.
Proponuje si¢ zero-jedynkowe wartosci elementéw macierzy W?#, to znaczy

W;S(j)ﬂ's(j+1) == ]., ] == ]., e, — 1, (1244)

oraz zero w pozostalych przypadkach. Taka definicja wag odpowiada znanej
technice wzmacniania korzystnych potaczen neuronalnych, w tym przypad-
ku wynikajacych z kolejnosci bezposredniego wystepowania po sobie zadan
w rozwiazaniu optymalnym lub bliskim optymalnemu. Jesli dlugosé ciagu
uczacego zmierza do nieskonczonoéci to macierz W powinna raczej repre-
zentowadé czestosci zamiast wartosci bezwzglednych.

Generowanie rozwigzania

Niech 7 C J bedzie zbiorem zadan aktualnie oczekujacych w kolejce do
systemu (podlegajacych uszeregowaniu). Naszym celem bedzie ustalenie se-
kwencji wejsciowej zadan reprezentowanej permutacja o elementéw z Z. Bez



12.13. PODEJSCIE SIECIOWO-NEURONOWE 263

Rysunek 12.10: Budowa sieci neuronowej.

straty ogdlnosci rozwazan mozemy zatozyé, ze Z = J. Proponuje sie zasto-
sowanie sieci neuronowej dwu-warstwowej, dwu-kierunkowej, posiadajacej n
neuronéw w kazdej warstwie, przy czym kazdy neuron jednej warstwy posia-
da potaczenia z wszystkimi neuronami warstwy drugiej, Rys. 12.10. Warstwy
te oznaczono odpowiednio P (poprzednik) oraz S (nastepnik). Doktadniej,
polaczenia maja postaé¢ tuku skierowanego (i,7), j # ¢, 1 € P, j € S, przy
czym polaczeniom przypisano wagi u;j; poczatkowo wu;; = W;; oraz wagi u;;
moga ulega¢ zmianie w trakcie pracy sieci. Dodatkowo wprowadzamy zwrot-
ne tuki skierowane (j,7), j € S, i € P, i = j. Permutacja o odpowiada cy-
klowi potaczen pomiedzy neuronami (o(j),0(j+1)), o(j) € P,o(j+1) € S,
j=1,...,n—1, (o(n),o(1), w ktérym polaczenia zamykajace cykl wykony-
wane sg przez krawedzie zwrotne. Proces generowania rozwiazania wymaga
ogolnie kilku iteracji pracy sieci, przy czym kazda iteracja obejmuje dwie
fazy odpowiadajace pobudzeniu warstwy P oraz “odpowiedzi” warstwy S,
po ktérych nastepuje analiza dopuszczalnosci uzyskanego rozwiazania. Nie-
dopuszczalnosé uzyskanego rozwiazania implikuje korekcje wag oraz kolejna
iteracje. W pierwszej fazie pobudzane sa wszystkie neurony z P. Pobudze-
nie neuronu ¢ € P jest propagowane przez dokladnie jedno potaczenie, o
najwiekszej wadze u;j, sposréd tych wychodzacych z 7 i prowadzgcych do
warstwy S (strategia “zwycigzca bierze wszystko”). W konsekwencji pewne
neurony w warstwie S (niekoniecznie wszystkie) moga uzyskaé¢ pobudzenie
pochodzace od jednego lub kilku neuronéw z P. W fazie drugiej kazdy pobu-
dzony neuron warstwy j € S generuje “odpowiedz”, wybierajac potaczenie
po tylko jednym z wczedniej aktywowanych potaczeni, mianowicie to posia-
dajace najwigksza wage wu;; sposréd polaczen aktywnych konczacych sie w j.
Rozstrzyganie niejednoznacznosci dokonywane jest losowo (rywalizacja). W
koncowym efekcie, dla kazdego neuronu z S co najwyzej jedno potaczenie po-
chodzace z pewnego neuronu z P staje sie aktywne (pozwala na propagacje
pobudzenia). Pobudzone neurony w warstwie S skojarzone z odpowiedni-
mi neuronami w warstwie P, do ktorych powrécita odpowiedz, wyznaczaja
pewna sekwencje poprzedzania zadan. Moze ona by¢ kompletna (zawiera
wszystkie zadania) lub czesciowa oraz dopuszczalna lub tez niedopuszczalnag
(tworzaca lokalne cykle poprzedzan). Jesli sekwencja ta jest czesciowa i do-
puszczalna to wszyskie polaczenia utworzone w tym kroku staja sie trwale.
Dla kazdego trwalego polaczenia (i,75), i € P, j € S przyjmujemy u;s = 0,
s=1,...,n,s# joraz us; =0, s =1,...,n, s # i, aby zapobiec aktywacji
innych ich potaczen w kolejnej iteracji. Jesli natomiast polaczenia te two-
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rza niedopuszczalna sekwencje poprzedzania, to wage dowolnego (jednego),
wybranego losowo potaczenia ustalamy na pewnym niskim poziomie, aby
zapobiec jego powtérnemu wyborowi. Iteracje pracy sieci sa powtarzane do
chwili uzyskania kompletnej dopuszczalnej sekwencji poprzedzania. Jest ona
reprezentowana cyklem potaczen w sieci z Rys. 12.10 obejmujacym wszystkie
neurony obu warstw. Poniewaz otrzymana sekwencja poprzedzania odpowia-
da pojedynczemu cyklowi poprzedzania zawierajacemu wszystkie zadania i
nie precyzuje, ktére konkretne zadanie ma byc pierwsze w o, sprawdzane
jest n permutacji otrzymanych przez cykliczne przesuwanie sekwencji po-
przedzania w celu wyznaczenia permutacji z najmniejsza wartoscia funkcji
celu.

Istnieje kilka zalet omawianego podejscia: duza szybko$é¢ pracy, mozli-
woéé¢ “dostrojenia” do specyficznej klasy przyktadéw praktycznych, do pro-
bleméw z réznymi kryteriami i ograniczeniami, oraz mozliwo$é implemen-
tacji sprzetowej. Jest oczywistym, ze jakos¢ tego podejécia zalezy od dtu-
gosci 1 jakoSci procesu uczenia. Badania eksperymentalne przeprowadzone
w pracy 228 dla losowej serii przykladéw pokazuja dos$é szybkie uczenie
sie sieci oraz stabilizacje wiedzy dla wiekszych dlugosci ciggéw uczacych.
Niestety zbyt maly zakres wykonanych tam badan dla problemu F*||Ciax
nie gwarantuje odpowiedniej wiarygodnoéci wyciagnietych wnioskéw. Blad
wzgledny na poziomie 1.5-2.5% do rozwiazania optymalnego dla problemu
F*2||Cpax byl osiagany po wytrenowaniu ciagiem uczacym zawierajacym
160 przykiadéw dla probleméw o rozmiarze n < 45. Chociaz pomyst za-
stosowania NN dla problemu F*2||Cpax wydaje sie kontrowersyjny, to jest
on calkiem uzasadniony juz dla problemu F*2|| Y C; oraz jego pochodnych.
Dla 10 losowo wybranych przyktadéw problemu F*||Cpax 0 wiekszym roz-
miarze, n < 20, m < 7, algorytm NN byt najszybszy sposrdéd podejsé DS,
NEH (przy nieefektywnej implementacji NEH), GA oraz najdokladniejszy
wsréd wielu algorytméw kostrukeyjnych, DS i NEH. Niedoscignione jako$cia
wyniki otrzymywane przez GA sktonily autoréw pracy 228 do zapropono-
wania algorytmu hybrydowego NN+GA, w ktérym NN generuje “celowana”
populacje poczatkowa dla GA zamiast zwykle uzywanej poczatkowej popu-
lacji losowej. Otrzymane wyniki dla NN+GA sa lepsze od czystego GA w
tym sensie, ze otrzymano nieznacznie szybszg zbieznosé w poczatkowej fa-
zie algorytmu hybrydowego (co wydaje sie oczywiste) przy nie zmienionym
zasadniczo znacznym czasie dziatania algorytmu GA.
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12.14 Uwagi

Rozleglosé badan dotyczacych probleméw przeplywowych spowodowata
utworzenie biblioteki testow numerycznych zawierajacych szczegdlnie trudne
przyklady o rozmiarze od 1,000 do 10,000 operacji (500 zadan 20 maszyn)
306,358 dostepnej takze w Internecie 31. Ocene wtasnosci nowo projekto-
wanych algorytméw dla probleméw tej klasy przeprowadza sie poprzez po-
rownanie wynikéw otrzymywanych przez rézne algorytmy dla tych samych
testéw. Niezaleznie od powyzszego, pewne inne ogoélne tendencje sa obser-
wowane w badaniach klasycznych probleméw przeptywowych.

Po pierwsze, schemat B&B nalezalo by raczej traktowaé jako kosztowne
narzedzie do generowania dobrych rozwiagzan referencyjnych wykorzystywa-
nych przy ocenach algorytméw przyblizonych, niz jako podstawows metode
rozwiazywania. Graniczna liczba operacji (n X m, poza ktéra schemat ten
przejawia eksplozje obliczen, wydaje sie by¢ obecnie wielko$¢ 500, prég ten
wyznacza racjonalne granice stosowalnosci B&B do rpoblemu F*||Chyax.

Po wtore, dos¢ liczna klasa metod przyblizonych doczekala sie w ostat-
nich latach teoretycznych analiz dokladno$ci, patrz Tab. 12.1, choé¢ nie wszyst-
kie gérne ograniczenia wspotczynnika najgorszego przypadku sa osiagalne.
Zwykle, ranga algorytmu uzyskana w teoretycznej ocenie najgorszego przy-
padku odpowiada randze wynikajacej z analizy eksperymentalnej, cho¢ war-
tosci obserwowanych bledéw sa krancowo rézne. Przykladowo, Algorytm
CDS, posiadajacy teoretyczna gwarancje btedu S€PS réwna [m/2], w prak-
tyce generuje rozwiazania z przecietnym bledem wzglednym S¢P9 okoto 1.25
, prawie niezaleznie od m. Zaréwno analiza eksperymentalna jak i teoretycz-
na potwierdzaja, ze w klasie algorytméw konstrukcyjnych najlepszym jest
NEH. W praktyce dostarcza on rozwiazan z przecigtnym bledem wzglednym
SNEH w przyblizeniu 1.05. Niektére algorytmy poszukiwan lokalnych typu
DS uzyskaly teoretyczne oceny dokladnosci, patrz algorytmy RACS, RA-
ES w Tab. (12.1), poprzez “zablokowanie” mechanizmu popraw lokalnych,
wystepujacego dla pewnych klas przyktadéw. Jak do tej pory nie ma analiz
teoretycznych dla innych klas algorytméw LS, zas w analizie eksperymen-
talnej zachowuja sie one dobrze lub bardzo dobrze.

Uzyskiwanie rozwiazan bardzo bliskich optymalnym jest mozliwe tylko
przy uzyciu iteracyjnych metod przyblizonych, opartych na technikach LS.
Opierajac sie¢ na wynikach literaturowych i pracach wtasnych, wyciagnieto
nastepujace wnioski dotyczace problemu F*||Cpax 1 pokrewnych. Rutynowa
technika SA nadaje sie dobrze do umiarkowanej poprawy jakosci rozwigza-
nia lub do probleméw o nieznanych (niezbadanych dotychczas) wlasnosciach
szczegdlnych. Dla SA osiagniecie wysokiej doktadnosci zwykle pociaga za so-
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y A ﬂA ﬁA
Crax dowolny m m
R /2] /2]
CDS [m/2] [m/2]
RA m/v2+ O(1/m) m/v2+ O(1/m)
RACS,RAES m/v2+ O(1/m) m/v2+ O(1/m)
P m/V2+ O(1/m) m/V2+ O(1/m)
NEH m/v2+ O(1/m) (m+1)/2
HR m/v2+ O(1/m) m/v2+ O(1/m)
G m—1 m —1
TG (m+1)/2 (m+1)/2
TIE.M m m
KS1,KS2 m m
CDS+HC m/2 [m/2]
T/Yk [m/k17"™* (Crnasx) [m/K1n"*(Cinax)
% > C dowolny n n
SPT m m
RCo 2m/3+1/3 m
RCo,m=2 1.908 2
RC1,RC2 n n
RC3 2m/3+1/(3m) n
RC3,m=2 1.577 n
HK,m=2 2b/(a+b) 20b/(a+0)
KS1,... ) KS5 n—1 n
R,CDS+API n—2-4/(n+2) n
CDS+NPI n/3 n
> wiC; dowolny 1+ (n—1)(w/w) 1+ (n—1)(w/w)
CDS,G,P,RA,
CDS+HC,G+HC,
P+HC,RA+HC 1+ (n—1)(w/w) 1+ (n—1)(w/w)
F m m
Q/X [m/ﬂn ( Csum) [m/2]7™* (Cisum)
T/Yk [m/k1n** (Coum) [m/k]1n** (Csum)

Tabela 12.1: Dolne n*

i gbrne 74 ograniczenia wartoéci wspélezynnika naj-

gorszego przypadkuinA algorytméw A dla réznych kryteriéw szeregowania

v
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ba nieakceptowalnie dlugi czas obliczen przebiegu, zwielokratniany przez ko-
niecznos$¢ powtarzania przebiegow ze wzgledu na losowy charakter metody.
Podobna opini¢ mozna wystawié¢ dla RS, SJ, GS oraz wielu podobnych. Nie-
ktére inne techniki, jak na przyktad AS, NN, AIS, jak dotychczas nie staly sie
konkurencyjne nawet do wspomnianych przed chwilg. Aktualnie zdecydowa-
nie najkorzystniejsze wyniki otrzymuje sie dla metod poszukiwan lokalnych
opartych na technice TS z wykorzystaniem wtasnosci blokowych. Pozwalaja
one rozwiazywaé testy “biblioteczne” z przecietnym bledem wzglednym ST
okoto 1.1 w czasie minut na PC.






13

Zaawansowane problemy
przeplywowe

Problemy przeplywowe z poprzedniego rozdzialu stanowia jedynie nie-
wielka probke zagadnien o praktycznej stosowalnosci. Zdecydowania czesciej
wystepuja problemy nietypowe, z ogélniejsza funkcja celu oraz dodatkowymi
ograniczeniami. W tym rozdziale przedstawimy niektére wyniki dotyczace
probleméw z addytywna, regularng funkcja celu, probleméw z ogranicze-
niami NS (brak miejsc skladowania), LS (buforowanie), ZW (bez czeka-
nia), ograniczona pojemno$¢ systemu, transport i przezbrojenia, z kryterium
opartym na czasie cyklu, oraz innych.

13.1 Kryterium regularne, addytywne

Problemy przeptywowe z addytywna funkcja celu wymagaja specyficz-
nych podejsé i algorytméw, krancowo odmiennych od tych dla probleméw z
kryterium Cihax. Ponizej podamy kilka z nich polecanych jako metody przy-
blizone. Wiele z tych metod odwotuje sie do czasow oczekiwania zadan, prze-
stojow pomiedzy zadaniami, dopasowania zadan, skojarzenia zadan, przerw
pomiedzy zadaniami. Przykladowym algorytmem popraw jest HC' propono-
wany w 344 dla problemu z ogélna funkcjg kryterialng i testowany dla kry-
teriow Sredni czas przeplywu, érednie wykorzystanie maszyn oraz diugosé
uszeregowania Algorytm ten opiera si¢ na filozofii przerw pomiedz zadania-
mi. Chociaz filozofia przerw pochodzi zasadniczo do probleméw z kryterium
Chax, algorytm HC byl formulowany i polecany dla dowolnego kryterium re-
gularnego. Zagregowana przerwa pomiedzy zadaniami jest definiowana jako

269
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dft = s tdliok, gdzie df = pry1; — prj jest przerwa oraz

1 if d
k _
5ii_{ 0.97=kE-L 0.1 if dk <o (13.1)

@5

jest wspélczynnikiem dyskonta, k = 1,...,m — 1, 7,7 = 1,...,n. Dzielac
zbior {1,...,m — 1} na podzbiory M;; = {1 < k < m : pgy1,; > p;j} oraz
Lij ={1 <k <m:ppy1; < prj} mozemy wyrazic df-} w innej réwnowazne;j
postaci, wygodniejszej dla naszych zastosowan

D digt——2 > djlm—2-k+1)+01 Y dy

keM;; kEL” keL;;
_ k
= D dy-—— > dj
k‘EMijULz‘j kGLU
m—1 m—1
= Drivi— Y DPhj— p— Z dy;
k=1 k=1 keL”
0.9
m—1 m—1
=b" ey - — (k — 1) (Pkt1,i — Prj) (13.2)
m — 2
k€L;j
) ~1 -1 ~1 ~1 ;
gdzie ai"" = Y0 pet, b = Y0y Pm—stit, t = 1,...,n sa czasami

wykonywania dla (m —1)—szego dwu-maszynowego problemu pomocniczego
zywane w algorytmie CDS. Zauwaz, ze ostatnia suma w (13.2) moze by¢
wykonana dla re-definiowanego zbioru L;; = {1 < k < m : ppq1; < prj}
poniewaz element dla & = 1 ma wae zero. Algorytm HC moze by¢ zapisany w
nastepujacej zwartej postaci. Niech 7 = (7(1),...,m(n)) bedzie poczatkowa
permutacja na J. Oznaczmy przez 7(,,) permutacj¢ otrzymang 7 poprzez
wymiane zadan w pozycjach x oraz y. Podstaw poczatkowo a = 1,b = n.

Algorithm HC

1. Jesli b = a + 2 to podstaw 7€ := 7 i stop.

2. Wyznacz wartoéci X,Y oraz indeksy g,h (a < g < b,a < h < b) takie,
Inln{d () -0 <J < b}.

3. Jesli (X >0) VY <0)A(X|>Y]) V(X <0)AY >0)A(|X] <
|Y'|)) to przejdz do 4, inaczej przejdz do 5.
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4. Podstaw a := a + 1. Jesli K(m(,4)) < K(7) to podstaw 7 := 7, ). 1dZ
do 1.

5. Podstaw b := b — 1. Jesli K (7)) < K(7) to podstaw m := m, ). 1dz
do 1.

W kazdej iteracji HC' potrzebujemy 2(b — a — 1) wartosci df(a)ﬂ(j) oraz
df(j)w(b), j=a+1,...,b—1. Poniewaz w kazdej iteracji dokladnie jeden z
dwdéch indekséw a lub b zmienia swojg wartos¢, catkowita liczba wartosci dg-
uzywanych we wszystkich iteracjach jest réwna (n —2)+ (n—3)+...+1=
(n? —n — 2)/2. Wartoéci te moga by¢ obliczane na zadanie. Algorytm HC
ma zlozonoéé obliczeniowa O(n?m) ! i wymaga pomocniczego algorytmu
przyblizonego do przygotowania permutacji poczatkowej. Wersja oryginalna
HC uzywa w tym celu CDS.

Kazdy algorytm popraw (w tym takze HC') moze by¢ modfikowany na
kilka sposobdéw. Po pierwsze, uzywajac innego szybkiego algorytmu kon-
strukcyjnego do generacji rozwigzania poczatkowego — w tym celu propo-
noweane sa specjalne reguty priorytetowe, znane juz funkcje priorytetu, lub
inne algorytmy konstrukcyjne opisane w poprzednim rodziale. Po wtore,
wspierajace procedury popraw 204 API, NPI, INS sa dotaczane na koncu
algorytmu. Chociaz API przejawia powazne wady dla kryterium Ciqq, 27,
wciaz pozostaje najbardziej popularna metoda popraw gléwnie dla innych
niz Chuaq kryteriéw. (Najbardziej polecanymi dla Cy,q, sa IN S oraz pewne
jego poprawione warianty.)

Inne algorytmy przyblizone, oznaczone tutaj RC1, RC2, RC3, RCo, za-
proponowano dla problemu z kryterium C,,,. Moga one by¢ interpretowane
jako dynamiczne reguty priorytetowe, ktére operuja na zbiorze zadan juz
uszeregowanych () oraz zadan jeszcze nieuszeregowanych (U = J\S). Za-
dania ze zbioru S tworza permutacje czgSciowa o, oraz niech Cj, () 0znacza

termin zakonczenia ostatniego zadania w S na maszynie i,i =1,...,m,d =
|S|. Permutacja cze$ciowa oj, rozszerzona o zadanie j, gdzie j € U, do-
starcza terminéw zakonczenia tego zadania réownych Cij = Cisg) + pijs

Cij = max{Cj,(qy, Ci~1,5} + pij, i = 2,...,m,. Kazdy z ponizszych algoryt-
moéw wybiera jako kolejne do ustawienia bezposrednio za o zadanie k € U z
najmniejsza wartoscig priorytetu:

RC1 w;c = Z:’Z;Q maX{Cifl,k - Ci,a(d)v 0}7

I

RC2 : w=%1", ‘Ci—l,k ~ Cioa)

!Efektywna implementacja NEH Jest takze O(n2m). NFEH wykazuje w analizie eks-
perymentalnej dobra jakosé takze dla Csym,.
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RC3 : wg’ = Z?;Q Ci—l,k - Ci’g(d)‘ + Z?il Ci,k-

Niejednoznacznoéci sa rozstrzygane przez wybér zadania majacego najwcze-
$niejszy termin zakonczenia na ostatniej maszynie. Algorytm RCo wykorzy-
stuje zbior priorytetowych regut statycznych.

RCo : Wybierz 772 taky, ze C gy (771C°) = Milye(rl  xm} Csum (), gdzie
¥ jest otrzymany przez uporzadkowanie zadan w kolejnoéci niemale-
jacych wartosci priorytetu wp; = Yotimin{m — i+ 1,m — k + 1}p;;.

Algorytmy RC1, RC2, RC3 maja ztozonoéé obliczeniowa O(n?m), podczas
gdy RCo ma O(nm?).

Algorytm RC1 jest szczegdlnym, uproszczonym przypadkiem algoryt-
mu KS52. KS2 nalezy do grupy regul dynamicznych opartych na pojeciu
opoznien. Niech o, j, d, Ci5(q), Cij beda wielkosciami jak dla algorytméw
RC1-RC3. Najpéiniejszy termin zakohczenia zadania j jest réwny D;; =
Cmj — > tiv1 Psj- JeSli Cipqy < Dij — pij to méwimy, ze istnieje opdZnienie
pomiedzy o(d) orz j na maszynie i. Poniewaz termin rozpoczecia zadania j
na maszynie ¢ moze by¢ wybrany z przedziatu [Ci; —pij, Dij —pij], zatem jesli
Ci; < D;j to mozna dokona¢ redukceji pewnych opéznien. Niech a; bedzie
najmniejszym indeksem i, 1 < ¢ < m takim, ze Ci,(q) = Dij — pij, zas b;
niech bedzie najwiekszym indeksem spelniajacym podany warunek. Oczy-
wicie aj < bj. Wielko$é Egi_ll(Dsj —psj — Cso(a)) jest tacznym opdéZnieniem
koricowym, ktére moze byé zmniejszone do wartosci Zzi_l (Csj—psj—Cso(a))
przez odpowiedni wyboér terminéw rozpoczecia zadania j na maszynach
1,...,a; — 1. Wartos¢ Z;r;bﬁl(Csj — psj — Csg(ay) jest tacznym opdZnie-
niem poczgtowym, ktore jednakze nie moze byé¢ zredukowane. W literaturze
zaproponowano takze nastepujace reguly dynamiczne wybierajace zadanie
k z minimalna wartoscia priorytetu:

KS1 : wiSt = > it +1(Cik — pik — Cig(q)) (catkowite op6znienie poczat-
kowe),

KS2 : wl5? = " (Cy. — pix — Cis(q)) (catkowite opdéznienie pomigdzy
zadaniami),

KS3 : wis3 = Z?ﬁfl(Dik — Pik — Cig(q)) (calkowite opéznienie konicowe),

KS4 w,ﬁ(s‘l = 229 i(Cik — pit — Cis(a)) (calkowite wazone opéznienie

pomiedzy zadaniami),

KS5 : wi%5 = -3 (D, — Cyt,) (maksymalna oszczednoéé przy przesu-
nieciu w lewo).
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W celu uzyskania lepszej jakosci rozwiagzania algorytmy sa nastepnie mo-
dyfikowane tak by kazde zadanie bylo poczatkowym zadaniem sekwencji,
tzn. algorytm jest powtarzany n-razy, startujac z permutacji o = (j) dla
kolejnych j = 1,...,n. Algorytmy te maja ztozonoéé O(n>m).

Ostatnio zaproponowano algorytm R dla wielokryterialnej wersji pro-
blemu z kryteriami C,q; oraz Cgym. Algorytm ten sklada sie zasadniczo
z trzech faz: (1) startuje z 7¢P9, (2) stosuje procedure API aby popra-
wi¢ 7¢PS uzywajac kryterium Cpuqz, (3) stosuje ograniczong rocedure AP,
ktéra akceptuje tylko te rozwiazania, ktére popawiaja kryterium Ch,g, lub
Csum- Szczegdly fazy (3) nie beda dyskutowane dokladniej, bowiem nie zmie-
niaja one oceny najgorszego przypadku, lecz jedynie ocene eksperymentalna.

Zlozenie algorytméw A oraz B gdzie algorytm B startuje z permutacji
generowanej przez algorytm A, bedziemy oznacza¢ A + B.

13.2 Modelowanie dodatkowych ograniczen

W praktyce obok problemoéw przeptywowych odpowiadajacych modelom
postawowym rozpatrywanym w Rozdz. 12 pojawiaja sie problemy bardziej
zlozone. Najczesciej sa one pochodnymi zagadnienia podstawowego otrzy-
manymi poprzez wprowadzenie dodatkowych ograniczen o réznym charak-
terze. Niekiedy jeden problem posiada réwnoczesnie kilka klas (rodzajow)
ograniczen. Niektore z nich moga by¢ modelowane poprzez nieznaczne roz-
szerzenie modelu podstawowego przy rownoczesnym zaadaptowaniu modelu
grafowego. Znajomos¢ tych technik jest zwykle pomocna zaréwno do bada-
nia szczegdlnych wlasnosci problemu jak i do projektowania odpowiedniego
algorytmu rozwiazywania. Biorac pod uwage, ze podane ponizej szczegblne
problemy szeregowania maja zbidr rozwiazan reprezentowany zbiorem per-
mutacji, szereg opisanych poprzednio metod (np. SA, SJ, TS, GS) moze
by¢ bezposrednio zastosowanych do rozwiazywania. Ztozono$é¢ obliczeniowa
odpowiednich probleméw szczegblnych zawarta zostata w Tab. 77.

Relacja poprzedzan

Wprowadzenie technologicznej relacji poprzedzania R zadan na kazdej
maszynie w formie Cy; < Sy, i =1,...,m, (j,k) € R, implikuje, ze permu-
tacje dopuszczalne muszg by¢ porzgdkami topologicznymi 69 w grafie skiero-
wanym (J,R). Wyznaczenie wartosci funkcji celu dla danej dopuszczalnej
7 oraz model grafowy G(7) z Rys. 12.1 nie ulegaja zmianie. Sprawdzenie
dopuszczalnosci danej permutacji m mozna wykonaé¢ w czasie O(|R|). Wpro-
wadzenie relacji zwykle poprawia szybkosé¢ zbieznosci algorytméw (takich
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jak na przykltad B&B, LS, DS, TS, AMS) pozwalajac eliminowaé¢ znaczne
liczby rozwiazan niedopuszczalnych. Z tego tez wzgledu poktadano duze, lecz
niespelnione, nadzieje w tak zwanych kryteriach eliminacyjnych, jako narze-
dzia wspomagajacego rozwdj schematu B&b. Dalej, dla R # () metody DS,
SA, TS, AMS zachowuja sie istotnie korzystniej, lecz moga traci¢ wlasnosé
styczno$ci. W innych metodach, takich jak na przyktad GS, pewien problem
moze sprawiaé¢ generowanie permutacji dopuszczalnych wymagajace z kolei
zaprojektowania specyficznych operatoréw genetycznych.

Maszyny o nieograniczonej przepustowosci

Pojecie przepustowosci maszyny jest wygodnym narzedziem do mode-
lowania i analizowania niektérych proceséw rzeczywistych, szczegblnie w
kontekscie systemow sterowania OPT, strategii SQUEZEE, oraz relaksacji
prowadzacych do konstrukecji dolnych ograniczen gtéwnie w schemacie B&B.
Moéwimy, ze maszyna ma przepustowosé k jesli w dowolnym momencie czasu
moze wykonywaé nie wiecej niz k zadan réwnoczesnie (definicja to odpowi-
da pojeciu m-procesora z pracy 364). Pojedyncza maszyna tradycyjnie ma
przypisana przepustowos¢ jednostkowa. Maszyne o przepustowosci k wygod-
nie jest interpretowac jako stanowisko zawierajace k identycznych maszyn
rownolegtych. W obu przypadkach wymagane jest szeregowanie zadan do
przed stanowiskiem. Z kolei za maszyne o nieograniczonej przepustowos$ci
mozna uwazac:

e urzadzenie, ktore w sensie fizycznym pozwala obshuigiwaé jednoczesnie
dowolnie wiele zadan, np. piec grzewczy,

e maszyne o ograniczonej przepustowosci, dla ktérej czas trwania jest
nieporéwnywalnie maly w stosunku do maszyn sasiednich przez co nie
obserwuje sie wystepowania kolejki,

e zbiér urzadzen fizycznych, identycznych funkcjonalnie i o tak duzej
licznosci, ze operacje realizowane na tych urzadzeniach nie muszg by¢
szeregowane,

e maszyne otrzymana poprzez zagregowanie (polaczenie) podzbioru ko-
lejnych maszyn o nieograniczonej przepustowosci,

e maszyne fikcyjna realizujaca proces wymagajacy uptywu czasu lecz nie
angazujacy urzadzenia w sensie fizycznym (operacje starzenia, schnie-
cia, dojrzewania, chlodzenia, itp.).
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1 2 3 8

4 5 6 7 8
O O O O O
@

Rysunek 13.1: Modelowanie maszyn o nieograniczonej przepustowosci

Ostatnia interpretacja pozwala traktowaé termin gotowosci r; (head) za-
dania implikujacy ograniczenie r; < Si;, j € N, jak wykonywanie fik-
cyjnej operacji zadania na maszynie o nieograniczonej przepustowodci, o
czasie trwania operacji réwnym terminowi gotowosci. Podobnie zgdany ter-
minu zakofczenia d; zadania wystepujace w kryteriach Lyax, Tmax, itp.
pozwala poprzez przeksztalcenie qj = d; — K, gdzie K = maxigj<n d;
sprowadzi¢ problem do tego z kryterium Clay. Istotnie bowiem Ly.x =
maxi<j<n(Cj + ¢j) — K. Warto$é¢ ¢; (tail) moze by¢ traktowana jako czas
wykonywania operacji na maszynie o nieograniczonej przepustowosci.
Problemy zawierajace maszyny o nieograniczonej przepustowosci zacho-
wuja swoje wlasnosci zwiazane ze $ciezka krytyczna w grafie (dla probleméw
Crnaxs Lmax, fmax, itp) oraz wlasnosci eliminacyjne dotyczace blokéw zadan.

Transport

System transportu przemieszcza zadania pomiedzy maszynami. W wielu
przypadkach praktycznych przepustowos$é¢ systemu jest tak duza, ze mozna
go traktowaé jak maszyne o nieograniczonej przepustowosci. Jednak zamiast
modelowaé transport techniks opisang w punkcie poprzednim, co zwiek-
sza niepotrzebnie rozmiar modelu grafowego, wystarczy obciazy¢ krawedzie
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“pionowe” grafu G(m) wartociami t;;, i =1,...,m—1, j =1,...,n, gdzie
t;j czas transportu zadania j pomigdzy maszynami ¢ oraz ¢ + 1. Transport
przygotowawczy to; oraz zakonczeniowy t,,; moze by¢ modelowany badz
przy uzyciu techniki opisanej poprzednio, badz jako obciazenie dodatkowe;j
krawedzi ((0,0),(1,7)) oraz ((m,j), (*,%)), gdzie (0,0) jest dodatkowym,
wspllnym, sztucznym, wezltem poczatkowym grafu zas (x,*) odpowiednim
weztem koncowym. Przypadek ¢;; > 0 ma naturalne uzasadnienie prak-
tyczne. Przypadek t;; < 0 odpowiada zezwoleniu na “nakladanie” (overlap)
kolejnych operacji zadania, lub tez na rozpoczecie kolejnej operacji zadania
z pewnym poélizgiem czasowym w stosunku do rozpoczecia operacji biezacej
a przed jej ukonczeniem (time lag).

Ujemne czasy transportu moga by¢ usuniete z problemu. Rozwazmy
przypadek t;; # 0,4 = 1,...,m — 1, j € N. Ze zmodyfikowanej wersji
wzoru (12.4) mamy

i Ju

Ciw(j): . _max Z( Z puw(v)"'tmr(ju))' (133)

1<jo<1 <. <ji <
IIORINX RIS u=1 v=jy_1

gdzie t,,; def 0,7 = 1,...,n. Niech T" = minjg;<,, minigj<n t;j. Stosujac
postawienie t;; = t;; — T', otrzymujemy t;; > 0 oraz
Ciﬂ'(j) = max Z( Z p’U,TI'(’U)—I_t/'UﬂT(ju) _T) = 'L{Tl'(j) =T, (134)

SIS TSNS il

gdzie C’l{j jest odpowiednikiem Cj; lecz w problemie z czasami transportu
tgj. Ostatecznie otrzymujemy réwnowazno$é kryteriow

Conax(T) = Conn(n) = Oy — (1= V)T = Clo(m) — (m — DT, (13.5)

oraz

n

C(m) = Z Crn(j) = Z C’;mr(j) —n(m—-1T =C(r) —n(m—1)T. (13.6)
j=1 j=1

Wartosci Cj; mozna policzy¢ z analogu wzoru (12.3) uwzgledniajacego czasy
transportu
Cir(j) = max{Cir(j—1); Cic1,x(j) + tic1,x()} + Pir(j), J=1,-..,n, (13.7)

przy czym w przypadku ujemnych ¢;; nalezy podstawi¢ C1g = 0, Cjo = —o0,
t=2,...,m, Cy; =0, 5 =1,...,n. Trzeba réwniez pamietac, ze warunki te
nie gwarantujg zachowania nieréwnoéci S;; > 0.
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pi = (4 5 6 1 2 3 8 7)
j=1 2 3 4 5 6 7 8

Rysunek 13.2: Modelowanie transportu

Problemy zawierajace tak rozumiany transport zachowuja swoje wtasno-
Sci zwiazane ze $ciezka krytyczna w grafie (dla probleméw Ciax, Imax, fmax;
itp) oraz wlasnosci eliminacyjne dotyczace blokéw zadan.

Buforowanie

Bufor jest miejscem do chwilowego sktadowania zadania przekazywanego
pomiedzy maszynami i jest zwykle zwiazany z maszyna (bufor do maszy-
ny). W obszarze bufora tworzona jest kolejka zadan do obstugi. Pojemnosé
bufora jest rozumiana jako maksymalna liczba zadan, ktére moga by¢ skla-
dowane rownocze$nie. Klasyczne problemy szeregowania przyjmujg zwykle,
ze pojemnos$¢ bufora jest dowolnie duza (nieograniczona). Zadania, ktére po
zakonczeniu wykonywania na maszynie nie moga by¢ przekazane do odpo-
wiedniego bufora pozostaja na niej powodujac zablokowanie tak dtugo az
pojawi sie wolne miejsce w buforze. Logiczne pojecie bufora moze modelo-
wac:

e fizyczne urzadzenie procesu technologicznego,

e ograniczony fizycznie obszar sktadowania,
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e fikcyjne wymaganie “wymuszajace” przepltyw produkcji.

Generalnie, rozpatrywane sa dwie kategorie probleméw: (1) z buforem o
zerowej pojemnosci (ograniczenie no store, strategia NS), (2) z buforami o
skonczonej, ograniczonej pojemnosci, réznej dla réznych maszyn (strategia
LS). Oméwimy te techniki kolejno.

Niech 7 bedzie pewng kolejno$cia wykonywania zadan. Bufor o zero-
wej pojemnosci oznacza, ze zadanie 7(j) po zakonczeniu wykonywania na
maszynie ¢ pozostanie na niej do chwili ij w ktérej bedzie mozliwe jego
rozpoczecie na maszynie ¢ + 1. Stad oczywiste dodatkowe ograniczenia

Cij < Cz{j’ Cz{j = Pitlj> Cz{ﬂ(j) < Sm(jﬂ)v (13.8)
dopelniajace znane juz warunki (12.1)—(12.2). Eliminujac zmienne C'ij oraz
C’i’j z problemu otrzymamy uklad warunkow koniecznych do wyznaczenia
terminéw S;; dla danej kolejnosci 7 zawierajacych (12.1)—(12.2) oraz dodat-
kowo

Siﬂ.(j) + Pir(j) — Pin(j) < Si+1,7r(j+l)7 1=1,....m—1, 5=1,...,n—1.
(13.9)
Ograniczenie to jest reprezentowane tukiem uko$nym postaci ((4, j), (i+1, j+
1)) o obciazeniu —p;x(;), Rys. 77. Interpretacja pojec¢ Si; oraz Crax () zwia-
zana z grafem G(7) pozostaja bez zmian. Mozna pokazaé, ze rozwiazanie
dopuszczalne problemu przeplywowego z buforami o zerowej pojemnosci mu-
si by¢ permutacyjne.

Dla buforéw o pojemnosci wiekszej niz jeden znaczenia nabiera requila
obstugi bufora decydujaca, ktére zadanie jest wybierane do obstugi. Niech
b; > 0 bedzie pojemnoscia bufora przed maszyna i, ¢ = 2,...,m. Bufor
o pojemnosci b; z regula obstugi FIFO moze byé modelowany jako ciag
b; kolejnych fikcyjnych maszyn, o zerowym czasie trwania zadan na nich
wykonywanych, pomiedzy ktérymi nie zezwala sie na sktadowanie. Chociaz
ta wlasnosé pozwala modelowaé bufory niezerowe przy pomocy poprzedniego
podejscia, otrzymany w ten sposéb model ma rozmiar powigkszony o >-1" 4 b;
maszyn, co nalezy uznaé za fakt niekorzystny.

Istnieje prostszy sposéb modelowania buforéw o skonczonej pojemnoéci,
nie zwiekszajacy rozmiaru problemu. 777?7 Problemy zawierajace maszyny
bufory zachowuja swoje wlasnosci zwiazane ze $ciezka krytyczna w grafie
(dla probleméw Ciax, Lmax, fmax, itp) oraz wlasnosci eliminacyjne dotycza-
ce blokéw zadan. Dodatkowo mozna sformutowaé nowe wlasnosci zwiazane
z istnieniem tzw. blokéw ukosnych.
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pi=(4 5 6 1 2 3 8 7)

Rysunek 13.4: Modelowanie bufora o dowolnej pojemnosci
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Przezbrojenia

Przezbrojeniem nazywamy czas potrzebny na zmiane oprzyrzadowania
maszyny w zwigzku z wykonywanym zadaniem. Najbardziej ogdlny przypa-
dek zakltada, ze czas ten zalezy od maszyny oraz pary kolejno realizowanych
po sobie zadan, to znaczy ma postaé s;jx, gdzie i € M, j,k € N. Wéwczas
analogiem wzoru (12.1) jest

Cin(j) T Sin(j)n(j+1 < Sin(j+1), J=1,...,n—1. (13.10)

za$ wzor (12.2) pozostaje w mocy. Graf G(7) moze zostaé zaadaptowany po-
przez przypisanie do krawedzi ((7, j), (i, 7+1)) Wagi 8ir(j)r(j+1)- Interpretacja
C;j jako dlugodci drég w G(m) pozostaje wazna, podobnie jak interpretacja
Chax-

Wystepownie przezbrojen w wytwarzaniu pewnej liczby krétkich serii
elementéw identycznych lub podobnych zmusza do grupowania lub porcjo-
wania zadan. Przezbrojenia znaczace wystepuja wowczas pomiedzy elemen-
tami roznymi, zas dla elementow identycznych lub podobnych przezbrojenia
sg nieznaczace lub zerowe.

Dosé czesto w praktyce spotykany jest przypadek przezbrojen separo-
walnych s;jr. = yij + Tk, gdzie y;; jest czasem przestawienia stanowiska 4
w stan “neutralny” po zakonczeniu zadania j, za$ x;; jest czasem przygo-
towania (od stanu neutralnego) stanowiska i do wykonywania zadania k.
Rozpatrywany przypadek jest sprowadzalny do problemu z czasami trans-
portu co $wiadczy, ze przezbrojenia separowalne stanowia jedng z prostszych
klas ograniczen. Istotnie, dla przypadku przezbrojen terminy rozpoczecia i
zakonczenia mozna wyznaczy¢ z warunkéw (13.10) oraz (12.2). Dla prze-
zbrojen separowalnych mamy Siz(jr(j+1) = Yir(j) T Tin(j+1) €O implikuje w
oparciu o (13.10)

(Sir() = Tin(j)) + Pir() + Tin) + Vin()) < (Sin(i+1) — Tin(j+1))- (13.11)

Stosujac nastepnie podstawienia SZ{]. def Sij — wij oraz p;j def i+ 24+ yij
(13.11) otrzymujemy
Six() F Pin() < Sin(pry, J=1..,n. (13.12)
Uzywajac tego samego podstawienia we wzorze (12.2) otrzymujemy
Sl + 0l — Wij + Tig1y) < Shyryy i=1,...,m—1. (13.13)

Warunki (13.12)—(13.13) odpowiadaja problemowi z czasami wykonywania
zadan powigkszonym o przezbrojenia p;; +x;;+y;; oraz z czasami transportu

tij = —Yij — Tit1,5-
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Rysunek 13.5: Modelowanie przezbrojen

Problemy zawierajace przezbrojenia zachowujg niektére swoje wtasnosci
zwigzane ze $ciezka krytyczna w grafie (dla probleméw Ciax, Lmax, fmaxs
itp) pod warunkiem spelnienia wtasnosci tréjkata. Wiasnosci eliminacyjne
dotyczace blokéw zadan generalnie nie sg spelnione. Problemy ze stalymi i
separowalnymi przezbrojeniami posiadaja wlasnosci takie same jak proble-
my z transportem.

Polityka ZW.

Ograniczenia bez czekania (ZW) wynikaja badz z warunkéw technologicz-
nych prowadzenia procesu badz sa skutkiem celowej polityki zmierzajacej do
ograniczenia wielkosci produkcji w toku oraz wymuszenia jej przeptywu. Sa
pewnym szczegblnym przypadkiem ograniczen czasu oczekiwania zadan, dla
kolejnych operacji technologicznych, wprowadzonych w formie

aij < Cij — Sit1,5 < bij (13.14)

gdzie a;j, b;j sa odpowiednio dolnym i gérnym ograniczeniem czasu ocze-
kiwania zadania j pomiedzy wykonywaniem w stanowiskach ¢ oraz i + 1.
Ograniczenie ZW odpowiada przypadkowi a;; = 0 = b;; i implikuje warunki
Cij = Sit15,1=1,...,m —1, j € N. Istnieja co najmniej dwie odmienne
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techniki modelowania polityki ZW: (a) przez sprowadzenie do problemu z
przezbrojeniami lub problemu komiwojazera (TSP), (b) poprzez jawne mo-
delowanie ograniczen czaséw oczekiwania. Omoéwimy te techniki kolejno.

Dla dowolnych dwoch zadan j, k, j # k, j,k € N, definujemy “wymu-
szone” opodznienie zalezne od maszyny

dije = ¢k — fij — ik, (13.15)
gdzie
cjk = max (fuj + gur) (13.16)
oraz . .
fij = Zpuj» 9ij = Zpuj- (13.17)
u=1 u=i

Wszystkie n(n—1)(m—1) wartosci d;;;, mozna wyznaczyc w czasie O(n?m).
Wielko$¢ d; 1, okresla minimalne op6Znienie terminu rozpoczecia wykonywa-
nia zadania k wzgledem terminu zakonczenia zadania j na maszynie i, tak
by spelnione zostalo wymaganie ZW. Wartosci te moga by¢ traktowane ja-
ko szczegdlny rodzaj przezbrojenia zaleznego od sekwencji, Rys. ??7. Dla
dowolnej permutacji 7 istnieje rozwiagzanie takie, ze

Cin(i) + Aa(jynien) = SimGir1ys 4 =1,-..,n=1, i=1,...,m. (13.18)

Korzystajac z réwnosci (13.18) dla i = m mozemy otrzymaé szczegdlny wzor
na wartos$¢ funkcji kryterialnej

Cmax(ﬁ) = me(l) + Z(dmﬂ'(j—l)ﬂ(j) + pmﬂ'(j))
i=1 =2

= dmn(-1)m(s) + D Pmj (13.19)
j=1 j=1

gdzie m(0) e 0, doj W m~1 pi;. Poniewaz drugi czlon we wzorze (13.19)
nie zalezy od permutacji m, problem moze by¢ sprowadzony do zagadnienia
1-maszynowego z przezbrojeniami d,, i, zaleznymi od sekwencji. Inaczej, pro-
blem mozna przeksztaltci¢ takze do zadania komiwojazera ze zbiorem miast
N U{0} oraz zbiorem odleglodci dji przy przejezdzie z miasta j do miasta
k (m jest stale). Dla kompletnosci definujemy dpjo =0, j € N.
Przedstawione podejécie pozwala policzy¢ wartos¢ funkcj celu dla danej
m w czasie O(n), jednak badZ wymaga pomocniczej tablicy d;; o rozmia-
rze rzedu O(n?) obliczanej jeden raz. Alternatywnie jesli wartosci dp;; sa
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Rysunek 13.6: Modelowanie polityki ZW jako TSP
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wyliczane na zadanie, koszt wyznaczenia wartosci funkcji celu wzrasta do
O(nm).
Dla drugiego sposobu modelowania warunek (13.14) zamieniamy na dwie
nieréwnosci
Sij + pij — bij < Si+1,j (13.20)

Siv1,j + pit1,; + (aij — pij — piv1;) < Sij (13.21)

Nieréwnosé (13.20) reprezentuje naturalng kolejnos$¢ technologiczna operacji
zadania z ujemnym czasem transportu —b;;; dla polityki ZW czas ten jest
zerowy. Nier6wno$¢ (13.20) jest réwnowazna wystepowaniu tradycyjnego
“pionowego” tuku technologicznego w G(r), Rys. (??), z obciazeniem —b;;.
Nieréwnosé (13.21) reprezntuje odwrotna kolejno$é technologiczna operacji
zadania z czasem transportu a;j — p; j — pi+1,j; dla polityki ZW czas ten jest
ujemny. Interpretacja grafowa wymaga wprowadzenia odpowiednich dodat-
kowych tukéw w grafie G(m), Rys. 7?7, z obciazeniem a;; — p;;j — pit1,5. W
mocy pozostaje interpretacja terminéw Cj; jako dlugosci drég w G(m). Po-
niewaz otrzymany graf posiada cykle o zerowej dlugosci, nie mozna zastoso-
waé algorytmu Belmanna do wyznaczania dhugosci drég co z kolei powoduje,
ze nie mozna zaadoptowaé¢ prosto wzoru (12.3). Nalezy w tym przypadku
postuzy¢ sie algorytmem Belmanna-Forda 69.
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3 8 7)

Rysunek 13.7: Modelowanie polityki ZW jako ograniczenia oczekiwania

Ostatnie podejscie jest ogdlniejsze od poprzedniego bowiem pozwala mo-
delowa¢ dowolne ograniczenia czasoéw oczekiwanania, jednak koszt obliczania
wartosci funkgeji celu jest w tym przypadku zawsze rzedu O(nm).

Problemy z polityka ZW posiadaja wtasnosci takie same jak problemy z
przezbrojeniami zaleznymi od sekwencji.

Pojemnosé systemu

Moéwimy, ze system ma pojemnosé ¢ jesli co najwyzej ¢ zadan moze jed-
noczednie przebywaé w systemie. Ograniczenie tego typu wynika z praktyki
okreslajacej poziom obciazenia systemu (niedociazony, obciazony normal-
nie, przeciazony), przy ktérym nie wystepuja zatory w przeplywie zadan
(congestion level). Niech m bedzie pewna kolejno$cia wprowadzania zadan
do systemu. Zadanie 7(j) moze zostaé¢ wprowadzone do sytemu jesli zadanie
m(j — ¢) system opuscito, co implikuje naturalne ograniczenie

Conn(j—e) < Stn()y J=c+1.0,m, (13.22)

modelowane jako specyficzne tuki ukosne ((m,j—c¢),(1,7)),j=c+1,...,n,
dodane do grafu G(r), patrz Rys. 77.
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Rysunek 13.8: Modelowanie ograniczonej pojemnosci systemu

Model ten mozna zastosowaé takze (bez jakiejkolwiek zmiany) do syste-
moéow FMS, w ktérych przetwarzane zadanie polega na obrébcee detalu przy-
mocowanego do palety (uchwytu transportowo-obrébcezego), zas liczba palet
krazacych w systemie jest ograniczona liczba c.

Problemy z ograniczona pojemnoscia systemu posiadaja wlasnosci takie
same lub analogiczne jak problemy z buforowaniem.

Ograniczenia geometryczne

Ograniczenie tego typu utrudnia lub blokuje mozliwosé przetwarzania
zadan na stanowiskach sasiednich lub przylegtych. W celu przyblizenia pro-
blemu odwotamy si¢ do przyktadu praktycznego opisanego w Rozdz. 77.
Niech i bedzie wybranym stanowiskiem (maszyna), za$ j zadaniem na nim
przetwarzanym w czasie p;;. W praktycznym przykladzie zadanie polega
na skompletowaniu do pojemnika zestawu czesci wedtug receptury, operacja
polega na pobraniu przez pracownika (lub automatyczny pobierak) wybra-
nych czesci z i-tego segmentu regatu, zad czas wykonywania operacji zalezy
od liczby réznych czesci pobieranych aktualnie z tego segmentu. Do chwili
zakonczenia procesu pobierania z segmentu, b kolejnych segmentoéw wyste-
pujacych bezposrednio za i jest niedostepna ze wzgledu na geometrie uktadu
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pracownik-kontener lub geometrie pobieraka, Rys. 77. Przyjmujac, ze kolej-
nosé¢ realizacji zadan w jest permutacyjna (pracownicy lub kontenery nie
moga “wymija¢” si¢ na swojej trasie), otrzymujemy oczywiste ograniczenia

CZ' (J) < Si*b,ﬂ‘(j+1)7 7= b+ ].7 ,m, _] = ].7 , N — 1, (1323)

reprezentowane przez ukosne, nieobciazone tuki grafu ((i,7), (i — b, j + 1)).

Tak skonstruowany warunek domy$lnie zezwala na tworzenie nieograni-
czonej kolejki pomiedzy stanowiskami ¢ — b i ¢ — b — 1, co jednakze intu-
icyjnie nie jest dopuszczalne w omawianym przyktadzie praktycznym. Istot-
nie, wstrzymane zadania, ze wzgledu na brak miejsc sktadowania, tworza
kolejke w obszarze stanowisk powodujac ich sukcesywna blokade. Warunki
zapewniajace w tym przypadku dopuszczalnosé sa podobne do ograniczen
buforowania.

Zadanie m(j) moze zostaé rozpoczete na stanowisku ¢ pod warunkiem, ze
zadanie je blokujace m(j — 1) i wykonywane wczesniej zostalo zakonczone i
opuscito stanowisko i+b. Poniewaz opuszczenie stanowiska ¢+b przez zadanie
m(j — 1) nastepuje w chwili jego rozpoczeciem w stanowisku 7 + b + 1, stad
otrzymujemy oczywiste warunki

S“T(J) > Si+b+1,7r(j—1)7 1= 1,...,7’L—b— 1, j = 2,...,7’L, (1324)
ktére nastepnie przeksztalcone do wygodniejszej postaci
CMT(]) _pzrr(]) < Si,b,177.r(j+1), 7= b—i—2,...,n, _] = 1,...,n— 17 (1325)

oraz moga by¢ reprezentowane jako ukosne tuki ((¢,5),(i —b—1,7+1)) z
obcigzeniem minus p;.(;) w grafie G(m), Rys. 77. Zauwazmy dalej, ze niektére
tuki ukos$ne pochodzace z (13.23) w polaczeniu z (13.25) sa nadmiarowe i
moga by¢ usuniete, w Rys. 77 zaznaczono je symbolem kasowania. Istotnie,
rozwazmy wezly (i,j) oraz (i —b—1,j+ 1), pomiedzy ktérymi istnieja dwie
drogi. Pierwsza o dlugosci zerowej zawiera jeden tuk ((4,7), (i — b,j + 1))
pochodzacy z (13.23). Druga zawiera tuk ((¢,7), (¢ + 1, 7)), obciazony wezel
(i +1,7) (obciazenie p; 1 (;)) oraz tuk ((i +1,7), (i — b,j + 1)) (obciazenie
—pi+177r(j)). Dtugosc tej ostatniej drogi jest wieksza lub réwna zero jesli tylko
tuk ((4, ), (i+1, j)) posiada obciazenie nieujemne (czas transportu). Zatem,
tuk ((4,7), (¢ — b,j + 1)) moze zosta¢ pominiety dla i = b+ 1,...,m — 1,
j=1,....,n—1.

Dla kompletnosci modelu problemu praktycznego okreélimy sposéb uwzgled-
nienia dekopmozycji segmentéw na regaly (rozlaczne ciagi segmentéw). Niech
i bedzie ostatnim segmentem w pewnym regale, zas ¢ + 1 pierwszym seg-
mentem w regale nastepnym. Przypadek gdy pomiedzy 7 i ¢ + 1 mozna
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Rysunek 13.9: Modelowanie ograniczen geometrycznych i polityki NS

utworzy¢ nieograniczona kolejke jest oczywisty, nie potrzeba wprowadzaé
zadnych ukosnych tukéw w G(7) pomiedzy weztami w kolumnach 7 i ¢ + 1,
Rys. ??7. Z kolei ograniczenia geometryczne blokujace ' < b stanowisk mozna
modelowaé¢ opisana wcze$niej technika. Dopelnieniem jest czas transportu
niezalezny od zadan i stanowisk oraz pewne ustalone kryterium optymalno-
Sci.

Zauwazmy, ze dla b = m ograniczenia geometryczne odpowiadaja try-
wialnemu systemowi z pojemnoscia ¢ = 1, dla ktérego wartosé kryterium
Cmax () nie zalezy od permutacji (jest stata), kryterium ) C; jest minima-
lizowane przez zmodyfikowana regule SPT (uszereguj wedtug niemalejacych
wartosci y ;% pij), zas kryterium ) w;C; jest minimalizowane przez zmody-
fikowana regule WSPT (uszereguj wedlug niemalejacych wartosci > i pij/w;).

Problemy z ograniczeniami geometrycznymi posiadaja wlasnosci takie
same lub analogiczne jak problemy z buforowaniem.

13.3 Kryterium czasu cyklu

Systemy produkcyjne realizujace wytwarzanie wieloasortymentowe, wiel-
koseryjne przy wolno-zmiennym w czasie asortymencie wyrobéw moga za-
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Rysunek 13.10: Modelowanie mobilnego realizatora i polityki NS
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spokajaé zapotrzebowanie rynku badz poprzez: (1) nieokresowa zmiane jed-
nolitego asortymentu produkcji, badz tez poprzez (2) cykliczne dostarczanie
na wyjsécie mieszanki asortymentéw. Skiad iloSciowy i jakoSciowy tej mie-
szanki zalezy od érednio i dlugoterminowych zaméwien klientoéw. Zaktada-
jac techniczna realizowalno$é obu powyzszych rozwiazan, to drugie podejscie
jest bardziej atrakcyjne bowiem eliminuje lub ogranicza magazyn wyrobow
gotowych. Dodatkowo minimalizujac czas cyklu, dla ustalonego zestawu za-
dan w cyklu zwiekszamy wydajno$é¢ systemu oraz stopienn wykorzystania
maszyn. Dalsza poprawe efektywnosci funkcjonowania systemu uzyskuje sie
poprzez eliminacje lub ograniczenie magazynowania potproduktéw w maga-
zynach posrednich lub pomiedzy stanowiskami. Prowadzi to do warunkdw
znanych w literaturze jako "no store” (zakaz skladowania miedzystanowi-
skowego) lub ”limited store” (ograniczony obszar sktadowania miedzystano-
wiskowego, tzw. bufor), do$¢ czesto wymienianych w kontekscie systemoéw
JIT oraz czestokro¢ bedacych koniecznoécia wynikajaca z pracy ciagtej sy-
temu. Systemy z ograniczonymi pojemnosciami buforéw lub ich brakiem sg
obiektem zainteresowan wielu badaczy ze wzgledu na ich silne znaczenie
praktyczne oraz problemy z uzyskaniem skutecznych algorytméw rozwiazy-
wania. Zdecydowana wiekszo$¢ otrzymanych dotychczas wynikéw dotyczy
niecyklicznych systeméw tego typu. Deterministyczne problemy cykliczne
z ograniczeniami sktadowania naleza do jednych z trudniejszych zagadnien
optymalizacji dyskretnej. Swiadczy o tym stosunkowo niewielka liczba po-
zycji literaturowych oraz klopotliwe numerycznie procedury wyznaczania
dlugosci czasu cyklu i/lub harmonogramu.

Silna NP-trudno$é¢ juz wielu najprostszych badanych wersji problemu,
ogranicza zakres stosowa-nia algorytméw doktadnych do instancji o matej
liczbie zadan. Z tego powodu, do wyznaczania satysfakcjonujacych rozwia-
zan, stosuje sie powszechnie szybkie algorytmy przyblizone oparte na tech-
nikach przeszukiwan lokalnych. Prawie wszystkie metody tego typu opieraja
sie na dwu-poziomowej dekompozycji problemu: wyznaczenie optymalnej
kolejnosci zadan (poziom gérny) oraz wielokrotne wyznaczenie minimalnej
wartodci kryterium dla danej kolejnosci zadan (poziom dolny). O ile dla
“klasycznych” probleméw szeregowania rozwiazanie problemu dolnego po-
ziomu sprowadza sie do analizy specyficznego grafu mozliwej do wykonania
w sposéb efektywny czasowo, to w przypadku postawionego zagadnienia roz-
wiazanie (wielokrotne) zagadnienia dolnego poziomu jest stosunkowo czaso-
chtonne bowiem, w ogdlnoéci, wymaga rozwiazania pewnego zagadnienia PL.
Stad wszelkie wtasnosci szczegdlne, w tym pozwalajace na bardziej efektyw-
ne wyliczanie czasu cyklu i poszukiwanie harmonogramu oraz ograniczenie
licznosci lokalnie przegladanego sasiedztwa i/lub przyspieszenie szybkosci
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jego przegladania sa bardzo pozadane.

13.3.1 Sformulowanie problemu

Rozwazmy system wytwoérczy o strukturze szeregowej (przeplywowy)
zlozony z m stanowisk (maszyn o jednostkowej przepustowosci) indekso-
wanych kolejno 1,2,...,m. W systemie tym nalezy wykonywaé cyklicznie
(w sposéb powtarzalny) n, niekoniecznie réznych, zadan danych zbiorem 7.
Pojedyncze zadanie odpowiada wytworzeniu jednej sztuki produktu final-
nego (lub pélproduktu). Wykonanie zadania odbywa sie w m etapach, w
sposéb jednakowy dla wszystkich zadan, lecz w réznym czasie zaleznym od
zadania. Etap ¢ wykonywany jest przez maszyne o numerze i, ¢ = 1,...,m.
Ze wzgledu na strategie wytwarzania, tj. brak mozliwoéci sktadowania wyro-
béw podczas produkeji w magazynach i buforach miedzystadialnych, zadanie
zakonczone na maszynie i, ktérego nie mozna przekazaé na maszyne i + 1
ze wzgledu na jej zajeto$é, musi pozostawaé na i (blokowaé ja) az do chwili
zwolnienia i+ 1. Zadanie j € J jest interpretowane jako sekwencja m opera-
cji O1j,02j,...,0n; wykonywanych na maszynach 1,2,...,m w takiej ko-
lejnosci. Operacja O;; odpowiada wykonywaniu zadania j na i-tej maszynie
w czasie p;; > 0. W danej chwili maszyna moze wykonywac tylko jedno za-
danie, oraz zadanie moze by¢ wykonywane tylko na jednej maszynie. Zestaw
zadan wykonywanych w cyklu moze by¢ dany arbitralnie lub wynika¢ z po-
lityki jednostajnego i réwnoczesnego dostarczania wszystkich zamoéwionych
partii produkcyjnych (tzw. mieszanki produktéw wyjsciowych). W tym dru-
gim przypadku przyjmuje sie, ze zlozone zostalo zamoéwienie na produkty
pochodzace ze zbioru J* = {1,2,...,t} w ilodciach rq,...,7, odpowied-
nio. Zatem zachodzi potrzeba zrealizowania w systemie zadan niekoniecznie
roznych. Niech ¢ > 1 bedzie wspélnym dzielnikiem liczb ry,...,rs. Zbior
J* dzielimy na c¢ identycznych podzbioréw nazywanych MPS (ang. mini-
mal part set), z ktorych kazdy zawiera n=rl/c+...+rt/c zadan. MPS-y sa
przetwarzane jeden po drugim w sposéb cykliczny, dostarczajac mieszanke
produktéw w ilodciach odpowiednio rl/c,... rt/c na cykl. Dalej bedziemy
si¢ kolejny zajmowaé wylacznie pojedynczym MPS-em. Przyjmujemy, ze
zadania ze zbioru J wykonywane sa w okreslonej kolejnosci, takiej samej
dla wszystkich MPS-6w, co zasadniczo implikuje cykliczno$é sekwencji, ale
niekoniecznie harmonogra-méw czasowych. W pracy [1] pokazano, ze w sys-
temie przeplywowym z ograniczeniami ”bez magazynowania” dopuszczalna
kolejno$é wykonywania zadan na maszynach musi by¢ identyczna na kazdej
maszynie. Zatem, kolejnos¢ wykonywania zadan w kazdym MPS-ie moze-
my opisaé przy pomocy jednej permutacji =( (1), (2),..., (n)) elementéw
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zbioru 1,... n. Harmonogram czasowy wykonywania zadan k-tego MPS-a
(dla danej kolejnosci ich realizacji ) opisujemy przy pomocy macierzy [Skjm
n, gdzie oznacza termin rozpoczecia wykonywania zadania j na maszynie i,
patrz takze [5]. Harmonogram ten musi spelniaé¢ nastepujace ograniczenia
(1) (2) (3) (4) (5) dla k=1,2,... Takie postawienie problemu, cho¢ dopusz-
cza pewng swobode w konstrukcji harmono-gramu, rownoczeénie komplikuje
jego wyznaczenie, bowiem warunki (4) oraz (5) wymuszaja zalezna analize
MPS-6w. Zatézmy zatem dalej, ze nie tylko kolejnosé zadan jest cyklicznie
powtarzana ale takze, ze harmonogram czasowy pracy systemu jest w pelni
cykliczny. Oznacza to istnieje stala T (okres) taka, ze (6) Okres T zalezy od
i jest nazywany czasem cyklu systemu. Minimalna wartos¢ T, dla ustalonej ,
bedziemy nazywa¢ minimalnym czasem cyklu i oznaczaé przez T( ). Zauwaz-
my, ze podstawiajac (6) do (1) - (5) otrzymamy warunki odnoszace si¢ tylko
do harmonogramu k-tego MPS-a oraz, ze wszystkie MPS-y dla k=1,2,...
maja taka sama postac. Zatem wystarczy skonstruowaé¢ harmonogram dla
jednego MPS-a i dokonaé jego translacji o wielkos¢ kT, k=1,2,... na osi
czasu. Poniewaz ogranicze-nia (1) - (5) sa identyczne dla wszystkich k, to
mozemy pominaé¢ gérny indeks k w oznaczeniach. Wartos¢ T( ) oraz har-
monogram Sij, i=1,...,m, j=1,...,n kazdego cyklu mozna wyznaczy¢ poprzez
rozwigzanie zadania postaci

(8) (9) (10) (11) (12) (13) Bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze punk-
tem zakotwiczenia harmonogramu jest Wprowadzone oznaczenia pozwalaja
na eleganckie sformutowanie obu pozioméw dekompono-wanego problemu
optymalizacji. Na poziomie gérnym nalezy wyznaczyé permutacje * , gdzie
jest zbiorem wszystkich permutacji, taka ze . (14) Na poziomie dolnym nale-
zy, dla danej , wyznaczy¢ T( ). Poszukiwanie * mozna zrealizowa¢ w technice
SA, TS czy GA, poprzez analogie do innych probleméw posiadajacych zbiér
rozwigzan opartych na permutacjach zbioru n-elementowego.

13.3.2 Problem dolnego poziomu
13.3.3 Problem gérnego poziomu
13.3.4 Alternatywne techniki rozwigzywania

13.3.5 Uwagi i wnioski

Konsekwencje wprowadzonych i wykazanych wlasnoéci sa wielorakie.
Wilasnosé 1 pozwala znalezé warto$¢ minimalnego czasu cyklu T'(m) bez
koniecznodci wyznaczania dokladnego harmonogramu S;;, i = 1,...,m, j =
1,...,n, co moze by¢ skutecznie wykorzystywane w metodach SA, TS, GA.
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Rysunek 13.12: Przeksztalcony graf dla permutacji
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Rysunek 13.13: Sieé¢ przeptywowa
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Faktycznie, wyznaczenie szczegdélowego harmonogramu jest potrzebne tyl-
ko dla kolejnosci generowanej na wyjsciu algorytmu lokalnej optymalizacji.
Wilasnos$é 3 moéwi, ze T'(7m) mozna wyznaczy¢ efektywniej niz kiedykolwiek
dotychczas. Po drugie, wlasnosé 2, poprzez swoj zwiazek z dtugosci drogi w
grafie pozwala na wprowadzenie wtasnosci blokowych znanych dla proble-
méw z buforowaniem, wyjatkowo korzystnych dla konstrukeji efektywnego
otoczenia w metodzie TS oraz przy budowie tzw. akceleratora przyspiesza-
jacego proces obliczeniowy. Wlasnos¢ 4 pozwala znalezé szczegdlowy harmo-
nogram cyklu efektywniej niz kiedykolwiek dotychczas. W koncu, uporzad-
kowanie i usystematyzowania podejécia pozwala na skuteczne zaatakowanie
trudniejszych probleméw tego typu, takich jak np. problem o strukturze
zadaniowej (job-shop).

7 analizy wynikow prezentowanych w tabeli 1 wynika, ze dla rozwazanego
problemu algorytm SA dostarcza najlepszych wynikéw sposréd testowanych
GA, SA, TS. Algorytm TS, gltéwnie ze wzgledu na znaczny czas dzialania,
nie jest w stanie osiggna¢ wlasciwych warunkéw pracy, bowiem w porow-
nywalnym do SA i GA czasie jest w stanie wykonaé zaledwie 50 (lub 10)
iteracji, a powinien co najmniej 1000. . .5000. Zastosowanie w tym przypad-
ku wtasnosci blokowych i akceleratora w T'S powinno dostarczy¢ znaczacych
korzysci. Oddzielnym problemem pozostaje adekwatno$é¢ testéw Taillard’a
dla zastosowan w systemach bez sktadowania. Jak juz pokazano w testach
numerycznych z prac [10,4], jako$¢ otrzymywanych wynikéw silnie zalezy od
cech statystycznych realnych przyktadow wystepujacych w praktyce.

13.4 Uwagi

Internetowa biblioteka przyktadéw testowych 31, dedykowana dla pro-
blemu przeplywowego F*||Cax jest takze uzywana jako zbior przykladéw
referencyjnych dla probleméw klasy F||Y f;. Niestety, brak odpowiednio
mocnych wlasnosci szczegédlnych analogicznych do wlasnosci blokowych dla
problemu F||Cpax pokazuje, ze rozwiazanie problemu szeregowania z kry-
terium addytywnym jest zdecydowanie trudniejsze od jego odpowiednika z
kryterium minimaksowym. W szczegélnosci, zastosowanie metod LS, wo-
bec braku odpowiednich akceleratoréw, implikuje znaczny koszt obliczen
i dlugi czas dzialania algorytméw. Stad wniosek, ze metody SA, SJ, GA
beda wykazywaly korzystniejsze wlasno$ci numeryczne od innych podejsé,
przy umiarkowanym koszcie obliczen. Tak jaest istotnie. Dodatkowo, brak
odpowiednio skutecznych kryteriow eliminacyjnych oraz powszechnie znana
zgrubnosé oszacowania dolnych ograniczen, pociaga wyraznie mniej sukce-



13.5. WARSZTAT 295

sow osiggalnych w schemacie B&B. Stad tez pesymizm w ocenie przydatno-
$ci schematu B&B dla rozwigzywania probleméw szczegélnie tej klasy.

Techniki rozwiazywania probleméw postaci F™*||fmax oraz F||fmax sa
analogiczne do tych dedykowanych dla F'||Chax. Wiekszosé korzystnych wla-
snosci blokowych mozna uogdélni¢ na wymienione klasy zagadnien. Niestety,
mimo iz odpowiednie uogdlnienia mozna zrobi¢ takze dla dolnych ograni-
czen, wykazuja one stabo$¢ ze wzgledu na potrzebe stosowania glebokich
relaksacji. Stad takze obserwowana stabo$é odpowiednich algorytméw B&B,
rowniez i w tym przypadku.

W ostatnch latach szczegdlnym zainteresowaniem ciesza sie problemy
przeplywowe z dodatkowymi ograniczeniami buforowania, ograniczeniami
oczekiwania 160 ograniczona pojemnoscig systemu, ograniczeniami geome-
trycznymi, ruchomego realizatora oraz innymi. Nie tylko modeluja one bar-
dziej precyzyjnie istniejaca rzeczywistosé, ale takze umozliwiajg zaprojekto-
wanie bardziej “agresywnych” (lepszych ekonomicznie) strategii sterowania
systemami tego typu. Faktycznie dos¢ duza liczba wspélczesnych systeméw
wytwarzania ma przeptywowo-réwnolegly strukture potokowa, dla ktérej al-
gorytmy sterowania wykorzystuja doswiadczenia zdobyte w projektowaniu
algorytméw dla podstawowych systemow przeptywowych.

Nielicznie w literaturze rozwazane sa problemy przeptywowe z kryteriami
nieregularnymi. Wytaczywszy przypadki szczegdlne, algorytmy sg rozszerze-
niami podejsé z Rozdz. ?77.

13.5 Warsztat

1. Zaadaptuj algorytm NEH dla problemu F*|r;, ¢;|Cmax-
2. Zaprojektuj algorytm SAa dla problemu F*|setup|C.

3. Zaprojektuj algorytm GA dla problemu
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Problemy gniazdowe

Problem gniazdowy jest powszechnie uwazany za szczegélnie trudne za-
gadnienie optymalizacji kombinatorycznej. Ze wzgledu na bardzo duze zna-
czenie praktyczne problem z kryterium Chax byt atakowany przez wielu ba-
daczy i doczekal sie szeregu algorytmoéow doktadnych i przyblizonych, patrz
przeglad w pracy 36. Najlepsze znane algorytmy dokladne dla problemu
gniazdowego oparte sa na schemacie B&B. Mimo iz w ostatnich latach do-
konano znacznego postepu w rozwoju tego podejscia, otrzymane ta droga
algorytmy sa wciaz nieatrakcyjne dla praktykéw. Sa czasochtonne zas roz-
miar przykladéw, ktére sg w stanie rozwiaza¢ w rozsadnym limicie czas
jest ponizej 225 operacji. W praktyce, taki algorytm jest do$¢ ztozoéna kon-
strukcja zawierajaca kilka wspoéldziatajacych ze soba algorytméw skilado-
wych. Z tego wzgledu wykonanie implementacji wymaga znajomosci teorii
szeregowania, struktur danych i algorytméw, jak i pewnego doswiadczenia
programistycznego. W przeciwienstwie do stabej atrakcyjnosci algorytmdw
doktadnych, stosunkowo duzo badan poswiecono algorytmom przyblizonym
dla tego problemu. Stosuja one szereg réznych podejé¢ opisanych bardziej
szczegbdlowo w kolejnych podrozdziatach. Aktualnie najlepsze algorytmy po-
zwalaja rozwiazaé¢ problemy do 2,000 operacji z kryterium Ci,ax z bledem
wzglednym, przecigtnie ponizej 4-5%, co nalezy uznaé za rezultat bardzo
dobry. Co wiecej implementacja najlepszych algorytmé tego typu jest nie-
skomplikowana. Dla porownania, rozwigzania losowe majg blad wzgledny
rzedu 130%, za$ konwencjonalne algorytmy priorytetowe okoto 30%.

297
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14.1 Problem i jego modele

Dane sa zbiér zadan J = {1,...,n}, zbiér maszyn M = {1,...,m} i
zbiér operacji O = {1,...,0}. Zbiér O jest dekomponowany na podzbio-
ry odpowiadajace zadaniom. Zadanie j sklada si¢ z sekwencji o; operacji
indeksowanych kolejno przez (I;—1 +1,...,1;), ktére powinny by¢ wykona-
ne w podanej kolejnosci, gdzie [; = Zgzl 0;, jest catkowitg liczba operacji
pierwszych j zadan, j = 1,...,n (lp = 0), oraz >.i*; 0; = o. Operacja i
musi by¢ wykonana na maszynie v; € M w nieprzerywalnym czasie p; > 0,
i € O. Zwykle zaklada sie, ze kazde dwie kolejne operacje sa wykonywa-
ne na réznych maszynach !. Kazda maszyna moze wykonywaé, co najwyzej
jedna operacje, w dowolnej chwili czasu. Rozwiazaniem dopuszczalnym jest
wektor terminéw rozpoczecia operacji S = (S1,...,S5,), taki, ze powyzsze
ograniczenia sa spelnione, tzn.

S 4120, j=1,....,n (14.1)
Si + pi < Sit1, i:lj_l—i-l,...,lj—l, j=1,...,n, (14.2)
(Si+pi < Sj)V (Sj+pj <Si), 4,5 €0, vi=vj, i #j. (14.3)

Warunek dysjunktywny (14.3) wymaga aby kazde dwie operacje wykony-
wane na tej samej maszynie posiadaly jednoznacznie okreélona kolejnosé
ich wykonywania. Do zbioru ograniczen nalezy dotaczy¢ funkcje celu od-
powiednia do rozwiazywanego problemu. Jednym z najczesciej uzywanych,
ze wzgledu na zastosowania praktyczne oraz mozliwosci algorytmiczne, jest
kryterium terminu zakonczenia wykonywania wszystkich zadan Cpax

Cmax(S) = lrg]aé( (Sl + Py, )- (14.4)

Innym, stosunkowo czesto wymienianym kryterium jest suma terminéw za-
konczenia zadan

=> (S, + 1) (14.5)
j=1

majaca bezposredni zwigzek z minimalizacjg czasu przeplywu zadan oraz ich
przestojami w systemie. Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze mimo iz oba proble-
my sg silnie NP-trudne, sg podobnie modelowane, to drugi z wymienionych

!Zalozenie to jest wprowadzane dla prostoty opisu modelu podstawowego, nie jest
restryktywne i moze byé usuniete przez wprowadzenie fikcyjnej operacji separujacej o
nieskonczenie malym czasie trwania, wykonywanej na fikcyjnej maszynie.
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jest powszechnie uznawany za trudniejszy, gléwnie z powodu braku szcze-
gblnych wlasnoéci korzystnych dla konstrukeji algorytmu rozwigzywania.

Aktualnie, problem gniazdowy posiada kilka odmiennych technik mode-
lowania, w zaleznosci od proponowanych algorytméw rozwiazywania. Waz-
niejsze podamy ponize;j.

Model PLC

Warunek dysjunktywny (14.3) moze by¢ zamieniony podobnie jak w
Rozdz. 77 na dwa warunki ze zmiennymi binarnymi, prowadzac do zada-
nia programowania liniowego, binarno-ciaglego. Otrzymane zadanie moze
by¢ nastepnie rozwiazywane metodami ogdélnymi podanymi w Rozdz. 77.
Niestety, to oczywiste postepowanie uwazane jest za jedno z najmniej efek-
tywnych.

Model dysjunktywny

Najstarszy historycznie model odwoluje sie do pojecia grafu dysjunk-
tywnego. Graf ten G = (O,U,V) ma zbidr weztéw O reprezentujacych ope-
racje, zbiér tukéw koniunktywnych (skierowanych) przedstawiajacych kolej-
nos¢ technologiczng wykonywania operacji

n -1
u= U {Gi+1)} (14.6)
Jj=li=l;_1+1

oraz zbiér tukéw dysjunktywnych (nieskierowanych) przedstawiajacych wszyst-
kie mozliwe kolejnoéci realizacji operacji na maszynach

1,J€0; i#]; vi=v; 1,J€0; i#£]; vi=V;

Zauwazmy, ze tuk dysjunktywny {(4,7), (4,7)} moze by¢ skojarzony jedno-
znacznie z odpowiednim warunkiem dysjunktywnym (14.3). Wezel i posiada
obciazenie p;, zas wszystkie tuki maja obciazenie zerowe. Wybér doktadnie
jednego tuku ze zbioru {(4, j), (j, )} nazywamy skierowaniem tuku dysjunk-
tywnego. Wybér ten odpowiada ustaleniu kolejnosci wykonywania operacji
t — 7 albo j — i. Podzbiér W C V zawierajacy doktadnie jeden tuk z kazde-
go zbioru V;; nazywamy reprezentacjg tukéw dysjunktywnych. Reprezenta-
cja moze by¢ kompletna (wszystkie tuki dysjunktywne posiadaja okreslona
orientacje) lub czesciowa (tylko cze$é z nich ma ta wlasnosé). Kazda repre-
zentacja kompletna generuje jedno rozwigzanie, niekoniecznie dopuszczalne.
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Rozwiazanie dopuszczalne jest generowane przez reprezentacje kompletna W
taka, ze graf G(W) = (O,U UW) jest acykliczny. Kazda reprezentacja kom-
pletna dopuszczalna generuje unikalne uszeregowanie dosuniete w lewo. Dla
uszeregowania dopuszczalnego, terminy rozpoczecia wykonywania operacji
S; mozna wyznaczy¢ jako najdtuzsze drogi dochodzace do wierzchotkéw gra-
fu, oraz na ich bazie — warto$¢ funkcji celu. Do wyznaczania dlugoéci drég w
grafie mozna zastosowaé standardowy algorytm Bellmana, patrz np. praca
69 prowadzacy do wzoru rekurencyjnego

Sj = maX(Si +pi), j S O, (14.8)
ZEBJ'
gdzie
By =1{i: (i,j) cUUW) (14.9)

z warunkiem poczatkowym S; = 0, Bj = (. W przypadku gdy numeracja
wierzchotkow grafu jest zgodna z ich porzgdkiem topologicznym, rekurencja
we wzorze (14.8) moze przebiegaé¢ dla j = 1,2,..., 0. Jesli numeracja wierz-
chotkéw nie posiada podanej wlasnosci, mozna zaadoptowaé algorytm szu-
kania porzadku topologicznego do réwnoczesnego liczenia dlugosci drég w
grafie. Niezaleznie od przyjetej techniki postepowania, algorytm wyliczania
dlugosci wymaganych drég w grafie ma ztozénosé obliczeniowa O(|U U W|.
Poniewaz G(W) posiada o wierzchotkéw i O(0?) krawedzi, zatem wyzna-
czenie wartosci funkcji celu dla danej reprezentacji W wymaga czasu rzedu
O(0%). W szczegblnoéci, wartosé kryterium Cpax dla rozwigzania reprezen-
towanego przez W jest réwna dlugosci najdtuzszej drogi (drogi krytycznej)
w G(W). Technika grafu dysjunktywnego umozliwia jedynie modelowanie
zagadnienia, nie generuje natomiast zadnej konkretnej metody rozwiazywa-
nia.

Wyznaczenie najlepszego dosunietego w lewo uszeregowania jest réwno-
wazne wyznaczeniu dopuszczalnej orientacji kompletnej, ktora minimalizuje
przyjete kryterium optymalnosci. Wprawdzie poszukiwania mogtyby zostaé
ograniczone do uszeregowan aktywnych, jednakze dla danej kommpletnej
reprezentacji, aktywnosc na pierwszy rzut oka nie jest oczywista i wymaga
pewnych dzialan w celu jej zweryfikowania. Aktywnosé zalezy bowiem od
wielkosci czasd trwania operacji, natomiast dosuniecie w lewo — nie. Dlatego
tez latwiej jest rozwazaé nieco wiekszy zbidr rozwigzan dosunietych w lewo
zamiast aktywnych.

W Rys. 77-77 przedstawiono graf G = (O,U,V) dla przyktadu z Tab.
14.1, stosujac odmienne techniki rysowania. W Rys. 77 zadania umieszczo-
no w wierszach, zachowujac naturalng kolejno$¢ operacji w zadaniu (tuki
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J i Di Vi

0 —
1 1 10 4
1 2 20 2
1 3 15 3
1 4 25 1 —
2 5 30 2
2 6 10 3 — Iy
3 7 20 2
3 8 40 1
3 9 10 3 — 3
4 10 15 3 —ly

Tabela 14.1: Dane dla przyktadu problemu gniazdowego

ciaglte), a nastepnie dorysowano tuki dysjunktywne (przerywane) dla kaz-
dej pary operacji wykonywanej na tej samej maszynie. Podobnie postapiono
w Rys. 77 z tym, ze polozenia operacji dostosowano do liniowego porzad-
ku maszyn, wyszczegdlnionego w gornej czesci rysunku. W konsekwencji
uzyskano czytelniejsze zgrupowanie tukéw dysjunktywnych jednak kosztem
przejrzystosci powigzan w caltym grafie. Zbiér U zawiera o — n tukdéw, zas
zbiér V zawiera %Zznzl mg(myg — 1) tukéw nieskierowanych, gdzie my, jest
liczbg operacji z O wykonywanych na maszynie k. Poniewaz reprezenta-
cja W odpowiada wyborowi orientacji dla kazdego tuku dysjunktywnego
z V, liczba wszystkich rozwiazan (lacznie z niedopuszczalnymi) jest rzedu
0(202), doktadniej jest réwna 922 ke me(mi—=1)/2 Model dysjunktywny jest
wciaz popularny, mimo niedoskonalosci, prawdopodobnie gltéwnie ze wzgle-
du na tatwos¢ programowania.

Model kombinatoryczny

Dla wielu zastosowan lepsza technika modelowania jest kombinatorycz-
na reprezentacja rozwiazan, pozbawiona redundantnosci charakterystycznej
dla grafu dysjunktywnego. Zbiér operacji @ moze byé w naturalny spo-
sob dekomponowany na podzbiory operacji wykonywanych na jednej usta-
lonej maszynie k € M, My = {i € O : v; = k} i niech my, = |[My].



302 14. PROBLEMY GNIAZDOWE

Kolejno$¢ wykonywania operacji na maszyne k jest okreélony permutacja
e = (mk(1),...,mx(mg)) n zbiorze My, k € M; (i) oznacza ten ele-
ment z My, ktéry jest w pozycji i@ w m. Niech II(My) bedzie zbiorem
wszystkich permutacji na My. Kolejnos¢ wykonywana na wszystkich ma-
szynach jest definiowana jako m-tka 7 = (m,...,7), gdzie 7 € II =
II(M;1) x II(M2) x ... x II(M,,). Dla kolejnosci m, tworzymy graf skiero-
wany (digraf) G(n) = (O,U U E(r)) ze zbiorem weztéw O i zbiorem lukéw
U U E(m), gdzie U jest zbiorem tukéw stalych reprezentujacych kolejnosé
wykonywania operacji w zadaniu, za$ zbiorem tukéw reprezentujacych ko-
lejno$¢ wykonywania operacji na maszynach

m mkfl
B = U {(m(@), mai + 1)} (14.10)
k=1 =1

Kazdy wezet i € O ma wage p; i kazdy tuk ma wage zero. Zauwazmy, ze
kazdy wezet ma co najwyzej dwa bezposrednie nastepniki i co najwyzej dwa
bezposrednie nastepniki. Oznaczmy przez s; oraz 3; bezposéredni oporzednik
i nastepnik sekwencyjny operacji ¢ (wynikajacy z F(w)), wstawiajac sym-
bol o jedli odpowiedni byt nie istnieje. Podobnie, niech t; oraz t; oznacza
bezposredni poprzednik i nastepnik technologiczny operacji ¢ (wynikajacy
z U). Kolejnosé wykonywania 7 jest dopuszczalna jesli tylko graf G(m) nie
zawiera cyklu. W Rys. ?? pokazano graf G(w) dla danych z przykladu w
Tabl. 14.1 oraz kolejnosci m = (w1, 7o, 3, m4), m1 = (8,4), m = (5,7,2),
m3 = (3,6,10,9), m4 = (1). Kazda dopuszczalna kolejno$é wykonywania ge-
neruje rozwiazanie dopuszczalne S, w ktéorym termin rozpoczecia S; réwna
sie dlugo$ci najdtuzszej drogi dochodzacej do wierzchotka i (bez p;) w G(7),
i € O; jesli wierzchotek nie ma poprzednika dtugosé jest zero. Dla danej do-
puszczalnej m wyznaczenie wartosci funkcji celu wymaga czasu rzedu O(o),
zatem mniejszego niz w przypadku reprezentacji dysjunktywnej. Co wiecej,
Rys. 7?7 pokazuje, ze takze graf G(m) posiada bardziej przejrzysta strukture
od odpowiedniego grafu z reprezentacja dysjunktywna (luki sekwencyjne,
nalezace do zbioru E(7), zaznaczono linia przerywana). Istotnie reprezen-
tacje W w grafie z Rys. 7?7 mozna otrzymaé¢ dodajac w grafie z Rys. 77 do
E(m) wszystkie tuki kolejno$ciowe (przerywane) wynikajace z przechodniodci
relacji poprzedzania operacji na maszynie. Poniewaz dla kazdej m mozemy w
ten sposéb utworzy¢ odpowiednia reprezentacje tukéw dysjunktywnych W,
za$ nie dla wszystkich reprezentacji mozemy skonstruowaé 7, stad wniosek,
ze liczba wszystkich rozwiazan w grafie dysjunktywnym jest wicksza niz dla
przedstawienia permutacyjnego. Faktycznie, rozbieznosc dotyczy tylko roz-
wigzan niedopuszczalnych, bowiem rozwiazania dopuszczalne sa okreslone
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jednoznacznie w obu modelach. Podobnie jak poprzednio, warto$é¢ Cpax ()
dla kolejnosci 7 réwna sie dlugosci najdtuzszej drogi w G (). Liczba wszyst-
kich rozwiazan (lacznie z niedopuszczalnymi) jest réwna [[5 (mg!).

Model listowy

Oba wymienione powyzej modele rozwiazan (reprezentacja dysjunktyw-
na, ciag permutacji) wymagaja kontroli dopuszczalnosci poprzez detekcje cy-
klu w odpowiednim grafie. (W przypadku bardziej ztozénych probleméw ba-
danych jest fakt wystepowania cyklu o dodatniej dtugosci.) Poniewaz koszt
badania acyklicznosci grafu jest porownywalny z kosztem algorytmu wyzna-
czania wartoéci S przyuzyciu grafu, efektywna eliminacja rozwigzan niedo-
puszczalnych jest kluczowa dla szybkosci pracy wielu algorytméw, gtdéwnie
tych modyfikujacych rozwigzanie w sposéb krokowy. Mozliwe sg przy tym
rézne alternatywne podejscia: (1) bezposrednie kosztowne badanie acyklicz-
nosci grafu, (2) wyznaczanie dlugosci drég w grafie z réwnoczesna detekcja
cyklu, (3) predykcja wystapienia cykle, (4) generowanie rozwiazan gwaran-
tujacych dopuszczalnosé, (5) uzywanie reprezentacji rozwiazan nie wymaga-
jacej badania dopuszczalnosci. Oméwimy te podejscia kolejno.

Do sprawdzenia czy graf posiada cykl mozna wykorzystaé algorytm wy-
znaczania porzadku topologicznego wierzchotkéow 69. Biorac pod uwage, ze
algorytm ten mozna zmodyfikowaé w celu wyznaczania dtugoéci drég w gra-
fie, podejscie (2) nalezy uznaé¢ za korzystniejsze niz (1); tak tez jest w prak-
tyce. Metoda predykcji wystapienia cyklu (3) jst stosowana w metodach po-
szukiwan lokalnych, gdzie bada sie czy proponowana nieznaczna modyfikacja
rozwigzania biezacego naruszy jego dopuszczalnosé. Wymaga tozasadniczo
odpowiedzi na pytanie czy w grafie reprezentujacym biezace rozwigzanie ist-
nieje droga i — j, 7€ K C O (lub j — i, j € K C 0), gdzie i € O oraz K
sg pewnym ustalonym wierzchotkiem i podzbiorem wierzchotkéw, odpowied-
nio. Detekcje wspomnianej drogi mozna przeprowadzi¢ poprzez przeszukanie
grafu wszerz, startujac z K oraz posuwajac sie po bezposrednich poprzed-
nikach (lub nastepnikach, odpowiednio) az do zakonczenia przeszukania lub
osiagniecia wezta ¢. Mimo iz podany algorytm jest w praktyce stosunkowo
szybki, jego zlozonos¢ obliczeniowa jest porownywalna z badaniem cycklu
explicite. Z tego tez powodu duzo wysitku wtozono w rozwiniecia podejscia
(4). Jak do tej pory znane sa pewne warunki dostateczne, przy spelnieniu
ktérych modyfikacja rozwigzania dopuszczalnego gwarantuje otrzymanie no-
wego rozwiazania dopuszczalnego, patrz Rozdz. 14.2. Niestety, warunki te
odnosza si¢ tylko do pewnej podklasy probleméw. glténie z kryterium Chax
oraz jego pochodnymi Lyax, fmax-
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Ostatnie podejscie wprowadza inny sposob reprezentacji rozwiazania pro-
blemu gniazdowego za pomoca jednej wspdinej listy operacji. Oznaczmy
przez w permutacje o-elementowa na zbiorze 0. Permutacja w reprezentuje
pewne rozwiazanie dopuszczalne problemu gniazdowego jesli: (a) operacje
wchodzace w sklad jednego zadania wystepuja w poprawnej kolejnosci w
w, (b) kolejno$é wykonywania operacji na maszynie jest zgodna z kolejno-
Scia pojawiania sie ich w w. Istnieje zwiazek pomiedzy w (w reprezentacji
listowej) oraz 7 (w reprezentacji kombinatorycznej). Niech 7 bedzie rozwia-
zaniem dopuszczalnym: w moze by¢ otrzymane jako porzadek topologiczny w
G(7). Poniewaz dla kazdego m moze istnie¢ wiele porzadkéw topologicznych,
transformacja z m do w jest niejednoznaczna, natomiast z w do 7 jest jed-
noznaczna. Zauwazmy, ze dowolna permutacja w spelniajaca warunek (a)
generuje zawsze rozwigzanie dopuszczalne, zatem nie ma potrzeby spraw-
dzania dopuszczalnosci. Permutacje w mozna wykorzysta¢, w co najmniej
trojaki sposob: (1) przeksztalcajac ja do m w celu skorzystania z wlasnosci
grafu G(m), (2) formulujac algorytm konstrukeji wektora S = (Si,...,S,)
bezposrednio na bazie w, (3) wykorzystujac ja jako priorytetowa liste roz-
strzygania konflitéw w schemacie GT opisanym dalej.00

Niekiedy pewien klopot moze sprawiaé¢ generowanie permutacji w spet-
niajacej warunek (a). Problemu tego mozna uniknaé¢ operujac ciagiem w* =
(w*(1),...,w"(0)), w*(i) € J, kodujacym polozenie zadan zamiast operacji.
Permutacja wjest przy tym jednoznacznie wyznaczana z w* poprzez przy-
porzadkowanie kolejnym wystepieniom tego samego zadania w w* kolejnych
numerdw operacji tego zadania, zgodnie z warunkiem (a). Przyktadowo, za-
dania wystepujace w Rys. 77 w kolejnosci w* = (1,2,3,1,3,1,2,4,3,1) sa
tlumaczone na kolejno$é operacji w = (1,5,7,2,8,3,6,10,9,4) w sposéb jed-
noznaczny.

Wybér modelu

Wybér modelu jest kompromisem pomiedzy dopussczalnoscia, redun-
dantnoscia, dostepnymi wlasnosciami oraz rodzajem projektowanego algo-
rytmu. Przykladowo, mimo iz kazda kolejnosé listowa speliajaca warunek
(a) generuje zawsze rozwiazanie dopuszczalne, liczba tak otrzymanych réz-
nych kolejnoéci jest duzo wieksza niz wszystkich dopuszczalnych 7. Dla
przyktadu testowego FT10 zawierajacego 10 zadan wykonywanych na 10
maszynach (100 operacji) liczba wszystkich rozwiazan dla odpowiednich re-
prezentacji wynosi: model dysjunktywny - 210109/2 ~ 9.9 . 10135 (lacznie z
niedopuszczalnymi), model kombinatoryczny — (10! ~ 4 - 105° (tacznie z
niedopuszczalnymi), model listowy — (100!)/(101)10 ~ 2.3 - 109 (wszystkie
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sa dopuszczalne). Jak wida¢ model listowy posiada znaczaca redundancje,
za$ kombinatoryczny — najmniejsza. We wszystkich modelach liczba réznych
rozwiazan dopuszczalnych jest identyczna.

14.2 Pewne wlasnosci problemu

Podstawowe wlasnosci sa wymieniane w zwiazku z reprezentacja grafows
problemu. Niezaleznie od przyjetej metody modelowania, punktem wyjscia
do rozwazan jest acykliczny graf G(W) lub G(7). Opisane ponizej wlasnosci
powstaly gtéwnie w kontekécie probleméw z kryterium Ciyax, choé niektore
z nich moga by¢ adaptowane do innych funkcji kryterialnych. Wartosé funk-
cji celu Ciax odpowiada dlugos$éi najdtuzszej drogi (krytycznej) w grafie
G(W) (odpowiednio G(m)). Niech u = (uy,...,u;) bedzie ciagiem wezléw
wystepujacych w tej drodze. Ogdlnie moze istnie¢ wiele drég krytycznych,
wprowadzone pojecia odnoszg sie do kazdej z nich. Droga w naturalny spo-
séb moze byé¢ dekomponowana (pocieta) na rozlaczne odcinki odpowiada-
jace operacjom wykonywanym kolejno na tej samej maszynie. Dokladniej
interesuja nas wszystkie zwarte podciagi kolejnych elementéw z u postaci
(UasUat1,- -5 up), gdzie 1 < a < b<tv, =k j=a,...,bk=uy,,
Vig_y # k # Vu,,,- Podciag taki odpowiada kolejnym operacjom ze Sciezki
krytycznej wykonywanej bez przerwy na tej samej maszynie. Ostatni wa-
runek w definicji zada maksymalnej rozpietoéci podciggu co implikuje, ze
dekompozycji dokonano na najmniejsza liczbe odcinkéw posiadajacych po-
dang wtasnosé. Tak okreslony odcinek drogi krytycznej bedzie dalej nazy-
wany blokiem operacji na maszynie lub krétko blokiem. Interesuja nas tylko
bloki zawierajace wiecej niz jedna operacje, b—a > 1. Blokiem wewnetrznym
nazywamy ciag operacji bloku bez pierwszej u, i ostatniej w, operacji tego
bloku. Jesli blok ma mniej niz trzy operacje, to jego blok wewnetrzny jest
pusty.

Korzystajac z pojecia drogi krytycznej oraz blokéw mozna pokazaé pew-
ne wlasnosci rozwigzan problemu z kryterium Chhax, bedace podsumowaniem
prac wielu autoréw (patrz ich zestawienie w 3,371). Niech W bedzie kom-
pletna reprezentacja dopuszczalna, za$ u dowolna droga krytyczna w G(W).
Zachodza nastepujace wtasnosci.

A. Odwrécenie skierowania jednego (dowolnego) tuku dysjunktywnego
lezacego na drodze krytycznej u generuje inna (kompletna) reprezentacje
dopuszczalng.

B. Odwrdcenie skierowania jednego (dowolnego) tuku dysjunktywnego
nie lezacego na drodze krytycznej u generuje reprezentacje niedopuszczalna
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lub dopuszczalng W' lecz nie lepsza, to znaczy dlugosé drogi krytycznej w
G(W') jest nie mniejsza niz w G(W).

C. Odwrdcenie skierowania jednego (dowolnego) tuku dysjunktywnego
pomiedzy dwoma operacjami wewnetrznymi bloku generuje reprezentacje
dopuszczalng W' lecz nie lepsza wyzej podanym sensie.

D. Niech ¢, j beda dwoma kolejnymi opracjami pierwszego bloku na
drodze krytycznej oraz j jest operacja wewnetrzng tego bloku. Odwrocenie
skierowania tuku dysjunktywnego taczacego te operacje generuje reprezen-
tacje dopuszczalng W' lecz nie lepsza wyzej podanym sensie. Symetryczna
wtasno$¢ zachodzi dla dwdch kolejnych operacji ostatniego bloku.

Niestety, brak jest analogicznych lub chociaz podobnych wtasnosci pro-
blemu gniazdowego w przypadku innych funkcji kryterialnych.

14.3 Schemat B&B

Mimo, iz w ostatnich latach osiagnieto znaczny postep w budowie algo-
rytméw B&B dla problemu gniazdowego 43,52, otrzymane rezultaty trudno
uznaé za zadowalajace. Miara dokonanego postepu jest fakt ze problem prak-
tyczny 94 F'T10 o rozmiarze 10 zadan, 100 operacji, 10 maszyn, postawiony w
roku 1963 doczekal sie rozwiazania optymalnego po 26 latach wlasnie za po-
mocg schematu B&B. Najlepszy znany algorytm dla problemu gniazdowego,
wykorzystujacy schemat, B&B, uzywa wiele specyficznych cech problemu,
w tym tak zwane wlasnosci blokowe, charakteryzuje sie znacznym stopniem
skomplikowania, nietrywialna implementacja komputerowa i jest w stanie
rozwiazaé¢ w rozsadnym czasie problemy o rozmiarze ponizej 200 operacji 43.
Niestety, podany rozmiar problemu wyznacza aktualnie przyblizona grani-
ce praktycznej stosowalnosci algorytmoéow doktadnych, poza ktéra objawia-
ja one niekontrolowana eksplozje obliczen. Przesuniecie tej granicy bedzie
mozliwe po znaczacym rozwoju teorii, zad za gléwna przyczyne niedostat-
kéw powszechnie uwaza sie stabosé metod wyznaczania dolnych ograniczen
oraz brak skutecznych wlasnosci eliminacyjnych. Stad, algorytmy doktadne
traca powoli swoje znaczenie w rozwiazywaniu przykladow o wiekszym roz-
miarze, na rzecz szybkich i dos¢ doktadnych algorytméw przyblizonych. Tym
niemniej, cykliczne systemy wytwarzania, charakteryzujace sie niewielkimi
rozmiarami przykladéw praktycznych, a wymagajace dokladnego (optymal-
nego) rozwiazania, sa doskonalym obszarem zastosowania schematu B&B.
Niestety, w chwili obecnej stosunkowo malto prac poswiecono takiemu po-
dejéciu.

Schematy B&B dla problemu gniazdowego z kryterium Ch,.x sa oparte
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w zasadzie na czterech odmiennych podejsciach: (1) historycznie najstarsze,
oparte na eliminacyjnych wtasnosciach drogi krytycznej, z podziatem binar-
nym poprzez odwrdcenie skierowania pojedynczego tuku dysjunktywnego,
generujace uszeregowania dosuniete w lewo 28; (2) tradycyjnie, najbardziej
popularne, oparte na budowie cze$ciowego uszeregowania operacji od poczat-
ku lub od konca, zwykle z wykorzystaniem schematu GT opisanego dalej,
generujace uszeregowania aktywne 224; (3) oparte na analizie klik w grafie
dysjunktywnym, z wykorzystaniem dodatkowych silnych wtasnosci elimina-
cyjnych, z podzialem binarnym poprzez odwrdcenie skierowania pojedyn-
czego luku dysjunktywnego, generujace uszeregowania dosuniete w lewo 52;
(4) oparte na nie-binarnym dynamicznym schemacie podziatu, korzystaja-
cym z rozbicia drogi krytycznej na bloki operacji, wsparte dodatkowymi
silnymi wtasnosciami eliminacyjnymi, w tym wlasnoéciami eliminacyjnymi
drogi krytycznej i blokéw zadan, generujace uszeregowania dosuniete w lewo
132, Precyzyjny opis kazdego z tych podejs¢ wymaga wprowadzenia i opisa-
nia wielu specyficznych nietrywialnych wlasnoéci teoretycznych. Poniewaz
praktyczna przydatnoéé schematu B&B dla problemu gniazdowego ciagle
jeszcze pozostaje kontrowersyjna, zatem tylko odsylamy zainteresowanego
czytelnika do wymienionych pozycji literaturowych.

Jednym z wazniejszych zagadnien rozwazanych w kontekscie schematu
B&B dla problemu gniazdowego oraz oceny jakosci metod przyblizonych,
sg efektywne metody wyznaczania dolnych ograniczen wartosci funkcji celu.
Ze wzgledu na zlozonos¢ obliczeniows oraz klopoty algorytmiczne, zdecy-
dowanie najwiecej wynikow otrzymano dla probleméw z kryterium Chax
oraz kryteriami podobnymi (Lmax, Wmax, €tc.). Metody te réznia si¢ mie-
dzy soba zastosowana relaksacja oraz zlozonoscia obliczeniowa. I tak, naj-
prostsze z nich, relaksuja tuki dysjunktywne nieskierowane (nie nalezace do
reprezentacji cze$ciowej) oraz wyznaczaja dlugosé drogi w grafie zawiera-
jacym reprezentacje czesciowa. Kolejna grupa metod wprowadza relaksacje
przepustowosci wszystkich maszyn z wyjatkiem jednej. Otrzymujemy w ten
sposéb problem szeregowania na jednej maszynie (1|7, ¢;, prec, dij|Cmax), z
czasmi gotowosci 7;, czasami dostarczania q;, z relacja czeSciowego porzadku
‘R nalozona na czasy oczekiwania pomiedzy operacjami polaczonymi relacja
poprzedzania. Wartosci r;, ¢;, R, d;; wynikaja z analizy odpowiednich drég w
grafie. Poniewaz tak otrzymany problem jest NP-trudny, stosowane sa dalsze
relaksacje, w tym prowadzace do problemu 1|r;, ¢;|Crax oraz jego pochod-
nych oméwionych szczegétowo w Rozdz. 9. W praktyce poniewaz problem
1|74, ¢i|Cmax ma stosunkowo efektywny algorytm (patrz Rozdz. 9.9), mimo
jego oczywistej NP-trudnoéci czesto jest on takze stosowany bezposrednio
jako umiarkowanie kosztowne narzedzie do wyznaczania dolnego ogranicze-
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nia lub do konstrukcji bardziej zaawansowanych metod przyblizonych. W
literaturze znane sa takze wysoce specjalizowane algorytmy dedykowane dla
problemu 1|r;, ¢;, prec, d;j|Cmax. Krancowo odmienna technika jest relaksa-
cja dualna, ktéra omowiono bardziej szczegdétowo w Rozdz. 14.2.

14.4 Algorytmy priorytetowe

Istnieja co najmniej trzy ogdlne schematy heurystyczne, patrz przeglad
w pracy 371, wszystkie bazujace na budowie czesciowego uszeregowania ope-
racji, w ktérych mozna osadzaé rézne priorytetowe reguty wyboru. Ogolnie,
reguly te okredlaja preferecje dla wyboru kolejnej operacja do wykonywaniu,
sposréd pewnego zbioru operacji oczekujacych na wykonywanie (zbiér ope-
racji szeregowalnych, kolejka do stanowiska, itp. 279,388, Wérdd najczesciej
wymienianych regul sa: SPT (shortest processing time) operacja z najkrét-
szym czasem wykonywania, LPT (longest processing time) operacja z naj-
dluzszym czasem wykonywania, MWR (most work remaining) operacja o
najwiekszej pozostalej pracochtonnosci liczonej suma czaséw wykonywania
operacji technologicznych wystepujacych po danej operacji LWR (least work
remaining) operacja o najmniejszej pozostalej pracochtonnosci, MOR (most
operations remaining) zadanie o najwigkszej liczbie pozostalych operacji,
LOR (least operations remaining) zadanie o najmniejszej liczbie pozosta-
lych operacji, ERT (earliest ready time) operacja najwczesniej dostepna,
EDD (earliest due date) operacja najwczesniej konczona, FIFO (first in first
out) w kolejnoéci naptywu, RANDOM (random) losowo.

Schemat GT

Pierwsza z wymienionych klas algorytmoéw priorytetowych bazuje na
schemacie GT, ktéry generuje drzewo rozwiazan (analogiczne jak w sche-
macie B&B) w celu rozstrzygania konfliktéw wykonywania operacji zadaja-
cych tej samej maszyny w nieroztacznych przedziatach czasu. Ogélna zasada
algorytmu GT opiera si¢ na tworzeniu czesciowego uszeregowania operacji,
poczynajac od uszeregowania pustego, dotaczajac kolejno operacje z zacho-
waniem relacji porzadku technologicznego. Niech S’H bedzie zbiorem opera-
cji szeregowalnych, tzn. nieuszeregowanych, majacych uszeregowane wszyst-
kie poprzedniki w grafie poprzedzan, (O,U) w pewnym kroku procedury.
Oznaczmy przez r; najwczesniejszy termin rozpoczecia wykonywania opera-
cji j € U. Terminy te mozemy wyznaczy¢ jako dtugosci odpowiednich dréog w
grafie zawierajacym tuki technologiczne U oraz tuki kolejnosciowe wynikaja-
ce z uszeregowania czesciowgo (reprezentacja czesciowa). Dalej, identyfiku-
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jemy operacje v taka, ze (r, + py) = minjesy(rj +pj) oraz maszyne k = v,.
Wszystkie operacje j € SH, ktére spetniajg warunek r; < ry, + py, v = k,
zadaja dostepu do maszyny k w nierozltacznych przedziatach czasu i tworza
zbiér konfliktowy K ma maszynie k. Rozstrzygniecie konfliku w schemacie
GT odbywa sie poprzez analize wszystkich wariantow, co odpowiada wy-
generowaniu wszystkich gatezi drzewa skojarzonych z rozszerzeniem usze-
regowania czeéciowego o operacje j, j € K. Zauwazmy, ze analiza ta nie
bierze pod uwage stanu maszyny k (wolna, zajeta) w chwili podejmowania
decyzji o szeregowaniu. Schemat GT umozliwia wygenerowanie wszystkich
uszeregowan aktywnych.

Wymieniona klasa algorytméw priorytetowych bazuje na schemacie GT
w tym sensie, ze konfikt jest rozstrzygany jednoznacznie i autorytatywnie
poprzez zastosowanie wybranej reguly priorytetowej. Stad na kazdym eta-
pie w drzewie wariantow metody GT jest wybierany tylko jeden nastepnik
oraz pomijane pozostale, co przejsciu od korzenia do pewnego wezta ter-
minalnego wzdtuz jednej Sciezki. Pewnym rozszerzeniem tak otrzymanego
algorytmu jest dopuszczenie do analizy na kazdym etapie podejmowania de-
cyzji, nie jednego lecz pewnej niewielkiej liczby wariantéw podobnie jak w
metodzie FBS. Ze wzgledéw implementacyjnych warianty te sa czesto ge-
nerowane sekwencyjnie, co odpowiada realizacji algorytmu priorytetowego z
powrotami.

Uszeregowania czeSciowe

Druga klasa algorytméw bazuje na budowie cze$ciowego uporzadkowania
operacji, poczawszy od uszeregowania pustego, dodajac w kazdym kroku
jedna szeregowalna operacje. Wybor operacji do uszeregowania odbywa sie
wedlug przyjetej reguly priorytetowej, przy czym musi ona uwzgledniaé¢ nie
tylko pilno$¢ operacji, ale takze moment dostepnosci operacji. Do tego celu
najbardziej nadaja sie reguly typu FCFS oraz ERT. Poniewaz podejscie
to nie analizuje zbioru konfliktowego, jest szybsze jednak kosztem jakosci
generowanych rozwiazan. Metoda generuje rozwigzania dosunigte w lewo.

Symulacja zdarzen

Trzecia klasa jest w swojej istocie przebiegiem symulacji komputerowej z
dyskretnym zbiorem zdarzen oraz okre$lonymi regutami piorytetowymi ob-
stugi kolejek do stanowisk. Reguly te moga by¢ rézne dla réznych stanowisk,
co powoduje mozliwos¢ wygenerowania dos¢ duzego zbioru rozwigzan, spo-
sréd ktorych najlepsze moze zostaé wybrane. Generowane sa rozwigzania
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dosuniete w lewo.

Algorytmy priorytetowe sg jednym z czeSciej stosowanych narzedzi do
rozwigzywania ztozonych zagadnien szeregowania, jakim jest problem gniaz-
dowy. Mimo, ze dostarczane rozwiazania sa wzglednie odlegle od rozwia-
zan optymalnych w granicach do 30%, ich implementacja komputerowa jest
wzglednie prosta. Pozwalaja tez na pewna elastycznosé zwigzang ze zmiana
regul osadzanych w ogélnym schemacie algorytmu.

14.5 Algorytmy aproksymacyjne

Wprawdzie konstrukcja i analiza algorytmoéw tej klasy sa dos¢ zlozona,
przedstawiony ponizej algorytm 331 jest przykladem oryginalnego algorytmu
ulosowionego dostarczajacego dobrych intuicji dotyczacych budowy innych
algorytméw tej klasy.

Dla potrzeb algorytmu wprowadzimy nastepujace oznaczenia

l;
Lszlrgiag)%' Z D) (14.11)
J=li—1+1
LBlegi% > Py (14.12)
[SORTES

Wielkosci LBy i LBjys sa klasycznymi dolnymi ograniczeniami problemu
gniazdowego. Dalej oznaczmy, pmax = MaX;jco Pj 0raz Omax = MaxXii<n 0;-
Algorytm podstawowy sktada sie trzech krokéw:

1. Wygeneruj rozwigzanie (niedopuszczalne) S spelniajace tylko wyma-
gania porzadku technologicznego, to znaczy Sj,4+; = >.2_; pi,+s- Roz-
wiazanie to ma wartoS¢ Cpax = LBy, lecz wiecej niz jedno zadanie
moze zostaé przydzielone do maszyny w tym samym momencie czasu.

2. Zaburz terminy rozpoczecia operacji kazdego zadania i o wielkos¢ A;
to znaczy Sj,4; = S+ + A, j = 1,...,0;, gdzie A; jest calkowita
liczba losowa o rozkladzie réwnomiernym na przedziale [0, LByy], i =
1,...,n.

3. “Rozciagnij” i “sptaszcz” otrzymane uszeregowanie tak, by w kazdym
momencie czasu na kazdej maszynie bylo wykonywane nie wiecej niz
jedno zadanie.

Kluczowym elementem algorytmu jest Krok 3. Zatézmy, ze dysponujemy
rozwiagzanie S dtugoéci L, w ktorym co najwyzej ¢ zadan jest szeregowanych
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rownoczesnie na kazdej maszynie. Jesli operacje maja jednostkowy czas wy-
konywania, rozciggniecie rozwigzania jest trywialne. Wystarczy w tym celu
kazda jednostke czasu zastapié¢ ¢ jednostkami czasu, przydzielajac ¢ operacji
w sposob niekonfliktowy do kolejnych jednostek czasu. Takie postepowanie
dostarcza rozwiazanie dopuszczalne o dtugosci nie wiekszej niz c¢L. Podob-
ny zabieg mozna wykonaé jesli wykonywanie operacji jest przerywalne. W
przypadku nieprzerywalnym, pokazano metode umozliwiajacg rozciggniecie
uszeregowania niedopuszczalnego dlugosci L do rozwigzania dopuszczalnego
o wartosci O(cL1og(pmax))-

Zdefiniujmy wpierw problem pomocniczy posiadajacy czasy wykonywa-
nia operacji zaokraglone do najblizszej potegi 2 jako p;- = 2Mlog2 i1 Odpo-
wiednio, niech py,,, = max;eo pj. Wychodzac od S mozna skonstruowac .S’
ktére uzywa zmodyfikowanych czaséw p; i jest co najwyzej 2 razy dltuzsze
od S co wiecej optymalne rozwiazanie tego nowego problemu jest nie wiecej
niz dwukrotnie dtuzsze od rozwigzania optymalnego problemu oryginalnego.
Przejdzmy zatem do konstrukcji zadanego rozwigzania wychodzac od S’.

Blokiem czasowym nazywamy przedzial czasowy taki, ze kazda opera-
cja zaczynajaca si¢ w tym przedziale ma dlugo$é nie wicksza niz dlugosdé
calego przedzialu. Definicja nie wymaga by wyspecyfikowane operacje kon-
czyly sie w podanym przedziale. Mozemy podzieli¢ S’ na [p;fax] kolejnych
blokéw czasowych o wielkodci p), ... Celem naszym jest podanie rekurencyj-
nego algorytmu rozciggajacego kazdy blok czasowy wielkosci p, gdzie p jest
potega 2, na ciag segmentow o lacznej dlugosci plog p; wszystkie operacje
uszeregowane w segmencie o dlugoéci 7' maja dtugos$é T i rozpoczynaja sie
od poczatku tego segmentu.

W celu uszeregowania bloku czasowego B wielkosci pl .. konstruujemy
wpierw konicowy segment dlugosci pl .., a nastepnie krétsze segmenty po-
przedzajace poprzez rekurencyjne wywolania algorytmu. Dla kazdej operacji
dlugosci pl ., ktéra zaczyna sie w B szeregujemy ta operacje tak, by za-
czynala sie na poczatku koncowego segmentu i nastepnie usuwamy z B. Po
tym kroku, kazda pozostala operacja zaczynajaca siec w B ma dlugosé co
najwyzej pho.«/2, zatem B moze zosta¢ podzielony na dwa bloki czasowe B
i Bg, kazdy o dlugosci nie wiekszej niz pl .. /2, w stosunku do ktérych mo-
zemy powtorzy¢ rekurencyjnie nasze postepowanie. Otrzymane rozwiazanie
posiada co najwyzej c operacji o jednakowym czasie trwania T" w segmen-
cie o wielkosci T'. Operacje te sa nastepnie szeregowane kolejno, jedna po
drugiej, w celu zapewnienia jednostkowej przepustowosci maszyny.

Wykonujac szereg ztozonych analiz amatematycznych dotyczacych redu-
kowalnosci ppax oraz liczby zadan, ostateczny rezultat gwarantuje uzyskanie
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z najwiekszym prawdopodobienstwem rozwiazania problemu gniazdowego o
warto$ci Cpax nie wiekszej niz O(lggglzgz% * ax)- Nie wnikajac szczegd-
lowo w rzeczywisty cel okreélenia btedu z dokladnoscia do rzedu funkc;ji,

. . . . log? (0maxm) .
wartosé¢ wylgcznie wspdlczynnika Ers v pa— dla wspomnianego przyktadu
testowego FT10 (n = 10, m = 10, o = 100) wynosi ponad 15. Zakladajac
regularna strukture przyktadu (tzn. n = omax) minimalna osiagana wartoséé
tego wspélczynnika jest w przyblizeniu réwna 1.9 (dla m = 3) oraz jest
wiekasza od 2 dla m > 4. Wspoélczynnik ten wzrasta zdecydowanie wolnej
niz n ze wzrostem rozmiaru problemu. Mimo, iz jest to postep w stosun-
ku do oszacowania n, otrzymane gwarancje wciaz pozostaja niedostateczne.
Gwarancja bledu o wartosci bledu o wartosci mniejszej niz 2 (poréwnaj z
bledem eksperymentalnym 1.05 dla TS) oznacza blad wzgledny rzedu 100%

w odniesieniu do rozwigzania optymalnego.

Zaproponowana metoda prowadzi w dalszym ciagu do konstrukcji wie-
lomianowego algorytmu deterministycznego, ktéry wyznacza rozwiazanie o
wartosci Crayx nie wiekszej niz O(1og? (0maxm)C . ). Algorytm ten jest “od-
losowiona” wersja algorytmu opisanego na wstepie tego rozdziatu, posiada-
jaca zmieniony Krok 2. W tym przypaku wrtosci A; sa wybierane determini-
stycznie w przedziale [0, LB/ 10g(0mazm)], tak by otrzymaé uszeregowanie
posiadajace nie wiecej niz O(log(omaxm)) operacji wykonywanych réwnocze-
$nie na kazdej maszynie w dowolnym momencie czasu. Konstrukcja zadanego
uszeregowania jest przeprowadzana przy pomocy pomocniczego zadania PL.
Nie wnikajac w dalsze matematyczne aspekty tego problemu, zauwazmy je-
dynie, ze dla przyktadu testowego FT10 wartosé¢ wspélezynnika log?(omaxm)
wynosi ponad 40.

Rozwiazywanie probleméw gniazdowych przez ich aproksymacje wydaje
sie ciagle jeszcze niedostatecznie efektywne z praktycznego punktu widzenia,
co przyznaja czesto sami autorzy algorytméw. Podstawowy lecz niegrozny
pesymizm jest zwigzany z elementarnym rezultatem dotyczacym nieaproksy-
mowalnosci 385 waznym juz dla problemu przepltywowego: jesli P # NP to
nie istnieje wielomianowy algorytm e-aproksymacyjny dla problemu gniaz-
dowego z kryterium Chyax dla € < 1.25. W praktyce oznacza to niemozno$é
zagwarantowania bledu wzglednego aproksymacji ponizej 25% w odniesieniu
do rozwiazania optymalnego, co w poréwnaniu z eksperymentalnie otrzyma-
nym bledem ponizej 1-5% dla metod LS wydaje sie znaczacym mankamen-
tem. Dalej, wszystkie znane dotychczas algorytmy przyblizone gwarantowa-
ly blad e niw wiekszy niz n co jest juz skrajnym pesymizmem. (Algorytm
wybierajacy rozwiazanie losowo jest takze n-aproksymacyjny). Rezultat do-
tyczacy nieaproksymowalnosci zostal otrzymany dla przyktadu problemu
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gniazdowego o niewielkim rozmiarze, stad przypuszczenie, iz moga istnieé¢
algorytmy aproksymacyjne zachowujace sie dobrze w sensie asymptotycz-
nym, dla duzych przyktadéw probleméw. Co wigcej, w sensie teoretycznym,
kazdy algorytm e-aproksymacyjny dla € < n nalezy uznaé za krok pozytyw-
ny w kierunku konstrukeji efektywnych algorytmoéw aproksymacyjnych dla
rozwazanego problemu. Jak do tej pory, otrzymane wyniki sa teoretycznie
interesujace, cho¢ znane oszacowania btedu podawane z doktadnoscig do
rzedu funkcji, w praktyce sa wciaz malto uzyteczne.

14.6 Poszukiwania lokalne

Podstawowym problemem w algorytmach poszukiwan lokalnych jest spo-
sOb budowy sasiedztwa, wynikajace stad jeg wlasnosci oraz metoda oceny
rozwigzan sasiedztwa. Teoretycznie mozliwe jest zaprojektowanie wielu réz-
nych sasiedztw, w zaleznosci od przyjetego sposobu modelowania rozwiazan
(dysjunktywne, kombinatoryczne, listowe), tak tez jest w praktyce. W litera-
turze wystepuja gtéwnie otoczenia majace swoje zrédto w wymienionych po-
dejéciach, korzystajace ze szczegdlnych wlasnosci takich jak na przyktad te
wymienione w Rozdz. 14.2. Niestety wszystkie zgloszone propozycje musza
mieé na wzgledzie problem dopuszczalnosci generowanych rozwigzan sasied-
nich w otoczeniu, co zwykle zwieksza ztozonosé obliczeniowa odpowiednich
procedur przegladu. (Model listowy z lista zadan nie korzysta z zadnych wla-
snosci i nie musi badaé¢ dopuszczalnosci rozwiazan.) Spotykane sa przy tym
cztery odmienne podejscia: (1) dla kazdego wygenerowanego rozwiazania
badana jest kosztownie jego dopuszczalnosé; (2) wygenerowanie rozwiazania
jest poprzedzone niekosztownym testem dopuszczalnosci; (3) funkcja oce-
ny rozwigzania zostala dobrana tak by zwracaé¢ nieatrakcyjna warto$é¢ dla
rozwiazan niedopuszczalnych; (4) generowane sa tylko rozwiazania posiada-
jace teretyczng gwarancje dopuszczalnosci. Ocena rozwigzan w sasiedztwie
jest wykonywana poprzez: (a) obliczenie explicite wartosci funkcji celu; (b)
niekosztowne oszacowanie wartoéci funkcji celu, zwykle wyliczane w czasie
O(1).

Najprostszy rodzaj sasiedztw (N1) bazuje na zmianie skierowania jedne-
go tuku dysjunktywnego lezacego na (dowolnej) $ciezce krytycznej; korzysta
z Wlasnosci A i B. Bardziej zaawansowane sasiedztwo (N1.1) odwraca skie-
rowanie tylko tych tukéw na Sciezce krytycznej, ktore tacza operacje przy-
legte; korzysta z N1 oraz cze$ci Wiasnosci C. Kolejne sasiedztwo wylacza z
poprzedniego tuki taczace wewnetrzne operacje bloku; korzysta z N1 oraz
dodatkowo Wtasnosci C. Nastepna propozycja (N1.2) wylacza z poprzed-
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niego otoczenia N1.1 rozwiazania odpowiadajace warunkom wymienionym
w punkcie D. Wszystkie wymienione otoczenia gwarantuja, ze wygenerowa-
ne rozwigzania beda dopuszczalne.

Kolejne otoczenia sa budowane przez zmiane skierowania wiecej niz jed-
nego tuku dysjunktywnego. Pierwsza propozycja (N2) odpowiada badaniu
wszystkich 3! permutacji operacji lezacych na Sciezce krytycznej s;, ¢, S; (z
definicji operacje te musza by¢ wykonywane na tej samej maszynie). Nie-
stety potrzebne jest badanie dopuszczalnosci tak generowanych rozwiazan.
Kolejna propozycja (N2.1) wylacza z rozwiazan tréjki dla ktérych i, s; badz
S;, 1 sa réwnoczesnie operacjami wewnetrznymi bloku. Nastepne otoczenie
(N3) jest otrzymywane poprzez przesuniecie operacji z bloku bezposrednio
przed lub bezposrednio za blok. Jezeli takie dziatanie powoduje otrzymanie
rozwigzania niedopuszczalnego, przesuwanie jest kontynuowane w odpowied-
nim kierunku do chwili uzyskania rozwiazania dopuszczalnego. Zauwazmy,
ze rozwigzania generowane tymi metodami maja znaczne zmiany skierowa-
nia réwnoczesnie wielu tukéw dysjunktywnych w modelu dysjunktywnym,
oraz sg stosunkowo latwo interpretowane w modelu kombinatorycznym za
pomoca techniki INS (wytnij i wklej). Otoczenia N2, N2.1, N3 zmieniaja
lokalizacje pojedynczej operacji.

Kolejne otoczenia powoduja zmiany potozenia jednocze$nie kilku ope-
racji. Otoczenie (N5) rozwaza dalej tylko operacje pochodzace z bloku i
odwraca kolejnosé¢ réwnoczesnie trzech par operacji: (1) ,7, gdzie j = 5;
(ta oraz nastepne sa wykonywane z wyjatkiem gdy obie naleza do bloku
wewnetrznego); (2) S¢ks Lf, dla pewnego k > 1; (3) ¢;, 57,. Symbol tf jest

k+1 _
ty, 57 =ty

Krancowymi pomystami sa drastyczne zmiany lokalizacji wielu operacji
réwnoczesnie. Niech m* bedzie maszyna przez ktora przechodzi droga kry-
tyczna. Sasiedztwo (N4) otrzymujemy generujac wszystkie skierowania tu-
kéw dysjunktywnych na m* prowadzace do rozwiazan dopuszczalnych. Inny
pomyst (N6) polega na generowaniu wszystkich dopuszczalnych rozwiazan
poprzez zmiane skierowania tukéw dysjunktywnych na m — k maszynach,
gdzie k < m. Jest to jedno z wickszych i bardziej kosztownych obliczeniowo
sasiedztw.

definiowany rekurencyjnie: t? =

Samodzielna grupe stanowia sgsiedztwa wykorzystujace opisany wcze-
$niej schemat GT, zwykle wbudowany w algorytm oparty na technice FBS.
Algorytmy LS uwazane s za jedne z bardziej efektywnych narzedzi do
przyblizonego rozwiazywania probleméw gniazdowych. Niestety, najprostsze
jednoprzebiegowe metody DS sg w tym przypadku wzglednie mato skutecz-
ne. Dobre wyniki otrzymuje sie taczac LS z odpowiednim mechanizmem
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rozpraszania poszukiwan oraz wprowadzajac techniki wielostartowe.

14.7 Metoda przesuwanego waskiego gardta

Metoda SB (Shifted Bottleneck) buduje reprezentacje cze$ciowa rozpo-
czynajac od reprezentacji pustej, wykonujac m-etapowy proces. W kazdym
etapie ustalana jest kolejno$¢ wykonywania operacji tylko na jednej wybranej
maszynie, nie dokunujac zadnych zmian na innych maszynach, zas skierowa-
nia tukéw dysjunktywnych na tej maszynie sg dostosowywane tak, by repre-
zentowaly otrzymang kolejnosé. Maszyna ta jest traktowana tymczasowo,
na czas trwania etapu, jako maszyna krytyczna (bottleneck machine), patrz
Rozdz. 9.4. W celu szeregowania wybranej maszyny formutowany jest po-
mocniczy problem jednomaszynowy 1|r;, g;, prec, dij|Cmax (lub 1|74, ¢;|Cmax
w wersji wczeSniejszej tego algorytmu), ktéry nastepnie jest rozwiazywany
algorytmem doktadnym. Wartosci 75, ¢;, R, d;; wynikaja z analizy dlugo-
sci odpowiednich drog w grafie zawierajacym czesciowe uporzadkowanie. W
koncu kazdego etapu jest wywolywany pomocniczy algorytm popraw lokal-
nych, ze strategia najlepszej poprawy, wykorzystujacy sasiedztwo N4, bada-
jace zmiany orientacji wszystkich tukéw dysjunktywnych ustalonych wcze-
$niej na innych maszynach. Tak okreélony ogdlny schemat algorytmu nie
precezuje kolejnosci analizowania maszyn, metody rozwiazania pomocnicze-
go problemu jedno-maszynowego, itd.

Podstawowy wariant algorytmu SBI analizuje maszyny zgodnie z maleja-
cymi wartosciami funkcji celu rozwigzan odpowiednich probleméw jednoma-
szynowych formutowanych dla problemu wyjsciowego. Po uszeregowaniu jed-
nej maszyny iteracyjna procedura popraw z sasiedztwem N4 jest stosowana
w trzech cyklach. W kazdym cyklu kazda uszeregowana wczeéniej maszyna
jest rozwazana ponownie i przeszeregowywana z uzyciem N4. W pierwszym
cyklu kolejno$¢ analizy maszyn jest zgodna z kolejnoscia poczatkowa. W
drugim i trzecim cyklu maszyny sa analizowane w kolejnosci wynikajacej z
wartosci probleméw jednomaszynowych wyznaczonych w cyklu poprzednim.
Gdy wszystkie maszyny zostana juz uszeregowane, cykle procedy popraw sa
stosowane tak dtugo jak dlugo wystepuja poprawy.

Istnieje wiele wariantow algorytmu SB rézniacych sie niewielky iloscia
szczegolow oraz gléwnie wartodciami parametréow strojacych. Najbardziej
zaawansowany wariant (SBII) generuje ograniczone drzewo kolejnosci ana-
lizowania maszyn oraz dla kazdej takiej kolejnoéci stosuje SBI.

Metody SB sa czesto polecane jako najbardziej efektywne mim znacza-
cych wad. Sa zlozone implementacyjnie oraz objawiaja eksplozje obliczen
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charakterystyczng dla CB przy wzroscie rozmiaru problemu.

14.8 Symulowane wyzarzanie

Praktycznie mozliwe jest wykorzystanie dowolnego otoczenia wymienio-
nego w Rozdz. 14.6 do generowania rozwiazania zaburzonego w schemacie
SA opisanym w Rozdz. 8. Wykonane badania testowe dla r6znych wariantéw
algorytmu SA z otoczeniami N1 oraz N5.1, z kryterium Chax przy réznych
metodach strojenia algorytmu SA, wykazaly umiarkowany optymizm w oce-
nach jakosé/czas (7?). Z tego tez wzgledu kolejne propozycje zmierzaly w
kierunku algorytméw hybrydowych, otrzymanych gtéwnie poprzez wbudo-
wanie doadatkowej procedury poszukiwania lokalnego (pelny przeglad sub-
otoczenia) poprzedzajacej wybrér rozwiazania zaburzonego. Zastosowanie
wlasnosci blokowych jest wysoce rekomendowane w tym celu.

Wydaje sig, ze dla problemu gniazdowego z innymi kryteriami addy-
tywnymi, jak na przyktad > C;, podejscie SA moze byé¢ wzglednie dobra
alternatywa. Argumentéw “za” jest kilka. Zadne z zdefiniowanych otoczen
nie jest odpowiednie dla wymienionego przypadku bowem wartos¢ funkcji
celu zalezy od skierowania prawie wszystkich tukéw dysjunktywnych w grafie
(dokladniej tych, ktére wplywaja na wartosci C;). Stad zachodzi potrzeba
znacznego powiekszenia otoczenia, co implikuje duze koszty jego kompletne-
go przeszukiwania w przypadku uzycia metod DS, TS. Losowe prébkowanie
rozwigzan wykonywane przez SA zmniejsza znacznie koszt wykonania poje-
dynczej iteracji.

14.9 Poszukiwanie z zakazami

Jak do tej pory, rozwazono kilka wariantéw schematu TS z réznymi sg-
siedztwami N1, N1.1, N1.2, N2 dla kryterium Chax. Tak naprawde, otrzy-
mywane wyniki zaleza nie tylko od struktury sasiedztw ale takze od sposobu
wprowadzania zabronien, badania statusu ruchu, mechanizmu rozpraszania
poszukiwan. Te z kolei sa do$¢ specyficzne dla kazdej podanej implemen-
tacji. Zaskakujaco dobra skuteczno$é¢ mozna otrzymac juz przy niewielkich
srodkach stosowanych w dziedzinie TS. Jednakze duzo lepsze efekty uzy-
skuje sie wprowadzajac dodatkowe mechanizmy intensyfikacji i rozpraszania
oparte na przyktad na technice skoku powrotnego do atrakcyjnych obszard
poszukiwan, akceleracji poszukiwan (dekompozycja i agrregacja obliczen).
Najlepszy znany obecnie algorytm tego typu TSAB 268 pokazuje, ze wla-
sno$¢ tacznosci (connectivity) nie jest konieczna do osiagania dobrych wy-
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nikéw numerycznych. Algorytm TSAB stosuje otoczenie N1.2 i posiada, jak
dotychczas, najkorzystniejsza relacje czas obliczen/dokladnosé wedtug nie-
zaleznych ocen z pracy 371. TSAB dla wspomnianego uprzednio przyktadu
FT10 wyznacza rozwiazanie optymalne (mimo braku gwarancji jego opty-
malnosci) w czasie 0.5 sec na wspdlczesnych PC. Pozwala on takze roz-
wiazywaé przyktady o rozmiarze 2,000 czynnosci na 50 maszynach w czasie
minut z bledem wzglednym 4-5%. Algorytmy TS sa jednymi z najprostszych
implementacyjnie i najbardziej skutecznych w chwili obecne;j.

14.10 Spelnianie ograniczen

Istnieje kilka sposobéw formutowania problemu gniazdowego w katego-
riach CSP. Ponizej przedstawiamy wyniki z pracy 6!. Najbardziej oczywi-
stym i naturalnym jest model, w ktérym rozwiazanie jest reprezentowane
wektorem terminéw rozpoczecia operacji S = (51, ..., S,, S¢) bedacych jed-
noczesnie zmiennymi decyzyjnymi problemu CSP. Sktadowa S, reprezentuje
warto$¢ kryterium Clax. Zmienne te podlegaja ograniczeniom zakresu, np.
r; < Sj < dj, j € OU{x}, ograniczeniom wynikajacym z relacji technolo-
gicznych wykonwania operacji oraz z jednostkowej przepustowosci maszyn.
Zakres dopuszczalnej wartosci zmiennych zwany dziedzing zmiennych jest
dynamiczny (tymczasowy) i zawezany systematycznie poprzez dodatkowo
wprowadzane warunki ograniczajace o réznorodnym charakterze, tzw. pro-
pagacja ograniczen. Dziedzing skladowej S; oznaczmy przez S;, przy czym
zbiér S nie musi by¢ spéjny. Problem, dla ktérego, przy danych ograni-
czeniach, nie istnieje rozwigzanie dopuszczalne jest it niezgodny. Badanie
niezgodnoéci jest mozliwe, poprzez analize dziedziny, odpowiednich dolnych
ograniczen, specyficznych kryteriéw eliminacji, oraz warunkéw wyrazalnych
w postaci “jedli ... to”. Stwierdzenie niezgodnosci powoduje odrzucenie pro-
blemu i powrét (backtrack), tzn. przejscie do analizy pewnego problemu
o mniej restryktynych lub opelniajacych ograniczeniachm wygenerowanego
wczesniej. Przeciwnie, stwierzenie zgodnosci zwykle pozwala skonstruowaé
rozwigzanie dopuszczalne czeSciowe lub komletne rozwiazujace ogranicze-
nia (postugujad sie odbudowang heureza, choé¢ nie zawsze jest to mozliwe.
Odpowiedz na pytanie czy istnieje rozwiagzanie dopuszczalne dla ograniczen
teoretycznie jest problemem silnie N P-trudnym. Problem zgodny podle-
ga w dalszym ciggu podzialowi poprzez wprowadzenie pewnego wybranego
ograniczenia, w sposob analogiczny do podziahemacie B&B, powodujac za-
mkniecie cyklu iteracyjnego algorytmu CSP.

Powyzszy, do$¢ ogdlny schemat postepowania nie precyzuje wielu istot-
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nych szczegdléw. Cazytelnik zauwazy, ze istnieje wiele podobienstw tej me-
tody do schematu B&B, stad wszystkie stosowane tam metody konstrukeji
dolnych ograniczen moga by¢ tez tutaj zastosowane. Podobnie jak z algoryt-
mami przyblizonymi, ktére mozna zastosowaé¢ do konstruowania rozwiazan
dopuszczalnych. Niezaleznie od powyzszego, dziedzina CSP oferuje pewne
specyficzne narzedzia, do opisu problemu, wprowadzania ograniczen i bada-
nia niezgodnosci.

Jedng z bardziej efektywnych technik wprowadzania i propagacji ograni-
czen, jest metoda delegowania ograniczen poprzedzania (precedence constra-
int posting, PCP) bazujaca na dysjunktywnej reprezentacji rozwiazan. PCP
moze by¢ interpretowana jako ogdlna sieé¢ chwilowych ograniczen (TCN) zde-
finiowanych na zmiennych ciaglych S = (S1,...,S,, S«) oraz zbiorze jedno-
argumentowych lub dwuargumentowych ograniczen. Sktadowa S; moze repre-
zentowaé punkt (moment czasowy S; réwnowazny C; = S; + p; lub przedzial
(wykonywanie operacji w przedziale [S;, C;]). Ograniczenia moga byé ilo-
Sciowe lub metryczne. Ograniczenie ilosciowe jest przedstawiane dysjunkcja
(Sia185) V...V (S;ouS;), zapisywang krotko Si{au, ..., a;}S;, gdzie aq jest
elementarnym ograniczeniem tlosciowym. Dopuszcza sie trzy typy elemen-
tarnych ograniczen ilosciowych:

1. “przedziat-przedzial”; zawiera 13 podstawowych relacji zachodzacych
pomiedzy parami przedzialéw [S;, C;] oraz [S;, Cj]: przed (C; < Sj);
za (C; < 8;); #lgczony (C; = Sj); zlaczony posrednio (C; = Aj);
nakladajgcy sie (nieroztgczny) ([Si, Cs| N [S;, Cj] # 0); nakladajacy sie
w przedziale o dlugoscib—a ([S;, C5]N[S;, Cj] = [a, b]); w czasie trwania
(S; < 8i, C; < 85); zawarty w ([S;, Ci] €[S}, C}]); zgodne rozpoczecia
(Si = S;); rozpoczyna sie przed (S; < Sj); zgodne zakoticzenia (C; =
C;); konczy sie przed (C; < Cy); identyczny ([S;, Cs] =[S}, Cj]).

2. “punkt-punkt”: relacje sa okreslone za pomoca klasycznych nierénosci
liczbowych <, =, >,

3. “punkt-przedzial” lub “przedzial-punkt”: zawiera 10 relacji zachodza-
cych pomiedzy punktem S; a przedzialem [S;, Cj]: przed (S; < Sj);
w chwili rozpoczecia (S; = S;); w czasie trwania (Sj < S; < Cj); w
chwili zakoriczenia (S; = Cj); za (S; > Cj); oraz ich inwersje.

Inne typy relacji moga by¢ traktowane jako ztozenie podanych.
Ograniczenie metryczne jest reprezentowsne przez roztacznych przedzia-
low {Z1,... 2y}, gdzie Iy = [as, bs]. Wymienia sie dwa typy ograniczen me-
trycznych. Jednoargumentowe, nat6zone na zmienng S;, ograniczaja jej dzie-
dzing, S; = U];’:l Zs. Dwuargumentowe, natozone na pare zmiennych S5,
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S;, ograniczaja ich wzajemng odlegtos¢, S; — 5; € Ulgzl Zs. Wprowadzajac
sztuczna operacje poczatkowa o zerowym czasie trwania oraz odpowiadajacy
jej poczatkowy Sy, kazde ograniczenie jednoargumentowe moze byé¢ wyrazo-
ne jako ograniczenie dwuargumentowe.

Sie¢ TCN okresla graf skierowany w ktérym kazdy wierzchotek reprezen-
tuje zmienna S; za$ krawedz reprezentuje ograniczenie pomiedzy zmiennymi
S; oraz S;. Wektor S jest rozwigzaniem jesli spelnia wszystkie ograniczenia
ilodciowe i metryczne. Sie¢ jest zgodna jesli istnieje co najmniej jedno rozwia-
zanie dopuszczalne. Rozwiazanie problemu polega na przegladzie rozwiazan
reprezentowanych siecia TCN dla wszystkich mozliwych ograniczen genero-
wanych. Nie wnikajac w szczegoly generowania réznych sieci TCN wystarczy
stwierdzi¢, ze istnieje metoda analizy (etykietowania) sieci, ktéra pozwala
na systematyczny i wyczerpujacy przeglad rozwigzan.

Bazowy PCP model uzywa warunkéw poprzedzania wynikajacych z ana-
lizy ograniczen. NajczeSciej sa one oparte na pojeciu luzu czasowego (slack),
lub jego uogélnien, dla par operacji wykonywanych na tej samej maszy-
nie, dla ktérych nie ustalono jeszcze kolejnosci wykonywania. Przyktadowo,
jesli luz pary operacji (i,7) definiowany jako L;; = d; — ri — (pi + pj),
ma wlasnos¢ L;; < 0, to operacja i nie moze zosta¢ uszeregowana przed
operacja j. Korzystajac z podanej definicji mozemy sformutowaé oczywi-
ste warunki: (a) jesli L;; > 0 oraz Lj; < 0 to musi zachodzi¢ ¢ — j, (b)
jesli Lj; < 0 oraz Lj; > 0 to musi zachodzi¢ j — i, (c) jeSli Lj; < 0
oraz Lj < 0 to stan poszukiwan jest niezgodny, (d) jesli L;; > 0 oraz
Lj; > 0, to nie sposéb, na danym etapie, ustali¢ jednoznacznie kolejno-
$ci. Propagacja ograniczen wymaga dokonania wyboru, ktéra spoéréd par
operacji wykonywanych, na tej maszynie, o nieokreslonej jeszcze kolejnosci
wykonywania, powinna podlagaé¢ analizie w danym kroku. Zwykle wybiera
sie pare posiadajaca najmniejsza swobode, to znaczy z minimalng warto-
Scig wyrazenia w;; = min{L;;, L;j;}. W przypadkach znacznej rozpietosci
liczb L;; mozna dokona¢ pewnego zabiegu normalizacji, re-definujac wiel-
kosé wij = min{Lij, Lﬂ}/D, gdzie D= min{Lij, Lﬂ}/ maX{Lz-j, Lﬂ}

Mozna skonstruowaé kilka algorytméw majacych swoje zrodto w PCP.
Najprostszy (S-PCP), nie realizujacy powrotéw, odpowiada pojedynczemu
przejsciu od korzenia drzewa rozwigzan do pewnego wezta terminalnego
wzdhiz jednej wybranej Sciezki. Jest najmniej kosztowny, lecz moze nie do-
starczy¢ zadnego rozwigzania w chwili zakonczenia dzialania. Bardziej wyra-
fionowany (R-PCP) jest minimalnym rozszerzeniem S-PCP gwarantujacym
uzyskanie rozwiazania dopuszczalnego. Wykrycie przypadku (c) dla pewnej
pary (i,7) implikujacego niezgodno$é¢ stanu poszukiwan i powrét powoduje
przejécie do trybu obstugi wyjatkowej. Decyzja (i,j) powodujaca niezgod-
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nos¢é jest zawieszana chwilowo, pozwalajac na kontynuacje poszukiwan. Gdy
rozwigzanie dopuszczalne zostanie znalezione, zawieszona decyzja zostaje
przywrécona lecz dane problemu podlegaja relaksacji: terminy d;, d; zosta-
ja zwiekszone o warto$¢ max{L;j, L;;}. Wieloprzebiegowy wariant M-PCP
stosuje wielokrotnie S-PCP lub R-PCP dla wartosci d, wybieranych we-
dlug techniki szukania binarnego na przedziale [LB,UB|, gdzie UB i LB
sg odpowiednio gérnym i dolnym ograniczeniem warto$ci Cpax dla proble-
mu gniazdowego. Odpowiednie wartoéci mozna znalezé stosujac algorytmy
priorytetowe (dla U B) oraz sekwencje zrelaksowanych probleméw jednoma-
szynowych (dla LB). Poniewaz d, jest ograniczeniem na wartosé¢ funkeji celu,
zastosowanie jednego przebiegu R-PCP dostarczy rozwiazania spelniajacego
zadana wlasnosé, lub tez nie (jesli zajdzie potrzeba uzycia relaksacji).

Podejscie CSP ma pewne zalety i wady. W praktyce, problemy gniazdowe
i pokrewne, posiadaja wiele dodatkowych uwarunkowan technologicznych,
specyficznych dla kazdego procesu produkcyjnego. Ograniczenia te zwykle
powodujg eliminacje znacznej liczby rozwigzan, przyspieszajac tym samym
proces obliczeniowy. Algorytmy CSP sa interesujaca propozycja dla tego
typu probleméw, bowiem umozliwiaja stosunkowo szybka eliminacje wiek-
szodci (nieperspektywicznych) rozwiazan. Niestety, wad mozna znalezé nieco
wiecej. Wigkszo$é algorytméw CSP mozna wyrazi¢ w kategoriach schema-
tu B&B, za$ odpowiednie warianty S-PCP, R-PCP, M-PCP jako realizacje
techniki poszukiwania strumieniowego (beam search). Stad dziedzicza one
wszystkie negatywne cechy swoich przodkéw. Jedynie w przypadku formu-
lowania warunkow ograniczajacych niewyrazalnych w kategoriach znanych
dolnych ograniczen problemu gniazdowego, schemat CSP bylby korzystniej-
szy, a to rzadko ma miejsce, niestety. Wyniki numeryczne dla serii przykla-
déw testowych, w poréwnaniu do poczatkowych schematéw SB, sa umiarko-
wanie gorsze. Sg one tym bardziej nieobiecujace dla najnowszych schematéw
SB oraz najlepszych technik T'S.

14.11 Poszukiwanie ewolucyjne

Podstawowymi trudnosciami w podejsciu GA do problemu gniazdowe-
go sg sposob kodowania cech rozwigzania w chromosomie oraz specyficz-
ne operatory genetyczne. Praktycznie nie spotyka si¢ kodowania binarnego.
Najczesciej chromosom ma forme ciagu symboli z pewnego zbioru i odpowia-
da permutacji lub ciaggowi permutacji. WielkosSci te reprezentuja kolejno$é
realizacji operacji na poszczegdlnych maszynach badz relacje kolejno$cio-
wa pomiedzy operacjami. Poniewaz nie wszystkie tak zdefiniowane chro-
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mosomy odpowiadaja rozwigzaniu dopuszczalnemu problemu gniazdowego,
wprowadzany jest dekoder przeksztatcajacy kod chromosomu w rozwiazanie
dopuszczalne. Chromosom, ktéry nie moze by¢ zdekodowany jest nielegal-
ny. Do generowania legalnych potomkéw z legalnych rodzicow stosowane sa
specyficzne operatory genetyczne. Poniewaz ogdlny schemat algorytmu GA
przedstawiony w Rozdz. 77 zachowuje swoja wazno$¢, ograniczmy sie do
dalej do prezentacji operatoréow.

Operatory zaadaptowane

W Rozdz. 12.11 omdwiono operatory genetyczne dla rozwigzan reprezen-
towanych pojedyncza permutacja, bez zaleznosci kolejnosciowych pomiedzy
zadaniami. Operatory te moga one by¢ zastosowane, po pewnej modyfikacji,
réwniez do omawianego problemu gniazdowego. Niech 7 € Il bedzie rozwia-
zaniem dopuszczalnym omawianego problemu za$ niech o € II(O) bedzie
permutacja na zbiorze operacji 0. Wowczas dla kazdego w € II istnieje co
najmniej jedna permutacja o € II(O) taka, ze porzadek wykonywania ope-
racji na maszynach jest zgodny w 7 i 0. Permutacja o jest porzadkiem to-
pologicznym wierzchotkéw grafu G (), tych zas moze byé¢ wiele. Odwrotnie,
kazdej o odpowiada dokladnie jedna kolejnosé m € II. Mozna ja otrzymaé
dokonujac “rozrzucenia” operacji na poszczegdlne maszyny w kolejnosci ich
wystepowania w o. Mimo iz w € II wyznaczone jest jednoznacznie, otrzy-
mane kolejno$é¢ nie musi byé¢ dopuszczalna, bowiem wymagana jest jeszcze
acykliczno$¢ G(m). Stad stosujac operatory z Rozdz. 12.11 nalezalo by sie
skoncentrowa¢ wytacznie na do-projektowaniu problemowo-zorientowanego

dekodera.

Operatory problemowo-zorientowane

Odmiennym podejéciem jest wprowadzenie problemowo-zorientowanych
operatorow genetycznych 59 uwzgledniajacych pewne cechy charakterstycz-
ne problemu dla zapewnienia legalnosci i dopuszczalnosci.

Operator wymiany podsekwencji SEX (subsequence exchange crossover)
odnosi sie do rozwiazania reprezentowanego ciagiem permutacji, w ktérym
kazda permutacja odnosi si¢ do oddzielnej maszyny. Podsekwencjg nazywa-
my zbiér zadan (operacji) wykonywanych kolejno po sobie na pewnej ma-
szynie i wystepujaca réwnoczesnie u obu rodzicéw lecz niekoniecznie w tej
samej kolejnosci. Kreowanie potomka polega na skopiowaniu genéw z wybra-
nej podsekwencji jednego rodzica (w oryginalnej kolejnosci i potozeniu) oraz
skopiowaniu pozostalych genéw od drugiego rodzica. Poniewaz otrzymany
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potomek nie musi by¢ legalny, przeprowadza sie korekcje jego genomu przy
uzyciu pewnej procedury, np. GT opisanej dalej.

Operator porzgdkowy krzyzZowania zadari JOX (job-based order crosso-
ver) jest pewna modyfikacja operatora SEX. Dopuszcza on wybdr podse-
kwencji zawierajacych zadania niekoniecznie wykonywane kolejno po sobie.
Potomek jest tworzony poprzez skopiowanie od jednego z rodzicéw wybra-
nych genéw na pozycje, na ktorych one wystapily u tego rodzica. Wolne
pozycje sa wypelniane pozostalymi genami pochodzacymi od drugiego ro-
dzica w kolejnoéci ich wystepowania na chromosomie tego rodzica. Korekcja
genomu jest réwniez niezbedna i w tym przypadku.

Operator wymiany czeSciowego rozwigzania PSEX (partial schedule ex-
change crossover) odwotuje sie do rozwiazania czesciowego jako naturalnego
blokowego sktadnika tworzacego rozwiazanie kompletne. Rozwigzanie cze-
Sciowe jest identyfikowane jako posiadajace to same zadanie na poczatku i
na koncu sekwecji czeSciowej. Rozwiazanie czeSciowe jest wybierane u jed-
nego z rodzicéw oraz odpowiednio dobierane u drugiego rodzica. Potomek
zawiera skopiowane rozwiazanie cze$ciowe jednego z rodzicéw oraz pozo-
staly material genetyczny od drugiego z rodzicow. Geny opuszczone oraz
powielone sa korygowane w celu otrzymania rozwiazania dopuszczalnego.

Operator wymiany podlarcucha STEX (substring exchange crossover)
dziata podobnie jak SEX z tym, ze odcinek podlegajacy wymianie jest okre-
Slany w standardowy dwu-punktowy sposéb. Geny powtérzone sg zastepo-
wane brakujacymi w spos6b przypadkowy.

Operatory laczone z heurezami

Dobre wyniki numeryczne otrzymywane dla niektérych heurez zacheca-
ja do tworzenia operatoréw genetycznych, ktérych jadrem jest heureza zas
wynikiem potomek otrzymany na bazie rozwigzan-rodzicéw.

Operator bazujgcy na schemacie GT GTX (GT-based cossover) jest uprosz-
czong wersja schematu GT. Wielowariantowy schemat galezienia zostal za-
stapiony pojedynczym arbitralnym wyborem z elementami losowoéci i in-
formacja genetyczna pochodzaca od rodzicow. Dokladniej, w procesie re-
kombinacji wybierany jest, z jednakowym prawdopodobienstwem, jeden z
rodzicéw. Rodzic ten okresla priorytet dla wyboru operacji ze zbioru kon-
fliktowego w tym sensie, ze operacja z j € K uszeregowana najwczedniej u
wybranego rodzica jest preferowana. Odpowiednikiem mutacji jest przypad-
kowy wybor operacji ze zbioru j € K.

Mutacje przez lokalne poszukiwania MLS (neighbourd search-based mu-
tation) stanowia pewne odstepstwo od “klasycznego” schematu GA. Opera-
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tor mutacji wystepujacy zwykle w tle otrzymuje pierwszoplanowe znaczenie
w poszukiwaniach. Zmutowany potomek jest wybierany jako najlepszy na
drodze przegladu zbioru rozwiazan sasiednich jednego rodzica. Mozliwe sa
rozne definicje sasiedztwa, w tym z elementami losowosci. Przyktadowo, wy-
bierany jest losowo ciag gendéw rodzica, a nastepnie badane sg wszystkie
mozliwe permutacje wzajemne lokalizacji tych genow.

Hybrydowe algorytmy GA

Szereg badan eksperymentalnych potwierdzitlo przewage metod tacza-
cych kilka réznych, czasami krancowo odmiennych podejsé, nad metodami
“czystymi”. Hybrydyzacja GA polega na wbudowaniu dodatkowego algoryt-
mu heurystycznego dla realizacji co najmniej jednej z nastepujacych funk-
cji: (1) generacja poczatkowej, dobrze zaadaptowanej populacji, (2) ocena
stopnia adaptacji osobnika, (3) wykonanie dodatkowego procesu poszukiwan
“wspomagajacego” podstawowy algorytm, zwykle w celu poprawy potom-
ka przed zwréceniem go do cyklu obliczeniowego algorytmu GA. W tym
ostatnim przypadku najczesciej uzywane sa rozne metody poszukiwan lokal-
nych. Taki proces modyfikacji potomka zwykle nazywany jest “uczeniem”
lub wstepna adaptacja cech do $rodowiska (wyjasniana teoria ewolucji La-
marck’a). Wydaje sie jednak, ze bardziej wlasciwym uzasadnieniem jest
swiadoma modyfikacja genomu (metodami inzynierii genetycznej) w celu
poprawy stopnia adaptacji osobnika do srodowiska.

14.12 Podejscie dualne

Model ten mozna uzyskaé¢ przez pewne rozszerzenie podejécia dualnego
podanego w Rozdz. 10.5 dla przypadku jedno-maszynowego. W tym celu
ograniczenia problemu wyrazone zostaja w formie

g9 <1, k=1,....m, t=1,...,T (14.13)
Si + pi < Siy1, i:lj+1,...,lj—1, j=1,....n, (14.14)
0< S <T (14.15)
gdzie
ge(S)={i€O: vi=k t<S; <t—pj}. (14.16)

za$ T jest horyzontem planowania lub jego géornym oszacowaniem. Waru-
nek (14.13) jest ograniczeniem na skonczona (jednostkowa) przepustowosé
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maszyn w kazdym z elementarnych przedzialéw czasu [t — 1, t]. Dalsze poste-
powanie w modelowaniu zalezy od postaci przyjetego kryterium. Opiszemy
je oddzielnie dla kryterium ) C; oraz Cpax-

Jesli kryterium jest C def > C; to funkcja celu zalezy od wektora S i ma
postaé

Z Sl —I—pl (14.17)

Przy konstukeji funkeji Lagrange’a tylko ograniczeniom (14.13) przypiszemy
ceny dualne ugy, t =1,...,7T, k=1,...,m, natomiast pozostale ogranicze-
nia uwzglednimy bezposrednio poprzez zbiér terminéw dopuszczalnych S
speliajacych ograniczenia (14.14)—(14.15). Niech u = [ug]7sm. Problem
dualny ma postaé

max W (u), (14.18)
gdzie
n T m
Wi(w) =min} L;(S,u) =3 > u (14.19)
7= t=1 k=1
oraz
L Si+pi
LJ(‘Sv u) = Z Z Uty +Sl]' +plj' (1420)

i:lj_1+1 t=S;+1

Kazda funkcja L;(S, u) zalezy tylko od sktadowych wektora S skojarzonych z
zadaniem j, to znaczy od zmiennych S;, i = l;_1+1,...,[;. Zatem zaleznos¢
(14.19), po kilku elementarnych przeksztalceniach, mozna przedstawi¢ w
postaci

n T m
W(u) =3 Vi(u) - ZZumZm (14.21)

7j=1 t=1k=1
gdzie
Lj
Vitw) =min | > (Usitpiw = Usiwn) + S, | - (14.22)
€ izl 41
oraz
t
Ue = Y _ gk (14.23)

Wielkosci Uy, moga by¢ obliczone rekurencyjnie z zaleznosci Uy, = U1 1 +
g, t =1,...,7, k = 1,...,m. Wyznaczenie minimum po prawej stronie
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wzoru (14.22) wymaga pewnych zabiegéw ze wzgledu na zalezno$é sklado-
wych S;, i =1;_1 +1,...,1;. Oznaczmy minimalng warto$¢ czesciowy sumy
po prawej stronie (14.22) przez

i

Zz(t7u) = Seg}lgigt Z (Uss+p37l’s - USS7VS) + X’L (1424)
S:l]‘_1+1
gdzie
[0 dla il
X; = { S, dia il (14.25)

Celem naszym jest wyznaczenie
Vi(u) = Z1,(T — pi;, u). (14.26)
Wielkosci Z;(t, u) mozna policzy¢é rekurencyjnie korzystajac ze schematu PD
Zi(t,u) = min{Z;(t — 1,u), Zi—1(t — pi—1,0) + Upyp, vy — Usrr, +Yi} (14.27)

gdzie

{0 dla i#l
Y’_{t dla i=1; (14.28)

dlat=r;,...,T — q;, przy czym

i—1 L
ri= ). Ps Gi=)_Ds (14.29)
S=1

S=lj71+1

oraz i = l;_1 +1,...,1;. Dla kompletnosci zakladamy, ze Z;(t,u) = oo dla
t < r;. Wyznaczenie wartosci W (u), dla ustalonego u, wymaga czasu rzedu
O(omT).

Jedli funkcja celu jest Chhax to nalezy wprowadzi¢ fikcyjna operacje * o
zerowym czasie trwania wystepujaca po wszystkich zadaniach i zwigzanych
dodatkowymi ograniczeniami kolejno$ciowymi postaci

Slj —l—pl]. <SSy, j=1,...,n, (14.30)

a nastepnie jako wektor zmiennych przyja¢ S = (Si,...,S,,S%) zas jako
funkcje celu
Chax(S) = Si. (14.31)

Zbiér S w tym przypadku jest okreslony przez warunki (14.14)—(14.15) oraz
dodatkowo (14.30). Zmienia sie takze posta¢ problemu dualnego oraz metoda
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jego rozwiazania. Wzér (14.18) pozostaje bez zmian, zas nastepne zaleznosci
przyjmuja postaé

n
W(u) = gnelg X_:Lj (S,u) + L.(S,u) Z Zutk (14.32)
gdzie Vj(u) jest okreslone wzorem (14.22) za$
Vi = min S,. 14.33
(u) = min (14.33)
Wyznaczenie Vj(u) j = 1,...,n mozna zrealizowa¢ za pomoca (14.26). Dla
dodanej operacji wprowadzamy
Zy(t,u) = Seg;nagtt (14.34)
oraz odpowiedni wzor rekurencyjny
n
Zy(t,u) = min{Z,(t — L,u),t + > Z (t —p,,u)} (14.35)
j=1
liczony dlat = r,,...,T, gdzie r, = maxigj<n Zij:lj,ﬁl ps. Zachodzi W (u) =

Z.(T,u). Podobnie jak poprzednio, obliczenie W (u) dla ustalonego u wyma-
ga czasu rzedu O(omT).

Ekstremalizacje max,>o W (u) mozna zrealizowaé¢ przy pomocy techniki
subgradientowej stosowanej i opisanej szczegbtowo w Rozdz. 77. Pozostaje
nam jeszcze wskazanie metody aktualizacji gérnego ograniczenia przy uzyciu
pewnej heurezy. Najprostszym rozwiazaniem jest zastosowanie jednosciezko-
wego schematu GT, w ktérym priorytet operacji jest ustalany w oparciu o
rozwiazanie zadania dolnego poziomu.

14.13 Sieci neuronowe

Problemy optymalizacji kombinatorycznej mozna rozwiazywaé sprzeto-
wo, przy pomocy ukladéw dynamicznych majacych analogie do sieci neu-
ronowych. Ponizej podamy przyktad podejscia umozliwiajacy rozwiazanie
problemu gniazdowego z kryterium minimalizacji sumy terminéw zakoncze-
nia zadan. Punktem wyj$ciowym do analizy jest nastepujacy problem z kry-

terium C
n

n n
gleig];wlj +p1,) = gleg; Sty + 2 b, (14.36)
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przy ograniczeniach (?7)-(??). Poniewaz czlon drugi w (?77) jest staly, w
dalszym ciggu bedziemy rozwazaé kryterium zawierajace pierwszg cze$¢ wy-
razenia (?7). Przyjmujemy réwnanie pojedynczego neuronu w postaci ||

dU; U;
dt __fZ(S)_ Ra

gdzie S; = g(U;), g(x) jest funkcja liniowa rosnaca, f;(S) jest wejsciem do
neuronu ¢ z sieci sprzezenia zwrotnego, C oraz R sa pojemnoécia i opornoécig
wezta wejsciowego. Odpowiednio, funkcja energii uktadu ma postaé

e o 5 Ui
E=E;+Ey= Z/O fi(s)ds + Z/O =, (14.38)
=1 =1

Celem naszym jest zaprojektowanie uktadu (dokladniej szczegélnych postaci
funkeji f;(z), i € O), ktory przy danych warunkach poczatkowych zmierzal-
by samorzutnie do stanu o minimalnej energii posiadajacej relacje do funkcji
kryterialnej oraz ograniczen problemu. W pracy 393 zaproponowano Ef w
postaci

(14.37)

no -1

Ef:ZSlj+UZg(_ 1 1+1 +1)Z Z S +p; — SZ‘+1)
j=1 j=1 Jj=li=l; 1+1
+w Z h(SZ +p; — SJ) h(Sj +pj — SZ), (14.39)

1,J€0; i#]; vi=v;

gdzie u,v,w > 0 sa pewnymi duzymi stalymi, zas g(z) = e** — bz, h(z) =
e’ — 1 dla z > 0 (b jest stala wynikajaca z charakterystyki diody) oraz
g(x) = 0 = h(z) dla z < 0. Latwo zauwazy¢, ze pierwszy czion w Ef
odpowiada za warto$¢ funkcji kryterialnej (?7), za$ pozostale czlony repre-
zentuja kary za przekroczenie ograniczen. Kary te osiagaja wartosé zerowa,
gdy ograniczenia sa spelnione oraz dodatnia, gdy sa naruszone. Odpowied-
nie postacie funkcji f;(S) mozna otrzymaé liczac pochodne (?7?) wzgledem
S;. Startujac od dowolnych warunkéw poczatkowych energia uktadu maleje,
bowiem

dE & 7 du; ds;
dt :Zzl(fj( )+ %) ZC dt dt
—-3Cl ) %)2 <o, (14.40)

Ostatnia nieréwnosé zachodzi, jesli tylko g(z) jest monotoniczna funkcja
rosnaca, co ma miejsce w omawianym podejsciu.
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Jak to tej pory nie potwierdzono konkurencyjnosci tego podejscia wzgle-
dem innych znanych. Niedostatkami metody sa problemy skalowania oraz
przedwczesna zbieznos$¢ do lokalnego optimum pociagajaca potrzebe wielo-
krotnego uruchomienia przebiegu z réznych warunkéw poczatkowych.

14.14 Uwagi

Podobnie jak w poprzednich zagadnieniach , utworzona zostata bibliote-
ka testéw numerycznych zawierajaca szczegdlnie trudne przyktady o rozmia-
rze od 100 do 2,000 operacji (100 zadan, 20 maszyn) 358, dostepna takze w
Internecie 31,275,355, Szczegdlna trudnosé problemu gniazdowego oraz jego
znaczenie praktyczne powoduja, ze wzystkie znane i nowo powstajace algo-
rytmy na $wiecie sg testowane w pierwszej kolejnosci na tych przyktadach.
Sledzac rozwdj teorii oraz historie powstajacych algorytméw mozna stwier-
dzié, ze obecnie potrafimy rozwiazywaé z duza doktadnoscig przyktady prak-
tyczne problemu gniazdowego z kryterium Chyax, lub ogdlnie fiax, 0 rozmia-
rach rzedu 2,000 operacji, w czasie minut na PC, stosujac najkorzystniejsza
aktualnie technike TS. Fakt ten stanowi o wystarczajaco dobrej praktycznej
przydatnoéci odpowiednich algorytméw szeregowania. Uwzgledniajac moc
obliczeniowg wspdlczesnych PC oraz mozliwosci prowadzenia réwnoleglych
poszukiwan, daje to realng szanse rozwigzywania przykladéow o rozmiarze
5,000-10,000 operacji. Biorac pod uwage dane statystyczne podane na wste-
pie, kazdy procent poprawy jakoéci rozwiazania moze dostarczy¢ znaczacych
korzysci.

Sukcesy osiagane dla podstawowego problemu gniazdowego sklaniaja
wielu badaczy do formutowania i analizowania bardziej wyrafinowanych pro-
bleméw, na przyklad uwzgledniajacych czasy transportu, przezbrojenia, ter-
miny gotowosci, wielowariantowa obstuge, itp., w celu lepszego przyblizenia
zlozonych systeméw wytwarzania. Odpowiednie algorytmy dla tych zagad-
nien projektowane sa zwykle przez analogie, wykorzystujac doswiadczenia
uzyskane dla klasycznych probleméw prezentowanych w monografii.

Odmiennie, algorytmy dla probleméw gniazdowych z kryterium addy-
tywnym, mimo iz byty formutowane w literaturze, ciagle znajduja sie jeszcze
w fazie rozwoju, gtéwnie ze wzgledu na brak teoretycznych wtasnosci szcze-
gélnych, wystarczajaco korzystnych dla projektowanych algorytméw. Nieza-
leznie od powyzszego, istniej kilka podej$¢ (techniki priorytetowe, metoda
dualna, sieci neuronowe) ktére moga by¢ rutynowo stosowane do probleméw
tej klasy.
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14.15 Warsztat

1. Wyznacz funkcje f;(z) dla problemu (?7)-(?7).
2. Zasymuluj uktad sprzetowy dla przyktadu problemu z 777

3. Zaprojektuj sprzetowy uktad dynamiczny do rozwiazywania problemu
gniazdowego z kryterium Ciqy

4. Zaprojektuj sprzetowy uklad dynamiczny do rozwiazywania proble-
mu gniazdowego z kryterium sredniego czasu przepltywu przy danych
niezerowych terminach gotowosci zadan.
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