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macierz transformacji,

macierz transformacji sztywnego elementu skonczonego,
macierz bezwladnosci,

sztywnos$¢ gigtna,

sztywno$¢ gigtna w fazie I,

sztywnos¢ gigtna w fazie I,

macierz ttumienia,

modul Younga betonu,

sredni modut Younga betonu,
dynamiczny modut Younga betonu,
sztywnos¢ gigtna,

dynamiczna sztywno$¢ gigtna,

sztywnos¢ wg normy [N3],

statyczna sztywno$¢ gigtna,

modut Younga stali zbrojeniowej,

sita w betonie,
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moment bezwtadno$ci przekroju betonowego,
moment bezwladnos$ci w fazie I,

moment bezwladnosci w fazie 11,
masowy moment bezwtadnos$ci elementu,
macierz sztywnosci,

sztywnos$¢ gigtna przekroju betonowego,
moment zginajacy,

moment rysujacy,

moment niszczacy,

statyczny moment zginajacy,

wektor obcigzenia,

sita skupiona,

amplituda sity wymuszajace;.
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masa roztozona na precie, masa tarczy,
liczba rys,
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q — obciazenie rozlozone,
gi — I-ta wspotrzedna uogodlniona (wychylenie, kat obrotu),
r — wektor dyslokacji wzglednych,
r, — Wwzajemne przemieszczenie sasiadujacych elementow,
r, — Wwzajemny obrot sasiadujacych elementow,
Stm  — S$redni rozstaw rys,
t — czas,
Wy  — rozwartos¢ rysy,
X — potozenie punktu na dlugosci preta,
Xc  — potozenie srodka cigzkos$ci przekroju,
X — wysokos¢ strefy $ciskanej w fazie 1,
X — wysokos¢ strefy $ciskanej w fazie II.
Male litery greckie:
a liczba thumienia, parametr modelu,
o parametr do obliczania sztywnos$ci dynamicznej belki,
a4 wspotczynnik przejscia ze statycznej na dynamiczna podatnos¢ rysy,
B parametr modelu,
yil wspotczynnik wg normy [N2],
S wspotczynnik wg normy [N2],
Ss parametr do obliczania sztywno$ci dynamicznej belki,
S logarytmiczny dekrement thumienia,
& odksztalcenie,
K parametr modelu ttumienia,
7, parametr modelu ttumienia,
Yo, gestos¢ masy, stopien zbrojenia rozciaganego,
Ot napr¢zenie w betonie,
Os naprezenie w zbrojeniu w przekroju przez ryse,
Osm srednie naprgzenie w zbrojeniu migdzy rysami,
) kat rozwarcia rysy,
W wspolczynnik,
) czegstos¢ wilasna.
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1.  Wprowadzenie

Znamienna cecha zginanych, rozciaganych i $ciskanych mimosrodowo elementow
zelbetowych jest mozliwo$¢ wystgpowania rys w strefie rozcigganej. Rysy te maja wptyw na
sztywnos$¢ elementéw konstrukcyjnych. Powstalo wiele teorii do obliczania deformacji
1 redystrybucji sit wewngtrznych w fazach przed i po zarysowaniu. W rézny sposob starajq si¢
one opisywac¢ rozktad sztywno$ci na dtugosci elementu. Najprostsze z nich, stosowane do
praktycznych zadan inzynierskich, postuguja si¢ globalnym opisem sztywno$ci catego

elementu (m. in. normy [N3, N6]) — jak na rysunku ponizej.

: B :
- N ;

Rys. 1.1 — Sztywnos$¢ elementu wg [N3, N6

Niektérzy badacze zaproponowali podej$cie podobne [42, 50], bo bazujace na statej

sztywnosci, ale tylko na wybranych odcinkach (rys. 1.2).

My M=Mr

B

T

wg Muraszewa

| S R N N
ANNERNNNNRRNRINRRNNERENE

BA

wg Ryzynskiego

Rys. 1.2 — Sztywnos$¢ elementu wg [42, 50]

Inni autorzy (m. in. D. E. Branson [4], W. Kuczynski [29]) opisuja sztywno$¢ elementu

funkcja, zmieniajaca si¢ po dlugosci elementu. W tym przypadku sztywnos$¢ elementu zalezy
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m. in. od stopnia przeciazenia elementu i jest inna dla kazdego przekroju. Lokalny wptyw
zarysowania zostaje rozmyty na cata dlugos¢ belki. Pogladowy rozktad sztywnos$ci po

dhugosci elementu, oparty na wspomnianych teoriach pokazano na rysunku 1.3.

A

‘ My A
LITTTTTTTT]]

Rys. 1.3 — Sztywnos$¢ elementu wg [4, 29]

B

Badania nad sztywnos$cia elementow zelbetowych prowadzit réwniez M. Szechinski
[24, 52, 53]. Rozktad sztywnos$ci po dhugosci elementu wedtug tej teorii mozna zilustrowaé

rysunkiem 1.4.

By

Rys. 1.4 — Sztywnos$¢ elementu wg [24]

M. Szechinski proponowal opisa¢ sztywnos$¢ elementu zelbetowego suma dwoéch
funkcji. Pierwsza z nich dotyczy fazy I i wystepuje ona przed i po pojawieniu si¢ rys. Druga
funkcja pojawia si¢ w momencie zarysowania 1 opisuje fale w otoczeniu przekroju
zarysowanego.

Oryginalne podejscie w swoich pracach [2, 3] zaprezentowal A. Borcz. Efekty zwigzane
z zarysowaniem proponowat uwzgledni¢ w sposob dyskretny. Na odcinkach miedzy rysami
przyjmowal stala sztywnos¢, jak dla fazy pierwszej. Rysy wprowadzane byty jako dyslokacje
katowe (zalezne od warto$ci momentu zginajacego) do rdéwnania roézniczkowego belki
zginanej jako szczegélny rodzaj obciazenia zewngtrznego, co pozwalato zachowaé
niezmienng posta¢ rozwiazania ogoélnego belki przed i po zarysowaniu. Ideg rozktadu
sztywnosci elementu wedlug Borcza mozna zilustrowaé¢ jak na rysunku 1.5. Teori¢ te
rozwijano i uogdlniano na inne Zzelbetowe elementy konstrukcyjne (m .in. stupy, ptyty
i tarcze) w pracach [26, 33, 37, 55, 56], takze z wykorzystaniem popularnej dawniej metody

macierzy przeniesienia [49]. Ponadto podjgto probe opisu zagadnien dynamiki konstrukcji

-12 -
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zelbetowych wedtug niniejszej teorii [32], co szerzej opisano w dalszej czesci pracy.

I

Rys. 1.5 — Sztywnos$¢ elementu wg [2, 3]

Kazda z opisanych teorii powigzana jest ze sposobem rozwigzania zagadnienia zginania
belki zelbetowej z rysami. I tak np. przyjgcie stalej sztywnosci dla catego elementu umozliwia
wykorzystanie rozwiazania $cistego dla belki pryzmatycznej, teoria bazujaca na sztywnosci
stalej odcinkami moze by¢ wykorzystana w rozwiazaniu metoda belek wtérnych, element o
zmiennej sztywno$ci mozna rozwigza¢ metoda aproksymacji lokalnej (MES), rozwiazanie
belki z dyskretnym modelem rysy Autor powiazal ze zmodyfikowanym roéwnaniem
rézniczkowym preta zginanego.

Réznorodnos¢ teorii do obliczania ugig¢ 1 redystrybucji sit wewngtrznych w belkach
zelbetowych wskazuje na atrakcyjno$¢ tematu i zachgca do szczegdlowego przebadania
tychze zjawisk rowniez pod katem dynamiki. Jezeli przeciazanie elementu ma wptyw na jego
sztywno$¢, a co za tym idzie takze na ugigcia i redystrybucj¢ sit wewngtrznych to nalezy
przypuszczaé, ze wptywa takze na podstawowe parametry dynamiczne (czg¢stotliwosci wlasne
oraz thumienie).

Niniejsza praca dotyczy, wspomnianych wyzej, zagadnien dynamicznych i ma charakter
doswiadczalno — teoretyczny. Przeprowadzono wlasne eksperymenty z wykorzystaniem
nowoczesnego narzg¢dzia diagnostycznego — analizy modalnej. Zaproponowano wiasna
metod¢ obliczen dynamicznych oparta na dyskretnym modelu rysy. Analizy teoretyczne
przeprowadzono przy pewnych zatozeniach. Glowne z nich to takie, Zze rozwaza si¢ okreslony
stan konstrukcji o znanym potozeniu rys. Obciazenie dziatajace na konstrukcje moze
zmienia¢ ten stan. Analizujac poszczegdlne stany mozna wnioskowa¢ o zachodzacych
procesach dynamicznych.

Zawarto§¢ merytoryczna pracy moze by¢ wykorzystana do wu$cislenia metod
obliczeniowych zarysowanych belek zelbetowych w dynamice konstrukcji. Moze znalez¢
zastosowanie w obliczaniu konstrukcji wsporczych pod maszyny oraz innych, obciazanych

dynamicznie. Analizy numeryczne zilustrowano stosunkowo prostym przyktadem
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obliczeniowym. Zdaniem autora mozna jednak uogolni¢ proponowana metode na przypadki
bardziej ztozone.

Praca nie obejmuje zagadnien dynamiki takich jak: propagacja fali w elemencie, wplyw
drgan pochodzacych od podloza (sejsmicznych) lub wybuchu oraz analizy procesow
zmegczeniowych, zachodzacych w drgajacych belkach zelbetowych.

Badania doswiadczalne, zrelacjonowane w niniejszej pracy, zostaly sfinansowane
glownie z wewngtrznego grantu JM Rektora Politechniki Wroctawskiej. Autor pragnie
wyrazi¢ swa wdzigczno$¢ Panu Arturowi Dziechcinskiemu za bezplatne przekazanie czgsci
elementow do badan. Operacyjne analizy modalne zostaty przeprowadzone z wykorzystaniem
aparatury Zakladu Dynamiki Budowli Instytutu Inzynierii Ladowej Politechniki
Wroctawskiej. Autor dzigkuje prof. Zbigniewowi Wojcickiemu oraz dr. inz. Jackowi
Groselowi za cenne uwagi oraz znaczng pomoc w realizacji eksperymentu i interpretacji

wynikow.

-14-
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2.  Stan wiedzy — przeglad literatury

2.1. Wstep

Przeprowadzone studia literaturowe wykazaty, ze powstato juz wiele prac dotyczacych
dynamiki belek zelbetowych. Badacze zajmowali si¢ gléwnie elementami pracujacymi
w fazie II. Mozna jednak natrafi¢ na opracowania, dotyczace drgan belek niezarysowanych.
Wigkszo$¢ przedmiotowych pozycji literatury dotyczy zeszlego stulecia. Zdaniem autora
wynika to z duzej popularnos$ci prac o charakterze badan podstawowych w tamtym czasie. Na
czeSciowe zaniechanie tego tematu w ostatnich latach mogt przyczyni¢ si¢ bardzo
dynamiczny rozwd¢j gotowych systemow obliczeniowych opartych na metodzie sprezystych
elementdéw skonczonych.

W dalszej czgéci rozdzialu przestawiono wyrdzniajace si¢ opracowania krajowe
1 zagraniczne, w ktorych podjeto proby przebadania i1 opisania zjawisk zwigzanych
z dynamika belek zelbetowych. Autorzy zdecydowanej wigkszo$ci przytoczonych prac staraja
si¢ sprowadzi¢ strong teoretyczna zagadnienia dynamiki belek zarysowanych do belek
jednorodnych. Podej$cie to umozliwia wykorzystanie zamknig¢tych rozwigzan dynamiki
konstrukcji. Caty problem badawczy sprowadza si¢ wtedy do okreslenia zastgpczej
sztywnos$ci dynamicznej belki. Jak wynika ze studiow literaturowych nie ma jednoznacznych
zalezno$ci pozwalajacych odnie$¢ sztywnos$¢ dynamiczna do sztywnosci statycznej,
wykorzystywanej np. przy obliczaniu ugi¢é. Niektore eksperymenty [61] wykazaly, ze
sztywnos$¢ dynamiczna jest taka sama jak sztywno$¢ efektywna lub mniejsza od niej. Inne za$
wyniki badan [22], Ze jest od niej wigksza.

Niektére z prac przytoczonych ponizej dotycza belek niezarysowanych. Badania
wykazuja, ze zrdéznicowanie sztywno$ci dynamicznej i statycznej nast¢puje juz w fazie
pierwszej. Najpopularniejsze podejscie wiaze caty problem z dynamicznym modutem Younga
betonu, ktory jest inny niz ten rozumiany klasycznie. Co ciekawe, badania [20, 35] wykazaty,
ze jest on rozny w belkach o zréznicowanym stopniu zbrojenia, mimo tego, ze byly one
wykonane z tego samego zarobu mieszanki betonowej. Niepokdj moze budzi¢ powiazanie
roznic w sztywnos$ciach elementu (zwiazanych przeciez z iloscia i rodzajem zbrojenia)
z modutem Younga betonu. Podejscie to jest jednak do$¢ powszechne i prezentacja wynikow

w takiej formie jest intuicyjna i fatwa w interpretacji.
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2.2. Dynamika belek zelbetowych

Jednym z badaczy pracujacych nad zagadnieniami dynamiki konstrukcji zelbetowych
byl G. B. Szmakow [54]. Na podstawie badan doswiadczalnych opracowal on zalezno$¢ na
sztywnos$¢ dynamiczng belki w fazie I:

gr, = Me%), @.1)
Vi,
gdzie: M. — moment rysujacy,
h — wysoko$¢ przekroju,
x; — wysokos¢ strefy $ciskanej w fazie I,
y — wspolczynnik przejscia od momentu sprezystego do momentu sprezysto-
plastycznego, obliczany na podstawie 6wczesnej normy radzieckiej, bedacy funkcja
stopnia zbrojenia i wymiardéw przekroju,

i, — maksymalne odksztalcenie betonu przy rozciaganiu.

Nastepnie zaproponowat relacje migdzy sztywnos$cia w fazie I (El,), a sztywnoscia belki

zarysowanej (B):

— =k, (2.2)

przy czym:

k= il

’ (2.3)

cr

atc-pu-n-(1+pu-n)—n I,

gdzie: u— stopien zbrojenia,
n — stosunek modutdéw Younga stali 1 betonu,
a, ¢, n; — wspotczynniki doswiadczalne,

M — moment zginajacy.

Autor podaje tez zalezno$¢ na obliczanie ugig¢ statycznych elementu na podstawie jego
czgstotliwosci wlasnej, nie wprowadza zatem rozgraniczenia migdzy sztywnos$cia statyczna,
a dynamiczna. Jak wykazuja prace zaprezentowane w dalszej czesci rozdzialu moze to

prowadzi¢ do btedow.
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Problemami dynamiki konstrukcji zajmowat si¢ w swoich pracach W. Wittig [58].
Zaproponowal wlasna metodg obliczania czgstotliwosci wlasnych, ktora sprowadza si¢ do
obliczania zastgpczej sztywnos$ci dynamicznej na podstawie ugigé statycznych oraz
znajomosci formy wilasnej, odpowiadajacej obliczanej czgstotliwosci. W ogdlnym przypadku
metoda pozwala np. na obliczenie czg¢stotliwosci drgan belki ciaglej na podstawie jej ugiec,
przez sprowadzenie jej schematu do belki jednoprzgstowej o znanym rozwigzaniu
zamknigtym. Metod¢ mozna tez zaadaptowac¢ do obliczania belek Zelbetowych. Punktem
wyjscia w obliczeniach jest zaleznos¢:

o
El,=El-. (2.4)

r

gdzie: El;— sztywno$¢ dynamiczna preta,
EI — sztywno$¢ w uktadzie pomocniczym,
0 — obliczone ugigcie w uktadzie pomocniczym,

o, — ugiecie w rozpatrywanym uktadzie (pomierzone lub obliczone).

Do obliczenia ugig¢ nalezy przyjac takie obciazenie, aby o$ odksztalcona belki byla
zgodna z ksztattem formy wiasnej. Czgstos¢ wtasna oblicza sig¢ ze wzoru analitycznego (2.5),

adekwatnego schematowi pomocniczemu, ale podstawia si¢ do niego sztywno$¢ uktadu

EI
o, =7,4/mli’, , (2.5)

gdzie: y — wspotczynnik, odpowiadajacy i-tej formie wlasnej, zalezny od schematu

rzeczywistego.

statycznego uktadu pomocniczego,
El;— sztywno$¢ dynamiczna preta,
m — masa preta,

[ — rozpigtosc¢ belki.

Istotnym ograniczeniem metody tej jest warunek statej sztywnosci na catej dtugosci belki.
Mozna ja zatem zaliczy¢ do grupy metod bazujacych na sztywnosci zastepczej.

Réza Luczak-Romandéw [32] opracowata oryginalny model teoretyczny drgajacej belki
zelbetowej z rysami. Punktem wyjscia w rozwazaniach bylo rdézniczkowe rownanie

réwnowagi dynamicznej prgta pryzmatycznego z pominigciem ttumienia:

-17 -



DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ROZDZIAL 11

4 2
Ela w(x,t) +m6 W(;C,t) = q(x,1), (2.6)

ox* ot
gdzie: EI - sztywnoéé gietna preta [kMm?],
w(x,t) — ugigcie [m],
m — masa preta [kg/ml],
q(x,t) — obciazenie [kKN/m]
x — wspotrzedna przekroju preta [m],

t —czas [s].

Po podstawieniu parametru pomocniczego A, wprowadzeniu bezwymiarowego
przemieszczenia v, bezwymiarowej zmiennej ¢ 1 uwzglednieniu cztonu zwigzanego

z zarysowaniem, wprowadzajacym rysy dyskretnie rownanie (2.6) przyjmuje postac:

OWED) |y OV 5 EVEN

i 5; 3 -¢. )+ :t ) .
854 8t P i af f:;i ﬁg(f é/z) C](f ) (2 7)
przy czym:
14
=" 2.8
I (2.8)
v=2 (2.9)
/
£= ; (2.10)
gdzie: [—rozpigtos¢ obliczeniowa belki,
¢ — punkt wystapienia i-tej rysy,
2 -
n; % — warto$¢ kata rozwarcia rysy zaleznego od odksztatcen sprezystych,

0,.:(¢ —¢;) — druga pochodna dystrybucji 6— Diraca.

Roéwnanie (2.7) pozwala takze rozwiazaé zagadnienie wiasne. Nalezy wtedy pominaé
czton odpowiadajacy obciazeniu zewngtrznemu q. Rozwiazanie réwnania przeprowadzane
jest metoda operatorowa dla zadanych warunkéw brzegowych. Wymaga zastosowania
zaawansowanego aparatu matematycznego i nie daje si¢ ona latwo uogo6lni¢ na dowolne

przypadki. Jednakze jest jedyna, napotkana przez autora metoda, ktdra nie opiera si¢ na

-18 -



DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ROZDZIAL 11

zastepezej sztywnosci dynamicznej 1 wprowadza efekty zwiazane z zarysowaniem w sposob
dyskretny.

Zagadnieniami dynamiki konstrukcji  Zelbetowych w ujgciu teoretyczno —
doswiadczalnym zajmowal si¢ R. Wlazlo. Przeprowadzone badania dotyczyly glownie
thumienia w zarysowanych belkach zelbetowych [60, 61]. Posrednio, bo badajac ttumienie na
podstawie zanikania drgan, okreslono wplyw historii obciazenia na czgstotliwos¢ drgan
wlasnych [61]. Badaniu poddane byty cztery serie belek (rys. 2.1) z betonu B30 oraz stali
klasy A-I.

| A |
L N

iy Al A
1150 1350 L 1350 ]50_
3000
A-A

serie AiC 03 serieBiD 045
? o 4016
= 408 =2 I
¥ ¥ L
s || fe s o
¥k
100 100

Rys. 2.1 — Elementy badawcze w [61]

Elementy badawcze byly obciazane w $rodku rozpigtosci sila skupiona. W kazdym
kroku obciazenia rejestrowane bylo ugigcie statyczne. Nagle zdjecie obciazenia wprawiato
belke¢ w drgania swobodne. Zarejestrowany wibrogram pozwolit okresli¢ pierwsza
czgstotliwos¢ 1 obliczy¢ na jej podstawie sztywno$¢ dynamiczng elementu E/,;. Na podstawie
ugigcia statycznego obliczano sztywno$¢ statyczna EZ;. Wyniki doswiadczen zaprezentowano

w postaci wykresu na rysunku 2.2.

EI [kNm?] EI [kNm?]
A

serie AiC 4 El;
1000, EI, 1000; K serie Bi D

snn: 2?\ soo: El,/) "

2004 M [kNm] 2% M [kNm]
1.0 15 20 2.5 g 1.0 20 3.0 40 50
25 50 75 M/Mn [%] 10 20 ki) 40 M/Mn [%]

Rys. 2.2 — Wyniki badan do§wiadczalnych [61]
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Badania wykazaty spadek czgstotliwosci wlasnych w miar¢ wzrostu przeciazenia. Autor
powiazal to z globalna sztywno$cia dynamiczna elementu belkowego. Na wykresach
naniesiono tez sztywno$¢ EI,, jaka zaleca przyjmowa¢ do obliczen dynamicznych norma
[N2]. Jest ona okreslana dla catego przekroju betonowego (bez uwzglednienia zbrojenia) jako
stala w catym przedziale pracy belki. Jak wida¢ moze to prowadzi¢ do bledow. Wykazano, ze
sztywno$¢ dynamiczna jest mniejsza od statycznej dla elementow stabo zbrojonych, natomiast
jest rowna sztywnosci statycznej w elementach silnie zbrojonych. Pojawia si¢ jednak pytanie
o efekt skali w przypadku elementoéw serii B 1 D. Zastosowanie tak duzych $rednic (¢p16)
w elementach o przekroju poprzecznym 100x140 mm uniemozliwia raczej wyciagnigcie
ogolnych wnioskow, dotyczacych zjawiska.

Podobne badania prowadzit K.C. Johns [22]. Eksperymentom poddano cztery belki
zelbetowe o wymiarach 203x356x6096 mm z betonu o $redniej wytrzymato$ci na $ciskanie
rownej 34 MPa. Zbrojenie jakie zastosowano w belkach to po dwa prety #6' (pole przekroju
zbrojenia 5,68 cm?) ze stali o granicy plastycznoéci 414 MPa. W belkach nie zastosowano
strzemion 1 zbrojenia w strefie $ciskanej. Belki obciazane byly symetrycznie dwoma masami

skupionymi jak na rysunku 2.3.

L Lf
Ls

o % A
obciazenie W, pomiar obciazenie W,

przemieszczenia

Rys. 2.3 — Stanowisko badawcze [22]

Po kazdym przyro$cie obciazenia rejestrowano ugigcie statyczne oraz czgstotliwosé
wlasna na podstawie drgan swobodnych o amplitudzie do 3 mm. Drgania swobodne
wzbudzane byly krotkotrwatym impulsem. Nalezy zaznaczy¢, ze belka drgata razem
z obcigzeniem, na ktore sktadal si¢ cigzar wlasny oraz dwie masy skupione. Sztywnos¢
statyczng obliczano z ugigé, sztywno$¢ dynamiczng natomiast, na podstawie czgstotliwosci
wiasnej. Poniewaz na belce spoczywaly dwie masy skupione wyprowadzono wzor (2.11) na
czestotliwo$¢ whasna odpowiedniego uktadu. Przy wyprowadzeniu zalezno$ci, postuzono si¢

metoda aproksymacji globalne;.

! Oznaczenie $rednicy wedtug systemu amerykanskiego. Jest to pret o $rednicy nominalnej 19,05 mm.
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r*gEl
2 d
"= 5 ) 2.11
pL, +2ZWI. sin’ (74, / L,) @10
gdzie: @— czgsto$¢ kotowa [rad/s],

g — przyspieszenie ziemskie [m/s’],

p — ciezar whasny belki [N/m],

W; — cigzar skupiony [N].

Wyniki do§wiadczenia pokazano ponizej (rys. 2.4).
YEI [MNm?] YEI [IMNm?)
251 25 -
201 204 \
\\ El, \ El,
15 15 4 \
\ \
10 A 10- El
El, ~_ s ~ ~—
54 T 5
M [kNm] M [kNm]
10 20 30 40 s 10 20 30 40 0
Rys. 2.4a — Sztywnos$¢ elementu w funkcji Rys. 2.4b — Sztywnos¢ elementu w funkcji
momentu zginajacego, belka nr 3 [22] momentu zginajacego, belka nr 4 [22]

Autorzy badan zaproponowali wstgpnie zalezno$¢ na sztywnos$¢ dynamiczna
debiutujacego elementu (2.12). Jak sami zaznaczyli, ich badania wymagaty kontynuaciji,
a wynikdOw nie mozna bezkrytycznie uogolni¢. Ponadto przesledzenie zalezno$ci (2.11)

wykazalo niespdjnos$¢ w jednostkach.

MCI” MCI‘
El, :( W jEI, +(1__M jEIH, (2.12)

gdzie: M. —moment rysujacy,
M — moment zginajacy,
El;— sztywno$¢ gigtna w fazie 1,

El; — sztywno$¢ gigtna w fazie II.

Kontynuacja prac K. C. Johnsa [22] zajal si¢ S. Jerath [21] Badania przeprowadzono na
bardzo podobnym stanowisku badawczym (rys 2.3). Zréznicowano natomiast typy belek.

Przebadano trzy serie elementow o przekrojach jak na rysunku 2.5 i rozpigtosci 3353 mm.
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seria 1 seria 2 seria 3

e e 0= 0.80 %

254

| 127

Rys. 2.5 — Elementy badawcze — przekroje poprzeczne [21]

p;=0.80% . p1=176% e p,=264%

Wytrzymatos¢ betonu, z ktérego wykonano elementy wynosita odpowiednio dla serii
41,37, 48,26 oraz 42,10 MPa. Granica plastyczno$¢ stali zbrojeniowej natomiast 276 MPa.
Przeprowadzone badania pozwolity zmodyfikowaé zaleznos¢ (2.12) zaproponowana

przez K. C. Johnsa do postaci:

oM, oM,
Eld:ECK MC jll+(1— v )Iﬂ}, (2.13)

gdzie: o — stala doswiadczalna, zawierajaca si¢ w granicach 0,6 —0,8.

Wyniki eksperymentu pokazano na wykresach ponizej (rys. 2.6).

A ET [MNm?] AEI [MNm?] AEI [MNm?]

6

® Ef; - seria | - belka A . ® Ef; - seria 2 - belka A ® Ef, - seria 3 - belka A
® E, -seria | -belka A ® EJ, - seria 2 - belka A ® Ef, - seria 3 - belka A
14 @ El; - seria | - belka B 149 El; - seria 2 - belka B 149 El; - seria 3 - belka B
OEl, -serial -belka B OEl, -seria2 -belka B O El, - seria 3 - belka B
M [kNm)] M [kNm] M [kNm]
10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40

Rys. 2.6 — Wyniki eksperymentu [21]

W poréwnaniu do badan K. C. Johnsa [22] eksperyment wzbogacono o zroznicowanie
stopnia zbrojenia elementow. Wprowadzono tez modyfikacj¢ we wzorze na sztywno$¢
dynamiczna elementu (wspotczynnik ). Wykazano na drodze do§wiadczalnej, ze im wigkszy
stopien zbrojenia tym mniejszy spadek sztywnos$ci przy przecigzaniu elementu.
Zastanawiajacy jest jednak fakt, Zze elementy serii 3, zbrojne najsilniej miaty sztywno$¢

wyj$ciowa zblizong do elementdéw zbrojonych najstabiej (seria 1).
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Wplywem historii obcigzenia elementu na jego parametry dynamiczne zajmowal sie
takze S. Goszczynski z zespolem [17]. W badaniach, oprocz czgstotliwosci wiasnych,
rejestrowano takze ttumienie. W eksperymencie przebadano osiem zelbetowych elementéw

belkowych jak na rysunku 2.7.

3300 A-A
150 1000 ) 1000 ) 1000 150, L 208
A 1 A
P P 4
l Al i S 04
3 IR 3012 - 7 belek
A B 3016 - 1 belka
: : %
n N i 1120,

Rys. 2.7 — Elementy badawcze w [17]

Srednia wytrzymato$¢ betonu na $ciskanie wynosita od 20,5 — 32,66 MPa (belki
wykonywane byty w kilku cyklach betonowania). Do zbrojenia wykorzystano stal o ré6znych
srednich granicach plastycznosci (323,38 MPa — prety ¢16, 415,57 oraz 285 MPa — prety
¢12). Belki obciazane byty cyklicznie dwoma sitami skupionymi. Pomiar drgan wykonywany
byl przed obciazeniem oraz po kazdym odciazeniu do zera. Drgania wzbudzano
krétkotrwatym impulsem przytozonym w S$rodku rozpigtosci. Zarejestrowany wibrogram
pozwalal okres$li¢ czgstotliwos¢ drgan swobodnych. Dodatkowo przeprowadzano pomiar
krzywizny belki.

Wyniki badan zaprezentowano ponizej, w formie zbiorczego wykresu dla wszystkich
belek.

1.004 /1y

0.80

0.60

0.40rrrrrrrr TrrrTTTTT [ryrrTTTT [T pryrrTTTT 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Rys. 2.8 — Znormalizowane czg¢stotliwosci wlasne
w funkcji zaawansowania obciazenia [17]

Belki mialy rdézne sztywnos$ci, zatem dla celow porownawczych sprowadzono

czestotliwosci pomierzone (n;) do czgstotliwosci poczatkowej (#,), obliczonej dla sztywnos$ci
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w fazie 1 (na podstawie geometrii przekroju 1 wlasciwosci materiatow). Oprocz wynikow
doswiadczalnych pokazano tez wyniki teoretyczne (n:), uzyskane z calkowania rownania
ruchu dla zmiennej po dlugosci sztywnosci doswiadczalnej. Sztywno$¢ doswiadczalna
obliczono na podstawie pomierzonej krzywizny. Na osi poziomej pokazano stopien
zaawansowania obciazenia (stosunek momentu zginajacego do momentu niszczacego).
Wyniki aproksymowano krzywymi (1, 2).

Na wykresie mozna zaobserwowac¢ spadek czgstotliwosci wlasnych w miar¢ wzrostu
obciazenia. Widoczne sa znaczne rozbiezno$ci miedzy krzywa doswiadczalna (1), a krzywa
teoretyczng (2). Wedlug Autoréw wynika to z przyjecia do obliczen usrednionej sztywnosci
powrotnej z catego zakresu odciazenia. Stosowniejsze byloby natomiast przyjecie sztywnosci
stycznej w punkcie M = 0. Czgstotliwosci n; 1 n, sa mniejsze od czgstotliwosci n,, obliczonych
przy zalozeniu pracy w fazie I. Moze to wynika¢ z uktadu samonaprezen w konstrukc;ji,
powstatych przed obciazeniem, wywotanych gldwnie skurczem oraz obciazeniami
transportowymi.

Oprocz czgstotliwosci wiasnych Autorzy zbadali takze tlumienie. Wyniki pomiarow
iobliczen pokazano na rysunku 2.9. Do opisu zjawiska postuzono si¢ logarytmicznym
dekrementem tlumienia 4. Jego wartos¢, podobnie jak w przypadku czgstotliwo$ci wlasnych,

znormalizowano do warto$ci poczatkowej Ap dla belki nieobciazone;.

2504 A4/4p

2.00

1.50

1.00

0.50

0.40rrrrrrrr N | N LN LN 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Rys. 2.9 — Znormalizowany logarytmiczny dekrement ttumienia
w funkcji zaawansowania obciazenia [17]

Zaobserwowano znaczny wzrost logarytmicznego dekrementu tlumienia w miarg
zwigkszania si¢ obciazenia, az do 2,5 razy wigkszego od poczatkowego w koncowej fazie

obciazenia.
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Szerzej zjawiskiem tlumienia w zarysowanych belkach zelbetowych zajmowal si¢
R. Wlazto [60]. Badano ttumienie dwoma metodami:
- metoda statycznej petli histerezy, wykreslonej w cyklu obciazeniem znakozmiennym,
- metoda zanikajacych drgan swobodnych.

Obie metody daty jednakowe przebiegi 1 warto$ci liczbowe tlumienia jedynie
w obszarze powstawania i rozwoju rys. Logarytmiczny dekrement thumienia w metodzie
statycznej petli histerezy spada po osiagnigciu pewnego krytycznego poziomu. Natomiast
w przypadku metody zanikajacych drgan ro$nie i w koncowym etapie obciazenia stabilizuje
si¢. Szczegblowy opis zjawiska tlumienia w zarysowanych belkach zelbetowych nie jest
bezposrednio przedmiotem niniejszej pracy, dlatego tez przywolanie pozycji literaturowej
[60] ma charakter jedynie informacyjny.

W grupie prac dotyczacych dynamiki konstrukcji zelbetowych znajduja si¢ tez prace
o charakterze diagnostycznym [5]. Autorzy wysuwaja stuszna teze, ze na podstawie analiz
dynamicznych mozna oceni¢ stan techniczny konstrukcji. Jego pogorszenie (degradacja
sztywnos$ci) znajduje odzwierciedlenie w parametrach dynamicznych. Narzedzie analizy
modalnej do okreslenia tych parametrow jest chetnie wykorzystywane za sprawa
nieniszczacego charakteru. Autorzy przeprowadzili badania na serii 15 belek jak na rysunku

2.10, trzy z nich dodatkowo wzmocniono tasmami z wtokna weglowego (CFRP).

1

25 8x75 | 1xis0 ! | 8x75 ||25
3000
1-1 2012
5.5
S 3012
N =
=z
150

Rys. 2.10 — Elementy badawcze w [5]

Elementy wykonane byly z betonu C16/20. Zbrojenie glowne stanowity prety ze stali
A-III, strzemiona wykonano ze stali A-0. Belke obcigzano symetrycznie dwiema sitami
skupionymi, z okreslonym krokiem. Po zrealizowaniu kazdego kroku obciazenia 1 odciazenia
wykonywano analiz¢ modalna. Przyktadowe pomierzone pierwsze czgstotliwosci wiasne

pokazano na wykresie (rys. 2.11).
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Rys. 2.11 — Zmiana pierwszej czgstotliwosci wlasnej w zalezno$ci
od wartosci realizowanego obciazenia [5]

Wyniki badan nie r6znia si¢ jakosciowo od przytoczonych poprzednio eksperymentow.

Sa jednak bogatsze o wyzsze czgstotliwosci. Okreslenie ich umozliwita analiza modalna. Na

rysunku 2.11 zamieszczono tez wyniki dla belki wzmocnionej materialami CFRP. Za ich

sprawa sztywno$¢ wzmocnionej belki ulega degradacji wolniej niz sztywnos$¢ belki

zelbetowej, co znajduje odzwierciedlenie w wyzszych czestotliwosciach dla tego samego

kroku obcigzenia.

W literaturze [14] natrafiono na badania elementow zelbetowych wzmocnionych

materiatami CFRP o zréznicowanej intensywnosci. Eksperymenty wykonano na o$miu

elementach belkowych jak na rysunku 2.12. Srednia wytrzymato$¢ betonu na $ciskanie

wynosita 15,43 MPa.

P P
2 2
7N ~
100, 700 600 [ 700 1100
2200
2 Eﬂia‘t@lz 2 E:;4912 2 E:imale
28/100 L ©8/200 ©8/100
| 150 150 150 |

Rys. 2.12 — Elementy badawcze w [14]

Obciazenie statyczne realizowano dwoma sitami skupionymi (fot. 2.1), po kazdym

odciazeniu belke podnoszono (fot.

2.2), celem przeprowadzenia analizy modalnej.

Podniesienie stuzyto odizolowaniu si¢ od warunkoéw podparcia.
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Fot. 2.2 — Belka podwieszona [14]

Autorzy obserwowali zmiang pigciu pierwszych czestotliwos$ci wlasnych w zaleznosci
od stopnia zaawansowania obciagzenia. Rezultaty potwierdzaja jako$ciowo wyniki
dotychczasowych eksperymentow. Gtownym celem badan byla ocena wptywu zewnetrznego
zbrojenia CFRP na czgstotliwosci wlasne. Elementy miaty zréznicowana intensywno$¢
zbrojenia kompozytowego. Wzmacniano je jedna lub dwiema warstwami tasm weglowych.
Przebadano takze dwie belki bez poczatkowego wzmocnienia. Po trzecim kroku obcigzenia
doklejono do nich jednak tasmy kompozytowe. Spowodowato to, ze nie mozna bylo
wyciagna¢ z badan wnioskow dotyczacych belek Zelbetowych bez wzmocnienia w catym
zakresie ich pracy.

Analiza modalna, poza czgstotliwosciami, pozwolita takze zarejestrowac formy wiasne.
Autorzy zauwazyli, ze na ich podstawie mozna z pewna doktadno$cia okresli¢ miejsce
uszkodzenia belki. W sasiedztwie punktu zniszczenia forma witasna zmienia bowiem rzedna

1 krzywizng.
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2.3. Dynamika niezarysowanych belek zelbetowych

Przytoczone powyzej prace dotycza wpltywu obcigzenia (degradacji sztywnosci) na
czgstotliwosci wlasne 1 wlasciwos$ci thumiace. Zdecydowana wigkszo$¢ Autoréw pomija opis
1 badanie zjawisk, zwiazanych z dynamika, zachodzacych w fazie I, czyli przed
przekroczeniem warto$ci momentu rysujacego (M.,). Jak wykazuja prace przywotane ponizej
drgania niezarysowanych belek zelbetowych tez moga by¢ przyczynkiem do rozwazan
badawczych. Okreslane doswiadczalnie wilasciwosci materiatbw moga si¢ roéznié
w zagadnieniach statycznych i dynamicznych. Dowiedziono tego na drodze eksperymentu
[20]. Autorzy przebadali trzy serie belek o zréznicowanym stopniu zbrojenia. Kazda z serii
skladata si¢ z dwoch elementow. Geometria przekrojow poprzecznych dla poszczegodlnych
serii byla taka sama jak w [21] — rysunek 2.5, rozpig¢to$¢ wynosita 3353 mm. Parametry

materiatow, z jakich wykonano belki, zestawiono w tabeli 2.1.

Tabela 2.1 — Wiasciwosci materiatow [20]

. Stopien Wytrzymato$¢ na Modut Younga
Oznaczenie ) .. i .
belki Zbrojenie zbrojenia $ciskanie betonu betonu E,

[%] [MPa] [GPa]
1(AiB) 2#4 0,80 41,37 30,48
2(AiB) 2#6 1,76 48,26 32,89

. 2#6 2,64

3(AiB) Yua* 0.80 42,10 30,68

E3 N N ;.
zbrojenie $ciskane

Granica plastycznosci stali zbrojeniowe] wynosita 276 MPa. Czestotliwo$¢ wlasna
rejestrowana byla w procesie poprzecznych drgan swobodnych, wzbudzanych krotkotrwatym
impulsem przytozonym w $rodku rozpigtosci belki. Na podstawie czgstotliwosci f obliczano

dynamiczny modut Younga betonu Ep, z zaleznosci:

Wl3f2
E =
P kbi?

(2.14)

3

gdzie: W — cigzar belki,
[ — rozpigtos¢ belki,
k — stata (dla belki swobodnie podpartej k = 2,01 m/s?)
b — szeroko$¢ przekroju,

h — wysoko$¢ przekroju.

? Oznaczenie érednic wedhug systemu amerykanskiego.
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Dodatkowo okreSlano modul Younga betonu £, na podstawie propagacji fali

w elemencie, wywotanej impulsem. Wyniki badan zestawiono w tabeli 2.2.

Tabela 2.2 — Wyniki badan [20]

Oznaczenie | E, Ep E, % %
belki [GPa] | [GPa] | [GPa] [_]D [_]p

1-A 30,48 | 26,61 | 40,76 | 1,15 | 0,75
1-B 30,48 | 26,61 | 40,34 | 1,15 | 0,75
2-A 32,89 | 30,82 | 45,03 | 1,07 | 0,73
2-B 32,89 1 30,96 | 45,31 | 1,06 | 0,73
3-A 30,68 | 34,13 | 38,76 | 0,90 | 0,79
3-B 30,68 | 31,85 | 39,03 | 0,96 | 0,79

Rezultaty wykazaty, ze warto$¢ dynamicznego modutu Younga betonu Ep, obliczonego
na podstawie poprzecznych drgan swobodnych jest mniejsza od modulu statycznego
(siecznego) dla belek stabiej zbrojonych. Ze wzrostem stopnia zbrojenia stosunek E./Ep
zbliza si¢ do jedynki i dla belek zbrojonych silniej spada do wartosci 0,90. Modut
E, okreslony na podstawie propagacji fali charakteryzuje si¢ duzym odchyleniem od modutu
siecznego E..

Autorzy wskazali, ze do celow obliczen dynamicznych najodpowiedniejsze jest
przyjecie modutu Ep.

W pracy [35] zrelacjonowano badania statycznego i dynamicznego modutu Younga

betonu, przeprowadzone na elementach cylindrycznych jak na rysunku 2.13.

NS-P

1] 11

I oo | @150!
NS-RC

012 012 22

| 600 2! | I@lSO!

Rys. 2.13 — Elementy badawcze w [35]

Dwa cylindry wykonano z betonu (NS-P), dwa natomiast zazbrojono centrycznie
jednym pretem o Srednicy 12 mm (NS-RC). Wytrzymatos¢ betonu na $ciskanie okreslono na

trzech walcach o wysoko$ci 300 mm i $rednicy 150 mm. Wynosita ona 25,4 MPa. Elementy

-29 -



DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ROZDZIAL 11

badano jako pre¢t obustronnie utwierdzony (z uwzglednieniem sity $ciskajacej P). Schemat

stanowiska badawczego pokazano na rysunku 2.14.

—
-

< impuls
akcelerometr T

badana probka

l

Rys. 2.14 — Schemat stanowiska badawczego [35]

Sitg Sciskajaca P uwzgledniono przez przeskalowaniem wynikéw pomiaréw (czestotliwosci

wiasnych f,) na podstawie zalezno$ci:

) 1/2
P20 1+ii; : (2.14)
fn |Pb| /11’!

P=0

gdzie: P — sila krytyczna, obliczona wedtug (2.15),

A, — dhugo$¢ fali stowarzyszona z n-ta forma wtasna, obliczona wedtug (2.16).

AET
P =-x = (2.15)
2L
2,="=, (2.16)
n

gdzie: EI— sztywnos¢ gigtna preta.
L — dhugo$¢ probki.

Dynamiczny modut Younga E; okreslono na podstawie czgstotliwosci wilasnej

fn z zalezno$ci (2.17), wyprowadzonej z rdwnania (2.6) z pominigciem ttumienia.

_Axtfl pAl

B 1 (2.17)

gdzie: p— gesto$¢ masy elementu,
A — pole przekroju poprzecznego,

I — moment bezwladno$ci.
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Wartos¢ wspdlczynnika (f,L) dla pierwszej czestotliwosci whasnej uktadu o schemacie

jak na rysunku 2.14 wynosi:

B,L=4,730041. (2.18)

Wyniki do§wiadczenia pokazano w tabeli 2.3. Warto$ci statycznego modulu Younga

E. okreslono w powszechnej probie Sciskania statycznego.

Tabela 2.3 — Wyniki badan [35]

.| Statyczny modut | Dynamiczny modut E/
Oznaczenie 15
6bki Younga E, Younga E, d
p [GPa] [GPa] ]

NS-P-1/2 28,1 29,71 0,95
NS-P-2/2 29,1 29,83 0,98
NS-RC-1/2 29,0 26,30 1,10
NS-RC-2/2 29,0 26,55 1,09

Przeprowadzone badania maja charakter jedynie sygnalizacyjny. Wykazuja
rozbiezno$ci migdzy statycznym, a dynamicznym modutem Younga. Wplyw na rozbieznos$ci
ma obecnos¢ zbrojenia w elemencie. Jak wida¢ w przypadku probek bez zbrojenia stosunek
E./E4 jest mniejszy od jeden. W probkach z wktadka zbrojeniowa natomiast jest on o okoto
10% wigkszy od jednosci. Material badawczy jest jednak zbyt skromny, aby wyniki mozna

byto uogdlnic.

2.4. Propozycje norm

W polskich normach brak jest wyczerpujacych informacji, dotyczacych projektowania
elementdw zelbetowych, pracujacych pod obciazeniem dynamicznym. W wigkszoS$ci
przypadkéw natrafia si¢ na zalecenia oparte o wspotczynniki zwigkszajace zwiazane
z efektami dynamicznymi. Wedlug normy do projektowania konstrukcji wsporczych pod
maszyny [N2] do obliczen czgstosci wlasnych nalezy przyjmowacé sztywnos$¢ K, okreslana

wedlug zalezno$ci:

K =EI, (2.19)

gdzie: E —modut Younga betonu przyjety wg [N3],
I — moment bezwladnos$ci pelnego przekroju obliczanego elementu (dla przekrojow

zelbetowych bez uwzglednienia zbrojenia).
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Latwo zauwazy¢, ze sztywno$¢ obliczona z zaleznosci (2.19) jest stata w catym zakresie
pracy elementu i nie zalezy od stopnia zbrojenia. Do§wiadczenia zaprezentowane w punkcie
2.2 wykazaty, ze moze to prowadzi¢ do btedow.

Bardziej uzasadnione mogtoby wydawac si¢ przyjmowanie do obliczen dynamicznych
sztywnosci elementu B wedtug polskiej normy do projektowania konstrukcji zelbetowych

[N3], z rozgraniczeniem na przekrdj niezarysowany:

B=E]I,, (2.20)
oraz zarysowany:
B — ECIH
= > .
M I (2.21)
1— T | p——
aal(e i-%)

gdzie: E. — modul Younga betonu,
[ — wspdlezynnik zalezny od przyczepnosci pretow (1,0 dla pretow zebrowanych, 0,5
dla pretow gladkich),
> — wspblczynnik zalezny od czasu dziatania 1 powtarzalnosci obciazenia (1,0 przy
jednokrotnym obciazeniu kroétkotrwatym, 0,5 przy obciazeniu dlugotrwatym lub
wielokrotnie zmiennym),
I; — moment bezwtadnos$ci przekroju w fazie I,

I;; — moment bezwladnosci przekroju w fazie II.

Warta rozwazenia jest stosowalnos¢ zaleznosci podanej w Eurokodzie 2 [N6] w postaci:

a=C¢a,+(1-e,, (2.22)

gdzie: {— wspotczynnik dystrybucji wedlug (2.20).

2
MCI‘
§=1—ﬂ2(MJ , (2.23)
przy czym ¢ = 0 w przekrojach niezarysowanych.

Zalezno$¢ (2.22) shuzy obliczaniu deformacji, tak wigc wielko$¢ « jest jej parametrem
(np. odksztatceniem, krzywizna, obrotem lub ugigciem). Parametry «;, oy obliczane sa

odpowiednio przy zalozeniu, Ze nie ma rys i przy zatozeniu petnego zarysowania. Obliczajac
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czestotliwos¢ drgan wiasnych belki zarysowanej mozna sig spodziewaé, ze wynikiem bedzie
kombinacja wartosci dla fazy I oraz II. Stad wykorzystanie zaleznosci (2.22) do jej okreslenia
moze by¢ uzasadnione. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze wzory proponowane przez normy [N6]
oraz [N3] prowadza do tych samych wynikow. Dlatego w dalszej czg$ci pracy ograniczono
si¢ do sprawdzenia stosowalnosci w obliczeniach dynamicznych zaleznosci (2.20) 1 (2.21).
Bezposrednie obliczenie sztywno$ci pozwala prowadzi¢ dalsze rozwazania (zwiazane np.
z zagadnieniem drgan wymuszonych). Podczas gdy wykorzystanie zaleznos$ci (2.22) pozwoli
okresli¢ bezposrednio jedynie czgstotliwosci wiasne.

W studiach literaturowych zapoznano si¢ réwniez z innymi pozycjami, dotyczacymi
zagadnien dynamiki konstrukcji zelbetowych [11, 12, 16, 34, 36, 40, 41, 44, 45, 47] oraz
betonu jako materiatu [18, 63]. Ich zakres jest podobny do opracowan cytowanych powyzej,

badz nie jest bezposrednio zwigzany z tematem niniejszej pracy.

2.5. Podsumowanie

Obliczenia dynamiczne konstrukcji zelbetowych nie sa powszechnie tak potrzebne jak
klasyczne obliczanie uogdlnionych przemieszczen, sit wewngtrznych lub ich redystrybucji.
By¢ moze w ten sposdob mozna wytlumaczy¢ mniejsze zainteresowanie badaczy tym
zjawiskiem. Jak wspomniano w rozdziale pierwszym, powstato wiele teorii dotyczacych
sztywno$ci niezarysowanych i zarysowanych elementow zelbetowych pod obciazeniem
statycznym. Brak jest jednak wystarczajacych wskazowek dotyczacych obliczania
podstawowych parametrow dynamicznych belek zelbetowych. Prace nawiazujace do tego
zagadnienia nie wyczerpuja tematu. W przewazajacej czesci sktada si¢ na nie eksperyment
i okreslenie na jego podstawie sztywnosci dynamicznej elementéw badawczych. Niektorzy
z Autoréw podaja zaleznos$¢, ktéra pozwala ja obliczyé. Opisuje to zagadnienie jedynie
fragmentarycznie, bo podanie globalnej sztywnosci dynamicznej nie pozwala w sposob
szczegdtowy $ledzi¢ proceséw w drgajacych belkach zelbetowych, a jedynie obserwowac

koncowe efekty.
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3. Tezy pracy

Przeprowadzone studia literaturowe pozwalaja wysuna¢ nastgpujace tezy pracy:

1. Przeciazaniu elementu zelbetowego towarzyszy spadek czestotliwosci wlasnych, jest on

rozny dla ré6znych form witasnych i zalezy od stopnia zbrojenia,

2. Morfologia (w szczegodlnosci rozstaw i liczba) rys dla okreslonego poziomu obciazenia
nie ma wplywu na podstawowe parametry dynamiczne zarysowanych belek

zelbetowych,

3. Procesy drgah zarysowanych belek zelbetowych mozna opisaé z wykorzystaniem

metody sztywnych elementow skonczonych, uwzgledniajac dyskretny model rysy.

Tezy 1, 2 dotycza czesci doswiadczalnej niniejszej pracy i zostana zweryfikowane
eksperymentem. Teza 3 zwiazana jest z czg$cia teoretyczna. Jej potwierdzeniem bedzie
opracowanie algorytmu, bazujacego na metodzie sztywnych elementéw skonczonych,
pozwalajacego uwzgledni¢ dyskretny model rysy. Cz¢s¢ do§wiadczalna zaplanowano tak, aby

umozliwita zbudowanie modelu numerycznego zarysowanej belki zelbetowe;.
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4. Badania laboratoryjne
4.1. Cel, zakres i program badan

W celu weryfikacji tez niniejszej pracy zaplanowano badania dos$wiadczalne.
Przewidziano przebadanie 12 belek zelbetowych w skali poéinaturalnej. Doswiadczenie
obejmowato swym zakresem badania materialow, czyli:

- okreslenie klasy betonu,
- okreslenie $redniej wytrzymatosci betonu na $ciskanie, rozciaganie i $redniego modutu

Younga betonu w przeddzien badania belki,

- okreslenie $redniej granicy plastyczno$ci, wytrzymalo$ci na rozciaganie i Sredniego
modulu Younga stali zbrojeniowe;j,
oraz badania belek zelbetowych.

Badania belek zelbetowych przeprowadzone zostaty wedlug schematu pokazanego

SitaP;=0

!

Obciazenie belki sita P;

!

Pomiar:
e ugiec
e odksztalcen

ponizej (rys. 4.1).

l Zwigkszenie sity P;

Odciazenie belki

!

Operacyjna analiza modalna:

e pomiar czgstotliwosci wlasnych
e pomiar liczby thumienia

e generowanie form wlasnych

Rys. 4.1 — Schemat procedury badawczej belki
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Schemat pokazuje jedynie ogdlny tok postgpowania. Wszelkie szczegdtowe informacie,
dotyczace m. in. stanowiska badawczego oraz aparatury pomiarowej podane zostang
w dalszej czgsci.

Jako miarg thumienia w pracy przyj¢to liczbg thumienia o wyrazona w procentach. Na
podstawie studiow literaturowych stwierdzono, ZzZe najpopularniejszym parametrem,
opisujacym tlumienie jest jego logarytmiczny dekrement o. Okre$la si¢ go na podstawie

badan doswiadczalnych, w zagadnieniu gasnacych drgan swobodnych z zaleznosci:

SRR G I 1 W
q (t + T ) q m-+1
gdzie: q— wychylenie,
gm — wychylenie w m-tym cyklu,
Qm+1 — wychylenie w m+1 cyklu,
T — okres drgan swobodnych.
Zaleznos¢ wiazaca oba parametry thumienia jest postaci:
0(=L'100%z£-100%. 4.2)

N4r® +6° 27

Uproszczenie zaleznosci (4.2) jest stuszne m. in. dla konstrukcji budowlanych (6 << 2 7).
Program badan miat umozliwi¢ obserwacj¢ spadku podstawowych parametrow
dynamicznych (czg¢stotliwos$ci wlasne, thumienie) w zalezno$ci od stopnia zaawansowania
obciazenia. Jako stopien zaawansowania obciazenia rozumie si¢ maksymalne obciazenie jakie
byto przytozone od belki. Formalnie mozna zatem napisaé, ze badany byt wplyw historii

obciazenia na podstawowe parametry dynamiczne.
4.2. Analiza modalna — podstawy, zastosowanie w badaniach wlasnych

Jednym z podstawowych narzedzi, stuzacych do badania wtasnosci dynamicznych jest
analiza modalna [51, 57]. Analiza modalna moze stuzy¢ m. in. syntezie ukladow
mechanicznych, analizie zachowan konstrukcji pod r6znymi oddziatywaniami zewngtrznymi,
modyfikacji whasnosci konstrukcji, analizie zmeczeniowej. Wykorzystuje si¢ ja zarowno do
badan precyzyjnych elementow maszyn jak 1 do §rodkdéw transportu oraz duzych konstrukcji

budowlanych (maszty, mosty, zapory wodne). Analiza modalna pozwala zbudowa¢ model
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modalny badanej konstrukcji, na ktory sktadaja sig:

- uporzadkowane czg¢stosci wlasne,

- wspotczynniki thumienia,

- formy wlasne (postacie drgan), przyporzadkowane poszczegdlnym czgstosciom
wlasnym.

Metody analizy modalnej mozna podzieli¢ na trzy gldwne grupy [57]:

- metody realizowane w dziedzinie czgstosci,

- metody realizowane w dziedzinie czasu,

- metody realizowane w dziedzinie amplitud.

Najwigksze zastosowanie w praktyce maja metody realizowane w dziedzinie czgstoSci.

Badania laboratoryjne, bedace przedmiotem niniejszej pracy, zostaly przeprowadzone

z wykorzystaniem metody wiasnie tej grupy.

Wigkszos¢ badan laboratoryjnych, przeprowadzanych z wykorzystaniem analizy
modalnej, polega na przeprowadzeniu tzw. eksperymentu identyfikacyjnego.
W eksperymencie identyfikacyjnym wymuszane sa drgania badanego elementu. Model
konstrukcji budowany jest na podstawie pomiaru sity wymuszajacej oraz odpowiedzi
konstrukcji. Do wymuszenia drgan stosuje si¢ zwykle sygnal harmoniczny (o zmienngj
czestotliwosci w sposob skokowy lub ciagly) lub sygnat impulsowy, wymuszony miotkiem
modalnym. Dobdr wzbudnika zalezy od prognozowanych czgstosci wlasnych. Do wymuszen
harmonicznych stosuje si¢ sitowniki elektromagnetyczne (o duzym zakresie czgsto$ci oraz
amplitud sity wzbudzajacej) lub hydrauliczne (o stosunkowo waskim pasmie czgstosci
wzbudzania). W badaniach rzeczywistych konstrukcji inzynierskich znajduja zastosowanie
sitowniki hydrauliczne. Sygnat impulsowy, jak wspomniano, generowany jest specjalnym
mlotkiem modalnym. Jego charakterystyki zaleza od charakterystyk badanego obiektu.

Réznorodnos¢ wzbudnikow impulsowych pokazano na fotografii 4.1.

Fot. 4.1 — Modalne wzbudniki impulsowe
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W doborze mitotka modalnego mozna kierowac si¢ prosta zasada: im twardsza czes¢
uderzajaca, tym krétszy impuls, a wzbudzane czgstosci wyzsze. Dostgpne mtotki modalne
maja wbudowane czujniki sity, co znacznie utatwia pomiar wymuszenia.

Wyspecjalizowanym wariantem analizy modalnej jest operacyjna analiza modalna [1]
(Operating Modal Analisys — OMA). Odmiana ta zostata opracowana z mysla o pomiarach in-
situ duzych konstrukeji inzynierskich, ktérych wzbudzenie 1 jego pomiar moga nastrgczac
trudnos$ci. Polega na rejestracji odpowiedzi konstrukeji (w minimum 2 punktach) na nieznane
wymuszenia, bedace zazwyczaj warunkami pracy badanego obiektu. W czasie badan nie ma
zatem potrzeby wytaczania konstrukcji z eksploatacji. Jest to szczegélnie pozadane
w przypadku mostow, tam, budynkow wysokich, ktorych odizolowanie od wplywow
otoczenia jest bardzo trudne, a nierzadko niemozliwe. Wyniki badan, prowadzonych
z wykorzystaniem operacyjnej analizy modalnej na duzych konstrukcjach inzynierskich
zrelacjonowano w literaturze [8]. We wiasnych badaniach wykorzystano operacyjna analiz¢
modalna, jako bardziej efektywna w zadanych warunkach. Wyeliminowano czynnik ludzki
zwigzany z obsluga wzbudnika impulsowego. Rejestrowano odpowiedZz konstrukcji na
wymuszenia losowe (delikatne uderzenia gumowym mtotkiem) w 11 punktach.

Pomiar odpowiedzi konstrukcji przeprowadzany byl czujnikami przyspieszenia

(akcelerometrami), przymocowanymi do badanego obiektu. Akcelerometry, wchodzace w

sktad wykorzystanego zestawu pomiarowego, pokazano na fotografii 4.2.

.
Fot. 4.2a — Akcelerometr typu ThetaShear Miniature Fot. 4.2b — Akcelerometr typu Seismic
DeltaTron 4507 B002 DeltaTron 8340

W badaniach wykorzystano akcelerometr typu 4507 B002 (fot. 4.2a). Jego wlasciwos$ci

zestawiono w tabeli 4.1.
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Tabela 4.1 — Wlasciwosci akcelerometru typu 4507 B002

Masa czujnika 48 ¢g
0,4 Hz - 6 kHz
Zakres do 700 ms™
Caulos 100 mV/ms™
150 ug

Sposdb mocowania akcelerometru do badanego obiektu zalezy od jego wlasciwosci oraz

warunkow zadania. Najpowszechniej stosowane metody pokazano na rysunku 4.2 [57].

a) b) c) d)
=N P~

i LB

Rys. 4.2 — Sposoby mocowania akcelerometrow: a) Srubowe, b) za pomoca magnesu,
¢) srubowo klejone, d) za pomoca wosku lub kleju [57]

W  przeprowadzanym eksperymencie akcelerometry przymocowano do belki klejem
uktadanym na goraco (fot. 4.3). Na kazdej z belek umieszczono 11 czujnikow w rownych

odstgpach — co 330 mm (rys. 4.3).

Fot. 4.3 — Akcelerometr przymocowany do belki

Rys. 4.3 — Rozmieszczenie akcelerometrow na belce
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Badania laboratoryjne oraz wstgpna obrobke danych przeprowadzono z wykorzystaniem
systemu PULSE 3560. W jego sklad, oprocz akcelerometrow, wchodzita 17-kanatowa kaseta

pomiarowa oraz komputer z oprogramowaniem, dostarczonym przez producenta.
4.3. Stanowisko badawcze

Badania dynamiczne tego typu nie byly do tej pory prowadzone w Akredytowanym
Laboratorium Instytutu Budownictwa Politechniki Wroctawskiej, totez wiele uwagi
poswigcono budowie stanowiska badawczego. Z uwagi na pdzniejsze analizy numeryczne
nalezato zapewni¢ adekwatno$¢ modelu w laboratorium oraz modelu obliczeniowego.
Poczatkowo zamierzano przeprowadzi¢ badania jak dla belki swobodnie podpartej. Belke
zamierzano obcigza¢ w probie trzypunktowego zginania, nastgpnie przeprowadzac operacyjna
analiz¢ modalna w tej samej pozycji, po odciazeniu. Celem zweryfikowania poprawnosci
przyjetych zatozen przeprowadzono szereg analiz wstepnych.

Pierwsze badania przeprowadzono na stanowisku o schemacie jak na rysunku 4.4.

Ogolny widok stanowiska badawczego nr 1 zamieszczono na fotografii 4.4.

150 3000 150, .
[ 1 1]
[ belka badana (E1p) |
oM EON

[ belka podporowa (El zp ~ 20 X El ) :

podloze q

Rys. 4.4 — Schemat stanowiska badawczego nr 1

Fot. 4.4 — Belka na stanowisku badawczym nr 1
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Badana belka byla swobodnie polozona na stalowych watkach podporowych. Watki
z blachami uloZono na stalowej belce podporowej o przekroju skrzynkowym. Sztywno$¢
belki podporowej byla znacznie wigksza od sztywno$ci belki badanej. Duzo wigksza
sztywno$¢ belki podporowej miata wyeliminowa¢ przenoszenie si¢ drgan na podioze. Caly
uktad spoczywat na masywnym wozku stalowym, umozliwiajacym wprowadzenie belki pod
prasg, po ustawieniu jej na stanowisku.

Formy wilasne, uzyskane z pomiaréw, pordwnano z formami teoretycznymi dla belki

swobodnie podpartej (4.3).

W, (&) =sin(nzg), (4.3)

gdzie: Wy — rzedna n-tej formy wlasnej,
& —bezwymiarowe potozenie przekroju (E=x/1),
X — potozenie przekroju,
| — rozpigto$¢ belki,

N — numer formy.

Zestawienie wartosci doswiadczalnych i teoretycznych dla trzech pierwszych form pokazano

na rysunku 4.5.

—— 1 forma z pomiaru
— — 1 forma teoretyczna

—=— ) forma z pomiaru

— — 2 forma teroetyczna
—o— 3 forma z pomiaru

— — 3 forma teoretyczna

Rys. 4.5 — Formy wlasne zarejestrowane na stanowisku badawczym nr 1

O ile pierwsza forma pomierzona odzwierciedla teoretyczna, o tyle przebieg formy drugiej
1trzeciej znacznie odbiega od wynikow teoretycznych. Zdaniem autora mialo to zwiazek
z odrywaniem belki od podpor, szczegdlnie przy wyzszych czgstotliwosciach (powyzej
160 Hz). Akcelerometr zamocowany na podporze zarejestrowal przyspieszenia
poréwnywalne z tymi z przgsta. Wskazuje to na ruch podpor. Ponadto moglo mie¢ miejsce

rozpraszanie drgan na podporach (wzajemny ruch belki, walka i blachy podporowe;j).
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Zdecydowano si¢ na przeprowadzenie analiz na innym stanowisku. Celem odebrania
ruchu na podporach zastosowano dwustronne tozysko, dodatkowo spigte srubami (rys. 4.6,

fot. 4.5).

ke

150 3000 1501
':DL" sruba $ruba ._Anu_.
\

=

N

Rys. 4.6 — Schemat stanowiska badawczego nr 2

Fot. 4.5a — Belka na stanowisku badawczym nr 2 Fot. 4.5b — Lozysko podporowe

Belkg ustawiono na podporach stalowych przykrgconych do posadzki. Wyniki

pomiaréw w zestawieniu z warto§ciami teoretycznymi pokazano na rysunku 4.7.

—— | forma z pomiaru

— — 1 forma teoretyczna

—=— 2 forma z pomiaru

4 X [m]
— — 2 forma teroetyczna

—&— 3 forma z pomiaru

— — 3 forma teoretyczna

Rys. 4.7 — Formy wlasne zarejestrowane na stanowisku badawczym nr 2
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Przeprowadzono probe z akcelerometrem przymocowanym do podpory. Wyniki byty bardziej
zadowalajace. Przyspieszenie zarejestrowane na podporach byto pomijalnie mate w stosunku
do przyspieszen pomierzonych w przesle belki. Wygenerowane formy wlasne nie oddawaty
jednak form teoretycznych belki swobodnie podpartej. Nadal wystgpowal ruch na podporach
przy wyzszych czestotliwosciach.

Wyniki analiz rozpoznawczych spowodowaly zaniechanie badan modelu jako belki
swobodnie podpartej. Doktadno$¢ jaka uzyskano byta zadowalajaca jedynie w przypadku
pierwszej formy wilasnej. W zasadniczych badaniach laboratoryjnych, bedacych
fundamentalna czg$cia pracy, zamierzano nie ogranicza¢ si¢ do pierwszej czestotliwosci.
W tym celu postanowiono zbudowac trzecie stanowisko badawcze. Miato ono umozliwié
podniesienie belki do analizy modalnej na elastycznych linach. Numerycznym
odpowiednikiem takiego modelu moze by¢ pret swobodny (bez kinematycznych warunkow
brzegowych). Na fotografii 4.6 zaprezentowano widok stanowiska badawczego

z podwieszong belka.

Fot. 4.6 — Belka na stanowisku badawczym nr 3

Wyniki pomiardw, przeprowadzonych na stanowisku trzecim, pokazano na rysunku 4.8.

—&— | forma z pomiaru
— — 1 forma teoretyczna
—=— 2 forma z pomiaru

X [m]
— — 2 forma teroetyczna

—&— 3 forma z pomiaru

— — 3 forma teoretyczna

Rys. 4.8 — Formy wlasne (1, 2, 3) zarejestrowane na stanowisku badawczym nr 3
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Zarejestrowane formy wiasne wykazaly zadowalajaca zgodno$¢ z formami

teoretycznymi. Zgodnos$¢ zaobserwowano takze dla form wyzszych (4, 5, 6) — rysunek 4.9.

—— 4 forma z pomiaru
— — 4 forma teoretyczna
—=— 5 forma z pomiaru
— — 5 forma teroetyczna
—8— 6 forma z pomiaru

— — 6 forma teoretyczna

Rys. 4.9 — Formy wlasne (4, 5, 6) zarejestrowane na stanowisku badawczym nr 3

Dla celow poréwnawczych obliczono dla wszystkich stanowisk euklidesowa norme
btedu ¢ wedlug zaleznosci (4.4). Do wzoru podstawiono wartosci dyskretne obliczone (W)

badz zarejestrowane (Wp) w 11 punktach pomiarowych.

WIJ-(WI —w,)* dx Zn:(wn — W)’

E = =

) (4.4)

gdzie: W; — warto$¢ teoretyczna w punkcie |,
Wpi — warto§¢ pomierzona w punkcie i,
| — dtugos$¢ belki.

n — liczba punktow pomiarowych (n=11).
Wyniki obliczen btgdu zestawiono w tabeli 4.2.

Tabela 4.2 — Bltedy pomiaréw

Stanowisko | D13 1gformy Blad 28 formy | Biad 3:9 formy
1 ) 3
badawcze (%] on) o
1 6 45 73
2 4 24 8
3 4 9 14

Wyniki wstgpnych analiz wykazaly, ze stosunkowo najmniejsze réznice migdzy
schematami statycznymi modelu laboratoryjnego i numerycznego uzyskuje si¢ na stanowisku

badawczym numer 3. Na nim zdecydowano si¢ prowadzi¢ dalsze badania.
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4.4. Badania laboratoryjne — etap I

4.4.1.Elementy badawcze

W pierwszym etapie przewidziano przeprowadzenie badania na 9 elementach

belkowych. Sktadaty si¢ na nie trzy serie, po trzy belki w kazdej z nich. Elementy badawcze
pokazano na rysunkach 4.10 — 4.12.

Al ,—2 nr@
A I—Z nrD
40 | 44 nr@co 75 40
3300
2nrQ# 12 1=3245
n n
b~ 2 nr# 121=3700 o
3270
A-A
2 nr@ %x@
NP
/,—nr@
= = g/— NR@ o4
o A S e
110
150
Rys. 4.10 — Belka serii |
Bl |—2 nrQ®
B L2 nrD |
35 | 20 nr@)co 180 35 |
3300
2nrQ# 121=13245
2 wy
™ 2 nr(D# 12 1=3700 N
3270
B-B
-—2 nr@ I //O
\Z
—nr®
= o o NRQ® @6
o | ow  [F T 1=740

150
Rys. 4.11 — Belka serii 11
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C| 2

L
CI 20 nr@co 180 3w® 35 }

3300
2 nrQQ# 121=3245

35

215
215

3nr®# 10 1= 3700 |
3270

250

150
Rys. 4.12 — Belka serii 111
Belki wykonano w skrecanych formach stalowych, umozliwiajacych betonowanie
dwoch belek jednoczesnie. Betonowanie odbylto si¢ w pigciu cyklach, wg tabeli 4.3. Oprocz
belek wykonywano probki (kostki szescienne 150x150x150 mm, oraz walce o wysokoS$ci
h=350mm i S$rednicy ¢ = 113 mm) do okre§lenia cech wytrzymatosciowych
1 odksztatcalno$ciowych. Beton belek zaggszczano dwoma wibratorami przyczepnymi, probki

natomiast zawibrowano przy pomocy blatu wibracyjnego.

Tabela 4.3 — Harmonogram wykonania elementéw badawczych

Cykl Data Betonowane | Liczba kostek | Liczba walcow
betonowania belki [szt.] [szt.]

B-I-1

1 24.04.2008 B.L.2 15 12
B-1-3

2 29.04.2008 B-IL-1 15 12
B-11-2

3 07.05.2008 B3 15 12
B-11I-1

4 12.05.2008 B-IT12 15 12

5 15.05.2008 B-II1-3 9 6

Na probkach z betonu przewidziano wykonanie nast¢pujacych badan:

a) okreslenie klasy betonu na 3 probkach sze$ciennych, pobranych przy kazdym cyklu
betonowania, po 28 dniach dojrzewania w statych warunkach cieplno-
wilgotno$ciowych,

b) okreslenie $redniej wytrzymatosci betonu na $ciskanie na 3 probkach szesciennych

- 48 -



DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ROZDZIAL IV

w przeddzien badania belki,
c) okreslenie $redniej wytrzymalosci betonu na rozciaganie przy rozlupywaniu na 3
probkach szesciennych w przeddzien badania belki,
d) okreslenie $redniego modutu Younga betonu na 6 probkach walcowych w przeddzien
badania belki.
Probki do badan z punktu a) przechowywano w komorze, na stalowej kratce powyzej
poziomu wody. Miato to zapewni¢ state warunki wilgotno$ciowe 1 termiczne otoczenia.
Badania b) — d) wykonano niezaleznie dla kazdej z belek, a probki do nich znajdowaly si¢ w
tych samych warunkach co belki. W czasie dojrzewania beton belek i probki pielggnowano
(przykryto je nasigkliwymi matami 1 polewano woda).
Fotografie wykonane podczas prac zbrojarskich i1 betonowania zamieszczono ponizej
(fot. 4.7 — 4.13).

Fot. 4.7 — Gotowy szkielet zbrojenia (belka serii I)

Fot. 4.8 — Gotowy szkielet zbrojenia (belka serii 1)

_49 -



DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ROZDZIAL IV

Fot. 4.11 — Uktadanie mieszanki betonowe;j Fot. 4.12 — Zaggszczanie mieszanki betonowe;j
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Fot. 4.13 — Uktadanie i zacieranie ostatniej warstwy

4.4.2.Badania stali

Celem okreslenia wilasciwosci wytrzymatosciowych i odksztatcalnosciowych stali
losowo wybrano po 3 probki stali z kazdej $rednicy (w sumie 12 probek). Badanie
przeprowadzono w prasie wytrzymatosciowej typu Zwick/Roell UFP 400, w probie osiowego
rozciggania, zgodnie =z wytycznymi normy [N4]. WydluZzenie probek mierzono
ekstensometrem. Do rejestracji i wstgpnej obrobki wynikow wykorzystano zestaw PC
z zainstalowanym oprogramowaniem, dostarczonym przez producenta prasy. Ogoélny widok

stanowiska pokazano na fotografii 4.14.

Fot. 4.14 — Stanowisko do badania stali zbrojeniowe;j

Dane wejsciowe 1 wyniki pomiarow zestawiono dla poszczegoélnych $rednic w tabelach
4.4 —4.7. Pod kazda z warto$ci $rednich podano odchylenie standardowe. Zwazywszy na to,

ze badania przeprowadzono na 3 probkach kazdej ze $rednic podanie odchylen

-51-



DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ROZDZIAL IV

standardowych ma charakter jedynie informacyjny i nie zostalo wykorzystane do zadnych
dalszych analiz statystycznych. Wykresy naprgzenie — odksztatcenie zamieszczono na

rysunkach 4.13 —4.16. Symbole literowe badanych wielko$ci przyjeto zgodnie z [N3, N6].

Tabela 4.4 — Raport z badan pretow srednicy 4 mm (stal gladka)

Zastosowanie w badaniach strzemiona w belkach serii |
Srednica d [mm] : 4
Pole przekroju Sp [mm’] 1 12,57
Poczatkowa dlugo$¢ pomiarowa Lo [mm] : 40
(wg [N4]: L, =ky/S, ,k=11,3)
Dhugo$¢ robocza probki L, [mm] . 160
Dhugos¢ catkowita probki Ly [mm] ;280
. fi f, fi fi Es Es
Lp.| Prébka [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [GPa] [GPa]
1 41 498 499 510 517 209 202
2 42 500 520 208
3 43 499 (1,00) 519 (5.81) 190 (10,7)
*fy = fovg
gdzie: fy; — granica plastycznosci i-tej probki,
fy — $rednica granica plastycznosci,
fii — wytrzymato$¢ na rozciaganie i-tej probki,
fi — Srednia wytrzymato$¢ na rozciaganie,
Esi — modut Younga i-tej probki,
Es — $§redni modut Younga.
Tabela 4.5 — Raport z badan pretow srednicy 6 mm (stal gladka)
Zastosowanie w badaniach . strzemiona w belkach serii 11, 111
Srednica d [mm] 6
Pole przekroju Sy [mm’] 28,27
Poczatkowa dtugo$¢ pomiarowa Ly [mm] 60
Dhugo$¢ robocza probki L, [mm] 160
Dhugos¢ catkowita probki L [mm] 280
. fyi fy fti ft Esi Es
Lp.| Probka [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [GPa] [GPa]
1 6 1 416 427 497 511 191 195
2 62 435 520 190
3 6 3 430 ©.97) 514 (11.9) 203 (7,23)

Tabela 4.6 — Raport z badan prQ‘[ow $rednicy 10 mm (stal zebrowana)

Zastosowanie w badaniach zbrojenie dolne w belkach serii 111

Srednica d [mm] : 10
Pole przekroju Sy [mm’] . 78,54
Poczatkowa dlugo$§¢ pomiarowa Lo [mm] : 100
Dlugo$¢ robocza probki L [mm] ;160
Dlugo$¢ caltkowita probki L, [mm] . 280
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Tabela 4.6 (c. d.) — Raport z badan pretdw $rednicy 10 mm (stal zebrowana)

. fyi fy fti ft Esi Es
L.p. | Probka [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [GPa] [GPa]
1 10 1 550 548 671 669 206 198
2 10 2 545 668 198
3 10 3 550 (2,76) 670 (1,53) 191 (751)
Tabela 4.7 — Raport z badan prqtow $rednicy 12 mm (stal zebrowana)
Zastosowanie w badaniach zbrojenie dolne w belkach serii I, 11
zbrojenie gorne w belkach serii I, 11, 111
Srednica d [mm] 12
Pole przekroju Sy [mm’] 113,10
Poczatkowa dhugos¢ pomiarowa Ly [mm] 120
Dhugos¢ robocza probki L, [mm] 160
Dhugos¢ catkowita probki Ly [mm] 280
. fyi fy fti ft Esi Es
Lp. | Prébla |y py) [MPa] [MPa] [MPa] [GPa] [GPa]
1 12 1 544 563 662 667 210 202
2 12 2 564 668 195
3 12 3 581 (18,7) 671 (4.64) 103 (7.87)
600
— 500 fr———
g T~
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g
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Rys. 4.13 — Wykres o— ¢ dla pretéw $rednicy 4 mm
600
500 iy —
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Rys. 4.14 — Wykres o— ¢ dla pretéw srednicy 6 mm

wydhuzenie wzgledne & [%]
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naprezenie o [MPa]
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Rys. 4.15 — Wykres o— ¢ dla pregtow $rednicy 10 mm
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Rys. 4.16 — Wykres o— ¢ dla pretow srednicy 12 mm

$cinanie niz na zginanie.

pretéw do zbrojenia konstrukcji obcigzanych dynamicznie.

— 101
—102
10 3

— 121
— 122
123

Nalezy podkresli¢, ze stal gladka wykorzystana na strzemiona ($rednice 4 i 6 mm)
wykazata w badaniach r6zne wtasciwosci (tab. 4.4, 4.5 oraz rys. 4.13, 4.14). Nie wplywa to
jednak na dalsze wyniki pomiaré6w oraz analizy porownawcze, bgdace bezposrednim celem

niniejszej pracy. Zadaniem strzemion byto bowiem jedynie zapewnienie wigkszej no$nosci na

Na zbrojenie podtuzne belek wykorzystano stal gatunku B500SP ze znakiem jakosci
EPSTAL®. Stal tego typu charakteryzuje si¢ podwyzszona ciagliwoscia. Wedtug normy [N6]

nalezy do najwyzszej klasy ciagliwosci C. Jest to cecha szczegolnie pozadana w przypadku
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4.4.3.Beton

Beton wykonano w warunkach laboratoryjnych z nastgpujacych sktadnikow:
- cement CEM II/A-LL 42,5R (wg [N5]),
- piasek frakcji 0-2 mm (kopalnia Mietkdéw, woj. dolnoslaskie),
- kruszywo otoczakowe frakcji 2-8, 8-16 mm (kopalnia Mietkéw, woj. dolnos$laskie),
- woda wodociagowa.
Dla uzyskania zadanej klasy betonu C25/30 (B30) opracowano wtasna recepturg. Do
okreslenia wspotczynnika cementowo — wodnego postuzono si¢ zaleznos$cia Bolomeya [19],

w postaci jak ponizej:

+a, (4.5)

gdzie: fmcube — Srednia wytrzymatos$¢ kostkowa betonu na $ciskanie,
A — wspotczynnik zalezny od wytrzymatosci cementu i rodzaju kruszywa (A = 21),
a — wspotczynnik zalezny od jakosci cementu (a = 0,5).

fek cube — charakterystyczna wytrzymatos$¢ kostkowa betonu na $ciskanie (zat. 30 MPa).

Wspotczynnik wiazacy wytrzymato§¢ Srednia i charakterystyczna zalezny jest od poziomu
wykonywania. Dla warunkéw laboratoryjnych przyjeto go jako 1,1. Obliczony wspdtczynnik
cementowo — wodny wyniost 2,1.

Sktad granulometryczny kruszywa okreslono metoda iteracji. Dobrano w ten sposob
mieszanke o minimalnej jamisto$ci (maksymalnej szczelnosci), przy czym przyjeto stosunek
frakcji 2-8 1 8-16 jako 1. Wykres jamistosci kruszywa w zaleznosci od punktu piaskowego

pokazano ponizej (rys. 4.17).

36 L
35

34 \\
33

32 i

31 \\\ e .~ /
X PARIEN [ 2a

20 L.

29 w \ \

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
punkt piaskowy [%]

jamisto$¢ [%]
@

Rys. 4.17 — Jamistos$¢ kruszywa w zaleznosci od punktu piaskowego
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Ostatecznie wykonano beton o sktadzie jak w tabeli 4.8 1 konsystencji plastycznej klasy

S2 (okreslonej metoda opadu stozka).

Tabela 4.8 — Sktad betonu

) Io$¢
Sktadnik ke/m’]
Cement CEM II/A-LL 42,5R 300
P 0-2 639
72-8 639
7 8-16 639
Woda 143

Po 28 dniach dojrzewania, w normowych warunkach cieplno-wilgotno$ciowych,
przeprowadzono badania wytrzymato$ci na S$ciskanie w prasie hydraulicznej EDB 400
(fot. 4.15). Klase betonu okreslono wedtug [N7] oraz [9] na prdbkach sze$ciennych
o wymiarach 150x150x150 mm. Dla kazdego cyklu betonowania wykonano probg Sciskania

na 3 probkach.

Fot. 4.15 — Prasa hydrauliczna EDB 400

Wyniki badan wytrzymatosciowych zestawiono w tabeli 4.9.

Tabela 4.9 — Wyniki badan wytrzymato$ciowych do okreslenia klasy betonu

Data betonowania/ Oznaczenie | Gestos¢ ?f:;gf: P feicuve | Temcube S v
data badania probki [kg/m’] ke/m’] [kN] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [%]
001 2303 720 | 32.20°
22‘;-%‘;-22%%88/ 002 2320 | 2316 | 800 |35.75 | 3584 | 3,69 | 10

e 003 2326 890 | 39,57

001 2292 760 | 33,98
2297-%‘;22%%%/ 002 2301 | 2293 | 770 | 3440 | 3407 | 030 | 0,88
e 003 2285 760 | 33,82°

001 2332 750 | 33,79
%1-%56-22%%88/ 002 2318 | 2328 | 840 |3822 | 3573 | 227 | 64
0. 003 2335 780 | 35,17
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Tabela 4.9 (c. d.) — Wyniki badafh wytrzymato§ciowych do okreslenia klasy betonu

Data betonowania/ | Oznaczenie | Gesto$¢ (;Qesc{gls; Ps feicuve | Temcube S Vv
data badania probki [kg/m’] ke/m’] [kN] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [%]
001 2274 720 [ 32,14
1)29'(())56.22(())(())2/ 002 2285 2278 | 720 [32,12° | 32,77 | 1,12 | 3.4

- 003 2275 760 | 34,07

001 2297 750 | 33,20
113-%56-22%%88/ 002 2280 | 2289 | 710 |31,65 | 32,10 | 0,96 | 3,0
o 003 2291 715 31,46

E3 ., T .
wytrzymato$¢ minimalna f¢ min.cube

gdzie: Ps— sila niszczaca,
fei cube — Wytrzymato$¢é na $ciskanie probki i,
fem,cube — Srednia wytrzymato$¢ na $ciskanie,
S — odchylenie standardowe,

v — wskaznik zmiennosci.

Klasg betonu okreslono na podstawie ponizszego kryterium [19]:

mein,cube 2 a( fck,cube —4), (4.6)

gdzie: o — wspodtczynnik zalezny od ilosci probek n (= 1,15 dla n = 3).

Dla zatozonej klasy betonu C25/30 (B30) wytrzymalo$¢ charakterystyczna feycupe Wynosi
30 MPa. Kryterium (4.6) zostato spelnione dla kazdego z cykli betonowania. Beton mozna
zatem zaklasyfikowaé¢ do zalozonej przy projektowaniu klasy. Dodatkowo obliczono
wskaznik zmienno$ci v, pozwolil on sklasyfikowa¢ poziom wykonania betonu jako dobry
(cykl betonowania 1) oraz bardzo dobry (cykle betonowania 2 — 5).

Probki szescienne 1 cylindryczne postuzyty ponadto do okreslenia wiasciwosci betonu
w przeddzien badania belki. Badania przeprowadzono w maszynie wytrzymalo$ciowej
Instron (fot. 4.16). Na probkach szesciennych okreslono $rednie wytrzymatosci na $ciskanie
1 rozciaganie przy roztupywaniu (metoda brazylijska). W probie roztupywania wytrzymatosé
na rozciaganie jest zalezna od sity niszczacej, przytozonej osiowo do probki w sposob ciagly

(fot. 4.17) 1 wyraza si¢ wzorem [19]:

f, = (4.7)

gdzie: P — sita niszczaca [kN],
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h — wysokos$¢ probki (15 cm),
| — dlugos¢ probki (15 cm).

Na fotografii 4.17 pokazano probke przygotowana do badania wytrzymalo$ci na rozciaganie

w probie roztupywania.
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Fot. 4.17 — Probka do badania wytrzymatos$ci

Fot. 4.16 — Maszyna wytrzymatosciowa
na rozciaganie

Instron

Wyniki badan (wytrzymato$ci na $ciskanie f; oraz rozciaganie fi;) zestawiono dla
poszczegoOlnych belek w tabelach 4.10 — 4.12. Dla wartosci $rednich podano odchylenia

standardowe.
Tabela 4.10 — Wyniki badania betonu belek serii |
fci,cube fcm,cube fcti fctm
Belka [MPa] [MPa] [MPa] [MPa]
57,65 50’3 4,06 3,80
B-I-1 42,39 3,79
50,72 (7,64) 3,56 (0,25)
56,10 552 3,47 3.72
B-1-2 54,44 3,71
55,24 (0.83) 3,97 (0.25)
50,38 49.6 3,10 3,23
B-1-3 48,77 3,23
49,70 (0.81) 336 (0,13)
Tabela 4.11 — Wyniki badania betonu belek serii 11
fci,cube fcm,cube fcti fctm
Belka [MPa] [MPa] [MPa] [MPa]
50,61 47.9 2,82 3,20
B-II-1 45,88 3,53
47,12 (245) 3.5 (0,36)
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Tabela 4.11 (c. d.) — Wyniki badania betonu belek serii 11

fci,cube fcm,cube fcti 1:c’[m
Belka [MPa] [MPa] [MPa] [MPa]

53.06 52.8 2.87 3.05
B-11-2 53,65 2.99

51,66 (1,02) 3.30 (0,22)

50,40 52.9 3,49 339
B-11-3 53,99 3,52

54.49 (2,23) 3.16 (0,20)

Tabela 4.12 — Wyniki badania betonu belek serii 111

fci,cube fcm,cube fcti 1:ctm
Belka [MPa] [MPa] [MPa] [MPa]

47,49 45.7 3.10 291
B-111-1 43,93 2,65

45,69 (1,78) 2,97 (0.23)

47,22 442 3,23 2,92
B-I11-2 44,03 2.87

41,30 (2,96) 2.65 (0,29)

47,62 47.0 323 37
B-111-3 43,95 3.19

4939 (2,77) 3.39 (0,10)

Metoda badan modulu Younga nie jest znormalizowana. Podczas badan mozna
kierowa¢ si¢ wskazéwkami zawartymi m. in. w [43] 1 [N1]. W pracy wykorzystano metode
badania opracowana przez kadr¢ naukowa Akredytowanego Laboratorium Instytutu
Budownictwa Politechniki Wroctawskiej. Modul Younga okreslono na probkach
cylindrycznych. Kazdej z belek przyporzadkowano po 6 probek. Badanie przeprowadzono
w maszynie wytrzymatosciowej Instron (fot. 4.13). Skrocenie probki mierzono za pomoca
ekstensometru. Probka byta obciazana w 6 cyklach sita odpowiadajaca naprezeniu od 0,1 do
0,3 wytrzymatosci walcowej na S$ciskanie — fcey. W 7 cyklu obciazenie zwigkszano
(napr¢zenie wzrastato do 0,8 fecyi). Nastgpnie zwigkszano obcigzenie do zniszczenia probki.

Sieczny modutl Younga okreslano w ostatnim cyklu obciazenia w przedziale 0,1 — 0,3 fe ey

naprezenie

0,8 fcycy|

0,3 fcvcyl

0,1 fc,cyl

Rys. 4.18 — Cykle obciazenia probki do wyznaczenia modutu Younga

T
czas
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Badania przeprowadzono dla 6 probek walcowych dla kazdej belki. Zgodnie
z zaleceniem instrukcji [N1] odrzucono wyniki prob, w ktorych naprezenie niszczace fe ey

*

roznito si¢ wigeej niz o 20% od zatozonego w cyklach obciazenia f, . Probke gotowa do

badan z zalozonym ekstensometrem pokazano na fotografii 4.18.

Fot. 4.18 — Probka do badania modutu Younga

Na rysunku 4.19 pokazano przykladowy wykres naprgzenie — odksztalcenie,
zarejestrowany w jednym z badan. Wyniki badan modutu Younga betonu dla poszczegolnych
belek zestawiono w tabelach 4.13 — 4.21. Dla wartosci $rednich podano odchylenia

standardowe.

50

40 el

30

20 A

10 /

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
odksztatcenie & [%]

naprezenie g [MPa]

Rys. 4.19 — Wykres o— ¢ dla probki betonowej
Tabela 4.13 — Modut Younga betonu belki B-1-1
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L. p E. fc,cyl fcgjcyl A= fcfcyl - fc,cyl /fcfcyl

[GPa] | [MPa] | [MPa] (%]
1 26,41 | 38,60 3,5
2 37,85 | 42,31 5.8
3 29,73 | 39,52 1,2
4 2998 | 47,84 40,00 19,6
5 33,04 | 42,43 6,1
6 29,64 | 34,98 12,6

Een=231,11 GPa (3,911 GPa)

Tabela 4.14 — Modut Youn

oa betonu belki B-1-2

L.p. Ec fc,cyl fc,cyl A= fc,cyl - fc,cyl / fc,cyl
[GPa] | [MPa] | [MPa] [%]
1 29,20 | 35,32 19,7
2 36,26 | 35,76 18,7
3 27,35 | 42,46 | 44,00 3,5
4 23,26 | 41,76 5,1
5 33,02 | 42,43 3,6

Een = 29,82 GPa (5,030 GPa)

oa betonu belki B-1-3

Tabela 4.15 — Modut Youn
L. p. E. fc,cyl fcyjcyl A= fcfcyl - fc,cyl / fcajcyl

[GPa] | [MPa] | [MPa] [%]
1 26,40 | 34,27 14,3
2 24,68 | 35,24 11,9
3 30,26 | 43,64 9,1
4 34,95 | 39,09 40,00 2.3
5 32,35 | 47,52 18,8
6 31,28 | 42,74 6,9

Een = 29,99 GPa (3,822 GPa)

Tabela 4.16 — Modul Younga betonu belki B-II-1

L.p. E. fc,cyl fc,cyl A= fc,cyl - fc,cyl / fc,cyl
[GPa] | [MPa] | [MPa] [%]
1 28,12 344 9.6
2 24,66 | 44,8 38,00 17,9
3 3445 | 37,3 1,9

Eqn = 29,08 GPa (4,964 GPa)

Tabela 4.17 — Modul Younga betonu belki B-1I-2

L.p. Ec fc,cyl fc,cyl A= fc,cyl - fc,cyl / fc,cyl
[GPa] | [MPa] | [MPa] [%]
1 24,56 | 35,54 11,2
2 30,81 37,76 5,6
3 34,67 | 44,66 | 40,00 11,7
4 32,79 | 45,18 13,0
5 31,57 | 33,26 16,9

Ecn = 30,88 GPa (3,822 GPa)

Tabela 4.18 — Modul Younga betonu belki B-1I-3
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L. p. Ec fc,cyl fc,cyl A = fc,cyl - fc,cyl / fc,cyl

[GPa] | [MPa] | [MPa] [%]
1 28,19 | 34,01 15,0
2 24,55 | 40,84 2,1
3 30,04 | 36,09 | 40,00 9,8
4 | 3021 | 44,12 10,3
5 | 31,11 | 34,88 12.8

Ecm = 28,82 GPa (2,613 GPa)

Tabela 4.19 — Modut Younga betonu belki B-I11-1

L.p. Ec fc,cyl fc,cyl A= fc,cyl - fc,cyl / fc,cyl
[GPa] | [MPa] | [MPa] [%]
1 30,54 | 29,11 16,8
2 25,12 | 35,71 2,0
3 27,19 | 30,36 | 35,00 13,3
4 31,41 33,67 3,8
5 28,65 33,33 4.8

Eem = 28,58 GPa (2,538 GPa)

Tabela 4.20 — Modut Younga betonu belki B-I11-2

L.p. Ec fc,cyl fc,cyl A= fc,cyl - fc,cyl / fc,cyl
[GPa] | [MPa] | [MPa] [%]
1 28,72 | 36,13 9,5
2 26,63 | 33,17 0,5
3 23,41 31,6 33,00 4.2
4 25,45 35,61 7,9
5 31,31 26,48 19,8

Eqn= 27,11 GPa (3,035 GPa)

Tabela 4.21 — Modul Younga betonu belki B-111-3

L. p. Ec fc,cyl fc,cyl A= fc,cyl - fc,cyl / fc,cyl
[GPa] | [MPa] | [MPa] [%]
1 30,59 | 33,78 3,5
2 34,82 | 34,82 0,5
3 25,08 | 37,02 | 35,00 5,8
4 26,93 | 36,23 3.5
5 31,49 | 37,42 6,9

Eqn = 29,78 GPa (3,848 GPa)
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4.4.4. Badania belek

Przed przystapieniem do wilasciwych badan elementy belkowe zinwentaryzowano.
Zostaly zmierzone i zwazone. Przekrd] poprzeczny zmierzono w trzech miejscach (w

przekroju $srodkowym — II 1 na koncach elementow — I, III). Wyniki inwentaryzacji

zestawiono w tabeli 4.22.

Tabela 4.22 — Wyniki inwentaryzacji elementow

1ot Wymiary
T: N [mm)] Masa | Masa
Belka | = < ke] | [ke/m]
|
*— Chl przekrdj I | przekroj 11 | przekroj 111 | srednia
hy 258 259 258 )58
h, 258 259 255
B-I-1 by 153 155 152 < 310 | 93,94
b, 154 156 151
2
B-I-2 by 52 160 51 o 315 | 95,45
b, 152 156 154
T o e | o] 2®
2
B-I-3 by 150 57 155 5 303 | 91,82
b, 150 154 152
h; 255 256 252 255
h, 255 257 252
B-II-1 by 155 160 155 - 313 | 94,85
b, 151 154 150
h; 254 256 255 255
h, 253 256 254
B-II-2 by 154 160 152 - 314 | 95,15
b, 150 157 150
O T I - T
2
B-II-3 by 151 153 150 o 309 | 93,64
b, 150 154 149
2
B-III-1 by 154 61 152 . 319 | 96,67
b, 150 156 151
h; 252 256 255 255
h, 253 257 255
B-III-2 by 150 152 152 . 312 | 94,55
b, 152 158 154
h; 253 255 252 253
h, 255 254 250
B-III-3 by 52 153 152 o 304 | 92,12
b, 152 150 152
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Wyniki badan belek przedstawiono w tablicach oraz na wykresach. Tabele 4.23 — 4.40
zawieraja wyniki pomiaréw czgstotliwosci wiasnych oraz liczb thumienia dla poszczeg6lnych

krokow obciazenia.

Tabela 4.22 — Czestotliwosci whasne belki B-1-1

Krok P M/M R fl fg f3 f4 f5 f6
obciazenia | [kN] [-] [Hz] | [Hz] | [Hz] | [Hz] | [HZz] | [HZ]
0 0 0 93,1 246,3 | 460,0 | 718,8 | 1013,6 | 1326,9
1 10,02 0,29 89,4 2442 | 448,6 | 711,0 | 995,8 | 1311,1
2 15,05 0,43 83,3 2352 | 4364 | 683,5 | 966,8 | 1276,4
3 20,01 0,57 80,0 2225 | 422,8 | 6683 9394 | 12353
4 25,02 0,71 78,0 2149 | 412,1 654,77 | 924,6 | 1215,6
5 30,11 0,86 77,6 211,7 | 405,6 | 648,2 | 917,6 | 1206,7
6 35,11 1,00 73,5 207,9 | 382,9 | 6339 | 879,9 | 1181,6

Tabela 4.23 — Liczby tlumienia belki B-1-1

Krok P M/M R oh [07) o3 oy (073 (273
obciazenia | [kN] [-] [%] [Yo] [“0] [“o] [%] [“o]

0 0 0 0,541 0,377 | 0,346 | 0,348 | 0,340 | 0,352

1 10,02 0,29 0,787 | 0,415 0,530 | 0,403 0,427 | 0,408

2 15,05 0,43 0,981 0,538 | 0,634 | 0,558 | 0,558 | 0,508

3 20,01 0,57 1,061 0,777 | 0,725 | 0,533 | 0,671 | 0,631

4 25,02 0,71 1,279 1,051 | 0,939 | 0,878 | 0,805 | 0,719

5 30,11 0,86 1,174 | 0,973 0,835 0,719 | 0,614 | 0,658

6 35,11 1,00 1,112 1,020 | 0,978 0,751 0,913 0,703

Tabela 4.24 — Czestotliwo$ci whasne belki B-1-2

Krok P M/M R fl fg f3 f4 f5 f6
obciazenia | [kN] [-] [Hz] | [Hz] | [Hz] | [Hz] | [HZz] | [HZ]
0 0 0 90,0 2333 | 439,6 | 712,0 | 1001,7 | 12938
1 10,48 0,28 85,9 232,0 | 428,5 | 701,3 | 986,1 | 1278,3
2 11,99 0,32 84,0 230,5 | 422,6 | 692,7 | 980,1 | 1267,6
3 15,02 0,40 81,2 225,1 4164 | 676,1 962,5 | 1253,5
4 20,07 0,53 79,3 219,0 | 412,7 | 6653 | 945,6 | 12327
5 25,06 0,66 78,0 213,6 | 407,3 | 658,8 | 931,3 | 1213,9
6 30,16 0,80 77,2 209,2 | 400,6 | 652,5 | 923,0 | 1199,1
7 37,74 1,00 71,9 204,0 | 370,0 | 620,5 882,0 | 1121,7

Tabela 4.25 — Liczby tlumienia belki B-1-2

Krok P M/Mg a 122 o3 as s 107y
obciazenia | [kN] [-] [%o] [%0] [%o] [%o] [%] [%]

0 0 0 1,103 | 0912 | 0,687 | 0,439 | 0,431 | 0,526

1 10,48 0,28 1,601 | 0,933 | 0,805 | 0,498 | 0,481 | 0,474

2 11,99 0,32 1,719 | 0960 | 1,287 | 0,846 | 0,502 | 0,547

3 15,02 0,40 1,960 | 1,120 | 1,279 | 0,781 | 0,608 | 0,615

4 20,07 0,53 1,877 | 1,174 | 1,106 | 0,721 | 0,621 | 0,645

5 25,06 0,66 1,909 | 1,288 | 0,956 | 0,730 | 0,566 | 0,682

6 30,16 0,80 1,056 | 1,190 | 0,983 | 0,722 | 0,661 | 0,721

7 37,74 1,00 1,896 | 1,253 1,049 | 0,898 | 0,624 | 0,870
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Tabela 4.26 — Czestotliwosci whasne belki B-1-3

Krok P M/M R f]_ fg f3 f4 f5 f5
obcigzenia | [kN] [-] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
0 0 0 - - - - - -
1 9,92 0,28 - - - - - -
2 15,00 0,43 83,2 2334 | 440,0 | 692,5 | 969,2 | 12839
3 19,92 0,57 80,8 2259 | 4312 | 678,1 952,0 | 12582
4 2491 0,71 79,1 218,6 | 4199 | 666,2 | 9395 | 12322
5 29,98 0,86 78,7 214,6 | 410,6 | 655,1 930,8 | 12243
6 34,99 1,00 74,6 212,3 | 390,9 | 6434 | 896,5 | 1201,8
Tabela 4.27 — Liczby thumienia belki B-1-3
Krok P M/M R 041 [07%) o3 ol (2743 (273
obcigzenia | [kN] [-] [%] [%0] [%o] [%o] [%] [%]
0 0 0 - - - - - -
1 9,92 0,28 - - - - - -
2 15,00 0,43 0,967 | 0,650 | 0,608 | 0,808 | 0,613 | 0,555
3 19,92 0,57 0,980 | 0,705 | 0,636 | 0,563 | 0,638 | 0,700
4 2491 0,71 1,043 | 0,902 | 0,721 0,883 | 0,725 | 0,742
5 29,98 0,86 0,870 | 0,896 | 0,726 | 0,885 | 0,669 | 0,616
6 34,99 1,00 0,977 | 0,897 | 0,792 | 0,873 1,439 | 0,657
Tabela 4.28 — Czestotliwosci wlasne belki B-11-1
Krok P M/M R fl fz f3 f4 f5 f5
obciazenia | [kN] [-] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
0 0 0 - - - - - -
1 9,04 0,26 88,5 2440 | 444,6 | 707,5 | 988,7 | 1303,8
2 15,04 0,43 80,8 231,7 | 429,3 | 6750 | 949,1 | 1257,0
3 20,03 0,57 78,1 218,8 | 418,1 660,7 | 926,8 | 1221,7
4 24,92 0,72 77,2 213,6 | 408,2 | 6493 | 916,5 | 1207,3
5 29,85 0,86 77,0 2119 | 403,0 | 6439 | 910,0 | 1199,8
6 34,84 1,00 72,4 209,8 | 382,8 | 631,3 8779 | 1169,6
Tabela 4.29 — Liczby tlumienia belki B-II-1
Krok P M/Mg a a a3 as s o
obciazenia | [kN] [-] [%o] [%o] [%o] [%o] [%0] [o]
0 0 0 - - - - - -
1 9,04 0,26 0,852 | 0,395 | 0,591 0,428 | 0,484 | 0,479
2 15,04 0,43 1,632 | 0,483 | 0,750 | 0,770 | 0,703 | 0,783
3 20,03 0,57 1,450 1,327 | 0,827 | 0,687 | 0,834 | 0,756
4 24,92 0,72 1,395 | 0,841 0,941 0,858 | 0,851 0,746
5 29,85 0,86 1,306 | 0,710 | 0,855 | 0,781 0,784 | 0,682
6 34,84 1,00 1,283 | 0,666 1,057 | 0,774 | 0,885 | 0,781
Tabela 4.30 — Czestotliwo$ci wlasne belki B-11-2
Krok P M/M R f]_ fz f3 f4 f5 f5
obciazenia | [kN] [-] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
0 0 0 91,6 2432 | 452,77 | 712,2 | 1000,9 | 1311,2
1 7,04 0,19 88,8 241,1 4446 | 706,2 | 987,1 | 1299,0
2 14,84 0,40 79,0 220,1 420,6 | 664,6 | 932,0 | 12255
3 19,94 0,54 76,8 212,8 | 407,7 | 6494 | 916,0 | 1201,1
4 24,97 0,67 75,9 207,6 | 397,3 | 637,1 903,1 | 1185,1
5 30,05 0,81 75,8 205,8 | 392,7 | 6309 | 896,3 | 1177,5
6 37,14 1,00 67,2 200,2 | 353,8 | 593,2 | 834,7 | 10883
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Tabela 4.31 — Liczby tlumienia belki B-11-2

Krok P M/M R oL [07) o3 ol (273 (273
obciazenia | [kN] [-] [%] [%] [%] [%] [%] [%]
0 0 0 0,560 | 0,355 | 0,391 | 0,353 | 0,370 | 0,367
1 7,04 0,19 0,667 | 0,397 | 0,483 | 0,384 | 0,438 | 0,428
2 14,84 0,40 1,181 1,113 | 0,798 | 0,584 | 0,749 | 0,762
3 19,94 0,54 1,179 | 1,016 | 0,920 | 1,029 | 0,760 | 0,869
4 24,97 0,67 1,140 | 1,090 | 0,988 1,151 | 0,696 | 0,790
5 30,05 0,81 0,990 | 0,955 | 0,882 | 0,927 | 0,752 | 0,738
6 37,14 1,00 0,977 | 0942 | 0,771 | 0,796 | 0,777 | 0,831
Tabela 4.32 — Czestotliwosci whasne belki B-11-3
Krok P M/M R fl f2 f3 f4 f5 f6
obciazenia | [kN] [-] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
0 0 0 92,4 2423 | 4574 | 717,6 | 1011,1 | 1327,6
1 8,44 0,23 88,2 2412 | 4452 | 708,3 | 992,6 | 1308,5
2 14,99 0,42 80,4 226,9 | 4288 | 671,7 | 947,1 | 1254,5
3 20,08 0,56 78,2 217,5 | 415,1 | 656,9 | 928,8 | 12243
4 24,95 0,69 77,2 211,8 | 4059 | 647,6 | 9184 | 1207,0
5 29,85 0,83 76,7 2079 | 396,7 | 6354 | 904,7 | 11933
6 36,02 1,00 72,3 205,9 | 376,5 - 870,9 | 1161,7
Tabela 4.33 — Liczby thumienia belki B-1I-3
Krok P M/Mg o o o oy s o3
obciazenia | [kN] [-] [%] [%] [%] [%] [%] [%]
0 0 0 0,533 | 0,050 | 0,329 | 0,327 | 0,426 | 0,335
1 8,44 0,23 0,816 | 0,235 | 0,538 | 0,402 | 0,481 | 0,486
2 14,99 0,42 1,081 | 0,753 | 0,661 | 0,929 | 0,724 | 0,602
3 20,08 0,56 0,919 | 0910 | 0,775 | 0,670 | 0,955 | 0,903
4 24,95 0,69 1,071 1,060 | 0,865 | 0,949 | 0,839 | 0,862
5 29,85 0,83 1,042 1,132 | 0,942 | 0,909 | 0,817 | 0,811
6 36,02 1,00 1,038 | 0,920 | 0,842 - 0,741 | 0,685
Tabela 4.34 — Czestotliwosci whasne belki B-111-1
Krok P M/MR f]_ f2 f3 f4 f5 f5
obciazenia | [kN] [-] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
0 0 0 92,4 2423 | 4574 | 717,6 | 1011,1 | 1327,6
1 4,95 0,14 90,1 239,7 | 447,9 | 703,5 | 992,3 | 1300,5
2 9,50 0,28 86,4 238,0 | 436,8 | 696,8 | 9744 | 1285,9
3 14,89 0,43 80,7 229,1 | 4254 | 669,0 | 949,0 | 1248,4
4 19,91 0,58 78,1 219,8 | 417,1 | 655,8 | 9223 | 1218,5
5 24,90 0,72 76,5 2119 | 405,9 | 643,1 | 9104 | 1196,1
6 29,97 0,87 76,2 208,5 | 398,7 | 6353 | 901,3 | 11844
7 34,36 1,00 72,6 205,7 | 380,8 | 6243 | 8719 | 1162,2
Tabela 4.35 — Liczby tlumienia belki B-I11-1
Krok P M/M R oL [07) o3 ol (273 (273
obciazenia | [kN] [-] [Yo] [%o] [%0] [Yo] [%] [%o]
0 0 0 0,533 | 0,050 | 0,329 | 0,327 | 0,426 | 0,335
1 4,95 0,14 0,579 | 0,376 | 0,348 | 0,357 | 0,379 | 0,357
2 9,50 0,28 0,754 | 0,380 | 0,498 | 0,401 | 0,476 | 0,402
3 14,89 0,43 1,063 | 0,568 | 0,635 1,002 | 0,668 | 0,620
4 19,91 0,58 0,976 | 0,737 | 0,673 | 0,603 | 0,671 | 0,622
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Tabela 4.35 (c. d.) — Liczby tlumienia belki B-I11-1

Krok P M/M R 041 [07%) o3 ol (2743 O
obcigzenia | [kN] [-] [%] [%0] [%] [%] [%] [%]
5 24,90 0,72 1,140 | 0,922 | 0,760 | 0,908 | 0,803 | 0,690
6 29,97 0,87 0,869 | 0,939 | 0,780 | 0,852 | 0,725 | 0,684
7 34,36 1,00 1,075 | 0,987 | 1,000 | 0,816 | 0,958 | 0,734
Tabela 4.36 — Czestotliwosci wlasne belki B-111-2
Krok P M/M R fl fz f3 f4 f5 f5
obciazenia | [kN] [-] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
0 0 0 92,9 2453 | 457,6 | 716,9 | 10094 | 13232
1 4,96 0,13 92,6 2449 | 456,9 | 7159 | 1008,1 | 1321,8
2 9,49 0,26 89,3 2435 | 446,3 | 711,2 | 991,8 | 1309,7
3 14,94 0,40 82,7 2333 | 434,0 | 679,7 | 960,1 | 1269,0
4 19,92 0,54 79,4 2212 | 422,1 | 6639 | 9323 | 1226,1
5 24,93 0,68 78,0 214,1 | 411,7 | 653,6 | 921,1 | 1209,8
6 29,98 0,81 77,2 210,0 | 404,0 | 646,0 | 912,1 | 12004
7 36,91 1,00 73,7 205,8 | 382,7 | 6252 | 874,7 | 11624
Tabela 4.37 — Liczby tlumienia belki B-I11-2
Krok P M/Mg o o a3 as s o
obcigzenia | [kN] [-] [%] [o] [%] [“o] [Yo] [“0]
0 0 0 0,494 | 0,658 | 0,425 | 0,342 | 0,343 | 0,344
1 4,96 0,13 0,444 | 0,703 | 0,477 | 0,366 | 0,362 | 0,361
2 9,49 0,26 0,702 | 0,576 | 0,574 | 0,447 | 0,540 | 0,423
3 14,94 0,40 1,032 | 0,669 | 0,642 | 0,741 | 0,584 | 0,489
4 19,92 0,54 1,219 | 0,949 | 0,769 | 0,653 | 0,727 | 0,884
5 24,93 0,68 1,177 | 1,027 | 0,792 | 0,839 | 0,766 | 0,629
6 29,98 0,81 1,132 | 1,101 | 0,884 | 0,800 | 0,622 | 0,623
7 36,91 1,00 1,143 1,118 | 0,979 | 0,821 1,012 | 0,818
Tabela 4.38 — Czestotliwosci whasne belki B-111-3
Krok P M/M R f]_ fg f3 f4 f5 f5
obcigzenia | [kN] [-] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
0 0 0 88,8 2352 | 441,6 | 693,0 | 976,2 | 12822
1 4,97 0,14 88,1 2343 | 440,0 | 690,9 | 973,0 | 1278,6
2 8,02 0,23 83,9 2314 | 426,7 | 6804 | 9514 | 1258,6
3 14,95 0,42 77,3 214,0 | 409,7 | 6464 | 9104 | 1200,1
4 20,09 0,57 75,9 207,8 | 399,0 | 633,9 | 895,0 | 1182,8
5 24,94 0,71 75,2 204,0 | 391,3 | 6239 | 884,7 | 11704
6 30,00 0,85 74,7 201,7 | 3859 | 617,1 8744 | 1159,8
7 35,22 1,00 72,1 200,1 | 3729 | 607,8 | 850,8 | 1139,1
Tabela 4.39 — Liczby tlumienia belki B-11I-3
Krok P M/M R 041 [07%) o3 ol (2743 Op
obcigzenia | [kN] [-] [%] [%0] [%] [%] [%] [%]
0 0 0 0,519 | 0,383 | 0,368 | 0,372 | 0,400 | 0,368
1 4,97 0,14 0,628 | 0,397 | 0,388 | 0,392 | 0,424 | 0,390
2 8,02 0,23 0,794 | 0,539 | 0,653 | 0,452 | 0,530 | 0,462
3 14,95 0,42 1,136 | 0,906 | 0,765 | 0,693 | 0,925 | 0,680
4 20,09 0,57 0,911 | 0,847 | 0,693 | 0,700 | 0,800 | 0,628
5 24,94 0,71 0,968 | 0938 | 0,767 | 0,727 | 0,679 | 0,615

-67 -




DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ROZDZIAL IV

Tabela 4.39 (c. d.) — Liczby tlumienia belki B-111-3

Krok P M/ MR oL [07) o3 ol (273 (273
obciazenia | [kN] [-] [%] [%] [%] [%] [%] [%]
6 30,00 0,85 1,065 | 0,965 | 0,842 | 0,764 | 0,717 | 0,664
7 35,22 1,00 1,175 | 0,993 | 0,901 0,779 | 0,862 | 0,730

Graficznie pokazano trzy pierwsze czgstotliwosci whasne f w funkcji zaawansowania
obciazenia M/Mg dla kazdej z serii belek (B-1, B-11, B-III) — rysunki 4.20 — 4.28. Ponadto, dla
niektorych belek pokazano sze$¢ pierwszych, znormalizowanych czgstotliwosci wiasnych
fni w funkcji momentu zginajacego M — rysunki 4.29 — 4.35. Normalizacjg¢ przeprowadzono
wedtug zaleznosci:

f; :L-IOO%, (4.8)
fO
gdzie: fn — czgstotliwos$¢ znormalizowana po i-tym kroku obciazenia (i=0, 1, 2, 3,...),
fo — czestotliwos¢ przed obciazeniem belki (i = 0),

fi — czestotliwos¢ po i-tym kroku obciazenia.

Bledy w oprogramowaniu sprz¢tu pomiarowego spowodowaty, Ze nie udato si¢ zarejestrowac
wynikow przed obciazeniem i po pierwszym kroku w przypadku belki B-I-3 (poréwnaj tabela
4.26 1 4.27) oraz przed obciazeniem w przypadku belki B-II-1 (poréwna;j tabela 4.28 i1 4.29).
Skutkuje to brakiem wykresow czgstotliwosci znormalizowanych dla tych elementow. Dla
kazdej z belek pokazano trzy pierwsze gi¢tne formy wlasne przed obcigzaniem, po drugim
kroku obciazenia (belka B-I-3) lub po pierwszym kroku obciazenia (belka B-II-1) oraz po
zniszczeniu belki — rys 4.36 — 4.44.

95
85 «—B-I-1

\\\ ——B-I-2
80 \ —e—B-[-3

\‘\‘\g

f, [Hz]

7

75

70 T T T T T 1 M/M R [_]
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Rys. 4.20 — Pierwsza czgstotliwos¢ wlasna w funkcji zaawansowania obciazenia dla belek serii B-I
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Rys. 4.21 — Druga czgstotliwo$¢ wtasna w funkcji zaawansowania obciazenia dla belek serii B-I

480

460

440 +

420

f3 [Hz]

400

380

360 T T T T 1 M/M R [_]
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Rys. 4.22 — Trzecia czgstotliwos¢ wiasna w funkcji zaawansowania obciazenia dla belek serii B-1
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Rys. 4.23 — Pierwsza czgstotliwos$¢ whasna w funkcji zaawansowania obciazenia dla belek serii B-11
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Rys. 4.24 — Druga czegstotliwo$¢ wtasna w funkcji zaawansowania obciazenia dla belek serii B-II
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Rys. 4.25 — Trzecia czgstotliwo$¢ wlasna w funkcji zaawansowania obcigzenia dla belek serii B-11
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Rys. 4.26 — Pierwsza czgstotliwos¢ wlasna w funkcji zaawansowania obciazenia dla belek serii B-I11
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Rys. 4.27 — Druga czgstotliwo$¢ wiasna w funkcji zaawansowania obcigzenia dla belek serii B-I11
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Rys. 4.28 — Trzecia czgstotliwos$¢ wlasna w funkcji zaawansowania obcigzenia dla belek serii B-111
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Rys. 4.29 — Znormalizowane czgstotliwosci wiasne 1 — 6 w funkcji momentu zginajacego
dla belki B-I-1
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Rys. 4.30 — Znormalizowane czgstotliwosci wiasne 1 — 6 w funkcji momentu zginajacego
dla belki B-1-2
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Rys. 4.31 — Znormalizowane czgstotliwosci wiasne 1 — 6 w funkcji momentu zginajacego
dla belki B-11-2

100 -
RSN

% \ = —2
§ \ \\ - 3
g5 4
\ 5
80 —6
75 ‘ ‘ ‘ M [KNm]

0 5 10 15 20 25

Rys. 4.32 — Znormalizowane czgstotliwosci wiasne 1 — 6 w funkcji momentu zginajacego
dla belki B-11-3
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Rys. 4.33 — Znormalizowane czgstotliwosci wiasne 1 — 6 w funkcji momentu zginajacego
dla belki B-III-1
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Rys. 4.34 — Znormalizowane czgstotliwosci wiasne 1 — 6 w funkcji momentu zginajacego
dla belki B-II1-2
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Rys. 4.35 — Znormalizowane czgstotliwosci wiasne 1 — 6 w funkcji momentu zginajacego
dla belki B-1II-3
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-0,5

1. forma

Rys. 4.36 — Formy wtasne belki B-1-1

Rys. 4.37 — Formy wtasne belki B-1-2

0,5 |

Rys. 4.38 — Formy wtasne belki B-1-3
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B M=1Mf
M =My 1. forma

Rys. 4.39 — Formy wtasne belki B-II-1
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Rys. 4.40 — Formy wtasne belki B-1I-2

Rys. 4.41 — Formy wtasne belki B-11-3
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Rys. 4.44 — Formy wlasne belki B-II1-3
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Na rysunkach 4.45 — 4.52 zamieszczono wykresy liczb tlumienia « dla poszczegoélnych

czestotliwoscei, w zalezno$ci od poziomu momentu zginajacego M.
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Rys. 4.45 — Liczby tlumienia w funkcji momentu zginajacego dla belki B-1-1
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Rys. 4.46 — Liczby tlumienia w funkcji momentu zginajacego dla belki B-1-2
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Rys. 4.47 — Liczby tlumienia w funkcji momentu zginajacego dla belki B-II-1
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Rys. 4.48 — Liczby thumienia w funkcji momentu zginajacego dla belki B-11-2
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Rys. 4.49 — Liczby thumienia w funkcji momentu zginajacego dla belki B-11-3

1,5
—1
|2

1 =
— —~~——" |—3
= L |,

S =

0,5 5
% —6
0 \ M [kNm]

0 5 10 15 20 25

Rys. 4.50 — Liczby tlumienia w funkcji momentu zginajacego dla belki B-III-1
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Rys. 4.51 — Liczby tlumienia w funkcji momentu zginajacego dla belki B-II1-2

1,5
—1
— —2

1
—_ —_ | — —3

= /\\V ———
S ; | 4
0,5 5
—6
0 \ \ \ M [kNm]
0 5 10 15 20 25

Rys. 4.52 — Liczby tlumienia w funkcji momentu zginajacego dla belki B-I11-3
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Oprécz  analizy modalnej, stuzacej okresleniu  wihasciwosci  dynamicznych,
przeprowadzono pomiar ugig¢. Pozwolit on okresli¢ statyczne predyspozycje elementéw
badawczych (m. in. statyczna sztywno$¢ efektywna belek). Ugigcia mierzono czujnikami
indukcyjnymi o doktadnosci 0,001 mm. Oprécz pomiaru ugigcia a, w srodku rozpigtosci
(czujnik nr 2), przygotowano si¢ takze do pomiaru ewentualnego ugniotu a;, as na podporach

(czujniki nr 1 1 3). Strzatk¢ ugigcia a obliczono z zaleznosci:

a, +4,

a=a, - 4.9)

Schemat uktadu pomiarowego oraz sposobu interpretacji wynikdw pokazano na rysunku 4.53.
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Rys. 4.53 — Schemat pomiaru ugi¢¢ belek

Wartosci ugiec belek serii B-1, B-II, B-III dla poszczegdlnych krokéw obciazenia zestawiono
w tabelach 4.40 — 4.42. Ponadto zaprezentowano wykresy ugie¢ w calym zakresie pracy

elementow (rys. 4.54 — 4.56).

Tabela 4.40 — Ugigcia belek serii B-1

Krok B-I-1 B-1-2 B-1-3
obcigzenia | " M/Mg a P M/Mg a P M/Mg a

[kN] [[] | [mm] | [kN] [[] | [mm] | [kN] [[] | [mm]

1 10,02 | 029 | 1,089 | 1048 | 028 | 1,833 | 9,92 | 028 | 1,981

2 1505 | 043 | 3447 | 11,99 | 032 | 1,668 | 1500 | 043 | 3,788

3 20,01 | 057 | 5254 | 15,02 | 040 | 2268 | 19,92 | 0,57 | 4,221

+ 2502 | 0,71 | 6,701 | 20,07 | 0,53 | 4,602 | 2491 | 0,71 | 5946

5 30,11 | 0,86 | 8532 | 25,06 | 0,66 | 6,186 | 29,98 | 0,86 | 8,042

6 3511 | 1,00 | 10,596 | 30,16 | 0,80 | 7,648 | 34,99 | 1,00 | 8,988
7 - - - 37,74 | 1,00 | 15582 | - - -
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Tabela 4.41 — Ugigcia belek serii B-I1

Krok B-II-1 B-11-2 B-11-3
obciazenia P M/Mg a P M/Mg a P M/Mg a
[kN] [-] [mm] | [kN] [-] [mm] | [kN] [-] [mm]
1 9,04 0,26 1,390 7,04 0,19 0,431 8,44 0,23 1,234
2 15,04 0,43 3,559 | 14,84 0,40 4,277 | 14,99 0,42 3,546
3 20,03 0,57 5,027 | 19,94 0,54 4913 | 20,08 0,56 4,599
4 24,92 0,72 6,788 | 24,97 0,67 6,525 | 24,95 0,69 6,065
5 29,85 0,86 9,170 | 30,05 0,81 8,103 | 29,85 0,83 7,706
6 34,84 1,00 | 10,719 | 37,14 1,00 | 16,570 | 36,02 1,00 | 10,845
Tabela 4.42 — Ugigcia belek serii B-111
Krok B-I11-1 B-III-2 B-111-3
obciazenia P M/Mg a P M/Mg a P M/Mg a
[KN] [-] [mm] | [KN] [-] [mm] | [KN] [-] [mm]
1 4,95 0,14 0,430 4,96 0,13 0,253 4,97 0,14 0,379
2 9,50 0,28 1,313 9,49 0,26 1,095 8,02 0,23 1,523
3 14,89 0,43 3,139 | 14,94 0,40 3,270 | 14,95 0,42 4,169
4 19,91 0,58 4,455 | 19,92 0,54 4,294 | 20,09 0,57 4,360
5 24,90 0,72 5,948 | 24,93 0,68 6,025 | 24,94 0,71 6,263
6 29,97 0,87 7,840 | 29,98 0,81 7,673 | 30,00 0,85 7,997
7 34,36 1,00 | 10,287 | 36,91 1,00 | 10,739 | 35,22 1,00 | 11,346
30 -
’_
25 - /A—/——
— 20 ,///
z A%
=4, 15 =z B-I-1|—|
= A —BI2| |
— B3
5 -
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
a [mm]
Rys. 4.54 — Ugigcia belek serii B-1
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— 20 -
£
< 1s BII-1|
= —BI2
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
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Rys. 4.55 — Ugigcia belek serii B-11
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M [kNm]

30
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25
N /
15 B-III-1
10 —B-III-2
? — B-III-3
5 ”i

2 3
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6

a [mm]

7 8

Rys. 4.56 — Ugigcia belek serii B-111

10

11

Wartosci momentéw rysujacych M, zarejestrowanych w doswiadczeniu, zestawiono

w tablicy 4.40.
Tabela 4.40 — Warto$ci momentdw rysujacych
Belka B-I-1 | B-I-2 | B-I-3 | B-II-1 | B-II-2 | B-1I-3 | B-1lI-1 | B-1II-2 | B-III-3
M [kNm] | 7,52 7,46 7,08 6,22 5,89 6,44 5,60 5,75 6,27

Majac w perspektywie opracowanie metody obliczeniowej, opartej na dyskretnym

modelu rysy, dokonano pomiaru rozstawu rys w belkach. Wyniki pomiaréw zestawiono

w tablicy 4.41.

Tabela 4.41 — Liczba i $redni rozstaw rys

. L, Krok obciazenia
Belka Wielkos¢ I > 3 4 5 5
B-L-1 Ner [szt.] 2 9 16 26 26 -
S [mm] | 297 124 102 76,5 | 76,5 -
By | Ner[szt] 2 4 6 10 11 14
S [mm] | 185 133 140 143 128 133
B3 | Ner[szt] 1 9 13 17 20 -
Sem [mm] | 124 124 112 107 122 -
B | Ner[szt] 1 7 12 16 18 -
Srm [mm] 173 173 135 132 128 -
BLy | Nerszt] 2 8 13 15 16 -
Sem [mm] | 153 169 146 172 160 -
BL3 | Derlszt] 2 8 12 14 17 -
Srm [mm] 195 170 159 143 130 -
Ner [s7t.] 2 6 10 15 15
B-1lI-1 Srm [mm] MMer 733 175 148 124 124
Ner [s2t.] 2 6 10 12 18
B-111-2 Srm [mm] M<Mer 7176 166 161 144 108
Ner [s7t.] 2 10 13 20 23
B3 e mm] | MM 205 171 | 157 | 108 | 934
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Szkic rys wraz z rozstawami dla wszystkich belek pierwszego etapu badan zamieszczono na
rysunkach 4.57 — 4.65. Obraz rys dotyczy stanu po przedostatnim kroku obciazenia

(poprzedzajacym zniszczenie belki). Przy kazdej rysie zaznaczono krok obciazenia, w ktorym

si¢ pojawita.

@ @
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Rys. 4.57 — Obraz rys w belce B-1-1
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Rys. 4.58 — Obraz rys w belce B-1-2
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Rys. 4.59 — Obraz rys w belce B-I-3
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Rys. 4.60 — Obraz rys w belce B-II-1
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Rys. 4.61 — Obraz rys w belce B-11-2
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Rys. 4.62 — Obraz rys w belce B-1I-3
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Rys. 4.63 — Obraz rys w belce B-III-1
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Rys. 4.64 — Obraz rys w belce B-111-2
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Rys. 4.65 — Obraz rys w belce B-II1-3

4.5. Badania laboratoryjne — etap 11

4.5.1.Elementy badawcze

W pierwszym etapie badan laboratoryjnych zbadano 9 elementow belkowych.
Zaprojektowano je tak, aby zr6znicowa¢ morfologi¢ rys. Belki mialy w przyblizeniu taki sam
stopien zbrojenia (0,65 %), ale r6znity si¢ rozstawem strzemion (seria B-1 — 75 mm, serie B-
II, B-III — 180 mm) oraz typem (w sensie ilosci 1 $rednic pretdw) zbrojenia rozciaganego
(serie B-I, B-II — 2#12, seria B-IIl — 3#10). Celem wzbogacenia badan i uogolnienia,
proponowanych w dalszej czg§ci pracy, metod obliczeniowych przewidziano badanie
3 dodatkowych elementow (seria B-1V). Ich stopien zbrojenia wynosit 1,38 %. Belki serii IV
zostaly zamowione 1 wykonane w zakltadzie prefabrykacji. Rysunek warsztatowy elementu

zamieszczono na rysunku 4.66.
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Rys. 4.66 — Belka serii [V

Zbrojenie wykonano z nastgpujacych gatunkow stali:
- RB500W — zbrojenie podtuzne — dolne (#14),
- B500SP — zbrojenie podtuzne — gorne (#10),
Dla realizacji stopnia zbrojenia 1,38 % oraz uniknigcia efektu skali pozadane bylo
zastosowanie pretow o $rednicy 14 mm. Niestety, nie ma ich w asortymencie stali BSO0SP.
Stad zréznicowanie gatunkéw w ramach zbrojenia podluznego. Zastosowana stal gatunku
RB500W charakteryzuje si¢ jednak poréwnywalna ciagliwos$cia. Badania opisane w punkcie
4.5.2 wykazaty, ze odksztalcenia przy maksymalnej sile przekraczaty 10 %.

Elementy wykonano z betonu C25/30 (B30). Sktad betonu opracowany byt przez
producenta. W cyklu betonowania pobrano probki sze$cienne i cylindryczne do okreslenia
cech wytrzymato$ciowych i odksztalcalnosciowych (jak w punkcie 4.4.1). Otulina elementow

wynosita 15 mm.

4.5.2.Badania stali

Celem okreslenia cech wytrzymatosciowych 1 odksztatcalnosciowych stali zbrojeniowe;
pobrano losowo po 3 probki z kazdego gatunku stali. W sumie przeprowadzono 9 préob
osiowego rozciagania. Metodyka badan i sposdb opracowania wynikow byt taki sam jak
w punkcie 4.4.1. Opracowane wyniki pomiaréw zestawiono dla poszczegdlnych S$rednic
w tabelach 4.42 — 4.44. Wykresy naprezenie — odksztalcenie zamieszczono na rysunkach

4.67 —4.69.
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Tabela 4.42 — Raport z badan pretoéw srednicy 8 mm (stal gladka)

Zastosowanie w badaniach . strzemiona w belkach serii [V
Srednica d [mm] : 8
Pole przekroju Sy [mm’] ;50,27
Poczatkowa dtugo$¢ pomiarowa Lo [mm] : 80
Dhugo$¢ robocza probki L. [mm] : 160
Dhugos¢ catkowita probki Ly [mm] ;280
. fyi fy fti ft Esi Es
Lp.| Prébka [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [GPa] [GPa]
1 8 1 367 367 491 483 213 210
2 8 2 363 477 212
3 8 3 371 (3.92) 481 (7.20) 203 (5.19)
Tabela 4.43 — Raport z badan prqtow $rednicy 10 mm (stal zebrowana)
Zastosowanie w badaniach : zbrojenie gorne w belkach serii IV
Srednica d [mm] . 10
Pole przekroju Sy [mm’] ;78,54
Poczatkowa dhugos¢ pomiarowa Lo [mm] : 100
Dhugo$¢ robocza probki L, [mm] : 160
Dhugo$¢ catkowita probki L [mm] : 280
, fyi fy fy fi Esi Es
Lp. | Prébla |y py) [MPa] [MPa] [MPa] [GPa] [GPa]
2 10 2 551 641 200
3 10 3 531 (13.4) 640 (3:42) 199 (3.30)

Tabela 4.44 — Raport z badan pretow srednicy 14 mm (stal zebrowana)

Zastosowanie w badaniach . zbrojenie dolne w belkach serii [V
Srednica d [mm] : 14
Pole przekroju Sy [mm’] . 153,94
Poczatkowa dlugo§¢ pomiarowa Lo [mm] : 140
Dhugos¢ robocza probki L, [mm] ;160
Dlugo$c¢ catkowita probki Ly [mm] . 280
. fyi fy fti ft Esi Es
Lp. | Probka [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [GPa] [GPa]
1 14 1 560 555 630 636 209 201
2 14 2 555 653 193
3 14 3 551 (4.74) 626 (14.4) 201 (7.99)
500
= .
SR = \
S 400 NN —
© 300 -
% —38 2
§ 200 8 3
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£ 100 -
0 T T T T T T
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Rys. 4.67 — Wykres o— ¢dla pretéw Srednicy 8 mm
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Rys. 4.68 — Wykres o— ¢ dla pretow

$rednicy 10 mm

4.5.3.Badanie betonu

Rys. 4.69 — Wykres o— ¢dla pretow
srednicy 14 mm

wydluzenie wzgledne ¢ [%]

Beton wykorzystany w belkach wykonany byl wedlug receptury producenta. Ilos¢

sktadnikow na m’ mieszanki betonowej zestawiono w tabeli 4.45.

Tabela 4.45 — Skiad betonu

. Tos¢
Sktadnik ke/m’]
Cement CEM 142,5R 337
Piasek 0-2 (kopalnia Brzezinki) 656
Zwir 2-8 (kopalnia Wojcice) 572
Zwir 8-16 (kopalnia Wéjcice) 564
Woda 171
Popiodt lotny 58
Superplastyfikator (Chrysofluid Premia 150) 2,02

Klasg¢ betonu okre§lono na 3 prébkach szesciennych, po 28 dniach przechowywania w statych

warunkach cieplno-wilgotnosciowych. Wyniki badan zestawiono w tabeli 4.46.

Tabela 4.46 — Wyniki badan wytrzymato$ciowych do okreslenia klasy betonu

Data betonowania/ | Oznaczenie | Gesto$¢ ?rzs(;gls: P; feicube | Femcube S v
data badania probki [kg/m3] ke /m3] [KN] [MPa] | [MPa] | [MPa] | [%]
001 2278 720 | 31,98
O 002 2286 | 2285 | 680 |30.12° | 31,12 | 094 | 3

o 003 2291 710 31,26

wytrzymato$¢ minimalna fg min cube

Wilasciwosci wytrzymato$ciowe wykorzystanego betonu

spetniaja kryterium (4.6) dla
fek cue = 30 MPa. Pozwala to zaklasyfikowac beton do klasy C25/30. W przeddzien badania

belek okreslono wytrzymalo$¢ betonu na S$ciskanie (na 3 probkach kostkowych),
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wytrzymato$¢ na rozciaganie przy rozlupywaniu (na 3 prébkach kostkowych) oraz modut
Younga (na 6 probkach walcowych). Zastosowane procedury badawcze byty takie same jak w
punkcie 4.4.3. Wyniki badan pokazano ponizej (tabela 4.47 oraz 4.48). Rezultaty z prob

Sciskania 2 probek walcowych odrzucono (réznica migdzy zatozona, a rzeczywista sita

niszczaca przekraczata 20 %).

Tabela 4.47 — Wyniki badania betonu belek serii IV

Wytrzymato$¢ na Sciskanie

Wytrzymato$¢ na rozciaganie

fci,cube fcm,cube fcti fctm
[MPa] [MPa] [MPa] [MPa]
40,43 2,71
44,38 41,1+3,07 2,48 2,79+0,35
38,34 3,17
Tabela 4.48 — Modul Younga betonu belek serii [V
L. p. E. fc,cyI fc,cyl A= fc,cyl - fc,cyl / fc,cyl
[GPa] | (MPa] | [MPa] [%]
1 31,46 | 21,45 6,7
2 29,71 | 27,17 18,1
3 129,76 | 26,04 24,87 13,2
4 29,18 | 24,82 7,9

Ecm =30,03+0,989 GPa

4.5.4.Badania belek

Badania belek serii IV przeprowadzono podobnie jak serii I — III. W tabeli 4.49

zestawiono wyniki inwentaryzacji belek.

Tabela 4.49 — Wyniki inwentaryzacji elementow

,&_"_bf_f Wymiary
" Ar [mm] Masa | Masa
Belka | = <
| - | g y it | e | kel | [kg/m]
g przekroj I | przekroj I | przekroj III | $rednia
e e
2
B-IV-1 by 133 152 52 - 300 | 90,91
b, 152 151 151
h; 249 252 251 751
h, 249 250 252
B-IV-2 by 150 150 51 . 303 | 91,82
b, 151 151 151
2
B-IV-3 by 152 153 151 o 296 | 89,67
b, 150 151 150
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Tabele 4.50 — 4.55 zawieraja wyniki operacyjnej analizy modalnej belek serii IV.

Tabela 4.50 — Czestotliwosci whasne belki B-1V-1

Krok P M/M R fl f2 f3 f4 f5 f6
obciazenia | [kN] [-] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
0 0 0,00 81,8 220,5 | 416,6 | 653,0 | 929,3 | 12225
1 4,89 0,07 80,6 2193 | 413,77 | 6492 | 922.6 | 12157
2 9,98 0,14 77,3 2132 | 404,1 637,0 | 904,5 | 1194,0
3 15,04 0,21 74,9 207,2 | 394,7 | 6232 | 8852 | 1172,0
4 20,01 0,28 74,1 204,1 389,6 | 615,6 | 876,6 | 1160,5
5 30,00 0,42 75,5 206,7 | 392,9 | 620,5 | 884,0 | 1170,0
6 45,36 0,63 75,9 206,4 | 390,0 | 616,5 | 876,6 | 1163,2
7 60,44 0,84 74,8 2049 | 384,0 | 609,1 861,1 | 1146,1
8 71,92 1,00 66,0 200,8 | 355,1 580,2 | 814,44 | 1069,2
Tabela 4.51 — Liczby tlumienia belki B-IV-1
Krok P M/Mg a 122 o3 as s 107y
obcigzenia | [kN] [-] [%o] [%] [o] [Y] [%o] [Y]
0 0 0,00 0,840 | 0,718 | 0,602 | 0,590 | 0,738 | 0,512
1 4,89 0,07 1,416 | 0,668 | 0,687 | 0,630 | 0,759 | 0,542
2 9,98 0,14 1,178 | 0,907 | 0,857 | 0,666 | 0,749 | 0,697
3 15,04 0,21 1,383 1,198 1,108 | 0,870 | 1,066 | 0,856
4 20,01 0,28 1,505 1,139 | 1,048 | 0,937 1,171 | 0,869
5 30,00 0,42 0,915 | 0,714 | 0,615 | 0,564 | 0,791 | 0,529
6 45,36 0,63 0,850 | 0,677 | 0,559 | 0,516 | 0,747 | 0,512
7 60,44 0,84 0,783 | 0,719 | 0,753 | 0,615 | 0,727 | 0,610
8 71,92 1,00 0,788 | 0,571 | 0,534 | 0,587 | 0,540 | 0,603
Tabela 4.52 — Czestotliwo$ci wlasne belki B-1V-2
Krok P M/M R fl f2 f3 f4 f5 f6
obciazenia | [kN] [-] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
0 0 0,00 79,2 2155 | 409,6 | 640,6 | 9074 | 1205,7
1 4,97 0,07 77,4 212,2 | 404,5 | 633,1 896,1 | 1193,1
2 10,05 0,14 75,8 208,5 | 398,6 | 6247 | 884,8 | 1179,5
3 15,06 0,21 74,1 2044 | 391,8 | 6154 | 873.4 | 11643
4 20,12 0,29 73,0 201,2 | 386,3 | 6081 864,8 | 11519
5 30,25 0,43 72,8 199,8 | 382,3 | 603,8 | 858,0 | 1143,7
6 45,59 0,65 73,2 199.8 | 379,7 | 601,0 | 851,7 | 11372
7 60,22 0,85 72,0 1994 | 3743 | 596,3 | 8387 | 1121,7
8 70,59 1,00 61,4 192,5 | 3414 | 5569 | 776,4 | 1029.,8
Tabela 4.53 — Liczby thumienia belki B-1V-2
Krok P M/M R oL [07) o3 ol (273 (273
obciazenia | [kN] [-] [%o] [%] [%0] [%o] [%] [%]
0 0 0,00 0,869 | 0,591 | 0,506 | 0,541 0,870 | 0,499
1 4,97 0,07 1,093 | 0,770 | 0,653 | 0,555 | 0,829 | 0,635
2 10,05 0,14 1,077 | 0,849 | 0,717 | 0,562 | 0,768 | 0,637
3 15,06 0,21 1,134 | 0902 | 0,785 | 0,647 | 0,857 | 0,680
4 20,12 0,29 1,274 | 0,926 | 0,825 | 0,823 | 0,888 | 0,739
5 30,25 0,43 1,055 | 0,885 | 0,779 | 0,852 | 0,795 | 0,697

- 88 -




DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ROZDZIAL IV

Tabela 4.53 (c. d.) — Liczby thumienia belki B-IV-2

Krok P M/ MR 041 [07%) o3 ol (2743 O
obciazenia | [kN] [-] [%] [%] [%] [%] [%] [%]
6 45,59 0,65 1,049 | 0,804 | 0,719 | 0,728 | 0,689 | 0,657
7 60,22 0,85 1,070 | 0,756 | 0,797 | 0,614 | 0,677 | 0,674
8 70,59 1,00 1,178 | 0,862 | 0,786 | 0,924 | 0,896 1,030

Tabela 4.54 — Czestotliwosci wlasne belki B-1V-3

Krok P M/M R fl f2 f3 f4 f5 f5
obciazenia | [kN] [-] [Hz] | [Hz] | [Hz] | [Hz] | [HZz] | [HZ]
0 0 0,00 81,7 219,7 | 4129 | 652,2 | 920,9 | 1220.,7
1 5,01 0,07 80,6 217,9 | 409,9 | 6482 | 914,9 | 1213,8
2 10,01 0,14 78,2 213,1 402,6 | 637,1 900,4 | 11953
3 15,12 0,21 76,7 208,6 | 395,6 | 626,5 | 886,5 | 1178,5
4 20,05 0,28 75,8 205,6 | 390,6 | 620,1 877,5 | 1167,7
5 30,00 0,42 75,5 203,2 | 385,8 | 613,8 | 869,6 | 11572
6 45,76 0,65 75,5 202,3 381,5 | 607,8 | 861,1 | 11459
7 60,31 0,85 74,7 2024 | 377,1 603,7 | 850,9 | 1134,1
8 70,63 1,00 65,3 197,6 | 3489 | 569,9 | 800,6 | 1056,0

Tabela 4.55 — Liczby tlumienia belki B-1V-3

Krok P M/Mg o a a3 ay as s
obciazenia | [kN] [-] [%] [%o] [%] [%] [%] [%]

0 0 0,00 0,618 | 0,519 | 0,503 0,534 | 0,461 0,508

1 5,01 0,07 0,749 | 0,558 | 0,516 | 0,534 | 0,489 | 0,524

2 10,01 0,14 0,948 | 0,661 0,600 | 0,520 | 0,535 0,588

3 15,12 0,21 0,958 | 0,737 | 0,667 | 0,607 | 0,617 | 0,648

4 20,05 0,28 1,077 | 0,754 | 0,686 | 0,685 | 0,667 | 0,655

5 30,00 0,42 1,067 | 0,759 | 0,721 0,762 | 0,671 0,665

6 45,76 0,65 0,806 | 0,722 | 0,781 0,685 | 0,612 | 0,641

7 60,31 0,85 1,009 | 0,655 | 0,737 | 0,546 | 0,600 | 0,610

8 70,63 1,00 1,214 | 0,667 | 0,675 | 0,889 | 0,678 | 0,643

Rysunki 4.70 — 4.72 ilustruja spadek trzech pierwszych czestotliwosci wtasnych belek serii [V

w zalezno$ci od poziomu zaawansowania obcigzenia.
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Rys. 4.70 — Pierwsza czgstotliwos¢ wlasna w funkcji zaawansowania obcigzenia dla belek serii B-1V
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Rys. 4.71 — Druga czestotliwo$¢ wlasna w funkcji zaawansowania obciazenia dla belek serii B-1V
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Rys. 4.72 — Trzecia czgstotliwo$¢ wlasna w funkcji zaawansowania obcigzenia dla belek serii B-1V

Znormalizowane, wedlug zaleznosci (4.8), czgstotliwo$ci wlasne dla kazdego z elementow
pokazano na rysunkach 4.73 — 4.75. Rysunki 4.76 — 4.78 zawieraja trzy pierwsze formy
wiasne belek. Podobnie jak w przypadku poprzedniego etapu badan pokazano forme belki

debiutujacej oraz belki po zniszczeniu.

100
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Rys. 4.73 — Znormalizowane czgstotliwosci wiasne 1 — 6 w funkcji momentu zginajacego
dla belki B-IV-1
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Rys. 4.74 — Znormalizowane czgstotliwosci wlasne 1 — 6 w funkcji momentu zginajacego
dla belki B-IV-2
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Rys. 4.75 — Znormalizowane czgstotliwosci wlasne 1 — 6 w funkcji momentu zginajacego
dla belki B-IV-3

Rys. 4.76 — Formy wtasne belki B-1V-1
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Rys. 4.78 — Formy wtasne belki B-1V-3

Liczby tlumienia belek serii IV w funkcji momentu zginajacego zestawiono na wykresach

(rys. 4.79 — 4.81).
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Rys. 4.79 — Liczby tlumienia w funkcji momentu zginajacego dla belki B-IV-1
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Rys. 4.80 — Liczby tlumienia w funkcji momentu zginajacego dla belki B-1V-2
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Rys. 4.81 — Liczby tlumienia w funkcji momentu zginajacego dla belki B-1V-3

Pomiar ugig¢ przeprowadzano w trzech punktach (w $rodku rozpigtosci i1 przy podporach).
Strzatke ugiecia obliczano z zaleznosci (4.9). Ugigcia belek zestawiono w tabeli 4.56 dla

poszczegolnych krokéw obciazenia. Wykres 4.82 ilustruje ugigcia w calym zakresie

obcigzenia.
Tabela 4.56 — Ugigcia belek serii B-IV
B-1V-1 B-1V-2 B-1V-3
Krok
obciazenia P M/Mg a P M/Mg a P M/Mg a

[kN] [-] [mm] | [kN] [-] [mm] | [KkN] [-] [mm]
1 4,89 0,07 0,351 4,97 0,07 0,632 5,01 0,07 0,469
2 9,98 0,14 1,613 | 10,05 0,14 1,877 | 10,01 0,14 1,330
3 15,04 0,21 2,020 | 15,06 0,21 2,780 | 15,12 0,21 2,441
4 20,01 0,28 3,486 | 20,12 0,29 3,330 | 20,05 0,28 3,017
5 30,00 0,42 5,448 | 30,25 0,43 6,190 | 30,00 0,42 5,304
6 45,36 0,63 8,553 | 45,59 0,65 8,559 | 45,76 0,65 8,831
7 60,44 0,84 | 12,686 | 60,22 0,85 | 13,939 | 60,31 0,85 | 12,464
8 71,92 1,00 | 21,410 | 70,59 1,00 | 22,292 | 70,63 1,00 | 20,857
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Rys. 4.82 — Ugigcia belek serii B-IV

Wartosci momentow rysujacych Mc,, zarejestrowanych w doswiadczeniu, zestawiono

w tablicy 4.57.

Tabela 4.57 — Warto§ci momentow rysujacych
Belka B-IV-1 | B-IV-2 | B-IV-3
Mcr [kNm] 5,20 5,69 5,92

W tablicy 4.58 pokazano wyniki pomiaré6w zwiazanych z rysami (liczba i rozstaw), dla

kazdego z krokoéw obciazenia.

Tabela 4.58 — Liczba i $redni rozstaw rys

Belka | Wielkos¢ 1 ) 3 hrok 01201a(zen1a 5 6 7
BAIV-1 |k [[rsjrtﬁ]] M<Mer 232 1§6 11417 1{437 11293 12061
B-IV-2 sn,: [[ISIT;]] M<Mer 122 11510 11531 11461 12112 825?9
B-IV-3 sr:: [[rsrfrtﬁ]] M<Mer 236 125 11531 7 T 112 9252,;2

Szkic rys wraz z rozstawami dla belek drugiego etapu badan zamieszczono na rysunkach
4.83 — 4.85. Obraz rys dotyczy stanu po 7 kroku obciazenia (poprzedzajacym zniszczenie

belki). Przy kazdej rysie zaznaczono krok obciazenia, w ktorym sig pojawita.

I

' @ ® 6 @ 90 Q@ @ 0 @ @

3 7 7177 (UsS Pepeatfe o
‘ |385 146i 170 l 170 l]28| 159 ‘98&480‘?2‘126i87154166‘1I1l112[61‘84|9?]?8]?5157] 148’139' 165 383 ‘

Rys. 4.83 — Obraz rys w belce B-1V-1
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Rys. 4.84 — Obraz rys w belce B-IV-2
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Rys. 4.85 — Obraz rys w belce B-1V-3

Dokumentacje fotograficzna z badan belek w pierwszym i drugim etapie zamieszczono

ponizej (fot. 4.19 — 4.23).

Fot. 4.19 — Belka podwieszona przed Fot. 4.20 — Wymuszanie drgan w operacyjnej
badaniem dynamicznym analizie modalnej

Fot. 4.21 — Belka w czasie obciazania 4.22 — Belka przed inwentaryzacja rys
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‘-ﬁidi;
1\

Fot. 4.23 — Stanowisko pomiarowe systemu
PULSE 3560

4.6. Analiza wynikow i wnioski z badan laboratoryjnych

Pierwsze nasuwajace si¢ spostrzezenie, wynikajace z badan laboratoryjnych, dotyczy
predyspozycji odksztatcalno§ciowych betonu, a $cislej modutu odksztatcalnosci podtuzne;.
Na uwage zastuguja réznice miedzy modulem Younga oznaczonym w teScie osiowego
Sciskania, na probkach walcowych (p. 4.4.3 1 4.5.3), a okreslonym posrednio, na podstawie
czestotliwosci wilasnych belek debiutujacych. Znajac czgstotliwos¢ wlasna belki mozna
obliczy¢ jej sztywno$¢ dynamiczna Elp z zaleznosci (4.10):

El, = fz.—T'lé‘, (4.10)
4
gdzie: y— mnoznik zalezny od schematu statycznego belki oraz numeru formy wtasnej,
f — pomierzona czgstotliwos¢ wlasna belki,
m — masa belki (rownomiernie roztozona),

| - dtugosé belki (3,30 m).

W rozpatrywanym przypadku ograniczono si¢ do podstawowej czgstotliwosci wilasnej, jako
obarczonej najmniejszym btedem (tablica 4.2). Mnoznik dla pierwszej czestotliwosci

1 schematu preta swobodnego wynosi:

=~ 3,49979. 4.11)
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Na podstawie sztywnosci dynamicznej mozna obliczy¢ odpowiadajacy jej modut Younga
betonu Ep, zwany umownie dynamicznym. Umownos$¢ niniejszego terminu uzasadniono
rozdziale 2 pracy. Obliczenia przeprowadzono dla przekroju sprowadzonego (uwzglgdniono
zbrojenie podtuzne). Wyniki obliczen zestawiono w tabeli 4.59. Pominigto belki, dla ktoérych
nie udato si¢ zarejestrowac czestotliwosci wlasnych przed obciazeniem (B-I-3 oraz B-II-1).
Belki serii B-I 1 B-II roznity si¢ jedynie rozstawem strzemion, co zdaniem autora nie ma
znaczacego wplywu na drgania poprzeczne elementu. Wyniki dla tych dwoch serii
usredniono. Pozostale usrednienia zastosowano jedynie w obrgbie poszczegdlnych serii (B-I1I
oraz B-IV). Ponadto zawarto w tabeli wzgledne roéznice migdzy modulem dynamicznym,
a statycznym. Wyniki analiz zilustrowano graficznie na wykresach (rys. 4.86 1 4.87).
Pierwszy wykres zawiera wyniki dla wszystkich belek (rys. 4.86), drugi natomiast wartosci

usrednione (rys. 4.87).

Tabela 4.59 — Modut Younga badanego betonu okreslony dwoma metodami

Wzgledna Wzgledna
Belka Ec Eo roéznica Een Eo réznica
[GPa] | [GPa] ol [GPa] | [GPa] .
B-I-1 31,11 31,12 0,03
B-1-2 29,82 29,71 0,37
B-11-2 30,88 31,29 1,33 30,16 31,01 2,84
B-1I-3 28,82 31,93 10,79
B-III-1 28,58 32,81 14,80
B-III-2 27,11 31,40 15,82 28,49 31,11 9,18
B-III-3 29,78 29,11 2,25
B-1V-1 23,88 20,48
B-1V-2 30,03 22,49 25,11 30,03 23,33 22,30
B-IV-3 23,63 21,31
35
30 A
25 1
‘= 20 7 HE,
3,
w5 - " Ep
10 -
5 _
LYY DO N VRN
N N QY Y N4 & & ’ ’ ’
SRS S S Qﬁ Qﬁ Qﬁ

Rys. 4.86 — Statyczny i dynamiczny modul Younga dla poszczegolnych belek
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Rys. 4.87 — Statyczny i dynamiczny modut Younga dla poszczegolnych serii

W przypadku belek serii B-I, B-II, B-III S$rednie rdéznice migdzy statycznym,
a dynamicznym modulem Younga betonu nie przekraczaja 10 %. Co wigcej, na podstawie
przebadanych elementdéw nie da si¢ okresli¢ jednoznacznie trendu tych réznic. W niektorych
przypadkach wigkszy jest modut statyczny (belki B-1-2, B-III-3) w innych za§ modut
dynamiczny (belki B-I-1, B-II-2, B-1I-3, B-III-1, B-III-2). Trudno zatem wyciagna¢ wiazace
wnioski, co do przyjmowania tego parametru w obliczeniach dynamicznych. Tym bardziej, ze
nie jest to bezposrednim celem niniejszej pracy. Inaczej jest w przypadku belek silnie
zbrojonych (seria IV). Daje si¢ zauwazy¢ wyrazny spadek modutu dynamicznego w stosunku
do statycznego. Spadek ten przekracza 20 %. Zdaniem autora fakt ten mozna uzasadnié
iloscia zbrojenia. Duza ilo$¢ zbrojenia moze zaburza¢ jego wspOlprace z betonem. Zatozenie
jej idealnego charakteru (jak w przypadku przekroju sprowadzonego) w obliczeniach
dynamicznych moze prowadzi¢ do btedow. W przypadku drgan, szczegdlnie o wysokich
czgstotliwosciach, dochodzi¢ moze do wzajemnego przemieszczania si¢ zbrojenia
1 otaczajacego je betonu. W zagadnieniach statycznych obciazenia przyrastaja zdecydowanie
wolniej 1 sa wigksze niz delikatne uderzenia mlotkiem (jak w przypadku przeprowadzonej
operacyjnej analizy modalnej). Skutkuje to tym, ze zbrojenie o znacznie wigkszym module
Younga niz beton, nie zostaje zaangazowane w petni do wspotpracy. W przypadku belek serii
B-I, B-II, B-III efekt ten nie jest tak znaczny. Uzasadnienia mozna szuka¢ w mniejszym
stopniu zbrojenia, a co za tym idzie mniejszym jego wplywie na sztywnos$¢ dynamiczna

elementu.
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Wykresy na rysunkach 4.20 — 4.28 oraz 4.70 — 4.72 ilustruja spadek trzech pierwszych
czgstotliwosci w zaleznosci od stosunku momentu jakim przeciazana byta belka do momentu
niszczacego. Warto$ci z pomiardw usredniono w ramach poszczeg6lnych serii 1 przywotano

ponownie ponizej (rys. 4.88 — 4.90).
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Rys. 4.88 — Pierwsza czestotliwos¢ wiasna belek w funkcji zaawansowania obciazenia
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Rys. 4.89 — Druga czgstotliwo$¢ wiasna belek w funkcji zaawansowania obcigzenia
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Rys. 4.90 — Trzecia czestotliwosé wilasna belek w funkcji zaawansowania obciazenia
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Wykresy (rys. 4.88 — 4.90) ilustruja spadek czgstotliwo$ci w miarg przeciazania elementu.
Ograniczono si¢ do pokazania trzech pierwszych czgstotliwosci. W przypadku pozostalych
zarejestrowanych zaobserwowano podobny trend. We wszystkich belkach zaobserwowano, ze
czestotliwosci  spadaja stosunkowo tagodnie przed pojawieniem si¢ widocznych rys
(M < Myc). Po osiagnigciu warto$ci momentu rysujacego (M/Mgr = M/Mg = 0,24 dla belek
serii I, II, IIT oraz 0,12 dla serii IV) zauwazono wyrazny spadek czgstotliwos$ci zwiazany
Z pojawianiem Sig rys.

W przypadku belek stabo zbrojonych warto$ci pierwszej czgstotliwos$ci stabilizuja si¢
gdy M/Mg > 0,50. Im wyzsza czgstotliwos$¢, tym stabilizacja jest mniej widoczna, az do quasi
liniowego spadku dla czgstotliwosci trzeciej. Dla czestotliwosci  nieparzystych
zaobserwowano znaczny ich spadek gdy M = Mg. Zjawiska tego nie zauwazono dla
czestotliwosci parzystych. Zniszczenie belek nastgpowato w $rodku ich rozpigtosci.
Nieparzyste formy wtasne maja w tym miejscu ekstremum, co moze uzasadnia¢ zatamanie
wykresow nieparzystych czgstotliwosci (rys. 4.88 14.90).

Zachowanie belek silnie zbrojonych jest odmienne niz belek stabo zbrojonych. Wartosci
czgstotliwosci wlasnych po procesie propagacji rys stabilizuja si¢ 1 przyjmuja niemal staty
charakter az do zniszczenia. Po przekroczeniu nos$no$ci ujawnia si¢ widoczny spadek,
podobnie jak w przypadku belek stabo zbrojonych.

Rysunki 4.91 oraz 4.92 zawieraja wykresy znormalizowanych czgstotliwosci (1, 2, 3).

Wyniki pomiaréw usredniono dla poszczegdlnych serii.

100 ‘xx -
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Rys. 4.91 — Pierwsza i druga znormalizowana czgstotliwos¢ wiasna
w funkcji zaawansowania obciazenia
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Rys. 4.91 — Druga i trzecia znormalizowana czgstotliwos¢ wlasna
w funkcji zaawansowania obcigzenia

Wyniki dla poszczegdlnych serii oznaczono jednolitym kolorem. Linia ciagta dotyczy na
wykresach nizszej czgstotliwosci (rys. 4.90 — 1, 4.91 — 2), linia przerywana natomiast wyzszej
(rys. 4.90 — 2, 4.91 — 3). Mozna zauwazy¢, ze im wyzsza czgstotliwos¢, tym mniejszy jest jej
wzgledny spadek, spowodowany przeciazaniem elementu. Wyjatkiem sa koncowe punkty
wykreséw zarejestrowane po zniszczeniu, co wynika z ekstremum formy wlasnej w $rodku
rozpigtosci i zostalo juz opisane.

Zaobserwowano znaczne réznice w zachowaniu si¢ belek stabo 1 silnie zbrojonych.
Belki stabo zbrojone wykazaty spadek czgstotliwosci o zmiennej intensywnosci w caltym
przedziale obciazenia. Dla podstawowej czgstotliwosci w przypadku belek serii B-I1 i B-III
przekraczat on 15 % w koncowej fazie pracy, a po zniszczeniu wynidst okoto 20 %. Belki
silnie zbrojone wykazaly natomiast spadek rzgdu 8 %. Przy czym praktycznie w catosci
stowarzyszony byt z procesem pojawianiem si¢ nowych rys. W przedziale M/Mg > 0,35
wartosci ustabilizowaty si¢ az do spadku po zniszczeniu, ktory byt znacznie wyrazniejszy niz
w przypadku belek stabo zbrojonych.

Przeprowadzone doswiadczenia wykazaty znikomy wptyw ilos$ci i rozstawu rys na
czestotliwosci whasne belek. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze rysy powstawaly naturalnie, a ich
rozstaw nie byl w Zaden zamierzony sposob wymuszany (belki nie byly nacinane,
nie zabetonowano w miejscu prognozowanego wystapienia rysy cienkich pionowych blach
itp.). By¢ moze bytoby wskazane przeprowadzenie eksperymentéw z wykorzystaniem tych
srodkoOw w celu jeszcze znaczniejszego zroznicowania ich ilosci 1 rozstawu.

Przeprowadzone pomiary dynamiczne obejmowaly takze rejestracj¢ form wlasnych.
Pokazano je na wykresach w czeséci dotyczacej badan laboratoryjnych belek (rys. 4.36 — 4.44
oraz 4.76 — 4.78). Zaprezentowano trzy pierwsze formy dla kazdej belki w skrajnych krokach
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obciazenia. Na wykresach widoczne sa rdéznice w przebiegach form zarejestrowanych w
poczatkowych krokach obcigzenia oraz po zniszczeniu. Warto$ci bezwzgledne rzednych form
po zniszczeniu sa znacznie wigksze. Jest to spowodowane obcigzaniem elementu,
pociagajacym za soba degradacje sztywno$ci. Fakt ten znajduje obecnie szerokie
zastosowanie w diagnostyce konstrukcji. Zmiana przebiegu form witasnych pozwala bowiem
prognozowac¢ miejsca ewentualnych uszkodzen budowli oraz maszyn. W niniejszej pracy
rejestracja form wlasnych postuzyta gléwnie doborowi i1 budowie optymalnego stanowiska
badawczego.

Stwierdzony eksperymentalnie spadek wartosci czestotliwosci wlasnych w dziedzinie
zaawansowania obcigzenia jest oczywisty 1 zgodny z powszechnymi przekonaniami pod
wzgledem jakosciowym. Na wyciagnigcie dalszych wnioskéw pozwolitaby analiza
poréwnawcza predyspozycji dynamicznych i statycznych zarysowanych belek zelbetowych.
W tym celu obliczono sztywno$¢ dynamiczng elementdw Elp na podstawie pomierzonych
podstawowych cze¢stotliwosci wiasnych z zaleznosci (4.10) w poszczegolnych krokach

obciazania elementu. Sztywnos¢ statyczng belek Els obliczono na podstawie ugi¢é ze wzoru

(4.12):

1 P12
El, =< 4.12
* 48 a (+12)

gdzie: P — obciazenie belki,
lest — rozpigtos$¢ belki w osiach podpoér (3,00 m),

a —ugigcie.

Wyniki obliczen pokazano na wykresach (rys. 4.92 — 4.94). Pierwszy z nich (rys. 4.92)
zawiera rezultaty dla belek stabo zbrojonych (serie I — III), drugi (rys. 4.93) dotyczy belek
serii IV, o dwa razy wigkszym stopniu zbrojenia. Wyniki pomiarow (pokazane jako punkty)
interpolowano krzywymi (metoda najmniejszych kwadratow), zaktadajac stale sztywnosci
gdy M < M. Rozklad punktow jest zblizony dla wszystkich serii, stad przy interpolacji
postuzono si¢ jedna krzywa dla sztywnosci dynamicznej Elp 1 jedng dla sztywnosci statyczne;j
Els. Mozna zauwazy¢, ze krzywe interpolacyjne maja podobny przebieg do sztywnoSci
elementu, obliczonego na podstawie zaleznos$ci (2.20) i (2.21), proponowanych przez norme
[N3].

Zbiorczy wykres sztywnos$ci pokazano na rysunku 4.94. Zestawiono na nim krzywe

odpowiadajace poszczegdlnym stopniom zbrojenia belek.
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EI [MNm’]

EI [MNm’]

o @O

0 0,1 0,2 0,3 0.4 05 0.6 0.7 0,8 0.9 1
Rys. 4.92 — Sztywnosci belek serii [ — I11

T T T T T

0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 |

Rys. 4.93 — Sztywnosci belek serii [V

Els p=0,65%

Elp, p=138%

© B-1 sztywnos¢ stat,
© B-11 sztywnos¢ stat.
© B-III sztywnos¢ stat.
X B-1 sztywnosc¢ dyn.

X B-II sztywnos¢ dyn.

¥ B-111 sztywnosc dyn.,

MIMg [-]

O B-1V sztywnos¢ stat.

X B-1V sztywnosc dyn.

MIM g [-]

Elg p=138%

0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09
Rys. 4.94 — Sztywnosci belek

MIMpg [-]
1
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W przypadku belek stabo zbrojonych réznica migdzy sztywnoscia dynamiczna,
a statyczna w fazie I wynosi 5 %. Nie jest ona znaczaca w poréwnaniu z belkami silnie
zbrojonymi, w przypadku ktorych réznica ta wynosi 20 %. Genezg tej réznicy wyjasniono juz
na poczatku punktu 4.6. Na uwage zastuguje zachowanie si¢ elementow po przekroczeniu
wartosci momentu rysujacego Mg, W przypadku obu stopni zbrojenia sztywno$¢ statyczna
wykazata znacznie wigkszy spadek niz sztywno$¢ dynamiczna. Wzgledny spadek sztywnosci

Agy (stosunek sztywnosci w fazie I do sztywnosci w fazie 1) pokazano na wykresie ponizej

(rys. 4.95).

Ay [%]
100

Fo— —
- —_———

80 -

e —

~ —

60 -

40

\

—

20 sztywno$¢ stat. (0,65 %) — — — - sztywnos¢ dyn. (0,65 %)
sztywno§¢ stat. (1,38 %) —— — - sztywnos¢ dyn. (1,38 %)
0 : : : : : : : : | M/Mg [-]
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Rys. 4.95 — Wzgledny spadek sztywnosci

Badania wykazaly, ze po przekroczeniu momentu rysujacego sztywnos$ci statyczne spadaja
o przeszto 60 %. Sztywno$ci dynamiczne natomiast o okoto 30 %. Zatem przyjecie do
obliczen dynamicznych sztywnosci statycznej elementu zelbetowego moze prowadzi¢ do
btedow. Zatozenie takie powodowatoby jej niedoszacowanie. Co istotne, nie wiaze si¢ to
z klasycznie pojmowanym zapasem bezpieczenstwa, jak w wytrzymato$ci materiatdéw. Bledne
okreslenie sztywno$ci dynamicznej, a co za tym idzie czgstotliwosci wilasnych moze
prowadzi¢ do zjawiska rezonansu w elementach obciazanych dynamicznie.

Aparatura pomiarowa umozliwita okreslenie liczby thumienia «. Wyniki pomiarow
zamieszczono na wykresach (rys. 4.45 — 4.52 oraz 4.79 — 4.81). W odniesieniu do wszystkich
belek mozna zauwazy¢, ze thumienie przyporzadkowane podstawowej czestotliwosci wiasnej
jest wigksze od tych, ktore odpowiadajq czgstotliwosciom wyzszym (2 — 6). Liczby thumienia
czestotliwosci wyzszych tworza zlewajace si¢ peki krzywych. Ich przebieg jest podobny do
liczby tlumienia czgstotliwosci podstawowej. Rezultaty pomiaréw usredniono i pokazano
osobno dla kazdej z serii belek (rys. 4.96 — 4.99). Przy czym ograniczono si¢ do trzech

pierwszych liczb thumienia. Na wykresach widoczna jest roznica w charakterze krzywych dla
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belek stabo i silnie zbrojonych. Belki silnie zbrojone wykazuja mniejsza zmiang wlasciwosci

thumiacych w funkcji zaawansowania obciazenia. Potwierdza to dotychczasowe wyniki badan
[60], wedtug ktorych w skrajnych przypadkach (o = 3,6 %) ttumienie jest w przybliZeniu state

w catym zakresie pracy elementu.

1,5
/
— 1 —1
é
S —— —2
0,5 -3
0 T T T T T T T \M/MR[_]

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Rys. 4.96 — Liczby tlumienia w funkcji zaawansowania obciazenia dla belek serii B-1

1,5 -

1 —1

=

S —2

0,5 - 3
0 T T T T T T T M/MR [']

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Rys. 4.97 — Liczby thumienia w funkcji zaawansowania obciazenia dla belek serii B-II

1,5
< | —1
X
E //—// —2
_————/
0,5 3
0 T T T T T T 1 M/MR [']

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Rys. 4.98 — Liczby thumienia w funkcji zaawansowania obciazenia dla belek serii B-II1

1,5
1 — 1
g /
S %/ 2
0,5 —3
0 T T T T T M/MR [']

0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Rys. 4.99 — Liczby thumienia w funkcji zaawansowania obciazenia dla belek serii B-1V
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W dalszej analizie wynikéw ograniczono si¢ do liczby tlumienia odpowiadajace]
podstawowej czgstotliwosci wiasnej. Podobnie jak w przypadku sztywnosci elementéw
wyniki podzielono na dwie grupy: belki stabo zbrojone (serie I — III) i silnie zbrojone (seria
IV). Wykresy liczby tlumienia pokazano na rysunkach 4.100 i 4.101. Naniesiono wyniki
pomiardéw oraz funkcje aproksymujace je. Do aproksymacji zastosowano wielomiany 3 (belki

stabo zbrojone) lub 5 stopnia (belki silnie zbrojone) oraz linie proste.

2 7 o o ° o
o
o o
L5 o) p o B
o 5 o o o
é | q //OOO o G’Ooo COOO s o B-II
oo’ ° "~ oo - B-III
S [ gcp © B-
% o
0,5 o
0 T T T T T T 1 M /M R [-]
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Rys. 4.100 — Liczby thumienia belek serii I — III
2
- [e]
1,5 o .
— 2 8
E 1 @/o)é’_io\e\\o 8 o BIV
o
g ° Yo [e) d
q
0,5
0 T T T T T T M /M R [']
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Rys. 4.101 — Liczby thumienia belek serii [V
Zbiorczy wykres dla obu stopni zbrojenia pokazano na rysunku 4.102.
1,5
o /"/-_>-<\
=
g 0’5 _
o =138%
0 T T T T T T 1
M/Mg [-]

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Rys. 4.102 — Liczby tlumienia belek

- 106 -



DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ROZDZIAL IV

Na podstawie rysunku 4.102 mozna wyciagna¢ nastgpujace wnioski:

thumienie w belkach zZelbetowych zalezne jest od stopnia przeciazenia elementu 1 nie
moze by¢ uznawane za stata materiatowa w calym zakresie pracy elementu,

w belkach stabo zbrojonych (p = 0,65 %) wilasciwosci thumiace rosna w dziedzinie
obciazenia, odpowiadajacej pojawianiu si¢ rys, stabilizuja si¢ natomiast gdy przestaja
pojawia¢ si¢ nowe rysy, a obciazenia pociaga za soba prawie wylacznie dalsze
rozwieranie si¢ rys istniejacych,

w belkach silnie zbrojonych (o= 1,38 %) liczba ttumienia ro$nie, az do pewnej wartosci
maksymalnej, gdy proces pojawiania si¢ nowych rys dobiega konca liczba ttumienia
spada i stabilizuje si¢ na pewnym poziomie az do zniszczenia elementu,

belki silnie zbrojone charakteryzuja si¢ mniejszym rozrzutem witasciwos$ci thumiacych
(a € [0,8 %; 1,2 %]) w dziedzinie obciazenia niz belki stabo zbrojone (a € [0,5%;

1,2 %]).

Nalezy jednocze$nie nadmieni¢, ze beton wykorzystany do wykonania belek serii I — III oraz

serii IV opierat si¢ na roznych recepturach. Beton belek serii IV charakteryzowat si¢ nizsza

wytrzymato$cia na rozciaganie, a co za tym idzie mniejsza warto$cia momentu rysujacego.

Na podstawie wtasnych obserwacji mozna przypuszczaé, ze gdyby belki serii IV byly

wykonane z tego samego betonu co belki serii I — III (o wigkszej wytrzymatosci na

rozciaganie) ekstremum liczby thumienia w przypadku belek silnie zbrojonych przesunigte

byloby w prawo o okoto 0,12 jednostki osi M/Mg. Nie zostato to jednak potwierdzone

w doswiadczeniu bezposrednio.

Jak nadmieniono w rozdziale 2 szerszy opis zjawisk tlumienia w odniesieniu do

zarysowanych belek zelbetowych mozna znalez¢ w pracy [60].
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5.  Analizy numeryczne

5.1. Wstep

Dostgpna literatura [6, 7, 23, 30, 46, 48] proponuje szereg metod do obliczen
dynamicznych konstrukcji. W niektorych wydawnictwach mozna natrafi¢ na syntezg¢ podstaw
teoretycznych oraz realizacje numeryczne w wybranych powszechnych systemach
obliczeniowych [15, 28]. Wigkszo$§¢ metod prezentowana jest w odniesieniu do pretow
pryzmatycznych lub pryzmatycznych odcinkami. Klasyfikacje uktadow dynamicznych oraz

metod ich dyskretyzacji pokazano na rysunku 5.1.

Uktady dynamiczne
uktady dyskretne uktady ciagte
(o skonczonej liczbie (o nieskonczonej liczbie
stopni swobody) stopni swobody)
dyskretyzacja
fizyczna matematyczna
(granulacja masy — (zachowanie rzeczywistej struktury
przeksztatcenie pola masowego z aproksymacyjnym
rzeczywistego pola opisem stanu przemieszczenia
masowego w skonczonej bazie parametrow
w dyskretne)
aproksymacja lokalna
(np. metoda sprezystych
elementéw skonczonych,

y
. . metoda ro6znic skonczonych)
rozwiazanie

aproksymacja globalna
metody aproksymacyjne
(np. Ritza, Galerkina)

Z

Rys. 5.1 — Podziat uktadéw dynamicznych i metody dyskretyzacji

Obliczenia dynamiczne konstrukcji zelbetowych komplikuja si¢ ze wzgledu na
interakcje dwoch materialdw: betonu i stali oraz fakt zarysowania. Uwzglednienie wspotpracy
betonu i zbrojenia nie nastr¢gcza problemow, szczegoOlnie przy zalozeniu idealnego jej

charakteru. Trendy obserwowane w literaturze zalecaja w obliczeniach dynamicznych
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przyjmowanie odpowiedniej sztywnosci elementu, ktora wprowadza do obliczen efekty
zwigzane z zarysowaniem. PodejScie to znajduje swoje uzasadnienie w znacznym
uproszczeniu obliczen, przez wykorzystanie metod, badz nawet rozwiazan zamknigtych dla
elementdow pryzmatycznych (przynajmniej odcinkami). Zdaniem autora jest to
fragmentaryczne rozwiazanie problemu. Pozwala $ledzi¢ jedynie koncowe efekty,

a nie proces drgan elementu w sposob szczegdtowy.

5.2. Metoda sztywnych elementéw skonczonych

5.2.1. Metoda sztywnych elementow skonczonych dla belek jednorodnych

W niniejszej pracy zdecydowano si¢ wykorzysta¢ metodg sztywnych elementow
skonczonych. Zostata ona zapoczatkowana przez J. Kruszewskiego z zespotem [27]. Powstata
z mysla o przemysle okrgtowym. Stuzyla obliczeniom m. in. kadluboéw statkéw, czegsci
maszyn, elementéw silnikéw. Do obliczen pretowych konstrukcji budowlanych zaadaptowat
ja J. Langer [30]. W metodzie tej mamy do czynienia z granulacja mas, czyli dyskretyzacja
fizyczna. Za cechy bezwtadno$ciowe ustroju odpowiedzialne sa sztywne tarcze masowe.
Tarcze polaczone sprezystymi wigziami (dwoma translacyjnymi 1 jedna rotacyjna),
reprezentujacymi cechy sprezyste ustroju. Ruch kazdej z tarcz opisany jest trzema
wspotrzednymi uogélnionymi. W przypadku drgan gigtnych, a do takich ograniczono si¢
w niniejszej pracy, liczba wigzi oraz wspotrzednych uogédlnionych redukuje si¢ do dwoch.
Schemat 1 model numeryczny preta jednorodnego, bez warunkow brzegowych, pokazano na

rysunku 5.2.

le

C TR [ M-

l
le I le

N [ -

le

L
@‘] ! / @fh / @% y @f}? y @_}19
142 k, 194 k, 195 k, 195 k, 1910

Rys. 5.2 — Schemat i model numeryczny pr¢ta jednorodnego

Pret podzielono na cztery elementy skonczone o diugosci /.. Kazdej tarczy masowej
odpowiadaja dwie wspotrzedne uogdlnione ¢;. Tarcze potaczone sa wigziami rotacyjnymi

i translacyjnymi o odpowiednich sztywnosciach k&, oraz k4. Sztywnosci poszczegolnych wigzi
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mozna obliczy¢ z poréwnania energii potencjalnych elementu sztywnego i1 elementu

sprezystego. Modele elementéw pokazano na rysunku 5.3 [30].

Rys. 5.3 — Modele elementarne do wyprowadzenia sztywnos$ci wigzi [30]

Przez r, oraz r, oznaczono wzajemne dyslokacje sasiadujacych elementow. W zalezno$ci od
nich podano wzory na ugigcie elementu w, z wykorzystaniem funkcji ksztaltu.

Wyprowadzenie zaleznosci na sztywnos$ci wigzi pokazano ponizej [30].

4

1o, 1t o 1(12EI), 12E1
£kt = o= B o B o
0

e

b, o, e o, 1(EI, _EI
EpA —EkAI”A —E-IEI(W ) dx-E(l—]rA jkA —l_, (52)

e

gdzie: EI— sztywnos¢ gigtna elementu.

Sztywnosci poszczegdlnych wigzi nalezy zgrupowa¢ w macierz diagonalng {k}. Macierz ta

dla preta jak na rysunku 5.2 ma postac:

{k}:diag{k¢akA9k¢akA9k¢;9kAak(pakA}‘ (53)
Energia potencjalna odksztalcenia ustroju wyraza si¢ wzorem:

E =L (5.4)

P2
gdzie: r — wektor dyslokacji wzglednych.

Wektor wspotrzednych uogdlnionych q mozna transformowac na wektor r wg zaleznosci:

r=A.q, (5.5
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gdzie: Ak — macierz transformac;ji.

Wykorzystujac zaleznosci (5.4) oraz (5.5) mozna zapisa¢ wzoOr na energi¢ potencjalng catego

ustroju w postaci:

1 1
E,=24"A (KA q=—4"Kq. (5.6)

)
Globalna macierz sztywnoSci ustroju K ma zatem postac:

K=A,{k}A,. (5.7)

Budowe macierzy transformacji Ax mozna zalgorytmizowaé. Wiedzac, ze transformacja
wspotrzednych uogolnionych na dyslokacje wzgledne dla pojedynczego elementu wyraza sig

wzZorem:

q, q,
-1 0 1 0
T q q
[V)}:ARU. aERA ko) 1, (5.8)
Fa qs3 7 7 q3
9, q,

tatwo jest zbudowa¢ macierz transformacji Ag o strukturze pasmowej, dla catego ustroju

belkowego. Przyktadowo dla schematu jak na rysunku 5.2:

(5.9)

Celem realizacji numerycznych mozna zapisa¢ wyrazenie ogolne na niezerowe wartosci i-
tego wiersza, j-tej kolumny macierzy transformacji Ay o wymiarach 2n.xn, (n, — liczba

elementdéw skonczonych, n, — liczba wspoirzgdnych uogdlnionych):

Legdyj=idlai=1,2,..,2n,
-l,gdy j=i+2dlai=12,..,2n,

A= —%,j:i—ldlai:2,4,...,2ne, : (5.10)

_l_e’j :l+1d1al == 2949"'9 2nel
2
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W opisywanej metodzie macierz bezwladnosci B jest macierza diagonalna.
Wspoéhrzgdnym rotacyjnym odpowiada masowy moment bezwladnosci tarczy wzgledem
srodka skupienia masy J,, [31]. Wspodtrzednym translacyjnym natomiast masa rozpatrywanej
tarczy m. Warto$ci elementow macierzy bezwladnosci dla wybranych przypadkéw

zestawiono w tabeli 5.1.

Tabela 5.1 — Charakterystyki bezwtadnosciowe wybranych bryt

Przypadek Mol Imel

: % 1

A p-l,-h-b —p-le-h-b~(l:+h2)
Gns; ;

1

v - —p-L [h-b-(I>+h*)+

./:%:::::' >< 12'0 el (L )
=

== p-l[h-b+h, (b, —b)] | +2h by =b)-UI+h])+

Y !\9 +3h-b-(h—2x,)" +

+6h, -(by —b)-(h, —2x,)*]

£ — gestos¢ objetosciowa materiatu

Dla przypadku jak na schemacie (rys. 5.2) macierz bezwladnosci B ma postac:

B ={m} =diag{J ..M 15 o2 s Moz s merss Moy > S merssMeta> I ers s Mers - (5.11)

W prezentowanym podejsciu warunki brzegowe wprowadzane sa przez usunigcie
odpowiednich wierszy lub kolumn z macierzy transformacji Ak, macierzy bezwtadnosci
B oraz wektora wspoirzednych uogdlnionych q. Numery wierszy i kolumn odpowiadaja
numerowi wspotrzednej uogdlnionej, w miejscu ktorej wprowadza si¢ wigz (rotacyjna lub
translacyjna). Proces dekompozycji macierzy dla preta, jak na rysunku 5.2, przedstawiono

schematycznie ponizej. Zadano podparcie przegubowe na obu koncach.

Y
=
K
|}
oy
|
|
]

q 1

QLTTTTTTOT]

1.

W —
Ak: 9(_5 = s = q_

]

Jak latwo zauwazy¢, zastosowanie warunkow brzegowych redukuje bazg wspoirzednych

. (5.12)

L g I

I
L

uogdlnionych.
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Wektor obcigzen P(t) zawiera poszczegéOlne sity wzbudzajace, przyporzadkowane
kierunkiem 1 miejscem przytozenia wspolrzgdnym uogdlnionym. Sformutowanie macierzy
tlumienia C, na podstawie wybranej hipotezy, pozwala zapisa¢ macierzowe roéwnanie ruchu

W postaci:

Bq()+Cq(?) +Kq(?) =P(?). (5.13)

Gdy pominie si¢ tlumienie oraz obciazenie zewngtrzne otrzymuje si¢ réwnanie drgan
wiasnych, ktorego rozwiazanie pozwala wyznaczy¢ czgsto$ci oraz przyporzadkowane im
formy wtasne. W zagadnieniach statycznych pomija si¢ sily bezwladno$ci oraz tlumienia,

a obciazenie 1 przemieszczenie jest state w czasie. RGwnanie ruchu ma zatem postac:

Kq=P. (5.14)

5.2.2. Metoda sztywnych elementow skonczonych dla belek zelbetowych z rysami

Prezentowana metoda sztywnych elementow skonczonych pozwala uwzglednié
zarysowanie elementu zelbetowego w sposéb dyskretny. Jak pokazano w punkcie 5.2.1.
jednym z elementéw, prowadzacych do rozwiazania, jest sformutowanie macierzy
diagonalnej {k}. W macierzy na diagonali zgrupowane sa sztywnosci wigzi, taczacych tarcze
masowe. Mozna zatem przypuszczaé, ze dzielac odpowiednio na elementy skonczone (to
znaczy tak, aby rysa znajdowata si¢ w potowie odleglo$ci migdzy tarczami masowymi),
wprowadzenie efektu zarysowania do obliczen bgdzie polegato na redukeji sztywnos$ci wigzi
rotacyjnej w miejscu pojawienia si¢ rysy. Schemat oraz model numeryczny preta zelbetowego

z rysami pokazano na rysunku 5.4.

] . .
A L r | \ zbrojenie

Rys. 5.4 — Schemat i model numeryczny zarysowanego preta zelbetowego

Na rysunku 5.4 wprowadzono nastgpujace oznaczenia:

- I,0,...,I" — dtugo$ci elementow i, /, ..., m,
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- ki k],...k — sztywno$ci wigzi translacyjnych elementéw i, j,..., m, obliczone na
podstawie sprowadzonej sztywnosci gigtnej elementu w fazie [ — EI;,
j m y . . . . , . . .
- k,.k, — sztywnosci wigzi rotacyjnych elementow j, m, obliczone na podstawie
sprowadzonej sztywnosci gi¢tnej elementu w fazie [ — EJ,

- k;r"i,k;’_k,k;r"l — sztywnoS$ci wigzi rotacyjnych elementow i, k, / z uwzglednieniem

rysy.
Odstepy miedzy rysami sg rozne. Skutkuje to tym, ze elementy skonczone sa rdznej dtugosci.
W praktyce, propagacji rys w konstrukcjach zelbetowych towarzyszy pewna regularnosé
1 pojawiaja si¢ one w podobnych rozstawach. W dalszych rozwazaniach przyjeto usredniony
rozstaw rysy dla calej belki. Pozwala to znacznie upro$ci¢ obliczenia, gdyz elementy
skonczone maja taka stala dtugosc /..

Parametrem pozostajacym do okreslenia jest sztywno$¢ rotacyjna elementu z rysa.
Jezeli przyjac, ze podatnos$¢ rotacyjna elementu z rysa jest suma podatnosci, jaka wynika

z odksztatcalno$ci gigtnej oraz z faktu wystapienia rysy to mozna napisac:
d;’_i :d;+d£r, (5.15)

gdzie: d — podatnos¢ rotacyjna i-tego elementu z rysa,
d, — podatno$¢ rotacyjna i-tego elementu w fazie I (bez rysy),

d! —podatno$é rotacyjna, wynikajaca z rysy w i-tym elemencie.
Odwrotnoscia sztywnosci jest podatnosé, a zatem:

d =)' (5.16)

gdzie: k;, — sztywno$¢ wigzi rotacyjnej w i-tym elemencie, obliczona z zalezno$ci (5.1), dla

sprowadzonej sztywnosci gigtnej w fazie [ — EI;.

Dla znanej podatno$ci, wynikajacej z faktu wystapienia rysy, mozna zapisa¢ zalezno$¢ na

sztywno$¢ wigzi rotacyjnej elementu, pracujacego w fazie Il (z rysa):

ky = (5.17)
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Obliczona na podstawie zaleznos$ci (5.17) sztywnos$¢ rotacyjna moze by¢ elementem macierzy

diagonalnej {k}, zawierajacym wptyw wystapienia rysy.
5.2.3. Podatnos¢ rotacyjna wynikajaca z rysy

Podatnos¢ obrotowa rysy okre§lono na podstawie elementarnych zaleznosci

geometrycznych oraz wytrzymato$ci materialdéw. Rozpatrzono schemat jak na rysunku 5.5.

Al

=
i~
i o] I
J?ka
Al

Rys. 5.5 — Schemat do obliczenia podatnosci obrotowej rysy

‘ Srm

Srm !

Na rysunku powyzej wprowadzono nastgpujace oznaczenia:

d — wysoko$¢ uzyteczna przekroju,

Sym — Sredni rozstaw rys,

Wy — rozwartos¢ rysy,

xi — wysoko$¢ strefy $ciskanej w fazie 11,

@ — kat rozwarcia rysy.

Sity dzialajace w przekroju przez rys¢ (A-A), dla trojkatnego rozkladu naprgzen w betonie,

pokazano na rysunku 5.6.

2 Ay — pole przekroju zbrojenia

S P-? : F. — sitla w betonie
' Fe=350cx : :
2 i F.—sila w stali

M — moment zginajacy
Fs=05 A o, — naprezenia w betonie
o, — naprgzenia w stali w przekroju przez rys¢
Rys. 5.6 — Sity w przekroju przez ryse

Na podstawie rysunku 5.6 mozna zapisa¢ roOwnanie réwnowagi momentow wzgledem
punktu P:

M=FS-(d—%j=0'S A, (d—);l]:q =L.
Al-(d—x”j (5.18)
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Wzor na $rednig rozwartos$¢ rys ma postac:

Wk = (8Ym _gCﬂ‘l).Si’m ~ gsm .Srm = .Srm * (5-19)
gdzie: oy, — Srednie naprgzenie w zbrojeniu migdzy rysami.

Srednie naprezenia w stali miedzy rysami z naprezeniami w przekroju przez ryse wiaze

wspotczynnik . — wedtug zaleznosci (5.20).

M
v, =13-5—, (5.20)

gdzie: s — wspodtczynnik uwzgledniajacy stopien naruszenia przyczepno$ci zbrojenia do
betonu, wynoszacy odpowiednio:
1,0 — przy obciazeniu krétkotrwatym, dla pretow gladkich,
1,1 — przy obciazeniu kréotkotrwatym, dla pretow zebrowanych,

0,8 — przy obciazeniu dtugotrwatym.
Zalezno$¢ na $rednie naprezenie w stali ma zatem postac:

O, =Y. O, (5.21)

Na podstawie rysunku 5.5 mozna zapisa¢ wyrazenie na kat rozwarcia rysy:

_ W
¢ d—x, ’

(5.22)

Na podstawie wzorow (5.18) — (5.22) zapisano ponizej zaleznos$¢ na kat rozwarcia rysy:

WZ : Srm
Q= -M .
E -A4,-(d _%)'(d —Xy) (5-23)
Podatno$¢ obrotowa, wynikajaca z rysy wynosi zatem:
.S,
d — z rm
“ (5.24)

. .
E -4, '(d_%)'(d_xn)
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5.2.4. Metoda sztywnych elementow skonczonych w obliczeniach statycznych belek

zelbetowych

Przed przystapieniem do realizacji numerycznej proponowanego algorytmu
w obliczeniach dynamicznych postanowiono sprawdzi¢ jego przydatno$¢ w obliczeniach
statycznych. Badaniom laboratoryjnym poddano belki statycznie wyznaczalne, zarysowanie
nie wplywalo zatem na redystrybucje sit wewngtrznych, a jedynie na uogdlnione
przemieszczenia (ugigcia i katy obrotu). Pomiary ugi¢¢ badanych elementow umozliwity
weryfikacje metody proponowanej do obliczania ugi¢é. Wyniki pomiardéw i obliczen metoda
sztywnych elementéw skonczonych (MSES) zastawiono na wykresach (rys. 5.7 — 5.10).
Obliczenia przeprowadzono dla kazdego kroku obciazenia i zaznaczono na wykresach jako
punkty. Obliczenia wykonano z wykorzystaniem programu Mathematica® [62]. Przyktadowy

wydruk z programu obliczeniowego zamieszczono w zalaczniku Z-1.

30
[
25 —
- oo o Bl
El °© D B2 -
é 15 / —B-13 B
= 10 o MSES B-I-1—
5 o MSES B-1-2 B
o MSES B-I-3
0 T T T 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
a [mm]
Rys. 5.7 — Wyniki pomiardéw i obliczen belek serii B-1
30
//— |
25 1 —
0 °° —— Bl i
£ / @ ——B-II2
= 15 = ® — BI3 -
= %
10 o MSES B-II-1}-
5 o MSESB-I-2|
o  MSES B-II-3
O T T T T T T T } } } 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

a [mm]

Rys. 5.8 — Wyniki pomiaréw i obliczen belek serii B-11
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30
/
25 - —
/ ® — B
20 =

== o —— B2
15 - /9 —— B3
. / o MSES B-III-1
o MSES B-II-2
5

o  MSES B-II-3

M [KNm]

a [mm]

Rys. 5.9 — Wyniki pomiarow i obliczen belek serii B-111

60 -
50 e —
/,;/ @ —BIVI

40
v ——BIV=2
(o 3]
30 / ——B-IV-3
” ) o MSES B-IV-1

% o MSES B-IV-2
10

o MSES B-IV-3

M [kNm]

0 T T T T T T T
0 2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20 22

a [mm]
Rys. 5.10 — Wyniki pomiaréw i obliczen belek serii B-IV

Uzyskano duza zgodno§¢ wynikoéw, szczegdlnie w zakresie do 50 % zaawansowania
obciazenia w przypadku belek stabo zbrojonych oraz do 30 % w przypadku belek silnie
zbrojonych. Wyniki spoza tego zakresu charakteryzuja si¢ wigkszymi roznicami, siggajacymi
nawet 30 %. Fakt ten mozna tlumaczy¢ tym, ze w obliczeniach uwzgledniono kazda,
zaobserwowana makroskopowo rysg. Rysy powstate w wyzszych krokach obcigzenia nie
maja tak duzej glebokosci jak te, ktore powstaly w poczatkowych krokach. W modelu
pokazanym na rysunku 5.6 zaklada si¢ natomiast, ze kazda rysa si¢ga osi obojetnej belki.
Zdaniem autora wlasnie w tym mozna upatrywac przeszacowania ugi¢¢ w prezentowanej
metodzie obliczeniowe;.

Wyniki obliczen potwierdzity przydatno$¢ prezentowanej metody do obliczania ugigé
zarysowanych belek zelbetowych. Roznice migdzy rezultatami eksperymentu, a analizami

numerycznymi nie sa znaczne. Tym bardziej, ze w pracy [24], dotyczace] obliczania ugiec
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belek zelbetowych wykazano, ze ugigcia obliczone r6znymi metodami roznia si¢ nawet

przeszto o 50 % (np. metoda Swaina oraz podana w normie ACI).

5.2.5. Dynamiczna podatnos¢ rotacyjna wynikajaca z rysy

Przeprowadzone badania eksperymentalne wykazaly, ze predyspozycje statyczne
konstrukcji (ugigcia) sa inne niz dynamiczne (czgstotliwo$ci wiasne), co pokazano na
wykresach (rys. 4.94, 4.95). Mozna si¢ zatem spodziewal, ze podatno$¢ dynamiczna rysy
bedzie inna (mniejsza) niz proponowana zalezno$cia (5.24). Wyniki eksperymentu
wykorzystano do skalowania modelu numerycznego. W obliczeniach zastosowano
wspotczynnik . Podatno$¢ dynamiczna rysy wyraza si¢ zatem wzorem:

dclz = ad ’ dcr H (525)

gdzie: oy — wspotczynnik przejscia ze statycznej na dynamiczng podatnosc rysy,

d. — podatnos¢ obrotowa rysy wedtug zaleznosci (5.24).

Parametr ¢, skalowano iteracyjnie tak, aby zminimalizowa¢ btad migdzy czgstotliwoscia

pomierzona, a obliczona. W obliczeniach przyjeto nastgpujace zalozenia:

- do okreslenia czgstotliwo$ci wilasnych dla kazdego z krokow iteracji przyjgto
dynamiczny modut Younga betonu Ep (obliczony na podstawie czgstotliwosci belki
debiutujacej), w przypadku braku danych (belki B-I-3 oraz B-II-1) przyjeto modut
Younga E., z proby osiowego $ciskania walcow betonowych (jak wykazano w punkcie
4.6 roznice migdzy Ep 1 E., dla belek stabo zbrojonych nie byty znaczne),

- do okreslenia charakterystyk belki w fazie I i II (miedzy innymi M,,) przyjeto modut
Younga E,,

- skalowanie parametru o, przeprowadzono pod katem podstawowej czgstotliwosci
wlasnej, zalozenie to uproscito obliczenia, nie wprowadzajac znacznych btedoéw
(najwigkszym btedem wzglednym obarczone byly szdste czestotliwosci wilasne
1 wynosit on okoto 10 %).

Skalowanie iteracyjne, jakim si¢ postuzono, polegalo na obliczeniu podstawowej

czestotliwo$ci wlasnej belki zarysowanej dla wielu wartosci «y z zadanego przedzialu

i wybraniu tej, dla ktérej btad wzgledny byt najmniejszy. W wyniku otrzymywano takze

wykresy, ilustrujace wzgledna réznice migdzy czestotliwoscia pomierzona, a obliczona.
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Przyktadowy wykres dla belki B-1-1 pokazano na rysunku 5.11.

4+ \
\ —10,02kN

3 —— 15,05KN
s, —2001kN
S 2
£ 25,02 kN
N
° — — 3011KN

1 ¥ 7*

SN
. \Q/ \04{} e [_]
01 011 012 013 014 015 016 017 018 019 02

Rys. 5.11 — Wzgledna roéznica w zalezno$ci od parametru ¢ dla poszczego6lnych krokoéw obciazenia

Przyktadowy wydruk z programu obliczeniowego zamieszczono w zataczniku Z-2. Wyniki
dla wszystkich belek zestawiono w tabelach 5.2 — 5.5.
Tabela 5.2 — Parametry oy belek serii B-I
B-1-1 B-1-2 B-1-3
P M/MR oy P M/MR oy P M/MR oy
[kN] [-] [-] [kN] [-] [-] [kN] [-] [-]
10,02 0,29 0,192 10,48 0,28 0,211 15,00 0,43 0,118
15,05 0,43 0,186 11,99 0,32 0,258 19,92 0,57 0,104
20,01 0,57 0,157 15,02 0,40 0,176 24,91 0,71 0,101
25,02 0,71 0,147 20,07 0,53 0,121 29,98 0,86 0,0926
30,11 0,86 0,133 25,06 0,66 0,116 - - -
- - - 30,16 0,80 0,103 - - -
Tabela 5.3 — Parametry ¢, belek serii B-11
B-1I-1 B-1I-2 B-11-3
P M/My a P M/My a P M/My a
[kN] [-] [-] [kN] [-] [-] [kN] [-] [-]
9,04 0,26 0,0163 7,04 0,19 0,286 8,44 0,23 0,372
15,04 0,43 0,115 14,84 0,40 0,167 14,99 0,42 0,177
20,03 0,57 0,106 19,94 0,54 0,134 20,08 0,56 0,144
24,92 0,72 0,0953 24,97 0,67 0,126 24,95 0,69 0,125
29,85 0,86 0,086 30,05 0,81 0,115 29,85 0,83 0,118
Tabela 5.4 — Parametry oy belek serii B-111
B-III-1 B-11I-2 B-111-3
P MMy a P MMy o P MMy a
[kN] [-] [-] [kN] [-] [-] [kN] [-] [-]
9,50 0,28 0,361 9,49 0,26 0,183 8,02 0,23 0,426
14,89 0,43 0,146 14,94 0,40 0,132 14,95 0,42 0,169
19,91 0,58 0,124 19,92 0,54 0,118 20,09 0,57 0,137
24,90 0,72 0,117 24,93 0,68 0,110 24,94 0,71 0,123
29,97 0,87 0,110 29,98 0,81 0,108 30,00 0,85 0,116
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Tabela 5.5 — Parametry o, belek serii B-1V

B-IV-1 B-1V-2 B-1V-3
P M/My a P M/My a P M/My a
[kN] [-] [-] [kN] [-] [-] [kN] [-] [-]
9,98 0,14 0,307 10,05 0,14 0,183 10,01 0,14 0,195
15,04 0,21 0,179 15,06 0,21 0,118 15,12 0,21 0,130
20,01 0,28 0,138 20,12 0,29 0,123 20,05 0,28 0,107
30,00 0,42 0,0837 30,25 0,43 0,0900 30,00 0,42 0,0833
45,36 0,63 0,0670 45,59 0,65 0,0756 45,76 0,65 0,0726
60,44 0,84 0,0787 60,22 0,85 0,0912 60,31 0,85 0,0797
Wyniki zestawiono dla wszystkich belek na wykresie (rys. 5.12).
aaq [
0,5
(o]
04
° o
o BI
0,3 o o B-II
o o B-II
o X B-IV
0,2 b ;2 % ° o eog
[¢) 00 o
0,1 R ><§ ‘o % :,? 9% %0 ®° o'
X K <2
(o]
0 T T T T T 1 M/MR [‘]
0 0,1 02 03 0,4 05 0,6 0,7 038 09 1

Rys. 5.12 — Parametr o; w funkcji zaawansowania obciazenia

Przeprowadzone analizy wykazaty, ze podatno$¢ dynamiczna rysy jest mniejsza niz statyczna.
Nie jest stala w calej dziedzinie obciazenia, a spada z r6zna intensywnos$cia. Najwigkszy
spadek towarzyszy procesowi rozwoju rys w przedziale do 0,4 Mz. Powyzej tej granicy
warto$ci wspolczynnika «, stabilizuja sig. Ponadto mozna zauwazy¢, ze belkom silnie
zbrojonym odpowiadaja mniejsze ich wartosci niz w przypadku belek stabo zbrojonych.

W dalszej czg$ci pracy zaproponowano zaleznosci, stuzace obliczaniu wspotczynnika
g dla dowolnego przypadku. Materiat badawczy, jakim dysponowano, nakazywat
uzaleznienie wspotczynnika od stopnia zbrojenia oraz poziomu zaawansowania obcigzenia.
W tym celu przetestowano sze$¢ nieliniowych funkcji, ktorych charakter zblizony jest do
wynikéw doswiadczenia. Funkcje zawieraty od 1 do 3 parametrow. Wyniki analiz zestawiono
w tablicy 5.6. Oprocz zalezno$ci ogolnej podano wzgledna réznice migdzy warto$ciami

obliczonymi, a wynikami eksperymentu. Wyniki pokazano dla kazdej serii belek osobno oraz
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dla poszczegolnych stopni zbrojenia.

Tablica 5.6 — Funkcje opisujace parametr o,

Wzgledna roznica [%]
Funkcja B-I, B-11, B-III B-IV
] B-I B-II B-III 065% | p=138%

e P* 0,46 1,03 0,48 0,67 0,42
a-e’* 0,09 0,53 0,36 0,33 0,16

a-y P 0,10 0,57 0,39 - 0,17
a+x” 0,09 0,51 0,35 0,32 0,13
Cot(a-x")+y 0,09 0,56 0,38 0,33 0,14
a+e’* 0,10 0,55 0,46 0,36 0,20

e — liczba Eulera

a, f, y— parametry
X = M/MR

Wybrano model charakteryzujacy si¢ najmniejszym bledem i1 w dalszych analizach
ograniczono si¢ do niego. Warto$ci parametréw « oraz [ zestawiono w tabeli 5.7. Wydruk
z programu obliczeniowego, skalujacego parametry dla wybranego modelu zamieszczono

w zataczniku Z-3.

Tabela 5.7 — Parametry przyjetego modelu

B-I, B-II, B-III B-IV

Parametr B-1 B-I1 B-III =065 % p=138%
a -0,916 -0,926 -0,947 -0,929 -0,958
p 0,0941 0,0955 0,157 0,116 0,0732

Ze wzgledu na niewielka roznice migdzy parametrem « dla belek stabo 1 silnie zbrojonych do
dalszych obliczen postanowiono go usredni¢. Ponadto przyjeto liniowa zmienno$¢ parametru

L w funkcji stopnia zbrojenia wedtug zaleznosci (5.26):

B=-0]154+5823-p. (5.26)

Ostatecznie wzor, pozwalajaca obliczy¢ wspotczynnik e jest postaci (5.27):

a, =-0,944 + (%R

Na rysunku 5.13 pokazano wykres parametru ¢, obliczony na podstawie zaleznosci (5.27)

(5.27)

j0,154+5,823p

w zestawieniu z wynikami eksperymentu. Rysunek 5.14 zawiera natomiast nomogram

parametru dla wybranych stopni zbrojenia.
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Rys. 5.13 — Parametr o, z pomiardw oraz obliczen w funkcji zaawansowania obciazenia
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Rys. 5.14 — Nomogram parametru ¢, dla wybranych stopni zbrojenia

Na podstawie wykresow (rys. 5.13 oraz 5.14) mozna zauwazy¢, ze im wigkszy stopien
zbrojenia tym mniejsza jest dynamiczna podatno$¢ rotacyjna wynikajaca z rysy w stosunku
do podatnosci statycznej. Roznice te sa szczegodlnie widoczne przy niskim poziomie
obciazenia elementu. Dla wyzszych stopni zaawansowania obciazenia rdznice te zmniejszaja
si¢, a dla obciazenia zblizonego do niszczacego parametr ¢y jest staty (niezalezny od stopnia
zbrojenia). Celem uzupelnienia analiz pokazano wykres parametru o w trojwymiarowym

uktadzie wspotrzednych (rys. 5.15), gdzie:

a, =ad(p,%Rj. (5.28)
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Rys. 5.15 — Parametr o; w funkcji stopnia zbrojenia i zaawansowania obcigzenia

Wartym rozwazenia jest zastosowanie stalego parametru a, szczego6lnie w zakresie
zaawansowania obcigzenia powyzej 30 %. W tym celu obliczono warto$ci srednie z wynikow

doswiadczenia. Wyniosty one odpowiednio:
a,=0,131 dla p=10,65 % (5.29a)
a, =0,905 dla p=1,38 % (5.29b)
Przyjecie liniowej zalezno$ci od stopnia zbrojenia pozwala zapisa¢ wyrazenie na $redni
wspotczynnik w postaci:

@, =—-5489p+0,166. (5.30)

5.3. Uproszczona metoda sztywnoS$ci dynamicznej

Przeprowadzone badania laboratoryjne pozwolity dodatkowo okresli¢ zalezno$¢ na
zastgpceza sztywnos$¢ dynamiczng zarysowanej belki zelbetowej. Jako punkt wyjscia rozwazan
przyjeto wzor (2.21) proponowany przez norm¢ [N3]. Wzbogacono go o dwa parametry

ap oraz [, co prowadzi do nastepujacej postaci dla fazy I (5.31a) oraz II (5.31b):

B, =a,E.I,, (5.31a)
n_ azE.q,
? _l—ﬂﬂ AR A (5.31b)
1772 M 11

gdzie: ap— wspolczynnik przejscia ze statycznego na dynamiczny modut Younga betonu,
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Ps — wspOlczynnik uwzgledniajacy intensywno$¢ spadku sztywnos$ci, zwiazanego
z przeciagzaniem elementu,

EC, ﬂ], ﬁg, I[ ) I[[—jak WE WZO0rze (221)

Wspotezynnik ap przyjeto na podstawie badan laboratoryjnych (wedtug punktu 4.6). Wyniost

on odpowiednio:

a, ~1,000 dla p= 0,65 %, (5.32a)
a, =0,777 dla p= 1,38 %. (5.32b)

Parametr fz wyskalowano na podstawie wynikow pomiarow laboratoryjnych. Skalowanie
przeprowadzono dla rezultatow zarejestrowanych po przekroczeniu momentu rysujacego,
z pomini¢ciem pomiard6w przeprowadzonych po zniszczeniu belki. Uzyskano nastgpujace

wartoS$ci:

B, =0,525 dla p=0,65% (5.33a)

B,=0362 dla p=138% (5.33b)

Na rysunkach 5.16 oraz 5.17 zestawiono wyniki pomiardw oraz wykresy sztywnos$ci
dynamicznej i statycznej. Sztywno$¢ dynamiczna obliczono na podstawie zaleznosci (5.31)
przy zalozeniach (5.32) oraz (5.33). Sztywno$¢ statyczna natomiast na podstawie wzorow
(2.20) oraz (2.21), zaczerpnigtych z normy [N3]. Pokazanie jej na wykresach ma charakter

jedynie informacyjny i pozwala zweryfikowa¢ poprawnos$¢ pomierzonych ugig¢.

O  sztywnos$¢ statyczna z
pomiaru

o  sztywno$¢ dynamiczna

Z pomiaru

sztywno§$¢ statyczna

wg (2.21)

sztywno$¢édynamiczna

wg (5.31)

— — — —sztywnos$¢ dynamiczna
wg (2.19)

D W R N 0 O

—_
|

o

T T T T T \M/MR [_]
0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

o

Rys. 5.16 — Sztywnosci belek stabo zbrojonych
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L)
6 —e e —————— — o sztywno$¢ statyczna z
o—¢ M pomiaru
NE5 . A\ & o ‘%\\C’L o o  sztywno$¢ dynamiczna
Z 4 o z pomiaru
2 o Kg) g sztywno$¢ statyczna
Q3 o0 g‘;‘ % — wg (2.21)
o sztywnos$¢ dynamiczna)
2 8 wg (5.31)
. — — — —sztywno$¢ dynamiczna
wg (2.19)
0 ‘ ‘ ‘ ‘ " M/Mpg [-]

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Rys. 5.16 — Sztywnosci belek silnie zbrojonych

Na wykresach pokazano ponadto sztywno$¢ (linia przerywana), jaka zaleca przyjmowac do
obliczen norma [N2]. Jest to sztywno$¢ catkowitego przekroju betonowego, bez
uwzglednienia zbrojenia. Bedzie zatem stata w calym zakresie pracy elementu i niezalezna od
stopnia zbrojenia.

Na podstawie przeprowadzonych badan mozna wnioskowac, ze krytykowana w pracy
[61] propozycja normy [N2] nie moze by¢ arbitralnie odrzucona. Skorzystanie z niej jest
warte rozwazenia, szczegOlnie w niektorych zakresach obciazenia. Ponadto jest blizsza
rzeczywisto$ci w zagadnieniach dynamicznych niz zaleznos¢ (2.21).

Celem uogolnienia okreslono zalezno$¢ pozwalajaca obliczy¢ parametr Sz dla
dowolnego stopnia zbrojenia. Podobnie jak w przypadku wspotczynnika S zatozono liniowa

zmienno$¢. Ostatecznie prowadzi to do wzoru:

By =-2,22p+0,0669. (5.34)

Na podstawie posiadanego materiatu badawczego trudno jest zaproponowaé podobne
uogdlnienie dla parametru ap. Tym bardziej, Ze dynamiczny modul Younga betonu zalezny
jest nie tylko od stopnia zbrojenia, ale takze od sktadu mieszanki betonowej. Ponadto
sprzezony jest z wytrzymato$cia na S$ciskanie, czego dowiedziono m. in. w pracy [18].
Whniosek jaki mozna wyciagna¢ z przeprowadzonych badan dotyczy jedynie przedziatu,
w jakim zawiera si¢ parametr «ap. Dla nizszych stopni zbrojenia mozna przyjaé

w przyblizeniu, ze jest rowny 1,0. W przypadku belek silnie zbrojonych wynidst on 0,777.
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5.4. Przyklad obliczeniowy

Elementem zamykajacym rozdziat 5 jest praktyczna realizacja proponowanej metody.

Analizie poddano belke jak na rysunku 5.17.

Konstrukcja elementu

Beton C25/30 AA
Stal BS00SP —
2410— A| —2#10
- _[_ 7
2N
+ =]
=40 4 A g%
6000
| } = T
= p=112%
Schemat dynamiczny 250
P =Py sin(pt)
m =500 kg/m

M = 10000k
3000 l, 3000

6000

Rys. 5.17 — Belka w analizowanym przyktadzie

Wilasciwo$ci materiatow i ich oznaczenia przyjeto na podstawie normy [N3]:

- obliczeniowa wytrzymalo$¢ betonu na $ciskanie f.; = 16,7 MPa,

- srednia wytrzymato$¢ betonu na rozciaganie f.., = 2,6 MPa,

- modul Younga betonu E,,, = 31 GPa,

- obliczeniowa granica plastycznosci stali zbrojeniowej £, = 420 MPa,
- modul Younga stali zbrojeniowej E; = 200 GPa.

Na belke dziata obciazenie dynamiczne P = P(f) z nastepujacymi parametrami:

- amplituda sity wymuszajacej Py = 2000 N,
- czestos¢ katowa wymuszenia p = 35 rad/s.

Pozostate charakterystyki belki sa jak ponizej:

- dynamiczny modut Younga betonu Ep = 27,9 GPa (przyjeto, ze Ep = 0,90 E.,)),
- statyczny moment zginajacy Ms= 172,5 kNm,

- no$nos¢ gigtna elementu My = 209,04 kNm,

- moment bezwladnosci w fazie I ; = 0,00295621 m®,

- sztywno$¢ gietna elementu w fazie I EI; = 91642 kNm?,

- moment rysujacy M., = 32,10 kNm,

- wysokos¢ strefy Sciskanej w fazie I1 x; = 0,139 m,

- $redni rozstaw rys (obliczony wg [N3]) s, = 0,098 m.
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Przyjeto, ze pierwsza rysa powstanie w $rodku rozpigtosci belki, w miejscu wystapienia
maksymalnego momentu zginajacego. Pozostatle pojawia si¢ symetrycznie w rozstawach
Sm = 0,098 m. Obraz rys w belce z wykresem momentow pokazano na rysunku 5.18.

u 1
L PR

1l 50 x 98 |
" (liczba rys ner = 51) ’ ‘

4994

Rys. 5.18 — Wykres momentow statycznych i lokalizacja rys w analizowanej belce

Wyznaczono czgstotliwosci wlasne belki debiutujacej fz» oraz zarysowanej po obciazeniu
statycznym f,,.. W obu przypadkach przyjeto mase jako réwnomiernie roziozona oraz

skupiona w srodku rozpigtosci. Wyniki pokazano ponizej (5.34):

fier = 16,36; 69,46; 113,28; 262,09...}, (5.34a)
Fone = 15,83; 64,42; 105,16; 244,70...}. (5.34b)

Widoczny jest spadek czg¢stotliwosci zwiazany z degradacja sztywnosci gigtnej elementu. Dla
pierwszej formy wtasnej wynosi przeszio 8 %.

Dodatkowo obliczono czgstotliwosci wlasne uproszczona metoda sztywnosci
dynamicznej (wedlug 5.31b) oraz na podstawie normy [N2] (uwzgledniajac catkowity

przekrdj betonowy bez zbrojenia). Wyniki zestawiono ponizej (5.35):

vesp = 15,69; 62,09; 101,26; 234,27...}, (5.35a)
Fovenzy = 16,30; 68,72; 112,07; 259,29...}. (5.35b)

Obie metody proponowane w pracy daly zblizone wyniki (5.34b oraz 5.35a). Propozycja
normy data wyniki bliskie wynikom dla belki debiutujacej (5.34a oraz 5.35b). Widaé zatem,
ze w rozpatrywanym przypadku skorzystanie ze wzoru normowego prowadzi¢ moze do
btedow. W dalszej czgsci obliczen ograniczono si¢ do metody opartej na dyskretnym modelu
rysy.

W réwnaniu ruchu rozpatrywanego zagadnienia uwzglgdniono tlumienie.

Wykorzystano sztywnos$ciowo-bezwladnosciowy model ttumienia. Macierz ttumienia C jest
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zatem liniowa kombinacja macierzy sztywnosci K oraz bezwladnosci M i1 wyraza sig

wzorem (5.35):
C=u-M+x-K (5.35)

Do obliczenia wspotczynnikow u oraz x wykorzystano propozycj¢ zawarta w pracy [25].

Zaleznosci pozwalajace je obliczy¢ sa postaci (5.36), (5.37):

aa ) f;) — ab ) fa
u=4r ,

Jo _Ja (5.36)

fa fb

la,-f,—a,-
K=—= fz ‘;f", (5.37)

Tty —Ja
gdzie: o, o — liczby tlumienia odpowiadajace dwom kolejnym formom wiasnym,

w rozpatrywanym przypadku przyjeto takie samo ttumienie dla obu form — 0,01,

fa, o — dwie kolejne czgstotliwosci wiasne, w przyktadzie przyjeto, ze 1, = 11, f» = f>.

Roéwnanie ruchu rozwigzano metoda catkowania numerycznego. Ograniczono si¢ do
przedziatu czasu ¢ € [0, 7 s]. Wyniki obliczen zestawiono na wykresach (rys. 5.20 — 5.22).
Rysunki 5.20 oraz 5.21 dotycza uogo6lnionych przemieszczen dla wybranych wspotrzednych

uogolnionych zgodnie z numeracja (rys. 5.19).

|
q3 qs qs9 961 | O qss
|

AL —960 l\%z

3000 |
I 7

Rys. 5.19 — Numeracja wspotrzednych uogolnionych

przemieszczenie [mm ]

2,

T
R =

Rys. 5.20 — Przemieszczenie wybranych mas
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kat obrotu [rad]
0.0015

0.0010

nll.l.“,“,“ ....... Ul - -
umuuuuuumuuuu

—0.0010

—0.0015 -
Rys. 5.21 — Obro6t wybranych mas

Prezentowana metoda pozwala obliczy¢ wektor sil przekrojowych S na podstawie
zaleznosci (5.38).

S=k-r, (5.38)
gdzie: k — diagonalna macierz sztywnosci wigzi wedtug (5.3),

r — wektor dyslokacji wzglednych wedtug (5.5).

Wektor sil przekrojowych zawiera wartosci momentéw zginajacych oraz sil tnacych.

Wynosza one odpowiednio:

Mdyn,i = _Si b (539)
Vi =S5 (5.40)

przy czym i odpowiada uogolnionej wspotrzednej rotacyjnej (w przyktadzie i = 1,2, 4,...,118,
120, 122), aj translacyjnej (w przyktadzie j =3, 5, 7,..., 117, 119, 121).

Na rysunku 5.22 pokazano wykres momentu dynamicznego w S$rodku rozpigtosci
w analizowanym przypadku.

nonent dynamiczny [Nm]
15000

B
etk LR

—15000 -
Rys. 5.22 — Moment dynamiczny w $rodku rozpigtosci

Wydruk z programu obliczeniowego zamieszczono w zataczniku Z-4.
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W zaprezentowanym przyktadzie nie uwzgledniono wplywu zmeczenia betonu 1 stali.
Nalezy zaznaczyé, ze w przypadku prognozowanej duzej liczby cykli (N > 5 x 10°)
nalezaloby przeprowadzi¢ dodatkowo analiz¢ zmeczeniowa. Syntetyczny opis tego typu
analiz wraz z przegladem metod obliczeniowych zamieszczono m. in. w pracach [10, 13].

W obliczeniach pominigto efekty zwiazane z przyrostem rozwarto$ci rys oraz rozwojem
strefy zarysowania pod obciazeniem wibracyjnym. Procesy te stabilizuja si¢ jednak w czasie
1 nie sg znaczne dla wysokich wspotczynnikow asymetrii cyklu, co wykazano w pracach [38,
39]. Mozna je zatem uwzgledni¢ poprzez sformulowanie macierzy sztywnosci dla

prognozowanego stanu konstrukcji.
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6. Whioski koncowe

W niniejszej pracy zrelacjonowano badania do§wiadczalne wptywu historii obciazenia
na drgania wlasne belek zelbetowych. Pierwszym z celow bylo okreslenie charakteru spadku
czestotliwosci wlasnych w zaleznosci od stopnia zawansowania obciazenia. Przeprowadzone
eksperymenty wykazaly, Ze przecigzaniu elementu towarzysza zmiany podstawowych
parametréw dynamicznych (czgstotliwosci wiasnych oraz tlumienia). W przypadku
czestotliwosci wilasnych zaobserwowano ich spadek w miar¢ zwigkszania obcigzenia.
Obnizanie si¢ czestotliwosci, wynikajace z degradacji sztywno$ci nie jest wnioskiem
odkrywczym w sensie jakosciowym. Spadek sztywno$ci zwiazany z obciazaniem elementu

jest bowiem jednym z podstawowych prawidet teorii Zelbetu.

Whioski dotyczace tezy 1

Przeprowadzone doswiadczenia wykazaly, ze wzgledny spadek czgstotliwosci
(w stosunku do belki debiutujacej) jest r6zny dla poszczegodlnych form wlasnych. Im wyzsza
forma tym wzgledny spadek jest mniejszy. W badaniach zaobserwowano t¢ prawidtowos¢ dla
wszystkich mierzonych czgstotliwosci, we wszystkich badanych belkach. Ponadto
zauwazono, ze czgstotliwo$ci przeciazanej belki spadaja intensywniej, bo o 7 — 18 %
(w zalezno$ci od numeru formy) w przypadku belek stabo zbrojonych. W przypadku belek
silnie zbrojonych zarejestrowany spadek wynosit natomiast 6 — 9 %. Przy czym wytaczono
z pordbwnania warto$ci zarejestrowane po zniszczeniu belek. PowyzZsze spostrzezenia

potwierdzaja pierwsza tez¢ badawcza niniejszej pracy.

Whioski dotyczace tezy 2

Druga z tez dotyczyta wptywu morfologii rys na podstawowe parametry dynamiczne
zarysowanych belek zelbetowych. Pod katem jej weryfikacji zaprojektowano 1 przebadano
belki serii B-1, B-II oraz B-III. Do§wiadczenia pozwolily stwierdzi¢, ze rozna liczba i rozstaw
rys nie znajduje odbicia w czgstotliwosciach wiasnych 1 tlumieniu. Nie zaobserwowano
znaczacych roznic, ktore wskazywalyby na podioze tkwiace w morfologii rys. Potwierdza to
druga z postawionych tez. Spadek czgstotliwosci oraz zmiang liczby ttumienia mozna zatem
uzalezni¢ od globalnego stopnia zaawansowania obciazenia. W ewentualnych dalszych
badaniach nalezaloby rozwazy¢ zastosowanie $rodkow technicznych inicjujacych rysy
jedynie w zatozonych miejscach. Pozwala to w peini kontrolowaé proces zarysowania.
Podejscie to moze jednak budzi¢ kontrowersje, jest bowiem sztuczna ingerencja w warunki

pracy elementu.
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Whioski dotyczace tezy 3

Trzecia teza zostala potwierdzona w czgéci pracy dotyczacej analiz numerycznych.
Pierwsze serie przeprowadzonych obliczen wykazaly przydatno$s¢ metody sztywnych
elementow skonczonych do obliczen statycznych belek zelbetowych zuwzglednieniem
dyskretnego modelu rysy. Wiedzac, ze predyspozycje statyczne belek zelbetowych sa inne niz
dynamiczne (czego dowiedziono w czg$ci do§wiadczalnej), nalezato zatozy¢, ze podatnosé
statyczna rysy bedzie inna niz dynamiczna. W punkcie 5.2.5 wyprowadzono zalezno$¢ na
wspotczynnik empiryczny oy wiazacy obie podatno$ci. Powyzej pewnego poziomu
obciazenia wspotczynnik stabilizuje sie. W zwiazku z czym zaproponowano wersje
uproszczona, polegajaca na przyjgciu stalego wspotczynnika a; od poziomu obcigzenia
okoto 30 %. Metoda sztywnych elementow skoficzonych z zaproponowanymi modyfikacjami

moze by¢ wykorzystana do obliczen dynamicznych zarysowanych belek zelbetowych.

Pozostate wnioski z badah

Dalsze wnioski nie wiaza si¢ bezposrednio z tezami niniejszej pracy i maja charakter
podsumowania. W badaniach stwierdzono, ze sztywno$¢ efektywna elementu (okreslona na
podstawie ugie¢) spada intensywniej w dziedzinie obcigzenia niz sztywno$¢ dynamiczna
(okre$lona na podstawie podstawowej czgstotliwosci wiasnej). W przypadku belek stabo
zbrojonych (p = 0,65 %) w fazie I obie sztywnos$ci byly zblizone. Rozbieznosci migdzy nimi
mialy swoj poczatek po przekroczeniu wartosci momentu rysujacego i w koncowej fazie
sieggaty 60 %. Innym zachowaniem charakteryzowaty si¢ belki silnie zbrojone (o = 1,38 %).
W fazie I sztywno$¢ statyczna byla wigksza o okolo 20 %. Probg wyjasnienia genezy tej
roéznicy podjeto juz w punkcie 4.6. Po zarysowaniu spadek sztywno$ci dynamicznej nie byt
tak intensywny jak statycznej. Dla wartosci momentu zblizonej do niszczacego sztywno$¢
statyczna byla o okolo 40 % nizsza. Poréwnanie belek silnie i stabo zbrojonych wykazato, ze
w przypadku tych pierwszych sztywno$¢ dynamiczna spada znaczniej, bo o przeszio 35 %.
Podczas gdy spadek w przypadku belek silnie zbrojonych wynidst niewiele ponad 20 %.

Wyniki pomiaréw ttumienia potwierdzity dotychczasowy stan wiedzy w tej dziedzinie,
a ponizsze spostrzezenia, wynikajace ze stosunkowo nowoczesnej metody badan, moga
rozszerzy¢ aktualny stan wiedzy w tym temacie. W przypadku belek stabo zbrojonych
wiasciwosci thumiace rosna w poczatkowym zakresie pracy elementu i z konicem procesu
Znacznego przyrostu rys stabilizujq si¢ 1 pozostaja stale do zniszczenia. Liczba thumienia w
belkach silnie zbrojonych wzrastata w poczatkowym przedziale obciazenia. Po osiagnigciu

warto$ci maksymalnej spadata do pewnej wartosci stabilnej, az do zniszczenia. Pierwsze
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spostrzezenie jakie si¢ nasuwa nakazuje odrzuci¢ pojgcie statej materiatowej] w przypadku
tlhumienia w zarysowanych belkach zelbetowych. Warto jednak zauwazy¢, ze wszystkie
elementy badawcze (tak stabo jak i silnie zbrojone) wykazaly stabilng warto$¢ liczby
tlhumienia juz po przekroczeniu zaawansowania obcigzenia 50 %. Zwazywszy na to, ze
ekonomicznie zaprojektowane elementy powinny charakteryzowaé¢ si¢ wytezeniem
z przedzialu 50 — 100 % mozna dopusci¢ state tlumienie w pewnych zakresach pracy
elementu.

W zwiazku z tym, Ze najpopularniejszym podejSciem do obliczen dynamicznych
konstrukcji zelbetowych, prezentowanym w dostgpnej literaturze, jest metoda opierajaca si¢
na zastgpczej sztywnosci dynamicznej, zaproponowano modyfikacj¢ zaleznosci na sztywnos¢
dynamiczna belki zelbetowej w fazie I i II. Modyfikacja dotyczy wzoréw na sztywnos¢
efektywna, proponowanych przez normg [N3].

Rozdziat dotyczacy analiz numerycznych zamknigto przyktadem, w ktorym poréwnano
wybrane metody obliczen. Obie zaproponowane w pracy daty zblizone wyniki. Pewna r6znica
charakteryzowaly si¢ wyniki obliczone wedlug normy do projektowania konstrukcji
wsporczych pod maszyny [N2]. Wedlug autora stosowanie jej jest i tak bardziej zasadne niz
zaczerpnigcie wzorow na sztywno$¢ efektywna belki, proponowanych przez normg do
projektowania konstrukcji zelbetowych [N3] bez modyfikacji. Postgpowanie takie zalecono

w pracy [61].

Kierunek dalszych badan

Wysuwajac postulaty pod adresem dalszych badan, w pierwszej kolejnosci nalezatoby
si¢ skoncentrowa¢ na eksperymentalnej analizie modalnej w odniesieniu do belek
debiutujacych. Przeprowadzone badania wykazaly roznice w wartosciach modutu Younga
betonu okre$lonego w probie statycznego $ciskania probki walcowej oraz na podstawie
czestotliwosci wlasnej elementu bez rys. Material badawczy (wynikajacy z bezposrednich
celéw niniejszej pracy) nie pozwolil na cato$ciowe rozwiazanie tego zagadnienia. Pozadane
byloby przeprowadzenie serii eksperymentow na elementach o réznym stopniu zbrojenia,
wykonanych z betonéw roznych klas.

W zrealizowanych badaniach ograniczono si¢ do zagadnienia wlasnego elementow
obciazonych wytacznie cigzarem wlasnym. Trwale dociazanie belki powodowaloby wigkszy
spadek czestotliwosci wiasnych, wynikajacy nie tylko z degradacji sztywnosci, ale takze ze
zwigkszania bezwladno$ci ustroju. To z kolei utrudnitoby budowe¢ modelu numerycznego.

W dalszych badaniach wskazane bylyby jednak kontrolne do$wiadczenia z wykorzystaniem

-135-



DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ROZDZIAL VI

mas balastowych. Wyniki przyczynilyby si¢ do dodatkowej weryfikacji proponowanej
metody obliczeniowe;.

W dalszej perspektywie nalezatoby przeprowadzi¢ préby drgan swobodnych oraz
wymuszonych, co pozwoliloby dobra¢ optymalny wariant tlumienia oraz ostatecznie

zweryfikowaé metodg.
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Zalacznik Z-1

Wydruk z programu do obliczania ugieé
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al

a2

ol

Pr

"Dane materialowe™;
Clear ["Global x"];
Esl = 202000000,
Es2 = 202000000,

fy = 563 000;

Ec = 311100007

Esl
al = — // N;
Ec

Es2
a2 = /7 N;
Ec

fet = 3800
Print["al = ", al]
Print["a2 = ", a2]

6.49309

6.49309

"Geometria elementu”;

b=0.154;
h=0.258;
¢l =0.015;
¢l =0.012;
$2 =0.012;
¢$s = 0.004;
hs =0.22;

Asl =2.26 x107%;
As2 =2.26x107%;
#1

al =cl + ¢s + =7

2
a2 =h-c¢l-hs+¢s+ —;
2
d=h-al;
Asl
el = ;
bxd
leff = 3.00;
Print["pl = ", p1 100, " %"]

0.629842 %

"Sita niszczaca':

o1 $2
Mr =2Asl+xfy* |lhs-2¢8s - — - —
2 2
Mr + 4
Pr = ;
leff
Print["™r = ", Mr, " kNm"];
Print["Pr = ", Pr, " kN"];

25.4476 kNm

33.9301 kn
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"Charakterystyki przekroju w fazie I";
Ac=bsh+al xAsl+a2 xAs2;

h
Sc=bxh+*—+al+x2sl* (h-al) +a2 x«As2 xa2;
2

Sc
Xl = =—;
Ac
b h? h 2 . .
I1 = +bxh* |—=-x1]| +al+Aslx (h-x1-al)®+a2+2As2 % (x1-a2)°;
12 2
EI1l =Ec+ I1;
I1
h-=x1
Mcr = Wl fet;
Mcr x 4
PCY = ——
leff
Print["x1 = ", x1, " m"];
Print["I1 = v, I1, " mi"];
Print ["EI1 = ", EIl, " k¥m’"
Print "Wl = ", Wi, " m’"
Print ["Mer = ", Mcr, " kNm"];
Print ["Per = ", Pcr, " kN"];

x1 = 0.129275 m
T1 = 0.000249786 m?
EI1 = 7770.84 kNm®

Wl = 0.00194046 m*

Mcr = 7.37376 kNm
Pcr = 9.83168 kN

"Dane kroku cobciazenia";
P=20.012;

ner = 16;

xcrl =0.782;

ler = 1.530;

"Charakterystyka rys";

lcr
SIrm = ——;
ner -1

CR = Table[0, {i, 1, ncr}, {j, 1, 4}]~
CR[[1, 1]] = Xcrl;
Do[CR[[i, 1]] =CR[[1, 1]] +srm=* (i-1), {i, 2, ncr}];

leff leff
M[x_] = 0.5 Px-Unitstep|[x - ]2 |x- ;
2 2

Do[CR[[i, 2]] = M[CR[[i, 1]]], {1, 1, ncr}];

Mcr

Do[CR[[i, 3] = Max[l.s—l.l* 0.2] JIN, (i, 1, ncr}];

CR[[i, 211"
Clear [x2] ;
%2 =%2 /. Solve|[b# 0.5 #x2° + a2 # As2 (%2 -a2) - al xAsl (h-al-x2) == 0, x2| [[2]];

CR[[i, 3]] * stm

Do[CR[[:i_,4]]= /I N, {:i_,l,ncr}];

Es1*1ooo*As1*h2*(1-£-i) (1-g2-2)
3 h h
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"Podziat na elementy";
srm
dle2 = If[sms 0.15, srm, —] ;
2

le2 = If [srm < 0.15, ner, 2ner -1];
lodcZ = le2 » dle2;

dle2
lodel = xerl -

p ;
lode3 = leff - lodcel - lodc2;
lel = Round[ ledel / dle2] ;

le3 = Round [lode3 / dle2] ;

lodcl
dlel = ;
lel
lodc3
dle3 = ;
le3
dle =

Join[Table[dlel, {i, 1, lel}], Table[dle2, {i, 1, le2}], Table[dle3, {i, 1, 1le3}]];
le = Length[dle];
Print ["Diugosci elementdéw [m]: ", dlel, ", ", dle2, ", ", dle3]
Pr:i_nt[“Wzgled:na réznica miedzy diugosciami elementdw: ",

Max[dle] -Min[dle]

*100, " 95"]
Max [dle]

Drugosci elementdw [m]: 0.104429, 0.102, 0.106167

Wzgledna réznica miedzy diugoSciami elementdw: 3.92465 %
"Dane wejsciowe";
n=2xle+2;
Ec = Ec # 10%;
"Macierz transformacji Ak";
Ak = Table[0, {i, 1, 2x1le}, {j, 1, n}]:
Do[{Ak[[i, 1]] =-1, ak[[i, 1+2]] =1}, {1, 1, 2x1e}];
i+l
dae[[F]]

Do[{Ak[[i+1,i]] - Ak[[i+1,1+2]] =-—2}, {i, 1, 2+1e, 2}];

2
Ak = Transpose[Ak] ; Ak = Delete[Ak, n]; Ak = Delete[Ak, 2] ; Ak = Transpose[Ak] ;
n=n-2;

"Macierz sztywnosci k w bazie lokalnej";
k =Table[0, {i, 1, 2x1le}, {j, 1, 2x1e}];

EcTI1
Do[k[[i, i]] = ————, {i, 1, 2x1e, 2}];
ate[[==]]
12 * Ec I1
Do[k[[i, il] = ————, {i, 2, 2x1e, 2}];
ate[[3]]

- 146 -



DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ZALACZNIK Z-1

"Wektor cobciazZenia;

i
xel = Join[{O} , Table[Zdle[[i] 1. (i, 1, :Le}]] ;
i=1
xelgraf = Table[0, {i, 1, le+ 1}, {3, 1, 2}]~;
Do[xelgraf[[i, 1]] =xel[[i]], {i, 1, le+1}];
Do[xelgraf[[i, 2]] =0, {i, 1, le+1}]~
ListPlot [xelgraf, PlotStyle » PointSize [0.02],
PlotLabel - "Podzial na elementy skohczone",
Axes -+ {True, False}, AxesLabel » {"x [m]", None}]
i=1;
(Label [Start]; If[xel[[i]] > 1.5, {pp=1i,pl=1i-1}, {i++, Goto[Start]}]);
Clear([i];
dleP = dle[[pl]]:
PL=1.5-xel[[pl]]~
PP =xel[[pp]] -1.5-
Pvec = Table[0, {i, 1, n}];

PP
Pvec[[24+pl-1]] =P« #1000;

dler

PL
Pvec[[2+pp-1]] =P=* *1000;

dleP

Podziat na elementy skonczone

49966809989 0990099000000S09088 (n]
- i . 30

"Wigzi redukowane";

ker = ki

w=If[srm < 0.15, Table[2« (lel+i) -1, {i, 1, ner}],
Table[2« (lel+i) -1, {i, 1, 2nor-1, 2}]]-

dw = Table [0, {i, 1, nor}];

Do[dw[[i]] = k[[w[[i]], w[[i]1]1]17 +CR[[4, 4]], {i, 1, meT}];

Do[ker[[w([[i]], w[[i]]]] =aw[[i]]", {i, 1, nex}];

"Macierz sztywnodci KU

K = Transpose [Ak] .ker. Ak,

"Rozwigzanie”;

Q = LinearSolve [K, Pvec];

Q = Insert[Q, 0, 2];
Q =Insert[Q, 0, -1];

u=Table[0, {i, 1, le+1}, {3, 1, 2}];
Do[u[[i, 1]] = xel[[i]], {i, 1, le+1}];
Do[u[[i, 2]] = Q[[2%i]] 1000, {i, 1, le+1}];
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LigtPleot [u, PlotLabel » "Ugigcie belki™,
AxegLabel » {"x [m]", "ugigecie [mm]"}, Joined - True]
Ugigcie belki
ugigeic [mm]
5

"

* x[m]
0.5 1.0 1.5 20 2.5

umax = u;
Do[umax[[i, 1]] =u[[i, 1]] /10", (i, 1, le+1}];
Frint ["Maksymalne ugigcie: ", amax = Max[umax], " mm"]

Maksymalne ugigcie: 4.875%1 mm
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Zalacznik Z-2

Wydruk z programu skalujacego parametr ay
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"Dane materialowe™;
Clear ["Global x"];
Es = 202000000

fy = 563000;

Ec = 311100007

Ecd = 31119211,

Es
a=—//N;
Ec

fet = 3800,

Print["a = ", o]

-49309

2
Il
o)

"Geometria elementu”;
b=0.154;

h =0.258;

cl =0.015;

¢ =0.012;

¢s =0.004;

hs =0.22;

Asl =2.26 x107;

As2 = 2.26 »107%;

al =cl+¢s+—;
2

¢
a2 =h-cl-hs+¢s+—;
2

d=h-al;

Asl
el = ;
b+xd

1=3.30;

leff = 3.00;

Print["pl = ", pl %100, " %"]
1=3.30;

leff = 3.00;

pl = 0.629842 %

"Masa elementu";

Q=310
Q
ms =;
1
Print[™m = ", m, " kg/m"];

m = 93.9394 kg/m

"Sita niszczaca';
Mr = Aslxfyx (hs-2¢s-¢);

Mr x4
Pr = ;

leff
Print ["Mr = ", Mr, " kNm"];
Print["Pr = ", Pr, " kN"];

Mr = 25.4476 kNm

Pr = 33.9301 kN
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"Charakterystyki przekroju w fazie I";

Ac=bxsh+ax (Asl + As2) ;

h
Sc=bxh+*—+a+x2asl+ (h-al) +a*x2As2+xa2;
2

Sc
Xl = =—;
Ac
b h? h 2 . .
I1 = +bxh* |—-x1] +axAslx (h-xl-al)“+a+As2x (x1l-a2)°;
12 2
EI1l =Ec+ I1;
I1
h-=x1
Mcr = Wl fet;
Mcr x 4
PCY = ——
leff
Print["x1 = ", x1, " m"];
Print["I1 = v, I1, " mi"];
Print ["EI1 = ", EIl, " k¥m’"
Print "Wl = ", Wi, " m’"
Print ["Mer = ", Mcr, " kNm"];
Print ["Per = ", Pcr, " kN"];

x1 = 0.129275 m
T1 = 0.000252977 m?
EI1 = 7870.11 kNm?

Wl = 0.00196525 m*

Mcr = 7.46796 kNm

Pcr = 9.95728 kN

"Dane kroku obciaZenia;

P =20.0119;
ner = 16;

xcrl = 0.932;
ler = 1.530;
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"Charakterystyka rys";

ler
Srm = ——;
ncr -1

CR = Table [0, {i, 1, ner}, {3, 1, 4}];

CR[[1l, 1]] = xerl;

Do[CR[[i, 1]] =CR[[1, 1]] +srm % (i-1), {i, 2, ncr}];

leff leff
o [s-25):

2

wm = Plot [M[x], {%, 0, leff}, GridLines » {None, {Mcr}}]

Do[CR[[i, 2]] = M[CR[[i, 1]]], {i, 1, ncx}];

Mcrx

M[x_] =0.5 Px - UnitStep [x -

Do[CR[[i, 317 = Max[1.3_1.1* 0.2] /N, {i,l,ncr]];

D ——
CR[[1, 2]]
Clear [x2] ;

%2 =%2 /. Solve[bx0.5+x2% + axAs2 (x2 -a2) -axasl (h-al-x2) == 0, x2|[[2]];

£2 =

x2
h

CR[[i, 3]] * stm

Do[CR[[i, 4]]= ad JIN, {1, 1, ncr}].‘

5:5110001:;5111121(1-2_2) (1-g2-2
3 h h

"Podzial na elementy":

srm
dleZ = If |srm £ 0.15, srm, — |
2

le2 =If[grm s 0.15, ncr, 2ncr - 1] ;

lode? = 1e2 « dleZ;

dle2
lodel = xorl - 7

lodc3 = 1 -1ledel - lode2;
lel = Round [ lodel /dle2];
le3 = Round [lode3 / dleZ] ;

lodel
dlel = 7
lel
lodc3
dle3 = ;
le3
dle =

Join[Table[dlel, {i, 1, lel}], Table[dle2, {i, 1, 1e2}], Table[dle3, {i, 1, 1e3}]];
le = Length[dle] ;
Print ["Diugosci elementdéw [m]: ", dlel, ", ", dle2, ", ", dle3]
Print[“Wzgled.na réznica miedzy diugosciami elementdw: ",
Max[dle] -Min[dle]

%100, " 95"]
Max [dle]
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Diugosci elementdw [m]: 0.0978889, 0.102, 0.088375

o

Wzgledna réznica miedzy diugosciami elementdw: 4.0305 &

"Dane wejsciowe”;
le = Length[dle] ;
Q .
" bxhxl
n=2+le+2;
Ec = Ecd # 10°;

"Macierz transformacji Ak";

2k = Table[0, {i, 1, 2+1e}, {j, 1, n}];

Do[{ak[[i, i]] = -1, Ak[[i,1+2]] =1}, {i, 1, 2%1le}]~”
ate[[5*]]

Do[{Ak[[:i.+1, i]] =Ak[[i+1, 1+2]] = -
2

}, (i, 1, 2+1e, 2}];

"Macierz sztywnosci k w bazie lokalnej";
k = Table[0, {i, 1, 2«+1e}, {Jj, 1, 2*1le}];

EcIl
Do[k[[:i., i) = ———, {1, 1, 2x1e, 2}];
ate[[=5-]]

12 *Ec Il
1143
ale[[3]]

"Macierz bezwladnosci m";
m=Table[0, {i, 1, n}, {j, 1, n}];

dle[[1]] [[ dle[[l]] dle[[1]]
m{[1, 1]] =p* ———— % —] n? ( ]
2

dle[[le]] [[ d.le[[le]] ] dle[[le]] ]
min-1,n-1]] =p%* —— xb *_+ ] ;
2 4

Do[k[[:i_,:i_]] ,{i,2,2*le,2}],'

dle[[1]]
m[[2, 2]] =p%* ——— Db xh;
2

dle[ [1e]]
m[[n, n]] =p* ——— xbxh;

ate[[£2]] ae[[ 1) ate[[22]])°
o[m[[:l_ :L]]—p*T*b*h* *—+ _— +p*

4

Sell) L [[[EE) ) ()
” *bxha , {3 n- }]

die[[2-1 dle|
M*h*hwp*—]]*h*b, (i, 4,n-2, 2}];
2 2

n||-

Do[m[[:i_, i]] =p#

"Wyniki pomiardw'";
fe = {80.0, 222.5, 422.8, 668.3, 939.4, 1235.3};

"Dane iteracji";

kroki = 101;

licznik =17

graf = Table[0, {i, 1, kroki}, {j, 1, 2}1~
adstart = 0.1;

ad = adstart ;

krokad = 0.001 ;
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Label[start];

CR[[i, 3]] = stm
I/, {i, 1, ncr}];

Do[CR[[i, 411 = ad=

Es %1000 x As1 xh? & (1-53_2_%) (1-£2-2)

ker = k;
"Wiezi redukowane™;
w=If[srm < 0.15, Table[2* (lel+i) -1, {i, 1, ncr}],
Table[2+ (lel+1i) -1, {i, 1, 2ncr-1, 2}]];
dw = Table[0, {i, 1, ncr}];
Do[aw[[i]] = k[[w[[i]1, w[[i]11]117* + CR[[4i, 411, {i, 1, ncx}];
Do[ker [[w[[i]]l, w[[1]]]] = aw[[i]]1™*, {i, 1, ner}];
"Macierz sztywnosci K";
K = Transpose [Ak] .kcr.Ak;
"Wartosci wtasne A";
ml = Inverse[m] ;
A=ml.K;
A = Sort [Eigenvalues [A]]
"Czestotliwosci wlasne £
w=Sgrt[A];
Take[w, {3, 8}]

P —

27
"Btad wzgledny";

*/(fe[[1]] -£[[11D)?
A=

v (gel[1]])?

graf[[licznik, 1]] = ad;
graf[[licznik, 2]] = A;
ad = ad + krokad ;

100;

licznik ++7
If[licznik s kroki, Goto[start]]

ListPlot [graf, PlotLabel - "Parametr ay",
AxesLabel -+ {"ay [-]", "btad wzgledny [%]"}]

Parametr a;

blad wegledny [%]

012 0.14 0.16 0.1% 0.20
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Amin = Min[graf] ;
Do[If[graf[[i, 2]] == Amin, ad =graf[[i, 1]]], {i, 1, kroki}]:
Print["ad = ", ad ]

ad = 0.157

CR[[i, 3]] * sTm

Do[CR[[i,4]]= ad /1N, {i,l,ncr}]:

Es %1000 # Asl # h? * (1_ 53—2_%) (1-g2-2)
ker = k;
"Wiezi redukowane";
w=If[srm< 0.15, Table[2 % (lel+i) -1, {i, 1, ner}],
Table[2 % (lel+i) -1, {i, 1, 2ncr-1, 2}1];
dw = Table[0, {i, 1, ncr}];
Do[dw[[i]] =k[[w[[i]], w[[i]]1]]7" +CR[[4, 4]], {i, 1, neT}];
Dol[ker[[w[[1]], w[[1]]]1] =aw[[1]]™*, {i, 1, ner}];
"Macierz sztywnosci K";
K = Transpose [Ak] .kcr .2k
"Wartosci wtasne A";
ml = Inverse[m];
A=ml.K;
A = Sort [Eigenvalues[A]] ;
"Czestotliwosci wtasne f';
w=8Sqgrt[a];
Take[w, {3, 8}]
27 ’
"Euklidesowa noirma biedu";
nA =6;
iA=1;

A5, (el [4]] - £1[111)2
AE = %100,

Vs (Fer1i11)?

A=Table[0, {i, 1, 6}];
Abs[f[[1]] -fe[[i]]]

DO[A[[:L]] - : : #100, {1,1,6}]
Max[£[[1]], fe[[i]]]
Do[Print["f", i, " = ", £[[i]], " Hz", " £1,4i, "e = ",
fe[[1]], " BH2", " A", 1, " = ", A[[i]], " %"], {1, 1, 6}];
Print ["Norma euklidesowa bledu dla 6 czestotliwedeci: ", AE, " %"]
f1 80.0309 Hz fle = 80. Hz Al = 0.0385626 %
fz 231.428 Hz f2e = 222.5 Hz AZ = 3.85763 %
3 451.007 Hz f3e = 422.8 Hz A3 = 6.25416 %
f4 724.614 Hz fde = 668.3 Hz Ad = T7.77156 %
5 1045.38 Hz fhe = 939.4 Hz AS = 10.1377 %
fo = 1414.11 Hz fee = 1235.3 Hz A6 = 12.6448 %

Norma euklidesowa biedu dla 6 czestotliwofci: 12.3665 &
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Zalacznik Z-3

Wydruk z programu skalujacego parametry modelu (o, /)
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BIl1 =

{{0.285, 0.192}, {0.429, 0.186}, {0.570, 0.157}, {0.713, 0.147}, {0.858, 0.133}};
BIZ = {{0.278, 0.211}, {0.318, 0.258}, {0.3%8, 0.176},

{0.532, 0.121}, {0.664, 0.116}, {0.799, 0.103}};

BI3 = {{0.429, 0.118}, {0.569, 0.104}, {0.712, 0.101}, {0.857, 0.0926}};
McrBI = Mean[{0.284, 0.256, 0.237}];
BI = Join[BI1, BI2, BI3];
BIpkty = ListPlot[{BIl, BI2, BI3}, PlotRange -> {0, 1}]~;
Clear[a, B]:
model = a+ xF;
fitBI = NonlinearModelFit [BI, model, {a, B}, x];
BIfunkecja = Plot [Normal [£itBI], {x, MerBI, 13}]:
Show [BIpkty, BIfunkeja, AxesOrigin - {0, 0}]
LitBI[{"BestFitParameters"”, "ParameterTable", "Estimatedvariance”}]

1.0
08~
0.6~
0.4
-
02k . .
. T Y ———

- . N L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 (i)
{a - -0.915537, 8- 0.0241454},

Estimate  Standard Error t Statistic P-Value

a  -0.915537 0.0145834 627794 1.57382x107 , 0-00086645)
B 00941454 00177899 529207 0.000145852
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BII1 = {{0.259, 0.0163}, {0.431, 0.115},
{0.575, 0.106}, {0.715, 0.0953}, {0.857, 0.086}};

BII2 = {{0.189, 0.286}, {0.400, 0.167}, {0.537, 0.134},
{0.672, 0.126}, {0.809, 0.115}};

BII3 = {{0.234, 0.372}, {0.416, 0.177}, {0.558, 0.144},
{0.693, 0.125}, {0.829, 0.118}};

McrBII = Mean[{0.238, 0.211, 0.240}];

BII = Join[BII1l, BII2, BIT3];

BIIpkty = ListPlot[{BII1, BII2, BII3}, PlotRange -> {0, 1}]~

Clear [a, 8]

model = a+x7;

fitBIT = NenlinearModelFit [BII, model, {a, 8}, x]:

BIIfunkcja = Plot [Normal [fitBII], {x, McrBII, 1}]:

Show [BIIpkty, BIIfunkcja, AxegOrigin -+ {0, 0}]

fitBII[{"BestFitParameters", "ParameterTable", "EstimatedVariance"}]

Loy

l].-[l o 0z o ind e 6 e 1] e 1.0
{{-:: +-0.92476, 8- 0.0954598},
Estimate  Standard Error t Statistic P-Value

o  -0.92476 0.032013 28.8871 3.52682x107"% . 0-00510-161]
£ 0.0954598 0.0338695 2.81846 0.0145077
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BIII1 =
{{0.277, 0.361}, {0.433, 0.146}, {0.579, 0.124}, {0.725, 0.117}, {0.872, 0.110}};

BIII2 = {{0.257, 0.183}, {0.405, 0.132}, {0.540, 0.118},

{0.675, 0.110}, {0.812, 0.108}};
BIII3 = {{0.228, 0.426}, {0.425, 0.169}, {0.571, 0.137},

{0.708, 0.123}, {0.852, 0.116}};
McrBIII = Mean[{0.216, 0.206, 0.234}];
BITIT = Join[BIII1, BIII2, BIII3];
BIIIpkty = ListPlot [{BIII1, BIII2, BIII3}, PlotRange -> {0, 1}]’
Clear [a, B];
model = a+ x7F;
fitBIII = NonlinearModelFit [BIII, model, {a, B8}, x%]:
BIIIfunkcja = Plot [Normal [fitBIII], {x, McrBIII, 1}];
Show [BIIIpkty, BIIIfunkcja, AxegOrigin -+ {0, 0}]

fitBIII[{"BestFitParameters", "ParameterTable", "EstimatedVariance"}]

Lo
0.8~
0.6+~
0.4
L .
02t . ~
- —
. N ey . "
P TS S SS SS S S - L
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
yia =+ -0.9474386, 8+ 0.156877},

Estimate  Standard Error t Statistic P-Value

o | -0.947485 0.0264353 35.8416 2.20639x107 . 0-06349393}
B 0156877 0.0279418 561443 0.0000841804
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BIVI = {{0.139, 0.307}, {0.209, 0.179},
{0.278, 0.138}, {0.417, 0.0798}, {0.631, 0.0670}, {0.840, 0.0787}};
BIV2 = {{0.142, 0.183}, {0.213, 0.118}, {0.285, 0.123},
{0.429, 0.0900}, {0.646, 0.0756}, {0.853, 0.0912}};
BIV3 = {{0.142, 0.195}, {0.214, 0.130}, {0.284, 0.107},
{0.425, 0.0833}, {0.648, 0.0726}, {0.854, 0.0797}};
McrBIV = Mean[{0.105, 0.107, 0.106}];
BIV = Join[BIV1, BIV2, BIV3];
BIVpkty = ListPlot[{BIV1l, BIV2, BIV3}, PlotRange -> {0, 1}]~
Clear [a, 8]
model = a+x75;
fitBIV = NonlinearModelFit [BIV, model, {a, B}, x]:
BIVfunkcja = Plot [Normal [fitBIV], {x, McrBIV, 1}];
Show [BIVpkty, BIVIunkcja, AxegOrigin - {0, 0}]
fitBIV[ {"BestFitParameters”, "ParameterTable", "EstimatedVariance"}]

Ly
0.8+
0.6+
0.4+

[ -
0.2 s

P
Y L T

A s n " L n A i L n A i L n n 1 a _I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
{{-:; = -D0.958137, 8= 0.0732078},

Estimate  Standard Error t Statistic P-Value
a | -0.958137 0.0160422 59.7259 3.11005x10° . 0-00130651]
F 00732078 0.0117771 6.2161 0.0000123507

Show [BIfunkeja, BIIfunkeja, BIIIfunkeja,
BIVIiunkcja, AxesgOrigin —» {0, 0}, PlotRange -+ {0, 0.5}]
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McrBsl = Mean[ {McrBI, McrBII, McrBIII}] ;

Bsl = Join[BI, BII, BIII];

Bslpkty = ListPlot [{BI, BII, BIII}, PletRange -> {0, 1}, PlotStyle » {Blue}];
Clear [a, B]:

model = a+x#;

fitBsl = NonlinearModelFit [Bsl, model, {a, B}, x]:;

Bslfunkcja = Plot [Normal [fitBsl], {x, McrBsl, 1}, PlotsStyle » {Blue}] -’

Show [Bslpkty, Bslfunkeja, AxesOrigin -» {0, 0}]

fitBsl[{"BestFitParameters",6 "ParameterTable", "EstimatedVariance"}]

100
0.8
0.6
04
L .
.
0.2
[ -
L L & S s
L . . . '
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
j{a = -0.92518%, 8- 0.115713},

Estimate  Standard Error t Statistic P-Value

o -0.929189 0.0149911 61.9826 1.07904x10" . 0-0¢
£ 0115713  0.0165673 6.98441  1.35544x10°®

BIVpkty = ListPlot[{BIV1, BIVZ, BIV3}, PlotRange -> {0, 1}, PlotStyle - {Red}];
BIVfunkcja = Plot [Normal [£itBIV], {x, McrBIV, 1}, PlotStyle - {Red}]:

Show [Balpkty, Belfunkeja, BIVpkty,
BIVfunkcja, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange -> {0, 0.5}]

0.3
L .
0.4+
. -
03k "
L .
L e
0.2 ‘.‘ -,
- .
[ -
r L]
01k
.
. . i .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

asl = -0.39291890653501043 7
A5l = 0.11571263270440692 ;
alV = -0.3581372447800596 ;
BIV =0.07320776411285%175;
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asl + alV
4= —
2

-0.943663

psl=0.65/100;
oIV =1.38/100;

BIV - sl
az —
pIV -psl
b=psl-ax*psl

-5.82258

0.153559

Pullsimplify[a+x~#]
0.943663 + x-0-193550.5 82258 0
ad[x_, p_] = -0.944 4 x"0 15858230,

Plot[{ad[x, 0.005], ad[x, 0.015]}, {%, 0, 1}, PlotRange - {0, 0.5}]

0.5

0.0 02 0.4 0.6 0.8 Lo
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ad.[x_, p_] = -0.944 +x—ﬂ.154+5.323p1’1l]l];

Plot3D[ad[x, p], {x, 0, 1}, {p, 0.5, 1.5},

M
AxesLabel - {“'; =17, "2 I%17, "aa [-] "}, PlotRange - {0, 0.5}]
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Zalacznik Z-4

Wydruk z przykladowego programu obliczeniowego
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"Dane materialowe™;
Clear ["Global x"];
Es = 200000000,

fyd = 420000

Ec = 310000007

fed = 16700

Ecd = 0.90 * Ec ;

Es
a=— [/ N;
Ec
fetm = 2600;
Print["a = ", o]
Print["Ecd = ", Eed, " kPa"]

o = 6.45161
Ecd = 2.79x 107 kPa

"Geometria elementu”;
b=0.25;
h=0.50;
c=0.03;
¢l =0.02;
¢2 =0.01;
¢s =0.01;
Asl = 12.57 #107%;
As2 = 1.57%107%;
#1

al =c+¢s+ —;
2

¢2
a2 = C+ PS + =7
d=h-al;

Asl
el = ;
b+xd

leff = 6.00;
Print["pl = ", pl #100, ™ %"]

pl = 1.11733 %

"Masa elementu";

mr = 500;

ms = 10000;

Print["mr = ", mr, " kg/m"];
Print["ms = ", ms, " kg"];

mr = 500 kg/m
ms = 10000 kg

"Moment zginajacy statyczny™;
mr x leff?  ms x leff
Msed = + / 100;
8 4
Print["Msd = ", Msd, " kNm"];

Msd = 172.5 kNm
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"Moment niszozacy";

(Asl - As2) » fyd
xeff = —m—m—moo————;
bxfcd

xeff

Mrd:fcd*b*xeff*[d— ]+fyd*AsZ*(d—aZ);

Print["Mrd = ", Mrd, " kNm"];

Mrd = 209.044 kNm

"Charakterystyki przekroju w fazie I";
Ac=b+h+axAsl +a+As2;

h
Sc=b+h+ —+a+xAsl+xd+axAsS2+a2;
2

Sc
X1l = —;
Ac
bxh3 h 2
11 = +bxhs |—-x1| +a+BAsl s (d-x1)2+ax2s2 % (x1-a2)%;
12 2
EIl = Ec# I1;
11
h-x1
Mcr = Wl « fctm;
Print["x1 = ", x1, " m"];
Print["I1 = ", I1, " m*"];
Print ["ET1 = ", ET1, " kNm’"
Print "Wl = ", Wi, " m*"];
Print ["Mcr = ", Mcr, " kNm"];

%1l = 0.260545 m
T1 = 0.00295621 m*
EI1 = 91642.4 kNm?
Wl = 0.0123456 m°
Mcr = 32.0984 kNm
"Charakterystyki przekroju w fazie II";

X
X2 =x/. Solve[b*x*—+cx*A52* (x-a2) —axAsl % (d-x) ==0, x][[2]];
2

x2
£2 = —;

h
Print["x2 = ", x2, " m"];
Print ["§2 = ", §2];

x2 = 0.139268 m
£2 = 0.278536

nSredni rozstaw rys";
h-x2

Acteff = b*M:Ln[Z.Sal,

|:

Asl
pE = —
Acteff

#1 % 1000
srm:Rou.nd[ 504+0.25%0.8%0.5 % —— /1000, 0.001];
Pr

Print["srm = ", srm, " m"];

srm = 0.098 m

- 167 -



DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ZALACZNIK Z-4

"Odcinek zarysowany";

mr leff ms 1 mr  x? leff . ms leff
M[x ] = — = * X + * — kX — *——UnitStep[x— ]— X - ;
100 2 100 2 100 2 2 100 2
mr leff ms 1 mr %2
lcrp:x/.Solve[ * * X+ *—*x——*—::Mcr,x][[l]];
100 2 100 2 100 2
lerk = leff - lcrp;
ler = lerk - lerp;
ler
ncr:Floor[ ]*2+1;
2 % sTm

leff ner-1
xerl =

2 2
CR = Table([0, {1, 1, ncxr}, {J, 1, 4}]1;
CR[[1, 1]] = xcrl;
Do[CR[[1i,1]] =CR[[1, 1]] +s8tm* (1-1), {1, 2, nocr}];
wr = Table[0, {i, 1, ner}, {J, 1, 2}]7
Do[wr[[i, 1]] =CR[[i, 1]], {i, 1, ner}];
grafwr = ListPlot [wr, GridLines -» {{lcrp, lerk}, {Mcr}},
PlotStyle - Point8ize[0.01], PlotMarkers - {"|"}];
grafwm = Plot [M[x], {x, 0, leff}, GridLines -» {{lcrp, lerk}, {Mcr}}];
Show [grafwr , grafwm, PlotRange » {0, 180},
PlotLabel -+ "Wykres momentdw zginajacych ( | - rysy )",
AxesLabel -> {"x [m]", "M, [kNm]"}]

* Srm;

Wykres momentow zginajacyeh (| —rysy )
A, [KNm)

150

100 -

50

a[m])

"Charakterystyka rys";
De[cR[[1, 2]] = M[CR[[i, 1]1]], {i, 1, nex}];
Mer
Do[CR[[i, 3]]= 1.3-1.1% —— //N, {i, 1, ncr}];
CR[[1, 2]]

H

Msd -0.15445_823 p1
M.rd]

ad= -0.944 +[

CR[[i, 3]]  stm

Do[CR[[i,4]]= ad & I/ N, {i,1,ncr}]:

Es + 1000 # As1 +h? » (1_5_2) (1-£2-2)
3 h h
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"Podzial na elementy";
srm
dle2 = If[srm <0.15, srm, T] ;
le2 =If[srm £ 0.15, ner, 2ner -1];
lode2 = leZ2 xdle2;
dle2

lodel = xcrl - ;
2

lode3 = leff - ledel - lode2;

lel = Round[ lodcl / dle2] ;

le3 = Round[lodc3 / dlez] ;

lodel
dlel = ;
lel
lode3
dle3 = ;
le3
dle =

Join[Table[dlel, {i, 1, lel}], Table[dle2, {i, 1, le2}], Table[dle3, {i, 1, le3}]];
le = Length[dle];
Print ["Diugosci elementdéw [m]: ", dlel, ", ", dle2, ", ", dle3]
Pr:i_nt["Wzgled.na réznica miedzy diugodciami elementdéw: ",
Max[dle] - Min[dle]
- . 100, %"]
Max[dle]
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Dtugosci elementdw [m]: 0.1002, 0.088, 0.1002

Wzgledna réznica miedzy diugofciami elementdw: 2.19561 %
"Dane wejsciowe";
le = Length[dle] ;
mr
b+h
n=2xle+2;
Ec = Ecd % 103;

"Macierz transformacji Ak";
Ak = Table[0, {i, 1, 2*1le}, {j, 1, n}]:
Do[{Ak[[i, i]] = -1, Ak[[i, i+2]] =1}, {i, 1, 2+1le}];

_ae[[F]]

Do[{Ak[[i+1,i]] =Ak[[i+1,1i+2]] = } {i, 1,2*1&,2}];

"Macierz sztywnosci k w bazie lokalnej":
k =Table[0, {i, 1, 2x1le}, {j, 1, 2x1e}];

EcT1
Do[k[[i, ] s — i1, 241e, 2}];

ate[[$*]]

12 xEc Il
1113

dle[[z]]

"Macierz bezwladnosci m";:

m= Table[0, {i, 1, n}, {3, 1, n}]’;

dle[[1]] [[ dle[[1]]}2 1 dle[[1]]}2
m[[l,1]] =p* ——— +bs*hax [—] +h2]*—+[—]];
2

Do[k[[1, i]] S{i, 2, 2x1e, 2}];

12 4
dle[[le]] [[ dle[[le]] ] 1 dle[[le]])?
m[[n-1,n-1]] =p* [ +h? —+[—] ;
2 12 4
dle[[1]]
m[[2, 2]] =p% ———— +b+h;
2
dle[[1le]]
m{[n, n]] =0 % ————*bxh;
2

o ate[[2]] ci18[[ 1Y dle[[ Ak
Do[m[[l,l]]:p*T #bahs

cile[[“1 [[[dle[[“1 2] 1 [dle[[“l]]]]
— *E+—,{13n32}]

o ate[[$-1]] ate[[]] _
Do[m[[l, il] =p*T*h*b+p*T*h*b, {i,4,n-2, 2}];

S T IR [P IR
| ns

m[[—+2 —+2] H—+2 E+2H+?;

"Warunki brzegowe";

Ak = Transpose[2Ak]; Ak = Delete[2k, 2]; Ak = Transpose [Ak];

m = Delete[m, 2] ; m = Transpose [m] ; m = Delete[m, 2] ; m = Transpose[m] ;
Ak = Transpose[Ak]; Ak = Delete[Ak, -1]; Ak = Transpose[Ak] ;
m=Delete[m, -1]; m = Transpose[m] ; m = Delete[m, -1]; m = Transpose[m] ;
n=n-2;
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"Macierz sztywnodci K";
K = Transpose [Ak] .k.Ak;
"Wartosci witasne A";

ml = Inverse[m] ;

A=ml.K;

A = Sort [Eigenvalues[A]]
"Czestosci wlasne w";
Take [w = Sgqrt[A], 6]

{39.9905, 436.432, 711.759, 1646.75, 2176.51, 3383.69}

"Czestotliwosci wiasne £";

@
Take[ = —), 6]
2w

{6.36468, 69.4603, 113.28, 262.088, 346.402, 538.531}

"Wektory wiasne W";

W = Transpose [Eigenvectors[A]] ;
zerowa = Table[0, {i, n}];

a=n;

W= Insert[W, zerowa, 2]

W = Insert[W, zerowa, -1];a=a+2;

"Numer formy wtasnej";
nf =1;

b=a-nf-1;

x = Table[0, {i, 1, 1le}];

Do[x[[i]] = zdle[[j]], {i, 1, 1E}]:
3=1

¥ =Join[{0}, x];
y = Table[0, {i, a}]:
Do[y[i] = W[i, B], {1, a}]~
y = Take[y, {2, a, 2}];

) ¥ ¥
1£[Max [y) > abs[Min[y]], y= —— , v = —];

Max[y] Min [y]

punkty = Table[0, {1, 0.5  a}, {3, 2}]:
Do[punkty[i, 1] = x[1i], {i, 0.5  a}]:
Deo[punkty[i, 2] = ¥[i], {i, 0.5" a}];
fdeb = ListPlot [punkty, PlotLabel —» "1. forma wiasna belki debiutujgce]j”,

Joined =+ True, AxesLabel -+ {"x [m]", None}]

1. forma wlasna belki debiutujace;

2 [m]

- 171 -



DRGANIA BELEK ZELBETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM DYSKRETNEGO MODELU RYSY
ZALACZNIK Z-4

"Wiezi redukowane™;

ker = k;

w=If[srm<0.15, Table[2 % (lel+1i) -1, {i, 1, ncr}],
Table[2+ (lel+i) -1, {i, 1, 2ncr-1, 2}]];

dw = Table[0, {i, 1, ncr}]’

Do[aw[[i]] = k[[w[[1]], w[[1]1]117* +CR[[1, 411, {1, 1, ner}]:

Do[kex[[w[[i]], w[[i]1]1] =dw[[i]]17}, {i, 1, ner}];

"Macierz sztywnodci K";

K = Transpose [2k] .kcr.Ak;

"Wartosci wlasne A";

ml = Inverse[m] ;

A=ml.K;

A = Sort [Eigenvalues[A]];

"Czestosci wlasne o";

Take [w = Sqrt[A], 6]

{36.6236, 404.732, 660.722, 1537.51, 2037.61, 3162.88}

"Czestotliwosci wlasne £v;

W
Take[f -—, 6]
27

{5.82883, 64.4151, 105.157, 244.703, 324.295, 503.388}

"Wektory wtasne W";

W = Transpose [Eigenvectors [A]] ;
zerowa = Table[0, {i, n}]’

a=n;

W = Insert [W, zerowa, 2];

W= Insert[W, zerowa, -1];a=a+2;
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"Numer formy witasnej";
nf =1;

b=a-nf-1;

X = Table[0, {i, 1, le}]:

Do[x[[i]] = Edle[[j]], {i, 1, 18}];
3=1

x = Join[ {0}, x];

v = Table[0, {i, a}];
Do[y[il = Wi, bI, {i, a}]’
v = Take[y, {2, a, 2}];

12 [Max [y] > Abs[(Min(y]], ¥ = ——, ¥ = ——];
Max [y] Min [y]
punkty = Table[0, {i, 0.5 a}, {j, 2}]1~
Do[punkty[i, 1] = =[i], {i, 0.5  a}]:
Do[punkty[i, 2] = y[1i], {i, 0.5  a}]:
fobe = ListPlot [punkty, PlotLabel -+ "1. forma wlasna belki obciaZone]™,
Joined » True, PlotStyle » {Red}, AxesLabel -» {"x [m]", None}]
1. forma wiasna belki obciazone)
1ok —

x[m]

1 2 3 4
"Macierz tiumienia C";
at = 0.01;
£[2]] -£[[1]] A

£rr231 _ riigl
£[111  £10z1

H=4dmeat «

1 £[[2]] - £[[1]]
K S omm ok OL % e—
= £[[211% - £1[1]]°

CT = pym+xK;

"Silta wymuszajaca”;
Fl = 2000;

p=35;

F[t] =F18in [pt]:

"Wektor wspolrzednych uogolnienych gi's
Q = Table[q[i] [t], {i, 1, n}]:

Q1 = Table[q[i] ' [t], {i, 1, n}]:

Q2 = Table[g[i] "' [t], {i, 1, n}];
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"Réwnanie ruchu";

RR =m.Q2 +CT.Ql +K.Q;

UR = Table[0, {i, 1, n}]’

Do[UR[[i]] =RR[[1]] =0, {i, 1, n}]”

w[[2]] -[3]] - 7o 2

n n
UR||=+2|| =RR||=+2|| ==F[t] /2;
[[5+2]] ===[[5+2]] = 7o
"Warunki poczatkowe";
WP = Table[0, {1, 1, 2n}];
Do[WP[[2i-1]] = q[1][0] == 0, {i, 1, n}];
Do[WP[[21]] = q[i] "[0] == 0, {1, 1, n}];

"Rozwiazanie numeryczne";

tmax = 7;

DS = Join[UR, WP] ;

rozw = NDSolve [DS, Q, {t, 0, tmax}, MaxSteps —-> 50000 000] ;
gwyn = Table[0, {i, 1, n}];

Do[gwyn[[i]] = q[1][t] /. rozw, {i, 1, n}]

tmaxw = 7;

Plot[{qun[[r—l]] #1000, quyn[[3]] *1000}, {t, 0, tmaxw}, PlotRange » {-2.5, 2.5},
2

PlotsStyle -» {Blue, Red}, AxesLabel -» {"t [s]", "przemieszczenie [mm]"},
PlotLegend -» {"gs: ()", "gsz(t)"}, LegendPosition » {1.1, -0.3},

LegendSize » {0.3, 0.3}, Legendshadow -» {0.01, —0.01}]

preemieszezenie [mm|

‘\J}||||J|-I|.'|l'|}ul.| |
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n
Plot[{qun[ [— - 1]] , gwyn[[1] ]] , {t, 0, tmaxw}, PlotRange + {-0.0015, 0.0015},
2
PlotStyle -» {Blue, Red}, AxesLabel » {"t [s]", "kat cbrotu [rad]"},
PletLegend =+ {"gge(t)", "gi(t)"}, LegendPosition -+ {1.1, -0.3},
LegendSize » {0.3, 0.3}, Legendshadow =+ {0.01, —0.01]]

kat obrotu [rad)
0.0015 -
0.0010 -
0.0005F |
— Gaolt)
0.0005 & — 4t

=0.0010

—0.0015

"Moment dymamiczny":

r = Ak.gqwyn;
Mdyn = -kcr.r:

Plot [Mdyn[[n/2-1]], {t, 0, tmaxw},
AxesLabel » {"t [s5]", "moment dynamiczny [Nm]"}]

moment dynamiczay [Nm]

[

|
HiH/ |

15000
10000

5000
|r| h

E—

[

5000 -

10000

—15000
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"Metoda sztywnosci dynamicznej";
"Geometria elementu”;
b=0.25;
h=0.50;
c¢=0.03;
¢l =0.02;
$2 =0.01;
¢s =0.01;
Asl =12.57 x107%;
As2 = 1.57 % 1074,
1

al =c+¢s+ —;

¢2
a2 =c+¢s + —;
d=h-al;

Asl
el = ;
b+xd

leff = 6.00;

Print["pl = ", p1 %100, ™ %"]
"Charakterystyki przekroju w fazie II";
Ec = 31000000000

bx2® . .
12 = +axAs2 % (x2-a2)° +axAslx (d-x2)°;
3

oB =0.90;
BB =0.06691791719553872 - 2.2232238879705446 pl;

aB x Ec » I2
Eld== ——m——m oo ;

2 8B
()% (- E)
Msd Il
Print["I2 = ", 12, " mi"];
Print|["EId = ", EId, " k"]

pl = 1.11733 %
12 = 0.00101712 m?
EId = 6.59 x 107 kNm?

"Macierz sztywnosci k w bazie lokalnej";
k =Table[0, {i, 1, 2x1le}, {j, 1, 2*1e}];
EId

ae[[5*]]

Do[k[[i,i]] , {i,l,2*le,2}];

12+ EId

ate[[3]]°

Do[k[[i,i]] , {:i.,2,2*le,2}];

"Macierz sztywnosci K";
K = Transpose [Ak] .k.Ak;
"Wartosci wlasne A";
A=ml.K;

A = Sort [Eigenvalues [A]]
"Czestosci wtasne w";
Take [w = Sqrt[A], 6]

(35.7462, 390.112, 636.218, 1471.97, 1945.51, 3024.57}
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"Czestotliwosci witasne £';
w

Take [f - —, s]
2

{5.68918, 62.0883, 101.257, 234.272, 309.637, 481.375}

"Wedtug normy";
b x h?
Ib = ;
12

"Macierz sztywnodci k w bazie lokalnej";
k = Table[0, {i, 1, 2x1e}, {i, 1, 2+1le}];

Ec * Ib
Do[k[[:i_, il = ————, {1, 1, 2x1e, 2}];
are[[5]]
12 * Bc % Ib
Dofk[[i, i]] = ————, {i, 2, 2+1e, 2}];
ate[[]]

"Macierz sztywnosci K";
K = Transpose [2k] .k.Ak;
"Wartosci witasne A";
A=ml.K;

A = Sort [Eigenvalues[A]] ;
"Czestosdci wtasne w";
Take[w = Sgrt[A], 6]

{39.5642, 431.78, 704.172, 1625.19, 2153.3, 3347.62}

"Czestotliwosci witasne £';

w
Take[f: —_, s]
2

{6.29684, 68.7199, 112.072, 259.294, 342.709, 532.79}
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