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Praca niniejsza poswiecona jest wybranym zastosowaniom
metod kombinatorycznych w rachunku ekonomicznym, ekonometrii
1 statystyce matematycznej.

WSrod wszystkich poje¢ kombinatorycznych centralne miejsce
zajmuje pojecie k omb inac]ji, ktére w kombinato-
ryce posiada zastrzezone znaczenie ]J/por. [86,99..] /.

Idea kombinacji / od #ac. combinatio - 43czenie, pota-
czenie/ od najdawniejszych czaséw wykorzystywana jest przez
cztowieka we wszelkiej jego dziatalnosci. Jest to jedna
z najbardziej ogolnych i1 prostych idei jakich cztowiek nie
tworzy dowolnie, lecz ktére narzuca mu sama natura [15]

Szerokie mozliwosci zastosowan ogolnych idei kombinato-
rycznych zaréwno w dziatalnosci praktycznej jak i w nauce,
spowodowaty koniecznosS¢ opracowania podstaw teoretycznych
rachunku kombinatorycznego.

. Pierwsze proby stworzenia ogdlnej teorii takiego rachunku
podjeli niezaleznie od siebie W.Leibniz oraz J.Bernoulli.
J.Bernoulli rozwija ten rachunek jako podstawowe narzedzie
tworzonego przez siebie rachunku prawdopodobienstwa, Nato-
miast W,Leibniz rozwija kombinatoryke jako podstawowg meto-
de projektowanej Characteristics Universalis [73 ]

Uzyskane wyniki przedstawi+ w swej pracy 'Dissertatio
de Arte Combinatoria”, dajgc poczatek nowej gatezi matema-

tycznej zwanej dzis kombinatoryka lub analizg kombinatorycz-

ng [86,99-]



Doktadne okreslenie przedmiotu badan wspétczesnej kombi-
natoryki jest niezwykle trudne» Dlatego tez kombinatoryka

zartobliwie nazywa sie to czym zajmujg sie kombinatorycy

Do niedawna kombinatoryka zajmowata sie gtdébwnie dwoma
podstawowymi problemami™*

Jeden z nich zwany problemem is tn lenia polega
na udowodnieniu istnienia przynajmniej jednego odpowiednio
zdefiniowanego obiektu kombinatorycznego» Drugi zas, zwany
problemem przelilczania polega na opracowaniu
metod /wzordéw/ pozwalajgcych okresli¢ liczbe wszystkich
obiektéw kombinatorycznych o zadanych wkasnosciach,

Oba wymienione problemy sg szeroko opracowane zardéwno
w literaturze klasycznej jak i wspodczesnej, wazniejsze
pozycje podane sa w bibliografii /por, [ 23,30,86,8/]} /.

Sytuacja w kombinatoryce ulega radykalnej zmianie z chwil
pojawienia sie maszyn matematycznych. Pojawienie sie tych
maszyn spowodowato rozwdj szeregu nowych dyscyplin nauko-
wych, w szczegdélnosci "nowej ) matematyki. Matematyke te
nazywa sie bardzo réznie: matematyka cybernetyczng, maszyno-
wg, dyskretng, informacyjng i1tp, /por» £-43,60,92] /»

Cechg najbardziej charakterystyczng nowej matematyki jest
jej charakter kombinatoryczny; operuje ona /podobnie jak
matematyka pre-newtonowska/ zbiorami skonczonymi» W matema-
tyce tej obok dowodu matematycznego pojawia sie nowy rodzaj

konstrukcji formalno-iogicznych, a mianowicie algorytmy.



Tak v;iec w kombinatoryce pojawia sie trzeci problem, ktory
mozna nazwac¢ problemem algorytmizacji

Problem ten polega na opracowaniu algorytméw generowania
/otrzymywania/ dowolnych obiektéw kombinatorycznych oraz
algorytmow manipulowania tymi obiektami: porzadkowania*
wybierania, selekcji, przeksztatcania itp,,

Maszyny matematyczne nie tylko spowodowaty rozwdj nowych
dyscyplin naukowych, ale utatwiajg tez rozwigzanie "kapital-
nego problemu naszych czaséw” /por®. [21] str< 12/, tzn.
umiejetnosci podejmowania trafnych decyzji«

W przypadku gdy zbidér wszystkich mozliwych decyzji jest
zbiorem wypukdym, a trafnosS¢ decyzji ocenia sie za pomocyg
pewnej TFTunkcji celu okreslonej na tym zbiorze, to wyboru
trafnej decyzji czesto mozna dokona¢ korzystajgac ze sposo-
béw dostarczanych przez dziedzine wiedzy zwang badaniami
operacyjnymi lub rachunkiem ekonomicznym jj,18,21,89] *

Hatomiast w przypadku gdy zbidér wszystkich decyzji jest
zbiorem skonczonym lub dyskretnym, a wiec z natury swej
kombinatorycsny, a funkcja celu okreslana jest za pomoca
wyrazen logiczno-kombinatorycznych, to jedynymi metodami,
ktore zawsze mo”g utatwi¢ podjecie trafnej decyzji, sa
metody kombinatoryczne,

Do niedawna jednak metody kombinatoryczne nie znajdowaty
szerszego zastosowania praktycznego« Wydaje sie, ze mozna
tu wymienié¢ trzy podstawowe przyczyny takiego stanu rzeczy.*

Pierwszg z nich bydo przekonanie o koniecznosci zbadania
wszystkich mozliwych wariantéw danego problemu. Niestusz-

nosS¢ tego przekonania dla szerokiej klasy zagadnien dotyczg-



cych asymptotycznego zachowania sie funkcji kombinatorycz-
nych wykazana jest w pracach S.Ulama [ 40,59,96] -

Poza tym z chwilg pojawienia sie maszyn matematycznych
zaczeto rozwija¢ w komhinatoryce specjalne metody pozwala-
Jjace znalez¢ najlepszy wariant bez koniecznosci przelicza-
nia wszystkich mozliwosci® Dano tym samym, poczatek nowej
dyscyplinie zwanej programowaniaienm kom-
binat orycznym [44,87] » Do wazniejszych
z opracowanych aktualnie metod tego dziatu matematyki za-
licza sie iteracyjne metody typu gradientowego /deteraini-
styczne i losowe/ [8,13?84] , metody osaczania /gkdwnie
statystycznego/ [60,39) oraz metody heurystyczno-kombi-
natoryczne [58] .

Druga przyczyng ograniczonego stosowania metod kombina-
torycznych by+ rozpowszechniony poglad o ich rzekomo mniej-
szej elegancji niz np. metod analizy matematycznej 1 o tym,
ze metody te nie dajag pednego rozwigzania problemu»
Ostatnio przekonano sie jednak /por. [36,53] 7/, ze metody
kombinatoryczne dajg owiele lepsze rozwigzania skompliko-
wanych zagadnien anizeli metody "“eleganckie', ktdre czesto
polegaja na '"aproksymowaniu powierzchni Everestu za pomocg
ptaszczyzny'" [36] .

Trzecia 1 najwazniejsza przyczyng ograniczonego stosowa-
nia metod kombinatorycznych jest to, ze efektywnie stosowac
je mozna gtownie przy uzyciu wspodczesnej techniki oblicze-*
niowej, a do tego niezbedne sg odpowiednie algorytmy maszy-

nowe.



Problem algorytm 1 zaciji zagadnien kombi-
natorycznych jest g#éwnym tematem niniejszej pracy.

Wiekszos¢ rozpatrywanych algorytméw dotyczy takich
obiektéw kombinatorycznych, ktore definiowane sg w postaci
skonniczonych ciagéw o okreslonych wkasnosciach.

Obiektami takimi sga np. kombinacje, permutacje, partycje
punkty /wektory/ zbiorow wypukdych itp,, ktére majg zasto-
sowanie mOin. w zagadnieniach optymalizacyjnych. Obiekty
te w pracy nazwane sg stowami kombinat o-
rycznymi. Ich definicja podana jest w rozdziale 1,

W rozdziale tym podane sg tez inne podstawowe okreslenia
oraz interpretacja sto6w kombinatorycznych.

Rozdziat 2, poswiecony jest opisowi algorytmédw generowa-
nia wybranych s+#6w kombinatorycznych«, Przy czym, starano
sie poda¢ metody generowania takich stdw, ktore znajdujag
bezposrednie zastosowanie praktyczne, a dla ktérych brak
jest odpowiednich algorytméw maszynowych*

Opis kazdego algorytmu poprzedzony jest definicjg tych
stéw, ktore on generuje. Poza tym wskazywane sg mozliwosSci
zastosowan tych algorytméw. Rozdziat ten zakonczony jest
krotkg analiza efektywnosci podanych algorytméw,

Nawet tak proste obiekty jakimi sg stowa kombinatoryczne
sprawiajg kdopoty przy ich przechowywaniu w pamieci maszyny
/zajmuja duzo miejsca/. Poza tym manipulowanie ciggami jest
mniej wygodne niz operowanie bliczbami. Pozgdanym by4oby
wiec odpowiednio ponumerowaC stowa kombinatoryczne i opero-

wa¢ tylko numeramio Aby jednak podejsScie takie mozna byd4o



zrealizowa¢ potrzebne sg odpowiednie algorytmy wzajemnie
jednoznacznego numerowania stéw oraz identyfikowania ich
weddug numerow®

Algorytmy takie prezentowane sg w rozdziale .3 ,,

Na poczatku tego rozdziatu podany jest sposdOb numerowania
elementow zbioru sto6w kombinatorycznych weddug dowolnej
relacji porzadku liniowego okreslonego w tym zbiorze. Ponie-
waz do dowolnego numerowania wystarczy umie¢ numerowac¢ dany
zbi6r oraz zbidér permutacji weddug relacji porzadku leksy-
kograficznego, to w dalszej czesci rozdziatu dla wybranych
zbiordw okreslone sg tylko funkcje numerujace weddug tego
porzadku* Dla kazdej z tych funkcji okresSlona jest funkcja
odwrotna, ktéra pozwala identyfikowa¢ stowa kombinatoryczne
weddug przyporzadkowanych im numeréw.

Rozdziat zakonczony jest wskazaniem mozliwosci wykorzystania
tzw, funkcji numerujacych do generowania pewnych ogélniej-
szych podzbioréw kombinatorycznych.

Rozdziat M zawiera wybrane zastosowania algorytmow
generowania oraz numerowania stow kombinatorycznych roz-
patrywanych w poprzednich rozdziatach.

Dziedzine zastosowan rachunku kombinatorycznego w jego
wspotczesnej postaci umownie podzielono na dwie klasy zagad-
nien: ekstremalnych i nieekstremalnych®

Na przyktadzie zagadnien ekstremalnych pokazane sg zalety
metod kombinatoryczno-heurystycznych, natomiast w czesci

poswieconej zagadnieniom nieekstremalnym pokazano m.in.

ze algorytmy numerowania s4ow kombinatorycznych umozliwiajag



maszynowe operowanie tablicami wielowymiarowymi,» Tablice

takie wystepujg przy badaniu zaleznosci wielowymiarowych

zmiennych losowych, w analizie wariancji 1 w wielu i1nnych
zagadnieniach statystycznych, ekonometrycznych itp.

W ostatnim, tsn*S rozdziale naszkicowane sg perspek-
tywy rozwoju metod kombinatorycznych oraz mozliwosci ich
zastosowan.
Formalnie cata praca dzieli sie na rozdziaty, ktore dziela
sie na paragrafy, a te z kolei na punkty« Numeracja wzorow
dokonywana jest w sposéb ciagty, odrebnie dla kazdego roz-
dziatu« Pozycje literatury zas$ umieszczone w nawiasach
kwadratowych, posiadajg numeracje ciggta dfa catej pracy®
Do pracy zataczony jest wykaz wazniejszych programéw, ktore
sa odpowiednikiem badz opisywanych w pracy algorytméw,badz
tez sg to programy wykorzystujgce te algorytmy« Programy
te zostaty zapisane w jezyku MOST-1 lub ALGOL-1204 i wypro-
bowane odpowiednio na maszynach ODRA-1003 1 ODM - 1204«
Tabulogramy programéw /lub procedur/ wraz z danymi testo-
wymi 1 opisem sposobu korzystania znajdujg sie w bibliotece
Laboratorium Obliczeniowego przy Instytucie Metod Rachunku
Ekonomicznego«

W przypadku powotywania sie w tekScie pracy na dang po-

zycje tego wykazu, jej {Jumer poprzedzony jest literg P«



1. POJECIA PODSTAWOWE

1.1« S+o6w a kombinatoryczne

Iliech dany bedzie pewien skonczony zbiér A kolejnych
liczb catkowitych, ktéry nazywany bedzie alfabete m,
a jego elementy literami.

Jesli zbior A jest zbiorem kolejnych n liczb naturalnych
eto oznaczany on bedzie symbolem N e Liczebnos¢ dowolnego
zbioru X oznaczana bedzie symbolem IX]| O
Kazdy skonczony ciag elementéw zbioru A nazwiemy s + d~
w em kombil natorycecznymnm nad alfabetem A,
Zbior wszystkich mozliwych m-literowych stéw nad n ele-
mentowmi alfabetem oznaczany bedzie symbolem K. Dowolny

element tego zbioru zapisywany bedzie w postaci wektora;
k ~ (k™ ,k2*««*ikm J /1/

Najczesciej stowa oznaczane beda symbolami K,X,y,p; przy
tymi jesli nie beda czynione Zzadne inne zatozenia, to symbole
te zawsze oznacza¢ beda stowa nad alfabetem bedacym zbiorem
liczb catkowitych. Stad tez zapis a ™ 1j ~ b oznacza, ze
wartosciag moze by¢ dowolna liczba catkowita z przedziatu
[a,b] przy czym zadawane liczby a 1 b bedag zawsze
catkowrtymi.

Dwa dowolne stowa mozna #aczy¢ w jedno stowo za pomocg
tzwo operacji konkatenacji [29] zwanej tez

1loczynem prostyml. Niech Xx = (j ) 1

" Operacja ta analogicznie jak w jezyku PL/1. oznaczana bedzie
symbolem b .



y = (yl,yQ,___»yA) sg pewnymi stowami. W wyniku konkatenacji

stébw x 1 y otrzymujemy stowo k = x fly = ™x1,x2,...,xs)lj

(Y1>y2»*essyt) ~ 2%0..,XS, YJY2*F*Imyn) »

W przypadku gdy stowo x jest jednoliterowe i1 nie bedzie
to prowadzi4o do nieporozumien, to zamiast zapisu o - (X)

uzywany bedzie zapis x* lub xO

W zbiorze K tznO zbiorze wszystkich m literowych

stéw nad n elementowym alfabetem wyprowadzimy relacje po-

rzadku liniowego oznaczang symbolem 4 a zwang porzadkiem

leksykograficznym, ktdorg definiuje sie na-

stepujaco [65,33] !

k4 k«=»k = k V 3. \k* <L A V. J< i=7?k,.
1 X p |

[
(=l

Oprocz tej relacji potrzebna bedzie relacja T ktorej

definicja jest nastepujaca [65] i

k 4 k k4 k Ak~ Kk dla dowolnych k,k 6 K.

Element k d K* nazywa sie nNajmniejszym
n tj 1
lub pierwszym jesli k Sk dla kazdego k ™ k £ K. Analo-

|
gicznie stowo k € K nazywa sie na jwiekszym

lub ostatnim jesli

) 1
kn k dla kazdego k & K  rdéznego od k.



1.2. Interpretacja s+ow kombia -

torycznych

Przy algorytmizacji zagadnien kombinatorycznych wykorzy-
stywana bedzie dwojaka interpretacja elementédw zbioru K:

- geometryczna,

- liczbowa.

Pomijamy tu statystyczng interpretacje, ktorg mozna znalezc
w [31]

Zatézmy, ze dany jest n elementowy alfabet A tzn,
zbidér kolejnych liczb catkowitych A = Ja,a+l,...,b j ,
gdzie b-atl = n. Zbior wszystkich mozliwych ciggéw m
elementowych oznaczamy zgodnie z umowg symbolem Kc

W interpretacji geometrycznej dowolny element zbioru K
traktowa¢ bedziemy jako pewien punkt w m wymiarowej prze-
strzeni liczb catkowitych«. Zbidor K jest wowczas kostkag
w tej przestrzenie Dla przyktadu wezmy zbidér A =72,3,4 f
oraz przyjmijmy, ze m=2, wowczas K =](2,2) , 2,3) ,(2,4) ,
G, ,@G,)3 ,@,5 ,d.,2) ,MM,3) ,(4») Jtzw. zbiorem K

jest kostka dwuwymiarowa przedstawiona na ponizszym rysunku,



W interpretacji liczbowej, kazdy element zbioru K
traktujemy jako zapis pewnej liczby m cyfrowej, w ktdrej

k~  oznacza cyfre i-tej pozycji spedniajacg warunek:
a<kx”™ b /2/

Zbidér K jest wiec zbiorem wszystkich liczb m cyfrowych
o] podstawiej b-a+1l. Cyfra o najmniejszej wartosci oznaczona
jest symbolem a, zas cyfra o najwiekszej wartosci symbolem
b.

W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie zamiast liczb
o statej podstawie rozpatrywa¢ liczby o zmiennej podstawie
tzn. takich, w ktérych kazda cyfra posiada swpj zakres
zmiennosci* Ten ogolniejszy przypadek otrzymamy wowczas,

gdy warunek /2/ zamienimy nastepujacym warunkiem:

ki/\ % i:1,2,t.,sm /3/

gdzie d*. oraz g° sa to ustalone pewne liczby catkowite.
JesSli przyjmiemy, ze d* =0 oraz §_ =9 dla
i=1,2,...,m, to zbiér K bedzie zbiorem m-cyfrowych nie_
ujemnych catkowitych liczb dziesietnych*
Korzystajgc z podanych interpretacji elementy zbioru K
nazywa¢ bedziemy liczbami, wektorami lub punktami.
Natomiast litery stowa X nazywa¢ bedziemy
sktadowymi, wspodrzednymi lub cyframi.
Przyjmujemy przy tym, ze symbol &)(i,Xx) oznacza i-tg Wspé+—‘

rzedng wektora =z natomiast symbol ~(c,Xx) oznacza¢ zawsze

Definicje podstawy systemu liczbowego mozna znalez¢ w [51]



bedzie numer /Zindeks/ tej sktadowej wektora x, ktdora jest
rowna liczbie c¢9 Dla porzadku mozemy przyjac, ze w przy-
padku nieokreslonosci, wartoscig funkcji 0J oraz "

jest nieskonczonosc o



2» GENEROWANIE

21, Wstep

Majgc dany alfabet A =-"a,atl,,=.,bJ

, mozna utworzyc
nad nim (b-a+I)m rdéznych,

m literowych st6w kombinatorycz-
nycho Wsréd tych s#éw mozna wyodrebni¢ pewne podzbiory s#ow

o okreslonych wkasnosSciach*

Algorytmy generowania wybranych podzbioréw bedg rozpatry-

wane w niniejszym rozdziale* Bedg to punkty prostopadtoscianu,

punkty zbioru wypuktego, kombinacje oraz tzw* podziaty /par-

tycje/.

I _ J= _
Rozpatrywane tu algorytmy znajdujg zastosowanie gtownie

w programowaniu kombinatorycznym, w statystyce wielowymia-

rowej oraz w programowaniu maszyn cyfrowych* Konkretne przy-

ktady zastosowali beda sygnalizowane przy rozpatrywaniu od-

powiednich algorytméw, a niektdére z nich sg rozpatrzone

W rozdz* 4.

2.2. Pros topad+os$ cian

Niech beda dane dwa wektory

d=( ,dg,e..,d"™ oraz g = "¢H>g2r»«=e t

takie, ze ich wspotrzedne sg nieujemnymi literami catkowity-

mi spedniajgcymi warunek:

por, rozdziat 4 1 5*



did x — ij2peO»jiiio

Prostopaddtoscianenm m wymiarowym
oznaczonym symbolem. P [d:g] , nazywany bedzie zbidr tych

punktow

P = (R]jP2s0***Pm ) 5

wspotrzedne ktorych spedniajg warunek:

di ™ pi % i = 1,2, /"
Liczba 1. - g" - + 1 nazywana "bedzie ddugoscig i-tej
krawedzi. Gdy 1IN = = ... = Im, to prostopadtoscian
nazywa sie kostka, jesSli zas = 1 oraz = n,

to prostopadtosScian nazywa sie zbiorem wariac]j
z powtdrzeniami z n po m.

Przy konstrukcji algorytmu generowania punktéw prosto-
padtoScianu wykorzystana bedzie interpretacja liczbowa s#éw
kombinatorycznych /por. par. 1,3/.

nietrudno zauwazy¢, ze najmniejszag liczbg spedniajaca
warunek /~/ jest liczba d = (d*,a?d,,..,d") , natomiast
najwiekszg - liczba g = @) *g2»«ee»h) =

Aby otrzyma¢ wszystkie punkty prostopaddoscianu nalezy
wiec do najmniejszej liczby d, dodawa¢ jedynke tak dtugo,
az otrzymamy liczbe najwiekszg g. Dodawanie jedynki nalezy
wykonywa¢ weddug nastepujacego algorytmu.

W danej liczbie k = ( ,k2,...,k ) szukamy pierwszej
/liczac od strony prawej/ cyfry kO mniejszej od swej

maksymalnej wartosci g,,- Do cyfry kg dodajemy jedynke.



natomiast jako wartosci cyfr K Jjks+2»*ee przyjmujemy
ich niminalne wartosci is+i ~s¥2»"i,»" N
Algorytm ten wygodnie jest przedstawi¢ w postaci nastepu-

jJacego schematu:

= (K1 Ki*"f  g3lpas 3> mSm)

+ 1 72/

k+ i= (k™ ?kp >6¢ *f 1* Ys+y' 2As+17?2* * @

Zapis k+l1 zawsze oznacza¢ bedzie operacjo dodawania jedynki
do danego stowa k, Iub, tez wynik .tej operacji tzn* takie
stowo, ktére w uporzadkowaniu leksykograficznym wystepuje
bezposSrednio po stowie ks

Opisany algorytm generowania punktéw "prostopadtoscianu
wystepuje w szeregu innych algorytmach / por. nastepne
paragrafy tego rozdziatu oraz rozdz. 5/, poza tym okazat
sie szczegb6lnie przydatny przy operowaniu tablicami wielo-

wymiarowymi /por. rozdz. 4/«

2.3. Zbior wypuk+y

Zbrorem wypuk+ym oznaczonym symbolem

ZW(n) hnazywany bedzie zbiér tych punktéw
X - (X1,Xg,*»e,xn ]

o wspotrzednych catkowitych nieujemnych, ktdére spedniaja

warunki

C zi 2. — /3/



gdzie W*ﬁ oraz z. sg nieujemnymi liczbami catkowitymi,
poza tym przyjmuje sie, ze wykdtadnik potegi q jJest jedna-
kowy dla catego uk#adu 1 wynosi 1 1lub 20

Otoczkag wypuk+ag nazywany bedzie naste-

pujacy zbior

OW = Jx6 2ZW(n) s x© 1i ZW(n) Vx @ 1~2ZW () jJ ,

gdzie symbolem x©1 oznaczono dodanie jedynki do jakiej-
kolwiek wspotrzednej wektora x, oraz symbolem xC1 odjecie
-jedynki. Innymi stowy punkt x ze zbioru wypuktego ZY/(n)
nalezy do otoczki wypuk#ej woéwczas, jesSli po dodaniu lub
odjeciu jedynki od jakiejkolwiek wspotrzednej tego punktu,
przestaje on naleze¢ do zbioru wypukdego.

Brzegiem zbioru wypuktego nazywany bedzie zbidr
tych punktéw otoczki wypukdej, ktore spedniaja przynajmniej
jedng réwnos¢ w ukdadzie /3/«

W szczegolnym przypadku, gdy m=1, punktami brzegowymi
bedg wszystkie nieujemne catkowitoliczbowe rozwigzania

réwnania
+ N2x2 + eee 4+ ywnNxn “ z*

Rozpatrzymy teraz algorytmy generowania zdefiniowanych
wyzej zbiorow. Algorytmy te mozna zastosowa¢ miedzy innymi
przy optymalizowaniu ™brzydkich”, skomplikowanych, funkcji
celu oraz przy dyskryminacji zbioréw skonczonych /por.
[12.37J oraz rozdz. 4/.

Zat6zmy na chwile, ze umiemy generowal wszystkie punkty
zbioru 2W™~1) . Wowczas aby wygenerowa¢ punkty zbioru

ZW(nj nalezy dla kazdego z punktow x= 9*2*_ .. ,XPIN) 6 ZW (1)



jako wartos¢ n-tej wspotrzednej dopisa¢ kolejno wartosci™

0,1,2,»**gS™n) /4/

£ Aj L \

gdzie s(n)= entierf Ni min r. )

1,
- Wy J xi

ri i = 1.&-‘56"%,

vZin

Metinidno zauwazy¢, ze kazdy z tak 1 tylko tak otrzymanych,
punktéw z = (& fAp, ee. Ixt) bedzie spekniat uktad /3/
a tym samym nalezat do zbioru 2zZW(n),
tatwy tego dowdd mozna przeprowadzi¢ korzystajgac z prostej
interpretacji geometrycznej przedstawionego wyzej algorytmu:
Przez kazdy z wygenerowanych punktow x « O, 3oj « « )
Zz przestrzeni n-1 wymiarowej prowadzona jest prosta
rownolegta do osi
Jako wartos¢ n-tej wspoOdrzednej brane sg wszystkie punkty
lezgce na tej prostej od O az do momentu pierwszego prze-
bicia pewnej ptaszczyzny uktadu Z3/<

Aby taki algorytm generowania punktéw zbioru zZW(n) mozna
byto zrealizowa¢ nalezy umie¢ generowa¢ punkty zbioru
ZW(n-1) T ale w tym celu wystarczy w przeprowadzonym rozu-
mowaniu zamieni¢ n na n-1 natomiast n-1 na n-2 itd.
az do momentu, gdy n=1.

Przyymujac, ze punktami zbioru ZW(1) sa kolejne liczby:
0,1,2,«.. ,s(@ = entier

otrzymujemy rekurencyjng procedure generowania punktéow

zbioru 2ZW(V).



Podang procedure d#atwo mozna rozszerzyC¢ na ogolniejszy
przypadek, gdy zbidér wypukdty okreslony jest w dodatniej -
¢wiartce uktadu wspodrzednych za pomocg dowolnych powierz-
chni rzedu drugiego o nieujemnych i catkowitych wspétczyn-
nikach.

Procedure te 4atwo mozna tez przystosowa¢ do generowania
punktéow otoczki wypukdej (por, [P12]] .-W tym celu do kaz
dego z wygenerowanych punktow x = (X" ,X2, .e. N EZW (n-1)
nalezy, jako wartos¢ n-tej wspodrzednej przyjagé liczbe O
oraz liczbe s(n) c W przypadku gdy punkt X - ¢g,X2>.0.,Xr_
nalezy do otoczki wypukdej n~1 wymiarowej, wéwczas jJako war-
tosS¢ n-tej. wspotrzednej nalezy przyjmowaCc kolejno wszystkie
wartosci:

Os i121---1 rL]O

Zauwazmy, ze jesli do punktu x = (X™,«..,X 1 jako
n-ta wspotrzedng dopiszemy liczbe s(n) okreslong we wzorze
/4/ 1 przy tym takg, ze dla pewnego 1”7 107X m zachodzi
rownosc:

)= \ /5/
Vv

to tak otrzymany punkt Xx = (XJj,x2,e+*>xn) bedzie punktem

brzegowym, gdyz punkt ten spednia roéownosc:

W ten sposob otrzymujemy algorytm generowania punktéw brze-

gowych: dla kazdego z punktow x = (O¢],x0,... ,x 436 ZW (n-D)



sprawdzamy warunek /5/, jesli jest on spedniony, to punkt
brzegowy otrzymujemy jako konkatenacje & ,X2,*«. ) Bs(n) ~
jesli zas warunek /5/ nie jest spedniony, to badamy go dla
nastepnego punktu x G ZW(n-1) itd, az przebadamy wszystkie

x £ ZW(n-1)

Dla niektdorych szczegbélnych przypadkéw opisanych wyzej algo-
rytméw mozna skonstruowa¢ znacznie efektywniejsze procedury.
MozliwosS¢ taka zostata wykorzystana w opracowanych progra-
mach na maszyne Odra 1204 (por, [P11,P13,119} ) «

Przyktadowo nizej wymienione sa 3 wazniejsze przypadKi.
Przypadek 1,

Gdy m=1 oraz ¢g=1, to punktami brzegowymi sg rozwigzania

nastepujacego réwnania}

alxl + a2x2 + eee + gnxn * z

Zamiast w-
*J

Algorytm generowania takich punktow znajduje zastosowanie

uzyto symbolu a.,

w programowaniu catkowitoliczbowym np, przy optymalizowaniu
tzwO funkcji plecakowych (por, (44} ) o EfektywnosS¢ stoso-
wania tego algorytmu w pordownaniu z programowaniem dynamiczny!?

zostata przeanalizowana w [73] ,

Przypadek 2,

Gdy n-1 oraz g=2 , to punktami zbioru wypukdego sa punkty
elipsoidy:

A1n + &x2 * ann " 2
T U praktyce czesto wystepuje potrzeba rozwigzywak 4’t’Vlego

rownania przy dodatkowym warunku, ze maja przyjmowac

wartosci 0O lub 1«Ciekawy i1 efektywny algorytm typu branch-
and-bound rozwigzania takiego zadania sformutfowany zostat
przez b.Bukietynskiego (por. '[4'+] oraz [P20J j



Algorytm generowania takich punktéw znajduje zastosowanie

przy przeprowadzaniu doswiadczen ekstremalnych (por,[66,68j)

Przypadek 3*

Gdy m=1s g1 oraz a* = a" = e=. = an = 1, to punktami

brzegowymi sag rozwigzania roéwnania

x1 + + 0.. + xn - 2Z,

tzn* partycje uporzadkowane (por. [30,86.1) Hliczby natural-
nej z. Algorytm ten roéwniez znajduje zastosowanie w plano-
waniu doswiadczen ekstremalnych /stuzy do wyznaczania miejs-
ca na sympleksie n-1 wymiarowym, gdzie maja by¢ przeprowa-
dzone doswiadczenia [68) /. Poza tym algorytm generowania
partycji znajduje zastosowanie przy wielomianowej dyskrymi-

nacji zbiorow skonczonych (por.[90]).

2*4. Kombinac]je

2.4_.1« Kombinacje z powtérzeniamfl

Kombinac]ja z powtdrzenia

mi z n po m nazywa sie taki punkt

kK - Nel,kg, oee»k™j

ktéry spednia warunki:

1 <k™M$ n

i< j k ~ Kj /6/
Algorytm generowania takich kombinacji znajduje zastosowanie

nuin. przy operowaniu wielowymiarowymi tablicami tréjkat-
nymi [/1]



Algorytm generowania jest nastepujacy™

Bierzemy najmniejsza liczbe h spedniajgcg warunki /6/

tsn. k = (1,1,*..,1 ) 1 dodajemy do niej jedynke tak ditugo,
az otrzymamy najwiekszg liczbe tzn. k (n,n, ,..,n) *
Zauwazmy, ze z definicji relacji porzadku leksykografiez~
nego wynika, ze dwie kombinacje z powtdrzeniami K i k*
zajmujace kolejne miejsca w tym uporzadkowaniu posiadaja

.nastepujace wkasnosci:

1. « = "1 dla pewnego 17 s/ m
2% _ dla ® _ §,8,.€0pu *
h h
3 h - h dla i = s+1,.€
4. kN =m dla 1 = s+1,,..,m

Stad tez majac kombinacje Kk generowanie kombinacjyi k+l1

mozna zapisaC w postaci nastepujacego schematu:

k — (., kg, »*, kg<-1, kgS n, n, ***, n)

k+1 = (k-p kg, =*. t ks+1? t«*iks+l)

To znaczy jesli w danej kombinacji k marny taka sytuacje,
ze kQ< n oraz k™ =n dla 1> s, to nastepng w po-
rzadku leksykografieznym kombinacje otrzymamy w ten sposoéb,
ze do wspotrzednej K@ dodajemy jedynke 1 jako wartosci
wszystkich pozostatych k™ dla 1> s wspétrzednych

przyjmujemy wartos¢ wspédrzednej kS-



2«4*20 Kombinacje be2 powtdrzen

Kombinac]ja bez powtdrzen

Z n po m nazywamy punkt

k = (, kg»ee*jk™) »

ktéry spednia warunki:

1% ~on ¢

1 < JN kx<

Zauwazmy, ze najmniejsza liczbag spetniajgcg te warunki jest

liczba k - (1,2,.,,-,m) , natomiast najwieksza
k=(~m+lsn-m2, ..,, n)«

Innymi stowy kombinacjag bez powtdrzen jest taka liczba

(lub punkt prostopadtoscianu) , k = (k™ kg, --*»k~j , ze

/

gdzie *© h =
i& =n - -m+ i dla

Zat6zmy, ze dana jest ktDmbinacja k = (k-j,«=*,k ,O«=fkn j
taka, ze < gs oraz . -, dla ¥ > s. Wowczas
nastepng w porzadku leksykograficznym kombinacje Kk otrzy-
mamy jesli do kombinacji k mdodamy jedynke weddug naste-

pujacego schematu:

Rozpatrywany tu algorytm «zastosowano m.in. w programie
optymalnego wyboru predyktant (por,, [33] oraz [Pi5])» ag
takze przy obliczaniu wspotczynnika zaleznosci (por, i
oraz [P25])

K2



k—’\k—’\$1—rpy<>»*,"5.l* k. S***\i)

k~ k+1 =(k1, kr k Kgtl, Kgp+2,=.. Tkgim s+1)

Jesli zas dla kazdego 1 zachodzi réwnos¢ kN = g.-, to
jedynki doda¢ nie mozna, co Swiadczy o wygenerowaniu wszyst-
kich kombinacjio

Zauwazmy, ze w zaleznosci od tego w jaki sposéb okresli-
my wektory d = (d1,d2,...,d*)oraz g = (gl1,92>»..»3%,) 9
to wedtug podanego algorytmu mozemy otrzyma¢ kombinacjo
0 réznych wtasciwosciach.

Kilka przyktadéw podajemy nizej * Przyjmijmy, ze ze zbioru
= jl1,2,.«.,nJ wyodrebniony zostat podzbidr =11,2,

taki, ze s $§ n-m+l.
Przyk+ad 10

Przyjmujgc d"* -s + 1

=n-m+1 dla 1 = 1,2,0.«,m

otrzymamy takie kombinacje z n po m, z ktdérych zadna

nie zawiera ani jJednego elementu zbioru N *

Jest to oczywiste z tego wzgledu, ze najmniejsza kombinacja
ma wowczas posta¢ k = (s+l, s+2, o0.., s+m) tzn. zawiera
sktadowe wieksze od s, a kazda nastepna kombinacja tym

bardziej bedzie zawierata sktadowe wieksze od s.

Przyktad 2,
Przyjmujac 4 =1» Si =s,
w =g+ 1 -1 dla i — 27"3$ *
ei“n-~-Mt1 dla 1 ~ 2s3* *c*



wygenerujemy takie kombinacje z n po m, ze kazda z nich

zawiera doktadnie jeden element zbioru 1Iig.

Jest to réwnie oczywiste jak w przykdtadzie 1,,

Przykdad 3o

Przyjmujac dt dla i = 1,2,0«*,m

= 1 dla i = 1,2,««»,S

oraz a- n-m+j dla j = s+l1, s+2,...,m

otrzymamy tylko takie kombinacje z n po m, ze kazda

t nich zawiera wszystkie elementy zbioru 1I\L.

Przyktad 4.
Przyjmujac , _ 1 dla .i-
oraz Sp = s, = n-m+j dla j=2,3**e**m

wygenerujemy tylko takie kombinacje, ze kazda z nich zaw

pewien niepusty podzbidr zbioru KNj.

Przyktad 5*

dla 14,2, e»o,m

Jesli przyjmiemy d» *

% = dla 171,2, »», S

®B+1 = cC

oraz gj = n-m+j dla j=s+2, s+3,

przy zatozeniu, ze s+l ~ ¢ $ n-m+s-1, to kazda z nich
zawiera doktadnie wszystkie elementy zbioru KNy oraz

jedng sposrdod liczb s+1, s+2, »..,0,



25 Podzia+ty
2*5*1e Podziat zbioru
Zato6zmy* ze dany jest n elementarny zbidér liczb
catkowitych. X.

Podziad4t+emnm (por. [23,82]) m~elementowym zbioru

X nazywamy cigg podzbiordow®tego zbioru:
X1 ;X2 ;.. *; XHIF /7/

taki, ze

4. licznos¢ kazdego X, jest ustalona i1 wynosi

m X
nj przy czym ~ n =n gdzie n = |xj «
-1

Algorytm generowania jest prosty: sktadowymi kazdego X.
i-1 1
sa mozliwe podzbiory n. - elementowe zbioru X\ \"J X"

dlar =2,3,*.. ,m0

Natomiast X~ stanowig wszystkie n”elementowe podzbiory
zbioru X0 Aby otrzyma¢ pewien n" elementowy podzbidr
zbioru X, generujemy kombinacje z n po n", ktora okresla
numery tych elementow zbioru X, ktore majg wejs¢ do n.-

elementowego podzbioru*



Zrezygnujmy teraz z warunku 4«
Algorytm generowania takich podziatow jest nastepujacy«
Jako sktadowe dla 1 =1,2,,e.,m1 przyjmujemy
kolejno wszystkie podzbiory 192,... Amwy-elementowe zbioru

XAU

gdzie

wi = jl

m~1
natomiast jako sktfadowg X przyjmujemy podzbidér X\ A\] X

J-1
tsn. pozostaty czes¢ zbioru X®

Algorytm ten wynika z nastepujacych nizej rozwazan.
Zauwazmy, ze aby by+ spedniony warunek 3, to dowolne X»
moze by¢ podzbiorem co najwyzej n - m+ 1 elementowym,
Wéwczas wszystkie pozostate podzbiory ciagu /']/ beda jedno-

elementowe, tzn, najmniejsze jakie moga byd60

ZatO6zmy, ze utworzone sg podzbiory X/ ,1IN, e*. tak,
aby speinione byty warunki 2 i 3« W sumie podzbiory te daja
zbior :_ﬂ X~ zdozony z y~{- n™  elementodw.

j=1 3=1

Aby by4 spedniony warunek 2, to podzbidr X~ moze zawierac

-1
elementy tylko ze zbioru X., licznosé ktorego
i-i >1
wynosi n - / n.,
[~ J

=1

'



A*by pozostate podzbiory nie byt4y puste,

to podzbior XX moze zawieraC co najwyzej Wy elementow,
i-1
gdzie w- n r n. - m+ 1*

j:

1

Tak wiec podzbidr X. moze bydé podzbiorem 1,2,o0«0,w?

-1
elementowym zbioru X \ . Xo.

*3*»]

JeSli wygenerowane sa podzbiory X>J, s«».,Xn__ tak, ze

spetniajg zadane warunki, to warunek 1 wymaga, aby jako
n-1,
podzbidor Xw przyjac¢ réznice X\ ~J XN,
J=1
Pomijamy tu nieco trudniejszy algorytm generowania takich
podziatdow zbioru X gdy kolejnos¢ sk#adowych Xj , X, ... ,Xnl
nie odgrywa zadnej roli* I11os¢ takich podziatédw okresla sie

za pomocg tzw. Hliczb Stirlinga drugiego rodzaju (por* L86] ;‘-

2.5«2* Podziat liczby naturalnej

Podziaty liczby naturalnej nazywa sie zwykle partycjami
[86] ., rozrdéznia sie przy tym partycje uporzadkowane zwane
tez kompozycjami ~36] oraz partycje nieuporzadkowane,
zwane kroéotko partycjami, Jesli nie bedzie to prowadzito do
nieporozumien, to zarowno jedne jak 1 drugie nazywac¢ bedziemy
partycjami.

Partyc]ja uporzagdkowana liczby n
nazywamy (por. [30]J taki punkt



X = (XIfx2,."tztt ) » ze

+ X2 + *.0+ xm = n

oraz kazde x, jest nieujemna liczbg catkowits.

Algorytm generowania opisany by4 w paragrafie 2«30
Algorytm ten stuzy+ do wygenerowania wszystkich partycji,
nizej podajemy inny algorytm, za pomocg ktérego mozna wyge-
nerowa¢ kolejna partycje na podstawie danej «

Wezmy dwie kolejne partycje w porzadku leksykograficznym,
wczesniejsza z nich oznaczmy symbolem Xx ~

natomiast pézniejszg symbolem XxF A"(X"F x 1 N "

te posi adaj g nastepujace whasnosci:

1= = VS + 1 dla pewnego 1 £ s m

dla i = 1,2, e=«,s-1

J=1
4. Xh =0 dla j = s+2, s+3, 0..,m
5« =0 dla j = s+l, si2, e*«jiii*1
6, < -xsm -1

Pierwsze dwie wkasnosci wynikaja bezposSrednio z definicji

porzadku leksykograficznego 1 z zatozenia, ze XxTf = x+1.

Algorytm taki jJest bardzo wygodny przy stosowaniu go jako
odrebnej procedury w innych algorytmach.



Poniewaz wszystkie sktadowe muszg w sumie dawaC¢ liczbe n,

to najwiekszg wartoscig sktadowej moze byc¢ liczba
i-1
n-T .
d-1
wéwczas pozostate sktadowe Xj+i? xx+290*0?X reywie
Poniewaz xJ = Xx,, + 1, to wkasnie sktadowa musi po-

siada¢ najwyzszg wartos¢, w przeciwnym bowiem razie partycje
nastepng po x mozna by byto otrzyma¢ dodajac jedynke do

X 4 anic do x0. Jesli skftadowa xg+l posiada najwiekszg
wartos¢, to wszystkie nastepne muszg wiec by¢ réwne zeru
/wkasnos¢ 4/. Aby miedzy partycjga X 1 X’ nie mozna by4o
zmiesci¢ zadnej innej, to skfadowe x*+-, JpjJ *==j" -1
muszag posiadac, najmniejsze wartosci tzn,, zera, natomiast
sktadowa x”~ musi posiada¢ takg wartos¢ aby wszystkie

w sumie dawaty liczbe n, a ta wartos¢ réwna jest liczbie
x,,l - 1. WV ten sposéb otrzymujemy nastepujacy schemat

dodawania jedynki do danej partycji X;

X = (x1, Xp,X Xch s0j 0,...,0 )

X? — x+'1 — (X« Xp,*=0, i B, 0, 0, 0,»«», N

Jesli zazadamy aby skdadowe partycji bydty liczbami natu-

ralnymi, to iloS¢ ich wyraza sie wéwczas wzorem



Cm*1
n»1

Do wygenerowania ich mozna postuzy¢ sie opisanym wyzej algo-
rytmem lub opisanym w paragrafie 2,3* W tyra celu nalezy ge-
nerowa¢ partycje liczby n-m 1 do kazdej sk#adowej dodawac
jedynkeo Dla generowania kompozycji liczby n o skdadowych
dodatnich istnieje tez algorytm 72a-procedury O nazwie
compol i comp* 2 (por* 3] Str043 ) «

Natomiast dla wygenerowania partycji nieuporzadkowanych
[30J istnieje algorytm o numerze ll4a w postaci procedury

cp generator (por* [4] str* 22) -

26, Prze ks ztatcenia

Wiadomo 1837 , ze dla dwu réwnolicznych zbioréw istnieje
przeksztatcenie wzajemnie jednoznaczne jednego zbioru na
drugi. Pakt ten mozna wykorzysta¢ do generowania sytuacji
kombinatorycznych. Jesli bowiem umiemy generowaC¢ elementy
zbioru X 1 znamy posta¢ odwzorowania f: X—>1% to tym
samym potrafimy wygenerowa¢ elementy zbioru Y,

W paragrafie tym rozpatrzone bedg dwa przyktady wykorzy-
stania takiej mozliwosci ((por. jP20, P21 ]1J , Pokazemy miano-
wicie jJak mozna otrzyma¢ permutacje z powtdrzeniami na pod-
stawie danego podziatu zbioru oraz odwrotnie, w jaki sposéb
otrzyma¢ podziat z permutacji, W drugim zas przyktadzie po-
dana bedg wzajemnie jednoznaczne odwzorowania zbioréw kom-

binacji z powtdrzeniami 1 partycji*.



Przykd4ad 1,

Zbiér podziatéw zdefiniowany w paragrafie 2*5 sk#ada

sie jak wiadomo (por. [23%$82]) z - — - — ———— elementéw,
Y,

nH ! n2l. °*npi!
z tylu tez elementédw sktada sie zbidr permutacji z powtod-
rzeniami /definicje ktérego mozna znalezé¢ w [99 j /*
Algorytm generowania podziatow zbioru opisany by+ w par.

2.5, teraz podamy sposob jak z danego podziatu

X43X * #n 78/
otrzyma¢ permutacje

P = (p4i>P2»ee _*Pn)* /9/

Zapiszmy podziat /8/ w postaci wektora o n sk#adowych:

V*

* XIn.(?X21*  >x2n2d  xml 2 &€ X; - /10/

gdzie 1in,Xi2,...,XIa sg to zapisane w kolejnosci rosngcej
elementy zbioru X~ (@(1=1,2,«., ,m) s

Aby na podstawie podziatu /10/ otrzyma¢ permutacje /9/
nalezy dla kazdego j-~1,2,,,-,m wykona¢ nastepujgce pod-

stawienia:

dla 0

Mniej formalnie znaczy to, ze dang liczbe 1 < jJ <m
nalezy wstawi¢ w tych miejscach wektora p, ktore posiadajg

numery:
XJ1°X 27 °*X jn,*

Algorytm taki wynika bezposrednio z interpretacji podziatow



1 permutacji / por0O[99) str.93 1lub [31] str9 16/.
Korzystajgc z tej interpretacji mozna #atwo skonstruowac
odwzorowanie odwrotne, ktdére permutacji /9/ przyporzadkowuje
odpowiednio podziat /10/0
Dla otrzymania podziatu 710/ z permutacji 79/ nalezy jako

wartosci sktadowych X X.p?...,X. wektora /10/ przyjac

kolejno numery tych sktadowych wektora p ktore sa rowne
liczbie ],

Symbolicznie przeksztatcenie to zapiszemy w postaci:

X1y = M(d@.p ) 1=10 “ *m
0=1,2,»*_,nj

funkcja “ okres$lona byta w par. 103*

Przyktad 2.

Niech k = (k#0J... ,km) oznacza kombinacje z powtorze-

niami z n po m /por. par. 2.5/ oraz

X = (z-pZg, ---,Xn )

oznacza partycje n elementowg liczby mO

Poza tym niech dwu argumentowa operacje © okreslona

bedzie nastepujgco %

T
D
(7N
Q

1
o

aodob

—
D
U
Q
N
O

odpowiada jej nastepujgce wyrazenie w jezyku ALGOL~60
I+ a=Db then 1 else O.



Woéwczas na podstawie kombinacji

X otrzymamy z zaleznosci:

m
n 1

Jj-1

Mniej formalnie oznacza to,
ilosci

sov/i 1«

Algorytm ten wynika réwniez z interpretacji

trywanych zbiorow /por. [99J

ze sktadowa

tych skdadowych kombinacji

k 1-ta skdadowg partycji

X=1 ,2,*»«,n / W/

rowna jest

k, ktore sa réwne indek-

obu rozpa-

/$ ktdora pozwala tez okreslic

odwzorowania odwrotne do /11A Odwzorowanie to przedstawimy

|
Jjako nastepujaca konkatenacje?

k=w.,™) Ew2C2)l «0 Ilwnn) , AVAV;
gdzie symbolem w”™(n) oznaczono wektor o n skdadowych
taki, ze kazda jego sktadowa réwna jest liczbie i1 tzn«
wjp (nJ— (1,1,«.0,1)
n
gdy n=0P to wx(n)= 0O«

Nietrudno pokazac,
/11/ posiada takg wkasnoscé,
kombinacje k 1 k*, ze

dwie partycje x i1 x* takie,

ze odwzorowanie okreslone zaleznoscig
ze jesli wezmiemy dwie takie
k=4kf, to otrzymamy odpowiednio

ze Xx= X.



2,7. Efektywnos$¢ algorytmow

generowanitia

Problem efektywnosci algorytméw jest jednym a podstawowych
probleméw w teorii 1 praktyce programowania maszyn cyfro-
wych, 1 jak dotychczas nie posiada wyczerpujgcego opracowa-
niax G#oOwng tego przyczyng jest trudnos¢ w ustaleniu Kkryte-
rium efektywnosci, W wiekszosci wypadkédw jako takie kryterium
przyjmuje sie czas realizacji danego algorytmu na maszynie
cyfrowej® Aby uniezalezni¢ sie a. konkretnych typow maszyn
przyjmuje sie zwykle ilos¢ operacji /np. dodawan/ niezbed-
nych do realizacji danego algorytmu. Poniewaz ilosS¢ wszyst-
kich operacji niezbednych do realizacji opisanych wczesniej
algorytméw jest proporcjonalna do ilosci operacji dodawan,
to w paragrafie tym przyktadowo przeanalizowany bedzie
algorytm generowania kombinacji bez powtorzen /ze wzgledu
na 1los¢ niezbednych dodawan/.

Zauwazmy, ze idealny algorytm generowania N elemento-
wego zbioru stéw kombinatorycznych powinien potrzebowac
h operacji. W przypadku kombinacji bez powtdrzen zbior
sktada sie z CK elementéw, pokazemy, ze do wygenerowa-

nia ich za pomocg algorytmu opisanego w par. 2,4 potrzeba
k
Crdl ““ N = operacji dodawan.

I10S¢ dodawaj! niezbednych do Wygenerowania wszystkich
kombinacji z n po Kk oznaczymy symbolem G(nXK)< Przy

wyprowsdzaniu wzoru.

n>k) = °hi k -1 /13/



korzysta¢ bedziemy z tzw, liczb simpleksowych /por. [74] K~
Liczbe simpleksowg, ktdorg oznaczamy symbolem okresla

sie nastepujaco

Si S?“1

—%

przyjmujac, ze S 1+2+.«.+n, przy czym zamiast

symbolu Sn bedzie stosowany tez symbol S *

Zauwazmy, ze w analizowanym algorytmie /por. punkt 2*4«2/

do kazdej wspo#rzednej X - punktul X =&», X ,.0,X )

niezaleznie od pozostatych, nalezy doda¢ n-k jedynek*

Poza tym dodanie jedynki do jakiejkolwiek wspédrzednej XN

powoduje automatyczne dodawanie jedynek do X‘f dla T> 01,

I1oS¢ dodawann jedynek do X wyraza sie wzorem

=n ~ k.
Kazde dodanie jedynki do powoduje dodanie jJedynki do
X Przy czym pierwsze dodanie jedynki do powoduje

dodanie n - k jedynek do X /gdyz tyle potrzeba aby

X2 =92 =n- k + 2/.
Nastepne dodanie jedynki do spowoduje.dodanie n-k-1
Jjedynek do itd, V sumie dodanie n-k jedynek do
spowoduje, ze ilosS¢ jJedynek automatycznie dodawanych do X,

wyraza sie wzorem;
(n-k) + (n-k-1)+eee + 1+ 0 = (k) + N«

Zamiast zapisu k = (k* ,kot-.. ,k ,) obecnie stosowany jest
nomNif *» ty .. .6, %\ . ]

)



Poniewaz niezaleznie od dodawania jedynek do X ~, do X O
dodaje sie swoje n-k jedynek, to ogolna ilos¢ dodawan do

XN wyraza sie wzorem:
a2 *(n-k)+ (n-k) + (n-k-1)+ 0.. + 1 + 0 » 2(MK-]}-

Dodanie tych jedynek do X O spowoduje automatyczne dodawanie
do Xy Przy czym dodanie pierwszych n-k jedynek spowoduje

dodanie

(n-k) + (n-k-1) + ... + 1 = Jedynek«

Dodanie nastepnych n-k jedynek do X spowoduje dalszych

Syge«  dodawali do X 2« Dodanie n-k-1 jedynek do X2 po-

woduje automatyczne dodanie kolejnych
fn-k-1) + (h-k-2) + c« + 1 + 0 = 1

jedynek do X,. 1tdO
Ogélnie wykonanie a2 dodawan do spowoduje, ze ilosé

dodawann do X~ wyrazi sie wzorem:

= 2«

3n-k + Sn~k + 3n-k-1 + Sm-k-2 +#“ + s- 3n-k +S n-k-1

Uwzgledniajac jeszcze n-k dodawali jakie nalezy wykonac

do X ™~ niezaleznie od pozostatych dodawali otrzymujemy:

cl 02 S2
“3 = n_k+2 Si-l: + Sn-k-1 = 3(n-k)+ 2 Sn-k-1 + 1 N-k-1 %

Analogicznie rozumujac,dochodzimy do wniosku, ze ilos¢ do-

dawali jakie nalezy wykona¢ do X wyraza sie wzorem:



Sumujac po wszystkich 1, ostatecznie otrzymujemy, ze

k_ k i- i
G-(n,Lj = 2_ i (n-k)+7-1 H"3)« Sn-k-1 /H7
1=l i=1  j=1

Poniewaz sf = n+p (poil [74-] ) , to prawg strone rownosci

/14/ przeksztatcimy nastepujgco:

E  i-1 K i-1

i u (¢)= CKk. - Y {*m-x "n-k~1+j
i=1 pu =1 37

E I\/I ,n- k 2 4 1 gN-K-2
-1+1 - 0 Pn-k-1 +(-i)/ =

k
- L x «n-k-2 \
7_ L -1 - nrrml—L( 2 + (*-2)- cE:fei - n—k+ (1 -2y
I~

- n-k-2 n-k-2 | _ A «n—k-2
Z(—I1 ¥ In k?‘: 9 % fn-k+l ¥ eee + Si. - Gn-k+ (i-2).

k Zi
«Ii nn~k—2 a .nH e 6l—kl’-'-'
°j+1 0 n-k+(i-2)~] n-W-E ]]_—X:"%iji
i-1 5=o

Rl Pl-k-2 L (G+) . 1+ 0 (n-k-1



k Kk

n-k-2
I Cc3+l 9 Gn-k+ (i-2)-j IL d
iz 3=0 =1 =1

Ostatecznie otrzymujemyi

/15/
k i

H H M . sik-i -H H B T A-ke(IwW2)-F- | |
=1 3=1 i=1 3=0 . =1
Poniewaz nastepujgca tozsamosc:

m~q

ok » IF<GHl
H ris GZp-3 7 mit /16/
3=0

jest prawdziwa (por, J993 str*57 ) * to wzér /14/ zapiszemy

w postaci:

G(n,k) = i (n-k) + Cnik+t”1Z i(*k) ~ k 717/
i=1 i=1 Ni=i

gdyz korzystajac z /16/ mamy:

nn-k-2 pn-lc

°n-k+(i-2)- j " ni-k+i /187
3=0

Prawdziwos¢ wzoru /18/ jest oczywista, gdyz wystarczy w row-
nosci /16/ przyja¢, ze p=l, g = n-k-1 oraz m=n-k+i-1
i otrzymamy wzér /18/. Po uproszczeniu wzoru /77/ otrzymu-

jemy:



«n-Kk «n-Ic n-k
n-k+1 T \n-k+2 * + Gy k «

e K n-k «n-k _ |
°n-k + Si-k+1 *- Cn-k+2

Ostatecznie

«n-k « «n-k
G(n,k) °n—k+1 Si-k k /19/

Poniewaz nastepujgca tozsamosc:

UHI
«n . __ «ntl
n+v “  n+m

i~-0

jest prawdziwa (por, [99.] str,54 )t wzér /19/ zapi-ssemy

w postaci
Go>d ="Li-1- k >

ktéra jest analogiczna ze wzorem /13/-



30 ZAGADNIENITIA IDENTYFIKACJI

3«1. Ws tep

3*1 ol* Definicje 1 oznaczenia

Zatozmy, ze dany jJest pewien zbidér X C KO Elementami
tego zbioru sg m-elementowe>stowa kombinatoryczne
X — (X-J,Xp, 0. nad. n-elementowym alfabetem liczb catko-
witych, Na zbiorze X definiowa¢ bedziemy pewne funkcje
o wartosciach ze zbioru liczb naturalnych, ktére oznaczac
bedziemy matymi literami alfabetu greckiego, Funkcje okreslo
ne na zbiorze punktédw prostopaddosScianu oznacza¢ bedziemy
symbolem y , w szczegélnym przypadku, gdy punktami sg wa-
riacje stosowa¢ bedziemy symbol , Symbolem oznacza
ne bedg funkcje na zbiorze kombinacji bez powtdérzen oraz
symbol zarezerwowany jest dla funkcji okreslonych na
zbiorze permutacji bez powtdrzen. Jesli nie bedzie zacho-
dzita potrzeba precyzowania zbioru stdw, to funkcje na nim
okreslone oznacza¢ bedziemy symbolem (f < Wartos¢ pewnej
funkcji (f o X N dla okreslonego elementu Xx £ X
oznacza¢ bedziemy symbolem (f(x).

Jezeli konieczne bedzie podkreslenie, ze x nalezy do
zbioru m-elementowych s#6w nad n-elementowym alfabetem, to
wartos¢ funkcji  tf w punkcie Xx ¢ X oznacza¢ bedziemy
symbolem d&(x,n,m),

W przypadku permutacji bez powtdrzen musi zachodzic
wéwczas n=m, stad tez zamiast T = A~ (xfninj

pisa¢ bedziemy krocej tfyx,n),



Powiemyj ze funkcja rownowartosciowa W :X —7? EW prze«

ksztatcajagca zbior X na rownoliczny mu zbiodr NW

na zbiorze X vrelacje porzadku liniowego R jesli dla

okresla

dowolnych xfx* e X zachodzi warunek?
XRx?<=? &) < (X9

Wradomo ze w zbiorze z#ozonym z w elementow
mozna okresli¢ w! roéznych relacji porzadku liniowego#

Relacje te oznaczymy symbolami?

natomiast funkcje okreslajace te porzadki oznaczymy symbo-
lami?

ze itdentyfikuje albo denumeruje elementy

zbioru, X wed#ug ich numeréw.

oznacza¢ bedziemy . Zgodnie z definicjg funkcji 0J

zapis

,X2,...,Xn) bedgcego



Ir, Zamiast powyzszego

zapisu stosowany tez bedzie réwnowazny mu zapis

3»1*2, Problem

Zadanie, ktére tu stawiamy polega na tym, aby;
- poda¢ sposo6b numerowania elementédw danego zbioru X C K

wed+ug dowolnej relacji R. oraz

poda¢ sposob identyfikacji elementéw tego zbioru weddug

zadanych numerowe

Symbolicznie zapiszemy to w postaci dwéch pytan;

10 ()~ dla dowolnego x € X
2
gdzie 1 jest zadang liczba 1< i1 ™ w! oraz w = |X]

3®1.30 Rozwigzanie

Przyymijmy na chwile, ze dla dowolnego zbioru XC K
znana jest funkcja okreslajgca porzadek leksykograficzny
zdefiniowany w rozdziale 1. Funkcje numerujace wed#ug tego
porzadku oznacza¢ bedziemy symbolem Lf]t tzn« przypisujemy

im indeks réwny jedenO



Przy tych zatozeniach formudujemy odpowiedzi na dwa po*

tawione wyzej pytania?

le ~ (0= F1(x), V1 ( i,w)) /V

2° ( d)= fr 62 1 ( iw)) 72/

301*4* Uzasadnienie

Aby podane rozwigzanie /1/ 1 /2/ .byto poprawne nalezy

pokaza¢, ze?
W -zystkie funkcje N 2>e**x sa rozne, oraz

- kazda z tych funkcji rzeczywiscie numeruje elementy

zbioru X tzn,,, ze kazda . jest roé6znowartosciowa

1 przeksztatca X na 1L1</

Pokazemy najpierw, ze wszystkie funkcje dla 1=1,2,..*,wl

sq rézne tzn0O, ze

i 7 j~t <~ 7 EF(X) élla x e
r

-1
Niech v . (1,w) bedzie permutacja
i Vv

P * (P§tP25°°*Pw ) $

natomiast (J.w) permutacja
i

P? = (p* * pE P



Z zatozenia roznowartosciowosci funkcji i * wynika

wiec, ze dla i1/J prawdziwa jest nierdwnosc:

P¢ P ?

oznacza to, ze istnieje takie 1%$s”™w oraz takie

1 ~s*$w, z¢ s rFs’, dla ktorych zachodzi roéwnosc:

Poza tym funkcja ~ z zatozenia spednia nierownosc

1A @ (x)< dla x e X
oznacza to, ze istnieje takie x G X, ze

W=

Dla x £ X spedniajgcego te rownos¢ mamy

Y,i ™ =VI£tf'(X), Xo'l' 1 Ci,w)=3S

oraz N

kj (XM (D, K, ( 3,w))= 5S>

A wi?c jesSli i/j, to w zbiorze X istnieje takie Xx G X,
ze
4.i (*k h1h)

tzn., ze wszystkie funkcje _sa rbézme /roznig sie przy-
i

najmniej w jednym punkcie Xx e X/,
Pokazemy teraz, ze funkcje okresSlane wzorem /1/ sa rowno-

wartosciowe tzn*, ze



Xi X*"~Ax) B EECHY)

Réznowartosciowos¢ ta wynika z zatozonej réznowartosSciowosci

funkcji tP , mamy bowiem

X EXT=2(X)N M=V, ~ (1L,)) M7 () - @

Nietrudno zauwazy¢, ze

min i (?)“ 1

gdyz (f ( 1,w) jest pewng pemutacjag w-elementowg
[ ]
P ~ (P°j»P2>*0**P\y ) -
taka, ze 1 "Po~Mw F
natomiast z zatozenia jest taka funkcja, ze I1SKj(2) <

Xzn. w permutacji p zawsze znajdzie sig¢ taka sktadowa p,,

ktora jest réwna liczbie < (2) , a indeks tej skitadowej

jest wartoscig funkcji Gv. w punkcie 2z £ X, Jesli przy
"1
tym dane 2z 6 X Jest takie, ze (- p, ~t0 (x) - 1,
i

i
jeshi zas (i (zJ = pv,, to M(x) =w, awiec

Z)= W

Tak wipe funkcja / 1 - 1,2,*%_ _,wl/ okreslona wzorem /1/

jest funkcja roéznowartosciowg przeksztatcajagca X na 1



tzn*, ze funkcja ta numeruje elementy zbioru X zgodnie
z relacjg R*.

Pokazemy teras, ze funkcja odwrotna do (f wyraza sie

i
wzorem /2/, tzn6, ze dla kazdego s € X zachodzi

Zauwazmy, ze jesli ~ (c,x)< , to

M G¥e.x), X) =c

Stad tez dla kazdego x 6 X otrzymujemy?

% (A (4= 4 | A(¥3(x)»> X 1< 3V

{A wW> ) N (M)}

Ir ten sposéb pokazalismy, ze numeruje elementy zbioru X

in
a funkcja i ] identyfikuje je*



3.1.5« Wnioski

Pokazalismy, ze Jesli znana Jest funkcja okreslajgca po-
rzadek leksykograficzny, to na podstawie wzoréow /1/ i /72/
mozna otrzyma¢ wszystkie pozostate funkcjeO
Dlatego tez w dalszej czesci zajmiemy sie wydacznie defi-
niowaniem funkcji okreslajacych porzadek leksykograficzny.
Funkcje takie podamy dla tych podzbioréw zbioru K, ktoére
najczesciej wystepujag w zastosowaniach, a wiec dla wariacji,
permutacji, kombinacji itp. PrzestrzegaC przy tym bedziemy
nastepujacych zasad.

Poniewaz dla wybranych zbioréw rozpatrywa¢ bedziemy tylko
funkcje okresSlajgce porzadek leksykografiezny, tzn. takie,
ktérym przypisany jest indeks réowny jednosdi, to bedziemy

go opuszczali.

U i 1 (in -1
Tak wiec zamiast 4 §s LLH 3 [ bedziemy odpowiednio

1

pisali oraz e

Poza tym w dalszej czesci niniejszego rozdziatu przestrze-
gane bedg nastepujgce zasady.

Dla kazdego sposrod wybranych zbioréw kombinatorycznych
Z CK okreslana bedzie funkcja ™ s X~»jl1,2,...,|x]|J” oraj
podana do niej odwrotna.

Po okresSleniu tych dwéch funkcji pokazemy, ze o nuraeru-
je elementy X zgodnie zsporzadkiem leksykografieznym,
natomiast funkcja f"1dentyfikuje te elementy.

O funkcjir f wykazemy kolejno, ze



1. X 4X =2 \[x) < ~(x") F
2. min ") = 1,
3. max "(X)=w s gdzie w - liczebnos¢ zbioru Xc

W ten sposdOb zostanie pokazane, ze funkcja tf jesd
- réwnowartosciowa,
przeksztatca X na réwnoliczny z nim zbidr

Yo SEm2n s
spetnia warunek (por, [83]):

Z 0 X <4 M) MO™) dla x, xs £ X,

a wiec zostanie pokazane, ze funkcj a ty7 okreSla, w zbiorze X
porzadek leksykografiezny.

Wymienione wyzej trzy wkasnosci oznaczane bedg dalej symbolem

WL .

Funkcje odwrotng bedziemy konstruowa¢ bezposSrednio
z funkcji1 {J albo wykazemy o niej, ze dla dowolnego k ze
zbioru okreslonosci funkcji zachodzi:

fo\ «P(k))-k

Poniewaz czesto pojawiac¢ sie beda sumy postaci

1=0.
takie, ze a > b, to aby nie powtarza¢ zatozen za kazdym
razem, przyjmujemy tu generalnie, ze sumy takie sa rowne
zeru.. Poza tym jesli nie beda czynione zadne inne zatoze-
nia, to symbol [x] zawsze oznacza¢ bedzie najwiekszg liczbe

catkowitg nie wiekszg niz X.



F2*ProstopaddtosScian

Zat6zmy, ze dany jJest pewien prostopadtoscian P tzru
zbidr takich punktéow Kk = (kj ,k2»ee ) ? ktére dla danych

wektoréw catkowitoliczhpwych d = (@d*,d2,* . * , 1

S = (@) »S2»=**>%) spedniajg warunek; $§ k. C gf*
m
Niech ~qg, 7 d+1 oraz w=|F= "™ 17
"=l
Funkcje Y ; P H numerujaca zgodnie z porzadkiem

leksykograficznym punkty prostopadtoScianu P wyrazimy

w postaci nastepujgcego wzoru;

m
L=Y@y=1+ h * di) zi 73/
i-1
gdzie:
Z /3a/
oraz
) m
zin N 1. dla i=0,1,,..,n-
L=+l i
lu! rekurencyjnie
2i 1] Ii+1 * Zi_!—l dla. i:O,l,---,m_l /Sb/

Funkcje identyfikujaca punkty prostopadtoscianu P tzn.
funkcje odwrotng do ~ okreslimy w postaci dwoch réznych

wzorow.

Wzoér 1.

Za pomocg tego wzoru dla dowolnego numeru 1 J<w

sktadowe odpowiadajgacego mu punktu k = (J,k9, ... »kNJ wy-



znaCza sie poczagwszy od sktadowej k™ a skonczywszy na ski#¢

dowej k-j» WzOr Jest nastepujacy:

~Sn-1+1 rest (°m-1+1/Bi-H+H1)+ "Mmis1 dla issl*2»**e%n  /4/

gdzie
Oi+1
Ci TT dla 1=1,2,e.,an-1
1+l
cr « j4.

symbolem rest(a/b) oznaczono reszte z dzielenia a przez

Wzoér 2.

Zaleznos¢, ktora stuzy do wyznaczenia kolejnych skdado-
wych punktu k = (k~kg, poczawszy od k™ a konczyw-

szy na kfl ma nastepujgcag postac:

Kkt = ai + dla i=1,2. , m 75/

gdzie SlI + (kI - djy 6 zi

0

7]
I

z. okreslone sg wzorem /3a/

J Jest danym numerem 1 N J < w

O funkcji Y wykazemy, ze ma whasnosci WL.
Wezmy dwa dowolne punkty k,k* 6 P takie, aby k < k*.

Pokazemy, ze prawdziwa Jest wowczas nastepujgca nieréwnosc:

V(k) C Y(k*)



Korzystajac definicji /3/ nieréwnos¢ te zapiszemy w posta-

ci:

1€ 2 (ki - ai)zx< 1+ 'é’i(ki ~ ai) 2i 76/
K

Niech dla pewnego 1y s $ m zachodzi
Ks K oraz dla j < s

(Jest to tylko sprecyzowanie zatozenia, ze k < k?)
Nieréwnos¢ /6/ zapiszemy wéwczas w postacis
m m

Ki * di) zi K - di) z1 o

+~s

jest ona réwnowazna nierownosci:

\ki < M) z1< zL_ (di " di) zi "0
4 Isg
ktéora z kolei jest rownowazna nierownosci:

m

2— (ki - ki) zi - kB) z£ 7/
1-s+1

Jesli przyjmiemy, ze sktadowe k’+1y k*+2»eeent] sg rowne

swoim minimalnym wartosciom tzn. k| - & dla 1> s ,

oraz jesli przyjmiemy, ze kg = k + 1, to nieréwnosS¢ mozemy,
tylko pogorszy¢. Jeszcze bardziej ja pogorszymy jesSli przyj-
miemy, ze sk#adowe KE,ks+1l,e..,k™ sg réwne swoim maksymal-

nym wartosciom tznO, ze k. - g. * + 1 - 1,



Powyzsze zatozenia znaczg tyle, ze przyjmujemy takie dwa
punkty k 1 k*, ze k5 znajduje sie bezposrednio po Kk
w uporzadkowaniu leksykografieznym, tznO k5 = k # 10

Przy takich zatozeniach nieréwnos¢ 77/ przyjmie postac:

m

z_ (n +n -1 )Zi<(kE + 1 Ky 78
i«s+1

po uproszczeniach otrzymujemy

m

> h e zi - zi K z<
1ms+1

Korzystajac z /3b/ iloczyn 1™ o z» wystepujacy w tej nie-
rownosci mozemy zamieni¢ liczbg z..”~, wéwczas lewg strone
tej nierdéwnosci przeksztatcimy nastepujgco:

m m

L1 =) 3 & +
Lol Coed ¥ Zo L =2 ) 1 w1

zg - 7, -1 78/

Otrzymujemy wiec oczywistg nierownosc

Z. 1< =z

W ten sposéb pokazalismy, ze funkcja okreslana wzorem /3/

spetnia warunek

k< k*=5 "F(K) < Y(k»)

tzn» jest ScisSle rosngca«



Pokazemy teraz, zc mini""f(k)= 1 oraz max Hy(® = wO

Zauwazmy, ze minimalng wartos¢ funkcja H7 przyjmuje

woéwczas, gdy punkt k jest najmniejszy tzn., gdy k. = d.
m
wowczas otrzymujemy min Y(kD)- 1+ 2 k™ - d/3 z.
i*1l
m

=1+ z_ (di mdi zd- 1-
i=1

Natomiast maksymalng wartos¢ przyjmuje gdy k Jest
punktem najwiekszym tzn., gdy k- =g. ~df 5 1. - 1,

wowczas otrzymujemy:

m
MaX10)y= 1+2zL (di +h - 1- %1 %k
i=1
m
1+ /- (xi *zi - =1+ Eo - 1 - W
i-1
m
gdyz podobnie jak w /8/ (1; « rij, s %f} - Z5
i-1
oraz zgodnie z definicjg /3*0/ mamy =z i e ic Q «00 \ fw

Pokazalismy wiec, ze funkcja okreslona wzorem /3/ spednia
wszystkie warunki funkcji ustalajacej porzadek leksyko-
graficzny.

Przed wyprowadzeniem funkcji odwrotnej do ~Y , wyka-

zemy prawdziwosS¢ nastepujacych dwéch nieréwnosci:

on KE_‘_‘_Qi < 1.



0 e T — — < 1 /10/

Poniewaz > 0 oraz > di N > 0, to nierdow-
nosc

Ky ~ &
0N — W= jest prawdziwa»

Pontewaz 1™ > 0, to nierownosc

- - d.
ANLI

mozna zapisa¢ w postaci Kk, - d. < 1if

Podstawiajac za 1. jego definicje tzn* 1 _ ; d, 4 1

otrzymuj emy

Upraszczajac przez d~ otrzymujemy oczywistg nierownosc
kK~ % + 1» Céyz maksymalng wartoscig jaka moze przyjac
kt jest gi.

W ten sposoOb pokazalismy prawdziwosS¢ nierdéwnosci /9/a

Przejdzmy teraz do nierdwnosci /10/0
m
Poniewaz zs-1 > 0O oraz (kt - d/) z+ > 0O, to utamek
1-S

wystepujacy w wyrazeniu-/10/ jest nieujemny*



Pokazemy, ze jest on réwniez mniejszy od 1.

Poniewaz Zgay > O, to do pokazania mamy nieréwnosc*.

m

¥ (h - di)Ki < *31 71V
i

y> ze IE _ Si “ ai + 1, to nieroéwnosc
/\~/ mozemy tylko pogorszy¢, Przyjmujac to zatozenie oraz
uwzgledniajac rownos¢ /8/ lewg strone nierownosci /11/
przeksztatcamy nastepujgco:

m m m

i ~ di)zi =1- (i ~d)2i = L, z- z. zg.1
=S 1=£

otrzymujemy wiec oczywistg nieréwnoscé

ss-1 - 1< zsT1

Tym samym pokazalismy prawdziwos¢ /10/,,
Wyprowadzmy teYaz wzor /4/ okresSlajacy funkcje identy-
fikujaca punkty prostopadtoscianu weddug ich numerdéw.

Wartos¢ funkcji ~(k) zapiszemy w postaci:

J=rK=1+2 (ki~dD2i-=

il
= 1+(k™ - dylIg * N +0Q@2 d3 ** dm T
+ (km~1 ~ + "A1 “ A&n)

Odejmijmy stronami 1 -oraz podzielmy przez Im:



Jzl -1
j. (k1“ d)I1213**,1in-l + (k2"d2/1214* + B +
n

Ton-1 v an-i)y T

'm

Otrzymalismy wiec czes¢ catkowity:

Gn-1 ~(k1l ~ dD) L2X3* ** + oea +(V«1l ~
oraz reszte:
m “ km ~

poniewaz Zgodnie z /9/ zachodzi nierownosc

Dodajac do otrzymanej reszty rpn liczbe dn w sposéb

jednoznaczny otrzymujemy skdadowg k tzn.

~m + dn ” rest ( )+ d

Jezeli1 dalej podzielimy. Ch 1 przez I, to otrzymamy

czes¢ catkowita:

V-2 =K1 “ di)1213**am2 + e** + ("2 ~ dn-2)
oraz reszte
rm»1l = km~1 “ dn-1
Stad

Vi =rest(~ ~ )+ Vi



Powtarzajgc postepowanie takie n razy, wyznaczymy kolejno

wszystkie sk#adowe k™, k™M™, _.3%0,k-J.

Przyjmijmy, ze C - jJ - 1, wéwczas postepowanie powyzsze
zapisujemy w postaci zaleznosci /4/*

Wyprowadzmy teraz inng posta¢ funkcji odwrotnej tzn* te,
ktéra wyrazona jest wzorem /5/.

Wartos¢ funkcji W w punkcie k = (K Kk2,«»*,

zapiszemy teraz w postaci;

Pz + dpjz? + im> & 712/

Odejmujac stronami 1 oraz dzielac przez 2z otrzonujemy:

tzn. otrzymujemy czes¢ catkowityg
Gi = k] -

oraz zgodnie z wzorem /10/ utamek wiasciwyO

Stad tez skfadowg k™ jJjednoznacznie obliczany jako:

k-ss & + =d +~1-11
Zi i

Zapiszmy teraz réwnosS¢ 712/ w postaci:
3-1-(Cki - a)zi = 2 ~ d2)z2 +*"—+ (FE- b H
dzielac ja stronami pr#% z2 otrzymujemy cze$é cabkowita:

°2 = k2 ~ d2



oraz utamek whkasciwy:

V1 q3/z3 +,*cH" (B " ™m) 2n

Tak wiec sktadowa kg obliczamy ze wzoru:

Analogiczne rozumowanie prowadzi do wzoruj

i~
3~1% (ks %
i at 4 ) 713/
21
Sume wystepujaca pod znakiem funkcji entier mozna obliczac

rekorencyjnie:

SO =o0

% %-1 + (k& " dl)zi dla. 1=sl,2, «..Tm

woéwczas wzor /13/ przyjmuje postaé wzoru 75/.

Zauwazmy, ze km = d~ + - E— “n-1 — J _11_Sm‘{
L m J —
dn + J- 1T -S ”~ co mozna wykorzysta¢ w celu przyspic
szenia obliczen na maszynieO
Uwaga«
W przypadku, gdy d*» =1 oraz gi =n dla i®1,2,. ,.,m

punkty prostopaddoscianu sg wariacjami z powtdrzeniami,
wowczas wzory /3/, /4/ i 75/ odpowiednio sie uproszczg*
Funkcje dla tego szczegdlnego przypadku zgodnie z zatoze-

niem paragrafu 3d, oznacza¢ bedziemy symbolem <K



33, Eok Dinag9jc bez powtdrzen
Nieci* « jfk kg,...,") I i <j NMNkt< k.9 1™ k™ n]
oraz wa IRfj«

Funkcja Hj E~-*N nuserujgoa kombinacje bez powtdrzen
z a po m wedtug porzadku leksykograficzneg® wyrazimy

w postaci wzoru?
i« @sisV'l Ev&/m Ao g Jia/

przyjmujac k. « J dla j <p

gdzie 1 ™ p €s

Jezeli p®I1j to funkcja 714/ numeruje wszystkie kombinacje

z n poO Hj jeshli zas p > 1 wowczas numeruje tylko takie
kombinacje, w ktorych pierwsze p-i skdadowych jest ustakO«

Eloc ENM* Ig 10 ¢ 2,«,,0 “ P«ie
Funkcja odwrotna do g, ktora kazdemu numerowi 1 ~H OM

jednoznacznie przyporzadkowuje odpowiadajgca mu kombinacje

k = (k"jkg,,,,,”~ ) okreslona jest wzorem;

N (s i-i > /15/

przyjmujac, ze kO — O,

oraz

I
9 =r2 r t: ci,x, 7=



Dla funkcji [P przyjeto p=1»

ymbolem {i\z) [r (z) oznaczona jest operacja minimum 29
ktéra oznacza najmniejszg®liczbe catkowita z, dla ktoérej
spedniony jest warunek R(2),,
Wykazemy, ze funkcja 3 ma whasnosci WLO

Zauwazmy na wstepie, ze i1los¢ takich kombinacji, gdy usta-

lone sg skktadowe k» =1, kg = 2 dp - = p-1l wyraza sieg
wzorem:

H,ml

hi~p+1

poniewaz p-1 sk¥adowych jest ustalona,,
Jesli p=1 to ilos¢ kombinacji jest réwna C~a

Wezmy dwie kombinacje k i k-, takie aby spedniony by+#
warunek k 3 k*0 Niech tg bedg takie kombinacje, ze

k* = k+1 tzn0

K - K * 1 dla pewnego p < s <m /16a/
ki =N -m+i dlai - s+l,s+2,.,0,m /1bb/
i dla i = s+l,s+2,...,m /16¢c/
= Ki dla i=1,2,0«.,s1 /16d/

Pokazemy, ze zachodzi wéwczas nieréwnosé

m m

oty t;l”j‘£'+1 ) m-i-Fl )
_ i-i Cn+1- 7 _ -1 Intl-k~ 1
1=p r=p

Korzystajac z /16d/ mozemy odrzucié¢ sktadniki dla
i>p-i-19¢<*?s-1  z obu stron podanej nieréwnos$ci. Poza tym

korzystajac z /16b/ i /16c/ zamiast Kk~ podstawimy n-m+t



oraz semiast k| podstawimy 1 dla i1*s«d*1,s+2,«,0,m,
cd powoduje wyzerowanie sie sk#adnikédw sumy o tych indeksach,

dlatego tez powyzsza nierownos¢ jest rownowazna nieréwnosci,?

«m«s+1 «m-si-1

n«k'S—l

Zapiszemy jag w postaci?

DS+l . pin~s+l «m-e+1
v un+l~kg - cn+l-*(kg+1)
Skorzystalismy tu tez z /16a/ zamieniajagc kE na Kk *1,
Zgodnie z /16d/ lewa strona tej nierdéwnosci jest réwna

zeru, natomiast prawa strona jest réwna , Wwynika to
o]

z tozsamosci [s9J S

m@!EB

Op_1 /17/

Wystarczy bowiem przyja¢ a ®m - e+ 1 oraz b u ml-Jc e

Pak wiec ostatnia nierownosS¢ przyjmuje postac
0 < ey /W

Zauwazmy, ze n«*kg > m-s jest prawdziwa, gdyz podstawiajac
za kg jego maksymalng wartos¢ otrzymujemy n <«>(n»KBs) > m*s
Poza tym poniewaz s «m oraz kg k n, nierownos¢ /1S/ jest
prawdziwa. Pokazalismy wiec, ze funkcja okreslona wzorem
/14/ jest Scisle rosnagcad

Stad tez wynika, ze najmniejszg wartos¢ osigga woéwczas,

gdy jej argumentem jest kombinacja najmniejsza tziu gdy



5 SN dla 18sl,2, O»«El

Otrzymujemy wowczas i

mta MK)., 1+ (cte2l) " Citl)= 1+ 0 -1
1®p

Hato&iast wartos¢ maksymalng osigga dla kombinacji najwiek«

szej tsnO© gdy
Ki =n«m+ i dla i NpAN eeex g

Podstawiajgc tO wartosci do wyrazenia /14/ i wydaczajac

pierwszy skfadnik poza znak sumy otrzymujemy*

max nm~p+1 .
1- < p Ffl** MH1«4>»mp)

a
+ - /cm«i+1 - i
=T mR@%h»D n~ (11-mi-0)+1
I*P+1
A" p+1
« 1 + Vin—p+1+0$
> 1e<£3$ -1+0.<E£H /19/

Pokazalismy wiec, ze funkcja okreslona wzorem /14/ przyjmuje

kolejno wartosci 1,2,...,9JEPJ1} -

Przejdzmy teraz do funkcji odwrotnej©

Mamy pokazac¢, ze zachodzi rownosc*

tsn®, ze



dis 1® 1,1j t«! jnu

Poniewaz O1 to musimy pokazaé,, ze

jezeli zamiast 1 wstawimy prawg strone wzoru /14/ to

wynikiem operacji minimum /ib5a/ okreslajacej ~ bedzie

kj - k™0 Wowczas otrzymamy j

Ki * W p ki~i + ki - ~l-1 = Ki-

Zauwazmy, ze liczba catkowita t bedada wynikiem operacji

minimuml

musi spednia¢ jednoczesnie dwie nieréwnosc.l:
L {t)7P

oraz L (t-D<P

Dlatego tez aby pokaza¢, ze k™ - k®~ jest wynikiem

operacji minimum /15a/ musimy wykona¢ prawdziwos¢ naste-

puj acych nierdéwnosci

720/

-1

i
L: n-j-ki, 1 < 1-k n—Js—k’\—j
3=1 &1

gdzie 1 okreslone jest wzorem /14/7?



oraz wh = .

W celu uproszczenia dowodu nierownosci /20/ 1 /21/ poka-
zemy, ze

«m+1 «m+1

°n~a+1 n-b 722/

1=£L

przyjmujac, ze cF =0 gdy n < nDO

Korzystajgc z tozsamosci /1T/ kazdy skdadnik sumy roéwnosci
/22/ zapiszemy w postaci roznicy dwéch skdadowych* Woéwczas

otrzymamy:

Po uproszczeniach otrzymujemy wzér /22/
Korzystajgc z tego wzoru oraz podstawiajgc za 1 prawg

strone /i4/g nieréwnos¢ /20/ zapiszemy w postaci:

m
>1 + "m7£+1l
°n-k,+
1 irki- it Py 3

Ux+1 mjn-i+1

n—-Ki~i n-Kk;

1-1
/m*+n «m—j+1
r A ntkj-1 " nk>,1 ~(kj~kj-1}+ 1



Po uproszczeniach otrzymujemy:

cn-i+l 1+1 )

Przenoszac pierwszy sktadnik sumy z prawej strony na lewa

1 dokonujac uproszczenia otrzymujemy:

m

= ‘4+1 -+l

nd; 41 T ¢ ek > LfL - KGPRYAC Om:,’tjg}l ) 723/
J=i+

Nierownos¢ /23/ bedzie prawdziwa jesSli wykazemy, ze zacho-
dzi ona w przypadku* gdy jej lewa strona przyjmie wartosé
minimalng.
Minimalng wartos¢ przyjmuje ona wéwczas, gdy k™ eprzyjmuje
swojg maksymalng wartos¢, tzn. Kkj = n-m+i* Warunek
1 < jJ n7 k» < 1y wystepujacy w definicji kombinacji pocig-
ga wowczas k™ ~ n»m+j dla j = i+1,1+2,=_.#mn tzn« sktado-
we ki dla j > 1 rowniez przyjmuja maksymalne wartosci.
JesSli v; nieréwnosci /23/ zamiast K; przyjmiemy n-m+i-
oraz zamiast k. przyjmiemy n-m+3 dla jJ=i+1f(...n
to otrzymamy oczywistg nierownos¢: 1 1
W ten sposéb dowiedlismy prawdziwosci /20/.

Aby wykaza¢ prawdziwos¢ /21/ podobnie jak przy nieréw-
nosci /20/, stosujemy wzér /22/? za 1 podstawiamy jego

definicje, dokonujemy niezbednych uproszczen i otrzymujemy:

,L,N=1+1 pn-i1+1 «m—j+1

°n-k. |+1 n«k A +1 n-k +1 )

Poniewaz suma prawej strony tej nierdéwnosci zawsze Jest



nidbujemna, to nieréwnos$é¢ ta Jest spedniona, gdys w naj-
gorszym przypadku, tzne gdy k™ a ~+1 otrzymamy OCZy-
wistg nierdéwnosc

0 <1+0

Oliio nierdéwnosci /2Q/ i1 /2i/ sg wiec prawdziwe* a t© dowodzi

rownoscig

p (&(K)» k.

3*4. Kombinac]je S powtorzeniami
hiech «p *I1(k"*kg»cc«, ) - i <JI”™ ki< k.,, i< k4~ n
Olaz * “ XKpl- Crc-1I*
Przyjmijmy toz, ze
ri » a+tm-i+i-kitvj dla 1 » 1,29@»,Iis

dla < 1*2, *1i

H “ ki "™ ti.i

kO » t.

Funkcje @ : Kp~~ Nw numerujaca kombinacje z powtdrzeniami
okreslamy wzorem?
1 i * vt /24/

Ii-J
i»i1 jssi

Natomiast funkcja do niej odwrotna okreslona jest nastepu-
jaco?
Ja _A
e = f (1)s N dla i1s1,2,.*.,m /25/*

gdzie



~sl  gsl U

Sprawdzimy, ze funkcja ty ma wkasnosci WL»

Korzystajac z tozsamosci /22/, funkcje /24/ mozemy zapi™s
sa¢ w postaci?

1 =1 Qiﬂ"i"‘l 1
1«1 Vooui

Wozmy dwie takie kombinacje k,k3 e K ze Kk'i k9

pokazemy, ze wéwczas zachodzi nierdéwnosci

Przyymijmy, ze kombinacje k 1 k3 zajmuja kolejne miejsca
w porzadku leksykografieznym tzn®, ze k3 = 4dctle

Kombinacje takie maja wkashosci*

i. k* ws + 1 dla pewnego 1 <s m

dla 1 = 1,2,0*.jS-1
dla 1 — st 1,5+2,>0]9
A dla r'=s4-1,s+2, e=-,m

Korzystajgc z wkasnosci 2, z obu stron nieréwnosci /72(&

mozemy odrzuci¢ wszystkie sk#adniki sum dla i=1,2,,..,s~1»

Zauwazmy, ze dla :L-s+2,st3, ® mamys



Ui cc lj_ kl'l — n«n - C /4/

ui - - *j-j m B - =0 73/
r=n+m”™i1 + 1- K|A -~ mi+l /47
rl s ntm-i1+1-IL . n+m—i+1~£B 73/

W nawiasach obok umieszczone sg numery podanych wyzej
wkasnoscib z ktdérych skorzystalismy.

Podstawiajac te wartosci do nierownosci 726/ otrzymujemy,
ze skdadniki sum dla isHE27s+3,e*»,m sa réwne zeru*

Dlatego tez do wykazania pozostata nieréwnosci

1 stl
ce-.i+ ) it
(ce 4_ ( 1+1 ol 1 } 2977
(f=3 ol X o i=s 1 r ui
Zauwazmy, ze
ustl ~ As+l " M " s ~ 0 /z whasnosci 3/
rg=n+ m- s+1- k~» =rQ / z wkasnosci 2/

rs™i - uQJsq = n+m~s-i1+1-kB-ks+~+ks»n+m-s~n=m-s/z wkasnosci 4«
us = us+”/ /z wkasnosci 162/

Podstawmy te wartosci do /27/s dokonajmy uproszczen i1 otrzy-

mamy

cm~s+l  cm-s «m-s N pin-stl ¢
rs~us rs+l tes &y wsg
Przeksztatcajac otrzymujemy!

cm~s wwSTH1L ,,m-s+1
- 1< ¢ U -1

rs+l Fg—Ug s Y=g



Stosujac do prawej strony tej nieréwnosci tozsamosé /17/

otrzymujemy
/-n-s -S
1 <
ur
rs+1 U «l

Prawa strona tej nierdownosci jest rowna CA"s , gdyz
Asil

r% - Ug - 1 » n+m-s+1-k 1—k%+kg»iL—1:n+m—s—k_§:r_SrI
Cata nierownos¢ jest wiec réwnowazna oczywistej nierownosci
-1< 0

a to dowodzi prawdziwosci /26/,, Funkcja /24/ jest wiec

(1)

cisle rosnagca*
Minimalng wartos¢ osigga dla kombinacji najmniejszej

tzn. takiejs ze kj « W dla i=192F*. . fm i jest rownak

m o_
. X rm-1 1
min (f 1 1_l ~ -y
- j*1 1 )
9dyz i~ ki ki-1 = © @d P eke

Uatomiast wartos¢ maksymalng osigga dla kombinacji takiej ,,
w ktorej k- = n dla i=1,2»...,m  wlwczas otrzymujemy*
m-i+1 «m-1+1N

max <fk)= 1 + ce~i+l- +7j(c
rit. - " rroul)=



Przejdzmy teraz do dowodu réwnosci:
e
W C *))-*
tzn# musimy pokaza¢, ze jeSli we wzorze /25/ okresSlajgcym
funkcje (f1 podstawimy zamiast 1 jego definicje /24/Ff

to otrzymamy tozsamosc:

= Ki i F 1ZA,00F n §

Podobnie jak w przypadku kombinacji bez powtdrzen musimy
wiec pokaza¢, ze jesSli przyjmujemy z = kbt - kK~ + 1,

to bedzie prawdziwa nastepujgca nieréwnosc s

Gt IR

Z
I_ . € LI N N 728/

J-i J-1 S»1
gdzie 1 okreslone jest wzorem /24/*
Jesli zas wezmiemy 2z « k™ - k™", to nieréwnos$¢ powyzsza
nie bedzie spetnionel
W ten sposOb pokazemy, ze wynikiem operacji minimum okresie

jace] Ilh we wzorze /25/ jest liczba kX - k%“? + 1,

Korzystajgc z tozsamosci /22/ 1 dokonujac niezbednych
uproszczen nierownosc". /28/ zapiszemy w postaci:
) ) m
—-i+ -i+1 " -
Wm|r1:+ﬁm| 13 | + £ ( «m3+1 - C:mJ+1\

rX § . n l:]_ »LU /

Wydaczmy pierwszy skdadnik spod znaku sumy, przeniesmy go
na lewg strone nierownosci, po dokonaniu uproszczenia za-
stosujmy do lewej strony tozsamo$¢ /17/ i w wyniku otrzy-

mamy :



m
S 1+ (Om-3+1  sin"'5+1

- n
rr u:l 3141 K r5 x3ecn 3

Poniewaz funkcja If jest rosngca”™ to suma prawej strony
tej nierownosci osigga wartos¢ maksymalng* gdy k. =n

dla j=i+l p*ectm 1 jest rowna

m
cn~i Ohis-i ej*n rr>—1 ,,m—1
) o .+ 11 (<:3+1 °r. ) )
ri+l "ritruitl Lo o0 A r,rua’/ - i+1 ri+1"ui+l
gdyz u.. = k® - "j-1 ~n ®*&*O0 dla j=i+2, 0« » 1 réwna

Zeru.

Podstawiajac maksymalng wartos¢ do prawej strony otrzymujomy

cm-1 cm-1
ri+l ri+l~ui+l

Poniewaz r™ « u™ = r™1 + 1, to lewa strona jest rowna

Przenoszagc na lewg strone sk#adnik CM“* 1 stosujac
X1+l

tozsamosS¢ /1?/ nierdwnosS¢ przyjmie postacs

Cr Nl -

n
i+1 ri+l “ui+l

nierownos¢ ta jest prawdziwa* gdyz w najgorszym przy-
padku tzn, jesli przyjmiemy k. = k. ™~ = ng to lewg

strone maksymalnie zmniejszymy zas prawg zwiekszymy, ale



wowczas otrzymujemy:

c-a-i-1
m-1i » 1 - a-11 - °

W ten sposob dowiedlismy prawdziwosci /28/0
Pokazemy teraz, ze w przypadku gdy z « k™ - k.-1 tzne
gdy z ~ u-, nieréwnos¢ /28/ nie bedzie speiniona*

Mamy wiec pokaza¢, ze prawdziwa jest nieréwnosc?

] m -1 U,
m_l 7 [ WA _
3=1 3-1 s-1 3 J«1 sNi

zamiast 1 wstawilismy tu jego okresSlenie /24/ oraz
zamiast z przyjelismy u®,

Nieréwnos¢ powyzszg mozemy tez zapisa¢ w postaci!

0<1 +
j=i+l

Poniewaz tu podwéjna suma jest zawsze nieujemna, to nierow-
nos¢ jest prawdziwa«
W ten sposob pokazalismy, ze wyrazenie /25/ okresla funkcje

odwrotng do (-f *



3F5» Partycje
Niecit X s ]X2)* XN~ neO Xi< a}
orasi » - [XI - Cr.~LI°

Fmilicje @ 1 X -> Nw numerujaca partycje x e wedtug

porzadku leksykograflesnego zapiszemy w postaci?

€ ~ ! 729/
1

gdzie X
J«1

x0 = °®

Funkcja do niej odwrotng jest?

Xi = f ( 1]a 912) 1 " Ai $) 730/
=0
gdzie i xel
SO T T /308/
r-i  3=0 r

Funkcja ~ ma wkasnosci WL.
Wezmy dwie takie partycje X 1 ZF¥ &by X2 « xeti

pokazemy? ze

DI-1 m« i
.1 . Tm~1 \
< l + X nii*j

isl



Przyymigmy, ze Xt = Xﬁ+1 wowczas z obu stron tej nierow-
nosci mozemy odrzucié¢ jednakowe sk#adniki dla i=1,2,...,s-1,
Poniewaz partycje x 1 xJ zajmujg kolejne miejsca w upo-
rzadkowaniu leksykografieznym /zatozenie, ze Xx* - x+1/s

to xM =2z? =0 dla i=s+2,s+3,0..,m~1, dlatego tez i te
skdadniki sum mozemy odrzuci¢. Ostatecznie do pokazania

otrzymujemy nastepujaca nieréwnoscés

«m-Ss «Mm-s . «m-s-1 «m~s~1 «m-S {}—S +
X UUg=Xy Uu’S+1 Istl "s+l us g
. «m-s-1 «m-s-1
+ 1 -~ L, L, -
SU§41 us + r Xs+i

Zauwazmy, ze

1* «3 < 9 gdyz x. = xi dla j=1,2,««»,s—%
X$+] ~ A /zatozenie/
3. = xe + 1 /zatozenie/

4- ustl = us - 0 - 1 Z/z okreslenia u;/

Uwzgledniajac 1-4.- i.dokonujac niezbednych uproszczen, po
odpowiednim przegrupowaniu sktadnikéw nieréwnosé', 731/

przyjmie postac

«M-S— cm-s_1
m-s-1 _ < Cm%s m,Mn-S

us xs'"1 us+17xs+l 9 s X"*s-1

Stosujac do prawej strony tej nieréwnosci tozsamos$¢ /17/

i upraszczajac otrzymujemy nieréwnosc?



cm-s-1

o]
us + r xs-M
Poniewaz z zatozenia, ze x5 = x+\ oraz = XGtl mamy
2~ =0 dla s+2, to *+X ” ~ n, stad

otrzymujemy wiec oczywistg nierownosc

1< 0

W ten sposéb wykazalismy, ze funkcja okreslona wzorem /29/
jest ScisSle rosngca«
Funkcja w7 osiaga najmniejsza wartos¢ wowczas, gdy partycja
jest najmniejsza tzn. » 0, Xg =0, =0,
P = n wbéwczas otrzymujemy

m-1

min (fxj= 1 +vy (C
i=1

Wartos¢ maksymalng osigga zas wowczas, gdy

» Nns = 0f - 0,, - xm=0 1 wynosi onas
max
P pE” 1 ~ 1 jl pe&n 1 — Pm-1
n+m-1 n+m-1-n i’ mm-»1

Pokazemy teraz prawdziwosS¢ roéwnosci

“FJdF (X)) =x



tzn* mamy pokaza¢, ze jesli we wzorze /30/ zamiast 1 wsta-

wimy jego definicje /29/* to otrzymamy tozsamosé
*1 s xi
W tym celu, podobnie jak w przypadku kombinacji wykazemy

prawdziwos¢ dwéch nierdéwnosci!

j-0 1
XE-1

°s1-t23 /337
Jj-o X

gdzie 1 okreslona jest wzorem /29/0

Jesli zamiast A4 w nieréwnosci /32/ wstawimy jego okres-
lenie /30a/, natomiast z prawej strony tej nierdéwnosSci
spod znaku sumy wyd#gczymy ostatni skdadnik 1 podgczymy
Jjednakowe sktadniki wystepujace z obu stron nierdéwnosci,

to otrzymamy:

"V 13

Po Zastosowaniu tozsamosci /22/ nierownos¢ te zapiszemy

w postaci:

pm-1-1
ul~1“x1



Przyjmujac x”=0 dla f > 5 nierownos¢ te mozemy tylko

pogoi-fc, d«v  ywczas otrzymujemy!

T [ %]

Nieréwnos¢ ta jest prawdziwa, gdyz U]-1~x..=n+ffi~

XM= - 1 -Xx?2"m~ 1 -1 /suma x"M+x0+e.»+x™ moze bycC
Cco najwyzej rowna n/}.a to dowodzi prawdziwosSci 132/*
Pokazemy teraz, ze nierownos¢ /33/ jest réwniez prawdziwa.
Korzystajgc z tozsamosci /22/s wzér /29/ mozemy zapisac

w posto,cis

_ piJ*rEL
1 1+ Uy-1-j

Jesli wyrazenie to podstawimy do nierdéwnosci /33/ oraz
zamiast A, tez wstawimy jego okresSlenie, to po dokonaniu

uproszczen nierownos¢ /33/ przyjmie postac

Hil3> 1

Poniewaz podwOéjna suma jest rieujemna, to nieréwnos¢ ta
jest prawdziwa,

Nieujemnos¢ tej sumy wynika z nieréwnosci™
ur ~ 1 “ j>m<-r«-1

Rozpisujgc ja dokdadniej otrzymujemy?



r
n ®* *» ) xBgr &1 -3J>Ker «1 =
Bal

nawet gdy J » X ™1 otrzymujeisy:
n+m-r«3~Xil - ... -Xr-1*-1-Xxr™*i17ra-r-1i
a wieo
n &H " X2 " *ee - xXr . > -1 ;
stiraa X1+s2+. . .+Xr nio przekracza a sz definicji partycji/*

w ten sposob udowodnilismy prawdziwosS¢ doti nieréwnosci /31/
1 /32/*

3%* Perratitaoje

Niech P M (pl,p2,*..,pn) ? 1 / J=tpi1 Vp,s 1™ pl< n j
oraz w wjp|] s ni
Funkcje /7 i P N okreslimy w postaci:

n

l« MP» 1 + 2 a (n"1 /34/
1«1

gdzie
aA »|N (i) |tzn3 liczebnos¢ zbioru N(i) # ktory

okresla sie nastepujaco:
N(i) -jj 6Nn - j <pA, je&pk dlak=1,2,._;fi-ij.,

Funkcje odwrotng do ~ okresla wzor?



B B« +i)tjse jI/  dia fool, 2000 )
|
gdzie
(R
1901 -j ~ ;P!
S] s
@ - i)!
przy ozyu Symbolem (r) fZ oznaczono r-ty co do wielkosci

element zbiera Z« Pedne uzasadnienie tyeh wzordw podane zosta-

tow [72] ,

3,7« Op ty mali1zac]ja algo rytmow

Obliczani®© wartosci funkcji numerujacych Oraz identyfikujg-
oyeh wymaga wielokrotnego obliczania wartosci c®. Z tego taz
wzgledu ozas obliczen moze by¢ dos¢ duzy, nie méwigc Juz © tym,
Se moze wystgpi¢ tzw* nadmiar - wartos¢ silni imee nie JsKies-
oi6 sie w jednej komorce pamieci maszyny* Mozna Jednak zapro-
ponowa¢ szereg sposobow omijajacych te trudnosci* Nizej poka-
zemy Jak mozna efektywnie.obliczaC wartosci funkcji numerujg-
cej kombinacje bez powtdrzen.

Zgodnie z definicja kombinacji, wartoscig sktadowej ki

moze T3yd dowolna liczba nastepujgcego ciggu?
Isi+l,** » /as/

Ciag ten sktada sie s n-mti liczb, ponumerujmy Je kolejnymi
liczbami 1,2, *. .,n-m+i1*Symbolem oznaczmy te liczbe ciaggu
/35/, KktOra posiada nu&er J, oczywiscie zachodzi nastepujaca,
rownosc:

wig " 1 * "1 dla 1«1,2,0**,m
J® FAP»«Ji-HHHA



Niech symbol Amy OZnacza 1loS¢ takich kombinacji

k - "k~,=..,km) s w ktérych sktadowe k" kg».e sg ustalo-

ne oraz kN = w.".

Zauwazmy, ze zachodzi nastepujaca rownosc?

— At _ An-1
atg- = Ofh = Chcimje 736/
gdyz jesli k, - w. to zgodnie z definicjg kombinacji,

wartosciami pozostatych m~i eskdtadowych kj dla j > 1 moga
by¢ liczby

" i é+ 1* + 29.e»&l

liczb tych jest n*w. .. Stad tez liczba a,.., roéwna jest
ilosci kombinacji z n-w.po m-i, co okresla powyzszy wzér,
L

iczby a 4 posiadajg ciekawe wkasnosci, a mianowicie:

1. gaj : 1 dla N2 «ell *mtl

2« ai.n-m+l " A dla 1-1*2*e0*9m

3. Lii ~ ai+l.i > 1
aij ai+l,j H,J+tl dla b5

Pierwsze dwie wkasnosci +atwo sprawdzamy korzystajac bezpo-
Srednio z definicji /34/> natomiast trzecia wkasnos¢ wynika
z tozsamosci /i?/.

Z liczb aj utwérzmy tablice o m wierszach 1 n-m+1

kolumnach:



all* al2* al,n-m+1

azl> a22# O#™~* a2,ram-f1l

@)

anl* am2F “"n-m+1

Elementy tej tablicy mozna oblicza¢ rekurencyjnie korzystajac
z podanych trzech wkasnosci, stosujac przy tym tylko operacje
dodawania /szybszga od mnozenia/ bez koniecznosci liczenia
silnio

Ha podstawie tej tablicy znowu tylko poprzez dodawanie odpo-
wiednich elementéw mozemy oblicza¢ wartos¢ funkcji /14/ oraz
funkcji do niej odwrotnej.

Uwzgledniajgc fakt, ze

b a-Th-1

oraz korzystajac z tozsamosci /22/ mozemy dokona¢ nastepujg-

cego przeksztatcenia wzoru /14/s



gdzie % kX_ i i+2

Tak wiec wartos¢ funkcji /14/ réwna jest sumie odpowiednich
elementdow tablicy /37/«

Przeksztatcenia wzoru /15/ dokonuje sie i1dentycznie,

W przypadku kombinacji z powtdrzeniami mozna stosowac te
samg metode* Zupednie analogiczne rozwazania prowadzg do ta-
kiej samej tablicy z tym, -ze w.danym przypadku bedzie to tab-
lica o m wierszach 1 n kolumnach.

Rozpatrzmy teraz numerowanie permutacji«

Obliczenie wartosci funkcji okreslonej wzorem /34/? jak 4atwo

-, - +* .,
zauwazyCs wymaga dokonania n « N mnozenk,

JesSli jednak sumowanie bedziemy dokonywali w odwrotnym porzad-
ku niz to jest zapisane wzorem /34/ oraz wartos¢ silni bedziemy
liczy¢ rekurencyjnie, to do obliczenia wartosci funkcji /34/
potrzeba bedzie 2n mnozen.

Przy obliczaniu wartosci funkcji odwrotnej, powaznag trudnosc¢
moze sprawi¢ obliczenie liczb a--

Zauwazmy [72) , ze O < < n~t, tzn, liczby sa punktami
a = ( ,ag?«=e¥an) prostopadtoscianu n wymiarowego takiego,
ze O ga. ™~ n-1, Poniewaz a = 0, to mozemy rozpatrywacC
prostopad¥oscian n-1 wymiarowy.

Tsk wiec kazda permutacja n-elementowa odpowiada pewnemu
punktowi prostopadtoscianu n-1 wymiarowego« Na podstawie

tego. .spostrzezenia w datwy sposdb mozemy nie tylko obliczac
wartos¢ funkcji /25/ lecz takze i generowac¢ wszystkie permu«
tacje lub tez tylko nastepng do danej. Gdyz w tym celu wyko-
rzystujemy efektywne algorytmy generowania punktédw prosto-

padtoscianu, numerowania i1 identyfikowania tych punktow.



Zamrozmy, ze mozemy dokonaC nastepujgacego przeksztakcenia

funkcji /3/ « numerujacej punkty prostopadtoscianu:

iri s * i+ (k=AM Iglj.**1 e eee +

FCAW "W 1« * B o< dfl=
“ 1 +(..i((KL-dDI2 + @“d2p3 +eee+

To znaczy, ze wartos¢ funkcji /3/ w punkcie k mozemy obli«’

css¢ wedtug efektywnego schematu Homera _fi@] «

3*8. Uwagii kohncowe i uogolnientia

Rozpatrzymy teraz kilka zagadnien nieco ogolniejszych od
tych, ktoro rozpatrywane byty w poprzednich paragrafach tego
rozdziatu*

Niech dany bedzie » £1,2,**«#nj g na podstawie teg®
zbioru tworzymy wszystkie mozliwe stowa m-eleraeatowo tzn*
wariancje z powtorzeniami z n po e® Zbidor ten oznaczmy
symbolem K, za$ jego liczebnos$¢ symbolem a, tzn« a * nk0D
Zbior wszystkich podzbioréw zbioru E ©znaczymy symbolem
X, tzn« X « 2 e Przyjmujemy, ze kazdy podzbidr zbioru 1
przedstawiaC bedziemy w standardowej postaoi jako cigg stow

uporzadkowanyeh leksykografiezni®.



Poza tym uporzadkujemy wszystkie podzbiory zbioru K w ten
sposéb, ze mniej liczny jest wczesniejszy od bardziej liczne-
go, natomiast podzbiory réwnoliczne uporzadkujemy weddug rela-
cji porzadku leksykografiesnego /traktujac je jako ciggi ele-
mentéw zbioru 1 /0

W ten sposdb otrzymamy nastepujacy cigag podzbiordéw?
IN2S*** 7y ; /38/
gdzie w = [X]= 2 KI= 2a
Symbolem w” oznaczymy liczebno$S¢ podzbioru
X; Jy-= ¥ r/

[ t 1 > 1j*
Rozpatrzmy teraz kilka zadan«
Zadanie 1
Dany jest pewien podzbidr ..., J CX nalezy okreslic

jego miejsce w ciggu /38/, tzn0O obliczyC¢ numer 1,

Odpowiedz na to zadanie daje nastepujacy wzor:

im 1+ £ Ci+ /?2(k.,a,v,.} 739/
" "> « "Al
gdzie
k =(c(Gatn,m), o((x],nfm),. . oGJ; ,n,Mj /3%/

Wzér ten wynika z prostych rozwazan;

zauwazmy, ze dany zbior 0 nieznanymi indeksie i1, sktada
sie z roznych s#ow zbioru K. Stad wektor numerdw jakie te
stowa posiadajg w leksykograficznym uporzgadkowaniu zbioru®

K stanowi pewng kombinacje z a po w*. Zauwazmy tez, ze

j-ta sktadowa tej kombinacji jest rowna



c<(xj,n,m)

jest to numer stowa XjJ 6 2~ w zbiorze K.

Stad tez cata kombinacja wyraza sie wzorem /39a/, Numer tej
kombinacji w zbiorze wszystkich kombinacji z a po w.

wynosi N"(kpan) .
Jesli uwzglednimy, ze dany w”-elementowy zbidér 2., w ciagu
/38/ poprzedzajg wszystkie j-elementowe zbiory /j=0,19..,,».-1/

to otrzymamy wzoér /39/*

Zadanie 2e

Dany jest pewien numer 1 ~ i1 ? w nalezy poda¢ wszystkie
elementy zbioru 2~ znajdujgcego sie na i-tym miejscu w ciagu
738/ .

Aby taki zbidér okresli¢ nalezy przede wszystkim ustalié
ilu elementowy jest ten zbidr, tzn. okresli¢ liczbe w.-.

W tym celu, jak wynika to z /39/, nalezy znalez¢ taka catkowitg

liczbe oby spedniata uktad nieroéwnosci:

wi = @B 7 ° » i-1 740/
>1

JesSli juz wiemy, ze szukany zbidr znajduje sie w grupie pod-

zbiorow w™-elementowych, to musimy okresSli¢ jego miejsce

w tej grupie.



Wyraza sie ono oczyvLstym wzorem:

) W><*1 \
b =i (I + Ca +aC2 +leet Cal )
«1

bj za pomocg funkcji p mozemy otrzymac
odpowiadajaca rau kombinacje z a po w., a mianowicie jest
to kombinacja j> (b”~w”~U Kombinacja ta okresla numery
stéw jakie wchodzg do zbioru X.*

-1/

Zauwazmy, ze j-tg sk#adowg kombinacji /A ~b,a,w3) otrzymujemy

za pomocg funkcji W w sposob nastepujacy:

sktadowa, ta okresla numer pewnego stowa ze zbioru K.
-1
Stowo to identyfikujemy za pomocg funkcji dé * Stad tez
dla zadanego 1™ i <w odpowiadajacy mu zbidér X.; okreslimy

nastepujaco:

nsmi 742/
JJ_ k2, *»W i

Zadanie 3,

Dane jest pewne stowo XU, 0 ktorym wiadomo, ze nalezy do
zbioru /1 jest znane/ nalezy okresli¢ numer Jj tego
stowa jaki posiada ono w leksykografieznym uporzadkowaniu
zbioru Xi#

Aby to zadanie rozwigza¢ nylezy, podobnie jak w zadaniu

poprzednim, okresli¢ ilu elementowy jest zbidor o numerze i,



nastepnie nalezy okresli¢ jego miejsce wsrdéd podzbiordéw w.

elementowych«
Zauwazmy, ze dane stowo 3q w uporzadkowaniu leksykograf!

nym zbioru K zajmuje miejsce o numerze o((y”~fnom)v

Stad tez po wyznaczeniu liczby w” weddug wzoru 740/ oraz
liczby b weddug wzoru /41/> nieznany numer Jj okreslimy

Ze WzOoru:

743/

Zadanie 4*

Dany jest pewien numer 1 $j ~ w™ oraz numer 1~ i1 ™ w
nalezy okresli¢ element x% tzn, element» ktory w zbiorze X.
zajmuje jJ-te miejsce«

Zupednie analogiczne rozwazania jak przy zadaniu 2 prowa-

dzg do nastepujgcego wzoru:
= o( (™A1 I5 (b,a,w:M), n,m) 744/

JesShi uzmiennimy Jj od 1 co d az do we? to otrzymamy
caty zbidér X»,

Klech n=3, m=2, chcemy okreslicS Xr”»

Ponievfaz a = 30 = 9? to stwierdzamy, ze liczba Wyn = 3
jest wynikiem operacji /40/, stad b = 77 - (1 + + CM=
77 - (L + 9 + 36) = 31,

Zgodnie a wzorem 742/ otrzymujemy:

i5 (31,9,3)),3,2) dI€E



1

AH3, ~7(31.9,3)). 3,D(
ars ] @
3,61,3,2), £("(2(2,36),3,2), 6iths: 36, 3,2)
-1
-W  (2,3,2), <'(3,3,2), (6,3,2)

u=.,2), d,3), (2,3)3

a wiec zbidor Xr stanowig kombinacje bez powtdérzen z 3 po 2*
W podobny sposéb mozna sprawdzié¢, ze przy powyzszych zatoze-
niach zbior Xpj ((est zbiorem permutacji 2 elementowych,

zbior X™M9 jest zbiorem kombinacji z powtdérzeniom! z 3 no 2C



4« WYBRANE ZASTOSOWANIA METOD KOMBZ2NATORYCZNYCH

4*1. Wb i ep

Jednym z wazniejszych probleméw nauki i praktyki jest tzw,
problem optymalnosci« Okresla sie go zwykle nastepujaco;
dany jest pewien zbidor D rozwigzah dopuszczalnyoh, w Ktorym

nalezy znales6 taki element > € D, ktéry maksymalizuje Hlub

ainimalizuje pewng funkcje celu Ff (X).

WSréd wszystkich zagadnien ekstremalnych wyodrebnia sie
klase tzw. zagadnien rogu larny oh [44] * Charakte-
rysujg sie one miedzy innyrai tym, ze

- Tunkcja celu posiada tylko jedno ekstremum,
- 4atwo sprawdza sie warunki konieczne 1 dostateczne
istnienia ekstremum lokalnego,
- zbidr rozwigzan dopuszczalnych jest spéjny i zwykle
wypukdy*
Do rozwigzania zagadnien regularnych opracowano szereg efek-
tywnych algorytméw, ktoro doczekaty sie licznych opracowan
podrecznikowych 1 monograficznych /por*[8,18,47,89 ] /*
Zagadnienia regularne stanowig raczej niewielka klase wsroéd
wszystkich, zagadnien optymalizacyjnych* wwiekszosci przypad-
kéw sg to zagadnienia nieregularne charakteryzujace sie m.in,
tym, ze;
- funkcja celu posiada wiol© ekstreméw,

nie jest znana postac¢ analityczna funkcji celu,

- zbidr rozwigzan dopuszczalnych jest zbiorem skonczonym
okreslanym zwykle za pomocg skomplikowanych wyrazen

logicznych 1 warunkéw kombinatorycznych itp*.



“ S0-

DO rozwigzywania zagadnien nieregularnych istniejace kla-
syczne metody programowania matematycznego nie sg przydatnej,
poza nielicznymi przypadkami regularyzac]ji
zagadnien nieregularnychg*

Bo rozwigzywania podobnych zagadnien stosuje sie prawie
wydgcznie metody kombinatoryczne* Metody te polegajg na
czesciowym przeliczaniu /pertlal enumeration/ mozliwych wa-
riantéw rozwigzan* W szczegolnym przypadku moze to byé zba-
danie /przeliczenie/ wszystkich mozliwosSci#

W wiekszosSci przypadkow dc eliminacji niekorzystnych wa-
riantéw stosowane sg rozne reguty heurystyczne
stad tez metody te nazywane sg metodami kosabinatoryczno-
heurystycznymi [58] t
WSrod dotychczas opracowanych metod kombinatorycznych najwiek-
sSze znaczenile posiadajg metody as acsania?2#

G+owna i1dea tych metod polega na -tym, ze buduje sie taki

cigg DN,DptRe«tDn podzbiordéw zbioru rozwigzan dopuszczal-
nych, ze kazdy z nich zawiera rozwigzanie optymalne oraz

kazdy nastepny podzbidr jest mniej liczny od poprzedniego.
Postepowanie konczy sie wéwczas, gdy ostatni podzbidr jest
jednoelementpwy /szukane rozwigzanie/ lub jest dostatecznie
maty aby mozna by#o jako rozwigzanie optymalne przyja¢ dowolny
punkt z tego zbioru lub znalezé¢ je poprzez zbadanie wszystkich

mozliwoSci#

O metodach regutaryzé&cji szeroko traktuje monografia |44] -
Termin zapozyczony z procy [34] «



W przypadku optymalizacji funkcji jednej zmiennej, naj-
prostszg metodg osaczania jest metoda dychotomii ;981 , lub
metoda zdotego podziatu [98 ] « Dowodzi sie £100 ], ze nej«
barzdiej efektywng metodg znajdowania punktu ekstremalisujacegc
unimodelng funkcje jednej zmiennej jest metoda Pibonacciego *

Czynione sg tez proby uogdélnienia jej na przypadek wielo-
wymiarowy [493«

Do znajdowania punktéw ekstremalizujacych funkcje okreslo-
ne na zbiorach st#o6w kombinatorycznych opracowano caty szereg
efektywnych metod obejmowanych wspdlng nazwg braneh and bound.
Zalicza sie do nich metode Land i Dpig [44 jJ 9 metode Little*a
1 In. [94) » addytywny algorytm Balasa [7,26] r algorytm
leksykografiezny [45] itp,,

W nastepnym paragrafie danego rozdziatu dokonano przegladu
niektérych typowych zagadnien ekstremalnych rozwigzywanych
za pomocg metod kombinatoryeznych*

Doboru tych. zagadnienn dokonano celowo, chodzi4o bowiem
o to aby przedstawi¢ uniwersalny charakter podejscia kombina-
torycznego przy rozwigzywaniu skomplikowanych zagadnien ekstre-
malnych»

I tak w rozpatrywanym punkcie 4<,2<1 problemie optymalnego
wyboru predyktant rozwaza sie zadanie wyznaczania ekstremum
funkcji okreslonej na zbiorze kombinacji» Do jego rozwigzania
przedstawiono dwie metody kombinatoryczne /dokdadng 1 przybli-

zona/«.

Metoda ta zaprogramowania zostata na maszyne ODRA-"1204
1 wykorzystana jest przy rozwigzaniu zagadnienia Steinera
/por* punkt 4e205 niniejszego rozdziatu/*



W literaturze mozna spotka¢ wiele zagadnien tego typu gdy
obszarem okreslonosci pewnej funkcji jest zbidor wszystkich
lub niektdérych podzbioréw danego zbioru# Zagadnieniem takim
jest np* problem "wyboru optymalnego wariantu inwestycyjnego
rozpatrywany w punkcie 4#202#

Ceclig wspolng takich zagadnien jest to* ze sg one nieregularne
i nie majag efektywnych algorytméw rozwigzania*

Oprocz zagadnien polegajacych na wyznaczeniu ekstremum
funkcji okreslonej na zbiorze kombinacji, w literaturze znanych
jest wiele takich zagadnien* gdzie funkcje celu okreslone sg
na zbiorze pennutacji*

Jednym z najbardziej znanych zagadnien tego typu jest tzw#
problem komiwojazera* Jedyne metody jakie stosuje sie do jego
rozwigzania sg metodami kombinatorycznym.i, najbardziej znanag
z nich jest metoda branch and bound [54] * W paragrafie 4*2*4*
przedstawiono metode przyblizonego rozwigzania tego zadania,
ciekawe rozwigzanie tego problemu w tzw# metryce rzymskiej
podane jest w 137] *

Tego samego typu jest tez szeroko znane w literaturze
zagadnienie optymalnych sekwencji operacji* Zagadnienie tof
nie doczekato sie dotychczas zadnego efektywnego rozwigzania#
Ostatnio w Instytucie Metod Rachunku Ekonomicznego przygotowana
zostat© praca L*Warezaka [97] * w ktdorej przedstawione sg nie-

ktoére metody kombinatoryczne rozwigzania tego zadania* Praca

ta dostarcza licznych przyk#adoéw i dowoddéw znaczenia stosowa-
nego obecnie podejscia kombinatorycznego do zagadnieh progra-

mowania dyskretnego. V punkcie 4*2*6 rozpatrzono rozwigzanie



tego zadania w przypadku gdy liczba operacji nie —jest duza
/nie wieksza niz ¥,

Nieco odmiennym zagadnieniem jest problem najkrétszych
deudrytor/a w szczegolnym przypadku gdy najkrétszy dond.ryt
moze zawierad tylko punkty danego zbioru, to do znarlezienia
go stosowane sg efektywne algorytmy o charakterze kombinato-
rycznym /por» [ 24,80f94] /* Natomiast w przypadku gdy naj-
krotszy dendryt moze zawieraC dodatkowo punkty spoza danego
zbioru, to do znalezienia go dotychczas nie opracowano zadnegc
efektywnego algorytmu* Przyblizong metode kombinatoryezng
przedstawiono w punkcie 4,2,5,

W paragrafie 4e3 pokazano, ze metody kombinatoryczna /algo«
rytmy rozpatrywane w rozdziatach 213/ umozliwiajg efektywne
stosowanie Srodkow wspodczesnej techniki obliczeniowej de
rozwigzywania szeregu nieekstremalnyeh zagadnien wielowymia-

ronej statystyki matormatyosnej oraz rachunku ekonomicznego.

4,2>» Zagadnienia ekstrem alno

4*2*1, Optymalny wybor prsdyktant

Zakozmy, ze pe<vma zmienna losowa Y moze byC ofojasnicna
/scharakteryzowana/ za pomocg zmiennych Xi ,Xr>As ,#  zwa-
nych predyktantami,

Jedli predyktanty sa miedzy sobg skorelowane /zalezne/,
to zmienng Y mozna opisaC za pomocg mniejszej niz n liczby

predyktant.


mailto:d@nd.ryt

Zadanie polega na tym* aby liczbe te okresli¢ oraz wskazac
odpowiednie predyktanty®

Jedna z podstawowych trudnosci tego zadania polega na tym,
aby skonstruowa¢ takg unormowanag funkcje okreslong na zbiorze
wszystkich kombinacji predyktant, ktdéra osigga wartos¢ maksy-
malng dla kombinacji optymalnej® Kombinacja predyktant jest
optymalna jesSli zawiera pradyktanty mozliwie najmniej skorelo-
wano miedzy sobag* natomiast silnie ze zmienng Y.

Funkcje taka* po raz pierwszy zaproponowat ZoKellwig E33J

1 jest ona nastepujgca?

H(m?k
m
I X «
1«1

gdzie

k (k"gkp , «*®*k”™) * kombinacja numeréw predyktant.

iv k - wspédczynnik korelacji miedzy zmiennymi X.
(| H
oraz X
ka
rk -~ wspotczynnik korelacji miedzy zmienng Y oraz X,, ,
0 *J

Do chwilit obecnej nie znaleziono efektywnego algorytmu znajdo-
wania ekstremum tej funkcji dla dowolnych wartosci n® Gdy

N < 10 ekstremum mozna znalezé poprzez zbadanie wszystkich
kombinacji* Program taki zostat opracowany na maszyne Odra

"30.4 /por*[Pisy* program ten przewiduje tez mozliwos¢ znalezie-

nia kilku najlepszych kombinacji*



Gdy n jest doze /ja > 10/s mozna wstepnie / aa podstawie
macierzy korelacji/ wyodrebni¢ m najlepszych predyktant

1 dopiero sposrod nich szukad kombinacji optymalnej«
MozliwosC takiej redukcji /weddug niepublikowanej metody
Z*Heilwiga/ zostata réwniez przewidziana w ty.« programie«

Dla duzych n mozna tez w nastepujacy sposob szukacé przybli-
zonego rozwigzania«

Szukamy najlepszej kombinacji jednoclemcntowej, nastepni®©
uzupedniamy ja do najlepszej dwuelOsieniowej tzn® szukamy
najlepszej dwuelementowej ale tylko sposréd tych, ktére zao
wierajg znaleziong jednoelementowg* Dwuelementowg rozsze-
rzamy dalej do najlepszej troéjelementowej itd* Postepowanie
powtarzamy tak d4ugo, az dojdziemy do kombinacji n-elemento™»
wej lub tez, gdy sie okaze, ze zadna kombinacja msi1 elemenio*
wa nie jest lepsza od znalezionej najlepszej O-elementowej,»
Postepowanie takie rowniez zostato zaprogramowane”™ na maszyne
ODKA 1204 /por« [PIS] /«Przeprowadzone eksperymenty daty po-
zytywne wyniki, ten« rozwigzania przyblizone czesto byty
identyczne z dokdadnymi lub tez réznidy sie nieznacznie

/w sensie liczby predyktant w kombinacji/*

4,2*2* Zagadnienia wyboru optymalnego wariantu inwestycyjnego

Sposréd zagadnien tego $ypu, sformudowanych i rozwigzywa-
nych przez W.Bukietynskiego [10,ii] Wybierzemy tylko niewiel
ki fragment charakteryzujacy stopien z4ozonosci problemu, jego

I —~—

W opracowanych programach wykorzystane sg algorytmy geroro ~
wanig, numerowania oraz ldentyfikowania kombinacji bez powto-
rzen



charakter kombinator”csny* a jednoczesnie bedacy przykdadem
zastosowan omawianych w tej pracy algorytmow*

Pomi jajac merytoryczng strone, podajemy tu formalne sformu-
towanie problemu*

ZakOzmy, ze dany jest zbidr liczb rzeczywistych

R » 1risr2>ee*»m )

oraz pewna liczba G*

Nalezy znalez¢ taki podzbiér r A'ng?z
i N

ktory spednia warunek

/\ -
r+ G Hi
ric*

oraz maksymalizuje pewng funkcje B (mfrU

PostaC jej pomijamy tutaj, koncentrujgc uwage na zbiorze roz-

wigzan dopuszczalnych* Zbior ten mozemy zapisaC nastepujach
7

n R % ¢
rer

wowczas zadanie mozna sformudowan nastepujgco? znalez¢ takie
m oraz tauie r « (ri?, r~Ff r~\)€ aby

B (mi v)~ max B (m,r)*

Do skonstruowania zbioru 2Zp wykorzystujemy algorytm genero-
wania kombinacji bez powtorzen, gdyz skdadowe takiej kombina-
cji mozna traktowaC jako numciy tych elementéw zbioru R,

ktore wchodzg do odpowiedniego podzbioru*



Dlatego tez uzywaC bedziemy skrotu; kombinacja spednia waru-
ne$ A/ 9 rozumiejgo przez to* ze odpowiadajacy jej podzbior
spetnia ten warunek«

Podamy teraz dwie reguly* ktore pozwolg wygenerowacC zbidr

ZB*

Zakozmy, ze elementy zbioru R sg uporzadkowane rosnaco.
Jesli znajdziemy pewng kombinacje m-elementowa spelniajaca
warunek Zi/, to mozemy wowczas wygenerowaC wszystkie nastepne
/ w uporzadkowaniu leksykografioznym/ kombinacje m-clementcn?0
poniewaz beda rowniez spelnialy warunek /i/* Jesli kombinacja
m-elementows zajmuje pierwsze miejsce w grupie kombinacji
m-elementowych 1 spednia warunek /i1/f to bez sprawdzenia tego
warunku generujemy wszystkie kombinacjo ni,mtl,*<e ,a-eleaentowe«

Korzystajac z tych regut opracowany zostat program /per»

IP22 J /generowania wszystkich podzbioréw zbioru R stanowig*

cyc-h zbidr zn*

4e2e3e Zagadnienia plecakowe

Zakozmy, ze dana jest pewna funkcja g(x™,Xx2,«,,,. 3 ) t
taka, ze moze przyjmowaC wartosoi ze skonczonego zbioru

/1 » 1,2,e®»«n/0 Zadanie polega na tym, aby znalezC taki
wektor

X » ««*sxn )

speiniajacy ograniczenie



dla ktorego funkcja g(x) osigga ekstremum. Zagadnienia tego
typu nazywane sg zagadnieniami p lecakowymi
/por. [44,50J A
Jedng s konkretyzacji podobnego zagadnienia jest problem
optymalnego przydziatu samochodéw2 danych jest n zakdadow
transportowych* ktorym nalezy przydzieli¢ m samochodow.
EfektywnosSC wykorzystania samochoddw przez i«ty zakdad
zalezy od ilosci przydzielonych mu samochodéw 1 okreslona
jest za pomocg pewnej funkcji T(X) /przewaznie w postaci
stablicowan©j/=
nalezy tak rozdzieli¢ samochody, aby dawaly najwiekszg 4gczng

efektywnos¢, tzn« nalezy znalez¢ wektor

0 wspdtrzednych catkowitych nieujemnyoh. spedniajacych warunek;
+ Zg + e*= + 3N =m

1 maksymalizujacy funkcje;

n
u»l

Do rozwigzywania zagadnien plecakowych zaproponowano szereg
algorytmow j 44,505 . W szczegolnosci mozna stosowaC metode
programowania dynamicznego :8,89j) s lub tez metode kombinato-
ryczng polegajgcg na zbadaniu wszystkich mozliwosci, la ma~
szynie cyfrowej Odra 1003 przeprowadzono szereg eksperymenrcéw
w celu ustalenia efektywnosci obu metod« Okazato sie- ze pro-
gramowanie dynamiczne daje rozwigzania w czasie o wiele krot-

szym niz metoda bezposredniego badania«



Z drugiej jednak strony programowani© dynamiczne potrzebuje
ogromnych objetosci pamieci /ilosé komorek jest proporcjonalna
do wielkosci m/ 1 na maszynie o malej pamieci moze mieC Cgra-
niczone zastosowanie* Metoda bezposrednia natomiast* polega-
jJaca aa kolejny® generowaniu I sprawdzeniu rozwigzan rownania?

. +X*F* ‘» + xXn«m mimo, ze jest wolniejsza ale ni®© po-

trzebuje pamieci 1 przy tym ze wzgledu na s\g. prostote jest
datwa w rozpowszechnianiu*-

4*2*4* Problem komiwojazera

Zadanie polega na tyms aby dla danych n punktéw na ptasz-
czyznie znalez¢ najkrotsza ¥amang sasfcaietg przechodzaca
przez wszystkie punkty /por* [3I] /*

Do rozwigzania tego zadania proponowano wiolo réznych algo-
rytmow [®B.1 * Najwieksze uznanie wsrod nich zdoby+ algorytm
tsw. metody podziatu 1 granic /branek and botind/, opisany
w wielu pracach /por* [%4,87] /» Jedng z cech charakterystycz-
nyoh maszynowej realizacji tego algorytmu jest stosunkowo
duze zapotrzebowanie na objetos¢ pamieci. Liczba niezbednych
komorek pamieci roboczej zalezy od konkretnego zadania i1 z go-
ry okresli¢ jej Me mozna*

Dla przyk#adu program rundreise [43] zaadaptowany na maszyne
Odra 1204 po przektadzie zajmuje 1628 komorek* Do rezerwacji
dynamicznej pozostaje 9834 komorek* z czego na rozbudowe '
drzewa rozgatezien /istota metody [34] /mozna wykorzystac
4967 -a - n ~(n+D) “ komérek*



Na przyk#ad przy szukaniu najkrotszej trasy dla 25 punktow
liczba ta /wynoszgaca 3591/ po wykonaniu 1 1iteracji /ok, 1
godz,/ okazata sie niewystarczajaca*
Natomiast najkrotszg trase dla, 17 punktow znaleziono po 157
minutach«

Do przyblizonego rozwigzania tego zadania mozna wykorzy-
staC¢ zaproponowang przez. Z,HellwAga idee agregacji™

7 mysl tej idei dla znalezienia najkrotszej trasy nalezy
dany zbidér punktow podzieli¢ na rozdgczne podzbiory zwane
agregatami* Po wyodrebnieniu agregatow nalezy znalez¢ dla
nich najkrotsza trase zamienietg* Nastepnie nalezy okreslic
najkrotsze potaczenie w kazdym agregacie;5Jezeli liczba
wyodrebnionych agregatow jest zbyt duza, to mozna je dalej
agregowaC az sie- otrzyma tyle agregatow, ze najlepsze ich
potaczenic mozna znalez¢ poprzez zbadanie wszystkich mozli-
wosci™

Zat6zmy, ze dany jest nastepujacy zbior punktow

X " I{XLyi)t &22y2)* > o« Qm*yn)J

Rozbijemy g0 na podzbiory /Zagregaty/ zamierajgce nie wiecej
niz 7 punktow*
w tym celu obliczamy
a- max X. - min /rozpietos¢ wg osi  OX/
b s max y* - min y. / rozpietos¢ wg osi 0OY/«
Jesli a> b to zbior X rozbijamy na dwa podzbiory X1

1 X2? takie ze



N

oraz X0 = X\ X]
Jesli zas a”™ b, to
oraz X2 = X\X.J

1O znaczy zbior X rozcinamy prosta rownoleglg do osi OX

Jeshli zbior XA zawiera wiecej niz 7 punktow, to postepujemy
z nim podobnie jak ze zbiorem X, rozbijajac go na dalsze
dwa podzbiory.

Postepowanie powtarzamy tak dfugo, az otrzymamy podzbiory
zawierajace co najwyzej 7 punktow.
Utworzenie agregatow konczy pierwszy etap metody agregacji.
Nastepnym etapem jest cykliczne polaczenie utworzonych agre-
gatow tak, aby suma dhugosci odcinkow daczacych byda naj-
mniejsza oraz aby zadne dwa rdézne odcinki nie posiadaly wspol-
nego punktu.
PO polaczeniu agregatéw mamy takg sytuacje, ze w kazdym
z nich dwa rézne punkty naleza do roznych odcinkéw 4gczacych,
nazwijmy te punkty zwigzanymi.
Ostatni etap w metodzie agregacji polega na tym, hby w kazdym
podzbiorze znalez¢ najkrotsza droge daczaca dwa punkty zwig-
zane 1 przechodzacg przez wszystkie pozostate. Poniewaz kazdy
podzbidr zawiera co najwyzej 7 punktow, to najkrotszej drogi
dzukaray metodg jielnego przeliczania mozliwosci.
Postepowanie to 1lustrujg ponizsze rysunki.



Dane punkty Podziat na agregaty

Potaczenie agregatow Rozwigzanie

Metode powyzszg sprawdzono dla czterech zestawdéw miast pol-

skich. Wspédrzedne miast wzieto z mapki Polski w skali

1 ; 5.000s000. Podane sg one w cm, przy czym czes¢ catkowita
od dziesietnej oddzielona jest kropka dziesietnql, zas pary

wspotrzednych oddzielone sg od siebie Srednikiem.

Wyniki obliczen przedstawione sg w tabeli 1T przy czym d#ugosé
potaczenia podana jest w km /po uwzglednienia skali/e

Obliczenia wykonano dla nastepujacych zestawien;

Zastosowano wiec notacje J.Nepera



Zestaw X /10 miast/s
6.8,6; 16.5,7.5; 13.4, 12.9; 11.7, 21.1? 20,0 e4,4;
16.1,18,9; 4.1,11.7? 6.0,20,8; 14.9,1.2; 21,5,20.4;

Zestaw 11 /2Q miast/:

6.8, 6; 7.6, 8.6; 13.7,11.0; 2.2,16,7; 11.7, 21.1;
21.0,9.1; 4.8,20.8; 9.4,14,0% 16.1,18.9; 4.1,11.7;
14,9,4.3; 1%$.9,19.9; 4,2,7.3; 14.8,11,0? 17,3,12.9f
2.2,17.9; 14,1,14.1; 14,9,1.2; 3.3,15.0; 21.5,20.4;

Zestaw 111 /25 miast/:
/wzieto z [46) /

~687, 2.3; *4.4, 3j6;“1.5, 4.4; -1.3, 4.Qe -0*2, 3.5;
1.2, 2.6;-2.2, 2.3; -1.4, 1.1; 4.7, 1.2; -3.7,-0.3;
~S.6,~i*2¢ 1.8,%2Q.8F -0.3,-4.8:-4.8,»2.8; -3.6,-3,1;
2.1,2.6; 4,1,-2n9; -4«7,-3*8;-0,8,-4,0; 1.3,-3@8:
-i.4,-0.1; 0.4,-5.6; 1,9,-5,7; 3.2,-5.6; -0, 9,-681,

Zestaw 1V /30 miast/:

58, 7.2; 7.6, 86; 16,5, 7.5; 13.7, li.0; 22.2, 16.7
13.4,12.9; 11,7,21.1; 21,0, 9.1; 12,6, 14.,5; 9.5, 23.0
20.0, 4.4; 9,4,14.0; 23,6, 8.9; 7,6, 13*7; 4.1, 11.7
14.9, 4.3; 12.9,19.9; 4.2, 7,3 ; 732, 18.7; 17.3, 12.9
10.5, 8,0; 20.0, 6.5; 2.2,17.9; 6,0, 20.8; 14.1, 14.1
14.9, 1,2; 3.3,15,0; 21.5,20.4; 20.0, 1.7; 10.2, 16.5

Jak wynika z zamieszczonej tabeli, wyniki otrzymane metoda
agregacji roznig sie bardzo mato od wynikéw otrzymanych meto-

dga branch-and-bound. Czas uzyskiwania wynikéw przyblizonych



by+ jednak nieporéwnywalnie krotszy? metoda agregacji reali-
zowana byta na maszynie ODRA 1003? za$ metoda brancii and
bound na maszynie ODRA 1204 i czasy realizacji byty poréwny-
walne /natomiast szybkosSC¢ pierwszej maszyny jest wielokrot-

nie mniejsza od szybkosci drugiej/*

Tabela 1
I | | XV
Tresc¢
Komiwojazer
/agregasja/ 3455 4854 2744 5924
i -.. T
Komiwojazer
/branah?ound/ 3400 4350 2450 5200
J
Dendryi
/Steinera/ 2660 3550 2107 4.269
] | m_———————h

4,2.5. Zagadnienie najkroétszych dendrytéw

Zatbézmy, ze na ptaszczyznie danycla jest n punktow.
Punkty te nalezy potaczy¢ odcinkami o najmniejszej +3acznej
dfugosci. Zadanie to pochodzgce jeszcze od A.Cayley*a
/1821-18S5/, po raz pierwszy rozwigzat Boruvka w 1926 roku
/por. [70.] /»

W Iiteragyrzg [25] wymienia sie zwykle algorytmy Krgskala

1 Prima pochodzagc©® odpowiednio s 1956 1 1957 roku. Metoda



"taksonomit wroctawskiej [24} zostato ono rozwigzane w 1951
roku.

Inne zadanie o najkrotszym dendrycie, posiadajgce duze
znaczenie praktyczne, ktdére prawdopodobnie nie posiada jeszcze
efektywnego rozwigzania, polega na tym, ze danych n punktow
nalezy potgczy¢ #amang o najmniejszej ddugosci. Jest to uogol-
nienie tzwé¢ zagadnienia Steinera /por. [14] / dlatego tez
szukang +4amang nazwiemy dendrytem Steinera1”

Znany jest nastepujacy warunek konieczny rozwigzania opty-
malnego [14] r jesli danych jest n punktéw, to moze by¢ co
najwyzej n~2 punktéw dodatkowych i w kazdym z nich schodzg
sie trzy odcinki pod katami 120°,

Jednak i1los¢ wszystkich rozwigzan spedniajacych ten warunek
rosnie wraz ze wzrostem n weddug prawa silni.

Prawdopodobnie jedyna znang metoda jest potraktowanie tego
zadania jako zmodyfikowanego zagadnienia 1zoperymelrycznego
i rozwigzania metodami rachunku wariancyjnego f14] . Sposéb
taki zostat zaprogramowany na maszyne BESM-2 1 jak podano
w [38] program dla 30 punktéow liczy 2000 rozkazéw i czas li-
czenia przekrada 1 godz.

Nizej podamy przyblizony sposéb rozwigzania tego zadania,
ktéry zostat zaprogramowany na maszynie ODKA 1204 /por. [P26)/.

Sposrod danych n  punktow wybieramy takie trzy, aby dondryi
Steinera na tych punktach by4+ minimalny. Nastepnie sposroéd

niepotaczonych jeszcze punktow wybieramy takie dwa aby przy- *

Inne uogdlnienie znane jJest jako zagadnienie Srodka rai?izi
/por. [37] oraz [P14] /.



+aczenie i1ch do zbudowanego juz dendrytu dato dendryt mini-
malny na pieciu punktach i1td,, az potgczymy wszystkie punkty

Postepowanie taicie 1lustrujg ponizsze rysunki.

Dane punkty Najkrotszy dendryt Steinera
na trzech punktach

Dotgczono najlepsze dwa Pozostaty punkt po4gczono
punkty z najblizszym

Opisany algorytm zastosowano do znajdowania najkrétszych

potaczen dla wymienionych czterech zestawéw miast polskich,

Wyniki umieszczono rowniez w tabeli 1i.



4« 2*6« Optymalne sekwencje operacji

Zadanie to formudtuje sie w ten sposdbg danych jest m
maszyn oraz n detali /czynnosci/, Ictére obrabiane /wykony-
wane/ sg na tycli maszynach« Dana jest tez pewna macierz

[cAJ]1# ktorej element c*» okresla czas wykonywania i-tej
czynnosci na j~tej maszynie»
Nalezy okresli¢ taka kolejnos¢ wykonywania czynnosci, ktora
daje minimalny czas®
Tak postawione zadanie ni© posiada jak dotychczas dok#adnego
rozwigzania dla dowolnych n 1 m3 ciekawsze z opracowa**
nych metod rozpatrzone sg w pracy [9] +ub [97] «
Postawione zadanie mozna rozwigza¢ poprzez zbadanie wszyst®*
kich ni  mozliwosci /zaktadajac jednakowg kolejnos¢ na
wssystkieh maszynach/«
Zato6zmy, ze oproécz ustalenia optymalnej kolejnosci chcemy
tez otrzyma¢ dokdadny harmonogram obrébki tzn* chcemy uzy»»
ska¢ macierz kolejnosci [ky ] , ktorej element ky okresla
czas rozpoczecia wykonywania i«toj czynnosci na j,tej maszynie
Na podstawie takiej macierzy w datwy sposéb mozna sporzadzic
tzw»;wykres Gantta, na ktérym widoczne sg wszystkie prze**
stoje maszyn™*
Przyymijmy, zes

1/ pierwsza czynnosS¢ zaczyna by¢ wykonywana re- pierwszej

maszynie w chwili serowej,

* Opracowany program /por® [Pi71 /przewiduje mozliwos¢ automa-
tycznego sporzadzania takiego wykresu /w catkowitych jed-
nostkach czasu/*



2/ kolejnosé wykonywania czynnosci okreslana jest za

pomocg perantacj i

gdzie ir ~ numer czynnosci zajmujgacej p-te miejsce

w kolejnosci,

3/ element k.~ macierzy kolejnosci oznacze$ bedziemy

symbolem £l i,J] analogicznie elementy C.~ symbolem

Ccu,J],

wowczas dla danej poratttacjl ) macierz kolej-

nosci okreslimy weddug nastepujacych zaleznosSci

kta.d =0

K [Ip,l] =’lep~l?i— + C Ap-i»1n dla p-2,3,...,n /% /
K[h,j1 > K il j*X. Fc x1?25-1] ola j-2,3,*..,m /37

oraz

KLip .J = max- 3+ C pp_j_ng: Kiip,3-11+ c[ip>3-11i/%/

Ki-Vi>J p-
dla j ~ 2,3,...#n

p~ 2,3,...,N.

Zaleznos¢ /%/ okresla momenty rozpoczecia kazdej czynnosci
na pierwszej maszynie, zaleznos¢ /«>/ ~ momenty rozpoczecia
pierwszej czynnosci, kolejno na wszystkich maszynach.
DH+ugosS¢ catego cyklu obrébki wszystkich n czynnosci na m
maszynach dla danej pormutacji (i£,i12,...,1I ) wynosi oczy-

cie K[i ,m] + C[i ,mj.

(1)

wi



Stosujac podlano zaleznosci /z/ « /d/, przoprowadzono sze-
reg eksperymentéw na maszynie ODRA 1003, Okalato sleg ze po-
debng metode mozna stosowaé dla matyoh n(n < 9)a npe dla
bjs3 czas szukania najlepszej kolejnosci /4gcznie z wyprowa,«
dzeniem wszystkich ciagéw/ wyniést 3 min,, wyprowadzenie
wykresow Gantta zajeto dodatkowo 4 min.

Stosujgc idee agregacji /zaréwno maszyn jak i czynnosci/
podane algorytmy z powodzeniem mozna wykorzysta¢ do rozwig-

zywania zagadnien o duzych wartosciach n,,

4,3, Zagadnienia nieekstromalno
4,3,1, Wielowymiarowe tablice korelacyjne

Przy programowaniu /na maszynie cyfrowej/ zagadnien eko-
nomicznych g#éwnie © charakterze statystycznym czesto za-
chodzi potrzeba operowania tablicami wielowymiarowymi.
Istniejace jezyki programowania posiadajg aparat pozwalajgcy
operowa¢ tylko tablicami prostokgatnymi i tylko przy ustalo-
nym wymiarze«

Stosujg® funkcje numerujgce kombinacje /por«, rozdz»: 3/,

w datwy sposdb mozna operowac¢ zaréwno tablicami prostokatnyrai
jak 1 tréjkatnymi bez koniecznosci ustalenia wymiaru.
Odpowiedni© algorytmy podano sg w [fi] , nizej zas rozpa-
trzony bedzie algorytm budowy tablic korelacyjnych oraz

algorytm otrzymywania podtablio danej tablicy.



Oba algorytmy mozna stosowa¢ w wielu zagadnieniach statystyki
wielowymiarowej /analiza wariancji, analiza regresji, badanie
wspotzaleznosci lub niezaleznosci n wymiarowych zmiennych
losowych/.

Rozpatrzmy wiec algorytm budowy tablic korelacyjnych zwanych
tez tablicami wspoédzaleznosci j10?,]

Zatb6zmy, ze dane sa realizacje n~wymiarovwej zmiennej lo-
sowej X = (XM, X2,...,XQ) , Na podstawie tych danych nalezy
zbudowa¢ n-wymiarowg tablice korelacyjng.

Przyymijmy, zg.dla zmiennej XS dany jest wektor

g* = (gi, gg>«*=rg™ ) | ktéry okresla szereg rozdzielczy
s

O n_ + 1 przedziatach klasowych:

S
¢ SMH 27, "<t (gn i

Przedziatem klasowym zmiennej X nazywany bedzie i1loczyn
kartezjanski

/ S1 /S Si /S \ "

Przedziaty takie zwane tez kostkami tworzg pewng tablice
n-wymiarowg. Wspodrzedne przedziatu /$/ w tej tablicy okrec-

4ono sg za pomocg wektora
1 = (Ai412,°e*>iIn)T
eazie 1* 1)< nj+l dla j»i,2,...<n

Zbudowanie tablicy korelacyjnej polega wiec na tym, aby kazda
obserwacje zmiennej losowej X zaliczy¢ do odpowiedniej

kostki



W tym cola dla danej obserwacji &t,x2,... ,x ) nalezy okres-
1i¢ wspotrzedne 1 = (il ,i2, . . . odpowiadajacej jej

kostki* Wspodrzedne te okresSlamy ze wzoru:

dla j=1<2,,,.,n

gdzie symbolem (W) oznaczono operacje minimum /por*rozdz,3/
Poniewaz elementy tablicy korelacyjnej/jak i1 kazdej innej/

w pamieci maszyny zapamietywane s3. w postaci ciggu, to majac
dany wektor wskaznikéw 1 = (N ?i2».«. *I,.) nalezy na jego
podstawie obliczy¢ miejsce jakie zajmuje w tym ciggu odpo-

wiadajgea mu kostka*

Miejsce to rowne jest liczbie:

f (i.d,g.n)

gdzie
Ny “ funkcja numerujgca wariacje z powtdérzeniami,
i - dany wektor wskaznikow,
natomiast wwktory d oraz g okreslaja odpowiednio
dolne 1 gorne granice zmiennosci wspédrzednych wektora
1= tan« dj=1I oraz g. » jr. i
dla 3=1,2,..»,n*

Przy rozpatrywaniu tablic korelacyjnych prawie Zawsze za-
chodzi potrzeba obliczenia wektoréw czestosci lub liczebnosci
brzegowych, .

Poniewaz wektory tafcie mozna traktowaC jako jednowymiarowe

podtablice w odpowiedni sposob otrzymane z tablicy n-wymiaro-—



wej , to nizej rozpatrzymy ogolny algorytm otrzymywania do-
wolnych podtablie m~wymiarowych, Zagmiemy sie przy tym tylko
tym przypadkiem gdy m < n , podtablice tego samego wymiaru
co dana tablica rozpatrzone zostaty w [710 ,

Aby otrzyma¢ podtablice m wymiarowg z tablicy n wy-
miarowej, nalezy przecie wszystkim wybra¢ te m sposréd n
wspodrzednych, ktére bedg okreslaty danag podtablice,

Z pozostatymi n-m wspoédrzednymi mozna postgpi¢ dwojako.
Pierwszy spos6b polega na tym, ze ustala sie pewne wartosci
tych wspé4rzednych tzn, tablice n wymiarowg tnie sie w tych
miejscach otrzymujac w wyniku pewien ptat lub plaster

/ju wymiarowy/. Stad tez podtablice tego rodzaju nazywa sie
plastrami* /por, [9] /.

Drugi sposéb polega na tym, ze podtablice m wymiarowg
otrzymuje sie z tablicy n wymiarowej w wyniku sumowania
po wszystkich wartosciach pozostatych n-m wskaznikéw.
Otrzymana w ten sposob podtablica nazywana bedzie k o n -
densatem,

Jesli np, w danej macierzy przeprowadzone bedzie sumowanie
po wszystkich wartosciach wskaznika i, to otrzymany konden-
sat bedzie wektorem, j-ty element ktérego w statystyce ozna-

cza sie zwykle symbolem X, Kropka na miejscu wskaznika

j,
I oznacza, ze po wskazniku tym dokonano sumowania tzn.

Wyzsze jezyki programowania: PL/1,ALGOL-G8,ALGEK /por, [95])/
posiadajg odpowiedni aparat operowania takimi podtablicami,
dlatego tez sposob ich otrzymywania jest tu pominiety.



Gdy liczba wskaznikéw jest duza, stosowanie tej symboliki
jest ucigzliwe, a w ogole niemozliwe gdy nie jest ona z gory
ustalona« Dlatego tez w dalszej czesSci zamiast X*. stoso-
wany bedzie zapis , jedynka u goéry oznacza, ze wykrop-*
kowany jest pierwszy wskainikl ,

Ogélnie zapis:

k- 1kpi1*’5* 1<m
-11°'27**e*Sx

oznacza, ze wykropkowane sg te wspédrzedne wektora
i = (@l,i2,22e»! )» ktérych numery tworzg wektor

k ~(k|tkp,,*..,k ), tzn, wykropkowane sg wspotrzedne

iKl»itgz*****lk *

m
Tak wiec
H>kpJ™“*©
X
1+t12*ee*fxn Lo XE ’Xf\z /oy
i ik
|21 © km
W celu uproszczenia zapisow, wektor (G, ,i, ,.«»il, )
1 n2 “m

oznaczony bedzie symbolem 1 (ic), zas suma postaci

1 L .72 X. . . zapisywana bedzie krocej jako
A *2 i X12*** n

E X~, Zgodnie z tg umowg wyrazenie /CI/ przyjmie postac

* =
p
1

Z_
T

m™Notacja taka jest zblizona do notacji Einsteina /por, [98]
str. 240 /.



Jesli stosuje sie tzw* sumowanie usrednione tzn* jesli
elementy Xf dzielone sa przez ilosé wszystkich dodanych

elementdow, to stosowany bidzie zapis X ™ »

Jesli k - (1,2,...,n) tzn. sumowanie dokonywane jest po
wszystkich wskaznikach il ,i2,...,in to zamiast zapisu
if -

X m stosowany bedzie zapis X ,,

Rozpatrzmy teraz sposéb otrzymywania sum postaci /&/»
Zat6zmy, ze dana jest pewna®™ n wymiarowa tablica A, ele-
menty ktdérej identyfikowane sg za pomocg wektora wskaznikow
J=( -, JK)£J takiego, ze dg<jg<gg . Elementy

tablicy A zapisywa¢ bedziemy w postaci

L . lub krocej

Dana jest tez pewna kombinacja k = (k™ kO0,**.,k ) z n
po m okreslajagca numery tych wspé4rzednych tablicy /\ po
ktoérych nalezy dokona¢ sumowania*

Numery pozostatych wspédrzednych tworzag kombinacje bedaca
tzw, uzupednieniem /dopednieniem/ kombinacji k, kombinacja

ta oznaczona bedzie symbolem k4 =(kj , k* k* ),

Po dokonaniu sumowania po wskazanych wspé4rzednych otrzy-
mamy podtablice n-m wymiarowg, ktéfa oznaczymy symbolem B

Tablice te okresla nastepujacy zbidr wskaznikow:

~ * * \ /?2/
1ln~m)>* dy; 18 * gkg S

Element tablicy B oznaczymy symbolem



B. lub krocej

Aby dla danego 1 « (© ***33n~-m™ el Wliczy $ element

nalezy wykona¢ nastepujace czynnosci;

1/ wygenerowa¢ zbidor W takich wektoréw w= W* \W.,,,,- ,W %)

ie d k we<g
s s

2/ na podstawie zbioru W utworzy¢ zbior J takich

wektorow j = (gltj2,...,jn), ze jg=wg dla

s « k; ,kp,,,-- ,1* oraz v?artosci pozostatych n~m
sktadowych sg réwne wartosciom kolejnych skdadowych

wektora i = (ilfi2,.*=,in,m),

3/ doda¢ do siebie wszystkie elementy tablicy A 1iden~
tyfilconane za pomocg wektorow wskaznikéw ze zbioru J?

otrzymang sume traktowaC¢ jako element B.
Al M2J***11n~m e

JesSli czynnoSci 153/ wykonamy dla kazdego 1 6 I, to otrzyma
my calg tablice B.

Korzystajac z podanego algorytmu #atwo mozna obliczyc¢
wektor liczebnosci /czestosci/ brzegowych.

Zatozmy, ze dla N realizacji zmiennej losowej
X s (XMX2,«,, ,X ) zbudowana zostata n wymiarowa tablica
liczebnoSci T, elementy ktérej identyfikowane sg za pomoca
wektora wskaznikéw j = (317?§2,.**»Jn) takiego, ze 14 jg”™ nc?

Niech bN = (bA*~r2***e»™rn ) oznacza liczebnosci brze-
r

gowe zmiennej Xr,, Zgodnie z definicjg i~tg sklaaoivg wektora

br oblicza sie ze wzoru;



Alby otrzyma¢ wektor b "nalezy wiec dis kazdego

In:1,2,***,n wykona<S czynnosci 1/~3/ opisanego wyzej algorytm

otrzymywania tablio”&oMensatéw przyjmujac,

ks (1 r-l-r+i

Z0

Poniewaz w danym przypadku Xs « r, -to zbior |1 OkreSlony

wzorem /?/ Jest nastepujacy? |1 « *

Nizej rozpatrzone sag dwa przyktady zastosowania podanych
algorytméw«

4*3*2«, Wspotczynnik zaleznosci

Zatbézmy, ze na podstawie realizacji zmiennej losowej

Xra (Xi,X2t««t,Xn], tworzymy tablice czestosci T /wedtug

opisanego wyzej algorytmu/* Przyjmijmy dalej, ze elementy

tej tablicy identyfikowane sg za pomocg wektora wskaznikow

i® .,1"} takiego, ze i ig< g , przy osym

zamiast zapisu 5. , *
Aisi2 ,**4MNn
Dla kazdej zmiennej

bedzie tez stosowany zapis N
n
Xp /Ze»l,2,*,.,n/ obliczymy czestosci

cila j a 172 ,*«*,99g9



Na podstawie tablicy T 1 wektordéw czestosci brzegowych
mozna obliczy¢ wspotczynnik zaleznosci stochastycznej miedzy

zmiennymi  xjJ,X2,... ,X

Przyjmijmy nastepujace uogélnienie wspoétczynnika Hellwiga

[32J na przypadek wielowymiarowy:

1 ->J r.in(Tj.BJ
i

gdzie

S=i s*Js
F'> min j t&,i***24f "

Mozna udowodni¢*, ze 04g s 1

Do obliczenia wartosci tego wspédczynnika wykorzystuje sie
Wiec algorytm budowy tablic korelacyjnych oraz algorytm
otrzymywania podtablic-kondensatéw /wektory czestosci brze-
gowych/. Czas obliczenia zalezy gtbéwnie od czasu niezbed-
nego na utworzenie tablicy czestosci, a ten z kolei zalezy
od wielkosci liczb “gijgo,«--,g * Dla przyk#adu gdy n=6
1 gs'3 /s=+,2,...,n/ obliczanie wartosci JQ trwato na
maszynie ODRA 1204 ok. i godz., gdy za$ n=6 oraz gS:2
zaledwie 6 min.
\V/ przypadku gdy chcemy obliczy¢ wspotczynnik zaleznosci

miedzy zmiennymi losowymi, ktorych numery tworzg kombinacje

Dowdd podany jJest w przygotowywanej przez autora specjalnej
pracy poswieconej zagadnieniom zaleznosSci stochastycznej
zmiennych losowych wrelowymiarowych.



k « to najpierw aa podstawie tablicy T

nalezy ohliezyé m-~ymiarowg podtablioe—konden;~& i s nig

dalej postepowaé¢ jak z tablicg '™

4_.3*3« Analiz® wariancji

Zato6zmy, ze wyniki obserwacji zalezg od a czynnikoéw
ADA2*#*Aa* Je™31 czynnik AN posiada ub pozioméw
/wartosci/ to wszystkie obserwacje oozna przedstawi¢ w po-

staci tablicy n wymiarowej, oznaczymy ja symbolem X*

Elementy tej tablicy oznaczacC bedziemy symbolem
X1i.,,i12S«..,ift lub krocej Xi.

Zadanie analizy wariancji polega miedzy innymi na okresSle-
nia efektu dziatania kazdego zZ czynnikdéw oraz wzajemnego
ioh oddziatywania« Poniewaz czynnikow jest a, to do przeana-
lizowania mamy W s 2B«i réznych zestawdéw czynnikéw, odpo-
wiadajace 1m kombinacje oznaczymy symbolami k- ,k2s*.. jftyS.. </
Analiza wariancji polega na tym, ze og6lng zmiennos¢ S,
tzn® sume kwadratédw odchylen poszczegdlnych obserwacji od
og6lnej Sredniegj Sr rozbija sie na same niezaleznych sk#ad-

nikow sSSg , o»* g

Przy czym skkadniki S"Sg,«*.*sa okreslajga odpowiednio
wpkyw czynnikbw A . , natomi as t skladniki. Sn+i,
STos,c.,S, okreslaja wzajeeme oddziatywanie odpowiednich
kombinacji czynnikow«

Sume S oblicza sie“ze wzoruj



s=) X ~Xx)* /s/
i

natomiast skfadnik S dla 1 <r @w oblicza sie wedtug

wzoru;
k* r
= | = - - krijk1y
Sr - D + Xi /8/
J=I k*Vl
gdzie:
k - kombinacja o numerze r,

k* - uzupednienie kombinacji kr tzn, sktadowymi Ic,
sg te elementy, ktdére nie weszty do kombinacji
kr .

ik®] -d¥ugos¢ kombinacji & tzn, ilos¢ skdadowych,

k J-elementowa podkombinacja kombinacji k

i1(kr}~ te sktadowe wektora i = (it,ip,«.»,i jJ , ktdorych

numery tworzg kombinacje k ,
D » ilos¢ zsumowanych elementée tablicy X, jesli

x(kr)= ((ji»ij24#,»ijs) * 10
D = xt «nt = i *
Ji 32
przy czym symbol H oznacza sumowanie po
,J

wszystkich podkombinacjach ki . oraz symbol

(&)

1#

i

oznacza operacje konkgtenao



W literaturze poswieconej analizie wariancji rozpatruje sie
zwykle przypadki eo najwyzej 3 czynnikéw«® Przykdadowo dla

a»3 wzory /&/ i /%/ w postaci rozwinietej podana sgw [as] *
niezbyt formalny zapis tyoh wzpréow dla a«5 podany jest

w [20]

Post&6 wzoru /9/ jest bardzo wygodna do zaprogramowania na
maszyne oyfrowg* tatwo zauwazyC, ze przy programowaniu tego
wzoru wykorzystuj© sie algorytmy generowania kombinacji

i punktow prostopadtoscianu a takze algorytmy numorujgo®© te

stowa /por« [psi] A

4*3,4, Planowani©®© eksperymentéw

Przy badaniu skomplikowanych zjawisk /procesow/ fizycznych,
chemicznyoh, gospodarczych i1tp* czesto zachodzi potrzeba
przeprowadzania eksperymentéow* Dokonuje sie ich albo w celu
wykrycia mechanizmu badanego zjawiska tan* znalezienia jego
modelu matematycznego, albo toz w cela okreslenia warunkow
przy ktorych dany proces bedzie przebiegat optymalnie*

Od niedawna rozwija sie specjalna gataz wiedzy zwana mate-
matyczng teoriag planowania eksperymentéw optymalnych* Oprao«>
wujo sie w siej takie metody przeprowadzania eksperymentéw,
ktére bydyby jednoczesnie 1 tanie i dostarczaty mozliwi® naj-
wiecej informacji o badanym zjawisku*

Zato6zmy, ze badane zjawisk© mozna opisac¢ pewny® wielomla-"%
nem w (~,s?,**,,sn)» W oelu znalezienia nieznanych wspot-

czynnikéw togo wielomianu przeprowadza sie eksperymenty*



Przy czym przez eksperyment rozumie sie wowczas obliczenie
wartosci tego wielomianu w pewnym punkcie x «” ,X,,,,--,X ).
Zbior wszystkich puliktow, w ktérych przeprowadza sie ekspe-
rymenty nazywa sie planem eksperymentu [22,68] *

Wiadomo [68] , ze przy okreslaniu nieznanych wspétczynnikow
wielomianu stopnia n, opisujacego wkasnosci mieszanki o g
sktadowych, optymalnym planem eksperymentu jest regularna
siatka na simpleksie /por* [103] /,

Do wygenerowania wspodrzednych **e*xq wezdow tej
siatki wykorzystamy algorytm generowania partycji /por, par.
2.5.2./#

Zatbézmy, ze mamy nastepujaca partycje liczby n:
P~ (B1>p24***?Pq) *

wowczas wspotrzedne punktu weztowego regularnej siatki
na g~1 wymiarowym simpleksie okresli¢ mozna z zaleznosci

/por. [I03]1 /:

i~ R i-1.2,. .9

W celu wygenerowania tzw, eentroidolnych [68,103] siatek

na simpleksie, postgpimy nastepujgco: generujemy kolejno
wszystkie kombinacje bez powtérzen z q po s /s=1,2,..,.,o/,
kombinacji takich jest 27-1, tyle tez jest punktéw wezdo-
wych tzw. siatki eentroidolnej.

Majac dang kombinacje

k = (kifk2,...,ks ;

wspotrzedne punktu x = (xx,*2,. . . ] zadanej siatki otrzyT

mamy z zaleznosci /por. [103] /:



dla 1 a k

i O dla pozostatych "i

Obie metody zostaty zaprogramowane aa maszyne ODEA. 1204,»

4*3«50 Wyszukiwanie informacji

Dany jest pewien skonczony zbior .Z® Kazdy element tego

zbioru scharakteryzowany jest za pomocg wektora osek
c = (cH"N2se**3°a N

przyjmijmy, ze wartoscig i-tej ceohy moga byd liczby

Zadanie polega na tym* aby zorganizowaC takg maszynowg
ewidencje elementdw zbioru Z abys
- wymagata minimalnej ilosci komérek pamieci,
- pozwalata na szybki®© usuwani© lub dodawanie elementéw
oraa ] y
T pozwalata na szybki wybdér wszystkich elementéw posSir -

dajacych zadane ceohy®

Najbardziej praktycznym sposobem przechowywania elementéw
zbioru Z sa tsw® #4ancuchy /por® [fy2,95] /0 tancuch tworzy
sie I? ten sposob, Ze do pierwszej potowy komérki przeznaczo-
nej na zapamietani©® elementu =z (z Zz zapisuj© sie kod tego
elementu np® jego naswe, zas$ do drugiej potowy zapisuje sie
adres nastepnej komérki zawierajacej element o tych samych

cechach« Jesli takiego elementu brak, to do drugiej polewy



komérki wpisuje sie standardowy symbol np, zero.

Usuwania czy tez wstawienia nowych elementéw dokonuje sie
wowczas za pomoca tzw. operacji +*ancuchowych /por«, [42,87) /
nalezy w tym celu ustali¢ tylko numer 4ancucha.

tancuchy ponumerujemy tak, aby zachowany ?jyk porzadek leksy-
kograficzny odpowiadajgcych tym 4ancuchom wektoréw cech,

W ten sposOb otrzymamy nastepujacy ciagg +ancuchow:

> > >

gdzie w - ilos¢ wszystkich mozliwych realizacji wektora

cech tzn.

Numer +4ancucka traktowac¢ bedziemy jako wzgledny adres tej
komorki, gdzie rozpoczyna sie dany +ancuch.
Jesli dany jest pewien wektor wartos$ci cech c=(cl ,c./,»,.,c )
to odpowiadajacy mu numer 4ancucha oblicza sie za pomoca
funkcji o( c po znalezieniu numeru #ancucha +atwo odczytuje
sie wszystkie jego elementy.

Zadanie nieco sie komplikuje, gdy zadane sa tylko niektore
sposroéd n cech. Niech np. dane bedg wartosci nastepujacych

cech:

/W

Na podstawie tych wartosci nie mozemy obliczy¢ jednego nu-
meru #ancucha, gdyz ciagowi /'P/ odpowiada juz zbidor +ancu-

choéw.



Aby okresli¢ numery ila*cuchow odpowiadajacych ciagowi /-ttty
postepujemy w ten sposob, ze generujemy takie wektory
c = (ci*°2**e*Jcn)s w ktér;Eh sktadowe o numerach

Li0F, .. sl sa rowne zadanym liczbom /1@, Nastepnie na
podstawie tych wektorow za pomocag funkcji o( obliczamy
numery Jancuchow« Do wygenerowania wektoréw o podanej wkas-
nosci korzystamy z algorytmu generowania punktéw prostopadto-

Scianu, W tym celu przyjmujemy

dla J « 1J,i2

’ - **Xm

aj - 1 dla pozostatych J oraz

si “ bj dla pozostatych j«

Postepowanie takie znacznie sie upraszcza, gdy zadane sg

poczgtkotYe wartosci wektora cech, np, gdy sa dane

Cl*C2*****cm W
W takim przypadku nalezy wygenerowaC kolejne punkty poczawszy
od
= (l*c2*  scm-1.1.<.730)

a skonczywszy na

g= (@C,... ,.cm,bm+1,bm+2,...,bn)

Punkty te w porzadku leksykograficznyrn zajmujg,kolejne miej set
dlatego wystarczy obliczy¢ numer pierwszego i ostatniego
z nich. Niech to beda odpowiednio numery n™ 1 n2? wowczas *
numery #ancuchéw odpowiadajgce zadanemu ciagowi /11/ bedg

<«
nastepujace?



>na

Do otr tych tarczy wiec wygenerowaé dwa

punkty i dwa razj obliczyc rtcic fujakc;iiF(.



8* PERSPEKTYWY METOD KOMBINATORYCZNYCH

5.1» Uw ag 1 wstepne

Wszy31Me .metody kombinatoryozn® /niezalezni© od innych
podziatéw/ podzieli®© mozna na dok#adne i przyblizone«

Do metod doktadnys& zalicza sie zwykle, takie metody, ktére
w skonczonej liczbie krokéw daja rozwigzania dok#adne,
wszystkie pozostat© metody nazwiemy przyblizonymi.

Brak metod dokdadnyeh lub ograniczone mozliwosci ich
stosowania wymuszajg poszukiwanie netod przyblizonych. Naj-
wazniejsze z niob sg te, ktdére gwarantujg mon©toniozne po-
lepszanie wyniku wraz ze wzrostem liczby krokéw. Dla zapew-
nienia tej wkasnosci zwykle zgda sie aby rozwigzywane za-
gadnienie speiniato pewne warunki. W praktyce czesto jednak
warunki takie albo nie sg spednione, albo tez jest bardzo
trudno sprawdzi¢ czy one zachodzg* Stad tez ostatnio obser-
wuje sie coraz wieksze zainteresowanie przyblizonymi meto-
dami heurystycznymi« Podstawe tych metod stanowi tzw. miO©O«
skowanie prawdopodobne [72] bazujgace na analogii oraz induk-
cji /por. [58,77,78]/1 korzystajac© se starej zasady proéb
i bteddébw /por.[51] A Proéby /Zeksperymenty/ dokonywane sg
albo wed4tug pewnych regut heurystycznych, albo tez losowo.
Okazat© sie przy tym, ze zastosowanie ideil raadomlzaoji
jest bardzo efektywne /por« [36,81,98.1 /.

Metody heurystyczne, po raz pierwszy zastosowano na po-
czatku lat szesédziesigtych do rozwigzywania takich proble-

mow jak gra w szachy, dowodzenie twierdzen itp./por [iOi] /«



Ostatnio metody te « potgczenia z metodami kombinatorycznymi
w postaci tsw* systemow heurystycznej samoorganizacji”™ sto-
sowane sg do rozwiagzywania zagadnien z praktyki gospodarczej #
raiedzy innymi wykorzystywane sg do sterowania tzw, systemami
wielkimi [27*52], a w szczegolnosci systemami ekonomiczno«»
spotecznymi»

Jedng z cech charakterystycznych wiekszosci metod heurys-
tyezno-kombiimtorycznych przeznaczonych do rozwigzywania *
zagadnien ekstremalnych jest to, ze nie gwarantujg one mono«
toniczneg® polepszania szukanego rozwigzania» Stad tez pow-
staje podstawowy problem kiedy obliczenia nalezy przerwan.
Sposrdod réznych dotychczas opracowanych r e ga+ sto <
P » [17,104] g#béwnie o charakterze statystycznym lub teorio-
growyia [?6] warto zwro6cié¢ uwage na heurystyczng metode o na-
zwie Las Vegas [i] , ktdéra krotko scharakteryzowana jest

w nastepnym paragrafie danego rozdziata,

5,2» Me tod a Lao® Vegas

Zato6zmy, ze chcemy znalezé¢ taki element x t X, dla ktdérego
pewna funkcja t(x) osigga wartos¢ mksymalng. Dla osiagnieci©
tego cein nozna, postgpic¢ nastepujacos ze zbioru X wybieramy

ciag punktow:

x| fX2i *®@**xn

dla ktérych obliczamy wartosci?

fE3)j F(M2Y«ee, f )

Por* [36] Oras paragraf 5,4 danego rozdziatu*



1 jJako x przyjmujemy taki punkt Xx. , ze F(x.)~-max F(x. }-
X0 o 1

Wiadomo, ze im wiecej punktow badamy, tym wieksze jest prawdo
podobienstwo tego, ze znajdziemy punkt optymalny x , Dlate-
go tez nasuwa sie pytanier czy nie warto jeszcze zbada¢ war-
tosci funkcji w punkcie xnii? Odpowiedzi udziel® tzw* mc-
tola Las Vegas podana w [i] ,,Idea tej metody polega na tym,
ze otrzymany zbidr par (xXy f(X))) i=1,2,.».,n przedstawiamy
na ptaskim wykresgg_otrzymujqc petfien zbidor /chmure/ punk-
téw na ptaszczyznie, Chmure te ograniczamy od gory mozliwie
gtadka funkcja g(x) /np,, recznie/, a nastepnie funkcje

te ekstrapolujemy do punktu xnid4. -Jesli okaze sie, ze
przyrost funkcji g(x) w punkcie x y jest mniejszy od
zadanej liczby K, to obliczenia nalezy przerwa¢. Oznacza
to, Oe koszt zbadania wartosci funkcji Ff(xX) w kolejnym
n+i-szym punkd. e jest juz wiekszy od spodziewanego polep-
szenia wyniku.

Nietrudno zauwazy¢, ze w metodzie tej czas niezbedny dla
osiggniecia takiego punktu, w ktéorym dalsze polepszenie
rozwigzania jest juz nieoptacalno, silnie zalezy od sposobu
generowania punktéw, w ktorych oblicza sie wartos¢ optymali-
zowanej Tuniicji«

Do chwili obecnej nie opracowano jeszcze zadnych efektyw-
nych metod dotyczacych kolejnosci generowania tych punktoéw.
W sytuacjach takich proponuje sie zwykle zbada¢ kilka roz-
nych wariantéw. Podstawowym problemem jest woéwczas zagwa-
rantowanie ''réznosci’ wariantéw. W przypadku gdy zbidér X

jest pewnym zbiorem s#déw konibinatorycznych, to do spednienia



tego warunku mozna wykorzystac algorytmy rozpatrzone w roz-
dziale 2 oraz 3, ktéro pozwalaja generowaC¢ stowa w dowol-

nej kolejnosci™*

5, 3« Ban&omizac]ja

Idee wykorzystania randomizaoji do przyblizonego rozwig-
zywania zagadnien matem&iyoznych po raz pierwszy / weddug
[39] / zastosowat A«Hall w 1873 roku do oszacowania wartosci
liczby Jle

Nastepnie w 1949 roku sformutowan® ja / Na Metropolis i S
Utam / w postaci tsw. metody MOnio Carl©® réwniez do rozwig-
zywania zagadnien polegajacych na szacowaniu pewnych wielko-
Sci matematycznyoh / gtoéwnie catek Oznaczonych /*

W latach piecdziesigtych idea raadomizacji zastosowana
zostata & rozwigzywania zagadnien ekstremalnych, przy czym
takich zagadnien, dla ktorych nie jest znana postac¢ anali-
1?7snE funkcji cel«.« Wartos¢ tej funkcji mozna jodynie mie-
rzy¢ w dowolnym punkcie dle przewaznie z pewnym bdedem« Bo
rozwigzania podobnyoh zagadniwii stosuje sie metody opracowa-
ne w teorii doswiadczen ekstremalnyeh [22,8?] oraz -teorii
aproksymacji stochastycznej [56,98] *

Pierwszg grupe metod zapoczgtkowalt w 1951 roku Box 1 Wilson
natomiast drugq - Bobbins i Monro, réwniez w 1951 roku®
W chwilt obecnej istnieje juz bogata literatura dotyczagca

obu grup metod / por*[61,67,84,98] /*



Nieco odmienng grupe metod stanowig.tzw, sekwencyjne me-
tody bedace stochastycznym odpowiednikiem metod gradiento-
wych posiadajgace réwniez bogatg bibliografie /por, [76,81,84,
104 1] /,

Wydaje sie, ze warto zwrécic¢ uwage na stochastyczny odpo-
wiednik metody branch-and-bound. Metoda ta /wedtug [64] 7/
zaproponowana zostata w 1965 roku przez matematyka radzieckie
go A, A.Fetdbaumae

Idea tej metody polega na tym, ze zbidr rozwigzan dopu-
szczalnych D dzieli sie na dwa rozdaczne podzbiory Df
i Dj, Nastepnie jeden z tych podzbioréw odrzuca sie jako
gorszy. Natomiast drugi z nich, gdzie »osacza' sie rozwig-
zanie optymalne., dalej dzieli sie na dwa podzbiory 1itd,,
az otrzymamy podzbidor dostatecznie maty. W _podzbiorze tym
rozwigzanie optymalne moze byC¢ odszukane poprzez zbadanie
wszystkich mozliwosci lub np. stosujgc jakikolwiek algorytm
regularny lub wykorzystujgcy metode proéb i1 bteddw.

Jako kryterium wyboru jednego sposrdod zbioru Dff i ImT
przyjmuje sie wartos¢ oczekiwang uA najmniejszej wartosci
z N elementowej probki, przy czym probke stanowi N war-
tosci funkcji celu f(X). przy losowo w ybranym argumencie
X £ D
Aby wartos¢ mozna bydo oszacowa¢ konieczna jest znajomosc
rozktadu wartosci funkcji. Jesli argument jest wybrany
losowo z rozkdtadem jednostajnym, to dla wiekszoSci zagadnie#*
optymalizacyjnych wartos¢ funkcji celu ma rozk#ad logarytmicz*

no-normalny /por, [64] /,,



Po oszacowaniu wartosci M 1 wybiera sie ten pod-
zbidér, dla ktérego ta wartos¢ jest mniejsza / w przypadku
szukania miaicma/«

Cecha charakterystyczng wszystkich wymienionych tu metod
statystycznych jest to, ze sg one bardzo proste w realiza-
cji maszynowej 1 stabo reaguja na zak#éceni® losowe« Poza
tym nic zalezg One od wymiaru zagadnieniax co jest jednym
z podstawowych probleméw metod deterministycznych* Godnym
uwagi jest rowniez ten fakt« ze metody statystyczno pozwala-
ja w dfatwy sposdéb zastosowac proces samouczenia sie 1 adapta«

cji /por«, [16«30,105] /.

5,4« S yst8dy heurystyczne]j same«?™*

organlzacj 1

Metody kombinatoryozne /polegajac®© na przeliczeniu okres-
lonych wariantéw/ stanowig podstawe rozwijanych ostatnio
réznych procedur nasladujacych zdolnosci adaptacyjne 1 ewo-
lucyjne zywych organizméw« Procedury takie realizowane sg
alb® w postaci specjalnych urzadzen technicznych« albo tez
w postaci programéw maszynowych.

Pierwszym urzadzeniem tego typu jest homeostat Ashby?eg®
[6,18], ktory précz pewnych walordéw teoretycznych« \?iekszeg®
znaczenia praktycznego nie posiada» Znaczenie taki®© posia-
dajag tzwO systemy heurystycznej samoorganizacji [36] O Sg to
albo urzadzenia techniczne, albo programy maszynowe s4uzagce
do rozwigzywania takich zagadnien cybernetycznych jak roz-
poznawanie obrazdéw, prognozowanie, identyfikacja charakte-

rystyk obiektow sterowania Itp*



Zagadnienia tego typu sprowadzaja sie do pewnego zagad-
nienia interpolacyjnego polegajacego na tym, ze na podsta-
wie niewielkiej ilosci informacji nalezy odtworzy¢ pewng
nieznang funkcje £() . Funkcje te, na podstawie wartosci
w pewnych punktach, aprofcsymuje sie zwykle tzw, wielomianem
Kod#mogorowa-Gabora [36] ,

Pierwszym systemem heurystycznej samoorganizacji jest
perceptron Rosenblatta [63,] , opr6cz niego opracowano szereg
innych systeméw /por, [36,48,101]/, wymienimy tu tylko system
Iwachnienki o nazwie MGUA /metoda grupowego uwzglednienia
argumentu/« Procedury tego systemu sg na wskro$ kombinato-
ryczne, a poza tym bardzo jaskrawo \-;ykorzystywana jest
w nim 1dea agregacji /co zresztg widoczne jest w nazwie
systemu/, dlatego tez nizej krotko przedstawimy koncepcje
tego systemu /por. [36]/,

Zatb6zmy, ze dany jJest pewien ciag punktéow /wezddéw inter-

polacji/:
5’ v2 gngyAHi e«/}/N+mj oL

gazie x' = fx1',x2', ., x"Y,
Pierwszych N punktéw ciggu /1/ nazywa sie ciggiem uczgcym
lub treningowym, zas$ nastepnych m punktéw stanowi tzw,
ciag testujacy,

W kazdym z punktédw ciggu /1/ znana jest wartosS¢ pewnej
nieznanej funkcji y = £(x~,x2,...,X ), tzn. dany jest

tez,ciag



Zadanie polega na tym, aby na podstawie tych danych odtr/o
rzy¢ funkcje F(X).
Przyjmijmy, ze nieznana funkcja posiada nastepujgca

postac:
y = 1 FFTAGD = M0 *AIxI n* ['->/

Nietrudno zauwazy¢, ze kazdy wielomian stopnia p o0 (

zmiennych
o Xt 12
=2TagigFe»»;it X2 Xq /ij+iryh., +1it a p/
mozna spro%vadzi¢ do postaci /3/,,

Wprowadzajgac mianowicie oznaczenia A, — a. oraz

1 N\ N

L
1 X?*«. Kg otrzymujemy forme

xk “ X

zc = N Ak . gdzie M = /por. [36] /.
k=1
Aby weddug algorytmu metody MGUA oszacowal wspédczynnikKi
AN we wzorze /3/ postepujemy nastepujaco;
Na podstawie funkcji /3/ tworzymy nastepujacy ciag funkcji

”czesciowych';
= F(x1,x2), z2 « TXI»x3)»ee*> zr = T n~I»xn) /4/

gdzie r = Cn.

Kazda z funkcji ciggu /4/ posiada taka samg postac¢ jak
funkcja /3/, Wspoédczynniki tych funkcji szacujemy zwyk¥ymi

metodami regresji liniowej [56] ¢ Nastepnie dla kazdej



funkcji z ciaggu /4/ obliczamy wielkos¢ btedu ;: na pod-
stawie wzoru:
m

ZK, i+Ni ’f|Q?«** p I /5/

-II

"gdzie zf x+£ Jest to warzos¢ funkcji z,, w I-tym punkcie
/ ciggu testujacego,,
WielkosSci obliczonych b+$aéw stuza do wyboru kilkuﬁ'naj—
lepszych funkcji zi do dalszych obliczeh. Zatéz.y, ze wy-
brane pie¢ kolejnych funkcji 2z”n,z2,z3tz/ ,z,;, na podstawie

tych zmienny ch tworzymy nastepny cigag funkcji czesciowych:

V1 ="FTZI1>z2W V1 = 1"(@Zzi1>z3%) -===> y10 = T&Z4*Z5) /C/

Sposréd tego ciagu dalej wybieramy kilka najlepszych i pro-
?

cedure powtarzamy do chwili, gdy otrzymywane biedy djt .prze

staja wyraznie sie zmniejszac¢. Zatdézmy, ze.w ostatnim kroku

sposréd pewnego ciggu:

“ FWAJO2)? M2 ~ LGH*U3) lewett ~ - ) Vad4

wybrano jedna najlepsza funkcje, niech to bedzie funkcja

w”, ktdérej postac¢ jest nastepujaca:

VI = ° + Dl *ur + ol | %

Stanowi ona pierwsze roéwnanie w ukdadzie, z ktdérego wyznacza
sie wspotczynniki réwnania /3/. Nastepne dwa rdéwnania sg to
kombinacje liniowe dla otaz 1ir,. Réwnania okresSlajace
oraz u9 wyznaczaja dalsze réwnania, te z kolei jeszcze
i
Do okreslenia liczby wybieranych funkcji w pracy [36J za-

proponowano kilka metod polegajacych na badaniu roéznych
warrantow.



wczesniejszo, az dojdziemy do réwnan, w ktérych wystepuja

zmienne , X9

Eliminujac z otrzymanego w ten sposéb uktadu roéwnan zmien-

ne przejsciowe z,r,...Ju,w otrzymujemy pewng forme:

W. U, X

L

+ nNnnxXn e

bedgaca analogonem formy /3/,,

Z podanych w pracy [36] przyk#adow wynika, ze opisana
wyzej procedura jest efektywnie stosowana do rozwigzywania
szerokiej klasy zagadnien interpolacyjnych*

Warto tez zauwazyc¢,ze procedury heurystycznej samoorga-
nizacji znajdujg coraz szersze zastosowanie przy sterowaniu
systemami soejalno-ekonomicznymi, w szczegélnosci przy pla-
nowaniu optymalnym.

Wynika to z tego, ze stosowane dotychczas klasyczne metody
matematyczne okazaty sie niewystarczajgce chociazby z tego
wzgledu, ze metody ilosciowe nie sg w stanie w pedni odzwier.
ciedli¢ aktywnego i twdérczego charakteru planowania ekono-
micznego /por* [I0l] str.9/, Poza tym probe#mu optymalnego
planowania nie da sie w zaden spos6b sprowadzi¢ do jakiegos
zagadnienia ekstremalnego, gdyz ustalenie jednego kryterium
optymalnosci jest niemozliwe [21J . Stad tez wydaje sie,
ze proces planowania optymalnego powinien przebiega¢ wedtug
ogolnej zasady systemOw heurystycznej samoorganizacji tzn,
powinien polega¢ na wielokrotnym generowaniu réznych kombi» )
nacji wariantéow oraz wyborze planéw w okreslonym sensie naj-
lepszych, w ostatnim kroku dokonuje sie wyboru planu :Srednio-

optymalnego™ /por. [2i] str.100/.



Wezmy dla przyktadu prosty model macierzowy przeptywow
miedzygateziowych. Podstawowe roéwnanie tego modelu jest
nastepujace

X=A*Y
gdzie
X - wektor produkcji globalnej,
Y ~ wektor produktu koncowego,
A - zadana macierz wspoédczynnikéw taka, ze A - (I-*&j

przy czym a - macierz wspodczynnikow naktadow
bezposrednich»

Przyymijmy, tez taki watiant planowania, gdy za punkt
wyjsScia przyjmuje sie wielkosS¢ i1 strukture produktu global-
nego, a oblicza sie wektor produktu koncowego«

W sposob eksperymentalny mozna ustali¢ dolne i1 goérne granice
dla kazdej sk#adowej wektora X ~ {x~fx~,...,x ™ takie, ze

dla kazdego wektora X spedniajgcego warunek:
di< xj ™ gl i=1,2,...,n /S/

otrzymamy taki wektor Y = (nx~'2>** 58 » ktory zapewnia
racjonalng strukture dochodu narodowego.

Majac ustalone wektory D i1 G mozna przystgpi¢ do genero-
wania roéznych planéw. W tym celu wystarczy odpowiednio

skwantoWa¢ przedziaty [d™,g-]1 1 generowac¢ wszystkie wektory

X = ,Xg, -*»sXfl j

spedniajace warunek /%/



Dla kazdego z tych wektoréw obliczamy wektor Y:(yiyg,---,yﬁa )
otrzymujac w ten sposob zbidér roéznych plandw.
Kazdy wektor Y mozna interpretowa¢ jako pewien punkt
w przestrzeni n-wymiarowej. Po otrzymaniu wszystkich punktow
Yj mozna przeprowadzi¢ dla nich analize taksonomiczng otrzy-
mujac w ten sposob pewne klasy planow podobnych /rdéwnoxvaznyoh/
Bez koniecznosci ustalenia zadnego kryterium ilosciowego
mozna wiec wybra¢ taki plan, ktory zapewnia najbardziej po-

zadang strukture dochodu narodowegol.

Podejscie powyzsze zaproponowat Z.Hellwig na jednym ze
sxvoich seminar iow.



Formalne metody rozwigzywania réznych zagadniehn nazywane
dzi$s algorytmami, poszukiwane bydy juz w starozytnosSci*

Samo pojecie algorytm pochodzgce od nazwiska matematyka
arabskiego Mohammeda ibn al~Khwarizmi zyjacego w 11X wieku,

w literaturze pojawidto sie dopiero w X1l wieku /z #acinskiego
przekdadu dziet togo matematyka,”/.

Od samego poczatku swego rozwoju, algorytmy zapisywane
by+y w bardzo réznorodny sposob* Z chwilg pojawienia sie
maszyn matematycznych powstata koniecznos¢ opracowania jedno-
litego sposobu ich zapisu.

Historycznie pierwszym sformufowanym i1 ujednoliconym sposo*
bem zapisu algorytméw bydty tzw, schematy blokowe [03] , na-
stepnie pojawity sie jezyki algorytmiczne [35] , ostatnio
stosowane sg roéowniez tzw* tablice decyzyjne [58] ,

W pracy niniejszej nie skorzystano jednak z zadnej z tych
form zapisu algorytméw, gdyz zapis w jezyku algorytmicznym
mimo swej Scistosci jest mato czytelny, natomiast schematy
blokowe czy tez tablice decyzyjne w przypadku rozpatrywanych
w pracy algorytméw zawierajacych duzo predykatow sa bardzo
szczegotowe 1 réwniez mato czytelne.

Poza tym przy rozpatrywaniu algorytmow starano sie podac
nie tylko ich opis lecz réowniez i1 sposob ich konstrukcji
pozwalajacy na tworzenie nowych algorytmow.

Niezaleznie jednali od werbalnego zapisu stosowanego
w pracy, wszystkie algorytmy, jak juz wspomniano w wprowadze-

niu, zapisane sg w okreslonym jezyku algorytmicznym i popraw-



nos¢ ich zostata sprawdzona na maszynie ODRA-1204 '‘maszyny
matematyczne okazaty sie bowiem bezwzglednym filtrem dla
wszelkich btednych pomystow*" j75]

Nalezy jednak zauwazy¢, ze sam fakt mozliwosci realiza-
cji danego algorytmu na maszynie, nie Swiadczy jeszcze
O jego przydatnosci praktycznej /jesli nic nie wiadomo
0 czasie jJego realizacji/*

W chwili obecnej bowiem, zagadnienie teoretycznej raz-
strzygalnosci problemu jest coraz bardziej wypierane pro-
blemem praktycznej realizowalnosci danego algorytmu okres-
lonymi Srodkami i w okreslonym czasie /por, 145] str,228 /»

Wiekszos¢ zagadnien ekstremalnych o charakterze kombi-
natorycznym /dyskretnym/ teoretycznie jest rozstrzygalna,
mimo to dla wiciu z nich albo brak jest efektywnych algoryt-
moéw praktycznego roztvigzania, albo tez istniejgce klasyczne
metody programowania matematycznego nie moga by¢ w rozsad-
nym czasie zrealizowane nawet przy uzyciu najbardziej nowo-
czesnych Srodkéw techniki obliczeniowej*

Stad tez obserwuje sie coraz wieksze zainteresowanie nie-
klasyeznymi metodami gdéwnie o charakterze kombinatorycznym,
0 wielkiej przydatnosci praktycznej takich metod sSwiadczg
wyniki wielu opublikowanych prac /por, np,“[.36,76] / jak
rowniez wyniki prac prowadzonych w Instytucie Metod Rachunku
Ekonomicznego,

Wydaje sie, ze przedstawione wyniki w rozdziale 4 Swiad-*
cza rowniez o duzej praktycznej przydatnosci metod kombina-
torycznych do rozwigzywania skomplikowanych zagadnien rachun-

ku ekonomicznego, statystyki matematycznej i1 ekonometrii.



W danej pracy ograniczono sie jednak tylko do rozpatrze-
nia zagadnien dotyczacych stosunkowo waskiej klasy obiektéw
kcrabinatorycznych,a mianowicie s#6w kombinatorycznyeh.

Oprécz nich istnieje duzo szersza klasa obiektow zwanych
systemami incydenoji /por, [130,88]/ posiadajgcymi nie tylko
znaczenie teoretyczne lecz i1 duze mozliwosSci zastosowan
praktycznych: planowanie doswiadczen, kodowanie informacji
itp. Dlatego tez wydaje sie, ze nalezy zwrécic¢ duzag uwage
na zagadnienie algorytmizacji tyeh obiektéow /macierze
Iladamarda, kwadraty 4acinskie, bloki planowania itp,/ jak
rowniez na zagadnienie rozwoju i zastosowan metod korabina-

torycznych o charakterze probabilistycznym.

Tak wiec zagadnienia przedstawione w niniejszej pracy
stanowig tylko pewien fragment szerokiej problematyki, Kktérag
mozna okresli¢ mianem kombinatoryczne problemy wyznaczania
ekstremum funkcji wielu zmiennych.

Problematyka ta znajduje sie obecnie w centrum uwagi zaréwno
os6b zajmujacych sie informatyka-, jak i programowaniem mate-

matycznym.
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WA-aa procedur 1 programow

gcnkom - procedura generowania kombinacji
nuakon - procedura obliczania numeru kombinacji

konwenum - procedura generowania kombinacji wedtug jej
numeru

punkt - procedura generowania punktow prostopaddoscianu

- hurapunkt ~ procedura obliczania numeru punktu

punwenum ~ procedura generowania punktu weddug numeru

permu.tacja - procedura generowania permutacji weddug jej
numeru

nrp ~ procedura obliczania numeru permutacji
Pibonacci  procedura minimalizacyi funkcji jednomodalnej

simlat - procedura generowania siatek na Simpleksie

n-wymiarowym
elipsoida - procedura generowania punktéw elipsoidy
n-wymiarowej

gepol - program generowania punktdéw zbioru wypukdego,
brzegu togo zbioru oraz otoczki wypukdej /por,2*3/

ronnanie - program generowania rozwigzan rownania
aiXl * *xx * ~ Z

Steiner ~ procedura znajdowania takiego X e Rn, ze suma
odleglosci tego punktu od danych punktdéw jest
minimalna

Fredo ~ program optymalnego wyboru predyktant

predu - program przyblizonego znajdowania optymalnej

korabinacji predyktant /por, 4.2,1/

kolejnoSC - program generujacy wszystkie warianty kolej-

nosci obrdbki n detali na 1 maszynach



18« dyna - program dyskretnego programowania dynamicznego

19* partycje - program generujacy partycje liczby naturalnej
20* par-kon - procedura przeksztatcania partycji na kombinacje
21 . kom-por - procedura przeksztatcania kombinacji na partycje
22« bukza ~ program generujacy zbior Bukietynskiego /por,4,2*2/
23. parset ~ program generowania partycji zbioru

24* clopunkt — procedura znajdowania punktu dopuszczalnego
w zbiorze okreslonym warunkami g. (X) £ o gdzie
g (5 (x) - funkcje wypukde

25. Mesdeh ~ program obliczenia wspokczynnika zaleznosci

26t Dendryt Steinera - program przyblizonego znajdowania
najkrotszego dendrytu Steinera

27, hu.tako - program budowy tablic korelacyjnych

28. kondensat - procedura budowy podtablic-kondensatéw /Zpor™
4.3,1/

29* inorebuk ~ program rozwigzywania rownosci 1 nierownosci
pseudobulowskich komb inatoryczng metodg
Bukietynskiego /por. 2,3 oraz [II] /7
30, punkty ~ rekurencyjna procedura generowania punktéw
prostopadtoscianu

31, analiza wariancji ~ program obliczania sum s /por. 4.3.3/

Uwaga: gwiazdka przy numerze pozycji oznacza, ze dany program
zapisany jest w jezyku MOST-1, pozostate zaS zapisane
sg w jezyku ALGOL-1204.
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