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WSTEP

Termin "prognoza" pochodzi od greckigo slowa prognosis
i oznacza przewidywanie oparte na okreslonych danych, obli-
czeniach. Drugie znaczenie jakie jest jemu przypisywane w
terminologii medycznej sprowadza sie do rokowan o rozwoju i
skutkach choroby. W takim tez konteks$cie zostalo ono wprowa-
dzone przez Hipokratesa do terminologii naukowej.

Slowo "prognoza" sklada sie 2z dwéch czesci pro oraz
gnosis i1 jes$li po takim rozkladzie przyjrzymy sie jego zna-
czeniu, to mozna dokladniej zrozumie¢ tresc¢, jaka pierwotnie
ono wyrazalo. Przedrostek pro wskazuje na wstepng, przygoto-
wawczg faze, nizszy stopien tego, co oznacza drugi czlon i
tlumaczony jest jako uprzedni, wystepujacy przed. Gnosis -
poznanie, w starozytnosci oznaczalo wiedze tajemna dostepng
tylko wybranym. Patrzgc w ten sposéb na termin "prognoza"
dochodzi sie do wniosku, 2ze oznacza on uprzednia wiedze o
czym$, co jeszcze nie nastgpilo, wiedze niedostena powszech-
nie, lecz tylko wybranym, tym ktérzy wykazuja sie

znajomos$cia okreslonej problematyki.



Zauwazmy Jjak dalece odbiega od pierwotnego, znaczenie
tego slowa w jezyku potocznym. Dzisiaj kazdy sad o
przyszlych stanach zjawisk, procesdéw, niezaleznie od podstaw
wnioskowania, sklonni jestesmy okreslac¢ jako prognoze. Jego
etymologia wskazuje natomiast wyraznie, ze wnioskowanie ta-
kie powinno mie¢ naukowe podstawy, opiera¢é sie na prawach
nauki.

W takim kontescie stwierdzenie, ze 31 grudnia 1992 roku
Storice w Warszawie zajdzie o godzinie 15.33 jest prognozsg.
Wnioskowanie to oparte jest na prawach nauki opisujacych ru-
chy planet. Podobnie, jezeli 2z przeprowadzonych badan sta-
tystycznych wynika, Zze w Polsce 28% mlodocianych przestepcéw
skazanych przez sgdy na kare pozbawienia wolnosci powraca po
jej odbyciu do przestepstwa, to teza gloszgca, Ze losowo wy-
brany skazany popelni 2z prawdopodobieristwem 0.28 kolejne
przestepstwo Jjest prognozg. Jej podstawg teoretyczng Jjest
analiza danych statystycznych. Trudno natomiast mianem prog-
nozy okres$li¢ stwierdzenie laika, czlowieka ktéry nie zna
zasad funkcjonowania gieldy papieréw wartosciowych, przewi-
dujace na przyklad wzrost na najblizszej sesji kursu akcji
okreslonej spoéilki.

Nalezy wyraznie odrézni¢ prognoze od wrdézby, wizji,
przepowiedni czy przypuszczenia. O ile w pierwszym przypadku

podstawa wnioskowania musi by¢ wiedza, znajomos¢ zagadnie-



nia, to w pozostalych moga to byc¢ intuicja, objawienie,
przekonanie itp.

Oddzielnym problemem jest kwestia dokladnos$ci prognoz.
Nawet w tak oczywistym przypadku, jak prognozowanie zachodu
Slorica danego dnia w okres$lonym miejscu na Ziemi moze okazac
sie bYedne. Mimo ze okreslone stwierdzenie jest konsekwencija
praw nauki, tutaj praw ruchu planet, to przez to, 2ze funk-
cjonuje ono w okres$lonej obiektywnej rzeczywistos$ci moze byc¢
bledne. Nie ma bowiem gwarancji, 2ze nie nastgpi kataklizm
zaburzajagcy tad panujgcy we Wszechswiecie. Prawa nauki opi-
suja zdarzenia w modelach teoretycznych, a rzeczywistos$c nie
zawsze odpowiada modelowi.

W przedstawionej pracy podjeto prébe usystematyzowania
wybranej grupy metod prognozy stosowanych w ekonomii oraz
szczegdlowo zaprezentowano metode wyznaczania przyszlych
stanéw zjawisk opartg na jednej z zasad rzadzacych rozwojem
realnych, wystepujgcych w rzeczywistos$ci, proceséw, a miano-
wicie zasadzie inercji.

Rozdzial pierwszy zawiera krétki opis wybranych metod
prognozy ekonomicznej. Cecha wspélng ich wszystkich jest to,
ze przyszle stany zjawisk wyznacza sie Jjedynie na podstawie
danych dotyczacych ich wczesniejszych realizacji. Opis ten
jest zwiezly, przedstawia w krotkiej formie jedynie sposoéb

wyznaczania prognozy. Podstawy teoretyczne stuzgce budowie



tych modeli mozna znalez¢ w cytowanej literaturze. W roz-
dziale tym zaproponowano takze podzial wspomnianych metod na
dyskretne i ciagle. Dyskretne charakteryzujg sie tym, ze
prognozy wyznaczane za ich pomocg sg jednostkowe, okreslaja
wielkos¢ danego zjawiska tylko w ustalonych punktach czasu,
dzieki cigglym mozna natomiast poda¢ trend rozwoju zjawiska
w przyszlosci. Dla kazdej z wymienionych grup metod wskazano
tam réwniez ogoélny model obejmuijgcy zasady ich tworzenia.

W rozdziale drugim przypomniano jedng 2z wazniejszych
zasad mechaniki klasycznej, a mianowicie zasade inercji i
przedstawiono jej znaczenie w prognozowaniu zjawisk ekono-
micznych. Szczegélng role odgrywa¢ powinna ona wtedy, gdy
rozwojem interesujgcego nas procesu nie rzadza prawa nauki,
dzieki ktoérym mogliby$my okresla¢ jego przyszle stany. Za-
proponowano ja jako rozwigzanie, gdy w sytuacji
nieznajomos$ci praw nauki nie mozna odwolac¢ sie do wiedzy
ekspertéw z danej dziedziny, czyli wtedy, kiedy nalezy wyz-
naczy¢ prognoze majac do dyspozycji jedynie dane dotyczace
wczesniejszych realizacji obserwowanego zjawiska.

Rozdzial trzeci poswiecony jest matematycznemu opisowi
zaprezentowanego w rozdziale drugim modelu. Udowodniono pod-
stawowe twierdzenia dotyczace 1istnienia funkcji trendu
spetniajgcej postulat inercyjnego rozwoju zjawiska. Przed-

stawiono roéwniez efektywny sposdb wyznacznia prognoz, w



ktérym wykorzystuje sie wspomniang zasade.

Przyklad zastosowania opisanych w rozdziale pierwszym i
trzecim metod do prognozowania konkretnych 2zjawisk ekono-
micznych mozna znaleZ¢ w rozdziale czwartym. Celem wykona-
nych obliczen bylo poréwnanie dokladnos$ci prognoz uzyskanych
za pomocg roéznych metod. W zwigzku z tym nie wyznaczano pro-
gnoz aktualnych, lecz na 1lata, z ktérych posiadano dane o
rzeczywistych realizacjach rozwazanych zjawisk. Wnioski wy-
nikajgce z przeprowadzonej analizy mogg uzasadniac¢ teze za-
prezentowang w rozdziale drugim, méwigcg o tym, ze w przy-
padku nieznajomos$ci praw rzadzacych rozwojem zjawiska i nie-
mozliwo$ci odwolania sie do opinii eksperta usprawiedliwione
jest odwolanie sie do ogélnych zasad rozwoju realnych,
wystepujgcych w otaczajacym nas $wiecie, procesodw.

W przypadku zjawisk ekonomicznych rzadko mamy do czy-
nienia z prognozami opartymi na prawach nauki. Jezeli wiado-
mo, 2e rozwdj w czasie interesujacego nas zjawiska jest na
przyklad liniowy, opisywany funkcja f(t)=at+b, to stwierdze-
nie, ze jego wielko$¢ w chwili T bedzie wynosi¢ aT+b, jest
prognozg. Natomiast, gdy nie znamy praw rzadzgacych rozwojem
zjawiska 1 nie mozemy w danej sytuacji odwola¢ sie do opinii
os6b kompetentnych w tej dziedzinie najczes$ciej proébuje sie
znalez¢, wsrdéd istniejgcych model najlepiej, wedlug ustalo-

nego kryterium, opisujgcy proces, ktérego stany ilosciowe



nas interesujg, a nastepnie uzywa sie tego modelu do wyzna-
czenia prognozy. Tak wyznaczona prognoza oparta jest na ok-
reslonych przesltankach teoretycznych, jakimi sg twierdzenia
stuzgce budowie wybranego modelu. Powstaje jednak pytanie na
ile wybdér modelu - metody prognozy jest prognoza haukowag a
na ile subiektywna hipoteza, arbitralng decyzja, czy zdarze-

niem losowym.



Rozdzial 1

KLASYFIKACJA METOD PROGNOZY

Kazde dzialanie czlowieka sklada sie z realizacji stra-
tegii - ciagu decyzji. Decyzja natomiast oparta Jjest na ok-
reslonym przypuszczeniu Jjej trafnosci. Najczesciej z kilku
wariantéw wybiera sie jeden, zdaniem decydujgcego najbar-
dziej sluszny. Wybor optymalnej decyzji nastepuje na podsta-
wie oceny dopuszczalnych wariantéw, z ktérych kazdy opraco-
wany zostaje na podstawie prognozy o stanie danego zjawiska
w przysztosci. Rozpatrzmy prosty przyktad. Kierowca
przejezdza samochodem obok stacji benzynowej i podejmuje de-
cyzje o tankowaniu. Analiza jego sytuacji jest prosta. Ma on
do dyspozycji takie dane, jak ilo$¢ paliwa w zbiorniku i od-
leglo$¢ do nastepnej stacji. Informacje te w polgczeniu z
prognoza zuzycia paliwa w czasie jazdy warunkujg podjecie
okreslonej decyziji.

Wybdér optymalne) decyzji jest tym latwiejszy, im lepie)
znana Jjest dokladnos$¢ prognoz, na podstawie ktérych opraco-
wywane sg poszczegdlne warianty. Dokladnos$¢é prognozy zalezy

natomiast od przyjetego modelu, ktéry jest podstawag wniosko-
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wania o ilosciowych czy jakosciowych stanach zjawiska. Sytu-
acja jest jasna, gdy za model sluzy prawo nauki. Prognozo-
wanie tego typu zjawisk Jjest =zastosowaniem w konkretnym
przypadku ogdélnej prawidlowosci, a podjecie optymalne) de-
cyzji uzaleznione jest tylko od znajomosci okreslonych praw.

Decyzje ekonomiczne podejmowane sg najczesciej na pod-
stawie prognoz opartych na modelach. Rzadko mamy tu prawa
nauki. Najliczniejsza grupe stanowig prognozy 2z modeli eko-
nometrycznych. Podstawowym zadaniem w tym wypadku jest zbu-
dowanie modelu. Przypuscmy, 2ze zadaniem jest prognoza wiel-
ko$ci pewnej zmiennej y w czasie t tt, gdzie t, jest chwila
aktualng, a t>0. Zalézmy ponadto, ze wielkos$¢ y zalezy od
wartosci zmiennych X povesX, inaczej méwigc y jest funkcja
wektora x=(x1,...,xn), czyli y=f(x). Przy takich oznacze-
niach funkcje f nazywa sie modelem ekonometrycznym
ksztaltowania sie zmiennej y, y - zmiennag objas$niang, zas$ x
- wektorem zmiennych objas$niajgcych. Pamietac¢ nalezy, ze za-
leznos$¢ funkcyjna zostaje ulozona w czasie to, w ktérym zna-
ne sa wartosci zmiennych objasniajacych. Niech F oznacza
przestrzen wszystkich modeli ekonometrycznych wyjasniajacych
ksztaltowanie sie zmiennej y, a F przestrzen funkcjonaloéw
nad F. Wartosci tych funkcjonaléw nazywa sie prognozami
zmiennej y. Wybdér okreslonego funkcjonalu do obliczenia pro-

gnozy zalezy od przyjetej zasady predykcji, np. moze to byc¢
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wartos¢ oczekiwana prawej strony modelu (zasada predykcji
nieobcigzonej). Potrzebne do wyznaczenia zmiennej y w chwili
to+t wartosci zmiennych objasniajgcych sa albo wielkos$ciami
danymi, jak np. w przypadku, gdy takg zmienng jest czas, al-
bo wielkos$ciami, ktére sie prognozuje lub przyjmuje za znane
na podstawie odpowiedniego oszacowania.

Dokladna analiza tego typu prognoz wykracza poza zamie-
rzone ramy opracowania. Opis ekonometrycznych metod prognozy
mozna znalezc¢ Y monografiach (1,2,3]. W dalszych
rozwazaniach ograniczymy sie tylko do przypadku, gdy jedyna
zmienng objasniajgca jest czas. Powoduje to przyjecie kolej-
nego zalozenia o ograniczeniu problemu do prognoz czasowych.
Nie bedziemy w zwigzku z tym zajmowa¢ sie prognozami przes-
trzennymi, niezaleznymi od czasu. Tego typu zagadnienia roz-
patrywane sa np. w pracy (4]. W ramach prognoz czasowych
Swiadomie nie zostang uwzglednione metody dotyczace progno-
zowania 2zjawisk okresowych. Jest to spowodowane checig za-
chowania przejrzystosci i spéjnosci konstruowanych dalej mo-
deli ogdélnych. Procesy okresowe stanowig wyraznie odrebna
grupe zjawisk 1 jakiekolwiek poréwnania metod stuzgcych ich
prognozowaniu z pozostalymi nie mogg by¢ podstawg do wysnu-
wania ogdélnych wnioskéw. W zwigzku z tym opisane zostang je-
dynie wybrane z pozostalych metody prognoz czasowych. Krétki

przeglad metod okresowych mozna znalez¢ np. w pracy [5].
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MODELE DYSKRETNE

1. Metoda naiwna [5]

Jest to najprostsza i najmniej skomplikowana z rozpa-
trywanych metod prognozy. Oparta jest ona na zalozeniu niez-
miennos$ci zjawiska Ww czasie. Majagc dany szereg czasowy
Y,+Y,s-+-,¥Y, Prognoze p_ . na okres T+1 wyznacza sie z

rownosci

p Y-

T+1= T

Niektoére z opisanych w dalszej czes$ci rozdziatu metod, bar-
dziej skomplikowanych, zaleznych od kilku nieraz parametroéw
przy odpowiednim ich doborze redukuja sie do metody naiwnej.
Co wiecej, czesto w zagadnieniach praktycznych dobierajac
parametry tych metod, tak aby przy ustalonym mierniku ex
post rzedu dokladosci prognozy otrzyma¢ najmniejsze bledy,

dochodzi sie, o czym $wiadcza przyklady zamieszczone w oOs-

tatnim rozdziale, do tej wlasnie metody.

2. Metoda s$rednich ruchomych [6,7,8]

Przyjmijmy, ze dane sa wielko$ci prognozowanej zmiennej
Yy w poprzednich jednostkach czasu, czyli ze mamy dany szereg
czasowy Y ,Y,,---,Y,.- Jednostka czasu jest dowolna. Moze nig

by¢ tydzien, miesigc, rok itd. Niech k bedzie liczbg natu-
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ralng mniejsza od T. Prognoze na okres T+1 wyznacza sie

wedlug nastepujacego wzoru:

) /k

W analogiczny sposéb mozna wyznaczy¢ prognozy na okresy dal-

an: (YT+YT-1+ ot +yT—k+l

sze, tzn. p p itd., dysponujgc danymi 2z okresoéw

T+2' T+3

wczesniejszych, czyli znajac y Y itd. Zauwazmy ponad-

T+1' T+2

to, e prognoze p,,, mozna obliczy¢ takze inaczej, korzys-
tajac z wczesgniej wyznaczonej prognozy P, prawdziwa jest

bowiem réwnosc

Pr o™ Pt (Yo Vo) /%
gdyz
Pr o= (Y ¥Y e -4, ) /K=
(Yp ¥Vt Y oY Y, ) /K
(yT+yT-l+ o +yT—k+1) /k+ (YT+1—YT-R+1) /K=

Pyt (Yo Yo /X
Dobdér liczby k zalezy od charakteru prognozowanej wiel-
kosci. Moze ona byc¢ tym wieksza, im mniej dynamiczny jest

rozwéj zmiennej y. Dla k=1 metoda ta redukuje sie do opisa-

nej wczesniej metody naiwnej.

3. Metoda $rednich wazonych [8]

Przy zalozeniach i oznaczeniach takich, jak w metodzie
$Srednich ruchomych, prognoze oblicza sie wedlug wzoru

Pp, =W Y tW Y ... tW Y

T-k+1'

14



gdzie wo+wl+...+wk4=1. Wagi W, wprowadzone zostaja po to,
aby mozna bylo zaznaczy¢, ktéry z okreséw wczesniejszych,
zdaniem podajgcego prognoze, bedzie mial najwiekszy wplyw na
przyszle ksztaltowanie sie zmiennej y. Najczesciej w takim
wypadku spotyka sie zalozenie, ze W, jest ciggiem malejacym,
czyli ze najwiekszy wplyw na przyszly rozwdéj zjawiska ma ok-
res bezposrednio poprzedzajgcy, a nastepnie wplyw ten wraz z
biegiem czasu maleje.

Prognozy na okresy nastepne wyznacza sie podobnie, jak

we wczesniej opisanej metodzie $rednich ruchomych. Podobnie

takze dla k=1 redukuje sie ona do metody naiwnej.

4. Metoda podwéjnych srednich ruchomych [6,9]

Przypusc¢my, ze dane szeregu czasowego Y 1Y,ree-,Y, PO-

chodza z pewnego procesu liniowego, tzn. y.=ai+b,
1

i=1,2,...,T. Latwo zauwazy¢, ze wdéwczas prognozy wyznaczone

metoda $rednich ruchomych bedg zawsze zanizone lub zawyZzone,
w zaleznos$ci od wspélczynnika a, w stosunku do rzeczywistej
realizacji zmiennej y. Gdy przez Si oznaczymy prognoze ha
okres i wyznaczong ta metoda przy ustalonej dlugosci okresu
k#1, to wowczas

S“1=b—(k—l)a/2+ai=yi—(k—1)a/2, i=k+1,k+2,...,T.
wWida¢ stad, 2e wartosci S, nalezg do pewnej prostej

réwnolegtej do wyjséciowej opisanej réwnaniem f(t)=at+b.
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4
Oznaczmy przez Sl $rednie ruchome wczes$niej znalezio-
nych s$rednich S, tzn.

’
S =(s+s _ +...+s )/k, i=2k,2k+1,...,T.

Podobnie jak poprzednio mozna zauwazyc¢, iz

I’
slﬂ=b-(k—l)a/2+ai=Sl—(k-1)a/2.

Stad tatwo wyliczyc, ze

2S -S
i i+1 i+l

02
Il

’
a=2(SH1—Siq)/(k—1).

W zwigzku z tym

y“1=a(i+1)+b=ai+b+a=yi+a=

4 ’

ZSHI—Si”+2(Siﬂ—Si*1)/(k-l).
Prognoze na okres T+1 metoda podwéjnych $rednich ruchomych
wyznacza sie wobec tego wedlug wzoru

’

pT¢1=ZST+1_ST¢1+2 (ST+

’
1-ST+1)/(k_l)'

Rozumowanie prowadzgce do powyzZzszego wzoru zostalo do-
konane przy zalozeniu liniowo$ci rozpatrywanego procesu. W
takim przypadku prognoza pokrywa sie z rzeczywistg realizac-
ja zmiennej y. W praktyce nie mozemy stwierdzi¢ linowosci,
chyba 2ze znamy prawo nauki stwierdzajgace ten fakt, ale
wowczas nie potrzebujemy zadnej innej metody prognozy.
Niemniej jednak teoretyczne przestanki sluzgce budowie mode-

1u mozna traktowac jako wskazowki co do zakresu

stosowalno$ci metody. Ponadto taka modyfikacja metody

16



$rednich ruchomych pozwala zmniejszy¢ blad prognozy w przy-

padku monotonicznych szeregéw czasowych.

5. Metoda wyréwnywania wykladniczego [6]

Aby méc korzystaé z metody Srednich ruchomych, trzeba
dysponowac¢ okreslong, zalezng od dlugosci cyklu k, 1liczbg
danych z poprzednich okreséw. Uniemozliwia to korzystanie z
tej metody w sytuacji, gdy zjawisko dopiero zaczeto obserwo-
wa¢ lub z innych przyczyn nie sa znane jego poprzednie sta-
ny. Okazuje sie, ze przy pewnych upraszczajgacych sytuacje
zatozeniach mozna idee tamtej metody przenies¢ na wyzej
wspomniane przypadki.

Przypusc¢my, ze dysponujemy wyznaczong metodg <$rednich
ruchomych prognoza na okres P, nie potrafimy natomiast
odtworzy¢ danych o ksztaltowaniu sie wielkos$ci prognozowanej
zmiennej y w okresach wczesniejszych niz T+1. Chcac skorzys-

ta¢ ze wzoru

P, =P,  +(Yy_ .-y )/k

T+2= T+1 T+1 T-k+1
musimy w pewien sposéb "odtworzy¢" wielkosc A Najbar-
dziej naturalne jest przyjecie jej jako s$redniej arytmetycz-
nej wszystkich danych od okresu T-k+1 do okresu T wlacznie.

Jak lratwo zauwazyc¢, korzystajac z zaleznosci

Pr= (YT+YT-1+ tts +yT—k+1) /k
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otrzymujemy nastepujgca roéwnos$¢ pozwalajgca wyznaczy¢ prog-
noze na okres T+2:

p.,,=P., + (¥, =P, ) /K.

T+2 ©T+1 T+1

Po przeksztalceniu dostajemy wzér

p.,. =Y. /k+(1-1/k)p_ .,

T+2

a podstawiajgc 1/k=a
pn2=ayn4+(1—a)prn’

ktory okresla sposob wyznaczania prognozy metoda

wyréwnywania wykltadniczego.

Wspélczynnik «ae[0,1] nazywany parametrem wygtadzania
lub stala wygladzajgcg, Jjest wiec vuogdélnieniem czynnika
usredniajgcego 1/k z metody $rednich ruchomych. Jego dobér,
podobnie jak w tamtej metodzie, zalezy od charakteru progno-
zowanego zjawiska. Jes$li przewidujemy kontynuacje dotychcza-
sowej prawidlowo$ci rozwoju zmiennej prognozowanej, to
przyjmujemy parametr wygltadzania bliski zeru, natomiast gdy
np. w chwili T+1 nastgpila nagla zmiana zmiennej y i
sadzimy, 2ze fakt ten bedzie mial istotniejsze dla dalszego
rozwoju znaczenie niz wczesniejsze tendencje, to wéwczas pa-
rametr wygladzania przyjmujemy bliski jednosci. Najczesciej
stalg wygladzajaca wyznacza sie w sposéb doswiadczalny kons-
truujgc prognozy na okresy minione przy réznych wartosciach

a, a nastepnie poréwnuje sie prognozy z rzeczywistg realiza-

cja zmiennej y i wybiera te stalag, przy ktoérej, wedlug usta-
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lonego miernika, prognozy najlepiej aproksymuja
rzeczywistosc¢. Nalezy zwréci¢ uwage, ze W metodzie
wyréwnywania wykladniczego, poslugujgc sie ogélnym wzorem,
nie mozna wyznaczy¢ prognozy na drugi okres, gdy:z
p,=ay +(1-a)p ,

a nie jest znana prognoza P, czyli prognoza na okres odpo-
wiadajacy poczatkowil obserwacji zjawiska. W takiej sytuacji
najczesciej przyjmuje sie, iz P,=Y,, czyli ze "prognoza"
rowna jest rzeczywistej realizacji zmiennej y.

Zauwazmy, ze

P,,, =0y +(1-a)p =ay +(1-a) (ay  +(1-a)p )=

ayT+a(1—a)yP4+(1—a)2(ayre+(l—a)pri)=
2 T-1 T
ayT+a(1—a)qu+a(1—a) ayr2+...+a(1—a) y1+(1—a) p=

[0 4
k

(1-a) "y +(1-a)'p, .
1

n e~

Przyjmujgc wczesniej wspomniane zalozenie o pierwszej prog-

nozie p, mozemy zapisac¢, ze

p_ =«

T+1

"M -

(1-o) Ty +(1-0) Ty .
1

k
Zwigzek ten wskazuje na to, ze przy obliczaniu prognozy w
okresie T+1 rozpatruje sie 1liniowa kombinacje wszystkich

wczesniejszych obserwacji. Wspélczynniki tej kombinacji ma-

leja geometrycznie wraz z cofaniem sie w czasie, co $wiadczy
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o przypisywaniu wiekszego znaczenia pdézniejszym danym. Zasa-
da ta zbliza czesciowo metode wyréwnywania wykladniczego do
metody s$rednich wazonych. Zauwazmy na koniec, ze jezeli a=1,
to metoda wyrdéwnywania wykladniczego redukuje sie do metody

naiwnej.

6. Metoda wyrdwnywania wykladniczo-autoregresyjnego [1]
Metoda ta jest uogdélnieniem wczesniej opisanej metody
wyréwnywania wyktadniczego. Prognoze wyznacza sie wedlug na-

stepujgcej zaleznosci:

n
P, =oy +(1l-a) ZOB,pT_l,

i=

T
gdzie O<Bi<l' Bo+Bl+"’+Bn=1'

0 ciagu B, najczesciej zaklada sie, ze jest malejacy,
co odpowiada wspomnianej zasadzie wiekszej wagi oKkresoéw
pdézniejszych. Model wyrdéwnywania wyktadniczego moze miec¢ za-
stosowanie, gdy zmienna prognozowana y wykazuje wahania pe-
riodyczne. Przyjecie w takim wypadku liczby n takiej, aby
n+l byYo réwne dlugosci cyklu zmiennej y, pozwala uwzglednic¢
okresowos$¢ zjawiska. Wtedy oczywiscie zalozenie o tym, :ze
ciag Bi jest malejgcy traci znaczenie. Nalezy przyja¢ inny,
odpowiadajacy charakterowi rozwoju zmiennej y, system wag. W

najprostszym przypadku mozna zatozyc, ze

B=B =...=B =1/ (n+1).
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Podobnie jak poprzednio, dla a=1 metoda ta redukuje sie

do metody naiwnej.

7. Metoda podwéjnego wygladzania wykladniczego ([6,9)

Rozumujac podobnie jak w wypadku metody podwéjnych
$rednich ruchomych i oznaczajgc przez S, prognoze na okres i
wyznaczong metoda wyréwnywania wykladniczego przy ustalonej
statej wygladzajgcej a roéznej od zera i jednosci, mozna za-
uwazyc ze

S“4=b-(1—a)a/a+ai, i=1,2,...,T,

gdzie a oraz b oznaczaja, podobnie jak poprzednio, parametry
procesu liniowego f(t)=at+b, 2z ktérego pochodza dane
Y, Yoo r Yo Niech wielkosci S: beda wygladzeniem szeregu
prognoz otrzymanych metoda wyréwnywania wykladniczego ze
stalg a, czyli

’ ’
Siﬂ=asl+(1-a)sl, i=1,2,...,T.
’

S, mozna zdefiniowa¢ podobnie jak to zostalo uczynione w

punkcie pigtym dla prognozy wyznaczanej na pierwszy okres.
’

Punkty Si oraz S dla i=3,4,...,T 1leza na prostych

réwnolegtych do wykresu funkcji f(t), a odleglosci pomiedzy
sasiednimi prostymi sa stale i réwne (l-a)a/a. Stad, podob-

nie jak w punkcie czwartym wylicza sie
’

ylzzsh—l_s i+1
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oraz

a=a(S“_—S:H)/(1—a).

1
Prowadzi to do okreslenia, analogicznie jak w przypadku me-
tody podwéjnych $rednich ruchomych, prognozy na okres T+1
wzorem:

pT+1=28T+1-S;+1+a(ST+1_S1,'+1) /(1-a).

8. Metoda potrdéjnego wygladzania wykladniczego [6]

W poprzednim punkcie pokazane zostalo jak mozna zmody-
fikowa¢ metode wygladzania wykladniczego tak, aby otrzymane
prognozy dokladniej aproksymowaly dane proceséw liniowych,
lub zblizonych do 1liniowych. Rozumowanie takie mozna
uogdélni¢ [6, s. 132] na procesy reprezentowane wielomianami
wyzszych rzedéw typu

£(t) =ao+a1t+a2t2/2+. ..+a t"/n!.
W zastosowaniach praktycznych przypadek wielomianéw stopnia
wyzszego niz jeden ogranicza sie zazwyczaj do funkcji kwad-
ratowej. Otrzymuje sie wowczas nastepujgcy wzér okreslajacy
prognoze na okres T+1:
pT+1=aT+1+br+1+cT+1/2 !

gdzie

! "

a_ =3S_ -3S +S ’
T+1 T+1 T+1 T+1

4 (1]
an:a( (6-5a) STn_(lo—aa) ST+1+(4-3a) ST+1) (2-2a),

_ 2 ZSI + n 1 2
Cra @ (ST+l_ 1 ST#l)/( —a) .

T+1 T+
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Wielkosci wczesniej zdefiniowane w punkcie siédmym oznaczane
"
sa tak samo, natomiast S, jest wygtladzeniem poprzednio
’
otrzymanego ciggu liczb S, czyli
11] ’ 1] .
Si=aSi+(l-a)Sl, i=-1,2,...,7T.

11
Wartosc¢ S1 mozna okreslic¢ analogicznie, jak to zostalo uczy-

1] 4
nione w punktach pigtym i siédmym przyjmujac, ze S =S .

9. Jednoparametrowa metoda liniowego wygladzania
wykladniczego [8]

Zatozmy, ze wielko$¢ prognozowanej zmiennej y rosnie w
rozpatrywanym przez nas okresie, tzn. Y, SY, ... =Y.
Zauwazmy, iz

pP=(1-a)y +ap =(1l-a)y +ay =y =y_,
podobnie
P.=(1-a)y +ap, = (1l-a)y +ay =y =y,.

lLatwo mozna stwierdzié, ze rozumowanie indukcyjne dop-
rowadzi nas do wniosku, iz przy powyzszych zatozeniach prog-
nozy zawsze beda nizsze od rzeczywistej realizacji zmiennej
Y. Analogicznie przedstawia sie sytuacja w przypadku, gdy
ciag Y Y reeen Y, jest malejacy. Aby tego unikna¢, mozna
zmodyfikowa¢ klasyczng metode uwzgledniajac tempo zmian pro-
gnozowanej zmiennej y. Czyni sie to podobnie, jak w dwoéch

poprzednio opisanych metodach, dodajgc skladnik powodujacy

zmniejszenie rozbieznos$ci prognoz i rzeczywistej realizacji
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prognozowanego procesu. OKres$lmy ciag r w sposbb rekuren-
cyjny:
rl=0,
r“4=a(ph4-pi)+(1—a)ri, i=1,2,...,T,
gdzie P, jest prognoza zmiennej y wyznaczong metods
wyroéwnywania wykladniczego ze stala ae[0,1]. Przewidywang
wielkos¢ zmiennej y w okresie T+1 okre$la wéwczas
nastepujacy wzér:
PT+1=pT+1+rT+1 )

10. Dwuparametrowa metoda liniowego wygladzania
wyktadniczego (5]

Przyczyny prowadzace do powstania tej metody byly takie
same, jak w przypadku modelu jednoparametrycznego. Réznica
polega jedynie na tym, 1z nie wymaga sie, aby w definicji
ciagu r wystepowala ta sama stata wygladzajaca a, jak w de-
finicji ciggu prognoz P, - W zwigzku 2z tym ciag r. okresla
sie nastepujaco:

r1=0,
r =B(p,,,~P)+(1-B)r, i=1,2,...,T, Be[0,1].
Prognoze PT‘_1 okres$la sie identycznie przyjmujac
=p

P = +r_ .
T+l TT+1 T4l

Latwo zauwazyc¢, ze metoda jednoparametryczna jet szczegdlnym

przypadkiem dwuparametrycznej i w sytuacji, gdy B=a wyniki
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otrzymywane jedna i druga metoda sa takie same.

Mimo eliminacji stalego zanizania lub zawyzania prognoz
w przypadku stalych tendencji rozwojowych zmiennej y, model
ten nie pozwala, podobnie jak wszystkie wczesniej opisane,
na przewidywanie zmian Jjakosciowych badanego zjawiska.
Najpdézniej zmiany takie sg wykrywane metodg s$rednich rucho-
mych, gdyzZz =zaobserwowana nawet zmiana charakteru rozwoju
zmiennej y wplywa, ze wzgledu na jednakowa wage wszystkich
obserwacji, bardzo pézZno na prognoze, tym pdzniej, im
dluzszy jest cykl k. Najwczesniej zmiany jakosciowe mozna
wykry¢ poslugujgc sie metoda wygladzania wykladniczego,
szczegdlnie wtedy, gdy stala wygladzajgca a jest tak dobra-
na, aby prognozujgc mozna bylo uwzglednia¢ przede wszystkim
ostatnig obserwacje zmiennej y, czyli gdy Jjest ona bliska
jednosci.

Analizujgc przedstawione metody prognozowania mozna
stwierdzi¢, Zze maja one wiele cech wspélnych. Wszystkie poz-
walajg wyznaczy¢ prognoze tylko na jeden, nastepujacy
bezposrednio po chwili aktualnej okres. Oznacza to, iz sg
to metody punktowe i prognoza wielkos$ci zmiennej y moze byc¢
wyznaczona tylko na czas odlegly od chwili aktualnej o jedna
jednostke ustalong przez czestotliwo$¢ pomiaru danych. Sa
one powtarzalne w tym sensie, ze mozliwe Jjest, po

kazdorazowym uaktualnieniu danych, ich wielokrotne stosowa-
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nie. Wreszcie cecha najwazniejsza: w kazdej z tych metod
prognoza jest kombinacja liniowg wartosci szeregu czasowego.
Nasuwa to przypuszczenie o mozliwosci stworzenia jednego mo-
delu, ktdérego wspomniane metody bedsg szczegdlnymi przypad-

kami.

MODEL OGOLNY METOD DYSKRETNYCH

Niech F(Z,R) oznacza przestrzen wszystkich funkcji ok-
reslonych na zbiorze liczb catkowitych przyjmujgcych
wartosci rzeczywiste. Tradycyjnie wartosci funkcji aeF(Z,R)
w punkcie ieZ bedziemy oznacza¢ przez a . Rozpatrzmy zbidr
L(F(Z,R)) wszystkich operatoréw 1liniowych okres$slonych i
przyjmujacych wartos$ci w przestrzeni F(Z,R) i oznaczmy przez
kerA jagdro operatora A. Bedziemy méwili, 2ze ciag aeF(Z,R)
spelnia warunek poczgtkowy wyznaczony przez szereqg CzasSoOwy
VAT YRR S wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie jez, ze
a}m=yk, gdzie ke{1,2,...,T}. Liczbe Jj nazywac¢ bedziemy ok-
resem zerowym. Zauwazmy, 2e jes$sli cigg a spelnia warunek po-
czatkowy wyznaczony przez szereqg Czasowy YooY, oY to
takze ciag a-¢ spelnia ten warunek, gdzie ¢ jest translacja
zbioru liczb caltkowitych, tzn.

¢:Z-Z i ¢(l)=1+r, rez.
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W zwiazku z tym w praktycznych zastosowaniach mozna przyjac,
2e okres zerowy j jest réwny zeru.
Zalézmy, 2ze mamy dany szereqg cCzasowy Y i Yyreeea¥, i

niech BeL(F(Z,R)) bedzie operatorem okreslonym nastepujgco:

i-1
B(a)=be ¥V b= T

o a,
. k-(i-T)+1 k
1eZ k=1-T

gdzie al,az,...,aTeR. Jak latwo zauwazyc¢, obrazem elementu a
w operacji B jest taki cigg, ktdérego wyrazy sa kombinacjami
liniowymi o wspdéilczynnikach a wyrazow ciggu a. Jest wiec to
taka operacja, ktéra odpowiada zasadzie wyznaczania opisa-
nych prognoz punktowych. Oznaczmy A=B-I, gdzie I jest opera-
torem identycznos$ciowym i zauwazmy, ze do jadra operatora A
nalezg wszystkie punkty stale operatora B. Jezeli istnieje
taki element aekerA, ktéry spelnia warunek poczgtkowy wyzna-
czony przez szereg cCzasowy Y ,Y,, ---,Y., to prognoze na ok-

T

res T+1 okresla zaleznosc

pp4=ap¢n’

gdzie j Jjest okresem zerowym. Jak atwo =zauwazy¢, mimo iz

ciag a nie jest wyznaczony jednoznacznie, to okreslenie pro-

gnozy Jjest poprawne, czyli nie zalezy od wyboru ciagu.
Powstaje jednak problem co zrobi¢, gdy w 2zbiorze kerA

nie istnieje cigg spelniajacy warunek poczatkowy. W takim

wypadku mozna szuka¢ w zbiorze kerA ciggu najlepiej aproksy-

mujgcego warunek poczatkowy, tzn. poszukiwac¢ takiej funkcji
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a, ktoérej obciecie do pewnego podzbioru postaci
{i+1,i+2,...,1i+T}, 1ez, najdokladniej, zgodnie 2z przyjets
regula aproksymacji (np. klasyczna regulg najmniejszych kwa-
dratow), przybliza szereg czasowy VAT AARERS A Jezeli okaze
sie, ze blagd aproksymacji jest wiekszy od przyjetego jako
dopuszczalny, to nalezy stwierdzi¢, iz regula prognozowania
opisana operatorem A nie moze by¢ zastosowana w tym konkret-
nym przypadku.

Mozliwa jest takze calkiem inna konstrukcja ogdlnego
modelu pozwalajgca oming¢ wspomniane trudnosci. Rozpatrzmy
mianowicie operator S okre$lony wzorem

bi==ai dla i=1
Sl(a)=b«> i-1
b= Y} «a a dla i>1, 1lez.

i k-(i-T)+1 k
k=i-T
Niech a bedzie ciggiem spelniajgcym warunek poczagtkowy wyz-
naczony przez szereg Czasowy Y. ,Y,,:--,Y_- Zatr6ézmy ponadto,
ze okres zerowy Jj=1-T. W takim przypadku prognoze p,,, mozna
wyznaczy¢ nastepujaco:
pr+1=b1*1’
gdzie 1=j+T, a b=Sl(a). Latwo zauwazy¢, utozsamiajgc okres
zerowy 2z 1liczbg O, ze jesli zamiast przestrzeni F(Z,R)

bedziemy rozpatrywac przestrzen F(N,R), a operator

BeL(F(N,R)) zdefiniujemy nastepujgco:
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b= a dla i=1,2,...,T

B(a)=be i-1
b= ¥ « a dla i>T,

b plp kli-Tye1Tk

to okreslajac A=B-IeL(F(N,R)) otrzymamy dokladnie takie samo
zagadnienie, jak dla operatoréw na przestrzeni F(Z,R). W tym
przypadku element aekerA, spelniajgcy warunek poczgtkowy wy-
znaczony przez szereg czasowy Y ,Y,,-..,Y. istnieje i jest
wyznaczony jednoznacznie. Wynika to bezposrednio z definicji
operatora B.

Opisana tu klasa operatoréw liniowych zostara wybrana
tak, aby odpowiadala ona metodom prognozy opisanym w
punktach 1-10. Nie stanowi to oczywig$cie zadnego ogranicze-
nia. Analogiczne do wspomnianego wyzej postepowanie pozwoli
wyznaczyC¢ prognoze przy wyborze dowolnego innego operatora

liniowego. Operator jest tu odpowiednikiem prawa nauki albo

samym prawem nauki.

MODELE CIAGLE

11. Trend liniowy [5,8,9]

Przypuscmy, ze wiemy jak ksztaltowala sie wielkos$¢ pro-
gnozowanej zmiennej y w T poprzednich jednostkach czasu,
czyli ze dysponujemy szeregiem czasowym Y oY s Yo

Zalézmy ponadto, ze cigg ten jest monotoniczny. Jezeli po-
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siadane informacje wskazuja na stale tempo zmian prognozowa-
nego zjawiska, to mozna zalozyc¢, ze jego rozwdj jest liniowy
i jako podstawe prognozy przyja¢ trend bedacy przedluzeniem
aktualnej tendencji. Nalezy w takim przypadku znalez¢ funk-
cje liniowa y(t)=at+b, ktéra w najlepszy sposdéb aproksymuje
dany szereg czasowy. Znalezienie takiej funkcji sprowadza
sie do wyznaczenia parametréw a oraz b i jedynym problemem
do rozwigzania pozostaje rozstrzygniecie co bedziemy rozu-
mie¢ przez najlepsza aproksymacje danych. Najczescie]j przyj-
muje sie za kryterium minimalizacje sumy kwadratéw bledow,
czyli wyznaczajgc a i1 b stosuje sie klasyczng metode naj-
mniejszych kwadratéw. Przy takich zalozeniach wspdlczynnik a

wyraza sie wzorem

1y1+2y2+...+TyT—TTsys

1%+2%+. . . +T°-TT°
s
gdzie T =1/T(1+2+...4T), a ys=1/T(yl+y2+...+yT), natomiast
b=ys—aTS.

Samo wyznaczenie prognozy, jesli dysponujemy 1linia
trendu, sprowadza sie do obliczenia odpowiednich wartosci
funkcji liniowej. Wobec tego

phq=y(T+1)=a(T+1)+b,
pre=y(T+2)=a(T+2)+b itd.

Zasada prognozy na podstawie trendu jest taka sama we
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wszystkich przypadkach, niezaleznie od tego 3jaka funkcja
trend ten opisuje. Aby obliczy¢ przypuszczalng wartosc
zmiennej y w okresach nastepnych T+x, x>0, nalezy wyznaczyc¢
w tych punktach wartos$ci funkcji trendu, tzn. jesli funkcja
y(t) opisuje trend zmiennej y, to pp*=y(T+x).

Zasada, ktoéra nalezy przyjagc, jest dostosowanie wyprze-
dzenia prognozy do czasu zbierania danych. Im dluzszy jest
ten okres, tym wiekszy moze byc¢ horyzont prognozy. Przyjete
na poczatku zalozenie o monotoniczno$ci szeregu czasowego
wynika oczywiscie 2z faktu, ze do wyznaczenia trendu
poslugiwalidmy sie funkcjg monotoniczng. Zalozenie to jednak
mozna pomingé¢, jes$li zdecydujemy sie na zwiekszenie bledéw
aproksymacji lub w miare mozliwo$ci ograniczymy szeregqg cza-
sowy do monotonicznego. Gdy zabiegi takie w konkretnym przy-
padku nie sa mozliwe, np. gdy zmienna y Jjest okresowa,
nalezy zrezygnowa¢ z prognozowania na podstawie trendu 1li-

niowego.

12. Trend wielomianowy [3,6]

Prognozowanie na podstawie trendéw wielomianowych jest
uogélnieniem poprzednio opisanego modelu liniowego. W tym
przypadku poszukuje sie zamiast funkcji liniowej wielomianu
wyzszego stopnia aproksymujgcego dane szeregu czasowego. Do

zagadnienia tego mozna podejs¢ w dwojaki sposéb: albo us-
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tali¢ stopien wielomianu, albo zdecydowa¢ sie na dokladnosc¢
aproksymacji i rozpatrywac¢ wielomian interpolacyjny.

W pierwszym przypadku, oceniajac chrakter zjawiska, de-
cydujemy na wstepie jaki Dbedzie stopien wielomianu
opisujgcego trend. Decyzja taka moze by¢ oparta np. na ana-
lizie graficznej rozmieszczenia punktéw szeregu czsowego Ww
ukladzie wspdlrzednych. Polozenie punktéw na praszczyznie
wskazuje dynamike zjawiska, co zwigzane Jjest oczywiscie ze
stopniem wielomianu opisujgcego trend. Im wieksze sg zmiany
w czasie, tym wyzZszy nalezy dobra¢ stopien wielomianu. Przy
takim podejsciu moga pojawi¢ sie problemy 2z aproksymacija
punktéw szeregu czasowego. Wiadomo bowiem, ze w ogélnym
przypadku wielomian interpolujgcy n punktéw szeregu czasowe-
go musi by¢ stopnia co najmniej n-1. Jezeli z analizy gra-
ficznej wynika, ze rozwéj zjawiska bedzie najlepiej opisany
wielomianem stopnia nizszego, to mozna nie znalez¢ takiego,
ktéry interpoluje wszystkie punkty szeregu danych. W takim
przypadku, podobnie jak w metodzie trendu liniowego, nalezy
wybra¢ kryterium najlepszej aproksymacji. Moze to by¢ np.
ponownie zasada minimalizacji kwadratow bledédw.

Problemu takiego unika sie wyznaczajac trend na podsta-
wie wielomianu najnizszego stopnia interpolujgcego punkty
szereqgu czasowego, gdyz jest on wyznaczony jednoznacznie.

Wida¢ natomiast, ze w tym modelu abstrahuje sie w ogéle od
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charakteru prognozowanego zjawiska. Mozna sobie wyobrazic
sytuacje, w ktéorej mimo iz zmienna prognozowana y wykazuje
prawie liniowy wzrost, to do opisu trendu uzyje sie wielo-
mianu wyzZszego stopnia, przez co uzyska sig, szczegdlnie w
dalszych okresach, prognozy dalece odbiegajgce od rzeczywis-
tych realizacji.

Pomyst uzycia wielomianéw do opisu przyszltych stanéw
prognozowanych zmiennych jest naturalny 1 ma swoje teore-
tyczne uzasadnienie. Przyjmijmy bowiem zalozenie, ze rozwéj
zmiennej y opisywany jest przez nieznany, teoretyczny i
ciagly wzgledem czasu trend f(t). Woéwczas na podstawie
twierdzenia Weierstrassa wiemy, 2e na odcinku [1,T], odpo-
wiadajgcemu czasowi obserwacji zjawiska, mozna funkcje f ap-
roksymowa¢ wielomianami. W naszym przypadku funkcja f znana
jest tylko w T punktach odpowiadajacych chwilom pomiaru
zmiennej y (przy zalozeniu, ze pomiary nie sa obcigzone
bYedami). Powoduje to, ze dokladnos$¢ maleje wraz ze zmniej-
szaniem liczby obserwacji. Jezeli nawet przyjmiemy, iz trend
wielomianowy na odcinku [1,T] dokladnie przybliza trend
teoretyczny f, to w dalszym ciggu nie mamy gwarancji, 2ze tak
bedzie w okresach nastepnych, czyli na pélprostej (T,=).
Wigze sie to ze wspomnianym wczes$niej oderwaniem trendow
wielomianowych od charakteru zjawiska. Ten brak ekonomicz-

nego uzasadnienia, szczegdlnie trendéw opisywanych wielomia-
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nami interpolacyjnymi, jest gléwnym powodem krytyki tego mo-

delu.

13. Analiza graficzna i metoda krzywych wzrostu [1]

Potraktujmy elementy szeregu jako punkty prostokatnego
ukladu wspoéirzednych, w ktérym jednostkg na jednej osi jest
jednostka czasu, a na drugiej jednostkowa miara zmiennej y.
Jedng z metod wstepnej oceny charakteru rozwoju prognozowa-
nej zmiennej Jjest analiza graficzna. Polega ona na ustaleniu
na podstawie rozmieszczenia punktéw szeregu czasowego Ww
ukladzie wspoéirzednych typu funkcji trendu. Po takiej anali-
zie mozna stwierdzi¢, ze punkty szeregu czasowego ukladajg
sie wzdluz pewnej krzywej, np. logarytmicznej, wykladniczej,
lub ze zjawisko wykazuje wzrost liniowy. Jest wiec to pewien
etap wstepny, po ktérym ograniczajgc sie do ustalonej klasy
funkcji, mozna przystapi¢ do wyznaczania trendu.

Zatézmy, ze z analizy graficznej wynika, iz zmienna y
ma charakter liniowy, woéwczas parametry trendu mozna wyzna-
czy¢ wykorzystujgc metode opisang w punkcie széstym. Podob-
nie o typie funkcji trendu mozna wnioskowa¢ analizujac
réznice

Ay=yiﬂ—yi, i=1,2,...,T-1.
Wiadomo bowiem, ze jes$li punkty (i,ya) nalezg do wykresu

funkcji liniowej, to jednostkowym przyrostom zmiennej nieza-
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leznej odpowiadaja jednakowe przyrosty funkcji. Z tego wyni-
ka, ze Jjesli przyrosty Y, Y, sa stale, to potwierdza to
hipoteze o liniowosci trendu. O wykladniczym rozwoju zjawis-
ka $wiadczy¢ bedzie natomiast proporcjonalnos¢ przyrostoéw
zmiennej niezaleznej do wzglednych przyrostéw wartosci
funkcji. Podobnie mozna stwierdzié¢ czy rozwdj zjawiska jest
potegowy, logarytmiczny itd.

Teoretycznie bardziej uzasadniona bylaby metoda wyzna-
czania funkcji trendu opierajaca sie na réownaniu
rézniczkowym budowanym na podstawie znajomo$ci mechanizmu
rozwoju prognozowane) zmiennej. Niestety tylko w nielicznych
przypadkach mozna jag zastosowa¢ w praktyce, gdyz czesto w
wyniku takiego postepowania otrzymuje sie bardzo skompliko-
wana funkcje trendu. Moze sie zdarzy¢ nawet tak, ze nie
bedzie sie ona wyrazala przez funkcje elementarne. Z tego
wzgledu uzywa sie metody mniej poprawnej teoretycznie, ale

dajace] efekty w praktyce.

14. Trendy segmentowe [10]

Zatézmy, ze prognozowana zmienna Yy nie wykazuje w
obserwowanym okresie jednakowej tendencji rozwoju, tzn. :ze
zmienia sie predkos¢ 1lub kierunek wzrostu wartosci y. W
takim przypadku, jak juz wczesniej wspomniano, nie Jjest

wskazane stosowanie metody trendu liniowego, gdyz bledy w
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aproksymacji szeregu czasowego funkcja liniowa bylyby zbyt
duze. Idea opisywanego modelu jest rozszerzenie zastosowania
trendéw 1liniowych na przypadki niejednorodnego rozwoju
zmiennej vy.

Nazwijmy punktem zwrotnym szeregu czasowego Y oYY taki
czas tl, ze ciag wartosci (yk), ke{tj—a,tl-a+1,...,tl} cha-
rakteryzuje sie tendencjg odmienna od tendencji rozwoju
ciggu wartosci (yk), ke{ti+1,t1+2,...,t1+B}, gdzie '« i B sa
liczbami naturalnymi, takimi ze t1+BST, a ti—azl i ponadto «
i B sa na tyle duze, aby mozna bylo méwi¢ o pewne]j tendencji
rozwoju zmiennej y. W ten sposéb pragnie sie rozpatrywac¢ ok-
resy trwalych zmian pomijajgc momenty chwilowych odchylen,
ktére w pewnych przypadkach moga wynika¢ z bledéw pomiaru.
Punkty zwrotne 2 02,0000 2 dzielg przedziat [1,T] na S

segmentow [1,21],[21,22],...,[2 1,T], wewnatrz ktérych

5-
zmienna y wykazuje jednakowy charakter rozwoju. Nalezy teraz
znalez¢ funkcje ciagla, liniowg na kazdym segmencie, aprok-
symujaca punkty szeregu czasowego. Mozna to uczyni¢ dwoma
sposobami: metodg najmniejszych kwadratéw wyznaczyé, pczy-
najgc od pierwszego, dla kazdego segmentu 2z osobna funkcje
liniowa yi(t) spelniajgcg postulat cigglosci w punktach
zwrotnych, tzn. yi(zi)=y“1(zi), albo znalez¢ takie funkcije

liniowe yi(t) na kazdym z segmentéw, aby minimalizowaly one

wyrazenie
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(¥,=Y, (£)) 2+ (y,=y, (£)) 4o o+ (y_ =y (£)) %+ ..+
1

(v, =y (t)) % .. +(y -y (t)°

S-1
i spelnione byto zalozenie ciaglosci w punktach
Z 12,0002, -

Latwo zauwazy¢, ze drugi sposdéb aproksymacji punktéw
szeregu czasowego wykorzystuje takze metode najmniejszych
kwadratéw z tym tylko, ze zada sie minimalizacji bleddéw w
catym przedziale lgcznie, a nie jak poprzednio dla kazdego
segmentu oddzielnie. Prognoze wyznacza sie na podstawie
trendu, ktéry na przedziale ([T,o) jest funkcjg 1liniowa
bedaca przedluzeniem funkcji ys(t). Wobec tego

phx=ys(T+x), x>0.

O 1innych regulach prognozowania na podstawie trendoéw

segmentowych mozna przeczyta¢ w monografii [10]. Warto pod-

kresli¢, ze w przypadku jednego segmentu metoda ta redukuje

sie do metody trendu liniowego.

15. Prognozowanie na podstawie trendu wyznaczonego
przez aproksymante ruchomg [10]

Zaldézmy, ze mamy dany szereg cCzasowy Y e Y e Yo i
niech k bedzie 1liczbg naturalng nalezaca do zbioru

{2,3,...,T}. Utwérzmy T-k+1 podzbioréw zbioru {1,2,...,T}
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tak, aby kazdy podzbiér Si skladal sie z k kolejnych liczb
naturalnych, a najmniejsza w nim byla liczba i, tzn.
Sl={i,i+1,...,i+k—1}. Na kazdym 2z przedzialow C;=[i,i+k—1]
mozna metodg najmniejszych kwadratéw znalez¢ funkcje liniowa

fl(t) aproksymujgca punkty Y oY reeerY Przyjmijmy

ivk-1"

ponadto, ze fi(t)=0 dla te[l,T]—Ci. Dla kazdego te[1,T]
niech Ct oznacza rodzine tych podzbioroéw Ci, do ktorych t

nalezy, mt=card(Ct). Funkcije

T-k+1
f(t)=1/m T £ (t), te[l,T]
i=1

nazywamy aproksymanta ruchomg. Regule prognozy ksztaltowania

sie wielkosci y w dowolnym okresie T+x,x>0 opisuje wzoér

p,, =ax+£f(T),

T

czyli funkcja trendu jest postaci:
y(t)=a(t-T)+£(T).

Paramertr a wyznacza sie wedlug wzoru

T-1
a= Y wo,
i=1

gdzie oi=f(i+1)—f(i), a w jest ukladem wag, o Kktérym
T-1
najczesciej zaklada sie, ze spelnia warunki Y w =1, w 20
1 1

i=1

oraz w >W .
i+1 i

16. Metoda L. 1 J. Waszkiewiczéw [10]

Wyznacznie trendu na podstawie aproksymanty ruchomej
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jest zadaniem 2zmudnym rachunkowo, 2zwlaszcza gdy liczba k
jest mata w stosunku do T. Z tego powodu zaproponowano pewng
modyfikacje tej metody polegajaca na rezygnacji z wyznacza-
nia aproksymanty f(t) i zastgpienie jej wartos$ci przez rze-
czywiste pochodzgce z pomiaréw, wartos$ci zmiennej y. W takim
przypadku funkcja trendu wyraza sie wzorem

y(t)=a(t-T)+y,

gdzie podobnie jak poprzednio
T-1

a= [v%o
1=1

il

a o, jest tym razem przyrostem zmiennej y, czyli O =Y, .7V,

1
a nie jak poprzednio aproksymanty ruchomej.

Latwo zauwazyc¢, ze metoda ta jest szczegdlnym przypad-
kiem metody opisanej poprzednio, bo jezeli przyjmiemy k=2 i
zdecydujemy sie na kazdym przedziale aproksymowac¢ punkty

szeregu czasowego funkcjami liniowymi, to wartosci aproksy-

manty ruchomej w punktach 1,2,...,T bedg spelnialy réwnosc

£(i)=y,-

17. Nieliniowe funkcje trendu

Na zasadzie podobnej do opisanej w punktach dziesigtym
i jedenastym mozna prognozowane wielkosci wyznaczac
opierajgc sie na nieliniowych funkcjach trendu. Parametry

tych funkcji moga by¢ wyznaczone na podstawie rzeczywistych
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danych o ksztaltowaniu sie zmiennej y w przeszlosci lub war-
tosci otrzymanych z konstrukcji aproksymanty ruchomej czy

dowolnej innej funkcji aproksymujgcej szereg Czasowy

Y, Y, reee Yoo Poniewaz konstrukcja 1linii trendu jest w
kazdym przypadku taka sama, przyjmijmy ze ciag E 1€ 1 1€
spelnia jeden z warunkéw: albo €.=Y albo cl=f(i); gdzie f

jest aproksymanta ruchoma lub dowolnag inng funkcjg aproksy-

mujaca szereqg czasowy Yy, a ie{1,2,...T}.

17.1. Trend paraboliczny [10]

Funkcja kwadratowa y(t)=at2+bt+c jak wiadomo charakte-
ryzuje sie statymi niezaleznymi od argumentu przyrostami
drugiego rzedu. W zwigzku z tym celowe jest skorzystanie z
tego faktu przy wyznaczaniu parametréw trendu parabolicz-
nego. Oczywiscie we wspomniany sposéb wyznaczony zostaje je-
dynie wspoélczynnik a, natomiast dwa pozostale oblicza sie
naktadajgc na y(t) warunki poczatkowe y(T—1)=t:T__1 i y(T)=eT
oznaczajace zgodnos¢ funkcji trendu z para ostatnich danych.
Przyjecie zgodnos$ci w dwéch ostatnich punktach jest wyrazem
zasady wiekszej wagi poézniejszych obserwacji, 1lecz w
praktyce mozna 2zada¢ réwnosci funkcji trendu z wartosciami

ciagu ¢ ,e_,...,ct w dwéch dowolnych innych chwilach

1’ 72 T

k,le{1,2,...,T}. Przyjmijmy wobec tego, ze
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T-2
a= Zv%o
1 =1

il
gdzie W jest pewnym ukladem wag, natomiast O, S3a przyros-
tami drugiego rzedu, czyli

oi=1/2(e“2—2-e +€ ).

1+1 i
Wyznaczajgc parametry b i c z ukladu réwnan
y(T-1)=¢__
Yy (T)=¢_
otrzymujemy funkcje trendu okre$long wzorem

y(t)=a(t—T)2+(a+eT—erﬂ)(t—T)+eT.

17.2. Trend wykladniczy [10]

W tym przypadku szukamy funkcji trendu w postaci
wykladniczej y(t)=b(1+a)t Poniewaz parametr a wyraza
wzgledny przyrost wartos$ci funkcji przy jednostkowym
przyros$cie zmiennej niezaleznej, mozna go wyrazi¢ w sposéb

nastepujacy:
T-1
a= Z\ﬂo
i=1

il
gdzie W, jest ukladem wag, natomiast °1=(Cn4_81)/81‘ Wyz-
naczajac parametr b z warunku poczatkowego
Y(T)=¢e_
otrzymujemy wzér funkcji trendu

y(t)=e (1+a)""
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17.3. Trend poteqowy [10]

Przypusémy, Zze poszukiwana funkcja trendu jest postaci
y(t)=bt®. W przypadku funkcji potegowej wzgledny przyrost
wartosci Jjest odwrotnie proporcjonalny do Jjednostkowych
przyrostéw zmiennej niezaleznej. W zwigzku z tym parametr a

moze byc¢ wyznaczony wedlug wzoru
T-1

a= Y wo
i=1

il

gdzie, podobnie jak poprzednio, W, jest ukladem wag, a

oi=1/2(eiﬂ-ei)(i/c‘+(i+1)/c“1), czyli o, jest $rednig
arytmetyczna elastyczno$ci réznicowych: i/€1(8n4—81) oraz
(i+1)/ci”(ci“-ei). Naktladajac jak poprzednio warunek

poczatkowy
y(T)=¢e_
otrzymujemy analityczng postac funkcji trendu

y(t)=e_(t/T)".
MODEL OGOLNY METOD CIAGLYCH

Zauwazmy, 2ze wszystkie opisane w tej czes$ci metody
réznig sie od metod dyskretnych tym, 2ze prognozy moga bycé
wyznaczone na dowolny okres, niezaleznie od jednostki usta-
lonej szeregiem czasowym. Prognozowanie w tym wypadku nie

jest okresleniem Jjednej konkretnej 1liczby, 1lecz podaniem

42



tendencji rozwoju zjawiska w przyszlosci. Na podstawie tej
tendencji okres$la sie dopiero konkretne wielkos$ci prognozo-
wanej zmiennej y.

Wspélny model dla opisanych w tej czesci metod sprowa-
dza sie do nastepujgcego schematu ogélnego. Niech C(R) ozna-
cza przestrzen liniowa wszystkich funkcji ciaglych
okreslonych i przyjmujgcych wartosci w zbiorze liczb rzeczy-
wistych. Niech U bedzie podzbiorem zbioru C(R), a u
okreslonym na nim funkcjonalem. Wyznaczanie funkcji trendu
mozna traktowa¢ jako zadanie minimalizacji funkcjonalu p na
zbiorze U. W niektérych metodach para (U,u) podana jest w
sposéb Jjawny, Jjak np. w metodzie minimalizacji $redniego
kwadratu drugiej pochodnej, ktéra bedzie opisana w rozdziale
trzecim, mamy pare (IZ(U),w), gdzie I2(U) jest zbiorem
wszystkich funkcji klasy CZ(R) interpolujgcych punkty szere-
gu czasowego, a W jest okreslony wzorem

w(f)=J £'2(t)at.
R

W innych natomiast latwo ja znalez¢ analizujgc sposéb kons-
trukcji funkcji trendu. Zauwazmy, 2ze np. w przypadku trendu
liniowego modelem tym jest para (L,s), gdzie L jest zbiorem
wszystkich funkcji liniowych, a s funkcjonalem zdefiniowanym

nastepujgco:

T
s(f)= £ (£(i)-y)°.

i=1
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Rozdzial 2

ZASADA INERCJI

1. Stowo inercja pochodzi od tacinskiego inertia i oz-
nacza biernos¢, bezwladnos$c¢, nieruchomo$¢, bierne poddawanie
sie czemu$, nieche¢ do czynu. W jezyku polskim funkcjonuje
gléwnie jako synonim bezwladnosci. Jako termin naukowy iner-
cja pojawia sie po raz pierwszy na poczgtku XVII wieku. Jest
wynikiem podjetych pod koniec XVI wieku prac w dziedzinie
fizyki zwigzanych z analizg ruchu cial. Byly co najmniej dwa
powody zainteresowania sie tym problemem, mianowicie: rozwdéj
artylerii i proby znalezienia praw ruchu pocisku oraz pows-
tanie heliocentrycznego systemu Kopernika. Odkrycie, ze Zie-
mia nie Jjest $rodkiem Wszechs$wiata, lecz Jjednga 2z planet
krazacych wokél Slonca, spowodowalo obalenie panujgcego od
starozytnos$ci przekonania, iz ruch jest zjawiskiem wymuszo-
nym. Starozytni, a w$réd nich Arystoteles, 2z prawdziwego
stwierdzenia, ze wzajemne oddzialywanie cial! wywoluje zmiane
ich predkos$ci, wysnuli falszywy wniosek, iz ruch jest wyni-

kiem takiego wlasnie oddzialywania. Doprowadzilo to do ug-
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runtowania pogladu ze, utrzymanie ciala w ruchu wymaga inge-
rencji zewnetrznej, pewnej sily. Konsekwencjg tego bylo
stwierdzenie, ze naturalnym stanem ciala jest spoczynek i w
takim stanie ono pozostaje, gdy nie dziala na nie 2zadna
sita. Odkrycie Kopernika podwazylo dosc¢ istotnie te poglady,
gdyz przy poprzednich zalozeniach prowadzilo do hipotezy, ze
planety krazace wokoél Strorica sa przez caly czas popychane.
Niewiarygodnos¢ takiej sytuacji doprowadzila do glebszej
analizy praw ruchu i sformulowania w rezultacie pierwszej
zasady dynamiki Newtona.

Podane przez Newtona sformulowanie tej zasady bylo nas-
tepujgce: "Kazde cialo pozostaje w stanie spoczynku lub ru-
chu jednostajnego po linii prostej dopéty, dopdki nie zosta-
nie zmuszone za pomocg wWywierania odpowiednich sil! do zmiany
tego stanu" [11, s. 114]. Obecnie najczesciej zasade te po-
daje sie w formie: "Jezeli dane cialo nie oddzialuje z ota-
czjacymi cialami, to porusza sie ono ruchem jednostajnym
prostoliniowym" [12, s. 26]. Oczywiscie, jak latwo zauwazyc,
brak zewnetrznego oddzialywania powoduje niezmiennosc
predkosci co do wartosci i kierunku, w szczegélnym przypad-
ku, gdy predkos$¢ réwna jest zeru, mamy do czynienia ze sta-
nem spoczynku.

Sformulowana przez Newtona pierwsza zasada dynamiki,

wraz z dwiema pozostalymi, zostala opublikowana w 1686 roku.
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Ze wzgledu na kompleksowo$¢ rozwigzania problemu ruchu ciatl
w trzech zasadach dynamiki, zasada inercji formulowana jest
jako pierwsza z nich, lecz faktycznie jest ona autorstwa Ga-
lileusza, ktéry podalr ja juz na poczatku XVII wieku. Dopro-
wadzilo go to tego bardzo proste rozumowanie. WyobrazZmy
sobie, ze pchniemy klocek po poziomej sztywnej plaszczyznie.
Po pewnym czasie zatrzyma sie on, gdyz hamowa¢ go bedzie
sita tarcia. Gdy zmniejszymy tarcie, uzywajac np. gladszego
klocka i powierzchni, droga przebyta przez klocek pchniety z
taka samg silg bedzie dluzsza. Rozumujgc analogicznie,
zmniejszjac sile tarcia do zera, czyli tworzgc warunki, w
ktorych nie dziata zadna sila, osiggniemy sytuacje, w ktoérej
klocek nie bedzie zwalnial, lecz bedzie sie poruszal w nie-
skoriczono$¢ po 1linii prostej 2z predkoscig ustalong na
poczatku ruchu w chwili pchniecia.

Zasada bezwladnos$ci Galileusza zawierala pewien blad,
sadzil on mianowicie, ze w sytuacji, gdy na cialo nie dziala
zadna sila moze ono porusza¢ sie jednostajnie prostoliniowo
lub po okregu. Dopuszczona tu zostaje jak wida¢ mozliwosé
zmiany kierunku predkosci bez dziatania jakiejkolwiek sity.
Niemniej jednak nowatorskie podejscie Galileusza, dopuszcza-
jace ruch bez przyczyny, rezygnacja 2z pojecia ruchu jako
zjawiska wymuszonego, stworzylo mozliwo$¢é sformulowania péi

wieku pézniej praw ruchu w mechanice klasycznej.
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2. Zauwazmy, ze o zasadzie inercji mozna tez mowi¢ w
konteks$cie zadan dotyczacych prognozy ekonomicznej. Jezeli
nie znamy praw rzadzgcych rozwojem zjawiska i jedynymi dany-
mi jakimi dysponujemy sa jego wczesniejsze realizacje, to
prognozujac stany w przyszlosci musimy zaklada¢ pewna niez-
miennos$¢ obserwowanego procesu. Dzieje sie tak w przypadku
kazdej 2z wczes$niej opisanych metod. Najlatwiej to zauwazyc
rozpatrujgc modele ciggle, gdyz posta¢ funkcji trendu jest
wlasnie wyrazem tej niezmiennosci. To, jak autorzy
poszczegdélnych metod rozumieli niezmienno$é, bezwladnoscé
zjawiska mozna mozna odczytac¢ albo ze wzoru pozwalajacego na
wyznaczenie prognozy, albo nalezy siegng¢ do zalozen, ktoére
legly u podstaw tych metod. Rozpatrzmy dla przykladu metode
trendu wielomianowego. Konstrukcja tego modelu oparta jest
na zalozeniu, Zze obserwowane dane pochodza z pewnego procesu
opisywanego funkcja typu wielomianowego. Poszukuje sie
wowczas wielomianu, ktéry najlepiej, wedlug przyjetych kry-
teriéw, aproksymuje punkty szeregu czasowego. Nastepnie w
celu wyznaczenia prognozy, tutaj za pomocg funkciji trendu,
przyjmuje sie, ze takze w przyszlosci zjawisko to bedzie
opisywane tym samym wielomianem. Sposéb okreslenia prognozy
jest w tym wypadku bardzo podobny do sposobu wyznaczania

przyszlych stanéw zjawiska na podstawie praw rozwojowych.
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Faktycznie przyjmuje sie bowiem ze, znaleziony wielomian
opisuje zjawisko zaréwno w przeszlosci, jak 1 przysziosci,
czyli rozwojowym prawem nauki dla tego zjawiska Jjest prawo
gloszace, ze jego stany w czasie opisuje wspomniany wielo-
mian. Jest to wiec praktycznie préba znalezienia prawa roz-
wojowego, a nie prognozowanie w warunkach nieznajomosci tego
prawa.

Kazda inng metode prognozy opierajgca sie na zblizonym
rozumieniu niezmiennos$ci zjawiska mozna podobnie klasyfiko-
wa¢ jako probe znalezienia praw rozwojowych. Bedzie tak wte-
dy, gdy o stanie zjawiska w przyszlosci bedziemy rozstrzygac
na podstawie wartos$ci pochodzgcych z tej samej trajektorii
co punkty szeregu czasowego. Oznacza to przyjecie zalozenia,
ze trajektoria ta opisuje rozwéj rozpatrywanego 2zjawiska,
czyli stanowi prawo nauki rzgdzgce danym procesem. W zagad-
nieniach praktycznych nalezenie do trajektorii jest czesto
zastepowane innym kryterium, np. minimalizacja odchylen
wedlug ustalonego miernika. Wynika to z trudnos$ci dokladnego
podania danych, ktére w wiekszosci przypadkow, jesli nie uw-
zgledniac prostych prognoz mikroekonomicznych, np.
dotyczgcych wielkos$ci sprzedazy pewnego towaru przez ustalo-
ng siec¢ sklepdéw, obarczone sg bledami. Niemniej jednak kazde
prognozowanie, ktére opiera sie na podaniu analitycznego

wzoru funkcji aproksymujgcej posiadane dane, gdzie prognoze
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wyznacza sie na podstawie wartosci funkcji ustalonej na
calej prostej lub przynajmniej polprostej rzeczywistej, na-
lezy klasyfikowa¢ Jjako metode dazacg do odkrycia praw
rozwoju.

Innym problemem jest to, czy w ogdle takie podejscie
przy danej metodzie ma uzasadnienie teoretyczne. Wiadomo
przeciez, ze np. dowolne n punktéw na plaszczyznie interpo-
luje wielomian n-1 stopnia. Jednakze powstaje pytanie o po-
wody, dla ktérych wielomian taki mialby opisywa¢ konkretne
zjawisko ekonomiczne. W przypadkach, gdy uzasadnienie takie-
go, a nie innego, charakteru rozwoju jest nieprzekonywujgce
nalezy uzna¢, ze nie jest to nic innego jak tylko 2zyczenie
autora metody. Brakuje obecnie wiedzy 1 aparatu formalnego
pozwalajacego na naukowg weryfikacje takich pogladéw. Pozos-
taje jedynie wiara w genialng intuicje twércy i mozliwosé
sprawdzenia ex post otrzymanych wynikéw, co jednak w przy-
padku drugiego wariantu pozostaje nadal jedynie eksperymen-
tem myslowym, pewnym dos$wiadczeniem, ktére dopiero moze
sluzy¢ jako wstep do podania teorii naukowej. Jest to droga,
ktéra w wielu przypadkach w dziedzinie fizyki doprowadzita
do odnalezienia praw nauki i by¢ moze podobnie stanie sie w
przypadku zagadnien ekonomicznych. Dzisiaj zmuszeni jastesmy
jednak traktowac¢ takie préby w kategoriach eksperymentéw i

doswiadczen, co oznacza, ze wiarygodnos$¢ tych prognoz nalezy
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ocenia¢é tak samo jak, wiarygodnos$¢ kazdej innej prognozy,
np. haiwnej, gloszgcej 2ze stan zjawiska Jjutro bedzie taki
sam jak dzisiaj.

Istnieje pewna grupa zjawisk w $wiecie nas otaczajacynm,
ktérych czlowiek nigdy nie bedzie w stanie prognozowac opie-
rajac sie na prawie nauki rzadzgcym danym procesem.
Niewyobrazalne jest np. prognozowanie z dokladnos$cig do dnia
i godziny dlugosci 2zycia <czlowieka. Stworzenie takiej
mozliwosci doprowadzitoby do zaprzeczenia istnienia
ludzkosci w dotychczasowej formie. Szkody w psychice jakie
powoduje znajomosc¢ daty swojego zgonu byly jednym z gldéwnych
argumentéw przeciwnikéw kary $mierci. Przyklady takie moga
uzasadnia¢ teze o tym, 2ze niektére zjawiska nie daja sie
uja¢ w ramy praw rozwojowych. Jednakze na problem ten mozna
spojrzec¢ inaczej. Nie mozna mianowicie wykluczy¢ obiektywne-
go istnienia tych praw. Ich nieznajomos$¢ niekoniecznie musi
wynika¢ z ich nieistnienia, lecz z braku mozliwos$ci pozna-
nia. Nie mozna stwierdzié¢, ktéra z tych mozliwos$ci zachodzi.

Stwierdzenie takie roéwnaloby sie bowiem poznaniu.

3. W przypadku prognozy ekonomicznej, jezeli nie 2znamy
prawa nauki niezaleznie od przyczyny takiego stanu rzeczy,
to nalezy =zastanowi¢ sie nad innymi sposobami wyznaczania

przysztych stanéw zjawisk. Jedng 2z mozliwos$ci sa prognozy
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wyznaczne na podstawie opinii ekspertéw z danej dziedziny. W
takiej sytuacji nie szuka sie modelu ogdélnego, lecz opraco-
wuje analize przewidywanych przyszlych stanéw konkretnego
zjawiska. Abstrahujgc od technicznej strony opracowywania
takich prognoz mozna stwierdzi¢, ze przy zachowaniu dwoéch
podstawowych warunkéw prognozy te moga okaza¢ sie bardzo
przydatne. Warunkami tymi sg kompetencja eksperta i odpo-
wiednio dlugi okres obserwacji zjawiska. Dlugos$c¢ tego okresu
jest zalezna od charakteru procesu i wiedzy eksperta. Musi
ona byc¢ taka, aby pozwalala na poziomie jego wiedzy na
zauwazenie, o ile istnieja, pewnych prawidlowoscl
warunkujgcych wyciggniecie wnioskéw na przyszlosc.
Podstawowg zaleta takiego podejscia do prognozowania
przyszlych stanow zjawisk jest jego Kkonkretnosc¢. Wiadomo
bowiem, ze jakiekolwiek uogdélnienia, proby zastosowania mo-
deli opracowanych do prognozowania jednego okres$lonego zja-
wiska, czy grupy =zjawisk, na inne procesy moga stac¢ sie
calkiem nieprzydatne. Nie jest to droga prowadzgca do pozna-
wania praw rozwoju. Jednostkowej, konkretnej opinii eksperta
nie mozna uogdélnia¢ nawet woéwczas, gdy Jjest to mozliwe od
strony technicznej, tzn. w przypadku, gdy ekspert podaje
pewien algorytm wyznaczania prognozy na podstawie posiada-
nych danych, a nie okres$long wielko$¢ bedaca jego zdaniem

przysztym ilosciowym stanem zjawiska. W przypadku podania
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takiego algorytmu mozemy co najwyze]j traktowa¢ go jako auto-
ra jeszcze jednej metody prognozowania. Jezeli zostala ona
stworzona na podstawie analizy konkretnego szeregu czasowe-
go, to Jjej przydatnos¢ w innych przypadkach jest raczej
watpliwa.

Druga mozliwo$¢, to pewne proby tworzenia modeli
ogélnych. Pomocne w tej sytuacji moze okazac¢ sie rozumienie
niezmiennosci bezwladno$ci procesu zaczerpniete 2z innych
dzial6ow nauki, a konkretnie 2z fizyki. Wyobrazmy sobie
sytuacje, w ktorej poruszjgcy sie punkt materialny przecho-
dzi z obszaru dzialtania pola sil! do obszaru, w ktérym nie
dzialaja zadne sily. Punkt ten w drugim obszarze porusza sie
ruchem jednostajnym, prostoliniowym o parametrach jednoz-
nacznie wyznaczonych w punkcie wspélnym toru i brzegu obsza-
row. Odpowiednikiem pierwszego obszaru jest przeszlos$c. Tam
znamy przebieg rozwoju zjawiska. Wiemy co i w jaki sposéb
ksztaltowalo takie, a nie inne jego stany ilosciowe. Wiedza
ta, z pewnym uproszczeniem, siega terazniejszos$ci - brzegu
obszaréw, lecz to co bedzie sie dzialo w przyszlosci jest
dla nas rzecza niewiadomg. Zjawisko wchodzi w informacyjna
"préznie". To, co i w jaki sposéb bedzie nan oddzialowywatlo
mozna rozpatrywa¢ jedynie w sferach prognoz. Nawet jezeli
wiemy na przyklad, ze cene danego surowca ksztaltuje poziom

jego wydobycia w kilku okreslonych krajach, to tego czy tak
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bedzie w przyszlosci, nawet najblizszej, nie wiemy. 2Zdarzy¢
sie bowiem moze, ze zostang odkryte nowe zloza lub surowiec
ten na skutek wdrozenia nowych technologii straci na znacze-
niu gospodarczym 1 to w rezultacie spowoduje znaczne
obnizenie ceny.

Modelem przyszlosci Jjest tu obszar, w ktérym nie
dzialaja zadne sily. Tam rozwdéj powinien by¢é jednostajny
prostoliniowy, co oznacza, 2ze trend zjawiska ma opisywac
funkcja liniowa, ktoérej parametry wyznaczone sg na podstawie
obserwacji przeszlosci. Wydaje sie, ze takie rozumienie bez-
wladnosci procesu Jjest najbardziej naturalne. Czynniki
zewnetrzne ksztaltujace zjawisko w przeszlos$ci nadaja mu pe-
wien kierunek rozwoju, ktéry w przyszlosci, przynajmniej
najblizszej, powinien by¢ zachowany. Kierunek ten odzwier-
ciedla wlasnie liniowa funkcja trendu.

Mozna zastanawia¢ sie nad tym czy takie rozumowanie, w
ktérym abstrahuje sie od wplywu innych czynnikéw na dane
zjawisko w przyszlosci, jest stuszne. Jeden 2z argumentéw
uzasadniajacych takie podejscie zostal juz podany, a miano-
wicie skale wplywu takich czynnikéw mozna jedynie prognozo-
wa¢ 1 prowadzi to w efekcie do prognozowania na podstawie
prognozy, co moze powodowa¢ kumulacje bleddw.

Sa takze inne argumenty przemawiajgce za takim rozumie-

niem bezwladnos$ci. Zjawiska ekonomiczne czesto 2z pewnym
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opdznieniem reaguja na zmiany warunkéw zewnetrznych i o ich
poziomie w danym momencie nie decyduje aktualny stan innych
czynnikéw, lecz ich stany wczes$niejsze. Wiadomo, ze w czasie
wzrostu gospodarczego wzrastajg wydatki inwestycyjne. Trend
ten zostaje w pewnym stopniu zachowany nawet w wypadku
zalamania koniunktury. Wigze sie to kwestig oplacalnosci
przerwania inwestycji. Proces realizacji nowych
przedsiewzie¢ jest stosunkowo diugi i jezeli obnizenie wzro-
stu gospodarczego nastagpi jeszcze w tej fazie, to czesto
nieoptacalna staje sie rezygnacja z wczesniejszych
zamierzen. Powoduje to poszukiwanie nowych rozwigzan, takich
jak przebranzowienie 1lub na przyklad zmiana przeznaczenia
rozpoczetych buddéw. W konsekwencji wydatki na inwestycje z
pewnymi korektami 1idg dalej torem wyznaczonym w okresie
dobrej koniunktury.

Podobnie dzieje sie z innymi zjawiskami szczegdlnie w
skali makroekonomicznej. Elastyczne reagowanie zjawisk w
skali makro na zmiany czynnikéw zewnetrznych musialoby byé
konsekwencja idealnego zachowania sie podmiotow w skali mik-
ro. Czesto wymagaloby to od nich precyzyjnego prognozowania
punktéw zwrotnych, co jak wiadomo nie jest rzecza prosts.
Oprécz tego nie wszystkie jednostki gospodarcze cechuje
pelna racjonalno$¢ dzialania. Czynniki te powodujg, ze zja-

wiska gospodarcze, w skali np. kraju, zachowuja sie czesto
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jak ciezka maszyna poruszajgca sie po pewnym torze. Zmiany w
kierunku jej poruszania sie ze wzgledu na duzg bezwladnosc
sa trudne i dlatego nastepuja z pewnym opdzZnieniem. Z tego
tez powodu zakladanie inercji zjawisk w ujeciu zaczerpnietym
z fizyki ma takze pewne uzasadnienie praktyczne wynikajace z
charakteru obserwowanych procesoéw.

Innym problemem jest kwestia horyzontu prognozy wyzna-
czonej na podstawie tak okreslonego trendu. Oczywiste jest,
2e dokladnos$¢ prognozy maleje wraz ze wzrostem jej horyzon-
tu. Zasada ta Jjest takze widoczna w tym przypadku, gdyz
trudne wydaje sie utrzymanie przez dluzszy czas bezwladnego
rozwoju zjawiska. Wplywy czynnikéw zewnetrznych muszg w pew-
nym momencie da¢ znac¢ o sobie ksztaltujgc inne tory rozwoju.
Nalezy stwierdzic¢, Zze najlepsze prognozy bedzie sie otrzymy-
wa¢ na okres nastepny, tzn. czas wyznaczony Jjednostka pomia-
ru szeregu czasowego. W $wietle wczes$niejszych uwag na temat
horyzontu prognozy nie jest to oczywiscie nic odkrywczego.
Niemniej jednak nie mozna wykluczy¢ trafnego prognozowania
takze na okresy poézniejsze. Zaleze¢ to jedna ze musi od spe-
cyficznych wlasciwos$ci prognozowanego zjawiska. Im bardziej
dany proces jest niezalezny od otoczenia, im trudniej reagu-
je na zmiany zewnetrzne, tym trafniejsze beda prognozy

$Srednio- i dlugoterminowe.
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4. Zauwazmy, ze o takim pojmowaniu niezmiennos$ci rozwo-
ju zjawiska w przyszlos$ci mozemy méwic¢ w przypadku kilku me-
tod opisanych w poprzednim rozdziale. Wszedzie, gdzie auto-
rzy jako funkcje trendu proponuja funkcje liniowg, faktycz-
nie przyjmuja fizyczng zasade inercji. Wyjatkiem moze tu byc¢
jedynie metoda trendu liniowego, ktéra ze wzgledu na postu-
lowang liniowa 2zaleznos$¢ ksztaltowania sie zjawiska w cza-
sie, nalezy raczej klasyfikowa¢ jako probe znalezienia prawa
rozwojowego. 2Zasada inercji jest takze widoczna w metodach
dyskretnych. Zwréémy uwage, ze w przypadku metod podwédjnych
$rednich ruchomych i powdjnego wygladzania wykladniczego,

prognoze na okres T+k mozna wyznaczyC ze wzoru

ppk=ak+b,
4 ’
gdzie odpowiednio b=28n4_srn 1 a=2(Sﬂl-STd)/(k-1) lub
4
a=a(Shq-STﬂ)/(1-a). Podobnie dla metod opisanych w

punktach dziewigtym i dziesigtym mozna przyjaé, ze

p k+p

=r .
T+k T+1 T+1

O prostoliniowym rozwoju zjawiska w przyszlos$ci mozna méwic
takze, z wyjatkiem metody z punktu ésmego, w wypadku pozos-
talych modeli. Wystarczy przyjac¢, ze wspélczynnik kierunkowy
prostej okreslajgcej trend jest réwny zeru. Wspomniane meto-
dy roéznig sie jedynie wyborem parametréw opisujgcych trend,
co wynika z réznicy przeslanek, jakimi kierowali sie autorzy

w interpretowaniu wszes$niejszych stanéw zjawiska. Z tego tez
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powodu na ogoél inne beda prognozy wyznaczone metodg aproksy-
manty ruchomej, a inne otrzymamy po zastosowaniu liniowego
wygladzania wykladniczego.

Cechg wspélng wszystkich tych metod jest traktowanie
inercji jako dodatkowego postulatu. Nie jest ona wynikiem
przyjetych wszeéniej zasad interpretowania poprzednich
stanéw zjawiska. Wyjatkiem wydawac¢ sie tu moze metoda trendu
segmentowego, gdzie prostoliniowy rozwdéj w przyszlosci jest
konsekwencja aproksymowania danych do$wiadczalnych. Pamietac
jednak nalezy, ze prognozujgc na podstawie tej metody, na
samym wstepie czyni sie zalozenia niedopuszczajgce zadnych
innych funkcji oproécz liniowych, przez co postulat
bezwladnosci tkwi w zalozeniach juz od samego poczatku. W
skrajnym przypadku mozna sobie wyobrazi¢, ze jednakowe wyko-
rzystanie danych statystycznych bedzie prowadzilo do utwo-
rzenia roznego rodzaju funkcji trendu.

Z sytuacja niepostulowanej bezwladnosci mamy do czynie-
nia wtedy, gdy w rezultacie analizy szeregu czasowego, doko-
nywanej bez szczegdlnych ograniczen dotyczacych mozliwosci
ksztaltowania sie procesu, otrzymamy liniowa funkcje trendu.
Korzystajac 2z oznaczen przyjetych w poprzednim rozdziale
mozna powiedzie¢, 2ze funkcja minimalizujgca na zbiorze U
funkcjonal p musi na przedziale [T,w) by¢ liniowa, przy czym

elementami U nie moga by¢ jedynie funkcje przedzialami lini-
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owe, jak to ma miejsce w przypadku metody trendu segmento-
wego, czy metody trendu 1liniowego. Trudno Jjednoznacznie
stwierdzi¢, jaka co najmniej klase funkcji ma obejmowaé

zbiér U. Jezeli przyjmiemy zalozenie, jak to sie czyni w

pracy [13, s. 111], ze kazdy realny proces mozna opisac¢ za
pomoca réwnania rézniczkowego liniowego o stalych
wspélczynnikach, to U powinien zawiera¢ wszystkie

rozwigzania takich réwnan, tzn. kombinacje liniowe wielomia-
noéw, funkcji wykladniczych i trygonometrycznych. Przy kons-
trukcji metody opisywanej w nastepnym rozdziale przyjmuje
sie, ze U=d%R). Jest to wyraz przekonania o niemozliwosci
zachodzenia gwaltownych, niecigglych zmian proceséw ekonomi-
cznych.

Interpretacja przeszlosci, powody dla ktdérych zjawisko
rozwijalo sie w taki, a nie inny sposdéb, stanowig podstawe
tworzenia danego modelu prognostycznego. Przeslanki te maja
rézne uzasadnienia, ktére mozna znaleZ¢ w literaturze opisu-
jacej poszczegdlne metody.

5. Sprobujmy zastanowi¢ sie nad zasadami, ktére rzadza
otaczajacymi nas procesami. O jednej z nich, a mianowicie o
zasadzie 1inercji Jjuz wspomniano. 1Inng, zgodnie 2z ktéra
zachowuja sie takze zjawiska ekonomiczne, Jjest zasada
réwnowagi [14] W najprostszej wersji moze ona oznaczac¢ na

przyklad zréwnanie popytu z podazg.
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Jedng 2z wazniejszych 2zasad mechaniki klasycznej jest
zasada najmniejszego dziatania Hamiltona [15, s. 60] Glosi
ona, 2e ruchy ukladéw mechanicznych odbywaja sie wzdluz
ekstremal funkcjonalu opisujgcego calkowitg roéznice energii
kinetycznej i potencjalnej. Upraszczajgc mozna stwierdzicg,
ze uklady mechaniczne dazg do minimalizacji energii. Roz-
patrzmy przyktad idealnie gietkiego, jednorodnego i
nieskorniczonego preta, umocowanego skoriczonga liczbg wezloéw,
na ktoéry nie dziatajg zadne silty. Ksztalt preta bedzie w tej
sytuacji ustalony przez zasade minimalizacji energii, w tym
przypadku energii sprezystosci.

Jezeli ograniczymy nasze rozwazania do prognoz wyzna-
czanych na podstawie szeregéw czasowych i w zwigzku 2z tym
jedynymi danymi jakimi dysponujemy bedg wczeéniejsze reali-
zacje obserwowanego zjawiska, tzn. jedyng zmienng od ktodrej
zalezg jego stany ilosciowe jest czas, to mozemy =zauwazyc,
ze wspomniany pret jest dobrym modelem opisujgcym te sytuac-
je. Jego polozenie jest wykresem stanéw ilosciowych zjawiska
w czasie, a wiezy, ktérymi jest umocowany, to warunek prze-
chodzenia trajektorii przez punkty, w ktérych zjawisko bylo
obserwowane i znane sa jego realizacje. Odpowiednikiem
zalozenia, ze na pret nie dzialaja zadne sily zewnetrzne
jest tu postulat braku zaleznosci procesu od innych niz czas

czynnikéw. Polozenie preta miedzy wezlami mozna traktowacé
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jako model rozwoju zjawiska w przeszlos$ci, jego ksztalt zas
poza ostatnim wezlem, jako trend na przyszlosc.

Przy tak postawionym zadaniu rodzg sie jednak pewne
trudnosci teoretyczne zwigzane z podaniem analitycznego wzo-
ru funkcji przedstawiajgcej ulozenie preta. Z tego powodu
nie jest w przypadku ogélnym znany jego ksztalt, a co za tym
idzie postac¢ funkcji trendu; nie wiadomo dlatego czy spelnia
ona warunek inerciji. Przy pewnych upraszczajacych
zalozeniach mozna jednak problem opisu ksztattu preta
rozwigzac¢. Okazuje sie, ze trend opisywany Jjest wdwczas
funkcjag liniowa, czyli z jednej strony mamy spelniong zasade
minimalizacji energii dotychczasowego przebiegu zjawiska, a
z drugiej jego bezwladno$¢ w przyszlosci. W tym przypadku
bezwladnos¢c ta Jjest konsekwencjg minimalizacji energii, a
nie wynikiem dodatkowych zalozen.

Szegdlowa analiza budowy modelu prognostycznego oparte-
go na opisanych przestankach 2zostanie przedstawiona w
nastepnym rozdziale. Tam tez zostanie podana metoda progno-

zy, ktéra jest wynikiem wspomnianych uproszczen tego modelu.

60



Rozdzial 3

FUNKCJE O MINIMALNEJ SREDNIOKWADRATOWEJ KRZYWIZNIE

1. Podstawowym problemem zagadnien prognostycznych jest
okreslenie obserwowanego zjawiska w czasie t>tT, gdzie T
jest chwilg jego ostatniej obserwacji. Od wybranej metody
prognozy zalezy to, w jaki sposéb wykorzystywane bedg posia-
dane dane z przeszlosci. Przyklady cytowane w pierwszym roz-
dziale wykazuja, 2ze niezaleznie od podstaw teoretycznych
wnioskowania zadanie takie sprowadza sie albo do utworzenia
kombinacji liniowej obserwowanych wielkog$ci, albo do minima-
lizacji pewnego funkcjonalu zaleznego od danego szeregu cza-
sowego. Zachowujgac wspomniany dychotomiczny podzial metod
prognozy sproébujmy skonstruowa¢ model spelniajgcy postulaty
zawarte w poprzednim rozdziale, oparty na zasadzie minimali-
zacji 9$Sredniokwadratowej Kkrzywizny funkcji interpolujacej
punkty szeregu czasowego i inercji zjawiska w przyszlosci.

Przypuscmy, ze dany mamy szereqg CzasoOwWy yl,yz,...,y

T

wielkosci ekonomicznych mierzonych w czasie tl,tz,...,tT.
Wspomniana zasada minimalizacji $redniokwadratowej krzywizny

funkcji interpolujgcej punkty szeregu czasowego ma swoj od-
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powiednik w naturze. Wyobrazmy sobie, 2ze mamy idealnie
gietki pret umocowany wezlami
U={(tl,yl),(t2,y2),...,(tT,yT)}. Regula minimalizacji ener-
gii sprezystosci spowoduje, ze pret ulozy sie wzdluz krzywej
minimalizujgcej $redniokwadratowa krzywizne [16, s. 171].
Calkowita energia E wygietego preta wyraza sie woéwczas
wzorem

E=Ik2dl ,
1
gdzie k jest funkcja opisujaca krzywizne, 1 zas krzywa,

wzdluz ktérej uklada sie pret. Energia zalezy wiec od kwad-
ratu krzywizny w kazdym punkcie wygietego preta oraz
polozenia, w jakim sie on znajduje. W rozwazaniach tych nie
uwzglednia sie wspdélczynnikéw proporcjonalnosci, zwigzanych
np. z materiatem z jakiego wykonany jest pret, w celu zacho-
wania przejrzystosci zagadnienia. Wielko$¢ E mozna intuicyj-
nie traktowa¢ jako iloczyn dlugosci preta i jego
$redniokwadratowej krzywizny.

Teoretycznie 1 moze by¢ dowolng krzywa, hnatomiast w
praktycznych zastosowaniach ekonomicznych dotyczacych prog-
nozowania zjawisk nalezy zalozy¢, ze 1 jest wykresem pewnej
funkcji, gdyz w okreslonej chwili t stan obserwowanego zja-
wiska jest jednoznacznie wyznaczony. Innymi slowy rozwaza

sie tylko takie krzywe, ktére w ukladzie wspédlrzednych czas-
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wartos$¢ szeregu czasowego maja z kazda prosta prostopadla do
osi czasu co najwyzej jeden punkt wspélny. W takim przypadku
mozna albo calke krzywoliniowa sprowadzi¢ do catki po odcin-
ku [17, s. 7], albo zadanie minimalizacji calkowitej energii
upro$ci¢ do zagadnienia minimalizacji w 2zbiorze I1(U)
funkcjonatlu

£°(t)

v(£)=[x3(t)at= dt,
£‘ i (1+£7%(t))°

gdzie D=[t ,t ], a I1(U) jest zbiorem wszystkich funkcji
f:[tl,tT}¢R, cigglych na odcinku [tl,tT], majacych ciagla
druga pochodng w przedziale (t1’tr)’ dla ktorych istnieje
calka okreslajaca funkcjonal v i ktére interpoluja punkty
zbioru U, czyli spelniajg réwnosci f(q)=yi, i=1,2,...,T.
Zbidér Il(U) jest oczywis$cie niepusty, gdyz nalezy do niego
np. kazdy wielomian interpolujgcy uklad punktdéw U.

Wyrazenie pod znakiem calki przedstawia kwadrat krzy-
wizny w punkcie t krzywej, ktoéra jest wykresem funkciji £
[18, s. 222]. Wartos¢ funkcjonalu v mozna interpretowac
intuicyjnie jako iloczyn dlugosci rzutu krzywej na o$ t i
jej s$redniokwadratowej krzywizny.

Rozpatrywanie funkcjonalu v w takiej postaci, jak to
zostalo przedstawione, nie prowadzi jeszcze do wyznaczenia

prognozy, gdyz nie bada sie tam zachowania funkcji w czasie
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t>T. Wrecz przeciwnie, rozwazania ogranicza sie tylko do
obserwowanego okresu [tl,tT]. Nalezy wiec poda¢, w jaki spo-
séb nalezy wyznacza¢ funkcje trendu. W tym celu rozpatrzmy
jeszcze dwa zbiory:

Iz(U) - 2zbiér wszystkich funkcji f:R*R, klasy C2,
interpolujgcych uklad punktéw U, dla ktérych istnieje catlka
okeslajaca funkcjonal v, przy czym calkuje sie po zbiorze
D=R,

Ia(U) - zbidér wszystkich funkcji feIz(U) takich, ze

f(t)=a t+b, dla te(-w,t )

f(t)=a t+b , dla te(t ,=).

W dalszych rozwazaniach funkcjonatl v(f)=Jki(t)dt bedzie oz-
D

naczany tak samo, niezaleznie do ktérego ze zbioréw nalezy
funkcja f. Nalezy tylko pamieta¢, ze Jjesli fel (U), to
D=[t1,tT], natomiast gdy feIz(U) lub feIa(U), to D=R.
Zauwazmy, z2e jezeli f jest wielomianem stopnia nz2, in-
terpolujgcym uklad punktéw U, to licznik w wyrazeniu pod
calkg jest wielomianem stpnia 2n-4, a mianownik wielomianem

stopnia 6n-6 nie posiadajacym pierwiastkéw rzeczywistych,

fu2 (t)
czyli J 5 3dt istnieje. Gdy f jest wielomianem stop-
p(1+f’ (%))

nia pilierwszego lub funkcja stalg, to wyrazenie pod calka
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jest tozsamos$ciowo réwne zeru, a wiec kazdy wielomian inter-
polujacy uklad punktéw U nalezy do zbioru Iz(U), czyli zbidr
ten nie jest pusty. Z definicji zbioru I_(U) wynika, ze
IS(U)SIZ(U). Zbiér ten takze Jjest niepusty. Przyktltady
funkcji nalezgcych do tego zbioru zostang podane w dalszej
czesci tego rozdziatu.

Latwo zauwazy¢, ze obciecie do przedziatu [t ., t]
kazdej funkcji nalezgcej do zbioru Iz(U)’ nalezy do I1(U).
Spostrzezenie to uzasadnia fakt, iz IZ(U)quﬂn, przy czym
zanurzenie nalezy rozumie¢ tak, 2ze kazdej funkcji fel (U)
przyporzadkowuje sie jej obciecie do przedzialu [t,.t1. Nie
mozna natomiast zbioru Ilﬂn zanurzy¢ w 2zaden ze zbioroéw
Iz(U) i Ia(U). Jest to konsekwencja tego, ze nie kazds
funkcje nalezgaca do zbioru Il(U) mozna przedluzy¢ w klasie
c® na caty zbidr 1liczb rzeczywistych. Uzasadnia to prosty
przyktad.

Niech u={(-1,0),(0,1),(1,0)} i niech feIl(Ub) bedzie

okreslona wzorem f(t)=¢§:;?, wtedy
-t
lim f’(t)=lim —— =o,
t+-1 t>-1 1-t2
czyli przedluzenie tej funkcji w sposoéb c¢® na R nie jest
mozliwe. Istnieje jedynie mozliwo$¢ przedluzenia cigglego,

co gwarantuje twierdzenie Tietzego [19, s. 143].

Zgodnie z opisang poprzednio zasada inercji rozwdédj zja-
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wiska w czasie t>T powinien by¢ wyznaczony przez funkcje 1li-
niowa. Podobnie mozemy zalozy¢, ze w chwilach t<t1, tzn. w
czasie gdy nie obserwowalis$my zjawiska, czyli w informacyj-
nej "proézni", rozwdj takze byl liniowy. Stad wniosek, ze
funkcja realizujaca minimum funkcjonalu v w 2zbiorze Iz(U)
powinna nalezec¢ do zbioru Ia(U)' Ograniczenie rozwazan do
zbioru I_(U) oznaczaloby potraktowanie zasady inercji jako
dodatkowego postulatu. W obu przypadkach trend zjawiska opi-
sywany bedzie przez liniowa czesc a2t+b2 funkcji
realizujacej minimum v. Aby wyznaczy¢ prognoze ilosciowa
zjawiska w dowolnym interesujacym nas czasie wystarczy pods-
tawic¢ do wzoru funkcji odpowiednig wartos$¢ zmiennej t. Oczy-
wiscie, jak to zostalo zasygnalizowane w rozdziale drugim,
horyzont prognozy nie moze byc¢ zbyt duzy. Najlepiej gdy nie
przekracza on Jjednostki czasu wyznaczone) przez pomiary sze-
regu czasowego. Prognozujgc na podstawie trendu wielkos¢
zjawiska w chwilach odleglych od aktualnej tT mozna oczeki-

wac¢ duzych odchylen od rzeczywistej realizacji zmiennej y.

2. Podstawowym pytaniem w zadaniach minimalizacyjnych
jest pytanie o istnienie nietrywialnego minimum. W przypadku

funkcjonalu v ratwo zauwazy¢, ze inf v(f)z0 dla i=1,2,3,
fEIi(U)

gdyz wyrazenie pod calkag jest kwadratem krzywizny, czyli
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wielkoscia nieujemns. Jezeli punkty uktadu ] sa
wspélliniowe, to istnieje funkcja liniowa g interpolujaca
ten uklad punktéw. Woéwczas

inf v(f)=v(g)=0, dla i=1,2,3.
feIl(U)

Wynika to z faktu, ze krzywizna prostej jest réwna zeru. W
takim przypadku zagadnienie prognozowania na podstawie tren-
du o minimalnej s$redniokwadratowej krzywizZnie sprowadza sie
do opisanego w rozdziale pierwszym trendu liniowego. Oznacza
to, ze zaréwno w przypadku jednej, jak i drugiej metody szu-
kana funkcja trendu bedzie taka sama. Zauwazmy ponadto, :ze
jesli f jest klasy c?, to ki jest funkcja ciagla, czyli wa-
runek vVv(f)=0 jest rdéwnowazny temu, ze ki jest funkcja
tozsamos$ciowo réwng zeru [20, s. 189]. Stad wynika, 2ze w ta-
kim razie f" jest funkcjg tozsamo$ciowo roéwng zeru, czyli f

jest funkcja liniowg. Tym samym udowodnili$my

TWIERDZENIE 1. v(f)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy f jest

funkcja liniowa.

Mozna stwierdzi¢ wobec tego, ze w przypadku gdy punkty
zbioru U sa wspdliniowe, to w kazdym 2z rozpatrywanych
zbiordéw Il(U) istnieje funkcja realizujgca réwne zeru mini-

mum funkcjonalu v.
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Powstaje naturalne pytanie, czy jes$sli uklad punktéw nie

jest wspoélliniowy, to takze inf v(f)=0?
fel (U)

odpowiedz na nie jest negatywna. Zauwazmy najpierw, ze

inf v(f) = inf v(f) = inf v(f),
feI (V) fel_(U) feI_(U)

co wynika 2z opisanej wczesnie)j zaleznos$ci miedzy 2zbiorami
Il(U), Iz(U)’ Ia(U). W zwigzku z tym wystarczy udowodnic, 2ze

inf v(£f)>0. Dowdd tego faktu poprzedzimy kilkoma prostymi
fel_ (U)
1

lematami.

LEMAT 1. Jezeli U={(t,0),(t,,v,),(t,0)} i y<0, to
dla kazdej funkcji feI1U%) istnieje przedzial [c,d], zawar-

ty w przedziale [t .t1, taki ze

y2 _y2
£’ (c)= £r(d)=
t -t t -t
3 1 3 1
i
|£7(t) |= , dla te[c,d].
t -t

D ow 6 d. Wiemy, ze feI (U), czyli f jest funkcja ciaglg i

wobectego istnieje punkt me[tl,ta], taki ze
f(m)= inf {f(t)} [18, s. 78]. Ponadto
te[tl,ta]

£(m)=<f(t )=y <0,

czyli m jest punktem wewnetrznym odcinka [t1’t3] i £’ (m)=o0,
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gdyzm Jjest ekstremum 1lokalnym funkcji f. Z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci s$redniej [18, s. 105] wynika, ze ist-
nieje punkt Ee(tl,m), taki ze

f(m)-f(t ) f(m) Y
£’ (€)= = =

m-t t -t t -t
1 3 1 3 1

2

Podobnie istnieje punkt Ce(m,t)), taki ze

f(t,))-f(m) -f(m) <Y,
£/(Q)= z z .
t -m t -t t -t
3 3 1 3 1
y2
Niech c=sup { fq[ { } ] n [t ,m] },
t3-tl 1

y2
d=inf { fq[ { } ] n [m,t]] }.
t -t
3 1

Funkcja f jest ciggla, wiec przeciwobraz zbioru domknietego

jest domkniety [19, s. 133]. Domkniety jest takze iloczyn
zbiorow domknietych [19, s. 114] i wobec tego c<d. Latwo za-
uwazyc¢, ze przedzial [c,d] spelnia teze lematu. =

LEMAT 2. Jezeli U£={(tl,0),(tz,yz),(ta,O)} i y2>0, to
dla kazdej funkcji feI1U£) istnieje przedzial [c,d] zawarty
w przedziale [t1’t3]’ taki ze

Y, -y
£’ (c)=

i |£7 () |= , dla te[c,d].

t -t
3 N
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D o w 6 d. Wystarczy zauwazyc¢, ze feIl(UZ) wtedy i tylko
wtedy, gdy -feIl(Ul), gdzie U1 spelnia zalozenia lematu 1, a

k°=k’ . =
f -f

LEMAT 3. Jezeli U3={ (t1’Y1) , (tz,yz) , (ta,ya) } jest
ukladem punktéw niewspédlliniowych, to istnieje taki 2zbidr
Ul,spelniajqcy zalozenia lematu 1 i U, spelniajacy zalozenia
lematu 2 oraz funkcja liniowa h, 2ze kazda funkcja feIl(U3)
rozklada sie na sume funkcji g 1 h, gdzie
geI1 (U1) uI1 (Uz) .

Dow 6 d. Przyjmijmy, ze
h(t) =at+y1—at1 '

g(t)=f(t)-h(t),

gdzie a= Z roéwnosci f(t1)=h(t1) i f(t3)=h(t3) oraz z

t -t
3 1
zalozenia niewspoélliniowosci ukladu punktoéw U, wynika ze

geIl(Ul)uIl(Uz), gdyz wéwczas f(tz)ath(tz) . u

LEMAT 4. Jezeli U3={ (tl,yl) ' (tz’yz) ’ (ta’ya)} jest

ukladem punktéw niewspétliniowych, to inf v(£f)>0.
feI (U,)

Dowdéd. Z lematu 3 wiemy, ze f=g+h, gdzie h jest liniowa,
a gEI1 (U1) uI1 (Uz) . Przypuscémy, ze geI1 (Ul) oraz

U1={(t1,0),(tz,y;),(ta,O)} i y’<o0. Niech [c,d] bedzie prze-
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dzialem spelniajgcym w przypadku funkcji g teze lematu 1.
Przyjmijmy oznaczenia
Y."Y -y!

3 1 2 2 3
a= , s=[1+[ + |a|] ]

t -t t -t

3 3 1

Korzystajac z nieréwnos$ci Schwarza [18, s. 287] otrzymujemy,

ze
Y gt 4 g2t d 2 ()
J1+f'2t3 ZJ.1+f'2t3dt=J‘ 1+'t+23d'Cz
e (t)) . (£)) L (1+(g’ (t)+a)?)
a 2(t) d (t) 1 d
J - I _— Ig" (t)dt— 12at =
S(1+(lg’ (t) [+a)®)’ . s a-c )
,2
1 d 2 1 2 4y2
—| jg" (vrat] = ———([g"(@-9" ()] = —— > o.
s (d-c) s(ta—tﬂ S(t3‘tﬂ
4y;2
Stata ——— nie zalezy od funkcji £, lecz tylko od
3
s(t, -t

ukladu punktéw U_, wiec takze inf v(f)>0. =
3
feI (U))

Prostym wnioskiem z lematu 4 jest
TWIERDZENIE 2. Jezeli U{(t,y),(t,,¥,),--.,(t,¥)}

jest ukladem punktéw niewspodtliniowych, to inf v(£f)>0.
feI (U)
1

Twierdzenie to nie rozstrzyga kwestii istnienia minimum
funkcjonatu v 1 nie wiadomo, czy ono istnieje w

ktérymkolwiek z rozpatrywanych zbioréw. Co wiecej, istnienie
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minimum w Jjednym zbiorze nie gwarantuje istnienia w
pozostatych. Mozna jednak poda¢ postac¢ funkcji realizujacej

minimum v w zbiorze IB(U) przy zalozeniu, 2ze funkcja taka

istnieje. Z twierdzenia 1 wynika, ze dla feIa(U)
t t T-1 t
2 T 2 T 2 i+ 2 .
ka(t)dt=J k?(t)at, ponadto J k*(t)at= ¥ j k?(t)dt i po-

R t t 1=1 t
1 1 i

niewaz skladniki sumy sg dodatnie, wiec jesli f, przy zacho-

waniu odpowiednich warunkéw gtadkosci, minimalizuje catke
t

i+l
J ki(t)dt na kazdym 2z przedzialdw [tl,t“l], i=1,2,...,T-

t
1

1, to takze minimalizuje warto$¢ v w zbiorze Ia(U). Niech
a1t+bl dla te(-m,tl]
£ (t) dla te(t ,t]

f(t) = A

£, (t) dla te(t .t

a_t+b dla te(t_,=)

2 2 T
t

i+l >
gdzie kazda z funkcji fi minimalizuje catke I kf(t)dt na

t

i
przedziale [tl,thl] i wobec tego fi spelnia réwnanie Eulera
£9%(t)

dla funkcji tworzacej F(t,fl(t),f;(t),f?(t))— > 3
(1+£7°(t))
[21, s. 53]. W tym przypadku ma ono nastepujgca postac:
a® aF
— ———(t, £ _(t), £/ (L), £ (L)) -
at? af" (t)
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d dF
— ———(t, £ (t), £/ (L), £"(t))=0.

dt af’ (t)
Obliczajac odpowiednie pochodne otrzymujemy:
3F 6f:(t)f?2(t) aF 2£" (t)
aE! (t) (1+£7%(e)) " af"(t)  (1+£7°(t))°
d aF
dt 9f’!(t)

48E7%(£) £ (£) =6 (1+£1 7 (£)) (£77 (L) +2£1 (1) £" (£) £.7 (1))

(1+£:°(t)) °

d 4F 2ff’(t)(1+f;2(t))-12f;(t)fgz(t)
dt a£" (t) (1+£7%(t)) !
a® oF 2f1““(t)(1+f;2(t))2
= +
at® af" (t) (1+£7°(£))°

(3)

i

-12(1+f;2(t))(3f;(t)f?(t)f (t)+f?3(t))+96f;2(t)f?3(t)

(1+£7%(8))°
Podstawiajgc je do réwnania Eulera otrzymujemy roéwnanie
rézniczkowe czwartego rzedu. Calka ogélna takiego roéwnania
zalezy od czterech parametroéw, czyli fi ma postac
fi(t,cl,cz,cg,c4), gdzie c.,c,,c,C, sa statymi. W zwigzku z

tym w catym zadaniu mamy 4T-4 parametry, gdyz liczba funkcji

fl wynosi T-1. Funkcja f musi naleze¢ do zbioru I3(U), czyli
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musza by¢ spelnione 2T-2 warunki interpolacyjne
fl(tl)zyi,
fi(t“1)=y“1, 1i=1,2,...,T-1
oraz 2T-2 warunki gladkosci

(t

(k)
i

(k)
I+1

£ (t)=f"_(t)=0.

£ y=t*t ), i=1,2,...,T-2, k=1,2,

i+1 i+1

Parametry alJ%,azJ% czesci liniowych wyznaczone sg Jjedno-
znacznie przez zalozenie gladkosci w punktach t1 i tr‘ Stad
wniosek, ze w ten sposdéb otrzymuje sie uklad 4T-4 roéwnan z
4T-4 niewiadomymi i jes$li posiada on rozwigzania, to wsrdéd
tak wyznaczonych funkcji f nalezy poszukiwa¢ funkcji reali-
zujacej minimum funkcjonalu v w zbiorze I3(U). W takim przy-
padku funkcja f charakteryzuje sie wiekszg od zakladanej
gtadkos$cia. Jej czesci liniowe sa oczywiscie klasy C°, na-
tomiast z twierdzenia Poissona [22, s. 128] wynika, ze kazda
z funkcji fl jest klasy c'. Na tej podstawie mozemy stwier-
dzi¢, ze w kazdym punkcie réznym od ti, i=1,2,...,T7, f ma
cigglg co najmniej czwartg pochodng, a w punktach ti ciagla
co najmniej druga.

Spelnienie réwnania Eulera jest tylko warunkiem ko-
niecznym minimalizacji funkcjonalu, a wiec znalezienie roz-
wigzan tego roéwnania nie gwarantuje Jjeszcze znalezienia mi-
nimum. Nalezy dodatkowo sprawdzi¢ czy funkcja bedgca ekstre-

malg jest argumentem minimum. Latwo zauwazy¢, ze rodziny
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f(t)=clt+c2 i E(t)=c1+x/cz—t2 sg oczywiscie rozwigzaniami
rownania Eulera dla funkcjonalu v. Z twierdzenia 1 wiadomo
takze, iz f w szczegélnym przypadku minimalizuje v. Nie sa
to jednak wszystkie rozwiazania i dlatego nie wiadomo czy
funkcji minimalizujacych nalezy szukac¢ jedynie w tych dwéch
klasach, niemniej jednak sa to najbardziej naturalne krzywe
dla tego zagadnienia. Charakteryzujg sie one bowiem statlg
niezalezng od punktu t krzywizng. W pierwszym przypadku jest

ona réwna zeru, w drugim zas 1/02, gdyz wykresem funkcji £

jest czes$c Yuku okregu o promieniu c,-

3. Trudnosci ze znalezieniem minimum funkcjonatu v po-
woduja, 2Z2e w zagadnieniach praktycznych konieczne jest pewne
uproszczenie zadania. Prognoze rozwoju zjawiska okreslac sie
bedzie na podstawie trendu, ktéry jest wyznaczony przez
funkcje minimalizujgca funkcjonal

w(f)=If"2(t)dt.
D

Podobnie jak poprzednio, funkcja f moze naleze¢ do ktdéregos
ze zbiorow Il(U)'Iz(U)’Ia(U)’ a zbidér D, w zaleznosci od te-
go ktéry z tych zbiowrdw rozpatrujemy, jest réwny

przedzialowi [td’tT] lub prostej rzeczywistej. W definicji

fnz(t)
tych zbioréw oczywiscie warunek istnienia I dt
D1+ % ()
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zastepuje sie warunkiem istnienia Jf"z(t)dt.
D

Réznica miedzy funkcjonalem w a v polega na =zamianie
mianownika funkcjonalu v na statg réwnag Jjeden. W tym przy-
padku oznacza to przyjecie zalozenia, ze £7°=0. Stad wnio-
sek, ze uproszczenie takie najlepiej stosowa¢ w przypadku
zjawisk charakteryzujgcych sie matg dynamikg rozwoju. Nie-
wielkie zmiany ilos$ciowe zjawiska w czasie usprawiedliwiajg
wé czas zalozenie, ze pochodna jest réwna zeru i mozna przy-
ja¢, iz s$redni kwadrat drugiej pochodnej dostatecznie dobrze
przybliza sredniokwadratowg krzywizne. Na ile dobre jest to
przyblizenie w konkretnym przypadku mozna oceni¢ obliczajac
warto$¢ minimalng funkcjonalu w i poréwnujac z oszacowaniem
infimum funkcjonalu v podanym w lematach 1 i 2. Inne oszaco-
wanie tego infimum podane zostanie w dalszej czesci tego
rozdziatu. Znalezienie wartosci minimalnej w nie jest zada-
niem trudnym, okazuje sie nawet, zZe w tym przypadku nie jest
konieczne oddzielne rozpatrywanie zbioroéw
Il(U),Iz(U),Ia(U). Wynika to bezposrednio 2z twierdzenia
Holladaya [23, s. 227]. Konsekwencjg tego twierdzenia jest
to, ze funkcja minimalizujgcg funkcjonal w w zbiorze Il(U)

jest funkcja
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£ (t) dla te(t ,t,]

f(t) = A

£ (t) dla te(t__ .t1,

\
gdzie f:’ i=1,2,...,T-1 jest wielomianem trzeciego stopnia i
f?(t1y=f¥q(tf)=0, ponadto funkcja f jest wyznaczona jedno-
znacznie.

Latwo zauwazyé¢, ze f mozna przediuzy¢ na calg prostg
tak, aby przedluzenie nalezalo do zbioru Ia(U) i minimalizo-
walo funkcjonal w w tym zbiorze, a co za tym idzie, takze w
zbiorze Iz(U)' Wystarczy na pozostalych przedziatach
okresli¢ f jako funkcje liniowa spelniajgca w punktach t1 i
t. odpowiednie warunki gladkosci. Funkcja liniowa ma drugg
pochodna stale réwnag zeru, wiec oczywiste jest, ze tak prze-
dluzona funkcja f bedzie minimalizowala funkcjonal w w zbio-
rach Iz(U) i I (0). Postac¢ szukanej funkcji f jest wiec nas-
tepujaca:

( at+b dla te(-w,t ]
f1(t) dla te(t1’tz]
f(t) = {

f (t) dla te(t Lt ]
T-1 T-1 T
L a2t+b2 dla te(tT,m),

gdzie fl sa funkcjami okreslonymi tak jak poprzednio, a pa-

rametry czesci liniowych wyznaczane sa z réwnan

77



{ alzf;(tl) i { a3f4—1(tr)
a1t1+b1=y1 ath+b2=yT.

W konkretnym zadaniu prognostycznym, aby znalezé
funkcje trendu a2t+b2 musimy najpierw wyznaczy¢ funkcje fl,
i=1,2,...,T-1. Wiemy, ze funkcje te sa wielomianami trzecie-
go stopnia, czyli zaleza od <czterech parametréw -
wspoérczynnikow tego wielomianu, mamy wiec 4T-4 niewiadome.
Warunki interpolacyjne i warunki gtadkosci dajg 4T-6 réwnan.
Dodatkowo wiadomo, 2Ze funkcja minimalizujgca funkcjonal w w

punktach t1 i tT ma drugg pochodng réwna zeru. Wobec tego

otrzymujemy uklad 4T-4 roéwnan

£ (t)=y, i=1,2,...,T-1,
£(t, )=y, ., i=1,2,...,T-1,
f:k)(tm)=f:‘:i(ti+l), i=1,2,...,T-2, k=1,2,
£9(t,)=0,
f¥—1(tT)=0

z 4T-4 niewiadomymi, a poniewaz jest on kramerowski, mozemy
wiec 2z niego jednoznacznie wyznaczy¢ wspoélczynniki wielo-
mianéw fi. Znalezienie stalych a, i b2 nie sprawia w tym
momencie zadnych klopotéw i sprowadza sie do rozwigzania na-
pisanego wczedgniej ukladu dwéch réwnan z dwiema niewiadomy-
mi, wynikajgcego z warunku cigglosci w punkcie tT funkcji £

i Jjej pochodnej. Okreslenie prognozy wielko$ci zjawiska w
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chwili t>tT sprowadza sie wtedy do obliczenia wartosci
funkcji trendu dla konkretnego argumentu.

Wyniki zastosowania tej metody do prognozowania konk-
retnych zjawisk ekonomicznych 2zostang przedstawione w

nastepnym rozdziale.

4. Opisana redukcja zagadnienia minimalizacji funkcjo-
nalu v do zadania znalezienia minimum funkcjonalu w nie jest
jedynym sposobem uproszczenia tego problemu. Mozna réwniez
zastanawia¢ sie nad mozliwoscig konstruowania prognoz na
podstawie minimalizacji $redniej wartosci bezwzglednej krzy-
wizny, czyli funkcjonalu

f"(t)
v1(f)=J|kf(t) |dt=” at.
D D

(1+f'2(t))3/2

Podobnie jak w poprzednich 2zadaniach, funkcjonatl v, mozna
teore-tycznie minimalizowa¢ w zbiorach Il(U),Iz(U) oraz
I.(0). Zbiory te definiuje sie tak samo jak w przypadku
funkcjonaltu v, z tym ze zamiast istnienia calki okreslajacej
v wymaga sie istnienia calki definiujacej v . 2biér D, ana-
logicznie jak w poprzednich zadaniach, jest réwny
przedzialowi [td’tT] lub prostej rzeczywistej, w zaleznosci
od tego, w ktérym z rozpatrywanych zbioréw funkcji minmali-

zuje sie funkcjonatl v, - W praktyce, w 2zwigzku z
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koniecznos$cia wyznaczenia funkcji trendu, nalezaloby zajmo-
wa¢ sie przede wszystkim zbiorami I (0) i I(U). 2
pézniejszych rozwazan wyniknie jednak, ze zadanie minima-
lizacyjne w kazdym z trzech okreslonych wyzej zbioréw ma ta-
kie samo rozwigzanie. Z tego powodu ograniczmy badanie mi-
nimum funkcjonalu v, do zbioru Il(U).

Zauwazmy na wstepie, ze

£ (t) £7(t)

at = ———
J (1+£7°%(£)) ™ S 1t ()

Prawdziwos$¢ tej roéwnosci mozna ltatwo sprawdzi¢ rézniczkujac

jej prawa strone. Korzystajgc z niej uzasadnimy, ze funkcjo-
natl v, nie osigga minimum w zbiorze I1“ﬂ)’ gdzie
t%={(—1,0),(0,1),(1,0)}. W tym celu udowodnimy wczesniej

trzy pomocnicze lematy.

LEMAT 5. Jesli fel (U), to sup fr(t)>1 lub
1 0]
te[-1,1)

inf fr(t)<-1.
te[-1,1]

D ow 6 d. Z twierdzenia Lagrange’a o wartos$ci s$redniej wy-
nika, 2e istnieje punkt €£e(-1,0), taki ze f’(€)=1.

Przypusémy, :ze sup f’(t)=1, wtedy f’(t)=1 na przedziale
te[-1,1]

(-1,0], gdyz inaczej f(0)<1l. Z ciaglos$ci funkcji £’ wynika,
ze f,(t)>0 na pewnym przedziale (0,m), czyli f(m)>f(0)=1.

Kontynuujgc dalej rozumowanie, 2z twierdzenia o wartosci
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$redniej wiemy, Zze istnieje punkt {e(m,1l), taki ze

f(1)-f(m) -f(m) -f(m)
£/ (Q)= = < <- 1. =
1-m 1-m 1

LEMAT 6. Dla kazdego feIl(Uo) vl(f)>v 2

D ow 6 d. Niech c<d bedg takimi punktami przedzial [-1,1],

ze:
£/(c)=1 i f(d)<-1
lub f’(c)>1 i £/(d)=-1,
wtedy
d f"(t) d fU(t)
J| at = J at| =
(l+f,2(t))3/2 (1+f,2(t))3/2
C C
£/ (d) £/ (c) -1 1
vV 1+£r2(@@) Vo 1+£/%(0) 1+1 1+1

Niech ¢ bedzie funkcja okreslong nastepujgcym wzorem:
exp(1l/t) dla t<O

o) - {
0] dla t=0.

Rozpatrzmy dwie rodziny funkcji

(1+1/n)¢(t)
g (t) =
¢ (t)+¢(x-t)
i hn(t) = -gn(-t); xe[-1,0), n>5.
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Z definicji g wynika, ze
gn(t)=1+1/n dla te[-=,X],
gn(t)=0 dla te[0,=].
Podobnie
h (t)=-(1+1/n) dla te[-x,=],

h (t)=0 dla te[-=,0].

LEMAT 7. Dla kazdego n>5 istnieje xe(-1,0], takie

0
ze Ign(t)dt=l.
-1
D ow 6 d. Zauwazmy, ze

exp(1l/t)>exp(1l/(-1-t)) dla te[—l,—b

exp(1/t)<exp(l/(-1-t)) dla te(-2,0].

W przypadku, gdy x=-1

0 0 -1/2

(1+41/n) ¢ (t) (1+1/n) ¢ (t)
[g,(0rae = | at = | N
3 3 e(t)+o(-1-t) 3 6(t)+h(-1-t)
O (1+1/n)¢(t) A O gt
J dt = (1+1/n) I 1 dt + J at| =
_1y #(E)+8(-1-E) K] _172 20(8)
3(1+1/n)/4 < 1.
Niech |x|<1-n/(n+l), wtedy
0 X
Jgn(t)dt > Jgn(t)dt = (1-]x|) (1+1/n) >
-1 -1
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(n+1/n) (1-(1-(n+1/n)))=1.
Korzystajgc teraz z cigglosci wzgledem x otrzymujemy teze

lematu. =

Podobnie mozna uzasadni¢, 2ze dla kazdego n>5 istnieje
1

xe[-1,0], takie ze Jhn(t)dt=—1.
0
Dla kazdego n>5 funkcje g _(t) i h (t) spelniajace te:ze

lematu oznaczmy odpowiednio Gn(t) i Hn(t).

TWIERDZENIE 3. Funkcjonatl \A nie osigga minimum na
zbiorze I_(U).
1'0
D o w 6 d. Niech fn bedzie ciggiem funkcji okreslonym na

przedziale [-1,1] nastepujacym wzorem:

fn(t)={ G (t) dla te[-1,0]

H (t) dla te(0,1].

Zauwazmy, 2e cigg
t

F (t) = Ifn(s)ds
-1
jest ciagiem funkcji nalezgcych do zbioru I (U,)), gdyz:

Fn(—l)=0,
0 0

Fn(O) = an(t)dt = JGn(t)dt=1,
-1 -1
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1 0 1
F (1) = an(t)dt = IGn(t)dt + an(t)dt=o
-1 -1 0

i FneCm[-l,l] [24, s. 16]. Ponadto F"=0 dla te(-1,1). W

zwigzku z tym

F/(-1) F/ (1)
lim vl(Fn) = 1lim - - - =
nsw N> V[1+F;2(—1) v/1+F;2(1)
£ (-1) £ (1)

1im ——— - — =V .
Doy 1+fi(-1) v 1+fi(1)

Wybdér zbioru U, podyktowany byl checig uproszczenia za-
pisu dowodéw lematéw 1 twierdzenia. Bez trudu mozna
zauwazy¢, ze podobne rozumowanie moze by¢ przeprowadzone dla
kazdego innego, trzyelementowego zbioru
U;={(t1,yl),(t2,y2),(ta,ya)}. Idea wszystkich dowodéw pozos-
taje taka sama, a zmieniaja sie tylko wspdlczynniki liczbowe
zwigzane z ukladem punktéw interpolowanych. Dla celdédw prak-
tycznych najwazniejsze Jjest oszacowanie podane w lemacie 6,
gdyz moze ono byc¢ takze stosowane, jak to zostanie wykazane
w dalszej czes$ci rozdziatru, do szacowania wartos$ci minimal-
nej funkcjonalu v. Mozna Jje bez trudu poda¢ w wersji
ogdélnej. Zauwazmy, ze kluczowa role w obliczeniu tej stalej

spelnia twierdzenie Lagrange’a. Liczby 1 i -1 z tezy lematu
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5 to nic innego jak tangensy nachylenia siecznych wykresu
funkcji f przechodzgcych przez punkty (-1,0), (0,1) oraz
(0,1) i (1,0) do dodatniej polosi t. Liczb tych nastepnie
uzywa sie do wyznaczenia stalej v/;ﬁ W przypadku ogdélnym,
jezeli ﬁl i ﬁz sg odcinkami Yagczacymi odpowiednio punkty
(tl,yl), (t2,y2) oraz (tz,yz) i (t3,y3), a polproste l1 i l2
o wspélnym poczagtku (t,,y,) zawieraja te odcinki i tworzg z
dodatniag poéltosig czasu katy odpowiednio o, i a, to wspom-

niane oszacowanie wynosi¢ bedzie

tga2 tga1

\/ 1+tg2a2 \/ 1+tg20zl
Zauwazmy takze, iz stala r nie zalezy od wyboru punktéw
. . \!!_
na poélprostych 11 i 12. Jezelil UO—{(t;,y;),(t2,y2),(t;,y;)}
i punkty
(t;,y;) i (t;,y;) nalezag odpowiednio do prostych l1 i 12, to

inf | V1(f) = inf vl(f).
fEIl(UO) fEIl(UO)

Mozemy wiec poprawnie okres$li¢ $rednig Kkrzywizne lamanej
utworzonej przez takie pdlproste przyjmujgc, iz jest ona
réwna r. Oczywiscie warunki t:1<t2<t3 oraz (tl,yl)el1 i
(t3IY3)€12 implikujg, 2ze powyzsza definicja nie dotyczy
wszystkich tamanych utworzonych przez poélproste o wspdlnym
poczatku. Nie obejmuje ona takich, ktére nie s3g wykresem

zadnej funkcji. Jezeli a i a, s3 wspélczynnikami kierunko-
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wymi prostych zawierajgcych odpowiednio p&lproste l1 i 12,
to jak latwo zauwazyc¢

a a
2 1

V/1+a§ v/1+af

W szczegélnym przypadku, gdy punkty zbioru U; s3a

wspélliniowe, to r=0 i minimum jest osiggane dla funkcji,
ktérej wykresem jest prosta przechodgca przez te punkty.
Zauwazmy ponadto, 2ze ciag funkcji Fn skonstruowany w dowo-
dzie twierdzenia 3 ma te wlasnos$¢, 2e na korncach rozpatrywa-
nego przedzialu drugie pochodne (jednostronne) sg roéwne
zeru, co pozwala te funkcje rozszerzy¢ w klasie c® na cala
prosta rzeczywista tak, aby rozszerzenie to nalezalo do zbi-
oru 11“%)’ a wiec takze do Izﬂ%). Wartosc¢c funkcjonalu v
na rozszerzonych funkcjach nie ulegnie oczywiscie zmianie,
gdyz krzywizna prostej jest roéwna zeru. Zatem funkcje te
aproksymujg infimum v, oW zbiorach Iz(U;) i IS(U;).
Wczesniejsze uwagi na temat mozliwos$ci przeformulrowania
twierdzenia 3 na przypadek dowolnego zbioru trzyelementowego
U; uzasadniaja, Zze rozumowanie to mozna takze powtdérzyé¢ w
przypadku takiego zbioru. W zwigzku z tym problem minimali-
zacji VoW zbiorach I1(Uo)’Iz(Uo) i Ia(Uo) ma takie samo
rozwigzanie, ktdére jest negatywne.W zbiorach tych nie ist-

nieje funkcja realizujgca minimum.
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5. Dalsze rozwazania dotyczy¢ beda uogdlnienienia
pojecia S$redniej wartosci bezwzglednej krzywizny na szerszg
klase funkcji, w ktérej wspomniane minimum jest osiggane. Do
zbiorow I1(U)’12(U)’13(U) wlgczmy dodatkowo wszystkie
funkcje interpolujgce uktad punktéw U, ktérych zbidr punktow

niecigglos$ci pierwszej i drugiej pochodnej jest =zawarty w

zbiorze {t.,t,...,t_ 1} oraz lim |f“)(t)|<m i
1’ 2 T-1 +
t~>tl
lim_|fm)(t)|<m dla i=2,3,...,T-1, k=1,2, tworzac odpo-
t—>ti
wiednio =zbiory I:(U),I;(U),I;(U) Zakladamy oczywiscie, ze

dolgczamy tylko te funkcje, dla ktérych catka okreslajagca
funkcjonat v, istnieje w kazdym z przedzialoéw
(=, £ ), (B, E), e, (E ).

Rozszerzenie klasy rozpatrywanych funkcji nastepuje jak
widac¢ kosztem rezygnacji 2z zakladanej wczesniej gladkosci.
Pewna regularnos$c¢ procesu jest oczywiscie czynnikiem nieod-
zownym w przypadku prognozowania. Jak mozna jednak zauwazyc,
cho¢by na przykladzie metod rozpatrywanych w rozdziale
pierwszym, stopien tej regularnosci jest rézny. Zalezy on
nie tylko od charakteru prognozowanego zjawiska i przyjecia
koncepcji praw rozwojowych, ale takze od stosowanego aparatu
matematycznego. Istniejg metody, np. metoda trendéw segmen-
towych, ktére nie postulujg nawet cigglosci rozwoju zjawis-

ka. Dokonana redukcja gtadkosci funkcji interpolujgcej
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punkty szeregu czasowego nie jest jak widac¢ czym$ nowym.
Na zbiorze I:(U) rozszerzenie v: funkcjonatu v, mozemy

okreslic¢ nastepujaco:

T-1 t T-1

. i+1
vi(f) =¥ J Ik, (t)]at + Y r,

i=1 t i=2
gdzie r jest krzywizng l'amanej utworzonej przez pdlproste o
poczatku w punkcie (ti,yi), bedgce stycznymi do wykresu
funkcji f w punkcie ti. Latwo zauwazy¢, ze Jest to
rzeczywiscie rozszerzenie funkcjonalu v, - Jezeli feIl(U), to
f ma ciagla pochodng w punktach t2,t2,...,tT_1 i styczne
prawo- i lewostronna sg identyczne. Wobec tego utworzona z
nich amana jest prostg i r =0 dla i=2,3,...,T-1, czyli
vl(f)=vl(f).

Funkcjonal v: na 2zbiorach I;(U) i I;(U) okresla sie

analogicznie przyjmujac

vi(f) =
t1 T-1 t“1 ® T-1
I |kr(t)|dt + z J |kf(t)|dt + I |kr(t)|dt + z.rl.
- 1=1 t t 1=2

i T

Z wczeéniejszych rozwazan wynika, 2ze prawdziwe jest
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TWIERDZENIE 4. Funkcja

a t+b dla te[t ,t_ ]
1 1 1 2
F(t) =
a t+b dla te(t ]
T-1 T-1 T-1 T
minimalizuje funkcjonatl v: w zbiorze I:(U), a funkcja
a t+b dla te(-o,t_ ]
1 1 2
F(t) =
a t+b dla te[t , )
T-1 T-1 T-1
w zbiorach I;(U) i I;(U), gdzie parametry a oraz bi

okreslone sa przez warunki cigglosci
{ at +b =y,
aiti*l+bi=yi”, i=1,2,...,T-1.

Twierdzenie 4 teoretycznie rozwigzuje problem stosowa-
nia metody minimalizacji $redniej wartos$ci bezwzglednej
krzywizny do prognozowania zjawisk ekonomicznych. W zastoso-
waniach praktycznych metoda ta redukuje sie jak wida¢ do
trendu liniowego. Wyznaczony jest on jednoznacznie przez dwa
ostatnie punkty szerequ czasowego. Wykresem tej funkcji jest
prosta przechodzgca przez te punkty. Trend wyznaczony w ten
sposOb zalezy wiec tylko od dwéch ostatnich obserwacji. Pro-
gnozy tak otrzymane sg w zwigzku z tym identyczne jak prog-

nozy otrzymane za pomocg trendu liniowego i metody naj-
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mniejszych kwadratéw stosowanej dla dwuelementowego szeregu
czasowedgo.

Warto zauwazyc¢, ze funkcja a__ t+b_ opisujgca trend
zjawiska ma wszystkie pochodne ciggle w punkcie t. czyli
redukcja gladkosci funkcji interpolujgcej nie wplynela na
gradkos¢ funkcji Fw punkcie t_. Ponadto wyznaczony trend
czyni zados¢ postulatowi inercyjnego rozwoju zjawiska.

Twierdzenie 4 moze by¢ takze stosowane do oszacowania
infimum funkcjonalu v. Zauwazmy bowiem, iz 2z nierdéwnosci

Schwartza wynika, ze

t t
T 5 1 T 2
Jkr(t)dt = — [ J |k, (t) |dt]
t T 1
1 1
czyli
1 . ’
inf v (f) = inf (vl(f)) .
feI (V) t -t fel (U)
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Rozdzial 4

EMPIRYCZNA WERYFIKACJA WYBRANYCH METOD PROGNOZY

1. W celu zaprezentowania praktycznego zastosowania
opisanych wczes$niej metod wybrano czternascie szeregéw cza-
sowych opisujacych warto$¢ netto s$rodkéw trwatych w sekto-
rach polskiej gospodarki. Wazne, z powodu przeprowadzonych
pézniej pordéwnan, Jjest to, ze sg to szeregi jednakowe ze
wzgledu na swéj charakter. Dotycza tego samego zjawiska eko-
nomicznego ujetego w rozbiciu dzialowym. Mozna wiec przy-
puszczac, ze reguly rozwoju i ksztaltowania sie stanéw
ilosciowych tych szeregéw powinny byc¢ takie same, z niewiel-
kimi odchyleniami zwigzanymi 2z okresowymi prioryretami dla
niektoérych dzialéw. W zwigzku z tym uzasadnione jest stoso-
wanie takich samych metod w celu prognozowania przyszlych
stanéw wszystkich tych procesoéw.

Wykorzystywane dalej dane statystyczne mozna podzielié¢
na dwie grupy. Pierwsza z nich to dwudziestoczteroelemen-
towe szeregi czasowe 2z lat 1962-1985, przedstawiajgce
ksztaltowanie sie wartos$ci netto s$rodkéw trwalych w cenach

stalych z roku 1971 w szes$ciu dziatach gospodarki narodowej,
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a mianowicie w:

budownictwie (1),

handlu (2),

lesnictwie (3),

przemysle (4),

rolnictwie (5),

transporcie i lacznosci (6).

Ze wzgledu na szczegdlng role przemyslu w tworzeniu do-
chodu narodowego i zdecydowanie najwiekszy jego udzial w ku-
mulacji majgtku trwalego, wydzielono osiem podstawowych
galezi tego dzialu i utworzono drugg grupe szeregéw czaso-
wych. Sa one tym razem siedemnastoelementowe i obejmuja dane
dotyczgce wartosci netto produkcyjnych s$rodkéw trwalych w
przedsiebiorstwach uspotecznionych w latach 1970-1986. Poda-
ne sg one w cenach statych z 1977 roku w rozbiciu na
nastepujgce galezie:

przemyst! chemiczny (7)),

przemysl drzewno-papierniczy (8),

przemys! elektromaszynowy (9),

przemys! lekki (10),

przemys! metalurgiczny (11),

przemys! mineralny (12),

przemys! paliwowo-energetyczny (13),

przemyst spozywczy (14).
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Dane te jak wida¢ nie sa aktualne, lecz celowo zostaly
ograniczone jedynie do polowy lat osiemdziesigtych. Powodem
tego byl 2z Jjednej strony narastajgcy proces inflacyjny,
ktéry mogilby w konsekwencji doprowadzié, mimo podawania
wielkosci w cenach statych, do powiekszenia i tak juz
wystepujacych bledéw w podawaniu danych statystycznych. O
ich istnieniu moze $wiadczy¢ na przyktad to iz dana wielkosc¢
w roéznych rocznikach statystycznych jest podawana inaczej
[25]). Z drugiej strony, rozpoczynajacy sie na przelomie lat
osiemdziesigtych i dziewieé¢dziesigtych proces prywatyzacji
powodujacy zmiane charakteru przedsiebiorstw, a co za tym
idzie, ich wylaczenie 2z majatku narodowego, praktycznie
uniemozliwia dalsza analize tego typu szeregéw czasowych.
Aktualnos$¢ danych nie jest jednak warunkiem koniecznym dla
przeprowadzania poréwnan modelowych i ze wzgledu na zalety
opisane na wstepie zdecydowano sie na ich wykorzystanie.
Procesy te charakteryzujg sie dodatkowo matg dynamika rozwo-
ju, co w konteks$cie wspomnianej zasady inercji tez nie jest
bez znaczenia.

Analizowane szeregi czasowe otrzymano na podstawie da-
nych podanych w rocznikach statystycznych GUS [26] i roczni-
kach statystycznych przemystu [27]. Podane tam wartosci
brutto wielkosci majgtku trwatego zostaly najpierw przeli-

czone na ceny stale w okreslonych wczesniej latach. Wylicze-

93



nie to wykonano w sposOb proporcjonalny, uwzgledniajac
wzrost cen tychze $rodkéw w poszczegédlnych latach. Jezeli na
przyklad rocznik statystyczny z roku t podaje dang wielkosc¢
w cenach z tego roku jako Y, natomiast rocznik z roku t+k

podaje ja w cenach z roku t+k jako y;, to mozna przyjac¢, ze
’

yt
ceny w okresie k wzrosty w przyblizeniu s=— razy. Iloraz

Y,

ten umozliwia teraz podanie wielkosci Y umieszczonej w

roczniku w cenach z roku t+k w postaci wielkos$ci w cenach
yt+k

stalych z roku t, przyjmujac jag jako . Dysponujgc juz
S

jednolitymi wartos$ciami brutto mozna poda¢ wartos¢ netto w
cenach statych, pomniejszajgc wartosci brutto o podany w ro-
cznikach stopien zuzycia. Otrzymane w ten sposéb dane umie-
szczono w tabeli 1 i tabeli 2.

Dla tak wybranych szeregdéw czasowych zostaly wyznaczone
prognozy dwudziestoma, sposréd wymienionych w rozdziale
pierwszym, metodami. Sag to:

metoda naiwna (1),

metoda $rednich ruchomych (2),

metoda $rednich wazonych (3),

metoda podwéjnych $rednich ruchomych (4),

metoda wyréwnywania wykladniczego (5),

metoda wygladzania wykladniczo-autoregresyjnego (6),
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metoda podwéjnego wygladzania wyktadniczego (7),

metoda potréjnego wygladzania wykladniczego (8),

jednoparametrowa metoda liniowego wygladzania
wykladniczego (9),

dwuparametrowa metoda liniowego wygladzania
wykladniczego (10),

metoda trendu liniowego (11),

metoda trendu liniowego wyznaczonego przez aproksymante
ruchomg (12),

metoda trendu parabolicznego wyznaczonego przez apro-
ksymante ruchomg (13),

metoda trendu wykladniczego wyznaczonego przez apro-
ksymante ruchomag (14),

metoda trendu potegowego wyznaczonego przez aproksy-
mante ruchomg (15),

metoda trendu liniowego wyznaczonego metoda Waszkie-
wiczdéw (16),

metoda trendu parabolicznego wyznaczonego metoda Wasz-
kiewiczéw (17),

metoda trendu wykladnicczego wyznaczonego metoda Wasz-
kiewiczdéw (18),

metoda trendu potegowego wyznaczonego metoda Waszkiewi-

czow (19),
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metoda trendu minimalizujgcego $redni kwadrat drugiej
pochodne]j (20).

Zrezygnowano 2z podawania prognoz na podstawie analizy
graficznej i krzywych wzrostu, poniewaz wymagaja one pewnej
subiektywnej oceny ksztaltowania sie zjawiska, co moze powo-
dowa¢ kontrowersyjno$s¢ otrzymanych wynikéw. Z podobnych
przyczyn nie zostala tez uwzgledniona metoda trendéw segmen-
towych, w ktérej podobne zastrzezenia mogg dotyczy¢ lokali-
zacji punktéw podzialu na segmenty. Ponadto wydaje sie, ze w
omawianym przypadku w ogdle trudno méwi¢ o jakichkolwiek
zmianach tendencji rozwojowych i w zwigzku z tym mozna przy-
jac¢, iz metoda ta wystepuje w dalszych rozwazaniach rachun-
kowych zredukowana do jednego segmentu, czyli w postaci me-
tody trendu liniowego. Nie umieszczono tez w tabelach, mimo
wykonania takich obliczen, wynikéw prognoz uzyskanych metoda
wielomianu interpolacyjnego. Tym razem rezygnacja ta byla
spowodowana bardzo duzymi ich odchyleniami od rzeczywistej
realizacji zadanych szeregéw czasowych.

Pozostaltymi metodami wyznaczono prognozy na piec¢ ostat-
nich lat, z ktérych posiadano dane, czyli w przypadku szere-
gow dwudziestoczteroelementowych na lata 1981-1985,
natomiast dla szeregéw o siedemnastoelementowych na 1lata
1982-1986. Wybdér okresu piecioletniego spowodowany byt

checig uwzglednienia, w sytuacji szeregéw o mniejszej licz-
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bie danych, przynajmniej dwunastu okreséw poprzednich. Odpo-
wiada to czesto wyznaczanym, na podstawie rocznych obser-
wacji, prognozom miesiecznym. W kazdym przypadku przyjeto
zasady maksymalnego wykorzystania danych i rocznego wyprze-
dzenia prognozy. Oznacza to ustalenie horyzontu prognozy na
jeden okres naprzéd oraz wyznaczanie stanu zjawiska w danym
roku na podstawie wszystkich posiadanych danych do roku po-
przedajgcego wlacznie. Zrezygnowano wiec z prognozowania
opierajacego sie na szeregach jednakowej dlugosci. W takiej
sytuacji nalezaloby w kazdym nastepnym okresie odrzucac¢ dang
najwczesniejszg, aby utrzymac stata liczbe danych
wyjsciowych. Otrzymane w ten sposdéb wielko$ci prognozowanych
zmiennych zostaly nastepnie poréwnane z rzeczywistymi reali-
zacjami przy wykorzystaniu kwadratu btedu jako miernika ex
post rzedu dokladnos$ci prognozy.

Wiekszos¢ sposrdéd analizowanych dwudziestu metod zalezy
od pewne]j liczby parametréw. Sa to: dlugos$¢é okresu, statle
wygladzajgce oraz wagi. W obliczeniach zrezygnowano 2z ich
arbitralnego ustalania i zastosowano metode optymalnego wy-
boru sposréd z géry zadanego zbioru mozliwych stalych czy
wag. Za kryterium optymalnosci przyjeto minimalizacje
$redniego kwadratu bledu w okresach wczes$niejszych. W
zwigzku z tym, przy réznym ukladzie parametrow, dang metods

wyznaczano, o 1ile byl!o to formalnie mozliwe, prognoze na
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kazdy rok, poczawszy od pigtego z kolei, a skornczywszy na
roku bezposrednio poprzedzajgcym, na ktéry chce sie okres$lic
prognoze 2z uwzglednieniem optymalnego doboru parametroéw i
wybierano taki wuklad, dla ktérego sredni kwadrat odchylen
otrzymanych wynikéw od rzeczywistej realizacji w badanym ok-
resie byl! najmniejszy. Aby w ten sposéb wybra¢ np. stalg
wygtadzajacg « 2ze zbioru A={0,0.1,...,1} Ww metodzie
wygladzania wykladniczego w celu wyznaczenia prognozy wiel-
kosci netto $rodkéw trwatych w przemy$Sle spozywczym w roku
1984 nalezy okres$li¢ tg metoda dla kazdej warosci o
nalezacej do zbioru A prognoze na wszyskie lata od 1976 do
1983. Jezeli Yy, oznacza rzeczywista realizacje w roku i, a
p? - prognoze na okres i otrzymang dla statej a, gdzie aeA,
ie{1976,1977,...,1983}, to wéwczas zadanie optymalnego wybo-

ru parametru sprowadza sie do znalezienia takiego «, aby

Ca = m-:Ln { cal}l
a'’'eA
_ o’ 2 a’ 2 o’ |2
a 8cx’_((y1976 p1976) +(Y1977 P, 977) +...+(y1983 P, 983) )/8.-

Przyjecie analizowania bleddéw dopiero od pigtego roku
bylo spowodowane checia zagwarantowania pewnego minimum da-
nych, na podstawie ktérych wyznacza sie prognoze. Niektoére
metody pozwalaja od strony formalnej na prognozowanie =z

uwzglednieniem mniejszej liczby danych, lecz woéwczas mozna
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mieé zastrzezenia co do tego, czy otrzymana wielkos¢ wyraza
koncepcje twércy modelu.

Nie kazdg metodg przy dowolnie wybranych parametrach
mozna wyznacza¢ prognoze nha wszystkie poprzednie lata. Stad
mamy wczesniejsze zastrzezenie o formalnej mozliwos$ci wyko-
nania tego. Nie mozna na przyklad wyznaczy¢ prognozy w wyzej
omawianym przypadku na rok 1978 poslugujgc sie metodg
$rednich ruchomych i ustalajgc parametr tej metody, jakim
jest dlugos¢ okresu, jako rowny dwanascie. Ogdlnie, dlugosc
okresu we wszystkich metodach, w ktérych jest on parametrem,
nie moze przekraczac¢ liczby posiadanych danych statystycz-
nych. Z tego tez powodu jako kryterium optymalnos$ci przy wy-
borze parametréw przyjeto sredni blagd kwadratowy, a nie sume
kwadratéw bleddéw, gdyz sumy te skladalyby sie z réznej licz-
by skladnikoéw.

Dlugos¢ okresu wybierano sposréd wszystkich mozliwych
wartosci, tzn. od dlugosci réwnej jeden do dlugosci réwnej
liczbie aktualnie posiadanych danych. Wyjatkiem jest tu je-
dynie metoda podwdjnych $rednich ruchomych, gdzie ze wzgledu
na niewykonalno$¢ dziatan arytmetycznych nie rozpatrywano
okresoéw o dlugosci jeden. W przypadku stalych
wygtadzajacych, testowanie wszystkich mozliwych parametréw
byloby oczywiscie niemozliwe, wiec zdecydowano sie na ich

wybdér ze zbioru {0,0.1,...,1}. Jes$sli nie mozna bylo przyjac
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statej o réwnej zeru badz jednosci, ze wzgledu na niewyko-
nalnos¢ dzielenia przez zero, zastepowano je odpowiednio
stalymi 0.01 i 0.99. Wagi dobierano spos$réd czterech najbar-
dziej typowych ukladéw, a mianowicie ukltadu wag statych, 1li-
niowych, harmonicznych i wykladniczych. Przy zalozeniu, ze

sa one T-elementowe, mozna je zdefiniowa¢ nastepujgco:

1
w (i) = =
s T
2i
wo(i) = ——,
T(T+1)
1
w(0) =0, w(i) = w (i-1) + —m8,
" P h T(T-i+1)
o (1me)d
ww(l) = l=1I2I"'ITI qe(oll)l

1—qT
gdzie W_,W W W oznaczaja odpowiednio cigagi wag statych,
liniowych, harmonicznych i wykladniczych; parametr ¢
wystepujacy w definicji wagi wykladniczej wybierany byl ze

zbioru { 0.01,0.1,0.2,...,0.9,0.09 }.

2. Wyniki obliczen prognoz otrzymanych we wczes$niej
opisany sposoéb zostaly przedstawione w tabelach 3-16. Anali-
zie poddano, jak juz wspomniano, czternascie szeregéw czaso-
wych. Jest to stosunkowo mata liczba, aby mozna bylo pokusic

sie o wyciagniecie konstruktywnych, ogélnych wnioskéw.
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Niemniej jednak sproébujmy przesledzic¢ i skomentowac uzyskane
wyniki.

Pierwszg rzecza jaka mozna zauwazyc¢ jest redukcja metod
bardziej skomplikowanych do prostszych. Dziewie¢ sposrdd
analizowanych modeli mogto, przy odpowiednim ukladzie para-
metréw, ulec uproszczeniu sprowadzajgc sie do modelu
zalezacego od mniejszej liczby parametréw lub nie zalezgcego
od nich w ogdle. Uwzgledniajgc to, ze kazdg metoda wyznaczo-
no siedemdziesiat jednostkowych prognoz, otrzymujemy ogdélng
liczbe szescéset trzydziestu przypadkéw, w ktérych mogra nas-
tapic¢ wspomniana redukcija. Nastagpila ona w dwustu
dziewiecdziesieciu o$miu przypadkach, co stanowi 47.3%.

Na podkres$lenie zasluguje, ze optymalny dobér
parametréw w metodach $rednich ruchomych 1 wygladzania
wykladniczego zawsze sprowadzal je do metody naiwnej.
Okazalo sie, 2ze dla kazdego szeregu czasowego, niezaleznie
od roku, na ktéry wyznaczano prognoze, najmniejsze bledy w
okresach wczesniejszych otrzymywano dla dlugosci okresu i
stalej wygladzajgcej roéwnych jeden. Moze to posluzy¢ jako
argument za unikaniem metod skomplikowanych, zaleznych od
wielu parametréw. Okred$lanie prognozy takimi metodami jest
bowiem bardziej czasochlonne, szczegélnie wtedy, gdy zdecy-
dujemy sie na optymalizacje doboru tychze parametréw w

sposdb zblizony do wczes$niej opisanego. W sytuacji, gdy
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otrzymane rezultaty majg by¢ identyczne lub bardzo zblizone,
wzgledy racjonalnego dzialania nakazuja =zastanowienie sie

nad mozliwos$cig uproszczenia problemu.

3. Na poczatku tego rozdziatu podkres$lono, ze do obli-
czen wybrano szeregi <czasowe o podobnym charakterze,
opisujace ksztaltowanie sie w czasie takich samych zjawisk
ekonomicznych. Nasuwa¢ sie powinno przypuszczenie, 2Ze ktoéras
z zastosowanych metod okaze sie najskuteczniejsza ze wzgledu
na dokradnos¢ prognoz w sensie minimalizacji kwadratoéw

bledéw w wyznaczaniu przyszlych stanéw tych proceséw. Okazu-

J

je sie, ze tak nie jest. Niech o

oznacza $redni kwadratowy
blad prognoz uzyskanych metodg i na pie¢ ostatnich okreséw
zjawiska opisywanego szeregiem czasowym o numerze Jj, zgodnie

z numeracjg zaprezentowang na poczatku tego rozdzialu, czyli

) 2

I 1), 2
) k+1

o) = ((y)-p,

\ +...+(yj

j _ 1y, 2
+1) K+4 pk+4) ) /5,

gdzie k w zaleznos$ci od szeregu czasowego réwna sie 1981 dla

+(y,, -P,

szeregéw dwudziestoczteroelementowych 1lub 1982 dla siedem-

J

nastoelementowych; yk

oznacza wartos¢ szeregu czasowego O
numerze j w roku k, a py prognoze uzyskana na rok k dla te-
go szereqgu metoda i. Za najskuteczniejsza w prognozowaniu
wielkos$ci szeregu czasowego Jj nalezy, w my$l wczes$niejszych

uwag, uznac¢ takg metode, dla ktérej wartosc 0: jest naj-

mniejsza. Przyjmijmy, ze
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o= min { af },

ie{1,2,...,20}

¥ = { i: 03=0J }.
) formalnie jest zbiorem numeréw metod najskuteczniejszych
dla szeregu Jj, przyporzadkowanych im w wyliczeniu przedsta-
wionym na poczatku tego rozdziatu. Po utozsamieniu numeru
metody z nig samg, podobnie jak numeru szeregu czasowego 2
odpowiadajgcym mu szeregiem, wspomniany zbidér mozna trakto-
wa¢ jako zbior metod najskuteczniejszych w przypadku szeregu
czasowego Jj.

Jezeli wedlug rozpatrywanego kryterium pordéwnamy wyniki

otrzymanych obliczen, to okazuje sie, ze zbidr

5J
1

s =

— —
HNS—

jest dwunastoelementowy, co oznacza, 2ze dwanascie metod
przynajmniej raz okazalo sie najskuteczniejszymi. Dla
niektérych szeregéw czasowych suma kwadratéw bledow bytla
najmniejsza w przypadku wiecej niz jednej metody. Oznacza
to, ze dla pewnych j zbidr ) byl wiecej niz jednoelemento-
wy. Dzialo sie tak na przyklad woéwczas, gdy najskutecznieij-
szg okazywala sie metoda naiwna. Wtedy redukujgce sie do
niej metody $rednich ruchomych i wygtadzania wykladniczego
takze minimalizowaly sume kwadratéw bledédw.

Najczesciej, bo w przypadku czterech szeregdéw czaso-

wych, najskuteczniejszg okazatla sie metoda $rednich

103



wazonych. Fakt, 2ze prognozy wyznaczone ta metoda byly najdo-
kladniejsze dla czterech szeregdéw czasowych nie oznacza jed-
nak, ze gdyby nalezalo zdecydowa¢ sie na prognozowanie
wszystkich czternastu zjawisk jedng metoda, to wybér miatby
pas¢ wlasnie na nig. Dokladniejsza analiza bledéw prognoz
otrzymywanych poszczegélnymi metodami w przekroju wszystkich
szeregéw czasowych zostanie przedstawiona w dalszej czesci
tego rozdziatu. Tu warto jednak podkres$lié, ze Jjesli
uporzadkujemy rosnaco ciag 0?, czyli bledy prognoz otrzyma-
nych dla szeregu czasowego opisujgcego warto$¢ netto $rodkow
trwalych w przemysle paliwowo-energetycznym, to wielkos$c or
odpowiadajgca bledowi uzyskanemu metodg $rednich wazonych
znajdzie sie na dziewietnastym, przedostatnim miejscu.
Jeszcze bardziej nieskuteczno$¢ prognoz oblicznych tga
metoda dla wspomnianego szeregu czasowego obrazuje analiza
wyrazonego w procentach stosunku s$redniego bledu kwadratowe-
go do sredniej wartos$ci prognozowanej zmiennej w rozpatrywa-

nym piecioletnim okresie, tzn. wielkosci

9

i

i
8l = —
Y
Y

)/5. (Jako Kkryterium mozna przyjac

gdzie yj=(yl+yiq+...+yiﬂ

takze $rednia arytmetyczng wyrazonych w procentach stosunkoéw

kwadratéw bleddéw i rzeczywistych realizacji zmiennej w roz-
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patrywanym okresie. W przypadku, gdy przyrost wartosci sze-
regu czasowego w poréwnaniu z jego wartos$cig bezwzgledna nie
jest duzy wspomniana wielko$¢ niewiele rézni sie zdefiniowa-
nej wielkosci ab.

Wartosc 6? w przypadku metody najskuteczniejszej wyno-
sita 1.1%, natomiast 6? az 56.22%. Jest to takze ponad dwu-

krotnie wiecej niz s$rednia s’ dla tego szeregu czasowego,

gdzie

. 1 20
i _ 3
s > 261'

i=1

gdyz tak obliczona wielkos¢ R wynosi 26.45%.

4. Sprébujmy teraz wskazac¢ metode, ktéra w przekroju
wszystkich badanych szeregow czasowych dawala najmniejsze
bYedy prognozy. Jako kryterium wyboru przyjmijmy minimali-
zacje rozwazanego wczesniej procentowego stosunku s$redniego
kwadratu bledu do $redniej wartosci prognozowanej zmiennej.

Niech

. 1 4
5, =— ) 8
14 !
Jj=1
oraz
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Elementami zbioru A s wiec numery metod, dla ktérych prog-
nozy porownane wedlug wspomnianego kryterium, okazaly sie
najdokladniejsze w skali wszystkich szeregéw czasowych.
Analizujac bledy globalnie warto zwréci¢ uwage, ze trzy
szeregi czasowe, a mianowicie opisujgace wartosc¢ netto
Srodkdéw trwalych w przemysle elektromaszynowym, przemysle
oraz transporcie i Yacznosci, charakteryzowaly sie
gwaltownym wzrostem wartosci w jednym z pieciu okreséw, na
ktére wyznaczano prognoze. Ten Jjednostkowy wzrost wynosit
dla szeregu 9 - 9.62%, 4 - 6.48%, 6 - 44.62%, w stosunku do
ich poprzedniej wartosci. Spowodowalo to gwaltowny wzrost
bltedéw prognoz. Dla wspomnanych szeregéw wiekosci gj
wynosity odpowiednio 182.1%, 235.02% i 1647.6%.
Uwzgledniajac, ze w pozostalych przypadkach gj nie
przekraczal 95.18% mozna stwierdzi¢, ze istotny wplyw na
wielkosc ;: mialy skladniki 6?, 8? oraz 6?. Mozna wiec wy-
snuc¢ wniosek, 2e aby w ocenie poszczegdlnych metod nie przy-
klada¢ zbyt duzej wagi do trafnosci jednostkowych prognoz
trzeba takze rozwazy¢ oddzielnie skuteczno$s¢ metod na
przykladzie jedenastu pozostalych szeregéw czasowych. W tym

celu okreslmy

= 1
5, = — |
1
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& = min { ai },
ie{1,2,...,20}

’ ’

A = { i: §T=a }.

Zbiér A, jest Jjednoelementowy. Najskuteczniejszg we
wspomnianym sensie okazala sie jednoparametrowa metoda
wygladzania wykladniczego. Prognozy wyznaczone ta metoda nie
minimalizowaly jednak s$redniego kwadratu bledu dla zadnego

szeregu czasowego. Co wiece]j, Jjezeli uporzadkujemy rosngco

wielkosci 81, to takze metoda odpowiadajaca trzeciej z kolei

wartosci 6l w zadnym jednostkowym przypadku nie okazala sie
najskuteczniejsza.

Na dziewigtym miejscu we wspomnianym uporzadkowaniu
znajduje sie metoda naiwna i redukujgce sie do niej metody
$rednich ruchomych i wygladzania wykladniczego. Sg one na-
tomiast najskuteczniejsze w przypadku wszystkich czternastu
szeregéw czasowych. Metody te minimalizowaly takze dla

trzech szeregow btad 0:. Metoda wygtadzania

wykladniczo-autoregresyjnego, dla Kktérej wartosc Bi w
uporzadkowaniu rosngcym znajdowala sie bezposrednio za wspo-
mnianymi, nie byla juz natomiast metoda najskuteczniejsza w

przypadku zadnego szeregu czasowego.
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5. Na zakonczenie warto Jjeszcze zwréci¢ wuwage na
dokladno$¢ otrzymanych prognoz w przypadku kazdego =z
szeregow czasowych. Oznaczmy w tym celu przez s’ najmniej-
szy, Wwyrazony W procentach, stosunek s$redniokwadratowego
b¥edu do s$redniej wartosci szeregu j w rozpatrywanym
piecioletnim okresie, czyli

8 = min {80 ).
ie{1,2,...,20} '
Tak okreslona wielkos¢ &’ przyjmowala wartosci od 1.1 do
1270.84%. Podkreslmy, 2ze w przypadku czterech szeregdéw cza-
sowych 8’ nie przekraczala 2%, a w przypadku siedmiu, czyli
polowy - 7%.

Dane te mogg sugerowac¢, ze dokladnosc¢ otrzymanych prog-
noz powinna sklania¢ do stosowania tych metod w konkretnych
zadaniach prognostycznych. Pamieta¢ jednak nalezy, ze
najwazniejsze jest wybranie odpowiedniej metody dla danego
szeregu czasowego. To, 2e poslugiwanie sie dang metoda poz-
woli nam na wyznaczenie prognozy, ktérej $redni blad kwadra-
towy rézni sie od s$redniej rzeczywistej realizacji o mniej
niz 2%, nie oznacza, ze W rzeczywisto$ci nie otrzymamy
wiekszych bleddéw. Nie ma bowiem gwarancji, iz wybierajac me-
tode zdecydujemy sie na wlasciwg, tzn. takg, ktéra pozwoli
wyznaczy¢ prognozy najmniej réznigce sie od rzeczywistej

wartosci. Wybdér innej moze juz zdecydowanie pogorszyc
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dokladnos¢. Potwierdza to analiza s$redniego dla wszystkich
metod bledu prognozy, takze wyrazonego w procentach, otrzy-
manego dla konkretnego szeregu j, czyli wielkosci gj. Mozna
ja traktowa¢ jako ogélny miernik dokladnosci prognozy dla
wszystkich dwudziestu metod. Zestawienie wielkosci ;j
czesciowo tonuje optymizm, ktéry méglby sie zrodzic¢ po prze-
studiowaniu bledoéw s, Okazuje sie na przyktad, ze gdy blad
) by! najmniejszy i wynosil! 1.1%, to $redni blad prognoz gj
byl réwny 26.45% i1 jedynie dla jednego szeregu czasowego nie
przekraczal on 10%, a w poszczegdlnych przypadkach wahal sie
od 4.1 do 1647.6%.

Mozna zauwazyc¢, ze najmniej dokladne prognozy otrzymy-
wano metodg trendu liniowego. Bledy prognoz wyznacznych ta
metoda stanowily najczesciej zdecydowanie najwiekszy
skladnik sumy ;j. Jednakze pomijajgc ja nawet w obliczaniu
Sredniego bledu nie otrzymamy wynikéw o wiele lepszych. Li-
czba przypadkéw, w ktérych sredni blgd byl mniejszy od 10%
wzrosnie do trzech, natomiast przedzial wahan tych bledéw
zmieni sie nieznacznie. Sredni blad bedzie wéwczas nie

mniejszy niz 3.02%, a nie wiekszy niz 1641.63%.
6. Zestawienie tych danych pokazuje jak trudno majac do

dyspozycji dwadziescia metod wybrac¢ te, ktérg nalezy zasto-

sowaC w konkretnym, jednostkowym przypadku, nie majgc oczy-
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wiscie zadnych innych informacji oprécz wczes$niejszych
realizacji danego zjawiska. Wybdér taki, cho¢ moze poprzedzo-
ny analizg skutecznosci tych metod w prognozowaniu
wczesniejszych stanéw rozpatrywanego zjawiska, nie musi byé
trafny. Mimo tego, ze zjawisko obserwowano juz wczes$niej -
wczes$niej wyznaczano prognozy Jjego ksztaltowania sie i oce-
niano, ktoére z metod czynity to najlepiej - nie zawsze w da-
nym momencie na takiej podstawie mozna wlasciwie wybrac¢ me-
tode i wskazac¢ te, ktéra zastosowana w aktualnej chwili poz-
woli wyznaczy¢ prognoze najmniej roéznigcg sie od rzeczywis-
tej realizacji.

Jezeli w przypadku jednolitych pod wzgledem opisywanego
zjawiska szeregdéw czasowych mozna zauwazy¢ tak duza
roznorodnos¢ metod najskuteczniejszych, w sensie ktdéregos z
opisywanych kryterioéw, to gdy mamy do dyspozycji tylko jeden
zestaw danych statystycznych wybdér metody prognozy bedzie
zapewne zupelnie przypadkowy. Nie bedac ekspertem w danej
dziedzinie posiadajgcym odpowiednig wiedze teoretyczng 1lub
praktyczng, to wynikajaca z dlugotrwalej obserwacji, o pra-
wach rzadzgcych jego rozwojem wybierajgc metode prognozy mu-
simy zawsze sie liczy¢ z mozliwos$cig zlego wyboru. W takiej
sytuacji lepiej chyba zdecydowa¢ sie na takg metode, ktoérej
konstrukcja oparta jest na ogdélnych zasadach rzadzacych zja-

wiskami otaczajgcego nas $wiata. Jej zastosowanie w danym
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momencie ma przynajmniej pewne uzasadnienie teoretyczne. W
takich przypadkach istotng role powinny odgrywa¢ metody kon-

struowane na podstawie zasady inercji, w szczegdélnosci meto-

da opisana w rozdziale trzecim.
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DODATEK

W opisie przedstawianych tabel wykorzystano oznaczenia
wprowadzone w czwartym rozdziale. Dodatkowo przez 27 ozna-
czono wspomniang wczesniej $rednig arytmetyczng wartosci Bf
bez uwzglednienia skladnika 5;, czyli bledu prognozy wyzna-
czonej metoda trendu liniowego.

W tabelach 3a-16a przedstawiajacych wyniki prognoz (w
mld. zl.) umieszczono tatze obok nich wartos$ci parametroéw,
przy ktérych zostaly one wyznaczone. Jezeli metoda zalezata
od wiecej niz Jjednego parametru, to wymieniano Jje w
kolejnosci: stala wygtadzajgca, dlugos¢ okresu i waga, a gdy
byta nig waga wykladnicza takze jej parametr. W przypadku
dwuparametrowej metody liniowego wygladzania wykladniczego
najpierw podawano stala wygladzajaca o, a potem B. Przyjecie
stalej wygladzajgcej réwnej jednosci w metodzie wygladzania
wykladniczo-autoregresyjnego uniezaleznia wynik prognozy od
pozostalych parametréw i dlatego w niektérych przypadkach
traktowana jest ona w opisie jako zalezna tylko od jednego
parametru.

Ze wzgledu na che¢ zachowania przejrzystos$ci tabel zre-
zygnowano w przypadku ultamkéw wrasciwych 2z pisania zera

przed kropka dziesietng.
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TABELA 1. Wartos$¢ netto srodkéw trwalych w cenach statych z
1971 roku (mld zt.)

ROK 1 2 3 4 5 6

1962 18.0 34.2 12.3 318.6 234.7 196.5
1963 20.3 35.8 12.4 339.9 239.0 202.4
1964 20.6 36.7 11.8 363.4 245.8 207.8
1965 22.3 39.2 11.5 386.7 269.8 212.5
1966 24.9 41.5 11.7 421.1 274.7 219.4
1967 28.3 45.5 11.6 451.0 293.2 227.4
1968 32.5 49.2 11.8 486.8 312.8 235.2
1969 37.9 53.8 11.5 523.0 315.7 246.3
1970 40.2 57.5 11.8 573.1 332.2 255.3
1971 42.6 53.2 12.8 596.8 347.8 268.8
1972 51.0 56.2 12.9 683.8 368.6 287.6
1973 58.6 59.1 13.4 734.3 385.5 315.5
1974 75.0 65.9 14.4 848.3 410.3 343.6
1975 87.8 71.9 14.9 950.0 440.1 378.2
1976 95.6 78.8 16.0 |1014.3 483.6 367.9
1977 105.6 83.2 16.5 |1133.4 528.0 383.7
1978 118.6 87.1 17.8 [1237.7 578.8 413.7
1979 132.2 92.2 18.6 |1310.5 626.6 430.9
1980 140.7 96.9 19.1 |1342.8 669.4 440.5
1981 135.5 99.0 18.1 |1335.3 690.6 439.5
1982 131.7 101.8 19.7 |1342.1 720.2 435.1
1983 138.4 103.9 19.1 |[1428.4 726.0 629.1
1984 136.3 105.1 21.1 [1428.6 739.8 630.2
1985 134.5 107.5 22.4 [1448.6 749.6 640.8

113



TABELA 2. Wartos$¢ netto produkcyjnych $rodkéw trwatych w
przedsiebiorstwach uspolecznionych w cenach stalych z 1977

roku (mld zt.)

ROK 7 8 9 10 11 12 13 14

1970 84.7| 24.6|117.1| 35.8| 75.6( 44.7|195.5| 66.1
1971 91.9| 26.0(126.1( 37.5| 79.7| 47.9(210.1| 74.2
1972 98.9| 30.1|144.1( 45.7| 93.5| 52.2|227.3| 80.4
1973 |108.8| 32.8(171.9| 53.4(100.9| 57.5|245.8| 92.6
1974 |120.1| 40.4|206.6( 70.2|118.8| 66.7|278.5|112.6
1975 |130.5| 44.6|246.6( 79.6|126.9| 74.9|292.4|130.9
1976 |140.7| 53.5(290.7( 86.4|131.1| 80.2|315.9|147.3
1977 |148.9| 61.0(328.7| 92.7|169.4| 91.9|341.8|161.7
1978 |152.8| 62.2|341.5| 93.1|206.6| 95.4|382.4|169.5
1979 |166.4| 61.4|357.6| 93.3|221.9| 96.6/405.0|181.4
1980 |165.9| 60.2(364.1( 91.7|220.4| 96.2|421.5|181.7
1981 |160.7| 58.6|357.0| 89.0|215.8| 94.9(419.8|181.5
1982 |163.6| 65.0(353.1( 86.7|207.2| 94.2|433.6|179.7
1983 |169.7| 67.2(386.3| 88.9|206.1| 96.8/450.5|180.3
1984 |171.8| 64.5(380.9( 86.5[198.9| 95.7|467.0|180.2
1985 |177.5| 66.2|382.8| 86.6|188.8| 96.2{484.3|183.9
1986 [182.5| 67.0(399.6| 90.2|184.2| 96.7(498.3|187.4
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BUDOWNICTWO (1)

TABELA 3a
. i1 i1 i1 11 11
1 p1981 pigaz p1983 p1984 p1985
1 [(140.7 135.5 131.7 138.4 136.3
2 140.7 1 135.5 1 131.7 1 138.4 1 136.3 1
3 140.6 18 135.8 19 132.3 20 136.2 19 136.3 22
W .01 W .3 W .5 W .4 W .4
4 |153.0 2 146.9 10 126.8 2 137.2 2 140.8 2
5 1140.7 1 135.5 1 131.7 1 138.4 1 136.3 1
6 (140.7 1 135.0 .7 131.6 .6 136.9 .7 136.1 .6
19 20 19 22
W .2 W .4 w .3 w .1
7 |151.1 .8 130.6 .99 127.9 .99 144.9 .99 135.6 .9
8 |149.4 .4 137.5 .5 129.0 .5 136.0 .5 134.7 .5
9 |149.1 .9 133.5 .9 128.5 .9 142.5 .9 135.7 .9
10 |150.1 1 132.1 .9 128.3 .9 143.4 .9 135.7 .8
.6 1 1 1 1
11 |130.1 138.1 143.9 149.8 154.4
12 150.9 2 130.4 2 127.9 2 145.0 2 136.3 2
W .4 W .01 W .01 w .01 W .4
13 149.6 2 129.9 2 127.6 2 145.3 2 134.0 2
S S S S S
14 |149.3 18 150.4 19 128.0 2 158.2 21 151.7 22
H L W .01 W .99 W .99
15 |152.4 2 142.2 19 128.2 2 145.0 2 136.0 2
W .6 S W .01 W .01 w .3
16 [150.9 W .4 |130.4 W .01({127.9 W .01/145.0 W .01(136.3 W .4
17 |149.6 S 129.9 S 127.6 S 145.3 S 134.0 S
18 {157.9 S 130.6 W .01(128.0 W .01/145.3 W .01|135.6 W .2
19 |152.4 W .6 [130.8 W .01)128.2 W .01/145.0 W .01(136.0 W .3
20 |147.8 127.0 129.2 147.6 131.2
TABELA 3b
i ol st i ol st
1 1 1 1
1 18.804 13.90 11 135.726 100.33
2 18.804 13.90 12 85.606 63.28
3 16.656 12.31 13 79.988 59.13
4 142.470 105.31 14 284.748 210.49
5 18.804 13.90 15 115.568 85.43
6 17.418 12.86 16 85.606 63.28
7 85.998 63.57 17 79.988 59.13
8 63.068 46.62 18 138.668 102.50
9 65.218 48.21 19 93.680 69.25
10 73.034 53.99 20 79.320 58.63
1 o1
1) 62.80 1) 60.83
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HANDEL (2)

TABELA 4a
. i2 12 12 12 i2
1 p1981 pigaz p1983 p1934 p1985
1 96.9 99.0 101.8 103.9 105.1
2 96.9 1 99.0 1 101.8 1 103.9 1 105.1 1
3 96.9 15 99.0 19 101.8 19 103.9 21 105.1 22
W .01 W .01 W .01 W .01 W .01
4 (101.9 2 103.0 2 104.1 2 109.2 11 107.0 2
5 96.9 1 99.0 1 101.8 1 103.9 1 105.1 1
6 96.9 1 99.0 1 101.8 1 103.9 1 105.1 1
7 1101.7 .8 102.2 .8 104.6 .8 106.3 .8 106.7 .8
8 99.3 .5 100.8 .5 102.9 .5 104.7 .5 105.5 .5
9 101.1 .9 101.4 .8 103.9 .8 105.7 .8 106.3 .8
10 |101.7 1 102.9 1 104.3 .9 106.0 .9 106.6 .9
.4 .3 .7 .7 .7
11 94.7 99.0 103.1 106.8 110.1
12 101.4 2 102.9 2 105.5 2 107.5 21 110.7 22
W .8 H H L L
13 102.1 3 102.5 3 104.4 20 107.9 21 110.9 22
S S L L L
14 |1102.7 2 102.5 19 106.7 20 108.5 21 111.0 22
S S S W .8 w .01
15 |101.6 2 102.6 2 104.8 2 107.8 21 109.8 22
W .6 W .6 W .5 W .01 S
16 |[101.4 W .8 [102.9 H 105.5 H 107.4 H 107.3 W .6
17 101.8 S 101.1 S 104.7 S 106.0 S 106.3 S
18 102.7 S 104.8 S 107.6 S 106.7 W .5 |107.1 W .5
19 |101.6 W .6 |102.6 W .6 |104.8 W .5 |106.4 W .5 |106.9 W .5
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