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Wprowadzenie

W wielu krajach ubezpieczenie na zycie obok swej podstawowej funkcji traktowane jest
jako forma oszczedzania, tym cenniejsza, ze zapobiega stratom finansowym zwiazanym ze
$miercia i utrata zdrowia osoby ubezpieczonej. Indywidualne osoby oraz ich rodziny sa
narazone nie tylko na straty majatkowe, ale takze na nagla $mier¢ jednego z czlonkéw ro-
dziny, leczenie, kalectwo i niezdolno$¢ do pracy z powodu wypadku lub choroby. Niestety
ubezpieczenie spoleczne nie zawsze pokrywa te straty i odpowiednio zabezpiecza ich skutki.
Zatem istotnym dla czlowieka jest takie planowanie finanséw, ktore umozliwia przezycie
rodziny na godnym poziomie po $mierci lub przejsciu na emeryture gléwnego zywiciela.
Niestety nie zawsze mozliwe jest zakumulowanie wystarczajacego kapitalu na drodze tra-
dvcyjnego oszczedzania i indywidualnego inwestowania, stad konieczno$¢ korzystania z
innych form pomnazania pieniedzy. Jedna z czesto stosowanych form inwestowania jest
ubezpieczenie na zycie i dozycie. Ten typ ubezpieczenia jest instrumentem finansowym,
ktory zabezpiecza fundusz na nagle potrzeby zwiazane ze $miercig oraz fundusz emery-
talny.

Dotychczasowa analiza oplacalnosci ubezpieczen ukierunkowana byla na rozwdj narzedzi
stluzacym przede wszystkim firmom ubezpieczeniowym (np. teoria ryzyka). Gléwnym ce-
lem pracy jest analiza inwestycyjnego aspektu ubezpieczenia na zycie i dozycie z punktu
widzenia osoby ubezpieczonej i ubezpieczajace;j.

W Rozdziale 1 wprowadzone zostaly podstawowe pojecia dotyczace ubezpieczen, fi-
nanséw i proceséw stochastycznych. Szczegdlowo zostala opisana zasada dzialania i kon-
strukcja ubezpieczenia na zycie i dozycie. Po przedstawieniu idei ubezpieczen na zycie,
dokonana zostala ich klasyfikacja ze wzgledu na sposéb dopisywania zyskéw do sumy ubez-
pieczenia oraz oddzielnie ze wzgledu na rodzaj wplacanych skladek. Omoéwiono wybrane
wielkosci rachunku aktuarialnego dotyczace rent i niektérych ubezpieczen zyciowych. Po-
nadto na podstawie tablic trwania zycia, opisane zostaly sposoby wyznaczania rozkladu
dalszego trwania zycia ubezpieczonego. Z zakresu proces6w stochastycznych opisane zo-
staly pojecia dotyczace dwdch szczegdlnych klas: proceséw stacjonarnych i proceséw o
stacjonarnych przyrostach. W szczegdlnosci przedstawione zostaly niektére gaussowskie
procesy stochastyczne, ktore wykorzystane zostaly w dalszych czesciach pracy (proces
Wienera, ulamkowy ruch Browna, proces Ornsteina-Uhlenbecka).

W Rozdziale 2 oméwiono zaproponowane miary oplacalnosci ubezpieczenia na zycie i
dozycie dla indywidualnego wlasciciela polisy. Inwestycyjny aspekt ubezpieczenia na zycie
i dozycie polega w tym przypadku na tym, Ze ubezpieczony inwestujac kapital (skladki
okresowe lub skladka jednorazowa) spodziewa si¢ okreslonych swiadczen (suma ubezpie-
czenia) w momencie $mierci lub dozycia konca okresu ubezpieczenia. Podejmujac decyzje
o wykupieniu polisy, ubezpieczony spodziewa sie, ze przyniesie ona w przysztosci wymierne
korzysci, ktére maja zapewnié¢ zwrot zainwestowanych skladek, oraz pokrycie ewentual-
nych strat spowodowanych $miercia lub przejSciem na emeryture. Poniewaz istnieja rézne



warianty ubezpieczenia na zycie i dozycie, ktére przede wszystkim rdznia sie sposobem
dopisywania zysku do sumy ubezpieczenia, ubezpieczony przed podjeciem decyzji o wy-
kupieniu polisy moze dokona¢ ich analizy. Ze wzgledu na sposéb dokonywania corocznej
indeksacji sumy ubezpieczenia w ubezpieczeniu na zycie i dozycie ze skladka okresowa (w
przypadku rocznej skladki placonej z gory), w pracy wyrdznione zostaly dwa warianty:
ubezpieczenie z rosnaca suma ubezpieczenia i rosnaca skladka tzw. system francuski (RR)
oraz ubezpieczenie z suma bioraca udzial w podziale zyskéw firmy i stala skladka (RS).
Dla obu wariantéw zostala okreslona przyszla wartos¢ poczatkowej sumy ubezpieczenia jak
i sumy wplaconych skladek. Zaproponowana miara oplacalnosci ubezpieczenia w postaci
wskaznika efektywnosci dla wariantu RR ma nastepujaca postac

1 [ +uw)
1%ng3 (1 +u)

WRRU, K = k) =

natomiast dla wariantu RS ma ona postac

RS . 1 1 k—1k-1
WEWU. K=k = (——+) [[0+w) - (k-1),

Wgr,n

=1 i=j
gdzie x jest wiekiem osoby przystepujacej do ubezpieczénia, a n dlugoscia okresu ubezpie-
czenia, za$ K jest zmienna losowa okreslajaca dalsze trwanie zycia ubezpieczonego, a u;
oznacza stope indeksacji w roku i.

Wlasnosci obu wskaznikéw efektywnosci zbadane zostaly przy zalozeniu, ze indeksacja
w calym okresie ubezpieczenia jest stala i rowna u (v = u; = up = ... = up—;). Wyka-
zano, ze sa one funkcjami malejacymi parametru 2, a rosnacymi ze wzgledu na u oraz n.
Ponadto udowodniono, ze wskaZnik efektywnosci wariantu RR jest malejaca funkcja argu-
mentu k, a efektywno$¢ ubezpieczenia dla wariantu RS nie jest monotoniczna ze wzgledu
na ten parametr. Okreslona tez zostala warto$¢ oczekiwana wskaznika efektywnosci li-
czona wzgledem rozkladu dlugos$ci dalszego trwania zycia ubezpieczonego, ktora moze by¢
interpretowana jako przecietna efektywnos$¢ ubezpieczenia.

W Rozdziale 3, przedstawione zostaly dwa problemy decyzyjne dotyczace wyboru od-
powiedniej strategii postepowania w celu osiagniecia zamierzonego celu.

Pierwszy problem dotyczy ubezpieczenia na zycie i dozycie, w ktérym istnieje mozliwos¢
zmiany formy dopisywania zyskéw ze skladek. Praktycznie problem ten polega na tym,
ze ubezpieczony co roku ma prawo podjac¢ jedna z dwodch decyzji: pozostaé przy do-
tychczasowej skladce (wtedy do sumy ubezpieczenia dopisywany jest zysk z dotychczas
wplaconych skladek i zyskéw jakie one przyniosly) lub zdecydowa¢ sie na jej zwiekszenie
o proponowany przez towarzystwo ubezpieczeniowe procent (wéwczas ubezpieczony de-
cyduje si¢ na system francuski podwyzszania sumy ubezpieczenia). Strategia optymalna
polega na okresleniu wariantu ubezpieczenia dla kazdego roku jego trwania, w taki sposéb,
aby wyplacona (w razie $mierci badZ po dozyciu) suma ubezpieczenia posiadala maksy-
malna wartos$¢ przy jednoczesnym ograniczeniu sumy wplaconych skladek sformulowana
zostala w postaci Twierdzenia 3.2.1.

Drugi problem decyzyjny dotyczy optymalnego wyboru formy inwestowania na n lat
kapitalu posiadanego przez inwestora. Rozwazane sa dwie mozliwosci: powierzy¢ kapital
firmie ubezpieczeniowej (ubezpieczenie na zycie i dozycie ze skladka jednorazowa) lub
dokonywac rocznych lokat bankowych. Naturalnym jest w tym przypadku pytanie o to
czy i kiedy odpowiednia lokata bankowa bylaby bardziej korzystna niz polisa ubezpiecze-
niowa. Celem analizy problemu zatem jest okreslenie réznic miedzy lokata bankowa, a



polisa ubezpieczeniowa z punktu widzenia osoby dysponujacej pewnym kapitalem, ktéra
pragnac go zainwestowad, chce osiagnaé jak najwieksze profity w kazdej z mogacych ja
spotka¢ sytuacji (tzn. dozycie okreslonego wieku lub przedwczesna $mierc¢). Zasadnicza
cze$¢ rozwazal skoncentrowana jest na wplywie losowosci momentu $mierci na odpowie-
dnio: aktualna sume ubezpieczenia i zgromadzony kapital. W szczegdlnosci analizowana
jest Srednia wyplata wzgledem rozkladu dlugosci trwania zycia z obu przedsiewzie¢ inwe-
stycyjnych. Ostatni aspekt dotyczy finansowych skutkéw zerwania warunkéw umowy w
przypadku lokaty bankowej oraz polisy ubezpieczeniowej.

Rozdzial 4 poswiecony zostal zbudowaniu modelu, ktéry pozwala okresli¢ oplacalnosé¢
zawarcia umowy ubezpieczenia w formie grupowej i indywidualnej. Ponadto model ten
moze by¢ zastosowany oddzielnie w odniesieniu do kazdej ze stron umowy ubezpieczenia
(ubezpieczony, ubezpieczajacy, ubezpieczyciel).

W ocenie efektywnosci decyzji kapitalowych istotng role odgrywaja strumienie finan-
sowe powstale w wyniku podjetych decyzji. Przeplywy pieniezne w ubezpieczeniu moga
by¢ interpretowane jako dodatnie (wplaty) lub ujemne (wyplaty) w zaleznosci od tego
z punktu widzenia, ktorej strony sa rozpatrywane. Zarowno skladka ubezpieczeniowa
jak i swiadczenie moga by¢ traktowane jako wyplaty lub wplaty w zaleznosci od tego,
ktérej strony umowy ubezpieczenia dotycza. Na przyklad ubezpieczenie grupowe na zycie
i dozycie jest umowa miedzy firma ubezpieczeniowa (ubezpieczyciel) a pracodawca (ubez-
pieczajacy) i pracownikiem (ubezpieczony). Ubezpieczyciel, w zamian za przyjete od ubez-
pieczajacego skladki (ktore sa dla niego wplata), zobowiazuje sie do wyplaty sumy ubez-
pieczenia, gdy umiera ubezpieczony, lub gdy dozywa okreslonego w polisie wieku. Ubez-
pieczajacy zobowiazuje si¢ placi¢ skladki (ktdre dla niego sa wyplata) za ubezpieczonego,
natomiast w zamian za to ma mozliwos¢ skorzystania z réznego rodzaju ulg. Co wiecej
ubezpieczony zazwyczaj placi podatek od skladki ubezpieczeniowej (i jest to jego wyplata).
Ponadto w wyniku umowy ubezpieczenia otrzymuje on sume ubezpieczenia (ktora jest
dla niego wplata) jesli dozyje wyznaczonego w umowie wieku. Wyplata nastepuje takze
w przypadku $mierci pracownika, a sume ubezpieczenia otrzymuje uposazony wskazany
przez ubezpieczonego pracownika.

Do analizy przeplywéw pienieznych zwiazanych z umowa ubezpieczenia wykorzysty-
wana bedzie tzw. funkcja lgcznych przeplywow pienieinych do momentu $mierci w okresie
[k; k + 1). Funkcja ta okreslona jest nastepujaco:

9
Br (k)= 3" bi(i) dla k=0,1,---,

1=0

gdzie g = k+ 1, gdy k < noraz ¢ = n+ 1, gdy k > n, natomiast bi(i) oznacza wy-
sokos¢ przeplywu pienieznego, wynikajacego z umowy ubezpieczenia na zycie i dozycie, na
poczatku i-tego roku pod warunkiem, ze ubezpieczony umrze w okresie [k;k + 1).
Funkcja Bp okresla przeplywy pieniezne od poczatku okresu ubezpieczenia do mo-
mentu wygasniecia polisy, ktéry bezposrednio zwiazany jest ze zmienng losowa K. Funk-
cja lacznych przeplywdéw pienieznych przyjmuje wartosci dodatnie, gdy istnieje przewaga
dochodéw nad wydatkami, a ujemne gdy wystepuje sytuacja przeciwna. W Paragrafie
4.2 wyznaczona zostala warto$¢ oczekiwana oraz wariancja zakumulowanych przeplywow
pienieznych wzgledem rozkladu dlugosci trwania zycia ubezpieczonego - K.
Podstawowym miernikiem oceny efektywnosci dlugookresowych decyzji finansowych
sa zdyskontowane przeplywy pieniezne, ktorych zaletg jest umozliwienie poréwnywalnosci
dochodéw (przychodéw) i wydatkéw z réznych okreséw inwestycji. Niech zaktualizowana
wysokos¢ przeplywu pienieznego, wynikajacego z umowy ubezpieczenia na zycie i dozycie,



na poczatku i-tego roku pod warunkiem, ze ubezpieczony umrze w okresie [k; k + 1) dana
bedzie wzorem

gdzie v(7) jest funkcja dyskontujaca.
W pracy zbadana zostala :dyskontowana funkcja lqcznych przeplywow pienieinych do
momentu $mierci ubezpieczonego w okresie [k; k + 1), ktéra okreslona jest nastepujaco

g
Zr(k) =) z() dla k=0,1,---,

1=0
gdzieg=k+ 1,gdy k <norazg=n+1, gdy k > n.

Wyznaczenie wartosci oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej Zy zalezy od postaci
funkcji dyskontujacej. W przypadku, gdy stopa procentowa u jest stala przez caly okres
ubezpieczenia, a kapitalizacja dokonywana jest na koniec roku wspoétczynnik dyskontujacy

Jjest postaci:
. IAY
v(1) = ) (0.0.1)

Jesli roczna stopa procentowa u jest stala w okresie jednostkowym kapitalizacji i ka-
pitalizacja dokonywana jest w sposob ciagly, to wspdlczynnik dyskontujacy przyjmuje
postac:

v(t) = eS8t
gdzie 8, = In(1+u) oznacza stope oprocentowania ciaglego réwnowazna stopie procentowej
u.

Zalozenie, ze wspoélczynnik dyskonta v (a wigc stopa procentowa) jest staly przez caly
okres ubezpieczenia jest malo realistyczne. Czesto zdarza sie, ze w miare uptywu czasu
podlega on losowym zmianom, ktére modelowane moga by¢ za pomoca proceséw stocha-
styvcznych. W takim przypadku funkcja dyskontujaca przyjmuje postac

v(i) = eV (0.0.2)

gdzie Y (¢) jest odpowiednio dobranym procesem stochastycznym o stacjonarnych przy-
rostach (szczegélowa konstrukcja procesu Y (i) przedstawiona zostala w Paragrafie 4.4).
Zmienna losowa Zj opisuje podwdjna stochastyczna nature przeplywdw pienigznych:
dlugos¢ trwania zycia ubezpieczonego oraz intensywnosc stopy procentowej.

W pracy rozpatrzone zostaly dwa szczegdlne przypadki modelowania procesu stopy
procentowej. Pierwszy jest procesem zdefiniowanym wzorem Y (t) = f(: X (s)ds, gdzie X (s)
jest dowolnym gaussowskim stacjonarnym procesem o funkcji kowariancji R(t) = e~%! oraz
wartosci oczekiwanej u > 0. W literaturze probabilistycznej nazywany on jest procesem
Ornsteina-Uhlenbecka. Proces ten jest czesto rozpatrywany w kontekscie badania inten-
sywnosci stopy procentowej w matematyce aktuarialnej (G. Parker [24], J.A. Beekman
i C.P. Fuelling [4] i [5)). Inna klase rozpatrywanych modeli stanowia procesy postaci
Y (t) = oW (t) + ut gdzie W(t) jest procesem Wienera oraz o, u > 0 (Beekman i Fuelling
[5], J. Garrido [18]). W Rozdziale 4 zaproponowane zostalo wykorzystanie do modelowania
procesu stopy procentowej ulamkowego ruch Browna Y (t) = o By (t) + ut, gdzie H € [3;1]

Wielkos¢ zaktualizowanej funkcji przeplywéw pienieznych zalezy od czasu zycia ubez-
pieczonego, ktdry jest losowy, tak wiec Zx jest zmienna losowa, ktdrej rozklad zalezy
od rozkladu zmiennej losowej K. Zatem nie mozna dokladnie okresli¢ aktualnej wartosci



zaktualizowanej funkcji lacznych przeplywéw pienieznych, gdyz zalezy ona od rozkladu
dalszego trwania zycia ubezpieczonego oraz stopy procentowe]j (stala badz zmienna). Stad
potrzeba liczenia wartosci przecietnej i wariancji lacznych zaktualizowanych przeplywéw
pienieznych.

Pierwsze dwa momenty zaktualizowanych przeplywéw pienieznych wzgledem lacznego
rozkladu dlugosci trwania zycia ubezpieczonego oraz intensywnosci stopy procentowej,
okresla sie nastepujaco (Twierdzenie 4.3.1):

E(Z) = (BD)TM (0.0.3)

E(Z%) = ZH:DTI;CIZBTABI;C (0.0.4)
k=0

E(Z,2,) = (BD)TABD. (0.0.5)

Przedstawiajac momenty w formie macierzowej udalo sie uzyska¢ faktoryzacje, ktdra
okazala sie uzyteczna. Przede wszystkim skladowe iloczynu macierzy maja do$¢ jasna
interpretacje. A mianowicie macierz D okre$la rozklad dlugosci trwania zycia ubezpieczo-
nego w okresie ubezpieczenia na zycie i dozycie. Macierze M, A, i R charakteryzuja pa-
rametry procesu stopy procentowej. Natomiast macierz B okresla wysokosSci przeplywow
pienieznych z punktu widzenia strony umowy ubezpieczenia.

Oprécz interpretacji forma macierzowa ulatwia obliczenia numeryczne przy komple-
ksowej analizie ubezpieczenia. Z otrzymanych wzoréw wynika, ze aby obliczy¢ typowy
przedzial zmiennosci zaktualizowanych tacznych przeplywdéw pienigznych osobno dla kazdej
ze stron umowy ubezpieczenia, wystarczy jedynie raz wyznaczy¢ macierze D, M, Ai R,
a nastepnie dla kazdej ze stron umowy ubezpieczenia (na podstawie wyznaczonej dla niej
funkcji b (7)) okreslic macierz przeplywdéw pienieznych B.

Ponadto forma macierzowa wzor6w na momenty upraszcza przeprowadzenie analizy
zmiennosci zaktualizowanych przeplywdéw pienieznych w przypadku ubezpieczenia grupo-
wego. Calkowity zaktualizowany zakumulowany przeplyw pieniezny Z(n) dla grupy N
ubezpieczonych oséb, z ktérych kazda zostala ubezpieczona na ten sam okres n, okreslony

jest w postaci wzoru
N
Zwy= 3.7
=1

gdzie Z; oznacza zaktualizowana funkcje zakumulowanych przeplywdéw pienieznych [-tej
ubezpieczonej osoby w grupie. Korzystajac z reprezentacji macierzowej (Twierdzenie 4.3.2)
wykazano, ze

E(Zn))

I
0~
M=

e

S
N————

g
<

N T N
D*(Zy) = (ZB,D,) R(ZB,D,)—
=1

> ((B,D,)TAB,D, -3 D,TIkIZB,TAB,Ik) ,
=1 k=0

gdzie B jest macierza przeplywdéw pienieznych a D; wektorem rozkladu trwania zycia w
okresie ubezpieczenia dla [-tej osoby w grupie.



W szczegélnym przypadku, gdy B, = B oraz D; = D dla kazdego l = 1, ..., N (czyli
dla jednorodnej grupy os6b) powyzsze wzory przyjmuja postac:

E(ZN) = N(BD)'M
D*(Z) = N*BD)"RBD -

N ((BD)TABD -y DTIkI{BTABIk) .
k=0

W analizie ubezpieczenia jednorodnej grupy istotna jest przecietna warto$¢ lacznych
przeplywéw pienieznych przypadajaca na jedna osobe w grupie, czyli zmienna losowa po-
staci #Z(N). W przypadku jednorodnej grupy oséb warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej
ﬁZ(N) wyraza si¢ wzorem
1
N
i nie zalezy od ilosci os6b w grupie. Okazuje sie, ze wraz ze wzrostem liczby os6b w grupie
wariancja zmiennej losowej #Z(N) dazy do pewnej granicznej wartosci:

E(=Zn)) = (BD)'M

lim IDQ(%Z(N)) = (BD)TRBD.

N—=oco

W Rozdziale 5, model strumieni finansowych zostal zastosowany do grupowego ubez-
pieczenia na zycie i dozycie. Motywacja tej analizy byly dokonane w 1995 roku zmiany
ustawy o podatku dochodowym od oséb prawnych dotyczace wydatkéw ponoszonych przez
podatnika (zaklad pracy) posrednio na rzecz pracownikéw, jesli nie wynikaly one z ukladu
zbiorowego pracy lub innych aktéw prawnych. Zmiany te dotycza zmniejszenia podstawy
opodatkowania zakladu pracy o wysokos$¢ skladek placonych za ubezpieczenie pracow-
nikéw. Ponadto od skladek tych zaklad pracy nie oplaca skladek na rzecz ZUS, a w
przypadku $mierci pracownika wyplaca jedynie nadwyzke (jesli istnieje) réznicy miedzy od-
prawa posmiertna a suma ubezpieczenia. Zwolnienie pracodawcy z oplat podatkowych oraz
innych oplat wynikajacych ze stosunku pracy, w przypadku zakupu lub wspéluczestnictwa
w zakupie ubezpieczenia dla pracownikéw ma takze konsekwencje w stosunku do poboréw
pracownika. Pracownik wyrazajac zgode na wykupienie przez zaklad pracy ubezpieczenia
ma obowiazek potraktowacl skladke jak swéj dochdd osobisty i placi¢ od tego dochodu
podatek. Zatem z tytulu zawartego ubezpieczenia tez ponosi on pewne wydatki.

Zostala przeprowadzona analiza przeplywéw pienieznych dla pracodawcy, ktéry wy-
kupil ubezpieczenie dla pracownikéw. Zaproponowano kalkulacje wszystkich mozliwych
zwolniefi podatkowych i innych wydatkéw ponoszonych przez pracodawce z tytulu za-
warcia grupowego ubezpieczenia na zycie i dozycie. Miedzy innymi okreslone zostaly
wysokosci przeplywéw pienieznych bi(i), a na ich podstawie funkcja lacznych przeplywéw
pienieznych. Rozpatrzono zaktualizowana funkcje przeplywéw pienieznych w przypadku
kapitalizacji stalej i zmiennej. Podobna analize przeprowadzono dla ubezpieczonego pra-
cownika.

W Paragrafie 5.4 model strumieni finansowych zostal zastosowany do poréwnania ubez-
pieczenia na zycie i dozycie z podwyzka plac w zakladzie pracy. Zgodnie z zasadami fi-
nansowania ubezpieczen grupowych, srodki pieniezne przeznaczone przez pracodawce na
ubezpieczenie na zycie i dozycie dla pracownikéw musza pochodzi¢ z innego zrédla niz
pula wynagrodzen pracownikéw wynikajaca ze stosunku pracy. Dlatego pracodawca go-
spodarujac wolnymi srodkami moze zamiast na ubezpieczenie pracownikéw, przeznaczyé



je bezposrednio na podwyzki plac. Dokonano analizy korzysci finansowych zaréwno dla
pracodawcy, jak i pracownika. Dla obu stron okreslono co jest korzystniejsze (w ciagu n
lat): wykupienie ubezpieczenia dla pracownika, czy przeznaczenie przez pracodawce na
podwyzke wynagrodzenia kwoty réwnej skladce ubezpieczeniowej.

Rozwazana w niniejszej pracy analiza ubezpieczenia na zycie i dozycie dotyczy gléwnie
aspektow inwestycyjnych ubezpieczenia od strony ubezpieczonego i ubezpieczajacego. Oka-
zuje si¢, ze w oparciu o model strumieni finansowych mozna dokonac oceny finanso-
wej ubezpieczenia takze z punktu widzenia ubezpieczyciela. Dla firmy ubezpieczenio-
wej szczegllnie wazna jest ocena wysokosSci przyszlego $wiadczenia, ktére bedzie musiala
wyplaci¢ z tytulu sprzedanego ubezpieczenia. Problem ten jest istotny, gdyz zgodnie ze
stosowana przez ubezpieczycieli zasadq réwnowainosci sktadka netto jest rowna wartosci
oczekiwanej przyszlych §wiadczen wynikajacych z umowy ubezpieczenia. Ponadto w celu
okreélenia dodatku bezpieczeristwa (inaczej dodatku na ryzyko sluzacego do gromadzenia
funduszu przeznaczonego na pokrycie niekorzystnych odchylen w przebiegu zdarzen loso-
wyvch) czyli czesci skladki przeznaczonej na pokrycie ryzyka $mierci ubezpieczonego przed
konicem okresu ubezpieczenia, niezbedna jest znajomos$¢ wariancji wysokosci przyszlego
$wiadczenia. Problem okreslenia przecietnej wartosci $wiadczenia i jej zmiennosci byl ana-
lizowany przez wielu autoréw. Miedzy innymi w 1994 roku G. Parker w pracy [24] badal
zdvskontowana warto$¢ $wiadczenia, ktére musi wyplaci¢ ubezpieczyciel w ubezpieczeniu
na zycie i dozycie. Rozpatrywal on ubezpieczenie, w ktdrym proces stopy procentowej
jest modelowany przez proces Ornsteina-Uhlenbecka, a czas trwania zycia ubezpieczonego
jest losowy. Ponadto, w przypadku ubezpieczenia indywidualnego i grupowego, obliczyl
wartos¢ oczekiwana i wariancje¢ wysokosci wyplacanego przez ubezpieczyciela $wiadczenia
korzystajac z nastepujacych wzoréw:

n—1
E(Z) = ) kdzbr+1E(exp(=Y (ki + 1)) +n pzesE(ezp(-Y (n)) (0.0.6)
k=0
n-1
E(Z]) = ) k0% +1E(exp(=2Y (ki + 1)) +n pe2E(ezp(-2Y (n))  (0.0.7)
k=0
n—1 n—1
E(Z:Z1) = )Y ke k)9ebk. 11041 E(exp(=Y (ks + 1) = Y (ki + 1))
ks=0k; =0
n—1
+ 22 nPzk|9zdk+1enE(exp(=Y (k + 1) — Y (n))
k=0
+  (nPz)?€2E(exzp(-2Y (n)). (0.0.8)

W ostatnim paragrafie pracy wykazano, ze uzyskane przez G. Parkera wzory na okreslenie
dwdch pierwszych momentéw zaktualizowanej wysokosci swiadczenia wyplacanego przez
ubezpieczyciela wynikaja z Twierdzenia 4.3.1. Wzory (0.0.6), (0.0.7), (0.0.8) przedstawic
mozna w postaci odpowiednio réwnosci (0.0.3), (0.0.4) i (0.0.5) tzn. zwiezlego zapisu
macierzowego.

Rozwazania dotyczace zaréwno aspektéw inwestycyjnych ubezpieczonego w indywi-
dualnym ubezpieczeniu na zycie i dozycie jak i zobowiazan finansowych pracownika i
pracodawcy w ubezpieczeniu grupowym zostaly zilustrowane przykladami numerycznymi.
Przedstawione w pracy przyklady zostaly opracowane w oparciu o Polskie Tablice Trwa-
nia Zycia ogolem 1990-1991, oraz Zbiér taryf okresowych za jednostkowe ubezpieczenia na
zycie PZU Zycie S.A.



Rozdzial 1

Wiadomosci wstepne

1.1 Charakterystyka ubezpieczen na zycie

1.1.1 Ogdlna klasyfikacja i koncepcja ubezpieczen na zycie

Koncepcja. wspdlnej Europy zwigzana jest z potrzeba ujednolicenia prawodawstwa nor-
mujacego wazniejsze dziedziny dzialalnosci panstwa poprzez Dyrektywy, ktore sa adreso-
wane do paiistw czlonkowskich. Obliguja one do dokonania zmian i korekt w prawie danego
kraju, tak aby bylo ono zgodne z prawem wspélnoty. Celem dyrektyw jest osiagnigcie jed-
nolitego europejskiego rynku finansowego. Opierajac sie na dyspozycjach dyrektyw Unii
Europejskiej, ktore nie zezwalaja na prowadzenie przez jedno towarzystwo ubezpieczeniowe
zaréwno dzialalnosci w zakresie ubezpieczefi majatkowych jak i zyciowych, w Polsce do-
konano podzialu rynku ubezpieczeniowego na dwa segmenty wedlug odrebnych zakreséw
dzialania. Podstawowe regulacje prawne dotyczace funkcjonowania ubezpieczen w Polsce
zawarte sa w ustawie o dzialalnosci ubezpieczeniowej [31], ktéra wyodrebnia dwa dzialy
ubezpieczen: Dzial I - Ubezpieczenia na zycie oraz Dzial 11 - Pozostale ubezpieczenia
majatkowe, specyfikujac grupy, rodzaje i ryzyka ubezpieczeniowe.

Podzial zakladéw ubezpieczen (ubezpieczycieli) na prowadzacych ubezpieczenia na
zycie (Dzial 1) oraz prowadzacych ubezpieczenia majatkowe i inne osobowe (Dzial II)
zwiazane jest z:

- uniemozliwieniem przeplywu srodkéw finansowych miedzy tymi dzialami,

- wyzszymi wymogami kapitalowymi dla zakladéw ubezpieczen na zycie,

odmiennymi zasadami gospodarki finansowej,
- koniecznoscia zatrudnienia aktuariusza przez towarzystwa ubezpieczen na zycie.

Réznice te wynikaja z istoty ubezpieczen prowadzonych przez wyrdéznione dzialy. Kry-
terium tego podzialu jest czas trwania ochrony ubezpieczeniowej oraz kalkulacja skladek
netto, zwiazana z rezerwa matematyczna. W ubezpieczeniach zyciowych (dlugoterminowych)
decydujaca role odgrywaja dwa elementy: dlugos$¢ przyszlego czasu trwania zycia osoby
ubezpieczonej i stopa procentowa lokat ubezpieczeniowych. Dlatego tez konieczne jest
tworzenie rezerwy matematycznej na przyszle zobowiazania. Natomiast w ubezpieczeniach
niezyciowych (krétkoterminowych) gléwna role w kalkulacji skladki netto odgrywaja ilosci

i wielkosci szkéd. Zwiazane jest to z faktem, ze w ubezpieczeniu trwajacym nie dluzej niz
rok dochdd z inwestowanej skladki jest niewielki i nie jest uwzgledniany przy jej obliczaniu
(A. Banasiiski [1]).
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Ubezpieczenia na zycie sa ubezpieczeniami dobrowolnymi. Ochrona ubezpieczeniowa
oparta jest na podstawie dobrowolnej umowy zawieranej miedzy ubezpieczajacym, ubez-
pieczonym i ubezpieczycielem.

Naczelng ideg ubezpieczenia jest wspélne (wzajemne) pokrywanie strat powstalych w
wyniku zdarzen losowych. Pojecie zdarzenia losowego wiazane jest ze zdarzeniami, ktére
wystepuja wbrew woli czlowieka lub niezaleznie od niej. Ubezpieczenie jest umowa, w
ktorej zaklad ubezpieczen zobowiazuje sie spelni¢ okreslone swiadczenie w razie zajscia
przewidzianego w umowie wypadku, a ubezpieczajacy zobowiazuje si¢ zaplaci¢ skladke.

Ubezpieczenia na zycie moga by¢ zawierane w formie grupowej przez zaklady pracy
lub indywidualnie.

W zalaczniku do ustawy o dzialalnosci ubezpieczeniowej, ubezpieczenia na zycie sa
klasyfikowane w nastepujacy sposéb:

1. Ubezpieczenia na zycie,

2. Ubezpieczenia posagowe, zaopatrzenia dzieci,

3. Ubezpieczenia na zycie jesli zwigzane sg z funduszem inwestycyjnym,
4. Ubezpieczenia rentowe,

5. Ubezpieczenia wypadkowe i chorobowe, bedace uzupelnieniem do ubezpieczen wy-
mienionych w grupach 1-4.

Specyfika ubezpieczenia na zycie polega na tym, ze ubezpieczeniem zazwyczaj obejmo-
wane s3 zdarzenia, ktére musza wystapi¢ (Smier¢ ubezpieczonego), niewiadomy jest tylko,
termin wystapienia. Podstawowym zdarzeniem, jakie obejmuje ubezpieczenie na zycie jest
$mier¢ ubezpieczonego lub dozycie okreslonego w umowie wieku.

Do ubezpieczenia moga by¢ wlaczone ryzyka dodatkowe, do ktérych naleza:

- $mier¢ w wyniku nieszczesliwego wypadku,

- trwale inwalidztwo w wyniku nieszczesliwego wypadku,
- czasowa lub trwala niezdolnos¢ do pracy,

- ryzyko zachorowania, w tym tzw. ciezkiej choroby,

- urodzenie sie dziecka,

- $lub,

- rozpoczecie studidw i inne.

Ubezpieczenia wypadkowe i zdrowotne formalnie zaliczane sa do ubezpieczen niezyciowych,
jednak gdy stanowia one uzupelnienie ubezpieczenia na zycie, sa zaliczane do ubezpieczen
na zycie.

Wsréd ubezpieczen na zycie odrebna kategorie stanowia ubezpieczenia posagowe. Spe-
cyfika tych ubezpieczen jest fakt, ze osoba ubezpieczong jest rodzic (ojciec albo matka)
lub kazda inna osoba dorosla, za$ osoba uposazong jest dziecko. Po okresie ubezpieczenia
dziecko otrzymuje $wiadczenie, ktére moze by¢ poréwnywane z wplaconym kapitalem i
odsetkami. Ubezpieczenie takie moze byé zawarte z opcja renty, co oznacza, ze w razie
$mierci osoby ubezpieczonej dziecko otrzymuje rente miesieczna do korca okresu ubezpie-
czenia, a nastepnie nie uszczuplony kapital.
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Jeszcze inna grupe ubezpieczen na zycie stanowia ubezpieczenia rentowe (okresowe i
dozywotnie), przy ktérych - w przeciwienstwie do typowych ubezpieczen na zycie - wy-
soko$¢ swiadczen ubezpieczeniowych wynika z dlugowiecznosci osoby ubezpieczonej. W
tego typu ubezpieczeniach zazwyczaj Smieré przerywa wyplate sSwiadczenia. Niekiedy
ubezpieczenia rentowe stanowia dodatek do ubezpieczen na zycie i wéwczas zamiast jed-
norazowej wyplaty swiadczenia po dozyciu okreslonego, w umowie ubezpieczenia, wieku
ubezpieczony otrzymuje rente.

Charakter ubezpieczen na zycie sprawia, ze niekiedy bardziej przypominaja one forme
oszczedzania i inwestowania srodkéw finansowych, niz typowe ubezpieczenia (szczegélnie
dotyczy to ubezpieczen z funduszem inwestycyjnym), gdzie okreslone zdarzenie moze
wystapi¢ ale nie musi. Poza ubezpieczeniami terminowymi na zycie, ryzyko zawsze sie
realizuje, ale nie wiadomo kiedy to nastapi. Podstawowa réznica miedzy oszczedzaniem
tradycyjnym, a oszczedzaniem w ramach ubezpieczenia na zycie polega na tym, ze w ubez-
pieczeniu na zycie, w razie zajscia zdarzenia objetego umowa ubezpieczony (uposazony)
otrzymuje pelna, wartos¢ spodziewanych oszczednosci, czyli sume ubezpieczenia. To po-
woduje, ze ubezpieczony uzyskuje pelna kwote jaka by otrzymal, gdyby nie nastapilo nie-
przewidziane zdarzenie ($mier¢, choroba, kalectwo). Natomiast w przypadku tradycyjnego
oszczedzania, w razie potrzeby, osoba oszczedzajaca moze wycofaé tylko tyle pieniedzy ile
uskladala plus oprocentowanie.

Szczegblowy opis rodzajéw ubezpieczei mozna znalezé w pracy E. Stroinskiego [27].

1.1.2 Ubezpieczenie na zycie i dozycie

W umowie ubezpieczenia istnieja co najmniej dwie strony: ubezpieczony i ubezpieczyciel.
Ponadto moze wystepowac uposazony (osoba uprawniona). Ubezpieczony ma obowiazek
zaplaci¢ ubezpieczycielowi okreslona sume pieniezna zwanga skladka ubezpieczeniowa, ktéra
wchodzi w sklad funduszu ubezpieczeniowego. Fundusz ten pozwala on ubezpieczycielowi
wywiazaé sie ze swoich obowiagzkéw w stosunku do ubezpieczonych, tworzy rezerwe oraz
zrédlo zysku ubezpieczyciela. Zysk ten w znacznej mierze bierze udzial w powiekszaniu
funduszu.
Z szerokiej gamy ubezpieczen zyciowych mozna wyréznié nastepujace dwa rodzaje:

- klasyczne ubezpieczenia na zycie (na wypadek $mierci), w ktérych ubezpieczyciel
wyplaca §wiadczenie uposazonemu po $mierci ubezpieczonego,

- ubezpieczenie na dozycie, w ktérym wyplata swiadczenia nastepuje w przypadku
dozycia przez ubezpieczonego wieku okreslonego w polisie ubezpieczeniowej.

Ubezpieczenie mieszane - na zycie i dozycie stanowi polaczenie dwéch wymienionych ubez-
pieczen: wyplata swiadczenia nastepuje, gdy ubezpieczony dozyje okreslonego wieku lub
gdy $mier¢ nastapi przed tym terminem. Zatem ubezpieczenie to oprécz ochrony zycia,
ma w sobie czes$¢ oszczednosciowa, ktora powinna spelnia¢ nastepujace funkcje:

- w razie Smierci ubezpieczonego ma zapewnié realne zabezpieczenie finansowe uposazonemu,

- w momencie osiagniecia przez ubezpieczonego okreslonego (w umowie) wieku, wyplacony
kapital powinien posiadaé¢ dobra sile nabywcza.

Niech n oznacza okres ubezpieczenia, przy czym kolejne lata trwania umowy ubezpie-
czenia beda oznaczone przez k (k € {0,1,2,...}). Ponadto niech z bedzie wiekiem wstepu
osoby ubezpieczajacej sie
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Suma ubezpieczenia w k-tym roku trwania ubezpieczenia Sy jest to wysokoS¢ wyplaty
w przypadku $mierci ubezpieczonego lub $wiadczenie pobrane przez ubezpieczonego po
zakonczeniu okresu ubezpieczenia. Sume ubezpieczenia wyplacana na koniec okresu ubez-
pieczenia (dozycie) oznaczac bedziemy przez S,.

Schematu konstrukcji ubezpieczenia na zycie i dozycie zostal przedstawiony na Ry-
sunku 1.1.

Rysunek 1.1: Schemat konstrukcji ubezpieczenia na zycie i dozycie.

Swiadczenie

SII

S e

Zrodlo: Opracowanie wlasne

Zalézmy, ze osoba w wieku z zawiera ubezpieczenie na n lat. W ciagu okresu ubezpie-
czenia moga zdarzy¢ sie¢ dwie sytuacje:

- ubezpieczony umrze przed koricem okresu ubezpieczenia. Jezeli $mieré nastepuje
w roku k, to aktualna suma ubezpieczenia, ktéra w tym momencie jest réwna Sk,
zostaje wyplacona osobie uposazone;j.

- ubezpieczony przezyje n lat. Wtedy aktualna suma ubezpieczenia S, zostaje wyplacona
ubezpieczonemu.
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Rysunek 1.2: Klasyfikacja ubezpieczen ze wzgledu na sposéb dopisywania zysku do sumy
ubezpieczenia

SUMA UBEZPIECZENIA
STALA ROSNACA
UDZIAL W ZYSKU SYSTEM FRANCUSKI
WZROST BEZPOESREDNI WZROST POSREDNI
DYWIDENDA PREMIA OBNIZENIE SKLADEK
NADZWYCZAINA
ZAKUP
DODATKOWEGO
UBEZPIECZENIA

Zrddlo: Opracowanie wlasne

Gléwnym zagrozeniem oplacalnosci tego typu przedsiewziec jest inflacja. Firmy ubez-
pieczeniowe proponuja rozne formy zabezpieczenia przed nig (nazywane indeksacja, udzialem
w zysku, czy stopa procentowa), od ktérych zalezy wysokosé sumy ubezpieczenia w danym
roku okresu ubezpieczenia.

Zazwyczaj zysk z inwestycji kapitalowych szacowany jest przez wigkszos¢ zakladow
ubezpieczeniowych na poziomie okoto 5% rocznie. Jest to tzw. techniczna stopa oprocen-
towania.

Przy ustalaniu technicznej stopy procentowej mozna popelni¢ dwa rodzaje bledow.
Pierwszy to niedoszacowanie mozliwosci osiagniecia zysku, ktére powoduje wzrost skladki
netto a przez to ubezpieczenia staja si¢ mniej konkurencyjne na rynku, Drugim bledem jest
przeszacowanie mozliwosci osiagniecia zysku z tytulu posiadanego kapitalu, ktére pociaga
ustalenie skladki ubezpieczeniowej na nizszym poziomie. Powoduje to straty zakladu ubez-
pieczen, ktére beda musialy byé pokryte z réznych Zrédel na przyklad poprzez nizsze niz
kalkulowano koszty, ale najczesciej ze sSrodkéw wlasnych zakladu ubezpieczen.

Wlasciwa ocena technicznej stopy oprocentowania jest szczegdlnie istotna w ubezpie-
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czeniach na zycie i dozycie. Zawierajac umowe ubezpieczenia na zycie zaklad ubezpieczen
nie tylko musi okresli¢ ile wyplaci w razie zajscia okreslonego zdarzenia, ale takze jest
zobowiazany dokonaé¢ wyplaty w przeciagu okreslonego w umowie czasu.

Oprécz technicznej stopy procentowej wysokosé sumy ubezpieczenia jest podstawa do
obliczania skladki jak tez podstawg do obliczenia naleznego $wiadczenia. Jezeli nie istnieja
odrebne przepisy odnosnie ubezpieczeii dodatkowych, to zazwyczaj §wiadczenie wyplacane
jest w wysokosci sumy ubezpieczenia.

Wyplata swiadczenia w wysokosci sumy ubezpieczenia zazwyczaj powoduje zrealizo-
wanie i rozwigzanie umowy ubezpieczenia. W umowie ubezpieczenia na zycie i dozycie,
wyplata sumy ubezpieczenia w przypadku $mierci rozwiazuje umowe i po uplywie okresu
ubezpieczenia $wiadczenie nie przysluguje.

Ze wzgledu na to, ze ubezpieczenia na zycie i dozycie maja charakter dlugoterminowy i
w celu zmniejszenia skutkéw inflacji suma ubezpieczenia moze ulegaé okresowemu (przewaznie
corocznemu) podwyzszaniu.

Formy podwyzszania sumy ubezpieczenia ilustruje Rysunek 1.2.

Stala suma ubezpieczenia byla stosowana w ubezpieczeniach starego typu, a obecnie
ma zastosowanie jedynie w ubezpieczeniach krotkoterminowych na zycie. Niektére zaklady
stosuja rygorystyczne zasady podwyzszania sumy ubezpieczenia (indeksacji) np. jezeli
ubezpieczony rezygnuje przez kolejne dwa lata z podwyzszania sumy ubezpieczenia to traci
on prawo do indeksacji. Ponadto niektére zaklady ubezpieczen nie dokonuja indeksacji w
trakcie ostatnich lat okresu ubezpieczenia.

Podwyzszanie sumy ubezpieczenia moze odbywac sie bez zmiany skladki i moéwi sie
wéwczas o udziale ubezpieczonego w zyskach zakladu ubezpieczeil. Zwiazane to jest z
posiadaniem przez zaklad ubezpieczei skladki oszczednosciowej tzn. rezerwy matema-
tycznej, ktora odpowiednio zainwestowana, przez firme ubezpieczeniowa, przynosi dochéd
(zysk). Udzial w zysku jest mozliwy dzieki temu, ze zaklady ubezpieczeii ustalaja na
niskim poziomie techniczna stope oprocentowania. Zatem zysk stanowi réznice miedzy
faktycznymi dochodami a zakladanymi w planie technicznym ubezpieczenia i jest dzielony
miedzy ubezpieczonego a zaklad ubezpieczeii. W Polsce podzial zysku na ogét odbywa sie
w stosunku 85:15. Zysk moze by¢ kierowany do ubezpieczonych w formie dywidendy lub
premii nadzwyczajnej dodawanej corocznie do sumy ubezpieczenia. Moze by¢ tez zaku-
pywane dodatkowe ubezpieczenie, a wtedy coroczny zysk stanowi jednorazowa skladke za
ubezpieczenie.

Inna forma udzialu w zysku, ale nie powodujaca nominalnego wzrostu sumy ubezpie-
czenia, jest obnizenie przyszlych skladek i przez to podwyzszenie posrednio sumy ubezpie-
czenia.

Niektére zaklady ubezpieczen stosuja waloryzacje sumy ubezpieczenia réwnolegle z
podwyzszana corocznie skladka (system francuski). Woéwczas suma ubezpieczenia jak i
skladka sa podwyzszane o taki sam procent. Przy waloryzacji sumy ubezpieczenia pod-
stawowego zazwyczaj w tym samym stopniu waloryzowane sa wszystkie sumy ubezpieczen
dodatkowych.

Réznice miedzy tzw. udzialem w zysku, a systemem francuskim przedstawia przyklad
zaczerpniety z pracy E. Stroifiskiego [27].

Przyklad 1.1.1 Zakladaejgc lqczny dochdd = kapitatu 30% i stope techniczng 5%, podzial
zysku moze byé dokonany na dwa sposoby.

Przy zastosowaniu tzw. udzialu w zysku, jezeli zaklad ubezpieczen osiqgnie w ciqgu
roku dochdd z lokat w wysokosci 30%, a w planie technicznym zakltadat 5% to wowc:zas
24% (= 1,30 : 1,05 — 1) stanowi dodatkowy nieprzewidziany zysk. Zysk ten jest dzie-
lony pomiedzy ubezpieczonego i zaklad ubezpieczenn w stosunku 85 : 15. Zatem dodatkowy
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nieprzewidziany zysk ubezpieczonego jest réwny 20,4% (= 24% - 0,85). Zysk ten dotyczy
jednak tylko skladki ju: wplaconej. Zatem obliczane jest 20,4% od wplaconej skladki (bqdz
sumy sktadek i zyskéw jakie one przyniosly w poprzednich latach), po czym wielkosé ta
w postact dywidendy, skladki na dodatkowe ubezpieczenie lub premii nadzwyczajnej jest
przyznawana ubezpieczonemu.

W przypadku systemu francuskiego zaktad ubezpieczeri proponuje podwyzszenie wplaconej
sktadki o 24% lub mniej, jednak co najmniej o 20,4%, co daje mozliwosé podwyzszenia takze
od 20,4% do 24% sumy ubezpieczenia.

Ze wzgledu na czestotliwo$é i forme skladek, ubezpieczenia mozna podzieli¢ w sposéb
jak na Rysunku 1.3.

Rysunek 1.3: Klasyfikacja ubezpieczen ze wzgledu na rodzaj skladek.

[ SKLADKA UBEZPIECZENIOWA I

| JEDNORAZOWA | | OKRESOWA |

| PODSTAWOWA DORAZNA |

| ROSNACA | |MALEJACAJ

Zrodlo: Opracowanie wlasne

Najczestsza forma placenia za ubezpieczenie jest skladka okresowa. Jako zasade przyj-
muje si¢, ze skladka jest roczna i placona za rok z gory, cho¢ towarzystwa ubezpiecze-
niowe dopuszczaja skladki w formie pétrocznej, kwartalnej lub miesiecznej. Suma skladek
wplaconych w ciagu roku w krétszych odstepach czasu jest przewaznie wyzsza od skladki
rocznej poniewaz moze ona by¢ zainwestowana juz na poczatku roku.

Skladki oplaca sie za czas trwania odpowiedzialnosci zakladu ubezpieczen. Jezeli
skladka kwartalna jest oplacona z géry w miesiacu styczniu, a $mier¢ ubezpieczonego
nastapila 26 stycznia, to skladka za luty i marzec podlega zwrotowi. Kolejne skladki,
wplacane przez ustalony okres s3, w przypadku stalej skladki, jednakowej wysokosci.
Czesto skladki podlegaja okresowej, przewaznie rocznej podwyzce. Wynika to z checi
dostosowania ich do zmniejszajacej sie sily nabywczej pieniadza. Wtedy ubezpieczyciel
powiadamia ubezpieczonego o stosownej podwyzce, z ktora nierozerwalnie zwiazana jest
podwyzka sumy ubezpieczenia. Podwyzka ta nie jest obligatoryjna i moze nie zostac
przyjeta przez ubezpieczajacego.
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W przypadku skladki jednorazowej, jest ona zawsze placona z géry za caly okres ubez-
pieczenia. W niektérych typach ubezpieczen ogdlne warunki dopuszczaja wplacanie jed-
norazowych skladek doraznych, ktére w calo$ci podwyzszaja cze$é oszczednosciowa. Taka
mozliwo$¢ czasem istnieje takze w przypadku ubezpieczen ze skladka okresowa.

Terminowa oplata skladek nalezy do obowiazkéw ubezpieczonego. Ubezpieczyciel nie
ma obowiazku przypominaé ubezpieczonemu o tym terminie. W przypadku zaprzestania
oplaty skladek towarzystwo ubezpieczeniowe ma prawo rozwiaza¢ umowe ubezpieczenia
lub zamieni¢ ja na ubezpieczenie bezskladkowe. W praktyce zaklad ubezpieczen zamie-
szcza w ogolnych warunkach ubezpieczenia klauzule, w myS$l ktérej istnieje prolongata na
zaplacenie zaleglosci (nie dluzej jednak niz 3 miesiace). Po tym terminie ubezpieczyciel za
wznowienie ubezpieczenia moze zazadac zaplacenia zaleglych skladek wraz z odsetkami.

W ubezpieczeniu grupowym skladka moze by¢ obliczana w sposéb indywidualny, ale
moze by¢ takze obliczana w sposéb uproszczony, np. uwzgledniajac jedynie strukture wie-
kowa czy zawodowa. Czesto zaklad ubezpieczei rezygnuje z oceny zdrowia poszczegdlnych
os6b przyjmujac jednolita taryfe dla wszystkich czlonkéw grupy.

1.2 Elementy matematyki aktuarialnej i finansowej

1.2.1 Trwanie zycia

Do okreslenia dalszego czasu trwania zycia czlowieka (w szczegdlnosci ubezpieczonego) sa
najczeSciej wykorzystywane tablice trwania zycia, ktére sa gldwnym narzedziem analizy
umieralnosci. Zawieraja one funkcje okreslajace dla os6b urodzonych w tym samym czasie
ich szanse dozycia dowolnego wieku. Tablice, w ktérych wiek podany jest z dokladnoscia
do jednego roku, sa nazywane tablicami pelnymi. Tablice, tworzone na podstawie da-
nych o liczbie zgonéw i liczbie ludnosci ujete w przedzialy wiekowe wigksze niz jeden rok,
nazywane sa tablicami skréconymi.

Tablice trwania zycia mozna takze podzieli¢ ze wzgledu na ich relacje do rzeczywistosci.
Dziela sie one na surowe i modelowe. Terminu tablica surowa uzywa si¢ w odniesieniu do
tablic, w ktérych wartosci funkcji tablicowych sa oszacowane na podstawie surowego ma-
terialu statystycznego. W tego typu tablicach funkcje oszacowane na podstawie danych
z obserwacji nie podlegaja interpolacji lub ekstrapolacji oraz zadnym zalozeniom modelo-
wym. W3dréd tablic modelowych wyrdznié mozna tablice hipotetyczng i tablice perspekty-
wicznqg. Pierwsza jest rodzajem tablicy modelowej, w ktérej wartosci funkcji wynikaja z
zalozenia teoretycznego (okreslajacego sytuacje nie istniejaca w rzeczywistosci) potrzeb-
nego do celéw badawczych. Natomiast tablice konstruowane dla okreséw przyszlych oparte
na pewnych zalozeniach (ktére nie moga by¢ prognoza) nazywane sa tablicami perspekty-
wicznyma.

Inny podzial tablic wymieralnoéci dotyczy metody szacowania rozkladu trwania zycia.
Umieralno$¢ moze by¢ analizowana zaréwno w ujeciu przekrojowym (tablice biezqce) jak
1 wzdluznym (tablice kohortowe). Najczesciej stosowana jest analiza przekrojowa tzw.
biezaca, gdyz podstawa do wszelkich obliczen sa dane z krétkiego okresu, np. roku lub
kilku lat. Analiza wzdluzna powoduje problemy natury technicznej gdyz jej pelne wy-
konanie wymaga dlugiego czasu. Wzdluzne ujecie umieralnosci pokolenia wymaga obser-
wowania go w ciagu najczesciej stu lat. W ujeciu kohortowym dane dotycza grupy oséb
urodzonych w tym samym czasie (przedziale czasu) i sa rejestracja procesu wymierania
obserwowanej zbiorowosci(pokolenia, kohorty).

W kohortowej teorii konstrukcji tablic trwania zycia rozpatrywana jest zbiorowos$¢ [
0s6b urodzonych w chwili t = 0. Niech Ny(t) oznacza liczbe oséb, ktére dozyly wieku t

17



(¢t > 0). Ponadto niech
p; = P(No(t) = j|No(0) = lp), j=0,1,2,3,..

oznacza prawdopodobienistwo, ze chwili t dozylo j 0s6b pod warunkiem, ze w chwili t = 0
zbiorowos¢ liczyla lg oséb. W celu okreslenia p; zaklada sie, Ze ryzyko $mierci wszyst-
kich os6b zyjacych w chwili t jest niezalezne oraz prawdopodobienistwo Smierci w krotkim
przedziale czasu jest w przyblizeniu proporcjonalne do tego czasu.

W praktyce dostepne obserwacje dotycza przedzialow wieku, co pozwala na oszacowa-
nie funkcji dyskretnych bedacych analogonami odpowiednich funkcji ciaglych. Kohortowa
tablica trwania zycia zawiera przede wszystkim dwie funkcje I, i d., ktére sa rejestracja
danych i sluza do konstruowania pozostalych funkcji. Funkcje te sa nastepujace:

- liczba dozywajacych - funkcja, ktérej wartosé [, okresla liczbe oséb zyjacych w wieku
x sposérdd Iy os6b tworzacych liczebnos¢ poczatkowa kohorty;

- liczba zmarlych - funkcja, ktérej wartosc d,. okresla liczbe oséb z tej kohorty, zmarlych
w przedziale wieku (z,2 + 1).

Liczby oséb dozyvwajacych i zmarlych sa zwiazane nastepujaca zaleznoscia l,4, = [, — d;
dlaz=0,1,...,w—1orazl, =d,, przy czym do + dy + ... + d, = lg.

W tablicy trwania Zycia okreslona jest funkcja nazywana prawdopodobieristwem zgonu
oznaczona jako q,.. Warto$é ¢, oznacza prawdopodobieiistwo, zgonu w przedziale wieku
(z, + 1) pod warunkiem dozycia do wieku z. W niektérych przypadkach wygodniej
jest poslugiwaé sie funkcja nazywana prawdopodobieristwem przeiycia, ktérej wartosci
okreslone sa w nastepujacy sposéb p, = 1 — ¢q,. W rzeczywistosci wartosci ¢, sa nie-
znane i w tablicy umieszcza sie ich oszacowania ¢, na podstawie zaobserwowanych liczb
zmarlych i liczb dozywajacych

au

- ool

QI:E’

a ocena prawdopodobieristwa przezycia okreslona jest nastepujaco:

Tablice kohortowe sa konstruowane w celu scharakteryzowania trwania zycia jednej
kohorty lub dla dokonania analizy poréwnawczej miedzy kohortami. Zatem budowanie
tablic polega na estymacji nieznanych parametréw procesu stochastycznego, opartej na
jego obserwacjach. Najwazniejsze wyniki dotyczace sformulowania modelu procesu, wy-
boru odpowiednich estymatoréw i okreslenia ich wlasnosci mozna znalezé w pracach L.
Boleslawieckiego [8] i C.L. Chianga [10].

W praktyce jednak obserwacja tak duzych zbiorowosci ludzkich jest niemozliwa. Trudno
jest obserwowac liczbe oséb zmarlych i dozywajacych sposréd jednej grupy oséb urodzo-
nych w pewnym okresie na wybranym terytorium. Zwiazane to jest z migracja ludnosci
i nigdy nie mozna w pelni zarejestrowac $mierci poszczegdlnych jednostek badanej ko-
horty. Tym samym nie moga by¢ spelnione zalozenia, ktére sa podstawa do oszacowania
prawdopodobienstw zgonu.

W przypadku braku dokladnych i wiarygodnych danych o liczbie ludnosci lub liczbie
zgon6éw, mozna uzyskaé przyblizone wartosci prawdopodobieiistw zgonu i liczby dozywajacych
dla kohort w oparciu o opracowania periodycznie i biezace tablice trwania zycia . Ta me-
toda konstruowania tablic kohortowych jest uproszczona ale czesto zupelnie wystarczajaca
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na przyklad do szacunkéw ludnosci w okresach minionych. Szczegélowq konstrukcje i prze-
liczenia mozna znalezé w pracy F. Indan [19].

W tablicy biezacej oceny prawdopodobienistw zgonu uzyskane sg (w krétkim przedziale
czasu jak rok lub kilka kolejnych lat) dla oséb z wszystkich generacji aktualnie zyjacych.
Zatem tablice biezace lub przekrojowe to jakby przekrdj przez generacje zyjace w badanym
okresie. Praktyczne znaczenie tablic biezacych, w odr6znieniu od kohortowych, nie polega
na oszacowaniu rozkladu trwania zycia jakiejkolwiek zbiorowosci, lecz na odzwierciedleniu
poziomu umieralnosci wszystkich ludzi zyjacych w danym okresie.

Do sporzadzenia biezacych tablic trwania zycia wykorzystywane s3 dwa zrédia danych:
rzeczywiste liczby zgonéw zarejestrowane przez urzedy stanu cywilnego oraz szacunkowe
liczby ludnos$ci wedlug wieku okreslone na podstawie powszechnego spisu ludnosci. Jednak
dane uzyskane ta droga, sa zwykle obarczone pewnymi bledami, ponadto liczby zgonéw
realizuja sie w sposéb losowy dlatego tez prawdopodobienstwa zgonéw i przezycia w tablic
pelnej oszacowane z danych surowych wykazuje nieregularne wahania. Ze wzgledu na to ze
odbiorcami tych tablic sa firmy ubezpieczeniowe i instytucje wykonujace prognozy demo-
graficzne, wymagaja one wygladzenia, co pociaga za soba wykluczenie nieuzasadnionych
skokéw przy przechodzeniu z jednego rocznika wieku do nastepnego.

Istnieje wiele metod budowy biezacy tablic trwania zycia i ich interpretacji z punktu
widzenia proceséw stochastycznych. Do najcze$ciej stosowanych nalezy konstrukcja tablic
przekrojowych zaproponowana przez C.L. Chianga [10].

Podstawa konstruowania biezacej tablicy trwania zycia we wszystkich wspolczesnych
metodach sg czgstkowe wspotezynniki zgondw ludnosci wedtug wieku. Czastkowy wspdlczynnik
zgonu jest ilorazem liczby zgondéw ludnosci w danym przedziale wieku przez liczbe oso-
bolat przezywanych w tym okresie przez ludno$¢, wérdd ktérej nastapily zgony. Jezeli
wspolczynnik jest obliczany dla jednego roku, to za ocen¢ liczbowa mianownika przyjmuje
si¢ liczbe ludnosci na $rodek tego okresu, i chociaz z teoretycznego punktu widzenia ta-
kie rozumowanie jest sporym uproszczeniem, w praktyce jednak trudno byloby dokladnie
okreslié¢ liczbe przezywanych osobolat. Zatem wspélczynnik zgondéw mozna zapisaC w
nastepujacy sposob

M=—
P

gdzie
- M jest wspolczynnikiem zgonu dla danego przedzialu wieku,
- D liczbg zgonéw w tym przedziale,
- P liczba ludnosci zyjacej w srodku roku w tym przedziale wieku.

Istotne réznice miedzy metodami konstruowania przekrojowych tablic trwania zycia po-
jawiaja sie przy przeksztalcaniu wspélczynnika zgonéw na prawdopodobieristwa zgonu.

W przypadku tablicy pelnej powszechnie znane i stosowane sa dwa wzory okreslajace
zalezno$¢ miedzy wspdlczynnikiem zgonéw w przedziale wieku (z,z + 1) (oznaczanym dla
tak okreslonego przedzialu wiekowego przez M;.), a prawdopodobienstwem zgonu ¢, w
tym przedziale, pod warunkiem dozycia do wieku z. Wzory te sa nastepujace:

—_ 2M
L. qr = 2+1\/;I’

2. g = 1—exp{-M_}.

Pierwszy ze wzoréw opiera si¢ na zalozeniu, ze rozklad zgonéw w roku jest ré6wnomierny
i wobec tego polowa zgonéw przypada na polowe przedzialu. Drugi wzér jest réwniez
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konsekwencja pewnego upraszczajacego analitycznego zalozenia dotyczacego warunkowego
prawdopodobiefistwa zgonu w nieskoriczenie malym przedziale czasu. !
Warto$é ¢,, otrzymang jednym z powyzszych sposobéw, poddaje sie zazwyczaj wyréwnaniu,
a nastepnie wyznacza si¢ wartosci pozostalych funkcji tablicowych dotyczacych rozmai-
tvch prawdopodobieiistw zwiazanych ze $miertelnoscia. Podstawowa zaleznos$¢ przedsta-
wia nastepujaca funkcja:
d, = ll‘(/.rv

gdzie d; oznacza liczbe zgonéw w przedziale wieku (v, + 1), natomiast [, oznacza liczbe
oséb, ktére dozyly wieku z zakladajac, ze poczatkowa liczba oséb byla réwna lg (najczesciej
lo = 100000). W oparciu o [, mozna wyznaczy¢ pozostale funkcje wieku z:

liczba oséb w wieku z, ktére umarly w ciagu roku (nie dozyly wieku 2 + 1)

d, =1, - lr-{-ly

prawdopodobielistwo, ze osoba w wieku = dozyje wieku = + 1

l:r+l
I, 7

Pr= 1P =

- prawdopodobieiistwo, ze osoba w wieku z przezyje co najmniej n lat

l.r+n
nPr = Pr * Pr+1 " Pr+2 * --- " Pr4n = I
T

prawdopodobiernistwo, ze osoba w wieku  umrze przed osiagnieciem wieku z 4+ n

ll‘ - l:z:+n

I,

nqrzl_np.r:

prawdopodobieiistwo, ze osoba w wieku z nie dozyje wieku x + 1

9r = 19r = %

W tablicach trwania zycia znajduja sie dane dotyczace zazwyczaj calego roku, skad
wszystkie funkcje maja charakter skokowy. Wiecej informacji na temat tablic trwania
zycia mozna znalez¢ miedzy innymi w pracy pod redakcja W. Ostasiewicza [23].

Niech T'(z) bedzie przyszlym czasem trwania zycia osoby, ktéra dozyla wieku z. Czas
ten mozna traktowac jako zmienna losowa, wielkos¢ losowa z + T'(z) oznacza woéwczas
wiek w ktorym nastapil zgon osoby, ktéra dozyla x lat.

Niech ponadto K'(z) bedzie zmienna losowa okreslajaca calkowita liczbe lat, jakie po-
zostaly do przezycia osobie w wieku z, czyli

K(z) = [T()],

gdzie symbol [-] oznacza cze$¢ calkowita liczby. Rozklad prawdopodobiefistwa zmiennej
losowej K okreSlony jest nastepujaco (por. M. Matloka [21]):

ez = P(K(2) = k) = P(k < T(z) < k+1) = 1pr-gopry k=0,1,2,...,

'Znane sa i stosowane rozmaite modyfikacje obu wzoréw.
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gdzie g, oznacza prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku r umrze w wieku pomiedzy
r+k,azx+ k+1 lat.

W ubezpieczeniu na zycie i dozycie stosowane jest prawdopodobiernistwo, ze osoba w
wieku x dozyje do kornca okresu ubezpieczenia n, ktére okreslone jest nastepujaco:

nPr = ]P(I((CL‘) 2 n)

W dalszej czesci pracy rozklad przyszlego czasu trwania zycia osoby w wieku = w ciagu n
lat oznaczac bedziemy w postaci wektora:

D = ( qz; 1|9z -y n—1|9z, npr)T- (1.2.1)

1.2.2 Wybrane pojecia matematyki aktuarialnej

Uwzgledniajac fakt, ze analiza w dalszej czesci pracy dotyczy ubezpieczenia, w ktérych
wyplata nie odbywa si¢ w momencie $mierci ale pod koniec roku w ktérym nastapila
$mier¢ ubezpieczonego, oméwione zostang wielkosci aktuarialne dotyczace tylko takich
ubezpieczeii. Chodzi tu o pelne lata (okresy) liczone od dnia zawarcia umowy, ktéry jest
zazwyczaj pierwszym dniem miesiaca.

W celu okreslenia zaktualizowanej wartosci $wiadczenia z ubezpieczenia w roku k-tym
wykorzystywane sa dwie podstawowe funkcje. Funkcje te sa nastepujace :

1. Funkcja $wiadczenia ( ang. benefit function) b(k) oznaczajaca kwote placona przez
ubezpieczyciela w momencie k ( z tytulu $mierci lub dozycia okreslonego w umowie
wieku przez ubezpieczonego).

2. Funkcja dyskontujaca v(k) okreslajaca aktualna warto$é jednej jednostki wyplacanej
na koniec roku k.

Funkcja oznaczajaca obecng warto$¢ $wiadczenia placonego w momencie k jest okreslona
za pomocg wzoru (por. N.L. Bowers et al. [9]):

2(k) = b(k)v(k) k=0,1,2,.... (1.2.2)

Poniewaz moment wyplaty k jest realizacja zmiennej losowej K (z), ktéra zalezy od wieku
r osoby przystepujacej do ubezpieczenia, wiec (1.2.2) jest zmienna, losowa postaci

Z(z) = b(K(z)) - v(K(z)). (1.2.3)

Rozklad zmiennej losowej Z = Z(z) zalezy od rozkladu zmiennej losowej K = K (z).

Zmienna losowa Z przyjmuje rézne postacie w zaleznosci od rodzaju ubezpieczenia na
zycie (ubezpieczenie na wypadek $mierci z rosnaca suma ubezpieczenia, ubezpieczenie na
dozycie itp.). W Przykladzie 1.2.1 okreslona zostala zmienna losowa Z dla ubezpieczenia
na zycie i dozycie ze stala suma ubezpieczenia.

Przyklad 1.2.1 Niech dane bedzie ubezpieczenie na zycie i dozycie zatozone dla osoby w
wieku T na okres n lat. Towarzystwo ubezpieczeniowe gwarantuje przez n lat wyplate 1 na
koniec roku, w ktorym nastqpi smieré ubezpieczonego oraz wyplate ubezpieczonemu 1, gdy
dozyje on do korica okresu ubezpieczenia.
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Dla takiego ubezpieczenia funkcje b(k) @ v(k) majq postaé:

bk+1)=1 dla k=01,..,

v**t!l dla k=0,1,...,n—1
v(k+l)—{ ke dla k=nn+1,...

Zgodnie z réownosciq (1.2.3) zmienna losowa Z = Z(x) jest postaci:

7 v*t! dla k=0,1,...,n—1
I BT dla k=n,n+1,...

Na podstawie zmiennej losowej Z okreslane sa skladki ubezpieczeniowe. Zgodnie z
zasady rownowainosci, jednorazowa skladka netto A placona za ubezpieczenie jest réwna
warto$ci oczekiwanej przyszlych §wiadczen wynikajacych z umowy ubezpieczenia. Zatem
A = [E(Z). W ubezpieczeniach oprécz skladek jednorazowych wystepuja skladki okre-
sowe placone zazwyczaj przez caly okres ubezpieczenia. Przykladem takiej skladki moze
by¢ skladka roczna. Do wyznaczenia rocznej skladki netto P niezbedna jest znajomosé
wysokosci funduszu rentowego netto G potrzebnego do wyplaty renty okresowej platnej z
gory .

Ponizej okreslone zostaly (wraz z interpretacja) wybrane wielkosSci, zwiazane ze zmienna
losowa Z, ktorych dokladna charakterystyke mozna znalez¢ miedzy innymi w pracy S.
Ostasiewicz i W. Ronki-Chmielowiec [22].

1. Ustalona na poczatku pierwszego roku, obecna wartosé platnosci w wysokosci 1 (z
géry) dokonywanych corocznie w okresie n lat, przy oprocentowaniu zlozonym ze
stopa procentowa u

in= Y vk (1.2.4)

2. Przecietna zaktualizowana wielkos¢ wyplaconej (z gory) przez n lat renty na rzecz
osoby (ktéra w momencie rozpoczecia pobierania renty byla w wieku z) jest to
wysokos¢ funduszu rentowego netto, (W momencie rozpoczecia pobierania renty) po-
trzebnego do wyplacenia n letniej renty pewnej, przy zalozeniu, Ze stopa procentowa
przez n lat bedzie rowna u

n—1
k=0

3. Jednorazowa skladka netto w ubezpieczeniu terminowym na zycie
n—1
A =) vF g 1.2.6
.;::711 kZ—O qux ( )

4. Jednorazowa skladka netto w czystym ubezpieczeniu na dozycie

A [ =0" ,p;. (1.2.7)



5. Jednorazowa skladka netto w ubezpieczeniu na zycie i dozycie
n—1
Arm= Z vk k|9z + " nPc- (128)
k=0

6. Roczna skladka netto w ubezpieczeniu terminowym na zycie

P =A /ax:m-
r:m Tl

7. Roczna skladka netto w czystym ubezpieczeniu na dozycie

P = Axﬂn/&r:m-

1
r:m
8. Roczna skladka netto w ubezpieczeniu na zycie i dozycie
Prm= Ar:m/“r:m-

Jednorazowa skladka netto, niezaleznie od typu ubezpieczenia, jest taka wielkoScia
funduszu, ktéra ubezpieczony powinien wplaci¢ w chwili zawierania umowy, aby ubezpie-
czyciel dysponowal wystarczajacymi srodkami na pokrycie wyplaty sumy ubezpieczenia
w trakcie trwania umowy. W indywidualnych przypadkach, moze zdarzy¢ sie, ze wartos¢
zmienne) losowej Z okaze sie wieksza niz jej warto$¢ érednia. Zatem pobieranie skladki
netto prowadziloby, ze wzgledu na losowos$¢, do nieuchronnego bankructwa firmy ubezpie-
czeniowej. Dlatego tez przy wyznaczaniu skladki ubezpieczeniowej brutto brane sa pod
uwage nastepujace czynniki

- ryzyko odchylenia zmiennej losowej Z od jej warto$ci oczekiwanej,

- koszty administracyjno-akwizycyjne zwiazane z zalozeniem i prowadzeniem ubezpie-
czenia przez towarzystwo ubezpieczeniowe.

Czynniki te po oszacowaniu i dodaniu do skladki netto daja skladke ubezpieczeniowa
brutto. Istnieje wiele sposobéw okreslania wysokosci skladki brutto, dwa z nich mozna
znalez¢é w pracach E. Stroifiskiego [27] i M. Matloki [21].

1.2.3 Oprocentowanie i dyskontowanie

Powszechnie uwaza sie, ze ta sama kwota pieniezna posiadana dzisiaj ma realna wartosc
wieksza od tej jaka bedzie mie¢ w przyszlosci. Powodem tego jest nie tylko inflacja czy
ograniczono$¢ zycia ludzkiego, ale przede wszystkim fakt, ze pieniadze posiadane dzisiaj
mozemy zainwestowac i w ten sposéb w przyszlosci posiada¢ kwote pieniezng powiekszona
o dopisane oprocentowanie.

Okreslenie przyszlej wartosci kapitatlu Wy, zainwestowanego przy rocznej stopie procen-
towej u, zalezy od sposobu naliczania odsetek. Jezeli odsetki sa naliczane jedynie od pier-
wotnego kapitalu méwimy o oprocentowaniu prostym. W takim przypadku nie uzyskuje
sie bowiem procentu od procentu. Natomiast przy zalozeniu oprocentowania skladanego
do pierwotnego kapitalu dopisywane sa odsetki zaréwno od kapitalu jak i od dopisanych
wczesniej odsetek. Towarzystwa ubezpieczeniowe na zycie stosuja oprocentowanie zlozone,
czyli zasade procentu skladanego.

Niech u oznacza stala stope procentowa. Wéwczas odsetki dopisane od kapitatu Wy w
ciagu 1 roku sa réwne ul,. Wobec tego cala zakumulowana wartos¢ na koniec pierwszego

23



roku jest réowna Wy + uWy = Wy(1 + u). Analogicznie calkowita zakumulowana wartos¢
Wn.+1 po n latach, wlaczajac pierwotny kapital i uzyskane oprocentowanie, jest réwna:

W, = Wo(l + u)™. (1.2.9)

Wyrazenie 1 + u nazywane jest czynnikiem aekumulacyjnym, wielko$¢ Wy obecna kwota
pieniedzy (obecna warto$¢), a wielkos¢ W, jest kwota pieniedzy na koniec n-tej jednostki
czasu (przyszla wartosé).

Operacja dyskontowania jest odwrotnoscia operacji oprocentowania. Okreslenie przyszla
warto$é ( zakumulowana warto$¢) odnosi sie do platnosci dokonywanych w przeszlosci,
podczas gdy okredlenie obecna wartosé zwiazana jest z platnosciami, ktére beda dokony-
wane w przyszlosci.

Niech W,, stanowi wysokos¢ srodkéw pienieznych, ktore beda do dyspozycji na koniec
n-tego okresu. Na podstawie wzoru (1.2.9), mozemy wyliczy¢ obecna wartos¢ kwoty, ktora
otrzymamy w przyszlosci z nastepujacego wzoru

Wo = Wn(l + u)_".

Wielko$¢ W moze by¢ traktowana jako kwota pieniedzy, ktora powierzona na oprocento-
wanie zlozone o stopie u zostanie zakumulowana do wartosci W, po n latach. Wielkos¢
(1 4+ w)™™" jest nazywana wspdlczynnikiem dyskontujgcym, natomiast przez v oznaczone
jest wyrazenie (1+ u)~! nazywane czesto wspdlczynnikiem dyskonta lub mnoznikiem dys-
kontujqcym.

Jezeli stopa procentowa nie jest stala w kolejnych latach i u okresla stope procentowa
(indeksacje) za k-ty rok (k = 1,2,...n), to wspdlczynnik dyskontujacy po n latach jest
réwny:

(14 w) (14 u2) oo - (14 un)] 7

Gdy kapitalizacja dokonywana jest czesciej niz raz do roku (np. co 1/m cze$¢ roku),
to dla ustalonego okresu konwersji 1/m roczna stope procentowa u{™) dobiera sie w ten
sposob, aby oprocentowanie kapitalu po m okresach bylo rowne oprocentowaniu po uplywie
jednego roku ze stopa u tzn.

ulm)
1+ —)" =1+ u.
m
Stad
1
™ = m((1+u)m - 1),

. . T (m)
gdzie 1/m jest okresem kapitalizacji ze stopa procentowa *—.

Pojecie kapitalizacji ciaglej definiuje sie w oparciu o przejécie graniczne, gdy okres
konwersji 1/m dazy do 0 (tzn. m — oo). Niech 4, oznacza stope oprocentowania ciaglego
réwnowazna stopie procentowej u czyli

6, = lim o™
m—00
Mozemy zapisaé, ze
1
1 m— (1 0
5, = lim UFwm (0 +u (1.2.10)
m—00 P 0

gdzie prawa strona réwnosci jest pochodna funkcji (1 + u)® w punkcie * = 0. Wéwczas
mamy, ze
0, = In(1 + u).
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Jesli roczna stopa procentowa u jest stala w okresie jednostkowym kapitalizacji, to
czynnik akumulacyjny jest postaci

14 u=e. (1.2.11)

Natomiast wspdlczynnik dyskontujacy wyrazony jest nastepujacym wzorem

Z (1.2.11) wynika, ze 6, < u, lecz dla malych wartosci u zachodzi In(1 + u) = u.

Jezeli przyjmuje sie zalozenie, ze stopa procentowa moze ciagle ulega¢ zmianom, wtedy
taka mozliwos¢ wyraza si¢ poprzez zastapienie stalej 4, funkcja X (s) oznaczajaca inten-
sywno$¢ stopy procentowej w chwili s > 0. Woéwczas wspdlczynnik dyskontujacy ma
nastepujaca postac

of = e~ Jo X(5)ds (1.2.12)

gdzie jot X (s)ds jest wysokos$cia stopy procentowej za okres od 0 do momentu ¢t. W ta-
kim przypadku intensywnos$¢ stopy procentowej (lub stopa procentowa) jest zazwyczaj
modelowana przez proces stochastyczny.

1.2.4 Indeksacja z uwzglednieniem inflacji

Zalézmy, ze pewna kwota W;. (na przyklad suma ubezpieczenia, skladka lub suma skladek
i zyskéw jakie one przyniosly w poprzednich latach) podlega indeksacji na koniec & + 1-
tego roku. Nominalny wzrost warto$ci Wy po jednym roku (czyli na koniec roku & + 1)
wyraza sie nastepujacym wzorem:

Wk+1 = Wk(l + uk).

Rzeczywisty wzrost wartosci Wy jest inny, gdyz nalezy uwzglednié jeszcze inflacje (chyba,
Ze jest ona réowna zero), ktéra powoduje ona utrate sily nabywczej pieniadza z biegiem
czasu. W literaturze najczesciej zaklada sie, ze okres stopy procentowej (indeksacji) i
stopy inflacji jest taki sam i jest réwny 1 rok.

Niech stopa inflacji w roku k oznaczana bedzie przez iy, oraz 0 < i, < 1. Ponadto
niech a; oznacza stope realnego wzrostu w roku k-tym, ktéra jest okreslona w nastepujacy
sposéb (M. Dobija, E. Smaga [16])

14 ug Up — 1)

Q. = — -1l = —.
14 2 14 2

W przypadku wystapienia inflacji w roku k + 1 indeksacja za ten rok nie okresla rzeczy-
wistego wzrostu wartosci Wy. Z (1.2.13) wynika, ze w celu wyznaczenia realnej indeksacji
nie wystarczy tylko od stopy procentowej odjaé stope inflacji, ale nalezy jeszcze podzieli¢
przez czynnik 1+ ¢;. Ponadto mozna méwié o rzeczywistym wzroscie wartosci Wy tylko
wtedy, gdy indeksacja jest wieksza od inflacji. W przeciwnym przypadku nastepuje realne
zmniejszenie wartosci Wi po roku. Mozna wykazad, ze a; € [—%, 1]. Jezeli iy = 0 to
ar = u. Ponadto jesli dla kazdego k indeksacja pokrywa co najmniej inflacje (ur > i),
to ax € [0, 1].

Zauwazmy, ze niekiedy mozna przyjac, ze stopa realnego wzrostu jest rowna réznicy
oprocentowania i inflacji. Poniewaz 0 < ¢; < 1, to mozemy zapisac, ze

1 . . .
T 1 —ip 4 it — i3+ .... (1.2.14)

(1.2.13)
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Z (1.2.13) i (1.2.14) wynika, ze dla malych 7, oraz u, réwniez a, jest male. Wowczas

1
1+ i

= 1,
skad
akzuk—ik.

Przyblizenie to dokonane jest z pewnym naddatkiem w stosunku do wartosci rzeczywiste)
ai (Z. Bartoszewski, M. Kwapisz [3]).

1.3 Procesy stochastyczne

1.3.1 Pojecia ogodlne

Definicja 1.8.1 Procesem stochastycznym nazywamy rodzine zmiennych losowych {Y (t) :
t € T}, indeksowanq parametrem t przebiegajgcym podzbior T zbioru liczb rzeczywistych

R.

W ubezpieczeniach szczegdlne zastosowanie maja dwie klasy proceséw stochastycz-
nych: procesy stacjonarne oraz procesy o stacjonarnych przyrostach.

Definicja 1.3.2 Proces stochastyczny {Y (t) : t € T} nazywany jest procesem stacjonar-
nym, jezeli rozklad wektora (Y (toss), Y (ti4s)y -, Y (tnys)) na przestrzeni R™*! nie zalezy
od s € R.

Definicja 1.3.3 Proces stochastyczny {Y (t) : t € T} nazywany jest procesem o stacjo-
narnych przyrostach, jezeli lqczny rozktad wektora przyrostow

(Y(ti+s)=Y(to+s),Y(t2+s) =Y (t1+5),....Y(tn +5) = Y(tn_y +5))
nie zalezy od s.
Kazdy proces stacjonarny jest oczywiscie procesem o stacjonarnych przyrostach.

Definicja 1.3.4 Proces stochastyczny {Y(t) : t € T} nazywany jest procesem gaussow-
skim, jesli dla kazdego n € IN wektor losowy (Y (t1),Y (t2), ..., Y (tn)), gdzie ty,t2,....,t, € T,
ma n-wymiarowy rozklad normalny.

Procesy stochastyczne sa charakteryzowane za pomoca nastepujacych funkcji:
- funkcja wartosci oczekiwanej IE(Y (t)) ;
- funkcja wariancji D*(Y (1)) = o2 (t)
- funkeja kowariancji Cov(Y (s),Y (t)).

Jedna z wazniejszych wlasnosci klasy gaussowskich proceséw stochastycznych jest fakt,
iz znajomos$¢ funkcji wartosci oczekiwanej oraz kowariancji caltkowicie wyznacza rozklad
procesu. Ponadto okazuje sie, ze w przypadku, gdy Y (¢) jest gaussowskim procesem
stochastycznym o stacjonarnych przyrostach funkcja wariancji o (t) calkowicie okresla
funkcje kowariancji. W szczegdlnosci prawdziwy jest nastepujacy lemat (por. S.M. Berman

[6] ).
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Lemat 1.3.1 Jesli Y (t) jest gaussowskim procesem stochastycznym o stacjonarnych przy-
rostach, to

Cov(Y(s), ¥ (1)) = oy (s) + cr%-(t.) — ok (|t - SI).

Proof.Niech s >t > 0. Wéwczas
D2(Y (t) - Y (5)) = D*(Y (s)) + D(Y ()) - 2Cov(Y (s), Y (t)).
Wynika stad, ze

COV(Y(S), Y(t)) — Dz(y(s)) + D2(Y(t)2) - D2()’(t) B },(S)) (1315)

Poniewaz z zalozenia Y (t) ma stacjonarne przyrosty, to dla stalych s i ¢t zachodzi
rownosé

D2(Y (t) — Y (s)) = D*(Y (|t — s|)). (1.3.16)
Podstawiajac (1.3.16) do (1.3.15) mamy

D*(Y(s)) + D*(¥(2)) - D(Y(Jt - s]))

Cov(Y(s),Y () = 5

a
Pelny przeglad teorii proceséw stochastycznych znalezé mozna w podreczniku A.D.

Wentzell’a 28] lub P. Billingsley’a [7]

1.3.2 Wybrane gaussowskie procesy stochastyczne

Jednym z wykorzystywanych w dalszych czesciach pracy gaussowskim procesem stocha-
stycznych o stacjonarnych przyrostach jest proces Wienera.

Definicja 1.3.5 Proces stochastyczny {W(t) : t > 0} nazywany jest procesem Wienera
jesli spetnione sq nastepujqce warunki

1. P(W(0)=0) = 1.

2. Dla 0 < s <t przyrost W(t) — W (s) ma rozklad normalny o wartosci sredniej 0 i
wartancji t — s.

3. Przyrosty procesu W (t) sq niezalezine.

Z warunku 2 wynika, ze D?(W(t)) = t oraz proces W (t) ma stacjonarne przyrosty. Po-
nadto warunki 11 2 pociagaja, ze [E(W (t)) = 0.

Uogdlnieniem pojecia procesu Wienera jest proces stochastyczny nazywany ulamkowy
ruch Browna (por. Mandelbrot i van Ness [20]).

Definicja 1.3.6 Proces stochastyczny {By(t);t > 0} nazywany jest utamkowym ruchem
Browna z parametrem Hursta H € (0, 1], jesli spelnione sq nastepujqce warunksi:

1. P(By(0) = 0) = 1.

2. E(By(t)) =0 dla kaidego t > 0.
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3. By(t) ma rozklad normalny o wartosci sredniej 0 i wariancji t*H .

32H+t2H—|s—t|2H

4. Cov(By(s), By(t)) = == gia 5.t > 0.

W przypadku, gdy H = %, ulamkowy ruch Browna B (t) jest procesem Wienera . Niektdre
2

wlasnosci ulamkowego ruchu Browna przedstawione zostaly w Lemacie 1.3.2.

Lemat 1.3.2 Jesli By (t) jest ulamkowym ruchem Browna z parametrem Hursta H €
(0,1], to

1. jesli H = 1, to By (t) = tN, gdzie N jest zmienng losowq o standardowym rozkladzie
normalnym N (0,1);

[§S)

. jesli H > %, przyrosty By (t) sq dodatnio skorelowane, czyli Cov(Bpy (t1)—Bp(t2), Bu(t2)—
BH(t3)) >0dlat; >ty >t3>0;

()

. jesli H < %, przyrosty By (t) sq ujemnie skorelowane, czyli Cov(By(t,)—By(t2), Bu(t2)—
BH(tg)) <O0dlat; >ty >t3>0.

Dowody wymienionych w Lemacie 1.3.2 wlasnosci i dokladna analize ulamkowego ruchu
Browna znalezé mozna w ksiazce G. Samarodnitsky i M. S. Taqqu [25].

Z wlasnosci 2 i 3 Lematu 1.3.2 wynika, ze struktura ulamkowego ruchu Browna zalezy
od wielkosci parametru H. Przypadek, gdy H € (%, 1) jest szczegdlnie wazny ze wzgledu na
zastosowania praktyczne. Okazuje sie bowiem, zedla H > % ulamkowy ruch Browna By (t)
posiada nie tylko dodatnio skorelowane przyrosty (wlasnosé¢ 2 Lematu 1.3.2), lecz takze
tak zwana strukture zaleinosci dalekiego zasiegu (ang. long range dependence structure),
ktéra wyraza sie poprzez warunek Y oo r(n) = oo gdzie r(n) = Cov(By(1), Bu(n +
1) — By (n)). Oznacza to, ze choé kowariancja miedzy coraz dalej oddalonymi elementami
zbiega do zera, to zbieznos¢ ciagu r(n) jest wolniejsza od zbieznosci ciagu {%}

W klasie stacjonarnych gaussowskich proceséw stochastycznych proces Ornsteina- Uhlenbecka
U(t) jest jednym z lepiej zbadanych obiektéw. Wynika to z faktu, iz proces ten jest
réwnoczesnie procesem Markowa. Oznacza to, ze przy znajomosci wartosci procesu w
chwilach t;,t,,...,t, wartos¢ procesu w chwili t,4; > t, zalezy jedynie od U(t,).

Definicja 1.3.7 Stacjonarny proces stochastyczny U (t) nazywamy procesem Ornsteina-
Uhlenbecka jesli spetnione sq nastepujgce zalozenia:

1. dla kazdego t > 0 zmienna losowa U (t) ma rozklad normalny z wartosciq oczekiwanqg
E(U(t)) = 0 i wariancje D*(U(t)) = 1;

2. funkcja kowariancji procesu U (t) jest postaci R(t) = Cov (U (s+t),U(s)) = exp(—at),
gdzie a > 0.
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Rozdzial 2

Efektywnos¢ ubezpieczenia

2.1 Wstep

Gléwnym celem ubezpieczen zyciowych jest zapobieganie stratom finansowym zwigzanym
ze $miercia i utrata zdrowia osoby ubezpieczonej. Indywidualne osoby oraz ich rodziny
sa narazone nie tylko na straty majatkowe, ale takze na nagla $mier¢ jednego z czlonkéw
rodziny, leczenie, kalectwo i niezdolno$é do pracy z powodu wypadku lub choroby. Istot-
nym dla czlowieka jest takie zabezpieczanie strat ktére umozliwia przezycie rodziny na
godnym poziomie po $mierci lub przejsciu na emeryture gléwnego zywiciela. Nie zawsze
mozliwe jest zgromadzenie wystarczajacego kapitalu na drodze tradycyjnego oszczedzania
i indywidualnego inwestowania, stad konieczno$¢ korzystania z innych form pomnazania
pieniedzy i zabezpieczania mozliwych strat. Jedna z czesto stosowanych form zabezpie-
czenia jest ubezpieczenie na zycie i dozycie. Ten typ ubezpieczenia gwarantuje fundusz
na potrzeby zwiazane ze $miercig oraz fundusz emerytalny. Inwestycyjny aspekt ubez-
pieczenia na zycie i dozycie polega na tym, Ze ubezpieczony inwestujac kapital (skiadki
okresowe lub skladka jednorazowa) spodziewa sie¢ okreslonych swiadczen (suma ubezpie-
czenia) w momencie $mierci lub dozycia konca okresu ubezpieczenia. Podejmujac decyzje
o wykupieniu polisy, ubezpieczony ma na celu zagwarantowanie w przyszlosci sobie i swo-
jej rodzinie wymiernych korzysci, ktére maja zapewnié¢ zwrot wplaconych skladek, oraz
pokrycie ewentualnych strat spowodowanych $miercig lub przejSciem na emeryture. Na
rynku ubezpieczeniowym, w ramach ubezpieczenia na zycie i dozycie, firmy proponuja
réznorodne warianty ubezpieczenia i oferuja rozmaite dodatkowe zabezpieczenia. Dlatego
tez, przed podjeciem ostatecznej decyzji, czlowiek dokonuje wyboru wariantu ubezpiecze-
nia i firmy ubezpieczeniowej, dzigki ktérym zostana osiagniete zamierzone cele i zabezpie-
czone wymagane potrzeby. W tym celu przede wszystkim, kazdy wariant ubezpieczenia
staje si¢ przedmiotem oceny z punktu widzenia oplacalnosci i efektywnosci. Najczesciej
do oceny przedsiewzi¢é finansowych pod wzgledem inwestycyjnym, stosowana jest analiza
wskaznikowa, ktéra umozliwia sprawdzenie czy posiadane srodki beda efektywnie wyko-
rzystywane. W rozdziale tym zaproponowany zostal miernik efektywnosci ubezpieczenia
jako stosunek spodziewanej sumy ubezpieczenia, do sumy zaplaconych, do momentu otrzy-
mania $wiadczenia, skladek. Poniewaz w ubezpieczeniach moment wyplaty $wiadczenia
jest losowy, to dla uzupelnienia oceny efektywnosci ubezpieczenia, zaproponowano obli-
czenie przecietnej efektywnosci ubezpieczenia wzgledem rozkladu dalszego trwania zycia
ubezpieczonego.
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2.2 Przyszla warto$§é poczatkowej sumy ubezpieczenia i
sumy wplaconych skladek

W Rozdziale 1 szczegdlowo zostala opisana zasada dzialania i konstrukcja ubezpieczenia
na zycie i dozycie. Ponadto dokonana zostala klasyfikacja ubezpieczei ze wzgledu na
sposOb dopisywania zyskéw do sumy ubezpieczenia oraz oddzielnie ze wzgledu na rodzaj
wplacanych skladek. W Rozdziale 2 rozpatrzone zostana dwa warianty ubezpieczenia.

Pierwszy to wariant z rosnaca suma ubezpieczenia i skladka, oparty na tzw. systemie
francuskim ubezpieczenia.

Drugi to najprostszy model matematyczny opisujacy wariant ubezpieczenia w ktérym
skladka jest stala, a suma ubezpieczenia bierze udzial w podziale zyskéw firmy ubezpie-
czeniowej.

W paragrafie tym dla obu wariantéw zostaly okreslone przyszle wartosci poczatkowej
sumy ubezpieczenia i sumy wplaconych skladek.

2.2.1 Wariant z rosnaca suma ubezpieczenia i skladka

Niech ¢ bedzie wysokoscia pierwszej rocznej skladki wplaconej z gory za ubezpieczenie z
poczatkowa suma ubezpieczenia S (tzn. suma ubezpieczenia w pierwszym roku S = §y).
Wielko$¢ ¢ oznacza sume skladek wplaconych w ciagu pierwszych £ lat.

Jednym z podstawowych wielkosci zwiazanych z ubezpieczeniem na zycie i dozycie
jest wskainik taryfowy w, », ktory okresla wysokos¢ skladki jaka nalezy zaplaci¢ za kazda
jednostke sumy ubezpieczenia

wrnS = c. (2.2.1)

Z wielkoscia w; , zwiazane jest prawdopodobienstwo Smierci czlowieka w wieku z w ciagu
najblizszych n lat. W niniejszej pracy rozpatrywane sa odpowiednie wskazniki taryfowe
tylko dla oséb zdrowych i nie uprawiajacych niebezpiecznego zawodu lub hobby (czyli z
tak zwana klasa ryzyka 0).

Ubezpieczenia na zycie sa zazwyczaj produktami dlugoterminowymi. Stad potrzebna
jest taka konstrukcja warunkéw ubezpieczenia, ktora zabezpieczalaby ubezpieczonego przed
strata wartosci sumy ubezpieczenia spowodowana inflacja. Jednym z wariantéw takiego
typu ubezpieczen sa ubezpieczenia oparte na tak zwanym systemie francuskim waloryzacji.
System francuski ubezpieczenia polega na corocznym podwyzszaniu sumy ubezpieczenia i
skladki o zaproponowana przez firme indeksacje, ktdra zalezy od jej zyskow. W wariancie
tym zaklada sie, ze co roku suma ubezpieczenia jest podnoszona o wysokos¢ sumy ubez-
pieczenia z poprzedniego roku przemnozona przez wskaznik indeksacji. W analogiczny
sposob zwiekszana jest roczna skladka placona z gory.

Przez caly okres trwania ubezpieczenia dla posiadacza polisy istotne sa dwie wielkosci:
aktualna suma ubezpieczenia S, oraz suma skladek wplaconych do momentu k. Przy
czym wyplacona suma ubezpieczenia, po dozyciu przez ubezpieczonego do konca okresu
ubezpieczenia, jest réwna S,. Oznacza to, ze po ostatnim roku nie podlega ona indeksacji
(oprocentowaniu).

Dla tak okreslonego wariantu ubezpieczenia (tzn. systemu francuskiego ubezpieczenia)
suma ubezpieczenia w k-tym roku okreslona jest nastepujaco

k-1
SER = (1 +wo)SER = S0+ w), (2:2.2)
=0
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gdzie u; oznacza indeksacje za i-ty rok ubezpieczenia, dla i € {0,1,...,n — 1}, wg dfp

oraz u; € [0, 1].
Natomiast suma skladek wplaconych w ciagu k lat trwania ubezpieczenia okreslona
jest wzorem

k—1

c ﬁ 1+ ;) (2.2.3)

=0:=0

.

Opisany wariant w dalszej czesci pracy nazywany bedzie RR (Rosnaca suma, Rosnaca
skladka), dlatego tez we wzorach (2.2.2) i (2.2.3) wielkosciom Sj oraz csx nadano indeks
gorny RR.

2.2.2 Wariant ze stala skladka i rosnaca suma ubezpieczenia

Najprostszy model matematyczny opisujacy wariant ubezpieczenia, w ktérym suma ubez-
pieczenia bierze udzial w podziale zyskéw firmy ubezpieczeniowej, polega na tym, ze
skladka c jest stala podczas calego okresu ubezpieczenia. Suma ubezpieczenia bierze udzial
w podziale zyskéw firmy przez coroczne powigkszanie jej o kwote réwnga iloczynowi inde-
ksacji przez sume wplaconych od poczatku trwania umowy skladek i zyskow w poprzednich
latach.

Zgodnie z zasadami rozpatrywanego wariantu ubezpieczenia, niezaleznie od wysokosci
indeksacji, suma skladek wplaconych w ciagu k lat trwania ubezpieczenia okreslona jest
nastepujaco

RS = ke, (2.2.4)
natomiast suma ubezpieczenia w k-tym roku okreslona jest poprzez

k—1k-1
SES = (14 w;)) — e(k = 1). (2.2.5)

=11

.

J

W dalszej czesci pracy powyzszy wariant nazywany bedzie RS (Rosnaca suma, Stala
skladka). Podobnie jak w wariancie RR, we wzorach (2.2.5) i (2.2.4) wielkosciom S) oraz
csk nadano indeks gérny RS.

Niech wektor

U = (up, uy, .. .,un_l)T (2.2.6)

oznacza indeksacje w calym okresie ubezpieczenia. Jezeli we wzorach (2.2.2), (2.2.3),
(2.2.4) i (2.2.5) zamiast elementéw wektora indeksacji (2.2.6) wstawimy elementy wektora
indeksacji z uwzgledniong inflacja A = (ao,al,...,an_l)T (elementy a; okreslone sa za
pomoca wzoru (1.2.13)), to odpowiednie wzory okresla¢ beda realne wartosci odpowiednio
sumy ubezpieczenia i sumy wplaconych skladek.

2.3 Wskaznik efektywnosci

2.3.1 Definicja wskaznika efektywnosci

Dalsze trwanie zycia osoby w wieku z okresla zmienna losowa K = K (z), ktorej rozklad
w ciagu kolejnych n lat dany jest w postaci wektora D danego wzorem (1.2.1).
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Definicja 2.3.1 Wskaznik efektywnosct ubezpieczenia zdefintowany jest nastepujgco

Wen(U, K =k) = S—A dla k=1,2,...,n. (2.3.7)

Csk

Okresla on wysokosci sumy ubezpieczenia w momencie k realizacji §wiadczenia Si. do sumy
wplaconych skladek c,.. Wskaznik efektywnosci ubezpieczenia, jezeli nie bedzie to prowa-
dzilo do nieporozumien, nazywany bedzie efektywnosciq ubezpieczenia. Tak zdefiniowana
efektywnos$¢ zalezy od wieku ubezpieczonego w momencie przystapienia do ubezpieczenia
(z) i okresu ubezpieczenia (n), ktére z punktu widzenia indywidualnej polisy ubezpiecze-
niowej sa elementami ustalonymi. Ponadto wielkos¢ ta jest funkcja indeksacji (U), ktoéra
zwiazana jest Scisle z zyskami osiaganymi przez dana firme ubezpieczeniowa. Wielkos¢
wspolczynnika efektywnosci zalezy takze od momentu, w ktérym dokonana zostala wyplata
$wiadczenia (k).

Dla rozréznienia wskaZnikéw efektywnosci, odpowiadajacym poszczegélnym warian-
tom ubezpieczenia, nadane zostaly im odpowiednio indeksy gérne RR i RS. Podstawiajac
do (2.3.7) odpowiednio wzory (2.2.2) i (2.2.3) mozna wykazac, ze efektywnos¢ dla wariantu
RR wyraza sie nastepujacym wzorem :

1 I +w)
Wen Y470 [Too (1 + w)

Analogicznie, podstawiajac do (2.3.7) odpowiednio wzory (2.2.5) i (2.2.4), wskaznik efek-
tywnosci dla wariantu RS jest postaci

WRR(U, K = k) = (2.3.8)

k—1 k-1
. 11
WEU K=k = (=—+> [[a+u) - (k-1 (2.3.9)
In =1 i=j

Jedli stopa indeksacji jest stala w czasie calego okresu ubezpieczenia (u; = up; = ... =
Un—1 = u), to (2.3.8) przyjmuje postac

11
— d —
kKw,, oV ¢ 0
WER(y K =k) = (2.3.10)
' k+1
L u(1+v) gdy ue€(0,1]

wen (14 u)k—l

W takim przypadku bedziemy pisaé zamiast Wff(U, K = k) symbol Wff(u, K =k).
Natomiast wzor (2.3.9) jest nastepujacej postaci

d =0
kwsn 8y v

WRS(u, K = k) = (2.3.11)
Ll v 04w yupt —y— (k1)) gdy we(0,1)

k' wzn

Dla wariantu RS wskazniki efektywnosci, przy zalozeniu stalej stopy indeksacji, bedziemy
zamiast Wff(U, K = k) oznaczaé przez Wf;?(u, K =k).

Jezeli wskaznik efektywnosci jest wigkszy niz 1, to oznacza, ze wysokos¢ wyplaconego
przez ubezpieczyciela §wiadczenia przewyzsza sume wplaconych przez ubezpieczonego skladek.
Taka sytuacja jest korzystniejsza dla ubezpieczonego. W przeciwnym przypadku (gdy
wskaznik efektywnosci jest mniejszy od 1) wysokos¢ wyplaconego przez ubezpieczyciela
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$wiadczenia jest nizsza od sumy wplaconych przez ubezpieczonego skladek, co jest ko-
rzystniejsze dla ubezpieczyciela. Dlatego tez wybér wariantu ubezpieczenia ma istotne
znaczenie. Dotyczy to w szczegdlnosci oséb starszych, gdzie wysoka skladka podyktowana
jest duzym prawdopodobieiistwem $mierci.

Przyklad 2.3.1 Osoba w wieku = = 65 lat wykupita ubezpieczenie na Zycie i dozycie.
Okres ubezpieczenia jest réwny n = 10 lat. Niech co roku indeksacja bedzie rowna u =
0,07. Po d:ziesigciu latach wskazniki efektywnosci zgodnie ze wzorami (2.3.10) i (2.3.11)
sq rowne odpowiednio:

WER(0,07; K = 10) = 0,98;
WHS ,(0,7; K = 10) = 1,08.

Okazuje sie, Ze dla wariantu RR suma wplaconych skladek jest wigksza niz odebrane po
dozyciu korica okresu ubezpieczenia Swiadczenie.

2.3.2 Wlasnosci wskaznika efektywnosci

Podane nizej wlasnosci wskaZnika efektywnosci zostaly okreslone przy zalozeniu stalej
stopy indeksacji ( sformulowano je i udowodniono w pracy [13]).

Wszystkie przyklady w tym Punkcie zostaly opracowane w oparciu o wskazniki tary-
fowe ubezpieczenia na zycie i dozycie oferowanego przez firme ubezpieczeniowa PZU Zycie
S.A. [29].

Wilasnoéé 2.3.1 Przy ustalonych parametrach k, n, u wskaznik efektywnosci dla wariantu
RR jest funkcjq malejgcq wzgledem z.

Dowdd.
Dowéd bedzie skladal sie z dwéch czesci. W pierwszej czesci zakladamy, ze u = 0 i
T < rp. Wtedy wg, n < Wz, n i po odwréceniu

1>1

Wz ,n Wz, ,n

=

Mnozac stronami przez

WERR (0, K = k) > WER (0, K = k),
co potwierdza teze dla u = 0.
W drugiej czescia zakladamy, ze u € (0,1] i z; < z2. Dla ustalonych parametréw u, k

1 1 k+1
WRRG, K = k)= 2P0 1 oy
Wzr n (1 + u) -1 Wz ,n

gdzie Const > 0.
Korzystajac z faktu, ze —1— > L

Wz ,n — Wry,n

otrzymujemy nastepujaca nierownosc
WRR (y K = k) > WER (u, K = k),

I,n Iro,n

co konczy dowdd.
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Wilasnos¢ 2.3.2 Przy ustalonych parametrach k, n, u wskaZnik efektywnosci dla wariantu
RS jest funkcjq malejqcq w=gledem z.

Dowdéd.
Dla u = 0 dowéd jest analogiczny do dowodu Wilasnosci 2.3.1
W przypadku u € (0, 1] wskaZznik efektywnosci mozemy zapisa¢ w postaci:

Wff(u, K = k) = Const, ! + Const,,
gdzie
Const; = 1 >0
1 = k )
1 (1 .
Const, = E(( :u)((l +u)f T —1) = (k-1)) > 0.
Biorac pod uwage, ze w:l -2 w:? - dla ; < z5 otrzymano
RS - RS -
W (uw, K =k) > Wo° (v, K = k).

To konczy dowdd
O

Przyklad 2.3.2 Zaléimy, ze 48 0s6b, w wieku z; = 17+1, gdzie i = 1,2, ...48, przystqpito
do ubezpieczenia. Wszyscy wykupili piecioletniq polise (n = 5). Niech coroczny udzial w
zyskach firmy wynosi 20% (v = 0,2).

Rysunek 2.1: Efektywnos$é a wiek wstepu
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Zrédlo: Opracowanie wlasne

Na Rysunku 2.1 przedstawione zostaly wysokosci wskasnikéw efektywnosci Wﬁf(O, 2; K =
3) ¢ WfSS(O,Q;K = 3), z ktorych wynika, e w trzecim roku trwania umowy ubezpiecze-
nia, niezaleinie od wieku osoby ubezpieczonej, efektywnosé wariantu RR jest wieksza od
efektywnosct wariantu RS. Ponadto dla obu wariantow wraz z wiekiem efektywnosé ube:z-
pieczenia maleje.
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Wiasnosé 2.3.3 Przy ustalonych parametrach k, x,n wskaznik (2.3.10) jest funkcjq rosnqcq
wzgledem u.

Dowad.
Gdy u € (0, 1], to zgodnie ze wzorem (2.3.10) mamy

1 u(l+ u)k_l
wr,n (1 + u)k - 1

WERR(w, K = k) = (2.3.12)

Obliczona wzgledem u pochodna jest postaci:

A+ (A +w) N (uk+1)-1)

WER(U, K = k) = L+ 1)

Poniewaz (1 + u)k_l > 1i (14 u) > 1, wiec licznik jest dodatni. Wobec tego, ze mianow-
nik jest dodatni, pochodna jest wieksza od zera, co §wiadczy o tym, ze badana funkcja
jest rosnaca.

W celu zakoiczenia dowodu wystarczy pokazacé ze,

WERR(u, K = k) > WER(0, K = k).

Przeksztalcajac wzor (2.3.12) otrzymujemy:

1 u(l4 u)k_l

Wr,n (1 + u)k -1
) u(1+U)k_l
k kY ..i
W 3o (7wt =1
1 u(l+u)f!
k kY, i
Wz 3o, (7w
1 u(l+u)k!
k-1 (k- u
Wz, uk E,‘=01 ( il)ﬁ-—l
1 1 (14!

wen kYR (TN

Wff(u, K=k) =

Uwzgledniajac _
(k - 1) ; (k - 1) ut
. u > . -
) ) 1+ 1
otrzymujemy,
WRRG K = k)= L1 0w ™ 11 rmg g
T,n ’ - - 1. k—1 [k— ut 1. = T,n ’ = .
Wz,n ’“Z,:o‘ ( il)i+—1 kwr'"

35



Wilasnosé 2.3.4 Przy ustalonych parametrach k, z, n wskaznik (2.3.11) jest funkcjq rosngcq
wzgledem u.

Dowdd.

Niech u € (0,1], podobnie jak w dowodzie Wlasnosci 2.3.3, obliczona wzgledem u
pochodna wskaZnika efektywnosci jest wieksza od zera, wiec wskaznik efektywnosdci jest
funkcja rosnaca wzgledem parametr u. Ponadto

Wf;?(u, K=k)= Wff((), K = k) + Const,

gdzie

| —

((1+u)

v u

Const =

(14 uw)r'=1) = (k-1))>0.

o~

Wobec tego
WES (u, K = k) > WS (0, K = k)
dla kazdego u € (0, 1].

Przyklad 2.3.3 Osoba w wieku x = 25 lat wykupila ubezpieczenie na n = 30 lat. Na
Rysunku 2.2 i Rysunku 2.3 przedstawiono wysoko$é wskaznikéw efektywnosci w zaleznosci
od wysokos$ci indeksacyi odpowiednio dla wariantéw RR ¢ RS, przy zaloZeniu, ze wyplata
nastgpita w dziewiqtym roku trwania ubezpieczenia (k =9).

Rysunek 2.2: Efektywno$¢ a indeksacja dla wariantu RR

25 1

20 1

t
o
w0

t t t t 1 t t t t t t t t t t t t 1

L o wn o Vel (=] (Y] (=] wn wn o wn (=) [¥e) (=) w (=) w o

o — — ~ o~ ] ™ L < w w w ~ ~ @ @ o @ o

o o o o [—] o o o o (=] o o o o o o o o o -—
Indeksacja

Zrédlo: Opracowanie wtasne
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Rysunek 2.3: Efektywno$¢ a indeksacja dla wariantu RS

70 -

60 -

Y
o
+

w
o
}

Efektywno$é

0.10 -
0.15 4
0.20 -
0.25 -
0.30 -
0.35 -
0.40 -
0.45 -
0.50 -
055 -
0.60 -
0.65 -
0.70 4
0.75 -
0.80 -

w
=
o

0.85 1
096 1
0.95 1
1.00 4

Indeksacja
Zrodlo: Opracowanie wlasne

Wlasnoéé 2.3.5 Przy ustalonych parametrach k, x, u wskasnik efektywnosci dla wariantu
RR jest funkcjq rosngcq wzgledem n.

Dowad.
Dla u = 0 niech ny < np, oraz 1 < k < ny wtedy wzn, > Wgn,, stad Wf,’fl (0, K =
k) < WRR (0, K = k).

I,ny
Dla u € (0, 1] wskaznik efektywnosci mozna zapisa¢ jako

1

Wr n

Wff(u, K=k)= Const,

gdzie Const > 0, stad dla n, < n,

WERR (y K =k) < WRR (u, K = k).

r,n I,n2

Wlasnosé 2.3.6 Przy ustalonych parametrach k, x, u wskaznik efektywnosci dla wariantu
RS jest funkcjq rosnqcq wzgledem n.

Dowdéd.
Analogiczny jak Wlasnosci 2.3.5.
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Przyklad 2.3.4 Niech coroczna indeksacja bedzie stata i rowna 15% (v = 0,15). Rysunek
2.4 pokazuje efektywnosé w piqtym roku trwania ubezpieczen (k = 5) dla polis zawartych
na okres od 5 do 40 lat (n = 5,6, ...40). Symulacje przeprowadzono dla osoby w wieku 35
lat (x = 35).

Rysunek 2.4: Efektywno$c a dlugos$¢ okresu ubezpieczenia

Efektywnosé

~
—————————— [V IR VIRV VIR VIR VIR VI V]

Okres ubezpieczenia

WARIANTRS ------ WARIANT RR

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Nastepujaca wlasnosé opisuje wartos¢ wskaznika efektywnosci w zaleznosci od realizacji
zmiennej losowej I .

Wilasnoéé 2.3.7 Przy ustalonych parametrach x, n, v wskaznik efektywnosci dla wariantu
RR jest funkcjq malejgcq wzgledem momentu realizacji swiadczenia.

Dowad.
Niech K;(r) i K;(z) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie takim, jak
rozklad zmiennej losowej K. Jezeli K(z) = k) < k; = K(z),todla u=10

WER(0, K, = ky) > WER(0, K, = k).

W przypadku, gdy u € (0, 1] wspdlczynnik efektywnosci dla K (z) = k mozna przedstawi¢
w postaci
1 k
WERR(y k) = ConstH_—Z),
‘ (14 u)* -1
gdzie
1 u
0
W (14 ) >

i nie zalezy od k. Obliczona pochodna wzgledem parametru & jest postaci
—In(14+u)(1+ u)*
(14w - 12
dla kazdego k. Stad Wff(u, K = k) jest funkcja malejaca wzgledem k.

Const =

<0

Wff'(U, K = k) = Const
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Przyklad 2.3.5 Dwie osoby X i Y zawarly indywidualne ubezpieczenie. Osoba X jest w
wieku 25 lat (z) = 25) i chce wykupic ubezpieczenie na 30 lat (ny = 30). Osoba Y ma 45 lat
i cheialaby ubezpieczenie na 20 lat (x4 = 45, ny = 20). Zaklada sie pietnastoprocentowq
indeksacje co roku (v = 0.15). Rysunek 2.5 jest ilustracjq graficzng zmian wskaZnika
Wff(u, K = k) w ciqgu calego okresu ubezpieczenia dla obydwdch ubezpieczonych.

Rysunek 2.5: Efektywnos$é a czas trwania ubezpieczenia z wariantu RR

Efektywnosc

2 4
3
4q
5
6
7
18 4
19 4
20 1

Okres ubezpieczenia

------ osoba X osoba Y

Zrodto: Opracowanie wtasne

Rysunek 2.6: Efektywnosé a czas trwania ubezpieczenia dla wariantu RS

w W & o

o an o [}

+ : + i
3

Efektywnosé
S X
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o o

wn

o

21
22 4
23 4
24 |
25 4
26
27 |
28
29
30

Okres ubezpieczenia

------ osoba X osoba Y

Zrodlo: Opracowanie wlasne
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Dla wariantu RS wspdlczynnik efektywnosci jest funkcja malejaca wzgledem K (z) = k
tylko w przypadku, gdy u = 0. W pozostalych przypadkach moze zachowywac sie réznie.
llustracja graficzng stanowi Rysunek 2.6, gdzie wskaznik Wff(u,l\’ = k) zostal wyzna-
czony dla warunkéw z Przykladu 2.3.5.

2.3.3 Przecietna efektywnosé¢ ubezpieczenia

Z Definicji 2.3.1 wynika, ze wskaznik efektywnosci jest funkcja zmiennej losowej K, a
wiec takze jest zmiennga losowa. Podstawowa charakterystyka W, (U, K) jest jej wartos¢
oczekiwana, ktéra dana jest nastepujacym wzorem

EW, (U, K)) =S Won(U,K = k) e+ Wen(U, K = 1) nps. (2.3.13)
, ) | ,
k=1

Wielkos¢ IE(W, (U, K)) nazywana bedzie przecietna efektywnoscia ubezpieczenia.

Niekiedy wzory maja przejrzysta forme i sa bardziej czytelne, jezeli sa przedstawione
w formie macierzowej. Ponadto zazwyczaj kazda macierz ma dos¢ jasna interpretacje co
ulatwia nie tylko przeprowadzanie analizy badanego zjawiska, ale niejednokrotnie upra-
szcza przeprowadzanie dowoddéw lematéw i twierdzen. Oprocz interpretacji forma ma-
cierzowa ulatwia obliczenia numeryczne oraz korzystanie z pakietdw matematycznych.
Dlatego tez w pracy, wiele wzoréw zostalo powtdrzonych i przedstawionych w formie ma-
cierzowej, co zazwyczaj zostalo ujete w formie Uwagi.

Uwaga 2.3.1 JeZeli przez W oznaczymy wektor wskainikow efektywnosci w momencie
realizacji swiadezenia

W=W,,(UK=1)Wn(UK=2),... W , (U, K =10 -1),W, ,(U, K =n),W;,(U,K = )T,
to wzor (2.3.13) mozna zapisaé w postact
E(W..(U,K)) = DTW,

gdzie wektor D okreslony jest wzorem (1.2.1).

2.4 Efektywnos¢ ubezpieczenia ze skladka jednorazowa

Rozpatrzmy wariant ubezpieczenia na zycie i dozycie, w ktorym skladka wplacana jest
jednorazowo na poczatku okresu ubezpieczenia. W celu odréznienia tego ubezpieczenia
od rozpatrywanych wariantéw RR i RS, wszystkie wielkosci charakteryzujace wariant z
jednorazowgq skladka oznaczmy dodatkowo gérnym indeksem J.

Wartos¢ przyszla poczatkowej sumy ubezpieczenia w roku k£ wyrazona jest (analogicz-
nie jak w wariancie RR) wzorem:

S{ =S I+ w). (2.4.14)

Poniewaz ¢/ = S, - wrn (gdzie wr, odczytywane jest z taryf ubezpieczen ze skladka
jednorazowa), to wskaznik efektywnosci ubezpieczenia (2.3.7) przyjmuje postac:

S/ ]
J - _ _ Yk _ .
Wl (UK =k)= o = _|_0| (14 u;). (2.4.15)
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Dla stalej stopy indeksacji wzér (2.4.15) mozna przeksztalci¢ do nastepujacej postaci

(1 + u)k-!

Wgr,n

Wi (u,K=k)=

Ponadto wartos$¢ oczekiwana wskaznika efektywnosci ubezpieczenia (2.4.15) wyraza nastepujaca
réwnosc:

n k-1 n-1
EWL, (U, K)) = — (Z TT+w) wee + [T +w) npr) . (2.4.16)
=0

We,n k=1 1=0
Uwaga 2.4.1 Niech I = (1,1, ...,1)T bedzie wektorem rozmiaru (n + 1) oraz macierz

1 dla 1 <k

i : : 2.4.17
Ut ‘““9{1+uk dlai>k (24.17)
gdzie diag oznacza macierz diagonalng rozmiaru (n + 1) x (n + 1). Przecigtng wartosé
wskainika efektywnosci wzgledem dalszego trwania zycia mozina zapisaé w nastepujqcy

sposob:

EW/,(U,K)) = 1I"T[ u.D. (2.4.18)

Przy zalozeniu, ze przez caly okres ubezpieczenia indeksacja jest stala wzér (2.4.16)
przybiera postac:

EWY,(u, K)) = — (Z(l + 05 e+ (14 w)" npr> . (2.4.19)

wl‘,n k=1

Uwaga 2.4.2 Niektdre firmy ubezpieczeniowe, w przypadku ubezpieczenia ze skladkq jed-
norazowq, indeksujq sume ubezpieczenia takze po n-tym roku. Wtedy, po doiyciu przez
ubezpieczonego do korica okresu ubezpieczenia, wyplacana jest suma ubezpieczenia Sp4+y =
Sa(1 4 uyp), gdzie u, jest indeksacjq za rok n-ty.

Ponizej przedstawione zostana dwie wlasnosci wartosci oczekiwanej wskaznika efek-
tywnosci dla ubezpieczenia ze skladka jednorazowa.

Wiasnosé 2.4.1 Jeseli UM < U®) (ezyli uf”) < uf? dlai € {0,1,...,n}), to
E(W,(UY, K)) < EW], (U, K)).

Dowod. Korzystajac ze wzoru (2.4.18) mozna zapisaé, ze

n—1 n—1
1 1
E(WY (1) 7y J 2 Ky = T 1p _ T 2
(Wl (UM, K)) - EW/, (U, K)) w”I I] vip w”I I] vip
! k=0 ! k=0
1 n—1 n—-1
— IT 1 _ 2 .
— (T v'-[Jvdp
’ k=0 k=0

Poniewaz elementy macierzy I i D sa dodatnie i UV < U (zatem U;cl) < U;f)) to
EW,,(UW, K)) - EW/,(U®, K)) <o,

co konczy dowdd.
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Niech n;, n, beda dwoma okresami ubezpieczenia w ubezpieczeniu na zycie i dozycie.
Prawdziwa jest nastepujaca wlasnos¢:

Wiasnosé 2.4.2 Jesling < ny, to E(W], (v, K)) < E(W],, (u, K)).
Dowod. 7 wzoru (2.4.19) mamy, ze
1 ny—1
EW/,,(u,K)) = — (;0 (1+u)* yge + (1 + )™ nsz> :

Poniewaz n; < ng, to wy ,, > Wy, | Mozna napisaé, ze

) 1 ny—1 .
EW/],,(u,K)) > o (Z (14 w)* e+ (1+ u)™ nsz)

Tr,ny
k=0
1 ny—1 np—1
= w0 S+ wf e+ > (14w e+ 1+ w)™ nype (2.4.20)
r,n) k:O k:nl
Poniewaz
ny—1
Z k'ql‘ + n2pr = 17
k=0
nl—l
Z k|9z + nPr = 1,
k=0
t
° ny—1
nlpr = Z qul‘+ ‘n.2p:1,'1
k:nl

skad (2.4.20) mozna przeksztalcié nastepujaco

1 ny—1 ny—1
w Z(1+u)k k|q'”+ Z(1+u)k k|fh+(1+u)"2 ny Pr
z,n) k=0 P
1 n;—1 ny—1
2 2 Z(1+u)k kIQI+(1+U)n1(Z k|9z + nyPz)
T,n) k=0 =
1 nl—l
- (14 w)gyg= + (14 0)™ P (2.4.21)
We,n) k=0
= E(W;"nl(u,K)).

To konczy dowdd.
O

Z Wilasnosci 2.4.2 wynika, ze przy zadanych parametrach z i u im dluzszy okres ubez-
pieczenia, tym przecietnie efektywnos$¢ ubezpieczenia ze skladka jednorazowa jest wieksza.
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Rozdzial 3

Optymalne decyzje

3.1 Sformulowanie problemow

W celu zagwarantowania sobie i swoim bliskim Zrédla przyszlych dochodéw w sytuacjach
losowych takich jak niezdolno$¢ do pracy lub $mier¢ albo w sytuacji przejscia na emeryture,
nalezy zgromadzi¢ na ten cel odpowiedni fundusz. Uczyni¢ to mozna na wiele sposobéw,
ktorych podstawowa idea jest bardziej lub mniej systematyczne gromadzenie pieniedzy.
Istnieja rézne formy pomnazania zgromadzonych funduszy. Na przyklad mozna powierzy¢
je prywatnej osobie lub instytucji (przykladowo bankowi lub firmie ubezpieczeniowej).
Jednak przy wyborze formy oszczedzania nalezy podja¢ optymalna decyzje polegajaca na
osiggnieciu maksymalnych korzysci.

W oparciu o wskaznik efektywnosci i jego wartosc przecietna w rozdziale tym przedsta-
wione zostaly dwa problemy decyzyjne dotyczace wyboru odpowiedniej strategii postepowania
dzieki, ktérej zostana osiagniete zamierzone cele i zabezpieczone wymagane potrzeby decy-
denta. Pod wzgledem inwestycyjnym podjecie decyzji ma na celu osiagniecie maksymalnej
korzysci finansowej, przy minimalnych nakladach. Opisane w Paragrafach 3.2 i 3.3 pro-
blemy dotycza powierzenia pieniedzy firmie ubezpieczeniowej lub bankowi.

Pierwszy problem decyzyjny (opisany w pracach [11] i [14]) dotyczy wykupienia polisy
ubezpieczenia na zycie i dozycie, w ktérym istnieje mozliwos¢ zmiany formy dopisywania
zyskéw ze skladek. Polega on na tym, ze ubezpieczony co roku ma prawo podjac jedna
z dwéch decyzji: pozostaé przy dotychczasowej skladce (wtedy do sumy ubezpieczenia
dopisywany jest zysk z dotychczas wplaconych skladek i zyskéw jakie one przyniosly) lub
zdecydowac sie na jej zwiekszenie o proponowany przez towarzystwo ubezpieczeniowe pro-
cent (wowczas ubezpieczony decyduje si¢ na system francuski podwyzszania sumy ubez-
pieczenia). Znalezienie strategii optymalnej polega na okresleniu wariantu ubezpieczenia
dla kazdego roku jego trwania, w taki sposéb, aby wyplacona (w razie $mierci badZz po
dozyciu) suma ubezpieczenia posiadala maksymalng wartos¢ przy jednoczesnym ograni-
czeniu sumy wplaconych skladek. Oznacza to, ze optymalna strategia maksymalizuje
efektywnos$¢ ubezpieczenia.

Drugim problem decyzyjny (analizowany w pracy [12]) dotyczy optymalnego wyboru
formy inwestowania na n lat kapitalu posiadanego przez inwestora. Inwestor ma do dyspo-
zycji dwie mozliwosdci: powierzy¢ kapital firmie ubezpieczeniowej (ubezpieczenie na zycie
i dozycie ze skladka jednorazowa) lub dokonywa¢ rocznych lokat bankowych. W przy-
padku lokaty bankowej istnieje mozliwo$¢ corocznej zmiany banku. Naturalnym jest w
tym przypadku pytanie o to czy i kiedy odpowiednia lokata bankowa bylaby bardziej ko-
rzystna niz polisa ubezpieczeniowa. Zatem celem analizy problemu jest rozwazenie réznic
miedzy lokata bankowa, a polisa ubezpieczeniowa z punktu widzenia osoby dysponujacej
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pewnym kapitalem, ktéra chce osiagnac jak najwieksze profity w kazdej z mogacych ja
spotka¢ sytuacji (dozycie okreslonego wieku lub przedwczesna $mier¢). Przeprowadzona
zostanie analiza poréwnawcza efektywnosci ubezpieczenia na zycie i dozycie z lokata ban-
kowa. Analizowana bedzie lokata bankowa z roczna kapitalizacja odsetek. Umozliwi to
okreslenie innego oprocentowania na kazdy rok i dostosowanie dlugosci oszczedzania do
okresu trwania polisy ubezpieczeniowej. Zakladaé¢ bedziemy, ze tak jak co roku dopisy-
wane sa odsetki do rachunku w banku, tak co roku suma ubezpieczenia bierze udzial w
podziale zyskéw firmy ubezpieczeniowej (jest indeksowana). Oba przedsiewziecia charak-
teryzuje fakt jednorazowej wplaty na poczatku okresu. Zalozenie to pozwala rozpatrzy¢
jeszcze jeden aspekt oszczedzania - konsekwencje zerwania warunkéw umowy, czyli wy-
cofanie powierzonego firmie kapitalu przed uplywem umoéwionego okresu. W przypadku
lokaty bankowe]j traci sie oprocentowanie roczne, natomiast w ubezpieczeniu mozliwe jest
wycofanie czeéci oprocentowanych skladek (tzw. wykup, wartos¢ polisy). Zasadnicza
cze$¢ rozwazai skoncentrowana jest na wplywie losowosci momentu $mierci na: aktualna
sume ubezpieczenia ($wiadczenie) i zgromadzony kapital. W szczegdlnosci analizowana
jest Srednia wyplata wzgledem rozkladu dlugosci trwania zycia z obu przedsiewziec.

3.2 Optymalna strategia

Niektédre firmy ubezpieczeniowe oferuja ubezpieczenie na zycie i dozycie, w ktérym co roku
istnieje mozliwo$¢é zmiany wariantu RR na wariant RS i odwrotnie. W przypadku zawar-
cia takiego typu ubezpieczenia, dla ubezpieczonego istotnym problemem jest znalezienie
strategii zmian pomiedzy wariantami RR i RS w kolejnych latach trwania ubezpieczenia.
Celem tego paragrafu jest okreslenie strategii maksymalizujacej sume ubezpieczenia przy
jednoczesnym ograniczeniu sumy wplaconych skladek.

Zauwazmy, ze w pierwszych latach oplacalne jest wybieranie wariantu RR, gdyz gwa-
rantuje on wyzsze przyrosty sumy ubezpieczenia (indeksacji nie ulega suma wplacanych
skladek ale poczatkowa suma ubezpieczenia). Ponadto, jezeli istnieje korzystny moment
zamiany wariantu RR na RS, to po zmianie nalezy kontynuowa¢ wariant RS do konca
okresu ubezpieczenia. Zwiazane jest to z faktem, ze suma wplaconych skladek i zyskow
jakie one przyniosly do tego momentu przewyzsza wysokos¢ sumy ubezpieczenia.

Niech k oznacza rok w ktérym nastapila zmiana z wariantu RR na RS. Ponadto niech
S,fﬂ- oznacza sume ubezpieczenia w k+ j-tym roku trwania ubezpieczenia, pod warunkiem,
ze zmiana wariantu RR na RS nastapila w roku k i wariant RS byl kontynuowany przez j
lat (7 € {1,2,...,n—k}). Jezeli zmiana wariantu RR na RS nastepuje juz po pierwszym
roku wéwczas konicowa suma ubezpieczenia jest taka sama jak w wariancie RS czyli S} =
SRS Natomiast dla k = n wariant RR jest stosowany przez caly okres ubezpieczenia i
wtedy S = SRR,

Twierdzenie 3.2.1 Dla ubezpieczenia zawartego na okres n lat przez ubezpieczonego w
wieku z, przy ustalonej indeksacji U, zachodzi nastepujgca nieréuwnosé

SR < s,

dla kaidego naturalnego k € [# ]

Wr.n '
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Dowdd.
Dla ubezpieczenia z wariantem RR, przyjmijmy, ze GG} oznacza sume skladek wplaconych
w pierwszych k (k € {1,...,n}) latach trwania ubezpieczenia wraz z oprocentowaniem:

k-1
G =ke [J(1+ w).

=1

W celu udowodnienia tezy twierdzenia wystarczy pokazac, Ze nier6wnosé

SFR < Sk (3.2.1)
zachodzi dla k > ﬁ Przeksztalcajac obustronnie nieréwnos¢ (3.2.1) otrzymujemy:
SER1+w) < SR+ wGi
SFR < Gy
c k-1 k-1
— H(1+u,-) < kcH(l—}-u,-)

— < &

Wrn

Zatem nieré6wno$¢ (3.2.1) jest spelniona dla k > wi_n Poniewaz £ < n i jest liczba

naturalng wiec nieréwnosc (3.2.1) jest spelniona dla kazdego naturalnego k € [w:—n, n]
' o

Whiosek 3.2.1 Optymalny czas k zmiany wariantu RR na wariant RS jest réwny k=
[-1-], gdzie [y] oznacza zaokrqglenie liczby y do najblizszej liczby naturalnej wiekszej

Wr,n

bad? réwnej y.

Dowad.

Teza wniosku wynika z Twierdzenia 3.2.11 z faktu, ze jezeli zostanie dokonana zmiana
wariantu RR na RS w roku [w:—n] trwania ubezpieczenia, wtedy wzrost sumy ubezpie-
czenia jest wiekszy niz w przypadku pozostania przy wariancie RR, gdyz zakumulowane
skladki przynosza wieksze zyski niz zindeksowana suma ubezpieczenia.

a

Z Whniosku 3.2.1 wynika nastepujaca regula: jezeli [w#] > n, to wariant RR powinien

by¢ stosowany przez caly okres ubezpieczenia. Ponadto optymalny czas k zmiany wariantu
nie zalezy od wysokosci indeksacji U.

Niech er'n(U,n) oznacza wspoélczynnik efektywnosci dla ubezpieczenia, w ktérym
dokonano zmiany wariantu RR na RS w roku k € [w,l_,,’"] . Korzystajac z definicji

wskaznika efektywnosci i dokonujac oszacowan jego licznika i mianownika mozna udowo-
dni¢ nastepujacy lemat
Lemat 3.2.1 Jeieli [-1-] < n, to dla k € [w,l_,,*"]

I,n

Wk (U,n) > WRR(U, K = n).

45



Przyklad 3.2.1 Ro:zpatrzmy ubezpieczenie na Zycie i doiycie zawarte przez osobe w wieku
55 lat (x = 55) na okres 20 lat (n = 20). Niech poczqtkowa suma ubezpieczenia bedzie
rowna 100 (S = S, = 100). Zaléimy, ze U = (0,0.2,0.2,...0.2)T (indeksacja), ponadto
inflacja w calym okresie ubezpieczenia jest stata i réwna 0,1. Wowczas realng stope zysku
okresla wektor A = (0,0.09,0.09,...0.09).

Korzystajqce = taryf PZU ZYCIE S.A. [29] otrzymano nastepujqcy wskaznik taryfowy:

wss.20 = 0.05965 .

Optymalny czas (z Wniosku (3.2.1)) zmiany wariantu RR na wariant RS jest rowny:

1
=|16.76| = 17.
wss,zo] [ ]
Kor:zystajqc z optymalnej strategii:
Sae = 522.40,
che = 297.99.

Natomiast uzywajgc wariantu RR prze:z caly okres ubezpieczenia:
SRR = 514.17,

RR = 305.17.

Zatem
Wil ,0(A,20) = 1.75 > 1.68 = WEE (A, 20).

Ubezpieczony stosujgc optymalng strategie nie tylko ma mozliwosé zwiekszenia wysokosci
Swiadczenia wynikajqcego z umowy ubezpieczenia, ale takie obnizenia sumy wplacanych
skladek. Stosujqc optymalng strategie wskazinik efektywnosci ubezpieczenia liczony na ko-
niec okresu ubezpieczenia jest wiekszy niz wskazinik efektywnosci ubezpieczenia z wariantem
RR.

3.3 Ubezpieczenie a lokata bankowa

3.3.1 Zastosowanie wskaznika efektywnosci

Zalézmy, ze osoba w wieku r posiada kapital wysokosci ¢ i chce go ulokowaé na n lat,
wplacajac pieniadze do banku lub wykupujac ubezpieczenie na zycie i dozycie ze skladka
jednorazowa,.

Przyjmijmy jak dotychczas, ze u oznacza indeksacje w firmie ubezpieczeniowej (u; dla
i € {1,2...n}). Dla odréznienia stép procentowych oferowanych przez firme ubezpiecze-
niowa i bank niech b; bedzie wysokoscia oprocentowania w i-tym roku trwania lokaty
bankowej (i € {0,1,2...n}). Ponadto b; € [0, 1] i u; € [0, 1] oraz zaklada sie, ze by = 0.

Niech cg oznacza kapital wplacony do banku, a n (liczbe lat) okres na jaki zostal
on zlozony. Zalézmy, ze kapital poczatkowy ulega rocznej kapitalizacji zgodnie z zasada
procentu sktadanego, stad wysokos¢ kapitalu w k-tym roku trwania lokaty bankowej (gdzie
k€ {1,2..n,n+ 1}) jest réwna:

Ly = P JJ(1 +0), (3.3.2)



gdzie L, oznacza kapital zgromadzony po n latach inwestycji (por. M. Dobija & E.
Smaga [16]).

Zakladajac, ze roczna stopa procentowa w banku jest stala i réwna b (b; = b dla
i€ {1,2...n}) wzér (3.3.2) przyjmuje nastepujaca postac:
Ly = (14 b)%1, (3.3.3)

W celu poréwnania (pod wzgledem finansowym) lokaty bankowej i ubezpieczenia na
ivcie i dozycie ze skladka jednorazowa przyjmijmy, ze ¢/ = ¢ = C. Niech roczna stopa
procentowa w banku w czasie trwania inwestycji bedzie stala i rowna b (b; = b dla i €
{1,2,...,n}). Analogicznie niech u oznacza indeksacje w firmie ubezpieczeniowej (u; = u
dlai € {1,2...n}) oraz po n latach ubezpieczenia wyplacona suma ubezpieczenia jest réwna
Snt1 (Jak w Uwadze 2.4.2). W celu poréwnania zyskéw z ubezpieczenia w stosunku do
zyskéw z lokaty terminowej w banku rozpatrzmy najpierw koficowa sume ubezpieczenia
po n latach oraz wysokos$¢ zgromadzonego po n latach kapitalu na koncie bankowym:

(]

Spp1 = Si(l+uw)" = — (14 )" (3.3.4)

Wy n

L,yy = C(1+0b)". (3.3.5)
Prawdziwy jest nastepujacy lemat.
Lemat 3.3.1 .

1. Jesli wy , < (11_%:) , 10 Spy1 > Ly

n
2. Jesli wy , > (l—ﬂ)", to Spy1 < Loyr.

1+b
Dowdd.
Dowéd Lematu 3.3.1 otrzymujemy przez podstawienie w nieréwnosciach: S,41 > Lny
i Sn41 < Lyyy za Sp4y wzoru (3.3.4) oraz za L,4y wzoru (3.3.5).
a

Lemat 3.3.1 posiada praktyczna interpretacje. Przy zalozeniu rocznych stép procen-
towych i indeksacji odpowiednio b i u, znajomos¢ wysokosci wskaznika taryfowego w;
pozwala inwestorowi na podjecie optymalnej decyzji. Jedli wy, < (11%)", to wieksze ko-
rzysci po n latach przyniesie lokata w banku. W przeciwnym przypadku bardziej oplacalne
jest przystapienie do ubezpieczenia. Ponadto w przypadku, gdy u = b ubezpieczenie jest
zawsze korzystniejsze, gdyz wzy, < 1.

Ocena efektywnosci dlugoterminowego przedsiewziecia oparta na poréwnaniu tylko
koncowych wielkosci zgromadzonego kapitalu nie jest wystarczajaca. Okazuje sie bowiem,
iz w niektorych przypadkach mimo, ze S,4+1 < L,4+1, to Srednia wysoko$¢ wyplaty w
banku jest mniejsza niz w firmie ubezpieczeniowej (patrz Przykiad 3.3.1). Zwiazane jest
to z ryzykiem $mierci czlowieka w trakcie trwania przedsiewzigcia.

Zgodnie ze wzorem (2.4.19) wskaznik efektywnosci ubezpieczenia w momencie wyplaty
$wiadczenia jest postaci

Wl (u,K=k)= % (3.3.6)
Dla lokaty bankowej przy stalej stopie procentowej b wskaznik efektywnosci lokaty banko-
wej an(b, K = k) w momencie wyplaty k (analogicznie jak dla ubezpieczenia w Definicji
2.3.1) okreslony jest nastepujacym wzorem:

Ly

B C— .
Wb K = k) = 2.

(3.3.7)

47



Mianowniki we wzorach (3.3.6), (3.3.7) sa takie same, zatem w celu poréwnania przecietnej
efektywnosci wzgledem dalszego trwania zycia, wystarczy poréwnac wartosci oczekiwane
(wzgledem dlugosci dalszego trwania zycia) wyplaty swiadczenia ubezpieczeniowego z wy-
soko$cia kapitalu zgromadzonego w banku.

Oczekiwana warto$¢ wyplaty IE(Sy ) z polisy ubezpieczeniowej okresla sie nastepujaco:

E(SK) = D Sk k119 + Snt1 s (3.3.8)
k=1

= Y S+ w) ! oy Si(l+w)" ape
k=1

n—1

= ) Si1+w)* kg + Si(1+w)" apr
k=0

CJ n—1
= S+ ) jge + (1 +0)" apx) (3.3.9)

Wzin 120

Wielko$¢ ta zalezy od wieku inwestora z, okresu inwestycji n oraz od indeksacji u.
Podobnie w przypadku lokaty bankowej, oczekiwana wartos¢ wyplaty IE(L) okresli¢
mozna w nastepujacy sposéb:

]E(L[\) = Z Ly k—1|9z+k + Ln+l nPr (3'3'10)
k=1

n

= ZCB(l + b)k-l k—1|9z + CB(I + b)n nPz
k=1

n—1
= PR+ haz + (1+0)" apo). (3.3.11)
k=0
Uwaga 3.3.1 Oc:zekiwana wartosé wyplaty z polisy ubezpieczeniowej jest postaci

n
E(Sk) = $uIT [ U«D, (3.3.12)
k=0
gdzie macierze U zdefiniowane sq jak w Uwadze 2.4.1
Natomiast srednia wartosé wyplaty z lokaty bankowej wyrazona jest wzorem

E(Lk) =PI [] BiD, (3.3.13)
k=0

gdzie macierze rozmiaru (n+ 1) x (n + 1) majq nastepujqcq postaé

. 1 dlai < k
By = dzag{ 14 by dlai>k dla k=1,2,..; (3.3.14)
natomiast

Byo=1dlak=0.

W Przykladzie 3.3.1 przeprowadzono obliczenia, ktére pokazuja, ze ocena efektywnosci
dlugoterminowego przedsiewzigcia finansowego oparta na poréwnaniu tylko koncowych
wielkosci zgromadzonego kapitalu nie jest wystarczajaca. Okazuje si¢ bowiem, iz w tym
przypadku mimo, ze S,4; < Lp4i, to Srednia wysokos¢ wyplaty w banku jest mniejsza
niz w firmie ubezpieczeniowe;j
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Przyklad 3.3.1 Osoba w wieku 50 lat (x = 50) posiada kapital w wysokosci 1000 (C =
1000) # chce go zainwestowaé na 20 lat (n = 20) zakladajqc lokate bankowq lub wykupujgc
ubezpieczenie ze skladkq jednorazowq.

Tablica 3.1: Wysokos¢ sumy ubezpieczenia, lokaty bankowej oraz dalszy rozklad trwania
zyciadla = 50, n = 20 oraz © = 0,31 b = 0, 339.

k Sk Lk k-11g50
1 1796 1000( 0,007757
2 2334 1339( 0,008247
3 3034 1793( 0,008804
4 3945 2401 0,009451
5 5128 3215 0,010175
6 6667 4304| 0,010944
7 8667 5763| 0,011747
8 11267 7717| 0,012582
9 14647 10333| 0,013452
10 19041 13836 0,014343
1" 24753 18527 0,015313
12 32179 24808 0,016316
13 41833 33217] 0,017297
14 54383 44478| 0,018233
15 70698 59556 0,019169
16 91907 79746| 0,020127
17 119479 106780 0,021164
18 155323| 142978 0,022312
19 201920 191448 0,023549
20 262496| 256349 0,024842
dozycie 341245| 343251 0,694176

Zrodlo: Opracowanie wlasne

Tabela 3.1 pokazuje wysoko$é sumy ubezpieczenia i kapitatu lokaty terminowej w kazdym
roku trwania przedsiewziecia, przy zalozeniu, ze v = 0,3 a b = 0,339. W ostatniej
kolumnie przytoczono odpowiednio prawdopodobieristwa ygso dla k € {0,1,...,19} oraz

20
20P50. Zauwaimy, Ze wy, = 0.55693 > 0.553 = (%) skad na podstawie Lematu 3.3.1

Sat1 < Lpyy, co potwierdza ostatni wiersz Tabeli 3.1 (druga i trzecia kolumna). Wy-
dawaloby sie zatem, Ze ubezpieczenie jest mniej oplacalne, niz lokata bankowa. Okazuje
sie jednak, e Srednia wartos¢ wyplaty w przypadku ubezpieczenia jest wyzsza nii w banku,
bowiem E(Sk) = 260914, [E(Lr) = 260063, skqd E(Sx) > IE(Lk). Ponadto przykiad
ten wskazuje, e w przypadku dlugoterminowego przedsiew:ziecia srednia wyplata jest duzo
nizsza niz kwota koricowa, gdyz prawdopodobieristwo $mierci przed koricem inwestycji jest
istotne.

Zazwyczaj roczna stopa procentowa w banku nie jest réwna rocznej indeksacji oferowa-

nej przez firme ubezpieczeniowa. W Przykladzie 3.3.2 rozpatrzony zostal wplyw wysokosci
stop procentowych na relacje miedzy wartoscia oczekiwang wyplaty z lokaty bankowej i
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przecietna wyplata z polisy ubezpieczeniowe;j.

Przyklad 3.3.2 Niech u,b € [0;0.4], ponadto inwestor ma trzydziesci lat (x = 30) ¢
chee zainwestowaé 10000 (C' = 10000) na okres pieciu lat (n = 5). Proponowana przez
firme ubezpieczeniowq suma ubezpieczenia S; = 11111 zostala okreslona przy wskaZniku
taryfowym wsos = 0.89999 (patrz [29]).

Rysunek 3.1: Poréwnanie $redniej wyplaty z ubezpieczenia i i $redniej wyplaty z banku
dla u, b mniejszych niz 0,4

04 |
0,35 |
0.3 -
0,25

s 024
0,15 -
0.1 -
0,05 1

0+ Frrrrrrr

S PP

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Wykres na Rysunku 3.1 przedstawia te punkty (u,b) dla ktérych E(Sy) = E(Lk).
Obszar nad liniq zawiera te punkty, dla ktorych EE(SK) > E(Ly), natomiast obszar pod
liniq te punkty, dla ktorych E(Sk) < IE(Lg). Jezeli indeksacja u jest okolo dwoch punktow
procentowych nizsza niz oprocentowanie w banku b, to srednia wyplata z ubezpieczenia jest
w przyblizeniu réwna Sredniej wyplacie z banku.

3.3.2 Skutki finansowe zerwania warunkéw umowy

W przypadku lokaty terminowej wycofanie kapitatu z banku w roku k-tym powoduje utrate
odsetek przyslugujacych za ten rok. Inwestor otrzymuje zatem kwote L. Inaczej jest
w przypadku ubezpieczenia. Rezygnujac z kontynuowania umowy ubezpieczenia zaklad
ubezpieczeniowy wyplaca ubezpieczonemu pieniezny ekwiwalent, popularnie zwany wyku-
pem lub wartosciq polisy. Wysokos¢ ekwiwalentu zalezy przede wszystkim od wysokosci
czesci oszczednosciowej skladki. Nie jest mozliwa wyplata calego ekwiwalentu, poniewaz
zaklad ubezpieczeniowy odlicza jeszcze koszty zawarcia i obslugi ubezpieczenia oraz tak
zwane koszty na ryzyko zwiazane z prawdopodobiefistwem $mierci ubezpieczonego.
Wykup ubezpieczenia jest mozliwy przewaznie dopiero po 2 lub 3 latach od chwili
zawarcia umowy ubezpieczenia. Wiaze sie to przede wszystkim z wysokimi kosztami (na
przyklad pierwszoroczna prowizja agentow) i niedostatecznym poziomem rezerwy mate-
matycznej. W ciagu calego okresu ubezpieczenia wartos¢ wykupu rosnie i zbliza sie w
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koricu do petnej sumy ubezpieczenia. Jedynie w ubezpieczeniu ze skiadka jednorazowg
przystuguje prawo wykupu polisy juz w pierwszym roku trwania ubezpieczenia.

Kwota wykupu powinna by¢ podana w polisie. W praktyce warunki ubezpieczenia
wskazujg jedynie ogolnie na sposoéb jej obliczania. Na przyktad w ogélnych warunkach
ubezpieczenia na zycie i dozycie PZU Zycie S.A. napisane jest: Wartos¢ wykupu oblicza
sie z czesci sktadek oprocentowanych zgodnie z planem technicznym ubezpieczen. Pozostata
cze$¢ sktadek stanowi naleznos¢ PZU ZYCIE S.A. z tytulu ponoszenia odpowiedzialnosci
na wypadek $mierci ubezpieczonego oraz przeznaczona jest na pokrycie kosztow obstugi
ubezpieczenia.

Wykup w fc-tym roku ( dalej oznaczana przez Wt) jest zatem czeScig oszczednosciowg
sktadki brutto, ktéra brata udziat w podziale zyskéw firmy przez k —1 lat. Wzajemna
zaleznos¢ wielkosci Lk i V* ilustruje przedstawiony ponizej przyktad.

Przyktad 3.3.3 Osoba w wieku 30 lat chce zainwestowac¢ 10000 (cJ = ¢cB = C = 10000)
na okres 20 lat. Na podstawie taryf PZU Zycie S.A. 103020 = 0,48435. Zakiada sie, ze
stopa zysku w kazdym roku wynosi 15% (tzn. ¢ = b= 0,15).

Rysunek 3.2: Wysokos$¢ Sk, Mt i Lk dla k = 1,2, ...20

kolejre lata trwania innestygji : k

0O Suma ubezpieczenia ® Wykup O Lokata bankéw a

Zrodto: Opracowanie wihasne

Rysunek 3.2 ilustruje wysokosci Lk, Mt i Sk w kazdym roku inwestycji. Przez 5 pierw-
szych lat ewentualne wycofanie funduszéw z banku jest korzystniejsze niz wykup ubezpie-
czenia. Sytuacja ta zmienia sie w roku 5 ijuz do konca inwestycji relacja miedzy i Lk
pozostaje bez zmian.



Rozpatrzmy relacje miedzy wysokociami Ly i V. w zaleznosci od wieku i dlugosci okresu
ubezpieczenia.

Tablica 3.2: Rok trwania inwestycji w ktorym wartos¢ wykupu ubezpieczenia przewyzsza
po raz pierwszy wysokos$c zgromadzonego w banku kapitalu.

x min{k:Vy > Ly} n

od do
20 5 5 10
6 11 29
7 30 44
8 45 50
30 5 5 10
6 11 29
7 30 45
40 5 5 8
6 9 23
7 25 35

50 5 5
6 6 16
7 17 25
65 6 6 8
7 9 10

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Dla oséb w wieku 20, 30, 40, 50, 65 lat, Tabela 3.2 ilustruje moment, w ktérym
Li < Vi w zalezno$ci od dlugosci trwania inwestycji n oraz od wieku wstepu inwestora
z. Podobnie jak w Przykladzie 3.3.3 zalozono, ze u = b i jest stale w czasie trwania
inwestycji. Okazuje sie, ze im dluzszy okres ubezpieczenia, tym dluzej trzeba czekaé, aby
warto$é wykupu przekroczyla wartosé lokaty bankowej. Ponadto czas, po ktérym wartosc
wykupu przekroczy wartosé lokaty bankowej nie zalezy od wysokosci u oraz b (poniewaz
u = b i jest stale w czasie trwania inwestycji).

52



Rozdzial 4

Model strumieni finansowych w
ubezpieczeniu na zycie i dozycie

4.1 Strumienie finansowe w ubezpieczeniu

W ocenie efektywnosci decyzji kapitalowych istotna role graja wysokosci strumieni fi-
nansowych (przeplywy pieni¢ezne) powstalych w wyniku podjetych decyzji. Rachunek
przeplywéw pienieznych wykorzystywany jest do przeprowadzania oceny oplacalnosci okreslonego
przedsiewziecia inwestycyjnego. Na tej podstawie dokonywana jest analiza finansowa i oce-
niana jest oplacalno$¢ inwestycji. Przeprowadzanie takich analiz obejmuje przede wszyst-
kim opracowanie zestawieii strumieni pienieznych (przeplywéw), w ktérych podstawa jest
okreslenie, dla danego momentu relacji miedzy wplywami a wyplywami. Istotnym elemen-
tem przy szacowaniu przewidywanych dochodéw jak i wydatkéw w dlugoterminowych in-
westycjach jest czynnik czasu. Dlatego tez w odniesieniu do strumienia finansowego stosuje
sie dyskontowanie, ktére polega na znalezieniu wartosci aktualnej przeplywéw pienieznych
przy znajomosci ich wartosci przyszlej.

Ubezpieczenie na zycie i dozycie jest umowa w wyniku ktdrej powstaja przeplywy
pieniezne. Zaréwno skladka ubezpieczeniowa jak i §wiadczenie moga byc¢ traktowane jako
wyplaty lub wplaty w zaleznosci od tego, z punktu widzenia ktdrej strony umowy ubezpie-
czenia sa rozpatrywane. Na przyklad ubezpieczenie grupowe na zycie i dozycie jest umowa
miedzy firma ubezpieczeniowa, (ubezpieczyciel), pracodawca (ubezpieczajacy) i pracowni-
kiem (ubezpieczony). Ubezpieczyciel, w zamian za przyjete od ubezpieczajacego skladki
(ktore z jego punktu widzenia sa wplata), zobowiazuje sie do wyplaty sumy ubezpieczenia,
gdy umiera ubezpieczony, lub gdy dozywa okreslonego w polisie wieku. Ubezpieczajacy zo-
bowiazuje sie placi¢ skladki (ktore z jego punktu widzenia sa wyplata) za ubezpieczonego,
natomiast w zamian za to ma mozliwosé skorzystania z réznego rodzaju ulg. Natomiast
ubezpieczony, zazwyczaj ptaci podatek od skladki ubezpieczeniowej (i jest to jego wyplata).
Ponadto w wyniku umowy ubezpieczenia otrzymuje on sume ubezpieczenia (ktéra jest
dla niego wplata), jesli dozyje wyznaczonego w umowie wieku. Wplata nastepuje takze
w przypadku $mierci pracownika, a sume ubezpieczenia otrzymuje uposazony wskazany
przez ubezpieczonego pracownika. Szczegdlowo problem ten zostal opisany i rozpatrzony
w Rozdziale 5.

Ubezpieczenie na zycie i dozycie zwigzane jest przede wszystkim z dwoma rodza-
jami platnosci dotyczacych kazdej ze stron umowy ubezpieczenia (skladki i $wiadczenia).
Platnos$ci te generuja rozlozone w czasie przeplywy pienigezne pomiedzy stronami umowy
ubezpieczenia. Jednak z punktu widzenia wybranej strony umowy ubezpieczenia nie
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mozna dokladnie okresli¢ aktualnej wartosci tacznych przeplywéw pienieznych, gdyz ich
wielko$¢ zalezy od rozkladu dalszego trwania zycia ubezpieczonego oraz stopy procento-
wej (stala badz zmienna). Stad potrzeba liczenia wartosci przecietnej i wariancji lacznych
zaktualizowanych przeplywéw pienieznych.

4.2 Laczne przeplywy pieniezne

W zaleznosci od rozpatrywanej strony umowy ubezpieczenia przeplywy pieniezne wyni-
kajace z zalozenia ubezpieczenia na zycie i dozycie moga przyjmowac wartosci dodatnie
lub ujemne. Z punktu widzenia wybranej strony umowy ubezpieczenia przyjmuja one
wartosci dodatnie, gdy sa wplata, a wartosci ujemne, gdy sa wyplata. Na przyklad z
punktu widzenia ubezpieczyciela skladki przyjmuja wartosci dodatnie, gdyz sa dla niego
dochodem. Natomiast z punktu widzenia ubezpieczajacego, skladki tworza strumien fi-
nansowy o ujemnych wartosciach, gdyz sa dla niego wydatkiem.

Niech bi(7) oznacza wysoko$é przeplywu pienieznego wynikajacego z umowy ubezpie-
czenia na zycie i dozycie, na poczatku roku i pod warunkiem, ze ubezpieczony umrze w
okresie [k;k + 1) dla k,i=10,1,....

Rozpatrzmy n letnie ubezpieczenie na zycie i dozycie ze skladka roczna placona z gory.
Wielkos¢ przeplywu pienieznego bi (i) zalezy przede wszystkim od momentu $mierci ubez-
pieczonego. W szczegdlnosci jezeli ubezpieczony umrze w trakcie trwania ubezpieczenia
(k < n), to w zaleznosci od momentu ¢, w ktérym obserwujemy przeplyw, jego wielkos¢
zalezy od wielkoSci:

- skladki ubezpieczeniowej jezeli ¢ < k,
- Swiadczenia wyplacanego po Smierci ubezpieczonego jesli ¢ = k + 1,

Jezeli zas ¢ > k + 1, to by (i) = 0.
Jesli ubezpieczony przezyje n lat, to znaczy umrze dopiero po zakorczeniu okresu
ubezpieczenia (k > n), to wielko$¢ przeplywu pienieznego b (i) zalezy od wielkosci:

- skladki ubezpieczeniowej, gdy i < n;

- sumy ubezpieczenia wyplacanej na koniec okresu ubezpieczenia (dozycie), gdy ¢ =
n+ 1;

Dla ¢ > n+ 1 przeplywy pieni¢zne sa réwne zero, gdyz ubezpieczenie wygaslo.

Tytulem ilustracji okreslmy by (¢) dla prostego przypadku n-letniego ubezpieczenia na
zycie i dozycie, w ktérym suma ubezpieczenia S i roczna skladka c sa stale w calym okre-
sie ubezpieczenia. Zalézmy przy tym, ze ubezpieczony jest réwnoczesnie ubezpieczajacym
oraz ze w zwiazku z ubezpieczeniem, nie uzyskuje dodatkowych dochodéw (np. ulgi podat-
kowe), ani nie ponosi dodatkowych wydatkéw (np. ubezpieczenie spoleczne).

Przeplywy pieniezne bi(2) z punktu widzenia ubezpieczonego sa okreslone nastepujaco:

- gdy k < n (tzn. ubezpieczony umrze w trakcie trwania ubezpieczenia), to wielko$¢
bi(?) jest dana nastepujacym wzorem

—c dla 1 < k,
bir(7) = S dla i=k+1, (4.2.1)
0 dla i1>k+1,
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- gdy k£ > n (tzn. ubezpieczony nie umrze w trakcie trwania ubezpieczenia) wielkos¢
ta jest okreslona nastepujaco

—c dla i <mn,
br(?) = S dla 1=n+1, (4.2.2)
0 dla i>n+1.

Natomiast przeplywy pieniezne w ubezpieczeniu by (z) z punktu widzenia ubezpieczy-
ciela okreslone sa w postaci:

- gdy k< n, to
¢ dla 1 <k,
bi(1))=<¢ —-S dla i=k+1,
0 dla i>k+1,
- gdy k > n, to
¢ dla 1< n,
be(t)=¢ =S dla 1=n+1,
0 dla i>n+1.

W ponizszej definicji wprowadzone zostanie pojecie okreslajace laczne (sumaryczne)
zobowiazania finansowe w ubezpieczeniu na zycie i dozycie, ktére réwniez jest réznie in-
terpretowane w zaleznosci od punktu widzenia strony umowy ubezpieczenia.

Definicja 4.2.1 Funkcja tqcznych przeplywow pienieinych do momentu smierci ubezpie-
czonego w okresie [k, k + 1) jest okreslona nastepujgco

9
Br(k) = ) be(i) dla k=0,1,.., (4.2.3)

=0

gdzieg = k+ 1, gdy k < n oraz g = n+1 gdy k > n, natomiast bi(t) sq to przeplywy
pieniezine, wynikajgce z umowy ubezpieczenia na zZycie i dozycie, na poczqtku i-tego roku
pod warunkiem, Ze ubezpieczony umrze w okresie [k, k+ 1).

Zauwazmy, ze zgodnie z powyzsza definicja wielkoS¢ By (k) zalezy od czasu zycia ubez-
pieczonego, ktory jet losowy, tak wiec By jest zmienna losowa, ktérej rozklad zalezy od
rozkladu zmiennej losowej K (okreslonego w Punkcie 1.2.1). Rozklad ten jest nastepujacy

k+1
IP(BK:Zbk(i)) = P(K=k)= yg dla k=0,1,2,..,n—1
=0

n+1
P (B[\ = Zbk(z)) = ]P(I{ 2 7’l) = aPr dla k= n,n + 1, er s
=0

Warto$¢ oczekiwang tacznych przeplywdéw pienieznych okresla wiec nastepujacy wzor:

n—1 k+1 n+1
E(Bk) = Z[(Zbk(i)) KAz +(zbk(f)> nPs- (4.2.4)
= 1=0 k=0

k=0
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Natomiast wariancja lacznych przeplywdéw pienieznych w ubezpieczeniu wyraza sie
wzorem

D?(Bg) = E(B}) - E*(By),
gdzie

n—1 k+1 2 n+1 2
E(Bk) = Z (Z bk(‘i)) kg | + (Z b(n)) nPz- (4.2.5)
k=0

k=0 1=0

Wartos$é oczekiwana By okresla warto$é przecietnych lacznych przeplywéw pienieznych,
a ich zmienno$¢ mierzona jest przez wariancje By .

4.3 Zaktualizowane przeplywy pieniezne

Przeplywy pieniezne wynikajace z umowy ubezpieczenia trwaja zwykle przez dlugi okres
czasu, stad konieczne jest okreslenie ich aktualnej wartosci w momencie zawarcia ubezpie-
czenia. Do tego celu wykorzystywana bedzie funkcja zaktualizowanych lacznych przeptywéw
pienieznych.

Definicja 4.3.1 Funkcja zaktualizowanych lqcznych przeplywow pienieinych do momentu
$mierci w okresie [k; k + 1) jest okreslona nastepujqco:
g
Zr(k) = z(i) dla k=0,1,---, (4.3.6)
=0
glzieg=k+1 gdyk <norazg=n+1 gdy k > n. Wielkos¢ z(i) wystepujqgca w tym
wzorze okreslona jest nastepujqco:

zk(2) = be(2) - v(7),

bi(7) jest to przeptyw pienieiny, wynikajqcy z umowy ubezpieczenia na Zycie ¢ dozycie, na
poczqtku i-tego roku pod warunkiem, Ze ubezpieczony umrze w okresie [k;k+ 1), a v(i) jest
funkcjq dyskontujqcq.

Rozklad zmiennej losowej Zj (podobnie jak rozklad zmiennej losowej Bg) zalezy od
rozkladu zmiennej losowej K. Rozklad ten jest nastepujacy:

k+1
IP(ZK:sz(i)) = P(K=k)= ygr dla k=0,1,2,..,n-1
=0

n+1
P (zk- = sz(i)) = P(K>n)= np: dla k=n,n+1,...
s

Warto$é oczekiwana i wariancja zmiennej losowej Zp zaleza od postaci funkcji dys-
kontujacej, ktéra moze by¢ stala przez caly okres ubezpieczenia lub tez zmienna.

W przypadku gdy stopa procentowa u jest stala przez caly okres ubezpieczenia a kapi-
talizacja dokonywana jest na koniec kazdego roku, to funkcja dyskontujaca (wspdlczynnik

dyskontujacy) jest postaci
v(i) =o' LY (4.3.7)
i)=v'= . 3.
14+ u
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Zalozenie, ze stopa procentowa jest stala przez caly okres ubezpieczenia jest malo rea-
listyczne, gdyz w rzeczywistosci ulega ona ciaglym zmianom. Rozpatrzmy przypadek, gdy
stopa procentowa zmienia si¢ w trakcie trwania ubezpieczenia i kapitalizacja odbywa sie
w sposéb ciagly. Wéwczas wysokos$c stopy procentowej za okres od 0 do momentu ¢ ozna-
czana bedzie przez Y (t). Zalézmy, ze Y (t) jest procesem stochastycznym o stacjonarnych
przyrostach. Proces stochastyczny Y (¢) nazywany jest procesem stopy procentowej. W
pracy rozpatrywane sa wielkosci stép procentowych w momentach 0,1,2,...,n+ 1 dlatego
tez zamiast ¢ bedziemy pisaé i,j,k=0,1,2,...,n+ 1. Zgodnie ze wzorem (1.2.12), dla tak
okre$lonego procesu stopy procentowej wspdlczynnik dyskontujacy przyjmuje postac

v(i) = e V1), (4.3.8)

W celu uproszczenia wyrazen okreslajacych pierwsze momenty zmiennej losowej Zy
(gdy stopa procentowa jest zmienna) wprowadZmy notacje macierzowa. Przyjmijmy, ze
M i I, sa to nastepujace wektory n + 1 wymiarowe:

M = (mg,my,...,my)7T,
gdzie my; = [E(exp(-Y (k)),
I, =(0,0,...,0,1,0,...,0)7

przy czym jedynka wystepuje na k-tym miejscu.
Przyjmijmy ponadto, ze R = {ri]-}l’-‘,]-=0 oznacza macierz kowariancji zmiennych loso-
wych exp(—Y'(7)), ktérej elementy okreslone sa nastepujaco:

ri; = COV(eXp(—Y(i)), exp(—Y(]))) Zv] =0, 1’27 ey T2
Niech macierz drugich momentéw bedzie oznaczona przez A = {4;;}7._,, gdzie

6i; = E(exp(-Y(i))exp(-Y(j))) =
= Cov(exp(-Y(t)),exp(-Y (j))) + E(exp(-Y (:)) E(exp(-Y (j))
= 1+ mpm;. (439)

Latwo sprawdzié, ze macierze M, R i A spelniaja nastepujaca tozsamosc:
A=R+MMT,

Wazna role bedzie pelni¢ macierz przeplywéw pienieinych B, ktéra zdefiniowana jest
nastepujaco

bo(0) b1(0) bn_1(0 b,(0)

bo(1) by(1) bn—1(1) bn(1)
g=|"9 b1(2) bn_1(2 ba(2)

0 0 bpo_1(n—=1) by(n-1)

0 0 br_1(n) b.(n)

Zauwazmy, ze suma elementéw w k-tej kolumnie jest réwna By (k). Ponadto pierwszych n
kolumn macierzy B jest zwiazane z przeplywami pienieznymi wystepujacymi gdy ewentu-
alna $mier¢ ubezpieczonego nastepuje w trakcie trwania ubezpieczenia. Ostatnia kolumna
jest zwiazana z wydatkami i dochodami strony umowy ubezpieczenia gdy ubezpieczony
dozyje do konca okresu ubezpieczenia.
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Uwaga 4.3.1 Okreslone macierze mozina pod:zieli¢ na trzy grupy. Pierwsza grupa sklada
sie z macierzy D i zwiqzana jest z rozkladem umieralnosci ubezpieczonego (zalezy od x ).
Druga zwiqzana jest z losowosciq stopy procentowej Y (t) ¢ nalezq do niej macierze R, A,
M. Ostatniq tworzy macierz B, kitéra zalezy od aktualnie rozpatrywanej strony umowy
ubezpieczentia oraz wariantu ubezpieczenia na zycie i dozycie. Rozmiar wszystkich macierzy
zaley od dlugosci okresu ubezpieczenia.

4.3.1 Momenty zaktualizowanych lacznych przeplywéw pienieznych

Momenty zmiennej losowej Zy zaleza od postaci funkcji dyskontujace;j.
W przypadku gdy funkcja dyskontujaca jest stala w calym okresie ubezpieczenia i dana
wzorem (4.3.7), to

21(i) = be(i)o' = by (1 K u)i-

Wtedy warto$¢ oczekiwana zaktualizowanych lacznych przeplywéw pienieznych dana jest
wzorem:

+ (Z bk(i)l’i) nPr- (4310)
k=0

Jezeli E(Z)) > 0, to zawarcie umowy ubezpieczenia oznacza uzyskanie dochodu, ktérego
przecietna obecna warto$é (na dzien zakupu ubezpieczenia) jest rowna E(Zj).

Jesli E(Zy) < 0, to zawarcie ubezpieczenia oznacza przecietny wydatek, ktérego za-
ktualizowana warto$c jest réwna IE(Zy) i jest wysoko$cia funduszu jakim powinna dyspo-
nowac strona umowy ubezpieczenia (W momencie zakupu ubezpieczenia), aby przy usta-
lonej z gory stopie procentowej u (v = ) mogla finansowa¢ n-letnie ubezpieczenie na
zycie i dozycie.

Wariancja zmiennej losowej Zj- dana jest wzorem:

n—1 k+1 '
E(Zx) Z !(Z bk(i)v’) K
=0

1
14u

D?(Zk) = E(Zk) - E*(Zk),

gdzie

n—1 k+1 . 2 n ) 2
E(Z%) =) (Zbk(i)v’> k|9= +(;bk(i)v’) nPz- (4.3.11)

k= 1=0

W Punktach 5.2.3, 5.3.2 oméwione zostaly szczegélne przypadki zaktualizowanej funk-
cji przeplywéw pienieznych i jej momentéw dla pracodawcy i pracownika w ubezpieczeniu
grupowym na zycie i dozycie.

Dla uproszczenia zapisu, gdy nie bedzie to prowadzilo do nieporozumien, uzywac
bedziemy skréconego zapisu Z = Zj. Ponadto jezeli dana jest grupa ubezpieczonych
oséb, to przez Z; = Zy,, oznaczaé bedziemy zaktualizowang funkcje lacznych przeplywéw
pienieznych ubezpieczenia dla [-tej osoby.

W przypadku, gdy stopa procentowa jest zmienna w okresie ubezpieczenia a kapi-
talizacja dokonywana jest w sposéb ciagly, okre$lenie w ogdlnym przypadku momentéw
zmiennej losowej Zy jest prawie niemozliwe. Zatem dalsze rozwazania prowadzone beda
przy pewnych ograniczeniach zwanych dalej warunkami.
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Warunki te sa nastepujace (por. G.Parker [24]):
A1l zmienne losowe K, (dla : = 1, 2, ...) s3 niezalezne o jednakowych rozkladach,

A2 pod warunkiem, ze znane sa realizacje procesu stopy procentowej Y (j) dla j =
0,1,2,...,n, zmienne losowe Z; sa niezalezne o jednakowym rozkladzie,

A3 zmienne losowe K (I = 1,2,...) oraz Y'(t) sa niezalezne.

Warunek A1 oznacza, ze dlugosci trwania zycia os6b w grupie sa niezalezne. Zauwazmy
jednak, ze zmienne losowe Z; dla | = 1,2, ... nie sa niezalezne. Wynika to z faktu, iz sa
one odpowiednimi funkcjami Y'(j), gdzie j = 0,1, ...,n. Natomiast jezeli znamy wartosci
realizacji Y'(j) jakie przyjmuje proces stopy procentowej, to z warunku A2 wynika, ze
zmienne losowe Z; sa niezalezne o jednakowym rozkladzie. Ostatni warunek A3 implikuje,
to ze wielkos¢ stopy procentowej nie ma wplywu na dalsze trwanie zycia os6b w grupie.
W przypadku gdy funkcja dvskontujaca dana jest wzorem (4.3.8) i zalozymy, ze spelnione

sa warunki A1, A2, A3, to wtedy dwa pierwsze momenty zaktualizowanych lacznych
przeplywéw pienieznych sa nastepujace:

k+1

E(Z) = Zqur Zbk E(exp(=Y (5)) | +n P Zbk E(exp(-Y (j))

n—1 k+1 2 2
E(Z%) = ) y&E Zbk E(exp(=Y (j)) | +np:E Zbk E(exp(-Y (5))
k=0 ]
n—1 n—1 k141 ka+1
E(Z1Z2) = ) Y kekydE Zbk exp(—-Y (7)) | X (Z bk(i)exp(—y(i)))
k; =0 k=0 =0

k+1

n—1
+ Y k4rnp:E Zbk ) exp(=Y (5)) Zbk exp(-Y (7))
k=0

k+1

n—1
+ Z nPerx Z bk eXP Z bk exp ( ))
k=0

+np2E Zbk exp(~Y (j))

W ponizszym twierdzeniu wyzej wymienione dwa pierwsze momenty zaktualizowanych
lacznych przeplywéw pienieznych zostaly zapisane w formie macierzowej.

Twierdzenie 4.3.1 Jesli warunki A1, A2, A3 sq spelnione, to

E(Z) = (BD)'M (4.3.12)

E(Z%) = zn:DTIkI’[BTABIk (4.3.13)
k=0

E(Z,Z;,) = (BD)TABD. (4.3.14)
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Dowdd.

W celu wykazania (4.3.12) wystarczy zauwazy¢, ze

E(Z)

Wzér (4.3.13) wynika z

E(Z?) =

n—1 k+1
= Zuqz (Zbk E(expl w)))
+ nps (Zbk IE(exp( w)))

n—1

= Y 4 (BI)TM) +, p: (BI,)" M)
k=0

= (BD)TM. (4.3.15)

nastepujacego ciagu réownosci

k=0

n—1 k+1 2

> keE (Z by (7)E(exp( Y(j)))
2

+np.r (Z bk e)\p -Y (])))

k+1

ZH‘h‘ (Z bi(2) E (exp(—( '(i)+Y(j))))bk(j))

,J=0

+nPz (Z bi(2)IE (exp(—(Y (7) +Y(j))))bk(j))

1,7=0

n—1
> k= (BI)TABIL)
k=0

1
> DTI.IfBTABI, +, p. 1. BT ABI,
k=0

> D'1.I{BTABI, (4.3.16)
k=0

To koiiczy dowdd réwnosci (4.3.13).
W celu udowodnienia réwnosci (4.3.14) wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

A

k1 =0k,=0

n-1 n—1 ki1
= Z Z kIQa:kzq.r ((Z bk exp ))) X

ka+1
X (Z bi (i) exp(—Y(i))))
=0

n—-1 k41
= Z kfIran ( (Z bk e\(p ))) X
k=0 )
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X ( br(7) eXP(—Y(j))))
7=0

n—1

C = Z nPrkqIE (Z bk exp ))

Korzystajac z powyzszych oznaczein mamy, ze IE(Z,73) = A+ B + C + D. Skladnik A
mozna przeksztalci¢é w nastepujacy sposéb

n—1 n—1 L+1
>N kiteka:E ((Z bi(5) exp(=Y (j ))) X

k1 =0ky=0

B S—)

n—1 n-1 ki+1 k41
= Z > Kk d:E (Z Y beld) exp(=Y () exp(— Y(i))bk(i))

=0 k=0 =0 =0

n—1 n-1 ki+1ka+1
- sz.qrqu(z S bk E (exp( Y(j))exp(—w)»bk(i))

ky=0k,=0 =0 =0
n—1 n—1 ki +1 k41
= Z Z k1 9z ky 9z Z Z bi(5);ibk(¢)
k1 =0k,=0 7=0 =0
n—1 n-—1
= D> kUrk: (If, BTABIk,)
ky=0 k=0
n—1 n—1
= [ Y weIf | BTAB | ) keI,
k=0 k2=0
= (D=1I,.p.)TBTAB(D - I,.,p,). (4.3.17)

Analogicznie

n—1 k+1
B = qu.rnpz ((Zbk eXP ))) X
k=0

(g

k41 n

= quxnpr (Zzbk exp ))exp( Y (1))bk(2))
k=0

=0 =0
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n—1

= Z vq:ITBTABI,.p,
k=0

n—1
= (qu,1{> BTABI,.p.

k=0
= (D= I.p:)TBTABI, .p,, (4.3.18)

W przypadku wyrazu C' mamy:

n—-1 k+1
¢ = anrkq.er Zbk e)\P Zbk exp ( ))
k=0
= (I,mpr)TBTAB(D — Iop2). (4.3.19)

Natomiast D mozna za$ przeksztalci¢ do postaci

D

npl- Zbk e}\p ( ))

= (Innps) BTAB(IMPI). (4.3.20)
Norzystajac z (4.3.17), (4.3.18), (4.3.19) oraz (4.3.20)

otrzymujemylE(Z,2;) = (D - Inp:)TBTAB(D — I,p;) + (D — I,.p;.)TBTABI,,.p:
+(Innp:)TBTAB(D - Inp:) + (Innpz) T BT AB(Inp:)

(D = I,.p:)TBTABD + (I,,p.)TBTABD

(BD)TABD, (4.3.21)

co konczy dowdd twierdzenia.
a

Przedstawiajac momenty w formie macierzowej udalo si¢ uzyskaé faktoryzacje, ktora
jest uzyteczna, gdyz skladowe iloczynu macierzy maja do$¢ jasna interpretacje. A miano-
wicie macierz D okresla rozklad dlugosci trwania zycia ubezpieczonego w okresie ubezpie-
czenia na zycie i dozycie. Macierze M, A, i R charakteryzuja parametry procesu stopy
procentowej. Natomiast macierz B okresla wysokosci przeplywow pienieznych z punktu
widzenia strony umowy ubezpieczenia.

Oprécz interpretacji forma macierzowa ulatwia obliczenia numeryczne przy komple-
ksowej analizie ubezpieczenia. Z otrzymanych wzoréw wynika, ze aby obliczy¢ typowy
przedzial zmienno$ci zaktualizowanych lacznych przeplywéw pienieznych osobno dla kazdej
ze stron umowy ubezpieczenia, wystarczy jedynie raz wyznaczy¢ macierze D, M, Ai R,
a nastepnie dla kazdej ze stron umowy ubezpieczenia (na podstawie wyznaczonej dla niej
funkcji bi(2)) okresli¢ macierz przeplywow pienieznych B.

Ponadto forma macierzowa wzoréw na momenty upraszcza przeprowadzone w nastepnym
punkcie rozwazania zmienno$ci zaktualizowanych przeplywéw pienieznych w przypadku
ubezpieczenia grupowego.
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4.3.2 Laczne zaktualizowane przeplywy pieniezne dla grupy

Rozpatrzmy grupe N ubezpieczonych oséb. Niech [-ta osoba w grupie (I = 1,2,...,N)
bedzie scharakteryzowana za pomoca nastepujacych wielkosci:

- z) - wiek wstepu,

- K - zmienna losowa oznaczajaca calkowita liczbe lat do przezycia,
- D, - wektor rozkladu trwania zycia,

- By - macierz przeplywéw pienieznych w okresie ubezpieczenia.

Ponadto zalézmy, ze okres ubezpieczenia kazdej osoby w grupie jest taki sam i réwny n
tzn. ny =ngyg=..=nny = n.

Funkcja lacznych zaktualizowanych przeplywéw pienieznych n-letniego ubezpieczenia
na zycie i dozycie calej grupy zdefiniowana jest nastepujaco:

N
Zny =Y %,
=1

gdzie Z; = Zy;,, oznacza funkcje zaktualizowanych lacznych przeplywéw pienieznych ubez-
pieczenia dla [-tej osoby.

Twierdzenie 4.3.2 Jesli spelnione sq warunki A1, A2, A3, to
N T
E(Zn) = (Z B,D,) M (4.3.22)

D*(Zn))

I
/'\
™=
=
S
N——
~
/\
™
oy
=]
N————

(B,D, AB,D, - ZD, I.ITBT AB,Ik), (4.3.23)
=1 k=0

Dowad.
W celu wykazania (4.3.22) wystarczy zauwazy¢, ze

N N
EY . z) = Y E(2)

N
= Y D/B[M (4.3.24)

gdzie (4.3.24) wynika z Twierdzenia 4.3.1.

63



Korzystajac z Twierdzenia 4.3.1, oraz z réwnosci E(Z,Z,) = (B1D)T AB,D;, ktérej
dowdd jest analogiczny do dowodu momentu mieszanego w Twierdzeniu (4.3.1), réwnosé
(4.3.23) jest wynikiem nastepujacego rozumowania:

N N N
D) 2Z) = E(D_Z-E(Q_Z)"
=1 =1 =1

N

N
= Y ) Cov(z,z,)

=1 s=1

Zauwazmy, ze dla | # s zachodzg nastepujace rownosci:

Cov(Zi1Zs) = E(Z21Zs) - E(Z))E(Z;)

(B/D))"AB,D, - (B/.D))"MM"B,D,
(B;D))TRB,D,.

Natomiast jesli | = s, to kowariancje oblicza sie nastepujaco:

Cov(Z,2))

Podstawiajac (4.3.26) i

D*(Z)) =

= E(Z}) - E*(Z)
= Y D{II{BTABI - (BD)"MMTB,D,
k=0

(4.3.27) do (4.3.25) otrzymujemy:

Y (B/D)TRB,D,
1#£s

=1 \k=0
Y (B:D)TRB,D,
1#s

=1 \k=0

N m
+ Z(BIDI)TRB(DI - Z(B[D[)TRBIDI
=1 =1

n N
> > ((BiD))"RB,D;)
=1 s=1
N n N
+> > Dl 1.1{B{ AB/I, - (B,D))" AB\D,
I=1 k=0 =1
N T N
(Z B,D,) R (Z B,D,)
=1 =1
N n N
+> > DILI[BfAB/\I,-) (B:D))" AB\D,
I=1 k=0 =1
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N n
+> (Z DI1.1TBTABI, - (BiD))"TMMTB,D,

(4.3.25)

(4.3.26)

(4.3.27)



Rozpatrzmy pewien wazny przypadek szczegdlny, a mianowicie taki, gdy wszystkie
osoby w grupie sa w tym samym wieku i zawarly ubezpieczenie na ten sam okres czyli,
t) = x oraz ny = n. Oznacza to, ze By = B, D; = D dla kazdego [ = 1,....N. W
przypadku takiej jednorodnej (ze wzgledu na wiek wstepu i okres ubezpieczenia) grupy
Twierdzenie 4.3.2 mozna sformulowa¢ w postaci nastepujacego wniosku.

Whiosek 4.3.1 Jesli speinione sq warunki A1, A2, A3, to dla jednorodnej grupy N
ubezpieczonych 0séb, prawdziwe sq nastepujqce réwnosci:

E(ZyN) = N(BD)™M (4.3.28)
D*(Zny) = N*BD)'RBD
-N ((BD)TABD -3 DTIkI’{BTABIk> . (4.3.29)
k=0

Dowdd.
Dowdd (4.3.28) wynika z wlasnosci addytywnosci pierwszego momentu. W celu wyka-
zania (4.3.29) wystarczy dokona¢ odpowiednich podstawieii we wzorze (4.3.23) :

N T N
D*(Z(n)) = (Z B,D,) R (Z B,D,)
=1 =1
N n N
+> Y D{LI{BAB/I,-) (B.D)T AB\D,
=1 k=0 =1

= (ND'BT)R(NBD)- N ((BD)TABD -y DTIkI{BTABIk)
k=0

= N*BD)TRBD - N ((BD)TABD -3 DTIkIZBTABIk> :
k=0
a
W analizie oplacalno$ci zawarcia ubezpieczenia dla jednorodnej grupy istotne sa: warto$é
oczekiwana i wariancja zaktualizowanych lacznych przeplywdéw pienieznych przypadajaca
na jedna osobe. Okazuje si¢, ze wraz ze wzrostem liczebnosci N jednorodnej grupy wa-

riancja dazy do pewnej granicznej wartosci.

Twierdzenie 4.3.3 Jesli spelnione sq warunki A1, A2, A3, i N jest liczbq 0séb ubez-
pieczonych nalezqcych do jednorodnej (ze wzgledu na wiek wstepu i okres ubezpieczenia)
grupy, to

N
E(#) = (BD)™M (4.3.30)

N—=o0o

N
lim D? (#) = (BD)TRBD. (4.3.31)
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Dowod.
Réwnosci (4.3.30) wynika z Wniosku 4.3.1 oraz wlasnosci wartosci oczekiwanej.
Poniewaz

N
D? (#) _ —11\7]])2(21) + (NA7 Y Cov(2,, 22), (4.3.32)

to prawa strona réwnosci (4.3.32) dazy do Cov(Z,, Z;), gdy N dazy do nieskoiniczonosci.
Korzystajac z Twierdzenia 4.3.1 mamy, ze Cov(Z,, Z,) = (BD)TRBD.
a

4.4 Procesy stochastyczne modelujace stope procentowa

4.4.1 Wpybrane procesy stopy procentowe)

Problem matematycznego modelowania stopy procentowej Y (t) za okres [0, t] analizowany
byl przez wielu autoréw. Jedng ze wspodlczesnych koncepcji jest przyjecie, ze Y (t) jest
gaussowskim procesem stochastycznym o stacjonarnych przyrostach (J.A. Beekman &
C.P.Fuelling [4], [5] J. Garrido [18]) Jedna z klas rozpatrywanych modeli stanowia procesy
o nastepujacej postaci:

Y(t) = o X (t) + pt, (4.4.33)

gdzie X (t) jest procesem stochastycznym o stacjonarnych przyrostach takim, ze [E(X (2)) =
0, ponadto u > 0i ¢ > 0. Parametr o jest nazywany zmiennoscia stopy procentowe;j.

Okreslone w Punkcie 4.3.1 macierze M, A i R mozna przedstawi¢ w postaci odpowie-
dnich momentéw zwiazanych z procesem stopy procentowej Y (t). Rozpatrzmy dwa przy-
padki modelu okreslonego wzorem (4.4.33), gdy X (¢) jest procesem Wienera {W(t) : t > 0}
oraz gdy X (t) jest utamkowym ruchem Browna By (t).

W przypadku, gdy proces stopy procentowej jest modelowany przez proces Wienera,
przyjmuje on nastepujaca postac

Y(t) =oW(t) + put, (4.4.34)

gdzie o jest zmiennoscia stopy procentowej i dla kazdego t spetnia réwnanie D?(Y (¢t +1) —
Y(t)) = o2

Twierdzenie 4.4.1 Jesli Y (t) = oW (t) + ut, gdzie o > 0 i u > 0, to elementy macierzy
M, A, R okreslone sq nastepujgco:

my = exp(—pk+ ok/2)
Sk = exp(—p(j+k)+a*(j+k)—o®lj—kl|/2)
ric. = exp(—p(j+ k) + 0%+ k)/2)(exp(a®(j + k — |7 — k|)/2) - 1).

gdzie j,k=0,1,...,n.

Twierdzenia 4.4.1 udowodnione bedzie przy pomocy nastepujacego lematu.
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Lemat 4.4.1 Jesli Y (t) jest gaussowskim procesem stochastycznym o stacjonarnych pr:y-
rostach takim, ie E(Y (t)) = ut oraz D*(Y (t)) = o} (t), to elementy macierzy M, A, R
okreslone sq nastepujqco:

me = exp(-pk +0} (K)/2)
Sk = exp(—p(j+k)+ o} (k) + 0} (4) — oy (Ik — j)/2)
2 2 (- 2 20\ _ -2 o
rjk = exp (_“(J+k)+UY(k) U)"(])) (exp (U)"(k)+a)"(].)2 UY(|k ]|)) _ 1)

(4.4.35)
dla j,k=0,1,...,n
Dowad.
Na mocy definicji macierzy M wiadomo, ze
my. = E(exp(=Y (k))) = ¥y (x)(2),

gdzie Yy (k)(t) jest funkcja charakterystyczna zmiennej losowej Y (k). Miedzy innymi w
podreczniku J. Bartoszewicza [2] sprawdzi¢ mozna, ze prawdziwy jest fakt méwiacy o tym
ze jesli X jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym ze $rednia my oraz wariancja 0/2\,,
to

¥(t) = exp(itmy — t?0% /2). (4.4.36)
Korzystajac z (4.4.36) mamy, ze
my = exp(—pk + oy (k)/2)

dlak=0,1,...n
Elementy macierzy A mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

ok = E(exp(-Y(j))exp(-Y (k))) =
= E(exp(=(Y(5) + Y (k)))
= Py)+rn(2)-
Z wihasnosci addytywnos$ci wartosci oczekiwanej wynika, ze:
E(Y () +Y(k)) = p(j + k). (4.4.37)
W Lemacie 1.3.1 udowodniono, ze
D*(Y(j)+Y (k) = D*Y(j))+D*Y (k) +2Cov(Y(;),Y (k) =
= 202(j) + 202(k) — o2(|5 — kI). (4.4.38)
Podstawiajac (4.4.37) oraz (4.4.38) do (4.4.36) otrzymujemy
ik = Yy (j)+y (k) (1) = exp(—p(j + k) + of (k) + of (5) — o3 (

Na mocy wzoréw (4.4.37) oraz (4.4.38) wyrazy macierzy R mozna przedstawi¢ w postaci:

k—j)/2). (4.4.39)

rik = exp(—p(j+ k) + oy (k) + of- (3) — oy (Ik — j1)/2)
—exp(—pj + oy (j)/2) exp(—pk + o} (k) /2)
(

= exp( u(]-f'k‘)-f—M) X

} <exp (aff(k) TR -0 - 1) |
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Dowod Twierdzenia §.4.1.
Zauwazmy, ze Y (t) dany wzorem (4.4.34) jest gaussowskim procesem stochastycznym
o stacjonarnych przyrostach takim, ze

E(Y (1)) = E(oW(t) + ut) = pt,

D2(Y (t)) = D*(eW (t) + ut) = o°t.

Zatem Y (t) spelnia zalozenia Lematu 4.4.1 1 w celu udowodnienia Twierdzenia 4.4.1 wy-

starczy we wzorach na wyrazy poszczegdlnych macierzy podstawié¢ o = at.
a

Uogdlnieniem modelu, w ktérym proces stopy procentowej Y (t) wyrazony jest za po-
mocg procesu Wienera moze by¢ model dany przez

Y (t) = oBy(t) + ut, (4.4.40)

gdzie By (t) jest ulamkowym ruchem Browna oraz ¢ > 0i u > 0. W przypadku, gdy
H= % model ten sprowadza sie do modelu (4.4.34). Interesujacy wydaje si¢ by¢ przypadek
H > %, gdyz wéwczas przyrosty procesu stochastycznego stopy procentowej sa dodatnio
skorelowane. Pociaga to za soba wlasnos¢, iz wysokie wartosci stopy procentowej w jednym
odcinku czasu zwiekszaja szanse pojawienia si¢ wysokich wartosci stopy procentowej w
pézniejszym odcinku czasu.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.4.2 Jesli Y (t) = oBpy(t) + ut, gdzie ¢ > 0 i u > 0 oraz By(t) jest
ulamkowym ruchem Browna z parametrem Hursta H, to elementy macierzy M, A, R
okreslone sq nastepujqco:

exp(—puk + o2k /2)

Sk = exp(—p(j+k)+o2(2H + k) — o?|j — k|2 /2)
ric. = exp(—u(j + k) +a2(3% +k2H)/2) (exp(a? (2 + k7 - |j — k|?H)/2) - 1),

mi

gdzie j,k=0,1,...,n.

Dowéd Twierdzenia 4.4.2 jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 4.4.1.
a

Znany tez jest nieco odmienny sposéb modelowania procesu stopy procentowej. Miano-
wicie przyjmuje sie, ze dany jest dowolny stacjonarny proces gaussowskim X (t) o wartosci
oczekiwanej E(X (t)) = p (1 > 0) oraz funkcji kowariancji Cov(X (s+t), X (s)) = R(t) dla
s,t > 0. Proces X (t) nazywany jest procesem intensywnosci stopy procentowej. Natomiast
proces stopy procentowej Y (t) definiuje si¢ wowczas w postaci catkowej:

Y(t) = /OtX(s)ds.

Elementy macierzy M, R i A mozna wtedy okresli¢ za pomoca procesu intensywnosci
stopy procentowej.
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Lemat 4.4.2 .Jesli Y (¢ fo s)ds, gdzie X (s) jest stacjonarnym procesem gaussow-
skim o wartosci ocgekzwane] E(X( )) = u > 0 oraz funkcji kowariancyi Cov(X (s +
t),X(s)) = R(t) dla s,t > 0, to to elementy macierzy M, A, R okreslone sq nastepujqco

mp = exp( ,uk—i—/ / v)dvds)
[k=l
bk exp(—pu(J + k) +2/ / dvds+2/ / dvds-—/ / v)dvds)
exp( n(g+k)+ / / (lvds+/ / dvds)
(L]
exp / / (v) dvds+/ / (v) dvds—/ / v)dvds | — 1

dla j,k=0,1,...,n;

er

Dowad.
Dowdd oparty jest na spostrzezeniu, ze

D2(Y (t)) = Q/t /s R(v)dvds. (4.4.41)
o Jo

Wzér (4.4.41) jest konsekwencja nastepujacego ciagu przeksztalcen

o ([
= ([ x-mds [0 - ws)
_ (// (s) = ()—u)dvds)

E((X(s)

8

D*(Y (1))

— 1)(X (v) - p))dvds

/0/0 X(s
= /Ot /Ot Cov(X(s), X (v))dvds
f

t ot
R(|s — v|)dvds
0

0
t s
= '2/ / R(v)dvds.
o Jo

Do modelowania intensywnosci stopy procentowej X (t) czesto wykorzystywany jest
proces Ornsteina-Uhlenbecka. W takim przypadku X (t) przyjmuje nastepujaca postac:

X(t) =oU(t) + p,

gdzie U(t) jest procesem Ornsteina-Uhlenbecka oraz o, u > 0.
Proces stopy procentowej Y (t) dany jest wéwczas wzorem

a

Y(t) = /Ot X(s)ds = U/Ot U(s)ds + put. (4.4.42)

Nastepujacy lemat przedstawia wlasnosci momentéw procesu stopy procentowe;j.
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Lemat 4.4.3 JesliY (t) = afo s)ds+put, gdzie U(t) jest procesem Ornsteina- Uhlenbecka

o funkcyi kowariancyi R( ) = exp( at) oraz a,o,m > 0, lo

1. wartosé oczekiwana E(Y (1)) = ut,
2. wariancja D*(Y (t)) = %(MO_L') +t- 1y

Dowad.
Korzystajac z addytywnos$ci wartosci oczekiwanej mozemy zapisaé, ze

t
E(Y(t)) = E(/ oU(s)ds + put) = ut.
0
Na mocy wzoru (4.4.41) wariancje procesu Y (t) wyrazi¢ mozna nastepujaco

D*(Y (1) =

2 [, [
- '//exp —av)dvds
(D).

v)dvds

O

Twierdzenie 4.4.3 umozliwia podanie wzoréw na elementy macierzy M, A, R w jezyku

funkeji R(t) = exp(—at).

Twierdzenie 4.4.3 Jesli Y(t) = afo s)ds + ut, gdzie 0 > 0 i pp > 0 oraz U(s) jest
procesem Ornsteina-Uhlenbecka 7funkc_7q kowarzancyz R(t) = exp(—at), to elementy ma-

citerzy M, A, R sq réwne odpowiednio

2 - 1
my = exp (—pk + 7 (—exp( ak) + k- —))
a a

«

TS exp( /t(J+k)+2U—(; (e_"k+e_°j—e_°|k‘j|/2)+k+j—|k;'7|
2 —ak 9
Tk = exp( (J+k)+—<exP( a)ze’(p( )+k+j—a))x
2 _ P _ o
x(exp (% (eXP( ak) + exp( i]) exp(—alk J|)+k+j_|k_j|__

gdzie j,k=0,1,...,n
Dowdad.

3

)
)

Na podstawie Lematu 4.4.2 wyraz m;, macierzy M . mozna zapisa¢ w postaci nastepujacej

k ps
my = exp(—pk + 02/ / R(v)dvds).
o Jo

Korzystajac z Lematu 4.4.3 mamy

2 _
mk:exp(_#ﬂa_(MM_l»,
(83 (0%

Analogiczne rozumowanie prowadzi do odpowiednich wzoréw na 4 oraz rj.
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4.4.2 Przyklady

Przedstawione w punkcie tym przyklady procesu stopy procentowej zastosowane beda w
Rozdziale 5, gdzie zbadany zostanie wplyw wyboru modelu stopy procentowej na wartosé
oczekiwana i wariancje funkcji zaktualizowanych lacznych przeplywdéw pienieznych dla
ubezpieczajacego i ubezpieczonego.

Rozpatrzmy proces stopy procentowej Y (t) taki, ze

D2(Y (1)) = 0.0005, (4.4.43)
E(Y(1)) = 0.06. (4.4.44)

Zalozenia te oznaczaja, ze $rednia roczna stopa procentowa jest réwna 6%, a zmiennos¢
stopy procentowej jest réwna v/5% = 2, 236%.

Ponadto przyjmijmy, ze maksymalny okres ubezpieczenia jest réwny 45 lat (w dalszej
czesci pracy rozpatrywane bedzie miedzy innymi ubezpieczenie dla osoby w wieku 20 lat
z okresem ubezpieczenia do 65 roku zycia).

Okazuje sie, ze w zaleznosci od przyjetego modelu stopy procentowej macierze M, A, R
moga przyjmowac istotnie rézne wartosci. W celu zobrazowania tego faktu rozpatrzmy
nastepujace modele stopy procentowej.

Model pierwszy oparty jest na zalozeniu, ze prces stopy procentowej jest postaci:

Yi(t) = 0.02236W () + 0.06t,

gdzie {W(t) : t > 0} jest procesem Wienera. Zauwazmy, ze Y7 (t) spelnia warunki (4.4.43),
(4.4.44). Ponadto na mocy Twierdzenia 4.4.1 elementy macierzy M, A, R sa nastepujace:
me = exp(—0,05975k)
d;x = exp(—0,0595(5+ k) — 0,00025|5 — k|)
rix = exp(—0,05975(5 + k))(exp(0,00025(5+ k — |j — k|)) — 1).
gdzie j,k =0,1,...,45.
Macierze M, A, R okreslone dla Y;(t) = 0,02236W (t) + 0,06t oznaczone beda przez
M;, Ay, Ry.
W drugim rozpatrywanym modelu zaklada¢ bedziemy, ze o = 0,2236, u = 0,06 oraz
proces stopy procentowej modelowany jest przez ulamkowy ruch Browna Bgg(t) i jest

postaci
Y2 (t) = 0.2236 By o(t) + 0.06¢.

Zgodnie z Twierdzeniem 4.4.2 elementy macierzy M, A, R, oznaczone jako Msy, As, Ro,
okreslone sa nastepujaco:

my = exp(—0,06k + 0,00025k"®)
8k exp(—0,06(j + k) + 0,0005(;'® + k') — 0,00025|5 — k|'®)
ric = exp(—0,06(j+ k) + 0,00025(5'® + k'®))
x (exp (0,00025(5" 2 + k'8 — |5 — k|*®)) = 1).
gdzie 3,k =0,1,...,45.
Trzeci model okreslony jest wzorem Y;3(t) = Ufot U(s)ds + ut, gdzie {U(s),s > 0}

jest procesem Ornsteina-Uhlenbecka z funkcja kowariancji R(t) = exp(—0, 1t). Natomiast
it = 0,06 oraz o jest tak dobrane, ze spelniony jest warunek (4.4.43):

D2(Y;(1)) = 11)2(0/] U(s)ds + p) = 0.0005 . (4.4.45)
0
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Zgodnie z Lematem 4.4.3 réwno$¢ (4.4.45) mozna napisa¢ w postaci

202 (1 1
20 [ exp-0,141- — ) = 0,0005
0,1 (0,1exp =g 1)

1

astad 02 = 0,000517. Zatem trzeci proces przyjmuje postaé
t
Y3(t) = 0.02274/ U(s)ds + 0.06¢ .
0

7 Twierdzenia 4.4.3 elementy macierzy M, A, R okredlone sa nastepujaco

m; = exp(—0,054834k+ 0,0517exp—0,1k — 0,0517)

d;x = exp(—0,04966(j + k)
+0, 1034 (exp —0,15 + exp —0, 1j + exp —0,05]j — k]|)
—0,00517|j — k| — 0, 1551)

rjk = exp(—0,05483(7 + k) + 0,0517 (exp —0, 17 + exp —0, 1) — 0, 1034)
x (exp(0,0517 (exp —0,1j + exp —0,1j + exp—0, 1|j — £|)
40,00517(j + k — |j — k|) = 0,1551) — 1).

gdzie j,k=0,1,...,45.

Macierze M, A, R okreslone dla Y3(t) = 0,02274 jg U(s)ds + 0,06t (gdzie funkcja ko-
wariancji procesu U(s) jest rowna R(t) = exp(—0, 1)) beda oznaczane przez M3, A3, R3.

Ilustracja graficzna macierzy R;, R;, Rj, jest Rysunek 4.1 na ktérym zaobserwowaé
mozna strukture zaleznosci (kowariancje) opisanych proceséw.

Rysunek 4.2 jest ilustracja graficzna macierzy A;, A;, Az. Réznice miedzy macie-
rzami drugich momentéw sa nieznaczne, gdyz parametr o2 jest maly. Wplyw tych réznic
bedzie widoczny w przykladach Paragrafu 5.2.4 i Paragrafu 5.3.3.

Na Rysunkach 4.1 i 4.2 obok wykreséw tréjwymiarowych umieszczone zostaly kon-
turowe wykresy powierzchniowe ogladane z goéry (kolory reprezentuja zakresy wartosci).
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Rozdzial 5

Przykilady zastosowan modelu
strumieni finansowych w
ubezpieczeniu grupowym

5.1 Zobowiazania i ulgi wynikajace z zakupu ubezpieczenia
grupowego

Wiek emerytalny to czas, w ktérym zazwyczaj dochéd czlowieka nie jest bezposrednim
wynikiem jego aktywnosci zawodowej. W tym okresie jego dochody najczesciej pochodza,
z ubezpieczenia spolecznego (emerytura), ubezpieczenia indywidualnego, réznych form
oszczedzania i inwestycji, oraz pracowniczego programu emerytalnego. Podstawowym ce-
lem emerytury wynikajacej ze skladek na ubezpieczenie spoleczne jest zapewnienie mi-
nimalnego, ale tez i godziwego zabezpieczenia na staroé¢. W celu podwyzszenia stan-
dardu zycia na emeryturze stosowane sa zazwyczaj formy dobrowolnego zabezpieczenia
emerytalnego, do ktérych naleza indywidualne ubezpieczenia oraz réznego rodzaju formy
oszczedzania (np. lokaty bankowe, bony skarbowe) i inwestycje (np. fundusz powierniczy,
akcje notowane i nie notowane na gieldzie). Poza emerytura indywidualnymi formami
oszczedzania oraz inwestowania coraz popularniejsze staja sie grupowe formy zabezpiecze-
nia finansowych skutkéw zakoiczenia okresu aktywnosci zawodowej nazywane pracowni-
czymi programami emerytalnymi !

Pracownicze programy emerytalne, organizowane przez pracodawcéw, moga by¢ pro-
wadzone wedlug jednej z czterech nastepujacych form:

'Podstawe prawna tworzenia i funkcjonowania w Polsce pracowniczych programdéw emerytalnych sta-
nowia ustawy o pracowniczych programach emerytalnych [35], funduszach inwestycyjnych [36], organizacji
i funkcjonowaniu funduszy emerytalnych [37] oraz ustawa o dzialalnosci ubezpieczeniowej [31].
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1. pracowniczy fundusz emerytalny,

2. umowa o wnoszeniu przez pracodawce skladek pracownikéw do funduszy inwesty-
cyjnych (powierniczych),

3. umowa z zakladem ubezpieczenn o grupowym ubezpieczeniu pracownikéw na zycie,

4. umowa o wnoszeniu przez pracodawce skladek pracownikéw do towarzystwa ubez-
pieczein wzajemnych.

Ze wzgledu na konieczno$¢ stworzenia w ramach zakladu pracy wydzialu inwestycyjnego,
pracowniczy fundusz emerytalny jest przewidziany dla duzych instytucji finansowych, kon-
cernéw czy korporacji. W ramach umowy o wnoszeniu skladek do funduszy inwestycyj-
nych (powierniczych), pracodawca zobowiazuje sie do odprowadzania okreslonej kwoty
do wybranego przez pracownikéw, jednego lub kilku istniejacych na rynku funduszy po-
wierniczych lub inwestycyjnych. W przypadku 3 i 4 umowy moga by¢ zawierane tylko
wtedy, gdy dotycza: ubezpieczenia na zycie z funduszem inwestycyjnym, ubezpieczenia
wypadkowego, chorobowego jesli jest uzupelnieniem ubezpieczenia na zycie z funduszem
inwestycyjnym, oraz ubezpieczenia na zycie, o ile dotyczy ono dozycia oznaczonego w
umowie wieku. Istota ubezpieczein w formie grupowej jest, w zamian za niska skladke,
zapewnienie pokrycia wysokich wydatkéw powstalych w wyniku niespodziewanych zda-
rzeil takich jak $mieré¢, choroba, kalectwo. Ponadto, w odréznieniu od indywidualnego
ubezpieczenia, okreslenie klasy ryzyka w ubezpieczeniu grupowym oparte jest o stosunek
pracy lub czlonkostwo w zwigzku zawodowym. Ubezpieczyciel odstepuje tu od podzialu
ubezpieczonych np. na nie cierpiacych i cierpiacych na réznego rodzaju choroby, palacych
i nie palacych lub pijacych i nie pijacych.

W dalszej czesci pracy rozpatrywane beda wylacznie umowy grupowego ubezpieczenia
pracownikéw na zycie, w ramach wykupienia przez pracodawce grupowego ubezpieczenia
na zycie i dozycie dla swoich pracownikéw. Do zalet takiego programu emerytalnego naleza
miedzy innymi polaczenie ubezpieczenia na zycie z dodatkowymi formami zabezpieczenia
przed niespodziewanymi wypadkami, chorobami czy niezdolnoscig do pracy, mogacymi
wystapi¢ przed osiagnieciem wieku emerytalnego. Dodatkowa zaleta jest wykorzystanie
doswiadczenia towarzystwa ubezpieczeniowego w dziedzinie ubezpieczen i inwestowania
skladek oraz przeniesienie odpowiedzialnosci za inwestycje z zakladu pracy na ubezpieczy-
ciela (co ma miejsce, kiedy zaklad pracy zaklada pracowniczy fundusz emerytalny). Wada
tego rozwiazania moga by¢ oplaty zwiazane z obsluga czesci ochronnej i czesci inwestycyj-
nej skladki, ktére pobiera ubezpieczyciel. Ponadto pracodawca oraz pracownik nie maja
wplywu na zarzadzanie i strategie inwestycyjna zakladu ubezpieczen.

Tworzenie pracowniczych programéw emerytalnych nie jest obowiazkiem pracodawcy.
Z trzech powodéw moga jednak one by¢ atrakcyjna forma inwestowania. Po pierwsze za-
pewniajac swoim pracownikom taki program pracodawca korzysta z ulgi finansowej, ktéra
polega na mozliwosci traktowania wydatkéw ponoszonych na realizacje pracowniczego
programu emerytalnego, jako kosztéw uzyskania przychodu i odliczenia ich od podstawy
opodatkowania. 2 Ponadto wplaty na program emerytalny nie przekraczajace pewnej
ustalonej kwoty lub okreslonego procentowego udzialu dochodu brutto pracownika (tzw.
skladki podstawowej) sa zwolnione z placenia skladek ZUS. Zatem pracodawca jak i pra-
cownik nie odprowadzaja skladki na ubezpieczenie spoleczne od kwoty przeznaczonej na
skladki do programu emerytalnego. 3 Trzeci powéd zwiazany jest z ewentualna $miercia

?Na podstawie ustaw [32], [33]
*Podstawa prawna [39).
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pracownika. Zaklad pracy, ktéry wykupil ubezpieczenie na zycie i dozycie dla pracow-
nikéw, moze ograniczy¢ si¢ do wyplaty rodzinie zmarlego pracownika, jedynie nadwyzki
(jeli istnieje) réznicy miedzy odprawa posmiertna a suma ubezpieczenia. 4

Zmniejszenie podstawy opodatkowania i nie placenie skladki ZUS od kwoty przezna-
czonej przez pracodawce na ubezpieczenie grupowe pracownikéw w znaczny sposéb zmniej-
szaja rzeczywista wartosc skladek ubezpieczeniowych. Wysokos$¢ zyskdéw wynikajacych z
nie placenia przez zaklad odpraw posmiertnych nie jest w sposob oczywisty i natychmia-
stowy do przewidzenia. Zawierajac tego typu ubezpieczenie zaklad pracy powinien wziac
pod uwage co jest korzystniejsze czy nie zawieranie umowy ubezpieczenia i placenie odpraw
posmiertnych, czy zawarcie umowy ubezpieczenia i traktowanie ewentualnego $wiadczenia
z ubezpieczenia jako odprawe posmiertna. Problem ten bedzie przedmiotem rozwazan w
nastepnych paragrafach.

Pracowniczy program emerytalny to przede wszystkim uklad miedzy pracodawca, a
pracownikiem. Zazwyczaj pracodawca przedstawia zalodze wybrana przez siebie firme
ubezpieczeniowa, oraz wstepne warunki programu. Pracownicy moga, ale nie musza za-
akceptowac wyboru pracodawcy. Wprowadzenie programu jest mozliwe jezeli przystepuje
do niego okreslona liczba pracownikéw (w Polsce jest to co najmniej 50 procent zalogi
zakladu pracy).

Przystapienie do programu emerytalnego w ramach grupowego ubezpieczenia na zycie
jest atrakcyjna forma inwestycji dla pracownika poniewaz do programu moze przystapic
osoba, ktoérej nie sta¢ na wykupienie polisy w komercyjnej firmie ubezpieczeniowej, ze
wzgledu na zbyt wysoka skladke ubezpieczeniowa. Ponadto uczestnikiem programu moze
by¢ osoba, ktéra ze wzgledu na stan zdrowia nie moze uzyskac indywidualnego ubezpiecze-
nia na zycie. Zawsze pracownik ma mozliwo$é zadeklarowania dodatkowej skladki ze swo-
jego opodatkowanego wynagrodzenia, lub jednorazowej wplaty w formie akcji, papierow
warto$ciowych, wplaty transferowej z innego funduszu. Wartosc skladki podstawowej, nie
jest wliczana w wynagrodzenie pracownika stanowiace podstawe ustalenia obowiazkowej
skladki na ubezpieczenie spoleczne, a Swiadczenia uzyskiwane z programu emerytalnego
nie sa opodatkowane.

Nalezy jednak pamietaé, ze mimo tego, ze pracownik nie musi od skladki podstawowe;j
odprowadza¢ oplaty na ubezpieczenie spoleczne, to stanowi ona jego wynagrodzenie, a
zatem zwieksza podstawe opodatkowania pracownika. Ponadto w przypadku wykupienia
przez pracodawce ubezpieczenia grupowego na zycie, istnieje mozliwo$¢, ze pracodawca
skorzysta z przyslugujacego prawa i w przypadku $mierci pracownika wyplaci rodzinie je-
dynie nadwyzke (jesli istnieje) wynikajacg z réznicy miedzy odprawa posmiertna a sumga
ubezpieczenia wyplacana przez zaklad ubezpieczen. Zatem, wyrazajac zgode na tego typu
ubezpieczenie, pracownik powinien wzia¢ pod uwage co jest korzystniejsze: czy nie zawie-
ranie umowy ubezpieczenia i otrzymanie odprawy posmiertnej przez rodzine w przypadku
jego $mierci, czy zawarcie umowy ubezpieczenia co wiaze sie z oplacaniem podatku docho-
dowego od skladki ubezpieczeniowej, i traktowanie ewentualne Swiadczenia z ubezpieczenia
jako odprawe posmiertna a w przypadku dozycia wieku emerytalnego otrzymanie nie opo-
datkowanego swiadczenia (w formie kapitalu lub renty).

*Wydatki ponoszone przez podatnika (zaklad pracy) posrednio na rzecz pracownikéw, jesli nie wynikaly
one z ukladu zbiorowego pracy lub innych aktéw prawnych, uprawniaja pracodawce do nie wyplacania
odprawy posmiertnej, jezeli jej wysokos$¢ nie przewyzsza wyplacanej sumy ubezpieczenia. Podstawa prawna
{30].
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Wprowadzenie 1 kwietnia 1999 roku ustawy o pracowniczych programach emerytalnych
spowodowalo, ze na rynku polskim funkcjonuja grupowe ubezpieczenia na zycie, ktérych
sytuacja prawna moze by¢ dwojakiego rodzaju. Jezeli w zakladzie pracy istnial juz plan
ubezpieczenia grupowego, zawarty do 31 marca 1999 roku, to przedsiebiorstwo moglo kon-
tynuowaé go na dotychczasowych zasadach (zgodnie z zasada nie dzialania prawa wstecz)
lub przeksztalci¢ w pracowniczy program emerytalny. Przed wprowadzeniem wspomnianej
ustawy, pracodawca mogl wlicza¢ w ciezar kosztéw uzyskania przychodéw skladki na ubez-
pieczenie na zycie, jesli umowa ubezpieczenia wykluczala w ciagu 5 lat {liczac od koica
roku kalendarzowego, w ktérym ja zawarto) wyplate w przypadku dozycia lub wykupu. ?
Ponadto kwoty, do wysokosci 7 % przecietnych miesiecznych zarobkéw na osobe w danym
zakladzie, wydatkowane na polisy ubezpieczeniowe byly wylaczone z obciazenia na ZUS
pod warunkiem, ze do ubezpieczenia przystapilo co najmniej 50 % zalogi. ©

Wprowadzenie reformy zmienilo zasady funkcjonowania grupowego ubezpieczenia na
zycie. Dotychczas wysokosc skladek zwolnionych z oplat na rzecz ubezpieczenia spolecznego
bvla kwotowo jednakowa dla wszystkich pracownikéw bioracych udzial w ubezpieczeniu
grupowym. W pracowniczych programach emerytalnych maksymalna wysokosé skladki
upowazniajacej do stosowania ulg ZUS-owskich i podatkowych wynosi 7 % indywidual-
nego wynagrodzenia brutto.

W obu przypadkach pracownik odprowadza podatek dochodowy od oplacanych skladek.
Wedlug przepiséw obowiazujacych przed 1 kwietnia 1999 roku, skladka byla dodatkowym
$wiadczeniem na rzecz pracownika i byla oplacana ze srodkéw wlasnych zakladu pracy.
Oznaczalo to, ze przez caly okres trwania ubezpieczenia, pracodawca placil skladke i byl
wlascicielem polisy (a wiec gromadzonego kapitalu). W celu przekazania kapitalu na rzecz
pracownika zazwyczaj sporzadzana byla umowa cesji pomiedzy pracodawca i pracowni-
kiem. Po wejsciu w zycie reformy, sytuacja ulegla zmianie. Wlascicielem kapitalowej
czedci jest od poczatku pracownik, gdyz chcac finansowaé program emerytalny, praco-
dawca musi podwyzszy¢ pracownikowi wynagrodzenie o wielko$é skladki, a nastepnie te
czes¢ przekaza¢ w formie skladki do pracowniczego programu emerytalnego. Zatem w rze-
czywistosci od strony finansowej pracownika w obu przypadkach nic si¢ nie zmienia, choé
ulegly zmianie formalne zasady.

Ponadto nie zmienila si¢ zasada méwiaca o tym, ze pracodawca jest zwolniony z
obowiazku wyplacania rodzinie zmarlego pracownika odprawy pos$miertnej, jezeli ubez-
pieczyl zycie swojego pracownika na sume przynajmniej réwna wysokosci tej odprawy.

W obu przypadkach istotna rola ubezpieczenia grupowego, wykupionego przez pra-
codawce, jest element wyrézniajacy pracownika ubezpieczonego z ogélu, a takze element
motywacyjny dla wszystkich zatrudnionych. Zaklad pracy nie tylko staje sie atrakcyjnym
pracodawca, przyciagajacym lepszych specjalistéw, ale takze posiadacz polisy - pracownik
czuje sie zwiazany z firma dzieki czemu ogranicza si¢ rotacja kadry pracownicze;j.

Szczegdlowe informacje dotyczace systemu emerytalnego w Polsce mozna znalezé miedzy
innymi w ksiazkach K. Drewnowska, J. Altrych, N. Czerski [17] i A. Skoczyriska [26].

®Podstawa prawna [34].
6Podstawa prawna [39].
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Rysunek 5.1: Schemat przeplywdw pienieznych w ubezpieczeniu grupowym, w ktérym
ubezpieczajacym jest pracodawca.

FIRMA UBEZPIECZENIOWA

1 2

5
PRACODAWCA < PRACOWNIK
\

6

4 3

URZEDY

(Urzad Skarbowy , ZUS )

1 SKLADKI UBEZPIECZENIOWE
2 SWIADCZENIE

3 PODATEK OD SKLADEK UBEZPIECZENIOWYCH

4 ULGI WYNIKAJACE Z ZAKUPU UBEZPIECZENIA

5 NADWYZKA ROZNICY MIEDZY ODPRAWA POSMIERTNA A
SWIADCZENIEM

6 ODPRAWA POSMIERTNA

Zrodlo: Opracowanie wlasne

Jezeli w zakladzie pracy istnieje ubezpieczenia grupowe na zycie i dozycie oplacane
przez pracodawce, to (niezaleznie kiedy je zalozono, przed czy po 1 kwietnia 1999 roku) z
jego istnieniem zwiazane s przeplywy pieniezne, ktorych schemat zostal przedstawiony na
Rysunku 5.1. Przeplywy na tym rysunku oznaczone sa strzalkami, przy czym numerom
1,2,3,5 odpowiadaja przeplywy pieniezne, ktére sa regulowane gotéwka lub przelewem
bankowym.

Natomiast przeplywy pieniezne o numerach 4 i 6 nie sa regulowane w formie pieni¢znej
lub przelewem bankowym. Wynikaja one z faktu, ze jedna ze stron zrzeka sie okreslonych
wplat, ktore miala otrzymac od drugiej strony. I tak w przypadku przeplywu numer 4
ZUS i Urzad Skarbowy zrzekaja sie stosownych oplat, jezeli pracodawca oplaca skladki
za pracownikéw. W przypadku przeplywu numer 6, pracownik rezygnuje z wyplacanej
przez pracodawce odprawy posmiertnej, jesli po jego $mierci osoba uposazona otrzyma
$wiadczenie od ubezpieczyciela co najmniej rowne odprawie posmiertnej.

Przeplywy pieniezne o numerach 1,3,4 sa realizowane, gdy ubezpieczony zyje. Nato-
miast przeplywy 2,5,6 sa realizowane, po $mierci ubezpieczonego, za$ przeplyw numer 2
zachodzi takze gdy ubezpieczony dozywa koiica okresu ubezpieczenia.

79



5.2 Analiza przeplywow pienieznych ubezpieczajacego
5.2.1 Skladka rzeczywista

Ubezpieczenie grupowe jest umowa miedzy firmg ubezpieczeniowgq, pracodawca i pracow-
nikiem. Wykupujac ubezpieczenie na zycie i dozycie dla swojego pracownika w wieku =,
pracodawca zobowiazuje si¢ do placenia w jego imieniu skladek przez caly okres ubez-
pieczenia (n lat). W Paragrafie 5.1 zostaly opisane ulgi jakie przysluguja pracodawcy
wykupujacemu grupowe ubezpieczenie w ramach pracowniczego programu emerytalnego.
Ponizej zostana one sformalizowane i okreslony bedzie ich wplyw na wydatki ponoszone
przez pracodawce w zwiazku z wykupieniem ubezpieczenia dla pracownikéw (por. [15]).
Niech I oznacza skladke podstawowa tzn. maksymalna wielko$¢ skladki ubezpiecze-
niowej zwolnionej z oplat na ubezpieczenie spoleczne. Ponadto niech O oznacza odprawe
posmiertng placona przez pracodawce rodzinie pracownika, w przypadku jego $mierci. W
wyniku wykupienia ubezpieczenia grupowego pracodawcy przystuguja nastepujace ulgi:

1. jezeli skladka jest nie wieksza niz pewna wartos¢ I, to jest ona zwolniona z oplaty
na rzecz ubezpieczenia spolecznego,

2. skladka placona przez pracodawce stanowi dla zakladu pracy koszt uzyskania przy-
chodu, zatem zmniejsza podstawe opodatkowania.,

3. po $mierci ubezpieczonego pracownika, pracodawca wyplaca jego rodzinie jedynie
réznice (jesli jest dodatnia) miedzy odprawa posmiertna O i suma ubezpieczenia.

Przyjmijmy, ze ¢\ oznacza skladke roczna placona z géry na poczatku k-tego roku trwania
ubezpieczenia pod warunkiem, ze pracownik zyje. Poniewaz pracodawcy przysluguja ulgi,
to realna wysokos¢ skladki jest dla niego nizsza. Niech ¢} oznacza rzeczywista skladke
roczna placona z gory przez pracodawce za pojedynczego pracownika na poczatku k-tego
roku trwania ubezpieczenia (pod warunkiem, ze pracownik zyje). Rzeczywista wysokos¢
skladki placonej przez pracodawce zalezy od wielkosci I oraz wysokosci podatku dochodo-
wego placonego przez zaklad pracy. Okreslona ona jest nastepujaco:

, cx(1 - 2P dla ¢ <1
k= { (ck+(ck—1)Z)(1-Z(p)) dla ¢, > 1, (5.2.1)
gdzie Z jest stopa skladki na ubezpieczenie spoleczne placona przez pracodawce, a Z(P)
jest stopa podatku dochodowego okreslona dla zakladu pracy.

Zakltadamy, ze Z(P) € [0,1) i Z € [0,1). Ponadto sa one stale przez caly okres ubez-
pieczenia.

Dla kazdego k skladka c} jest nie wigksza niz skladka c,. Niech funkcja R(cx) bedzie
okreslona nastepujaco:

R(ck) = ¢ — ¢} (5.2.2)
Korzystajac ze wzoru (5.2.1) mamy, ze

ckZ® dla ¢ <1

Rlev) = { a(l-(1+2)1-ZP)+1(1-ZP)Z dla ¢ > 1. (5-23)
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Zauwazmy, ze jezeli cala skladka, niezaleznie od jej wysokosci, jest zwolniona z oplat
na rzecz ubezpieczenia spolecznego (I = oo) to wtedy R(cx) = cx2(P) dla kazdego cy.
W przypadku, gdy od calej skladki nalezy odprowadzi¢ pelna kwote na ubezpieczenie
spoleczne (I = 0), to funkcja R(c) ma nastepujaca postaé R(cx) = cx(1—(142)(1-ZP)).

Niech N oznacza liczbe pracownikéw objetych ubezpieczeniem grupowym na zycie i
dozycie. Ponadto niech

- P oznacza roczny dochéd brutto [-tego pracownika, gdzie [ = 1,2,3,...N,
- P= ﬁ Z{i] P oznacza $redni roczny dochéd brutto pracownikéw w zakladzie pracy.

W dalszych rozwazaniach dotyczacych poszczegélnych pracownikéw, jezeli nie bedzie pro-
wadzilo to do nieporozumien, to zamiast P; bedzie uzywana wielkos¢ P.

W Polsce, w zaleznosci od stazu pracy, odprawa posmiertna ) jest rowna P, 3P lub
6P. Maksymalna warto$¢ skladki na ubezpieczenie grupowe (zawarte przed reforma),
ktéra zwolniona jest z oplat na rzecz ZUS jest réwna 7% Sredniego wynagrodzenia brutto
w zakladzie pracy. Dlatego tez I = 0,07P dla wszystkich ubezpieczeii grupowych zawar-
tvch przed 1 kwietnia 1999 roku. Natomiast dla wszystkich pracowniczych programéw
emerytalnych I = 0,07P. Ponadto aby pracodawca mdgl skorzystaé ze wszystkich ulg,
jest zobowiazany do zawarcia ubezpieczenia na okres nie krétszy niz 5 lat. Dlatego tez do
ubezpieczenia w zakladzie pracy moga przystapi¢ pracownicy w wieku pomiedzy 18 a 60
rokiem zycia (wiek wstepu @ € {18,19,---,60}), przy zalozeniu, ze wiek emerytalny jest
rowny 65 lat. W Polsce wiek emerytalny kobiet jest rowny 60 lat, a zatem do ubezpiecze-
nia w zakladzie pracy moga one przystapi¢ w wieku pomiedzy 18 a 55 rokiem zycia (wiek
wstepu z € {18,19,---,55}).

Sposdb obliczenia rzeczywistej skladki rocznej placonej z gory przez pracodawce za
pojedynczego pracownika na poczatku roku pod warunkiem, ze pracownik zyje podany
zostal w ponizszym przykladzie. Ponadto w przykladzie tym rozpatrzona zostala réznica
miedzy wartoscia skladki, a skladka rzeczywista.

Przyklad 5.2.1 Zaloimy, ze skladka roczna za ubezpieczenie przyjmuje maksymalng wartosé
rowng 250 (c € [0,250]), $rednie wynagrodzenie brutto pracownika w zakladzie jest réwne
1000 (P = 1000). Ponadto niech stopa podatku dochodowego ptaconego przez zaklad pracy
bedzie réwna 35% (2(P) = 0,35). Natomiast stopa na ubezpieczenie spoleczne bedzie réwna
22,5% (Z = 0,225) oraz I = 0,07P.

Korzystajqc ze wzoru (5.2.3) funkcje R(c) moina wyrazié nastepujgcym wzorem:

R(e) = 0,35¢ dla ¢ <70
=1 0,21¢4+10,24 dla ¢> 70

Poniewaz I = 0,07 - 1000 = 70, to dla ¢ < 70 rzeczywista skladka jest réwna 65% jej
pierwotnej wartosci. Natomiast, gdy ¢ > 70, to rzeczywista skladka jest réwna 79% jej
wartosct minus 10,24.

W Tablicy 5.1 zostaly zamieszczone wybrane wartosci funkcji R(c). Zauwaimy, ze
obliczenia przeprowadzone w przypadku, gdy P = 1000 oraz I = 0,07P dajq identyczne
wyniki.
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Tablica 5.1: Réznica miedzy skladka c i skladka rzeczywista c”.

c c” R(c)
10 | 6,50 3,50
20 | 13,00 | 7,00
30 | 19,50 | 10,50
40 | 26,00 | 14,00
50 | 32,50 | 17,50
60 | 39,00 | 21,00
70 | 45,50 | 24,50
80 | 53,46 | 26,54
90 | 61,43 | 28,68
100 | 69,39 | 30,61
110 | 77,35 | 32,65
120 | 85,31 | 34,69
130 | 93,28 | 36,73
140 101,24 | 38,76

Rysunek 5.2: Réznica miedzy skladka roczna placona z géry za ubezpieczenie, a skladka

rzeczywista dla wybranych wielkosci 1.
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Zrddlo: Opracowanie wlasne

Na Rysunku 5.2 przedstawiona funkcja R(c) dla poczqtkowych wielkosci ¢ przyjmuje
takie same wartosci jak w przypadku gdy, cala skladka jest zwolniona z oplat na rzec:
ZUS, po czym w punkcie ¢ = I zmienia kqt nachylenia i dalej jej wartosci tworzq prostq
rownoleglq do przypadku, gdy cala sktadka nie podlega takim zwolnieniom i pracodawca jest
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zobowiqzany odprowadzié skladke na ubezpieczenie spoteczne od calej kwoty przeznaczonej
na ubezpieczenie grupowe pracownika. Symbolem e zostala zaznaczona réinica miedzy
roczng skladkq, a sktadkq rzeczywistq dla ¢ = I = 70. Jest to punkt, w ktorym krzywa
okreslajqca rézinice miedzy skladkq, a jej rzeczywistym kosztem zmienia kqt nachylenia i
dalej jest réwnolegla do przypadku, gdy I = 0. W celu dokladniejszej ilustracyi, dodatkowo
na wykresie zostala zaznaczona krzywa dla I = 0,15-1000 = 150.

Na Rysunku 5.2 przedstawione zostaly miedzy innymi skrajne przypadki: gdy cala
skladka (niezaleinie od jej wysokosci) jest zwolniona z oplat na rzecz ZUS (R(c) dla I = o0)
oraz gdy skladka nie podlega takim zwolnieniom i pracodawca jest zobowigzany odprowadzic¢
sktadke na ubezpieczenie spoleczne od calej kwoty przeznaczonej na ubezpieczenie grupowe
pracownika (R(c) dla I = 0).

5.2.2 Laczne przeplywy pieniezne

Rozwazmy ubezpieczenie na zycie i dozycie wykupione przez pracodawce dla pracownikow.
Okreslmy laczne przeplywy pieniezne wynikajace z umowy ubezpieczenia z punktu widze-
nia pracodawcy.

W przypadku $mierci ubezpieczonego pracownika w okresie [k,k + 1), firma ubez-
pieczeniowa wyplaca uposazonym wysokos$é sumy ubezpieczenia Si4), a pracodawca jest
zobowiazany do wyplacenia rodzinie zmarlego pracownika jedynie réznicy (jesli jest do-
datnia) miedzy odprawa posmiertna O i sumg ubezpieczenia Si4,. Zatem wykupujac
ubezpieczenie dla swojego pracownika, pracodawca powinien wzia¢ pod uwage nie tylko
wplacane skladki, ale takze (w razie $mierci pracownika) wyplate ewentualnej nadwyzki
wynikajacej z réznicy pomiedzy odprawa posmiertng i aktualna (w momencie $mierci)
suma ubezpieczenia. Ponadto pracodawca nie placi rodzinie zmarlego pracownika odprawy
posmiertnej, ktéra w takim momencie w czesci lub calkowicie rekompensuje pracodawcy
poniesione wydatki na ubezpieczenie pracownika. Dla k < n przeplywy pieniezne by (i) z
punktu widzenia pracodawcy okreslone s3 nastepujaco:

—c! dla 1 <k,
br(t) = O -maz{0,0 - Sk41} dla i=k+1,
0 dia 1>k+1
—cf dla i <k,
= min{Q, Sk41} dla i=k+1, (5.2.4)
0 dla i>k+1

Natomiast dla k£ > n funkcja bx(z) wyraza sie wzorem:

. —c dla 1< n, .
b (i) = { 0 dla i>n (5.2.5)
Jezeli przeplywy pieniezne sa okreslone wzorami (5.2.4) i (5.2.5), to na podstawie Definicji
4.2.1, funkcja lgcznych przeplywow pienieinych ubezpieczajgcego przyjmuje nastepujaca
postac:

Br (k) =

. k r — e —
{ min{0, Sy11} = Y i_o¢f dla k=0,1,---,n—1 (5.2.6)

_Z?z_olc’: dla k:n'n+1’

1
Przecietna warto$é przeplywéw pienigznych okreslona dla pracodawcy z tytulu wykupienia
ubezpieczenia dla pracownika w wieku z, jest rowna:

n—1 k n—1
E(By) = Z l(min{@, Sk+1} - Zc{) qu,] - ZCZ nPz- (5.2.7)
k=0 =0 k=0
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Jezeli IE(Br) < 0, to wykupienie ubezpieczenia oznacza, ze pracodawca na ubezpie-
czenie pracownika wyda Srednio kwote réowna IE(Bg) (odprawa posmiertna jest nizsza
niz przecietne wydatki pracodawcy na ubezpieczenie). W przeciwnym przypadku (gdy
E(Br) > 0) wykupienie ubezpieczenia oznacza przecietny dochdd pracodawcy w wy-
sokosci [E(Bpr) (wysokos$é odprawy posmiertnej przewyzsza przecietne wydatki praco-
dawcy na ubezpieczenie). Gdy zachodzi E(Bf) = 0, to przecietne wydatki pracodawcy
nie ulegng zmianie i beda takie same niezaleznie od tego, czy wykupi on ubezpieczenie dla
pracownikéw, czy tez nie wykupi.

Przyklad 5.2.2 Ro:zpatrzmy grupe pracownikéw w wieku od 18 do 60 lat. Zatéimy, Ze
sredni roczny dochdéd brutto w zakladzie pracy jest réwny 12000 (P = 12000). Ponadto
stopa podatku dochodowego w przedsiebiorstwie jest réwna 40% (Z(”) = 0,4), natomiast
stopa sktadki na ubezpieczenie spoleczne 22,5% (Z = 0,225).

Niech dla wszystkich pracouwnikéw @ = 6 - P oraz I = 0,07 - P. Zatem dla kadego
pracowntka, wysokosé sktadki rocznej zwolnionej z oplat na rzecz ZUS jest réwna 840
(0,07 - 12000 = 840).

Zatéimy, Ze pracodawca postanowil przeznaczaé rocznie na ubezpieczenie kazdego pra-
cownika kwote w wysokosci 840 do momentu przejscia pracownika na emeryture. Wobec
tego rzeczywista skladka za ubezpieczenie pojedynczego pracownika jest réwna:

¢ = 840(1 — 0,4) = 504

i nie zalezy od jego wieku x ani okresu ubezpieczenia n = 65 — x, co oznacza, Ze c¢j, = c”

dla kaidego k € {0,1,...,65— x}.

Tablica 5.2: Wskazniki taryfowe dla wybranych z i n =65 — z.

T | Wres5-1 T Wr 65—
18 | 0,01284 | 28 | 0,01885
19 | 0,01328 | 29 | 0,01972
20| 0,01375 | 30 | 0,02065
21| 0,01424 | 31| 0,02165
22| 0,01478 | 32 | 0,02273
231 0,01535 | 33 | 0,02380
24 | 0,01595 | 40| 0,03485
251 0,01660 | 50| 0,06903
261 0,01730 | 60| 0,23150
27| 0,01805

Wysokosci sum ubezpieczenia dla kaidego pracownika zostaly wyznaczone w oparciu
o taryfy ubezpieczeniowe PZU Zycie S.A. [29] i zaklada sig, ze sq one stale przez caly
okres ubezpieczenia. W Tablicy 5.2 zostaly przytoczone wskazniki taryfowe dla wybranych
wiekow wstepu.

Prawdopodobieristwa p, oraz g, z0staly obliczone przy uzyciu Polskich Tablic Trwa-
nia Zycia Ogdlem z lat 1990-1991.
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Rysunek 5.3: Przecietne laczne przeplywy pieniezne ubezpieczajacego w zalezno$ci od
wieku wstepu ubezpieczonego i jego wynagrodzenia brutto.
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Zrodlo: Opracowanie wlasne

Na Rysunku 5.3 wykres ’11000 i wiecej’ ilustruje te ubezpieczenia, w ktérych wartosé
sumy ubezpieczenia jest co najwyziej réwna odprawie posmiertnej (O > S). Pozostale
wykresy pokazujq przecietne lqczne przeplywy pieniezne ubezpieczajgcego, gdy pracownicy
zarabiajq odpowiednio (P =) 6000, 7000, 8000, 9000, 10000.

Dla pracownikéw, ktorzy przekroczyli 33 rok zycia, wysokosé skladki zaproponowana
przez pracodawce zostala ustalona na takim poziomie, ze niezaleinie od wysokosci za-
robkow, przecietne lqczne przeptywy pieniezne ubezpieczajqcego pozostajq niezmienne. Poza
tym dla pracownikéw w wieku 33 do 60 lat im pracownik starszy tym, przecietne wydatki
pracodawcy na ubezpieczenie sq nizsze, co jest widoczne na Rysunku 5.5.

Dla pracowntkéw w wieku od 18 do 32 lat przecietne wydatki pracodawcy na ubezpie-
czente sq funkcjq niemalejgeq wzgledem wysokosci wynagrodzenia brutto, czego ilustracjq
Jest Rysunek 5.5. W tej grupie wiekowej, im osoba starsza tym IE(Bg) osiqga staly poziom
dla nizszego P. Ponadto dla P > 11000 zachodzi nastepujgcy taricuch nieréwnosci:

E(B(K (18))) < E(B(K(19))) < ... < E(B(K (32)))

1 jest on odwrotny niz w przypadku pracownikéw powyzej 33 roku Zycia.

Podsumowujqc, niezaleinie od wieku pracownika i jego zarobkéw, zawarcie ubezpiecze-
nia jest zwiqzane z dodatkowym wydatkiem ponoszonym przez zaklad pracy. Ponadto pra-
codawca powinien szczegotowo analizowaé skladke dla mlodych pracownikéw, zarabiajqcych
ponizej Sredniej w zakladzie pracy, gdy: ze wzgledu na niski wskaznik taryfowy (mlody
wiek 1 dlugi okres ubezpieczenia) i stosunkowo male zarobki, zazwyczaj suma ubezpieczenia
znacznie przekracza wysoko$¢ odprawy posmiertnej. Powoduje to, Ze przecietne wydatki
pracodawcy sq wysokie, a w razie Smierci pracown<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>