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Streszczenie: W pracy zaprezentowana zostala préba pogrupowania danych, ktérymi sa
dzienne stopy zwrotu 42 indeksow $wiatowych. Jako miare powiazan miedzy poszczegdl-
nymi indeksami przyjeto wspotczynnik korelacji, ktdry jest parametrem funkcji potaczen t-Stu-
denta. W oparciu o ten wspotczynnik zdefiniowano miarg odlegtosci, pozwalajaca utworzy¢
podziat na grupy taksonomiczne. Celem badania jest okreslenie, czy istnieje wptyw przesu-
niecia czasowego na wyniki grupowania.

Stowa kluczowe: klasyfikacja indekséw gietdowych, miara zaleznosci, model Copula-GARCH,
funkcje potaczen, skosne rozktady brzegowe.

1. Wstep

Prezentowana praca jest kontynuacja badania, ktérego wyniki zamieszczono w pub-
likacji Czapkiewicz, Basiura [Czapkiewicz, Basiura 2010, 2010a]. Celem niniej-
$zego opracowania jest sprawdzenie, czy uwzglednienie réznic w strefach czaso-
wych ma wplyw na grupowanie stop zwrotu swiatowych indekséw gietdowych.

Wiadomo, ze miedzy rynkami azjatyckimi, europejskimi oraz amerykanskimi
wystepuja roznice czasowe. Fakt ich wystepowania jest czesto uwzgledniany w
badaniach empirycznych (np. [Jondeau, Rockinger 2006]). Nie ma natomiast ba-
dan, czy uwzglednienie tych zmian czasowych jest konieczne w celu poprawnego
diagnozowania powiazan pomiedzy rynkami. W prezentowanej pracy autorki ana-
lizowaty zwiazki pomiedzy gtéwnymi indeksami gietd swiatowych w dwdch przy-
padkach: przy uwzglednieniu oraz przy braku uwzglednienia réznic czasowych w
rynkach migdzynarodowych.

Badanie zaleznosci migdzy stopami zwrotu réznych indeksow jest jednym z
wazniejszych zagadnien w modelowaniu rynkow kapitatowych. Popularna, ze
wzgledu na swoje whasciwosci, miara zaleznosci, jaka jest wspotczynnik korelacji
Pearsona, moze by¢ stosowana tylko wtedy, gdy stopy zwrotu maja rozktad elip-
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tyczny. W przypadku braku takich zatozen wnioskowanie w oparciu o0 wspotczyn-
nik korelacji liniowej Pearsona moze nie by¢ wiasciwe. Zdarza sig, ze analiza po-
wigzan rozwazana na tej podstawie wskazuje na brak zaleznosci w przypadku, gdy
W rzeczywistosci zwiazek miedzy badanymi szeregami czasowymi istnigje.

Szeregi utworzone z dziennych stép zwrotu charakteryzuja sie tzw. grubymi ogo-
nami. Dodatkowo rozktady te cechuje duza kurtoza i silna asymetria. Do modelo-
wania rozktadow stdp zwrotu czesto stosuje sie model GARCH(1,1) zaproponowa-
ny przez Bollersleva [1986]. Jako rozktad warunkowy w modelu GARCH przyj-
mowane Sa rozktady skosne, najczesciej rozktad skosny t-Studenta lub rozkiad
skosny GED.

Do modelowania wielowymiarowych rozktadéw stép zwrotu Embreecht i in.
[2001] zaproponowali zastosowanie funkcji potaczen (copula function). Podejscie
to umozliwia rozwazanie osobno rozktadow brzegowych i tacznego wielowymia-
rowego ciagtego rozktadu. Badanie wowczas przebiega w dwoch etapach. Pierw-
szy etap to modelowanie rozktadéw brzegowych, natomiast drugi to modelowanie
zwiazkdéw pomiedzy rozktadami brzegowymi.

W prezentowanej pracy do rozkladdéw brzegowych zastosowano model
GARCH(1,1) z warunkowym rozktadem skosnym t-Studenta oraz skosnym GED.
Jako funkcje potaczen przyjeto funkcje potaczen t-Studenta. Nalezy nadmienié, ze
copula t-Studenta rekomendowana jest przez takich autoréw, jak Mashal, Zeevi
[2002] oraz Breymann [Breymann i in. 2003].

W badaniu uwzgledniono losowo wybrane czterdziesci dwa indeksy gietdowe,
ktorych notowania datowane sa od stycznia 2000 do grudnia 2009. Jako zmienna
losowa charakteryzujaca zachowanie rynku przyjeto logarytmiczng dzienna stope
zwrotu. Do wyodrebnienia podgrup zastosowano metode Warda z macierza odleg-
tosci zdefiniowana w oparciu 0 wyznaczony wspoétczynnik korelacji uzyskany z
kopuli t-Studenta. Wybér tej kopuli poprzedzony byt odpowiednim testowaniem.

2. Rozklady brzegowe

W paragrafie tym przedstawiono model, ktory zostat przyjety do opisu rozktadéw
brzegowych. Niech y; dlat =1, 2, 3, ..., T bedzie stopa zwrotu danego indeksu.
Podobnie jak w wielu pracach poswieconych tej tematyce zatozono, ze spetnia ona
model GARCH(1,1):

Vi =M+ &, & Z\/Em , 7, ~1d(0,1), h =3, +a18t2—1+a2ht—1'

Zaktada sig, ze ag > 0, a;, a, > 0, oraz a; + a, < 1. W klasycznym modelu
GARCH(1,1), zaktada sig takze, ze warunkowy rozktad e; jest normalny. Okazuje
sie jednak, ze rzeczywiste reszty modelu posiadaja warunkowy rozktad o grub-
szych ogonach niz rozktad normalny oraz cechuje je asymetria. Stad zastosowanie
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skosnego rozktadu warunkowego, ktérego gestos¢ ogdlnie mozna przedstawi¢ na-
stepujaco:

a2 X X
e =G0 Ma@)j oo+ 9 [b(«:)j '(“‘”} |

gdzie & oznacza parametr asymetrii. Jako normalizujace funkcje a(§), b(€) przyjeto
a(g) = & oraz b(&) = £ [Fernandez, Steel 1998]. Funkcja g(.) 0znacza gestos¢ roz-
ktadu t-Studenta lub GED. Funkcja gestosci rozktadu t-Studenta jest postaci:

F(M) v+l
2 [1+ X jz ,
et o2

natomiast gestos¢ rozktadu GED ma postac:

fs(x,v)=

1 X77 1 1/2
expy——|- -

VORI T20a] [ r(v) 2
fs(x,v)= 2V ,przy czym A= 2V

0 6

gdzie voznacza liczbe stopni swobody.

3. Poprawnosé¢ doboru rozkladow brzegowych

Badajac poprawnos¢ doboru modelu, zastosowano rozumowanie Diebolda i in.
[1998]. Niech & beda standaryzowanymi resztami w modelu GARCH(1,1) oraz
F(x) bedzie dystrybuanta rozktadu skosnego t-Studenta lub rozktadu skosnego
GED. Wiasciwy wybor rozktadu warunkowego implikuje jednostajnos$é¢ rozktadu
u, = R (,), k=1,2. Natomiast wiasciwy model implikuje niezaleznos¢ uj. Sko-

rzystano z twierdzenia, ze jesli szereg {y}::l ma rozktad warunkowy o dystrybuan-

. . &, . . .
cie Fy, to przeksztalcona zmienna losowa u, = F, (E‘j jest niezalezna o tym sa-

mym rozktadzie jednostajnym w przedziale [0, 1].
W celu testowania niezaleznosci u, zostata zastosowana cytowana wczesniej
procedura [Diebold i in. 1998]. Dla modelu regresji wielorakiej, gdzie zmienna za-

lezna byta wielkosé¢ (u, —U)k, k=1,..., 4, a zmiennymi niezaleznymi (u,_, —U)k ,
przy czym s oznacza rzad opdznienia od 1 do 20, ktory zostat ustalony arbitralnie.
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Z modelu tego wyznaczono wartos¢ wspotczynnika determinacji R, Statystyka te-
stowa R(k) = (T —20)R2, przy zatozeniu poprawnosci hipotezy zerowej, ma roz-
ktad chi-kwadrat ( z% ) z dwudziestoma stopniami swobody. Test zgodnosci z roz-
ktadem jednostajnym przeprowadzono w oparciu o tradycyjny test chi-kwadrat.

4. Modele funkcji potaczen

Funkcja potaczen (copula function) jest wielowymiarowa dystrybuanta z jednostaj-
nymi w przedziale [0,1] rozktadami brzegowymi. Funkcja C:[0,1]" —[0,1] jest
d-wymiarowa funkcja potaczen, jesli spetnia nastepujace warunki:

(1) Dla wszystkich u, €[0,1], C(,..1, u,,1,..,1)=u,.

(2) Dla kazdego u [0,1]°,C (u,,...,u,) =0, jesli co najmniej jedna wspotrzed-
na u,=0.

(3) C jest funkcja d-rosnaca.

Jesli X =(Xy,..., X,) € R® bedzie d-wymiarowa zmienna losowa o ciagtej dys-
trybuancie F:

F(Xpyon Xg) = POX, S X0, X £Xy)

to wedtug twierdzenia Sklara [1959] istnieje jednoznaczna funkcja potaczen
C:[0,1]° —»[0,1], taka ze:

F(Xpren Xg) = P(X S X0, Xg Xg) = C(R(X), 0 Fy (Xg))
gdzie F,(x) jest dystrybuanta rozktadu brzegowego, czyli
F.(x,)=P(X,<x,), X,eR,n=1,.,d

Fundamentalnym wnioskiem z twierdzenia Sklara jest fakt, ze wielowymiaro-
wy ciagly rozktad i rozktady brzegowe moga by¢ rozwazane osobno, a miara za-
leznosci miedzy nimi moze by¢ reprezentowana funkcja potaczen.

Podstawowa klase funkcji potaczen stanowia tzw. copule eliptyczne, do kt6-
rych nalezy miedzy innymi funkcja potaczen t-Studenta. Dwuwymiarowa funkcja
potaczen t-Studenta wyraza si¢ jako:

Cuv)=t,,k (t,]"l(u)t”"l(v)),

gdzie t, jest dystrybuanta rozktadu t-Studenta z » stopniami swobody, natomiast

t,, jest dystrybuanta dwuwymiarowego rozktadu t-Studenta z 7 stopniami swo-

body i wsp6tczynnikiem korelacji p.
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W celu uzasadnienia, czy dana funkcja potaczen jest dobrze dopasowana do
danych, w tej pracy zastosowano test zgodnosci. Zaproponowano procedure testo-
wania oparta na dwuwymiarowym tescie zgodnosci chi-kwadrat. Algorytm stoso-
wania tego testu wygladatl nastgpujaco: Niech A;; bedzie czgscia obszaru [0, 17? (08
y zostata podzielona na r czgsci oraz 0$ x na s czesci), Oj;; niech bedzie obserwowa-
na liczebnoscia dla obszaru A;; oraz niech E; (é) =n-p; (é) bedzie teoretyczna li-

czebnoscia dla tego obszaru Ay, przy czym p; (é) = j j dC(u,v; é). Wtedy statysty-
A

ka testowa ma postac:

eeloE@)
==l N0

gdzie 0 jest d-wymiarowym wektorem oszacowanych parametrow.

Statystyka ta ma asymptotycznie rozktad chi-kwadrat z (rs — d — 1) stopniami
swobody. Wada tego testu jest bardzo duza czutos¢ na sposéb wyboru podziatéw
[Roch, Alegre 2006]. W czesci empirycznej zastosowano podziat na sto réwnych
obszaréw, przyjmujac r =s = 10.

5. Badanie empiryczne

W pierwszym etapie badania dla utworzonych szeregéw stop zwrotu dokonano es-
tymacji ich rozktadoéw, przyjmujac model GARCH(1,1) z dwoma wymienionymi
wczesniej rozktadami warunkowymi: rozktadem skosnym t-Studenta i rozktadem
skosnym GED. W dalszej analizie uwzgledniane byty te rozktady, dla ktorych
funkcja najwigkszej wiarogodnosci byta wigksza. Tabela 1 zawiera wyniki testu
sprawdzajacego poprawnos$¢ doboru modelu odpowiednio dla skosnego rozktadu
t-Studenta lub dla skosnego GED. O wyborze rozkladu zadecydowano na podsta-
wie kryterium AIC. Wielkosci p(1), p(2), p(3) i p(4) oznaczaja odpowiednio osza-
cowane poziomy istotnosci dla statystyki testowej R(1), R(2), R(3) i R(4). Nato-
miast wyestymowany poziom istotnosci dla testu zgodnosci chi-kwadrat w tabeli
oznaczamy jako p. Gwiazdka zaznaczono kraje, z ktoérych stopy zwrotu indeksow
byty modelowane rozktadem warunkowym t-Studenta. Wnioskowanie prowadzono
dla przyjetego poziomu istotnosci 1%. Tabela 1 podaje tylko te kraje, dla ktérych
testowanie rozktadéw dziennych stép zwrotu indekséw gietdowych nie odrzucito
hipotezy na poziomie istotnosci 1%.
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Tabela 1. Wartosci p dla odpowiednich statystyk testowych

Kraj p() PR 4E©) p(4) P
Argentyna 0,046 0,157 0,651 0,322 0,898
Australia” 0,155 0,889 0,305 0,909 0,364
Austria 0,545 0,911 0,393 0,849 0,434
Belgia 0,734 0,550 0,021 0,722 0,135
Kanada 0,718 0,270 0,595 0,167 0,205
Czechy 0,010 0,930 0,012 0,669 0,033
Finlandia” 0,478 0,180 0,261 0,029 0,641
Niemcy 0,241 0,011 0,558 0,012 0,039
Holandia" 0,069 0,012 0,208 0,010 0,137
Hongkong 0,065 0,308 0,100 0,535 0,247
Wegry 0,068 0,885 0,039 0,868 0,556
Wiochy 0,377 0,227 0,729 0,414 0,697
Japonia 0,693 0,095 0,633 0,082 0,194
Singapur” 0,216 0,275 0,539 0,194 0,756
Norwegia 0,566 0,684 0,335 0,749 0,033
Polska 0,241 0,044 0,035 0,112 0,627
Turcja” 0,078 0,386 0,706 0,136 0,365
Zelandia” 0,325 0,031 0,950 0,104 0,906
Korea Pd. 0,523 0,539 0,290 0,669 0,675
Hiszpania 0,597 0,323 0,388 0,376 0,357
Szwajcaria* 0,025 0,011 0,178 0,015 0,208
USA DJIA 0,176 0,011 0,463 0,011 0,708

Zr6dto: obliczenia wiasne.

Analizujac wyniki tab. 1, zauwazamy, ze model GARCH(1,1) z warunkowym
rozktadem skosnym jest dobrze dopasowany do ponad potowy analizowanych stop
zwrotu z indeksow gietdowych.

Do sprawdzenia wptywu roznic czasowych zastosowano nastepujaca proce-
dure. Notowania grupy krajow europejskich zostaty uznane za bazowe. Noto-
wania grupy krajow amerykanskich zostaly przesunicte o jedno notowanie w
dot, natomiast notowania grupy krajow azjatyckich i Australii zostaty przesu-
niete o jeden do gory.

Nastepnym krokiem jest estymacja wspoétczynnika korelacji funkcji pota-
czen p. ldealnym rozwiazaniem bytaby estymacja w jednym kroku catej ma-

cierzy korelacji dla wszystkich zmiennych. Jednakze ze wzgledu na duzy wy-
miar tej macierzy estymacje parametrow przeprowadzono dla poszczegélnych
par oddzielnie. Rozpatrywano zatem tylko dwuwymiarowe funkcje potaczen.
Stosujac algorytm IFM [Joe, Xu 1996], otrzymano estymatory tego parametru
pomiedzy kolejno branymi parami indekséw. Poprawnos$é wyboru kopuli t-
Studenta potwierdzona zostata testem zgodnosci chi-kwadrat. Wyniki testu
przedstawia tab. 2, gdzie zamieszczono procent z wszystkich analizowanych
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par indeksow, dla ktorych przeprowadzony test zgodnosci z wybrana funkcja
potaczen nie dat podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. W panelu pierwszym
analizowano pary utworzone z wszystkich rozwazanych indekséw, natomiast w
panelu drugim — tylko te pary indekséw, dla ktorych rozktady brzegowe zostaty
potwierdzone w tab. 1.

Tabela 2. Procent z wszystkich mozliwych par, dla ktdrych przeprowadzony test zgodnosci
z wybrana funkcja potaczen nie dat podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej

Funkcja potaczen Poziom istotnosci o = 0,05 | Poziom istotnosci o = 0,01
t-Studenta PANEL |
67 | 83
PANEL Il
74 | 92

Zrodto: obliczenia wiasne.

Uwaga: PANEL | — wszystkie mozliwe przypadki, PANEL Il — pary utworzone tyl-
ko z tych indeksow, dla ktorych rozkiady brzegowe zostaty dobrze wyspecyfikowane.

Majac oszacowana macierz korelacji, przystapiono do grupowania szeregow.
Do grupowania wybrano algorytm aglomeracji metoda Warda [Grabinski i in.
1989]. Jako miare odlegtosci przyjeta zostata odlegtos¢ oparta na wspotczynniku

korelacji, ktory jest parametrem kopuli t-Studenta: d; =1-p;.

Grupowanie przeprowadzono dla dwdch zestawow szeregow. W pierwszym
zestawie nie uwzgledniano przesuniecia czasowego, natomiast w drugim zestawie
uwzgledniono réznice czasowa. Wyniki obu grupowan przedstawiono na rys. 1.

Analizujac dendrogramy (rys. 1), widzimy, ze uwzglednienie przesuniecia cza-
sowego generalnie nie miato wptywu na grupowanie. Mozna tez zauwazy¢, ze in-
deks meksykanski oraz indeksy z Filipin i Nowej Zelandii przesungly si¢ do innej
grupy. Wydaje si¢ jednakze, ze wystepujace delikatne roznice w klasyfikacji maja
raczej charakter przypadkowy i wystepuja pomiedzy indeksami krajow stabo ze
soba powiazanych.

W obu przypadkach, gdy rozwazano przesuniecie czasowe oraz gdy tego prze-
sunigcia nie brano pod uwage, uzyskano podobne grupy. Do grupy pierwszej nale-
za: Polska, Wegry, Czechy oraz Rosja i Turcja. Druga grupa, zawierajaca podgrupe
krajow najsilniej powiazanych ze soba, obejmuje Norwegig, Finlandig, Wielka
Brytanie, Austrie, Grecje, Belgie, Szwajcarie, Hiszpanie, Wiochy, Francje, Holan-
die, Niemcy. Trzecia grupa reprezentuje kraje Ameryki Potnocnej i Potudniowe;j.
Kolejna grupa to kraje azjatyckie i Australia. W ostatnim zbiorze znajduja sie rynki
bardzo stabo ze soba powiazane.
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agglomerative distance

agglomerative distance

Rys. 1. Wyniki grupowania otrzymane metoda Warda. Lewy dendrogram nie uwzglednia
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Zrédto: opracowanie wiasne.

6. Podsumowanie

W pracy przedstawiono grupowanie indekséw $wiatowych metoda Warda. Jako
miare podobienstwa miedzy danymi szeregami zastosowano parametr kopuli
t-Studenta z modelu Copula-GARCH. Miare odlegtosci miedzy dwoma szeregami
czasowymi zdefiniowano w oparciu o wspdtczynnik korelacji.

Grupowanie przeprowadzono dla szeregéw, w ktorych nie uwzgledniono prze-
sunigcia czasowego, oraz dla szeregdw, w ktorych uwzgledniono przesunigcie cza-
sowe. Wyniki przeprowadzonych badan wskazaty na brak istotnego wptywu stref
czasowych. Nalezy zauwazy¢, ze w otrzymanych grupach znalazty sig indeksy kra-
jow z tych samych stref czasowych. Nie wystapita sytuacja, w ktorej rynek z jednej
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strefy czasowej jest silnie powiazany z rynkiem z innej strefy czasowej. Wydaje
sie, ze delikatne roznice w klasyfikacji maja raczej charakter przypadkowy i wy-
stepuja pomiedzy indeksami krajow stabo ze soba powiazanych.

Z przeprowadzonych klasyfikacji wynika wniosek, ze najsilniej powiazane sa
rynki krajow Europy Zachodniej, takich jak Belgia, Szwajcaria, Hiszpania, Wto-
chy, Francja, Holandia i Niemcy. Natomiast najstabsze zwiazki wystgpuja wsrod
rynkow takich, jak Butgaria, Estonia, £.otwa, Rumunia, Stowacja i Chiny.

Literatura

Bollerslev T., Generalized autoregressive conditional heteroskedasticity, ,,Journal of Econometrics”
1986, no. 31, s. 307-327.

Breymann W., Dias A., Embbrechts P., Dependence structures for multivariate high-frequency data
in finance, ,,Quantitative Finance” 2003, 3(1), s.1-16.

Czapkiewicz A., Basiura B., Clustering Financial Data Using Copula-GARCH Model in an Applica-
tion for Main Market Stock Returns, ,,Statistics in Transition (New Series)” 2010, vol. 11, no. 1,
s. 25-45.

Czapkiewicz A., Basiura B., Grupowanie indeksdw swiatowych na podstawie modeli copula-GARCH,
Prace Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego, Taksonomia 17, Wroctaw 2010a, s. 81-89.

Diebold F.X., Gunther T.A., Tay A.S., Evaluating density forecasts with application to financial risk
management, ,,International Economic Review” 1989, 39(4), s. 863-883.

Embreecht P., McNeil A.J., Straumann D., Correlation and Dependency in Risk Management: Prop-
erties and Pitfalls, [w:] M. Dempster, H. Moffant (red.), Risk Management, Cambridge Universi-
ty Press, New York 2001, s. 176-223.

Fernandez C., Steel M., On Bayesian modelling of fat tails and skewness, ,,Journal of the American
Statistical Association” 1998, no. 93, s. 359-371.

Grabinski T., Wydymus S., Zelias A., Metody taksonomii numerycznej w modelowaniu zjawisk spo-
feczno-gospodarczych, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1989.

Joe H., Xu J.J., The Estimation Method of Inference Function for Margins for Multivariate Models,
Technical Report, Departments of Statistics, University of British Columbia 1996.
Jondeau E., Rockinger M., The Copula-Garch model of conditional dependencies: An international stock
market application, ,,Journal of International Money and Finance” 2006, no. 25, s. 827-853.
Mashal R., Zeevi A., Beyond Correlation: Extreme Co-movements Between Financial Assets (October 14,
2002), Available at SSRN: http://ssrn.com/abstract=317122 or DOI: 10.2139/ssrn.317122.

Roch O., Alegre A., Testing the bivariate distribution of daily equity returns using copulas. An appli-
cation to the Spanish stock market, ,,Computational Statistics & Data Analysis” 2006, no. 51,
s. 1312-1329.

Sklar A., Fonction de répartition a n dimensions et leur marges, Publications de L’Institut de Statisti-
ques de L’Université de Paris, Paris 1959, s. 229-231.


http://ssrn.com/abstract=317122

Grupowanie indeksow $wiatowych z uwzglednieniem przesunie¢ czasowych... 245

WORLD INDEXES CLUSTERING
USING THE COPULA-GARCH MODEL
INCLUDING TIME DIFFERENCES

Summary: A fundamental problem in cluster analysis of financial time series is the choice
of a relevant metric. In this paper we cluster the world indexes using the Ward method. We
use the measure of distance based on the correlation of t-Student Copula with the marginal
GARCH(1,1) model. Data used in this study are daily stock markets returns for 42 major in-
ternational stock markets. We created five groups where the dependence of the market in-
dexes were strongly dependent. We considered two cases: the case when the time differenc-
es were included and the case when the time difference was not included. The obtained re-
sults were similar.
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