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MACIERZY PREFERENCJI

Streszczenie: SMACOF jest strategia skalowania wielowymiarowego, wykorzystujaca me-
tode majoryzacji, ktora aproksymuje w kolejnych cyklach iteracyjnych minimalne wartosci
funkcji STRESS. Celem artykutu jest prezentacja metodologii skalowania wielowymiaro-
wego za pomoca dostepnego w srodowisku R algorytmu SMACOF i jego modyfikacji na
potrzeby prostokatnej macierzy preferencji. Na zakonczenie zaprezentowano przyktad, w
ktérym wykorzystano funkcje smasofRect pakietu smacof.
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1. Wstep

Skalowanie wielowymiarowe jest zbiorem technik majacych na celu przedstawie-
nie w geometrycznej formie (zazwyczaj w przestrzeni dwuwymiarowej) relacji za-
chodzacych migdzy obiektami traktowanymi jako punkty w przestrzeni wielowy-
miarowej. Za pomoca odpowiednich procedur dokonuje sig takiego rozmieszczenia
na mapie percepcyjnej punktow, aby dopasowanie konfiguracji odlegtosci w prze-
strzeni wielowymiarowej i dwuwymiarowej byto najlepsze. Miara dopasowania
obydwu konfiguracji jest funkcja STRESS (STandardized REsidual Sum of Squ-
ares). Jedna z metod aproksymujacych minimalne wartosci funkcji dopasowania
jest metoda majoryzacji, a algorytm wykorzystujacy te metode nosi nazwe
SMACOF (Scaling by MAjorizing a COmplicated Function).

Uniwersalnos¢ algorytmu SMACOF przejawia si¢ migdzy innymi w tym, ze
poprzez odpowiednia modyfikacjg mozliwe jest jego wykorzystanie nie tylko dla
danych zawartych w prostokatnej macierzy odlegtosci, ale rowniez w modelach
réznic indywidualnych, tzn. gdy danych jest wiele macierzy odlegtosci (zob. [Za-
borski 2010]), oraz w badaniach preferencji respondentéw ujetych w prostokatnej
macierzy niepodobienstw.
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W artykule przedstawiono algorytm skalowania za pomoca algorytmu
SMACOF, jego modyfikacje oraz mozliwosci zastosowania w badaniu, w ktorym
dane wejsciowe zawarte sa w prostokatnej macierzy preferencji. Do skalowania
preferencji w zaprezentowanym badaniu empirycznym wykorzystano funkcje
smacofRect pakietu smacof dostgpnego w srodowisku R

2. Charakterystyka algorytmu SMACOF

W skalowaniu wielowymiarowym dla danego zbioru obiektow A={A1,..., A1},
gdzie n jest liczba obiektow, oraz niepodobienstw o; miedzy A oraz A,
(i, J=1,...,n) poszukuje si¢ takiego odwzorowania zbioru obiektow w zbi6r
punktdéw w przestrzeni r-wymiarowej (r zazwyczaj jest réwne 2 lub 3), aby:
di;~di;=1(5), @)

gdzie: dij — odlegtos¢ migdzy punktami X; a X;,

&ij — funkcja regresji miedzy d;; a &;;.
Wielkosci c]ij wyznaczane sa tak, aby minimalizowaty warto$¢ funkcji dopa-

sowania STRESS, ktora w najprostszej odmianie przyjmuje postaé¢ (zob. [Kruskal
1964]):

)

W zwiazku z tym podstawowym zadaniem skalowania wielowymiarowego jest
znalezienie takiej konfiguracji punktéw w przestrzeni o zredukowanej liczbie wy-
miaréw, ktora minimalizuje warto$¢ funkcji dopasowania. Jedna z metod optyma-
lizacji jest algorytm SMACOF, w ktérym do wyznaczania w kolejnych cyklach ite-
racyjnych konfiguracji punktow wykorzystuje si¢ metode majoryzacji funkcji do-
pasowania STRESS, przedstawionej w postaci (zob. [De Leeuw, Mair 2008]):

S5 = 3wy (6 —d; (F ©
i<j
gdzie w; =1, jezeli & jest dane (w przeciwnym przypadku w; =0).

Idea metody majoryzacji (zob. np. [Groenen 1993, s. 5; Zaborski 2001, s. 69-70])
polega na wyznaczaniu minimum funkcji f(x) o skomplikowanej postaci anali-

tycznej, poprzez zastepowanie jej w kolejnych cyklach iteracyjnych przez pewna
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funkcje pomocnicza g(x,c), ktérej minimalizacja jest znacznie tatwiejsza (np.
g(x,c) jest funkcja kwadratowa zmiennej x). Funkcja pomocnicza jest funkcja
majoryzujaca, jezeli f(X) zawsze przyjmuje wartosci nie wicksze niz funkcja
g(x,c) (vx f(x)<g(xc)), awykres funkcji pomocniczej jest styczny do wy-
kresu funkcji podstawowej w tzw. punkcie podparcia c ( f(c) = g(c,c)).

Algorytm modelu SMACOF, podobnie jak wiekszosci innych modeli skalowa-
nia wielowymiarowego, jest nastepujacy (zob. [Borg, Groenen 2005, s.191]):

1. Wyznaczenie konfiguracji poczatkowej Y = X° punktéw reprezentujacych
obiekty w przestrzeni r-wymiarowej.
2. Obliczenie wartosci funkcji dopasowania STRESS dla konfiguracji poczat-

kowej SS(X?).

3. Wyznaczenie X", gdzie u — numer iteracji.

4. Obliczenie wartosci funkcji dopasowania SS(X").

5. Jezeli |SS(X")-SS(X"!)|<& (& — nieujemna stata) lub u jest réwne
maksymalnej, z gbry ustalonej, liczbie iteracji — nastepuje koniec procesu oblicze-

niowego. W przeciwnym przypadku dokonuje sie podstawienia Y = X" i prze-
chodzi do kroku 3.

W algorytmie SMACOF funkcja majoryzujaca (3) jest (zob. [De Leeuw, Heiser
1977; Borg, Groenen 2005, s. 190; De Leeuw, Mair 2008]):

7(X,Y) =1+trX"VX-2trX"B(Y)Y, (4)
ZWU dlai=j
gdzie: V — macierz o elementach vy =4 J= ,
—w; dlai= ]

WS
"M% Glai e jid,(Y)#0
4, ()

0 dlai=jid(Y)=0,
~3'b, diai=]
j=1

i#]

Y — konfiguracja punktow wyznaczonych w u-1 cyklu iteracyjnym.

B(Y) - macierz o elementach bij




Zastosowanie algorytmu SMACOF do badan opartych na prostokatnej macierzy preferencji 265

Minimum funkcji (4) otrzymuije sig, przyréwnujac pochodne 7(X,Y) do zera, tzn.
Vz(X,Y)=2VX-2B(Y)Y =0, (5)

gdzie Vz(X,Y) jest gradientem 7(X,Y).
Ostatecznie rozwiazaniem rownania (5) jest macierz:

VB(Y)Y

X' = n“B(Y)Y gdyV w, =1’
i#]

(6)

gdzie V' =(V +11")™" —n™11" (1 — wektor kolumnowy ztozony z jedynek) jest
macierza odwrotna Moora-Penrose’a.

3. Podstawy skalowania wielowymiarowego
w badaniach preferencji

W przeciwienstwie do metod skalowania wielowymiarowego, w ktérych konfigu-
racja punktdw reprezentujacych obiekty jest wyznaczana na podstawie symetrycz-
nej macierzy odlegtosci, w badaniach preferencji dane wejsciowe zawarte sa w
prostokatnej macierzy, ktdrej wiersze zazwyczaj reprezentuja respondentdw, nato-
miast kolumny — badane obiekty (w zaleznosci od celu badania moga to by¢ row-
niez obiekty i zmienne lub respondenci i zmienne). Elementy poszczegélnych
wierszy macierzy sa ocenami preferencji dla kazdego z respondentdw, najczesciej
otrzymanymi w wyniku rangowania.

Celem skalowania wielowymiarowego w badaniach preferencji jest wyznacze-
nie, w oparciu o dane wejsciowe, zaleznosci miedzy obiektami (np. markami pro-
duktéw), zmiennymi (atrybutami produktéw) oraz osobami oceniajacymi obiekty
lub zmienne (respondentami). Cele te moga by¢ realizowane za pomoca modelu
punktu idealnego (por. np. [Green, Rao 1972, s. 215]):

r

Oy = Z (lea - Xila )2 + €, (7

a=1
gdzie: o, — ocena preferencji k-tego respondenta (k =1,2,...,m) wzgledem
i-tego obiektu (i=1,2,...,n),
X — Ppunkt idealny (wartos¢ wzorcowa) a-tego wymiaru dla k-tego re-
spondenta,
X, — a-tawspobtrzedna i-tego punktu,
e, — wyraz wolny.
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Zastosowanie modelu punktu idealnego umozliwia utworzenie na podstawie
macierzy preferencji konfiguracji punktéw reprezentujacych zaréwno obiekty
X, = (X, %5,..., X)), jak i respondentow X, = (x7,x2,...,x2)" . Model punktu
idealnego przyjmuje zatozenie, ze preferencje wszystkich respondentéw determi-
nowane sa przez takie same wymiary, a kazdy respondent posiada w przestrzeni
swoje najbardziej preferowane miejsce (punkt idealny), ktére traktowane jest jako
punkt odniesienia do oceny preferencji obiektdw poprzez poréwnanie ich odlegto-
sci od punktu idealnego.

4. Adaptacja algorytmu SMACOF
dla prostokatnej macierzy preferencji

Uzasadnienie wykorzystania metody majoryzacji dla prostokatnej macierzy prefe-
rencji wynika z faktu, ze metoda ta umozliwia wyznaczenie konfiguracji dwdéch
zbioréw punktdéw na podstawie niepodobienstw miedzy respondentami a obiektami
(lub zmiennymi). W takim przypadku macierz X nalezy zastapi¢ dwiema macie-
rzami X; i X, zawierajacymi wspotrzedne punktow reprezentujacych odpowied-
nio n obiektéw i m respondentéw. Drugi sktadnik réwnania (4) ma wtedy posta¢
(zob. [Groenen 1993, s. 99]):

Vi V,[X
trX"VX = tr[X] x;]{ u 12“ 1}:

Vi, Vi || X, ®
=trX; V, X, + 2trX] V, X, +trX)V,, X,
V,, V -117
gdzie | ¥ %= mIT 1
Vi Vy -11 nl
Podobnie macierz B(Y) nalezy podzieli¢ na cztery podmacierze:
B,,(Y) B,(Y
B(Y):[ u(Y) By )] -
B, (YY) By(Y)

— Wiké‘ik
gdzie: B,,(Y)-macierz o elementach b, =< d; (Y,,Y,)
0 dlad,(Y,,Y,)=0,

B,; (Y) — diagonalna macierz o elementach b, = —Z b, ,

dlad, (Y,,Y,) =0

k
B,, (YY) - diagonalna macierz o elementach b,, = —Z b, .
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Witedy trzeci sktadnik rownania (4) jest rowny:

Bll(Y) BlZ(Y) Y1 _
B,.(Y)' BZZ(Y)HYJ‘
=trX;B,; (Y)Y, +trX]B,, (Y)Y, + (10)
+rX]B,, (Y)Y, +trXB, (Y)Y,

Po przyréwnaniu pochodnych funkcji majoryzujacej do zera oraz wykorzysta-
niu macierzy odwrotnej Moora-Penrose’a (zob. [Borg, Groenen 2005, s. 298]):

+ 1y A-1q4T
V*:V“ 0 :m(l n—11") 1 O1 N 1)
0 V, 0 n~(1-n"11")

trXB(Y)Y =tr[X]  X] ]{

wspbtrzedne punktow reprezentujacych respondentdw i obiekty po u-tym cyklu ite-
racyjnym wynosza:

XllJ = V1+1 [Bn (Y)Yl + Blz (Y)Yz]

Xo=Vy [Blz (Y)T Y, +By (Y)Yl:l' -

5. SMACOF dla prostokatnej macierzy preferencji w prgramie R

Wielowymiarowe skalowanie na podstawie prostokatnej macierzy preferencji, wy-
korzystujace metode majoryzacji funkcji dopasowania jest mozliwe w programie R
za pomoca funkcji smacofRect pakietu smacof. Skitadnie funkcji oraz opis jej
podstawowych argumentow zawiera tab. 1.

Tabela 1. Opis funkcji smacofRect w programie R

smacofRect(delta, ndim = 2, weightmat = NULL, init = NULL, verbose
= FALSE, itmax = 1000, eps = le-6)

delta tabela danych lub macierz preferencji

ndim wymiar przestrzeni, w ktorej prezentowane sa wyniki skalowania

weightmat |macierz wag (opcjonalnie)

init konfiguracja poczatkowa (opcjonalnie)

verbose TRUE oznacza, ze podawane sa wartosci STRESS w kolejnych cyklach
iteracyjnych

itmax maksymalna liczba iteracji

eps Kryterium zbieznosci

Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem dokumentacji programu R.

Przykiad
Wybranym osobom, ktdére zajmuja sie sprzedaza sprzetu komputerowego,
przedstawiono 8 marek monitoréw LCD z prosba o przedstawienie swoich prefe-
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rencji poprzez przyporzadkowanie poszczeg6lnym markom liczb od 1 do 8, przy
czym liczba jeden oznaczata marke najbardziej preferowana.

Tabela 2. Macierz preferencji marek monitoréw LCD

Respondent Mz_ar_ka monitorow -
Samsung LG Maxdata | Philips Beng NEC Neovo | Hyundai
1 2 1 8 3 4 I 6 5
2 3 5 6 1 2 7 8 4
3 1 5 6 2 7 3 8 4
4 2 5 8 3 4 1 7 6
5 3 1 5 2 4 6 7 8
6 1 4 5 3 6 2 7 8
7 1 2 7 4 5 6 3 8
8 3 2 5 1 6 4 7 8
9 3 1 5 2 4 6 7 8
10 1 2 3 6 8 4 5 7
11 1 4 8 2 3 6 7 5
12 4 5 6 3 1 2 7 8
13 2 1 8 3 5 4 6 7
14 5 1 7 2 4 3 8 6
15 1 6 2 5 7 8 3 4
16 2 4 6 1 3 7 8 5
17 1 2 7 3 6 5 8 4
18 1 3 8 2 4 7 6 5
19 1 3 7 2 5 6 8 4
20 2 3 6 1 7 5 8 4
21 2 3 6 1 7 8 5 4
22 2 1 8 4 5 7 3 6
23 2 1 8 3 5 4 6 7
24 5 1 8 2 4 3 7 6
25 6 2 3 1 8 5 4 7
26 1 5 4 3 6 2 7 8
27 2 7 3 1 8 5 4 6
28 3 1 7 2 4 8 5 6

Zrodto: opracowanie wiasne.

Na podstawie otrzymanej w ten sposob macierzy preferencji (zob. tab. 2) prze-
prowadzono skalowanie wielowymiarowe z wykorzystaniem funkcji smaco-
TRect z nastepujaca sktadnia polecen:

> library (smacof)

> X <- read.csv2("'monitory pref.csv'", header=TRUE,
row.names=1)

> options(OutDec=",")

> mon.unf<-smacofRect(x, ndim=2, itmax=1000, reg=1e-6)

#prezentacja wynikow

> print(mon.unf)
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> summary(mon.unf)

> plot(mon.unf, joint=TRUE, asp=1, xlab="Wymiar 1",
ylab="Wymiar 2", main=" "")

W wyniku zastosowanej procedury otrzymano raport koncowy oraz dwuwy-
miarowa konfiguracje badanych marek monitoréw i respondentow (zob. rys. 1).

> summary(mon.unf)

Model : Rectangular smacof
Number of subjects: 28
Number of objects: 8

Final stress value: 308,7973
Number of iterations: 313

Subjects configurations(rows): Objects configurations (columns):

D1 D2 D1 D2
12,1785 -0,9175 Samsung -0,2136 -0,7100
2 2,5698 -1,1690 LG 2,6388 1,4602
3 -0,2133 0,7044 Maxdata -5,1391 -0,6268
4 0,1050 2,6547 Philips 2,2476 0,7390
51,0677 1,3965 Beng 5,2301 2,0263
6 -0,6694 2,1803 NEC -0,7163 5,1867
e e e e e e e Neovo -4,4662 -2,7387
28 2,1107 -0,7356 Hyundai 0,4188 -5,3365
MNEC
12
4
P 266 o M Beng
25 Ty LG
o 10 % Fhilips
g o 27
= Maniclat s 2
axdata AMSUNg 2?71@2
o 15 21
MNeovo
Hyundai
T T T T T T T
-G -4 -2 0 2 4 g
Wyrmiar 1

Rys. 1. Konfiguracja punktéw reprezentujacych marki monitoréw i respondentéw

Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem funkcji smacofRect.
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Rozktad punktéw na mapie percepcyjnej pozwala na stwierdzenie, ze najbar-
dziej preferowana przez respondentéw marka monitoréw jest Samsung. Swiadczy
0 tym duze skupienie punktow idealnych w sasiedztwie tej marki. Nieco gorzej
oceniane LG i Philips postrzegane sa jako marki podobne. Najmniej preferowana
marka monitoréw jest Hyundai.

6. Podsumowanie

Skalowanie wielowymiarowe oparte na prostokatnej macierzy niepodobienstw jest
jednym z podstawowych narzedzi geometrycznej prezentacji preferencji. Umozli-
wia ono réwnoczesna prezentacje dwoch grup punktow: reprezentujacych obiekty
oraz respondentéw. Dzieki temu mozliwa jest ocena zaleznosci wystepujacych
migdzy respondentami a obiektami, a takze migdzy respondentami oraz migdzy
obiektami.

W artykule zaprezentowano modyfikacje algorytmu SMACOF, wykorzystuja-
cego metode majoryzacji funkcji dopasowania na potrzeby prostokatnej macierzy
preferencji. Podstawowymi walorami tego podejscia (oprécz powszechnej dostep-
nosci dzieki oprogramowaniu w srodowisku R) jest to, ze gwarantuje ciag nieros-
nacych wartosci funkcji dopasowania w kolejnych cyklach iteracyjnych oraz do-
puszcza wystgpowanie brakujacych danych.
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THE APPLICATION OF SMACOF ALGORITHM IN RESEARCH
BASED ON RECTANGULAR PREFERENCE MATRIX

Summary: SMACOF is a strategy of multidimensional scaling which uses iterative majori-
zation method to get increasingly better estimates of STRESS function. The aim of the paper
is to present the methodology of multidimensional scaling by means of SMACOF algorithm
which is implemented in an R environment and the modification of this algorithm when the
data are in rectangular preference matrix. Finally, an example is presented in which the
smacofRect function of smacof package is used.
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