PRACE NAUKOWE UNIWERSYTETU EKONOMICZNEGO WE WROCEAWIU nr 176

Taksonomia 18. Klasyfikacja i analiza danych — teoria i zastosowania 2011

Ewa Wedrowska

Uniwersytet Warminsko-Mazurski w Olsztynie

DYWERGENCJE JENSENA-SHANNONA
ORAZ JENSENA-RENYIEGO
JAKO MIARY ROZBIEZNOSCI STRUKTUR

Streszczenie: W artykule wskazano na mozliwo$¢ wykorzystania do oceny stopnia rozbiez-
nosci struktur miar dywergencji. Zaprezentowano symetryczne ,,wygtadzenie” dywergencji
Kullbacka-Leiblera, jakim jest miara rozbieznosci Jensena-Shannona, bedaca funkcja entro-
pii Shannona. Istotna zaleta dywergencji Jensena-Shannona jest mozliwos¢ uog6lnienia jej
do badania podobienstwa wiecej niz dwoch struktur, a takze mozliwos¢ uwzglednienia wag
dla rozpatrywanych obiektéw. Kolejna przedstawiona miara dywergencji to dywergencja
Jensena-Rényiego stopnia «, ktéra jest odpowiednio funkcja entropii Rényiego i uogélnie-
niem dywergencji Jensena-Shannona.

Stowa kluczowe: dywergencja Jensena-Shannona, dywergencja Jensena-Rényiego, podo-
bienstwo struktur.

1. Wstep

Miary dywergencji stanowia popularne metody kwantyfikacji stopnia rozbieznosci
rozktadéw prawdopodobienstw. Dlatego tez moga sta¢ si¢ przydatne do oceny
stopnia zgodnosci struktur, poszerzajac tym samym zbiér dostepnych metod
z zakresu taksonomii.

Wsrod miar dywergencji wyrdzni¢ mozna dwie grupy: pierwsza z nich to dy-
wergencje klasy Csiszara (f-dywergencje) [Csiszar 1967], druga stanowia dywer-
gencje klasy Jensena, okreslonej przez Burbea i Rao [1982]. Do klasy f-dywer-
gencji nalezy popularna miara Kullbacka-Leiblera. Jej wiasnosci, w szczegdlnosci
brak symetrii oraz nieograniczonos¢, powoduja ograniczone mozliwosci jej zasto-
sowania. Lin [1991] zdefiniowat dywergencje nalezaca do klasy dywergencji Jen-
sena, bazujaca na entropii Shannona, bedaca jednoczesnie symetrycznym ,wygta-
dzeniem” miary Kullbacka-Leiblera. Dywergencja Jensena-Shannona moze by¢
wykorzystana do badania rozbieznosci wiecej niz dwoch struktur. He, Hamza i
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Krim [2003] zaproponowali kolejna dywergencja klasy Jensena. Miara ta bazuje na
entropii Rényiego, stanowi wiec uogdlnienie dywergencji Jensena-Shannona.

W artykule przedstawiono wiasnosci dywergencji Jensena-Shannona oraz dy-
wergencji Jensena-Rényiego, wyznaczajace Kierunek zastosowan obu miar roz-
bieznosci. Celem opracowania jest wskazanie mozliwosci wykorzystania dywer-
gencji Jensena-Shannona oraz Jensena-Rényiego do oceny stopnia rozbieznosci
struktur.

2. Dywergencja Jensena-Shannona

Dywergencja Jensena-Shannona (JSD), zwana tez promieniem informacji, bazuje
na entropii Shannona, majac jednoczesnie zwiazek z entropia wzgledna Kullbacka-
-Leiblera, ktorej jest symetrycznym ,wygtadzeniem”. Dywergencja Jensena-
-Shannona jest popularna miara kwantyfikacji stopnia rozbieznosci dwéch rozkta-
déw prawdopodobienstw (zob. np. [Lin 1991; Dhillon i in. 2003; Hibbard 2004;
Hung, Yang 2007]). Dlatego tez mozliwe jest wykorzystanie miar dywergencji do
oceny stopnia zréznicowania struktur charakteryzujacych obiekty spoteczno-go-
spodarcze.

Rozwazmy obiekty scharakteryzowane odpowiednio nastgpujacymi wektorami
wskaznikow struktury:

S, =lwy,, @,,,..., @] 0raz S =[w,,, @,,..., @]

Sktadowe wektorow [, ,, @, ..., @] | @y, @,,..., ®,,] spetniaja nastepujace
warunki:

1) unormowania: 0< w,<loraz 0< @, <1 dlai=12,...,n;

2) sumy jednostkowej: >, =1 oraz Y @, =1.

i=1 i=1

Dywergencja Jensena-Shannona okreslona zostata przez Lina [1991] jako
uogolnienie symetrycznej L-dywergencji. Dla pary struktur S7 i S§ JSD przyjmie
nastepujaca posta¢:

JS(S;,8q) =Hs (mSp + 7,8)) = (mHs (Sp) + 7,Hs (S7), 1)

gdzie z, oraz z, (7, +7,20, 7, +m,=1) stanowia wagi zwiazane odpowiednio
ze strukturami S oraz S;'. Wystepujaca w formule (1) entropia Shannona

N 1
Hs(S") = § o, log,
i=1 ,
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struktury n-elementowej S"=[w, @,,..., ®,] jest funkcja wklgsta, przyjmujaca
wartosci nieujemne. Dlatego tez entropia Shannona spetnia nieréwnos¢ Jensena
prawdziwa dla funkcji wklgstych, mianowicie:

H, {ZlﬂjS?Jzzlﬁsz(S;‘),
j= j=

gdzie 0<7;<1 (j=12,..,r) oraz Zr:ﬂ'j =1.

j=1
Stad dywergencja Jensena-Shannona, okreslona formuta (1), przyjmuje warto-

$ci nieujemne.
Uwzglednienie w formule (1) wag =, =7, =% daje mozliwos¢ wyrazenia dy-

wergencji Jensena-Shannona w postaci réznicy miedzy entropia Shannona struktu-
ry o wskaznikach otrzymanych ze srednich arytmetycznych odpowiednich wskaz-

nikow struktur S i S;' a $rednia entropii Shannona struktur S7 i S;':

Js(SS,Sq”)=Hs[sz;S;J—(HS(S;);HS(S:)J. (2)

Zwiazek JSD z dywergencja Kullbacka-Leiblera uwidacznia sie po wykorzy-
staniu definicji entropii Shannona w wyrazeniu (2), ktére przeksztatci¢ mozna do
nastepujacej postaci:

| S Sy+Se) 1 . So+Sg
JS(Sp,Sq)zaKL[Sp, ”2 “]+EKL(Sq, "2 “], ®3)

gdzie KL stanowi dywergencje Kullbacka-Leiblera okreslona nastepujaco dla pary
struktur S i S;':

n .
KL(S),S!) =Y @, log—=. (4)

i=1 a)iq
Dywergencja Jensena-Shannona dla pary struktur S7 i S; spetnia nastgpujace

wiasnosci [Lin 1991; Lamberti i in. 2008]:
I. Wartosci dywergencji Jensena-Shannona sa nieujemne i ograniczone:

0<JS(Sh,8!) <1.
1. JS(S;,S;) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy S; =S;'.
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I1l. Dywergencja JS jest symetryczna: JS(S;,S;) =JS(S;,S)).
IV. Pierwiastek z JS(S;,S,) spetnia warunek nierdwnosci trojkata.

Dywergencja JSD ma charakter miary zrdznicowania struktur, co oznacza, ze
dla pary struktur identycznych przyjmuje warto$¢ réwna zero, a wraz z narastaniem
stopnia zréznicowania JSD jej wartosci daza do jednosci. Za wykorzystaniem dy-
wergencji JSD jako miary zréznicowania struktur przemawia fakt, ze wiasnosci
I-111 rbwnowazne sa postulatom stawianym miarom zréznicowania struktur, sfor-
mutowanym miedzy innymi w pracy Kukuty [1996, s. 37]. Ponadto dywergencja
Jensena-Shannona jest nieujemna, zwrotna i symetryczna, stanowi zatem miarg od-
legtosci. Nie spetnia jednak warunku nieréwnosci tréjkata [Lamberti i in. 2008],
nie jest zatem metryka. W pracy Lambertiego i in. [2008] wykazano, ze pierwia-
stek arytmetyczny z dywergencji Jensena-Shannona spetnia warunek nieréwnosci

trojkata, \/JS(S;,S;) jest zatem metryka odlegtosci.

Istotna zaleta dywergencji Jensena-Shannona to mozliwos¢ wykorzystania jej
do badania rozbieznosci wiecej niz dwaoch struktur. Uogoélnienie JSD zdefiniowane
jest nastepujaca formuta [Lin 1991, s. 149]:

JS(Sln,S;,...,S:)ZHS(ZﬁJ—S?J—Zﬂ'jHS(S?), )
j=1 =1

gdzie =, 7,,.., 7, Sa wagami spetniajacymi warunki: 0<7z,; <1 (j=1, 2,..,T)

r
oraz Zﬂ'j =1, zwigzanymi odpowiednio ze strukturami S/, S;,..., S/ .
j=1

3. Dywergencja Jensena-Rényiego

Dywergencja Jensena-Rényiego (JRD) zdefiniowana zostata w pracy [He i in.
2003] jako uogo6lnienie dywergencji Jensena-Shannona bazujace na entropii Rényi-
ego. Entropia Rényiego stopnia « jest uogolnieniem entropii Shannona, wynikaja-
cym z zastosowania sredniej Kotmogorowa-Nagumo [Lavenda 2004]. Entropia
Rényiego stopnia & (o >0, a #1) struktury n-elementowej

S"=lw, @,,..., ®,] (OSa)i <1 o :1]

i=1

okreslona jest nastepujaco [Rényi 1961, s. 549]:

o (8= tog, S| ©)
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Entropia Rényiego jest wielkoscia nieujemna dla kazdego « € (0,1) U (1, +0)
oraz jest wklesta dla « € (0,1) , natomiast dla « >1 jest wklgsta lub wypukta [Hib-
bard 2004, s. 235]. Stad nieréwnos¢ Jensena dla funkcji wklestych:

He, [Zﬂ'jS?]Z Zﬂ-jHRa(S?)
=i =t

spetnia zawsze entropia Rényiego dla wartosci stopnia « € (0,1) . Dla pozostatych
a >1 nierdwnos¢ Jensena spetniona jest jedynie dla tych wartosci «, dla ktorych
entropia H, (S") jest wklgsta.

Dywergencja Jensena-Rényiego stopnia o (0<a <1) dla pary struktur S7 i

Sq” okreslona zostanie formuta:
JRa(SS ) S:) =Hg, (77182 + ﬂZS;) —(mHg, (S;) +7,Hg, (S:))’ (7)

gdzie =, oraz =, (7, +7,20, =, +m,=1) stanowia wagi zwiazane odpowiednio
ze strukturami S} oraz S;'.

Dywergencja Jensena-Rényiego dla pary struktur S} i S;' spetnia nastepujace
wiasnosci dla a € (0,1) :

1) wartosci  dywergencji Jensena-Rényiego sa nieujemne i ograniczone:
0<JR,(S;,S;) <1.

2) JR,(S;,S;) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy S} =S;.

3) dywergencja Jensena-Rényiego jest symetryczna: JR,(S;,S;) = JR,(S;,S;) -

4) dywergencja Jensena-Rényiego jest wypukta [He i in. 2003, s. 1213].

5) granica dywergencji Jensena-Rényiego dla o —1 jest dywergencja Jensena-
-Shannona:

limJR, (S}, S7) = JS(S},S}) [Heiin. 2003, 5. 1213].

Dywergencja Jensena-Rényiego, podobnie jak JSD, ma charakter miary zrozni-
cowania struktur i spetnia postulaty stawiane miarom niepodobienstwa struktur.
JRD oferuje dodatkowa mozliwos¢é swobodnego doboru stopnia « €(0,1), co

skutkuje jednoczesnym wptywem na wrazliwos¢ omawianej miary na rozbieznosc¢
struktur.

Dywergencja Jensena-Rényiego moze by¢ réwniez wykorzystana do badania
rozbieznosci wiecej niz dwaéch struktur [He i in. 2003, s. 1213]:
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JR,(S/,S],....S") =Hg, [Z;;js;J—Z;szRa(sj“), (8)
j=1 j=1

gdzie 7z,,7,,.., 7, sa wagami spetniajacymi warunki: 0<7z; <1 (i=12,..r1)

oraz ZHJ- =1, zwiazanymi odpowiednio ze strukturami S/, S;,..., S/ .
j=1

4. Przyklad empiryczny

Struktura ludnosci wedtug pici i wieku stanowi podstawe wielu analiz demogra-
ficznych. Ilustruje ona dotychczasowe trendy w ptodnosci, umieralnosci i migracji,
a takze determinuje ksztattowanie sie przysztych tendencji. Struktura ludnosci we-
dtug wieku jest wynikiem gtéwnie przemian zachodzacych w reprodukcji ludnosci
oraz mobilnosci przestrzennej oséb.

W Polsce w okresie przechodzenia do gospodarki wolnorynkowej obserwu-
je sie znaczny spadek przyrostu naturalnego ludnosci oraz nasilenie procesu
starzenia sie spoteczenstwa [Podstawowe informacje... 2008]. Rezultatem
przemian w procesach demograficznych w Polsce jest gwattowne zmniejszenie
si¢ liczby dzieci (0-14 lat), ich udziat w og6lnej liczbie ludnosci obnizyt si¢ do
okoto 16% na koniec roku 2009 z okoto 25% w 1990 roku. Jest to wynikiem ni-
skiej ptodnosci, co spowodowato, ze Polska stata si¢ krajem, ktéry u progu XXI
wieku wszedt w zaawansowana faze starosci demograficznej. Jako wazny
czynnik warunkujacy przestrzenne zroznicowanie procesu starzenia sie ludno-
s$ci wskazuje si¢ na migracje [Kurek 2009].

W artykule zbadano stopien rozbieznosci w strukturze ludnosci wedtug wieku
dla obu pici w ujeciu przestrzennym, z uwzglednieniem podziatu administracyjne-
go wedtug wojewodztw. Struktura ludnosci wedtug wieku dla obu pici w poszcze-
golnych wojewddztwach wyrazona zostata w odsetkach ludnosci w nastepujacych
biologicznych grupach wieku (tab. 1):

— 0-14 lat — dzieci (mtodos¢ demograficzna);
— 15-64 lata — doro$li bez os6b starszych;
— 65 lat i wiecej — osoby starsze (staros¢ demograficzna).

Stopien rozbieznosci w strukturze mezczyzn i kobiet wedtug wieku w kazdym
Z wojewddztw zbadano za pomoca dywergencji Jensena-Shannona oraz Jensena-
-Rényiego stopnia o =0,1, «=0,5 oraz ¢ =0,9 (tab. 2). Zastosowanie obu miar
jest mozliwe, gdyz sktadowe wektorow struktur charakteryzujacych odpowiednie
wojewoOdztwa spetniaja warunki sumy jednostkowej oraz unormowania w prze-
dziale [0,1], co daje mozliwo$¢ wyznaczenia entropii empirycznej dla odpowied-
nich struktur, a przez to miar dywergencji. Wyznaczenie JSD oraz JRD wymaga
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ustalenia wag =z, oraz =,, spetniajacych warunki: z,+7z,>0 oraz =, +7z,=1.
Wagi zwiazane odpowiednio ze struktura mezczyzn oraz kobiet przyjete zostaty na

tym samym poziomie, tak aby spetniaty zadane kryteria 7z, =7, = %

Tabela 1. Ludnos$¢ wedtug pici, wieku i wojewodztw w Polsce (stan w dniu 31.12.2009)

. Mezczyzni Kobiety
Wojewodztwo 0-14Iat | 1564 lata | 65 latiwiccej | O-14lat | 15-64 lata | 65 lat | wiccej
Dolnodlaskie 01502 | 0,7490 0,1008 01312 | 0,7035 0,1654
Kujawsko-pomorskie | 0,1665 | 0,7353 0,0082 0,1474 | 0,7010 0,1516
Lubelskie 0,1636 | 0,7254 0,111 0,1465 | 0,6790 0,1745
Lubuskie 01641 | 07475 0,0884 0,1466 | 0,7080 0,1455
Lodzkie 0,516 | 0,7353 0,1131 0,299 | 0,6876 0,1825
Malopolskie 01692 | 07233 0,1076 01516 | 0,6863 0,1621
Mazowieckie 01624 | 07237 0,1139 0,412 | 06852 01737
Opolskie 01444 | 07435 0,1121 0,1274 | 0,7016 0,1710
Podkarpackie 0,169 | 0,7275 0,1030 0,1533 | 0,6892 0,1575
Podlaskie 0,589 | 0,7243 0,1168 01427 | 0,6807 0,1766
Pomorskie 01744 | 07279 0,0977 0,1557 | 0,6984 0,1459
Slaskie 01477 | 07378 0,1145 0,1307 | 0,7014 0,1679
Swictokrzyskie 0,535 | 0,7310 0,1155 0,1388 | 0,6808 0,1804
Warmifsko-mazurskie | 0,1712 | 0,7399 0,0889 01544 | 0,7005 0,1451
Wielkopolskie 01711 | 07364 0,0924 01516 | 0,7052 0,1431
Zachodniopomorskie 0,1587 0,7471 0,0942 0,1417 0,7080 0,1503

Zrodio: dane Gléwnego Urzedu Statystycznego.

Wartosci JSD oraz JRD dla struktur ludnosci wedtug wieku dla obu pici
w wojewddztwach Polski wskazuja na niewielkie rozbieznosci pomiedzy struktu-
rami. Najwieksze réznice widoczne sa w wojewddztwach: $wietokrzyskim, dolno-
$laskim i t6dzkim, najmniejsze w wojewoddztwach: pomorskim, $laskim oraz wiel-
kopolskim. Zauwazy¢ mozna, ze wykorzystanie dywergencji Jensena-Rényiego da-
je mozliwos¢ doboru wyktadnika ¢, co wptywa na wrazliwos¢ miary na rozbiez-
nos$¢ pomiedzy poréwnywanymi strukturami (tab. 2).

Zastosowanie dywergencji Jensena-Shannona oraz Jensena-Rényiego umozli-
wia zbadanie zgodnosci wiecej niz dwoch struktur. Dlatego tez zbadano stopien
rozbieznosci pomiedzy struktura wieku we wszystkich wojewddztwach Polski dla
obu pfici (tab. 3).

Wartosci obu miar dywergencji wskazuja na znikome rozbieznosci pomie-
dzy struktura wieku kobiet i mgzczyzn w wojewddztwach Polski w roku 2009.
Nie wystepowato zatem istotne zréznicowanie regionalne pomiedzy wojewo6dz-
twami Polski ze wzgledu na strukture ludnosci wedtug wieku zaréwno wsrdd
kobiet, jak i mezczyzn.
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Tabela 2. Wartosci dywergencji Jensena-Shannona oraz Jensena-Rényiego
dla struktur ludnosci wedtug wieku dla obu ptci w wojewddztwach Polski w roku 2009

Wojewddztwo JS(S;.Sq) Re(S5.5)

a=0,1 a=05 a=0,9
Pomorskie 0,00407 0,00099 0,00362 0,00418
Slaskie 0,00436 0,00093 0,00360 0,00440
Wielkopolskie 0,00463 0,00117 0,00421 0,00477
Matopolskie 0,00470 0,00104 0,00395 0,00477
Podkarpackie 0,00481 0,00110 0,00412 0,00490
Kujawsko-pomorskie 0,00485 0,00116 0,00428 0,00497
Podlaskie 0,00522 0,00106 0,00418 0,00525
Opolskie 0,00527 0,00113 0,00436 0,00534
Zachodniopomorskie 0,00541 0,00132 0,00485 0,00557
Mazowieckie 0,00542 0,00114 0,00441 0,00546
Warminsko-mazurskie 0,00562 0,00142 0,00516 0,00581
Lubuskie 0,00582 0,00148 0,00536 0,00603
Lubelskie 0,00602 0,00126 0,00489 0,00606
Swictokrzyskie 0,00608 0,00122 0,00485 0,00611
Dolno$laskie 0,00668 0,00151 0,00573 0,00681
1.6dzkie 0,00711 0,00147 0,00573 0,00715

Zr6dto: obliczenia wiasne.

Tabela 3. Wartosci dywergencji Jensena-Shannona oraz Jensena-Rényiego
dla struktur ludnosci wedtug wieku dla obu ptci w roku 2009

JR (S],..., S
Ludnos¢ wedtug pci JS(S],..., Siy) s 1)
a=0,1 a=0,5 a=0,9
Mezczyzni 0,001097 0,00028 0,00100 0,00113
Kobiety 0,001312 0,00026 0,00102 0,00132

Zrédlo: obliczenia wiasne.

5. Podsumowanie

Miary dywergencji sa stosowane przede wszystkim do oceny stopnia rozbieznosci
pomiegdzy rozkladami prawdopodobienstw. Moga by¢ takze wykorzystane do oce-
ny zgodnosci struktur. W szczegd6lnosci wskazane w artykule wtasnosci dywergen-
cji Jensena-Shannona oraz Jensena-Rényiego zachecaja do wykorzystania tych
miar w badaniu podobienstwa obiektéw opisanych przez wskazniki struktury. Obie
scharakteryzowane miary spelniaja postulaty stawiane miarom zréznicowania
struktur. Ponadto swobodny dobdr stopnia o dywergencji Jensena-Rényiego daje
mozliwos¢ wyboru miary o wigkszej badz mniejszej wrazliwosci na rozbieznosé
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struktur. Istotna zaleta obu dywergencji jest mozliwos$¢ wykorzystania ich do oce-
ny stopnia rozbieznosci wigcej niz dwoch struktur.
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JENSEN-SHANNON AND JENSEN-RENY| DIVERGENCES
AS DISCREPANCY MEASURES OF STRUCTURES

Summary: This paper indicates the possibility of applying the measures of divergences for
the assessment of the degree of difference of structures. It presents the symmetric smoothing
of Kullback-Leibler divergence in the form of the measure of divergences by Jensen-
Shannon, which is a function of Shannon entropy. The possibility of its generalization for
testing the similarity of more than two objects as well as the possibility of including weights
for the considered objects represents important advantages of Jensen-Shannon divergence.
Jensen-Rényi divergence of « degree, which is a function of Rényi entropy and the generali-
zation of Jensen-Shannon divergence, is another measure of presented divergence.
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