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MODELI REGRESJI LOGISTYCZNEJ

Streszczenie: W artykule podjeto prébe zbudowania modelu ryzyka wystapienia szkody na
polisie ubezpieczeniowej, wykorzystujac w tym celu regresjg logistyczna. Przyjeto hipotezg,
ze W sytuacji asymetrii informacji na rynku ubezpieczen ryzyko zwiazane z polisa nie jest
addytywne ze wzgledu na ryzyka czastkowe. Z powodu specyfiki ryzyka ubezpieczeniowe-
go, w tym malego prawdopodobienstwa wystapienia szkody, model zbudowano na prébie
zbilansowanej. Podczas budowy modelu uwzgledniono rézne sposoby kodowania zmien-
nych i ich wptyw na posta¢ modelu. Przy wyborze postaci modelu wzigto pod uwage miary
dobroci dopasowania oraz miary zdolnosci predykcyjnej obliczone dla préby uczacej i te-
stowej. Zaproponowany model pozwala na klasyfikacje ubezpieczonych do jednorodnych
grup ryzyka na podstawie cech kupowanej polisy.

Stowa kluczowe: regresja logistyczna, dychotomiczna zmienna zalezna, ryzyko ubezpie-
czeniowe.

1. Wstep

Podstawowym zadaniem zaktadu ubezpieczen jest przyjmowanie do ubezpieczenia ry-
zyk, ich selekcja i klasyfikacja na jednorodne grupy. Dla tak stworzonych grup ryzyka
mozliwa jest kalkulacja sktadki ubezpieczeniowej na podstawie danych statystycznych
o realizacji ryzyka w poprzednich okresach. Wspoiczesnie zaktady ubezpieczen coraz
czesciej sprzedaja ubezpieczenia kompleksowe w formie pakietdéw oferujacych ubezpie-
czenie ryzyk zwiazanych z osoba i majatkiem ubezpieczonego. Ocena ryzyka zwiazane-
go z polisa ma wigc kluczowe znaczenie dla zaktadu ubezpieczen. Liczba i rodzaj ryzyk
objetych pakietem moze mie¢ wptyw na ryzyko realizacji szkody w kompleksowej poli-
sie. W artykule przyjeto hipoteze, ze w sytuacji asymetrii informacji na rynku ubezpie-
czen ryzyko zwiazane z polisa nie jest addytywne ze wzgledu na ryzyka czastkowe.

Do szacowania prawdopodobienstwa wystapienia szkody ubezpieczeniowej, pod
warunkiem ze zmienne objasniajace przyjma okreslone wartosci, zastosowanie znajdu-
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ja uogdlnione modele liniowe (GLM - generalised linear models) [Jong, Heller 2008].
SzczegOlne znaczenie w modelowaniu rozktadu zmiennej dychotomicznej ma model
regresji logistycznej ze wzgledu na jego walory interpretacyjne [McCullagh, Nelder,
1989]. W literaturze przedmiotu dotychczas niewiele uwagi poswigecano zastosowaniu
uogdlnionych modeli liniowych do szacowania ryzyka ubezpieczeniowego, a dla apli-
kacji ubezpieczeniowych niezbedne staja Sie podstawy teoretyczne metodologii.

W artykule podjeto probe zbudowania modelu ryzyka wystapienia szkody na
polisie ubezpieczeniowej, wykorzystujac w tym celu funkcje logistyczna. Podczas
budowy modelu szczeg6lna uwage poswigcono specyfice danych ubezpieczenio-
wych. Sposb kodowania zmiennych i ich dobér ma bowiem wptyw na posta¢ mo-
delu. Przy wyborze postaci modelu uwzglgdniono miary dobroci dopasowania war-
tosci empirycznych do teoretycznych oraz miary zdolnosci predykcyjnej.

Analizie poddano roczne polisy ubezpieczeniowe. Z badania wyeliminowano
polisy o okresie krotszym niz jeden rok oraz umowy, ktére wygasty lub zostaty ze-
rwane przed uptywem roku. Do budowy modelu wykorzystano podstawowe infor-
macje o produkcie oraz dane osobowe dotyczace ubezpieczonych.

2. Przyjete zalozenia

Jednostka statystyczna w badaniu jest polisa ubezpieczeniowa pewnego zaktadu
ubezpieczen dziatu 1. Z populacji wylosowano prébe zbilansowana ze wzgledu na
proporcje realizacji ryzyka ubezpieczeniowego. Poniewaz odsetek szkdd ubezpie-
czeniowych jest zwykle bardzo niski (ponizej 10%), wicc wykorzystanie do budo-
wy modelu préby niezbilansowanej powoduje, ze w modelu przywiazywana jest
mata waga do grupy jednostek, u ktorych wystapita szkoda [Siddigi 2006]. W celu
unikniecia ,,przeuczenia” modelu préba zbilansowana zostata podzielona na prébe
uczaca i probe testowa w proporcji 2 : 1. Najlepsze modele zbudowane na probie
uczacej zostaty ocenione na danych z proby testowe;j.
Zmienna zalezna w modelu jest zmienna dychotomiczna Y o wartosciach:

_ |1 szkoda ubezpieczeniowa
| 2 brak szkody ubezpieczeniowej’

natomiast zmienne niezalezne moga by¢ ilosciowe badz jakosciowe. Zmienne ob-
jasniajace zostaty skategoryzowane wedtug kryterium maksymalizacji miary in-
formation value IV (nazywanej takze dywergencja Kullbacka-Leiblera). Miara ta
informuje o sile predykcyjnej danej zmiennej, a obliczana jest jako suma po
wszystkich wariantach cechy:

'Vi=jZkil:(Pij—qi,-)-ln{zTijjJ,

gdzie p; (q;) opisuja rozktad prawdopodobiefistwa i-tej zmiennej w grupie jed-
nostek, u ktérych nie wystapita szkoda (u ktérych wystapita szkoda).
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Wyodrebniono kategorie (warianty) cechy jednorodne ze wzgledu na ryzyko.

W przypadku cech ilosciowych wyodrebniono przedziaty wartosci cechy, nato-
miast w przypadku cech jakosciowych o wielu wariantach potaczono wybrane ka-

tegorie (zgodnie ze znaczeniem merytorycznym) [Siddigi 2006].
W celu wyodrebnienia predyktorow ryzyka wystapienia szkody wykorzystano

miarg sity predykcyjnej zmiennej objasniajacej IV information value oraz wspot-
czynnik kontyngencji V Cramera (tab. 1). Jako predyktory wybrano zmienne, dla
ktérych 1V >0,05 lub V >0,10.

Tabela 1. Ranking predyktoréw ryzyka wystapienia szkody wedtug miary 1V information value

\Y

Nazwa . . . . . V
Lp. N Opis zmiennej information
zmiennej Cramera
value
1|Grupa3™ | liczba produktow z grypy 3 (ubezpieczenia casco pojazdéw) 0,65 0,39
2 | Samochdd | liczba produktéw dotyczacych ryzyka zwiazanego z posiadaniem
i uzytkowaniem pojazdu 0,40 0,31
3 | Pakiet rodzaj pakietu A, B, ..., J 0,31 0,28
4| Grupal” | liczba produktéw z grupy 1 (ubezpieczenia wypadku) 0,26 0,25
5| Grupa 10~ | liczba produktéw z grupy 10 (ubezpieczenia odpowiedzialnosci
cywilnej wynikajacej z posiadania i uzytkowania pojazdéw) 0,22 0,23
6| Grupa 18 | liczba produktéw z grupy 18 (ubezpieczenia tzw. assistance) 0,20 0,21
7| Dom liczba produktéw dotyczacych ryzyka zwiazanego z
domem/mieszkaniem 0,15 0,20
8| Grupa8™ | liczba produktéw z grupy 8 (ubezpieczenia szkod spowodowanych
Zywiotami) 0,13 0,18
9 | Wiek wiek ubezpieczonego 0,06 0,13
10 | Grupa 13" | liczba produktéw z grupy 13 (ubezpieczenia odpowiedzialnosci
cywilnej ogolnej nieobjetej grupami 10-12) 0,06 0,13
11| Sprzedaz | kanat dystrybucji ustug ubezpieczeniowych: sprzedaz bezposrednia,
sprzedaz poprzez agentéw, multiagentéw, brokerow 0,06 0,11
12| Grupa2 | liczba produktéw z grupy 2 (ubezpieczenia choroby) 0,03 0,09
13 | Ple¢ pte¢ ubezpieczonego 0,01 0,05
14| Grupa9™ | liczba produktdw z grupy 9 (ubezpieczenia pozostatych szkéd
rzeczowych nieobjetych grupami 3-8, np. kradziez) 0,01 0,05

* Grupy ubezpieczen dziatu Il (,,Pozostale ubezpieczenia osobowe oraz ubezpieczenia majatkowe™)
wedtug: [Ustawa z dnia 22 maja 2003 r.]

Zrédto: obliczenia wlasne za pomoca programu Statistica 8.0.

3. Wyniki estymacji modelu

Nastepnie zbudowano model regresji logistycznej, pozwalajacy na oszacowanie
prawdopodobienstwa niewystapienia szkody pod warunkiem, ze zmienne niezalez-
ne przyjety wartosci X, X,,..., X, ,
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exp(b0 +i§kibixi)

1+exp(bO +§bixi) |
i=1

p=P =0]|x,X%,,...,X.) =

Parametry modelu b,,b,,...,b, oszacowano metoda najwigkszej wiarygodnosci

[Allison 2001; Harrell 2001; Kleinbaum 1994]. Model logitowy jest chetnie wyko-
rzystywany przy analizie ryzyka wystapienia badanego zdarzenia ze wzgledu na
mozliwos¢ interpretacji wspotczynnikow regresji za pomoca ilorazu szans. Szansg
definiuje sie jako stosunek prawdopodobienstwa danego zdarzenia do prawdopodo-
bienstwa zdarzenia przeciwnego. Dla modelu logitowego szansa wyraza si¢ wzorem:

p Kk
—=exp(b0 +Zbixi).
1- i-1

Szansa dla jednostki, dla ktérej wszystkie zmienne objasniajace sa réwne zeru,
wynosi wigc exp(b,) . Z powyzszego wzoru wynika takze, ze przy wzroscie wartosci
zmiennej objasniajacej x; o jednostke (przy statych wartosciach pozostatych zmien-
nych) iloraz szans wynosi exp(b;) . Fakt ten mozna wykorzysta¢ przy poréwnaniu
szans dla dwoch jednostek rézniacych sie wartosciami tylko jednej zmiennej.

Ze wzgledu na to, ze model byt szacowany na podstawie proby zbilansowanej,
skorygowano wyraz wolny, tak aby otrzyma¢ oszacowanie prawdopodobienstwa w
populacji niezbilansowanej [Siddigi 2006, s. 68-69]. Zmienne objasniajace zostaty
zakodowane na dwa sposoby:

a) poprzez wprowadzenie zmiennych zero-jedynkowych — zmiennych pozor-
nych (dummy variables) [Maddala 1983, s. 6-11],

b) wariantom cechy zostaty przyporzadkowane wartosci miary weight of evi-
dence (WoE obliczone na etapie kategoryzacji zmiennych), informujacej o sile pre-
dykcyjnej poszczeg6lnych wariantéw cechy [Siddigi 2006, s. 90-91]

WoE;; = {In [&H -100.
i

Do konstrukcji modelu wykorzystano metode krokowa postepujaca (stepwise
logistic regression) [Christensen 1997; Hosmer, Lemeshow 2000]. W wyniku r6z-
nego sposobu kodowania zmiennych objasniajacych otrzymano dwa modele z réz-
nymi predyktorami (tab. 2):

a) model ze zmiennymi objasniajacymi zero-jedynkowymi (6 zmiennych) oraz

b) model z dwiema zmiennymi ilosciowymi o wartosciach réwnych weight of
evidence (WoE).
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Tabela 2. Wyniki oszacowania modelu logitowego

Predyktor | Warianty | exp(b) | p-value*
Model logitowy w przypadku zero-jedynkowych zmiennych objasniajacych
Wyraz wolny X | 0,6780 |
Grupa 1 Grupa referencyjna: 0 produktow
1 produkt 0,7836
2 i wiecej 1,0507 0,0000
Dom Grupa referencyjna: 0 produktow
1 produkt 1,5391
2 i wiecej 0,6649 0,0069
Grupa 3 Grupa referencyjna: 0 produktow
1 produkt 0,4845
2 i wiecej 0,6914 0,0000
Model logitowy w przypadku zmiennych objasniajacych przyjmujacych wartosci WoE
Wyraz wolny X | 0,9771 |
Pakiet Grupa referencyjna: WoE =0
X | 1,0032 | 0,0000
Grupa 3 Grupa referencyjna: WoE =0
X | 1,0091 | 0,0000

* Wartos¢ p dla testu ilorazu wiarygodnosci modelu zawierajacego dany predyktor i predyktory z
wierszy poprzedzajacych oraz wiarygodnosci tego modelu bez danego predyktora.

Zrédto: obliczenia wtasne za pomoca programu Statistica 8.0.

Tabela 3. Kryteria wyboru modelu: kryteria informacyjne (AIC, BIC)
oraz miary dobroci dopasowania (miary pseudo-R?)

AIC BIC , R ,
(Akaike (Bayesian R R
Modele Information | Information | McFadden (Cl\lr:gﬁe-li r;ll(eer) Cox-Snell
Criterion) Criterion)
Model ze zmiennymi
zero-jedynkowymi 1033,913 1067,022 0,121 0,206 0,154
Model ze zmiennymi
o0 wartosciach WoE 1033,893 1048,082 0,114 0,195 0,146

Zrédto: obliczenia wlasne za pomoca programu Statistica 8.0.

llorazy szans dla kazdej zmiennej pokazuja, jak zmieni sie szansa niewystapie-
nia szkody wraz ze wzrostem zmiennej o jednostke. W modelu pierwszym najsil-
niejszy wptyw ma cecha ,,grupa 3”. Wtaczenie do polisy jednego produktu z grupy 3
powoduje spadek szansy niewystapienia szkody (wzrost ryzyka) o 51,55%. W mo-
delu drugim ilorazy szans nalezy interpretowa¢ w ten sposéb, ze wzrost wartosci
WOoE dla zmiennej ,,pakiet” o jedna jednostke powoduje wzrost szansy niewysta-
pienia szkody 0 0,32%, a dla zmiennej ,,grupa 3” — 0 0,91%.
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Przy wyborze modeli kierowano sie¢ minimalizacja kryterium informacyjnego
AIC oraz BIC [Agresti 2002], a takze dopasowaniem modeli mierzonym miarami
pseudo-R? [Maddala 1983]. Miary dobroci dopasowania oraz kryteria informacyjne
wskazuja na bardzo mate r6znice w dobroci dopasowania obu modeli (tab. 3), dla-
tego mozna je stosowa¢ zamiennie, w zaleznosci od danych posiadanych przez za-
ktad ubezpieczen.

4. Ocena zdolnosci predykcyjnej modeli

Do oceny zdolnosci predykcyjnej modeli wykorzystano miare 1V information value
(dywergencje Kullbacka—Leiblera), statystyke dywergencji (divergence statistics),
statystyke Hosmera—Lemeshowa, wskazniki zbudowane na podstawie krzywej
ROC (receiver operating characteristic): AUC (area under ROC) pole powierzchni
pod krzywa ROC, wspotczynnik Giniego (réowny 2- AUC —1) [Hosmer, Lemes-
how 2000].

Tabela 4. Poréwnanie miar zdolnosci predykcyjnej oszacowanych modeli

Modele IV information Wspc?h;zynnik Statystyka_ _ Statystyka AUC
value Giniego dywergencji | Hosmera—Lemeshowa
Whyniki dla préby uczacej
Model ze zmiennymi 11,405
0 wartosciach WoE 0,670 0,411 0,715 (p=0,18) 0,706
Model ze zmiennymi 42,832
zero-jedynkowymi 0,700 0,383 0,635 (p<0,001) 0,692
Wyniki dla proby testowej
Model ze zmiennymi 10,395
0 wartosciach WoE 0,645 0,384 0,726 (p=0,238) 0,692
Model ze zmiennymi 34,532
zero-jedynkowymi 0,681 0,349 0,603 (p <0,001) 0,675

Zrédto: obliczenia wtasne za pomoca programu Statistica 8.0.

Miary zdolnosci predykcyjnej modelu rowniez nie pozwalaja na wybér lepsze-
go z dwoch proponowanych modeli. Poréwnanie wynikow dla proby uczacej i te-
stowej wskazuje na stabilnos¢ modeli. Potwierdzenie tych wynikéw otrzymano
takze na podstawie skumulowanego przyrostu Lift, bedacego ilorazem skumulowa-
nego odsetka wystapien szkody oraz skumulowanego odsetka polis ogétem w pro-
bie uporzadkowanej rosnaco wedtug prawdopodobienstwa niewystapienia szkody
(porzadek od najbardziej ryzykownych polis do najmniej ryzykownych). Przebieg
wykresu skumulowanego przyrostu Lift ( rys. 1) wskazuje nawet na lepsze wtasno-
sci prognostyczne modelu dla préby testowe;j.

Modele zostaty zbudowane na prébie uczacej zbilansowanej, dzieki czemu
uniknigto tendencji modelu do preferowania grupy bardziej licznej. Uzyskane mo-
dele sa stabilne, moc predykcyjna w proébie testowe] i uczacej nie rézni sie istotnie.
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Dopasowanie modeli mozna uzna¢ za zadowalajace. Moc predykcyjna modeli ba-
dana na prébie rzeczywistej (niezbilansowanej) réwniez nie zmalata, co zapowiada
dobra efektywnos¢ modeli w zastosowaniach praktycznych.

Préba uczaca Préba testowa

14

13

Przyrost skumulowany Lift
I I :
w
Przyrost skumulowany Lift

12

N\ A N |

""""" 11

10 10
30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

---------- model ze zmiennymi pozornymi - model ze zmiennymi pozornymi
——model ze zmiennymi o warto$ciach WoE ——model ze zmiennymi o warto$ciach WoE

Rys. 1. Skumulowany przyrost Lift

Zrédto: opracowanie wiasne za pomoca programu Statistica 8.0.

W zbiorze zaproponowanych zmiennych objasniajacych znajdowaty sie zmien-
ne silnie ze soba skorelowane, jednak zastosowanie algorytmu regresji krokowej
postepujacej doprowadzito do tego, ze w modelu znalazty sie tylko zmienne objas-
niajace, ktore nie sa ze soba skorelowane. Zastosowanie dwdch réznych sposobow
kodowania zmiennych objasniajacych nie wptyngto na dopasowanie i moc predyk-
cyjna modeli, doprowadzito jednak do wyboru innego predyktora z pary zmien-
nych najsilniej skorelowanych.

5. Whnioski

W procesie underwritingu ubezpieczeniowego nastgpuje ocena, klasyfikacja i se-
lekcja ryzyk zgtaszanych do ubezpieczenia. Ocena ryzyka moze by¢ przeprowa-
dzana w oparciu o wiedzg, doswiadczenie i subiektywne odczucia underwritera lub
przy zastosowaniu metod statystycznych. Metody te umozliwiaja automatyzacje
procesu underwritingu, przyspieszaja ocene ryzyka i eliminuja czynnik ludzki w
procesie oceny. Moga by¢ wykorzystane do oceny ryzyk masowych, gdzie w opar-
ciu o histori¢ klientow (underwriting behawioralny) oraz dane zewnetrzne mozliwe
jest zidentyfikowanie ryzyk nieubezpieczalnych oraz zr6znicowanie sktadki dla ry-
zyk przyjetych do ubezpieczenia [Jong, Heller 2008].
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Zaproponowany model pozwala na klasyfikacje ubezpieczonych do jednorod-
nych grup ryzyka na podstawie cech kupowanej polisy. W przeprowadzonym ba-
daniu wykazano, ze poziom ryzyka zwiazanego z polisa nie jest proporcjonalnie
zwiazany z liczba produktéw. Istotnymi predyktorami w pierwszym modelu (z ze-
ro-jedynkowymi zmiennymi objasniajacymi) okazaty sie tylko: fakt ubezpieczenia
jednego z ryzyk zwiazanych z domem/mieszkaniem, wykupienie AC oraz ubezpie-
czenia osobowego, a w drugim modelu (z ilosciowymi zmiennymi objasniajacymi
0 wartosciach WoE) wykupienie AC oraz rodzaj wybranego pakietu ubezpieczen.
Zaproponowane modele moga postuzy¢ do konstrukcji systemu znizek dla ubez-
pieczonych kupujacych pakiety ubezpieczeniowe.
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INSURANCE RISK MODELLING:
CONSTRUCTION AND FITTING CRITERIA
OF LOGISTIC REGRESSION MODELS

Summary: In the article an attempt to construct a model of insurance risk is made using a
logistic regression. It is assumed that due to the information asymmetry on the insurance
market the risk on the insurance policy is not additive with respect to partial risks. Owing to
the specificity of insurance risk, particularly low probability of damage, the model was con-
structed on the balanced sample. Different methods of the variable coding and their influ-
ence on the model’s content were taken into consideration. Optimal models were chosen on
the basis of goodness of fit measures and power predictive measures. They were calculated
for development and validation samples. The proposed model allows the classification of in-
sured to homogeneous risk’s groups with respect to insurance policy characteristics.
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