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PREFERENCJE O MAKSYMALNEJ WADZE

Streszczenie: Niech M bedzie skonczonym zbiorem m alternatyw oraz [ funkcja wagowa
okreslong na iloczynie kartezjanskim tego zbioru. Kazdej preferencji na zbiorze M przypo-
rzadkowujemy wagg rowna sumie wartosci, ktore funkcja wagowa / przyjmuje na tej prefe-
rencji. Funkcja wagowa / wyznacza jednoznacznie pewna relacjg, ktora nazywamy relacja
uniwersalnie maksymalna. Dowodzimy, ze kazda preferencja o wadze maksymalnej zawiera
relacj¢ uniwersalnie maksymalna. W dalszej czgsci pracy definiujemy (a, I)-preferencjg wy-
znaczong przez dowolny ciag m-elementowy « o wartosciach 0 lub 1. Dowodzimy, ze kazda
(a, I)-preferencja zawiera relacje uniwersalnie maksymalna. Swiadczy to o tym, jak bardzo
wybor preferencji o wadze maksymalnej moze by¢ niejednoznaczny.

Stowa kluczowe: wybor grupowy, preferencja optymalna, funkcja wagowa.

1. Wstep

Problem przyporzadkowania preferencjom indywidualnym preferencji grupowe;j
sformalizowal Arrow [1951]. Problemem grupowych decyzji zajmowali si¢ rowniez
Black [1958], Farquharson [1969], Riker i Ordeshook [1973]. Smoluk i wspotautorzy
[Florek i in. 1999] zdefiniowali funkcjg grupowego wyboru @, ktéra kazdemu ukta-
dowi preferencji indywidualnych P przyporzadkowuje preferencje grupowa @(P)
maksymalnie zgodna z danym ukladem preferencji indywidualnych. Waznymi za-
gadnieniami dotyczacymi funkcji grupowego wyboru jest problem wyznaczenia
preferencji @(P), jak rdwniez problem jednoznacznosci. Lyko [2000] podat pewien
warunek restrykcyjny dotyczacy funkcji grupowego wyboru, ktory pozwala jedno-
znacznie wyznaczy¢ preferencje @(P). Florek [2000] i Misztal [2001] pokazali, ze
funkcja grupowego wyboru @ spehia nastgpujacy warunek jednomysinosci w sensie
Arrowa:

(*) dla dowolnego uktadu preferencji P, jesli wszystkie preferencje indywidualne
tego uktadu zawieraja parg (x, ), to preferencja @(P) rowniez ja zawiera.

Na problem mozna spojrze¢ szerzej. Rozwazmy skonczony m-elementowy zbior
alternatyw M oraz funkcj¢ wagowa I okreslona na iloczynie kartezjanskim tego zbio-
ru. Dla kazdej preferencji na zbiorze M definiujemy wagg preferencji jako sumg war-
tosci, ktore funkcja wagowa przyjmuje na zbiorze wszystkich par tej preferencji (de-
finicja 1). W twierdzeniu 1 uogolnili§my rezultat Lyki na przypadek funkcji wago-
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wej spelniajacej pewne nierownosci (zob. uwaga 1). Funkcja wagowa [ wyznacza
pewna relacje, ktora nazywamy relacja uniwersalnie /-maksymalna (definicja 3).
W twierdzeniu 3 (III) dowodzimy, ze kazda preferencja o wadze maksymalnej za-
wiera relacj¢ uniwersalnie /-maksymalna. Powyzszy rezultat mozemy interpretowac
jako uogolnienie rezultatu Florka i Misztala (zob. uwaga 3). W dalszej czesci pracy
definiujemy (a, I)-preferencje wyznaczonq przez dowolny ciqg m-elementowy o
o wartosciach 0 Iub 1 (definicja 6). W twierdzeniu 4 dowodzimy, ze kazda («, I)-
preferencja zawiera relacj¢ uniwersalnie /-maksymalna. Powyzszych ciagow « jest
oczywiscie 2". Swiadczy to o tym, jak bardzo wybér preferencji o wadze maksymal-
nej moze by¢ niejednoznaczny.

Wyznaczenie preferencji o maksymalnej wadze ma duze zastosowanie ekono-
miczne. Problem ustalenia maksymalnego grupowego wyboru pojawia si¢ na przy-
ktad w sytuacjach, gdy zespol ekspertow lub grupa legislacyjna probuje podjaé
wspodlna decyzje, ustalic wspolna preferencje lub wystawi¢ wspdlng opini¢ maksy-
malnie zgodna z decyzjami lub opiniami indywidualnymi. Problem wyznaczenia
preferencji grupowej wystepuje przy ustalaniu ordynacji wyborczej. Waznym zasto-
sowaniem jest znalezienie konsensusu przy ustalaniu naktadéw budzetowych przez
rzadzaca koalicj¢ wyborcza. Innym zastosowaniem jest wyznaczenie centralnego
rankingu wyzszych uczelni w Polsce.

2. Funkcja wagowa

Relacja na zbiorze skonczonym M, |M| > 2, nazywamy podzbior iloczynu kartezjan-
skiego M x M. Preferencja (mocnym porzadkiem liniowym) nazywamy relacje prze-
ciwzwrotna, przechodnia i spdjna. Oznaczmy przez P rodzing wszystkich preferencji
na zbiorze M. Ponizsza definicjg /-wagi dla niepustej relacji » na zbiorze M wprowa-
dzono w pracy J. Florka [2000].

Definicja 1. Funkcja wagowa I nazywamy funkcje¢ rzeczywista na zbiorze
M x M. Funkcje wagowa I rozszerzamy na relacje niepuste. Jezeli » jest niepusta
relacja na zbiorze M, to liczbe

I(r)= Y 1(x,y)
(x.p)er

nazywamy /-waga relacji 7. Moéwimy, ze preferencja p ma wage /-maksymalna, jeze-
li funkcja I przyjmuje na P dla preferencji p wartos¢ maksymalna.

Twierdzenie 1. Niech I bgdzie funkcja wagowa na zbiorze M x M speliajaca
nastgpujace warunki:

a) Ix,y)+Iy,x)=ndla(x,y) e M x M,

b) I(x,y)<I(x,t)+1(t,y)dla(x,y), (x, 1), y) € M x M,

c) I(x,y)<+inlub 3in <I(x,y)dlax#y, (x,y) € M x M.
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Wtedy p = {(x, veMxM:I(x,y)> %n} jest jedyna preferencia o wadze

I-maksymalne;.
Dowdd. Na mocy warunkow (a) i () mamy

n—1Iy,x)<n—-It,x)+n-1(,1).
Stad na mocy (a) otrzymujemy
1y, ) + I(t, x) + I(x, y) < n +(y, x) + I(x, y) = 2n.
A wigc relacja p = {(x, veMxM:I(x,y)> %n} jest przechodnia. Stad p jest pre-

ferencja, bo na mocy (a) i (¢) jest rowniez relacja przeciwzwrotna i spojna. Oczywi-
Scie p jest jedyna preferencja o wadze /-maksymalne;.

Uwaga 1. Niech P = {py, ..., p,} € P" bedzie ustalonym uktadem preferencji na-
lezacych do rodziny P. Definiujemy funkcj¢ wagowa Ip na zbiorze M x M, gdzie
Ip(x, y) jest liczba preferencji uktadu P, do ktorych para (x, y) nalezy. Funkcje wa-
gowa Ip rozszerzamy na relacje niepuste zgodnie z definicja 1. Funkcj¢ /p nazywamy
funkcja wagowa wyznaczong przez uktad preferencji P (zob. [Florek i in. 1999]).
W pracy J. Florka [2000] pokazano, ze funkcja wagowa Ip spetnia warunki (a) i (b)
twierdzenia 1. Stad wynika, ze jezeli funkcja wagowa Ip spelia warunek (c) twier-
dzenia 1, to istnieje doktadnie jedna preferencja majaca wage /p-maksymalna (zob.
[Eyko 2000]).

3. Relacja uniwersalnie /-maksymalna i modyfikacja preferencji

Niech M bedzie zbiorem skonczonym, m = |M| > 2, P rodzina wszystkich preferencji
na zbiorze M, a I funkcja wagowa na zbiorze M x M. Ponizsza definicj¢ nadwyzki
wagowej pary niepustych podzbioréw zbioru M wprowadzono w pracy J. Florka
[2000].

Definicja 2. Jezeli (4, B) jest para niepustych podzbioréow zbioru M, to liczbg

[A>B]: Z 1(x5y)_1(y,x)
(x,y)eAxB
nazywamy nadwyzka wagowa pary (4, B). Dla podzbiorow jednopunktowych
={a}, B={b} bedziemy pisa¢ krotko [a,b]. Dla odcinkdw A= (x, ...,x)
iB=(x, ..., x;) preferencji (xi, ..., X,) przyjmujemy oznaczenie [4, B] = [{x;, ..., x1},

{5 o0y X}
Definicja 3. Relacja uniwersalnie /-maksymalna nazywamy zbior wszystkich par
(x, y) spetiajacych warunki:

[x y]>0
Oy a2l

i
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Uwaga 2. Relacja uniwersalnie /-maksymalna jest przeciwzwrotna i przechod-
nia.

Twierdzenie 2. Niech / bedzie funkcja wagowa na zbiorze M x M spelniajaca
nastgpujace warunki:

@ I(x,y)+1(y,x)=ndla(x,y) e M x M,
(b) I(x, y) < I(x, ) + (¢, y) dla (x, y), (x, 1), (t, y) € M x M.

Wtedy relacja uniwersalnie /-maksymalna zawiera zbidr wszystkich par (x, y) ta-
kich, ze I(x, y) = n.
Dowdéd. Niech I(x, y) = n. Na mocy (a) i (b) mamy

1y, ) + I(t, x) <nt Iy, x) = I(x, y).
Stad na mocy (b)
1y, )+ I(t, x) < I(x,y) < I(x, ) + (¢, ).
A wiec
[x, =1(x, ) I(t, x) = [(y, ©) - I(t, y) = [y, t].

Definicja 4. Mowimy, ze para odcinkow (4, B) preferencji p jest incydentna, je-
zeli ostatni element odcinka A4 i pierwszy element odcinka B sa kolejnymi elementa-
mi preferencji p. Jezeli (4, B) jest para odcinkow incydentnych preferencji p = (xy,...,
Xm), gdzie

A= (Xatr1, .y Xp) 1B = (Xpr1, -0 Xe)

dla 0 < a < b <c¢ < m, to nastepujaca preferencj¢ nazywamy (4, B)-modyfikacja pre-
ferencji p:

(X1s ey Xy Xty wns Xen X1y ooy Xy Xet1s -oos X)) dla 0 < a, c <m,
(Xbt1s vens Xey X1y wnvy Xpy Xetly +oer X)) dla @ =0, c <m,
(X1y ey Xay Xitls «nr Ximy Xat1, -+ Xp) dla 0 <a, c=m,
(Xpt1s « s Xy X1, -.., Xp) Odpowiednio dla a =0, ¢ = m.

Twierdzenie 3.

1. Jezeli preferencja p ma par¢ odcinkéw incydentnych (4, B) o ujemnej nadwyz-
ce wagowej, to (4, B)-modyfikacja preferencji p ma I-wage wicksza niz I(p).

IL. Jezeli x, y sa elementami zbioru 7' < M oraz [x, T] < [y, T], to para (x, y) nie
nalezy do relacji uniwersalnie /-maksymalne;.

III. Kazda preferencja o wadze [-maksymalnej zawiera relacje uniwersalnie
I-maksymalna.

Dowod

L. Niech (4, B) bedzie para odcinkéw incydentnych o ujemnej nadwyzce wago-
wej i preferencja p’ bedzie (4, B)-modyfikacja preferencji p. Wtedy
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Ip) - 1(p’) = [4, BI<0.

IL Jezeli [x, y] > 01 [x, T] < [y, T], to istnieje ¢ € T takie, ze [x, t] <[y, {]. Stad pa-
ra (x, y) nie spetnia warunku (**) definic;ji 3.

III. Niech p = (x;, ..., x,,) bedzie preferencja o wadze /-maksymalnej. Jezeli para
(x, ¥) nie nalezy do preferencji p, to para (y, x) nalezy do tej preferencji. Stad istnieja
k < ltakie,ze y=x;ix=x;0raz T = (x;, ...., x;) jest odcinkiem preferencji p. Ponie-
waz p jest preferencja o wadze I-maksymalnej, to na mocy (I)

[xi, T]2 01 [T, x] > 0.

Stad [x, T =[x, T] < [x, T]1 = [, T] i na mocy (II) para (x, y) nie nalezy do relacji
uniwersalnie /-maksymalne;.

Uwaga 3. Funkcja wagowa Ip wyznaczona przez uktad n preferencji (zob. uwaga
1) spetlnia warunki a i b twierdzenia 2. A wigc na mocy twierdzenia 2 i twierdzenia 3
(IIl) preferencja o wadze Ip-maksymalnej zawiera zbior wszystkich par
(x,y) € M x M takich, ze Ip(x, y) = n. Innymi stowy, funkcja grupowego wyboru @
spelnia warunek jednomys$lnosci w sensie Arrowa (*) (zob. [Florek 2000; Misztal
20017).

4. Preferencje zawierajace relacj¢ uniwersalnie I-maksymalna

Niech M bedzie zbiorem skonczonym, m = |M| > 2, P rodzina wszystkich preferencji
na zbiorze M oraz niech / bedzie funkcja wagowa na zbiorze M x M.

Definicja 5. Niech a=(ay, ,..., @) bgdzie ciagiem o wyrazach 0 lub 1.
a-modyfikacja preferencji 7= (¢, t,,..., t,,) € P nazywamy preferencje 7“ € P po-
wstala po uporzadkowaniu wyrazéw ciagu ¢, t,, ... t,, wedtug nastgpujacej reguly:

,<t, dla «a;=0,
A
<t <t dla o =1.

Zauwazmy, ze preferencja 7 zawiera ciag zstgpujacy odcinkéw 77, 1 <i < m, spel-
niajacy nastgpujace warunki:

(a) {t, ..., tn} jest zbiorem wyrazéw odcinka 7;°,

(b) ¢ jest pierwszym (ostatnim) elementem odcinka 7/, dla ¢; = 0 odpowied-
niodla ;= 1.

Przyklad 1. Niech = (1,0, 1, 0, ..., &,) bedzie ciagiem naprzemiennym o wy-
razach 0 lub 1 (¢, = 0 dla m parzystego, o, = 1 dla m nieparzystego). Preferencja

Ta: (tza t47 t67 veey t57 t3a tl)

jest a-modyfikacja preferencji = = (¢, &, ..., t,,). Ponadto
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Tla = Tas T;l = (IZJ l45 l67 ceey t57 t3)5 T;l = (l4, t6a ceey t5a t3),

T, = (l4, f6, ey ls), T;Z: (fﬁ, N ts),

jest ciagiem zstepujacym odcinkow preferenciji 7%
Lemat 1. Niech o = (a1, o, ..., a,,) bedzie ciagiem o wyrazach 0 lub 1 oraz
niech 7 bedzie a-modyfikacja preferencji 7 = (tl, bty ..., ). Wtedy

I(z” )——1(M><M\A)+ Z( D[t 771,

gdzie A ={(x, x): x € M}.
Dowod. Dowod przeprowadzimy przez indukcjg. Przyjmijmy nast¢pujace ozna-

czenie:
" (x,y)| dla o; =0,
(=) (x, ) = )
(y,x))dla o; =1.

Stad mamy
I((=D (6,)) =31, )+ F1(,1) + £ (D[4, ] e
Oznaczmy A, = {x, x): x € T,}. Na mocy indukcji mozemy przyjac, ze
1(r2>——1<T xT,\A >+2 > D [, 7.
2<i<m
Stad na mocy (1)
1) =Y (D" (1,3))+1(z5) =
yersy
1 a 1 a 1 o a a
:El(tlarz )"‘51(72 5tl)+§(_l) (4,7 ]+I(Tz )=
=%1(M><M\A)+l > =D,
1<i<m

Definicja 6. Niech o = («, o, ..., ;) bedzie ciagiem o wyrazach 0 lub 1.
Funkcja wagowa [ oraz ciag o wyznaczajq ciag alternatyw ¢, € M oraz ciag zbiorow
T;={t, ..., tn}, 1 £i<m, zdefiniowany indukcyjnie w nastgpujacy sposob:

() T'=M, T+ T; \{t;},

(d) ¢ e T; spehia nastgpujacy warunek

[t.T]= max{[y,T] yeT} dla o, =0
[ l.,ti]zmax{[ﬂ,y]:ye Tl} dla o, =1.
(e, D-preferencja nazywamy a-modyfikacj¢ preferencii (¢, t,, ..., £,).
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Przypomnijmy, ze kazda preferencja o wadze /-maksymalnej zawiera relacje
uniwersalnie /-maksymalng (zob. twierdzenie 1 (III)) oraz ma /-wagg nie mniejsza od
T(M xM\A). Istotnie, jezeli preferencje pip’sa przeciwne, tol(p)+I(p’) =
= [(M x M \ A). Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze takie same wtasno$ci ma kazda

(e, D-preferencja.
Twierdzenie 4. Niech a = (a1, o, ..., @) bedzie ciagiem o wyrazach 0 lub 1
oraz niech p bedzie (¢, I)-preferencja. Wtedy mamy:
L I(p)=31(M xM\A),

II. preferencja p zawiera relacj¢ uniwersalnie /-maksymalna.

Dowod. Rozwazmy ciag alternatyw ¢; € M oraz ciag zbioréw T; c M, 1 <i<m,
spehniajacy warunki (c) i (d) definicji 6. Niech p =7 bedzie a-modyfikacja preferen-
cji = (t, ta, ..., ). Na mocy warunku (a) i (d) definicji 5 i 6 mamy:

(_l)a‘ [t,'aria] 2 max {(_1)0!, [y’ z-ia ] ‘Y E Tia}'
Poniewaz

2 Dy 1=0, to (<D [z, ¥] 20,

YEr;

stad na mocy lematu 1 otrzymujemy (I).

Udowodnimy wtasno$¢ (IT). Jezeli para (x, y) nie nalezy do preferencji p = 7%, to
para (y, x) nalezy do tej preferencji. Poniewaz ciag odcinkow 77, 1 <i<m jest cia-
giem zstgpujacym, to istnieje najkrotszy odcinek 77 preferencji 7%, do ktorego
naleza x 1 y. Na mocy warunku (b) definicji 5 mamy:

y=tidlag=0,lubx=¢dlag=1.
Na mocy warunku (a) i (d) definicji 5 i 6 otrzymujemy:

[y:771=[t;,77 12 [x.77 ] dla @; =0,

[z}, x]=[z7,t;]2[7],y] dla &, =1.

J27J

Stad [x,7]]< i na mocy twierdzenia 3 (II) para (x, y) nie nalezy do relacji uniwer-

salnie /-maksymalne;j.
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PREFERENCES OF MAXIMAL WEIGHT

Summary: Let M be a finite set of m alternatives. We consider a real function / on the Car-
tesian product of this set. To every preference on the set M we assign the weight which is
equal to the sum of all values of function / on the preference. The weight function / deter-
mines a unique relation which we universally call maximal. It is proved that any preference
with the maximal weight contains the universally maximal relation. In the following part of
the paper we give a definition of the (a, /) preference determined by every sequence o of
length m with 0-1 values. It is shown that every (a, / ) preference contains the universally
maximal relation. We can see, therefore, how many different preferences of maximal weight
may occur.

Key words: group choice, optimal preference, weight function.
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