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WPLYW KONCENTRACJI
INDYWIDUALNYCH OPINII NA ISTNIENIE
MAKSYMALNIE ZGODNEJ W SENSIE BORDY
PREFERENCJI GRUPOWEJ

Streszczenie: Jednym ze sposobow wytaniania preferencji grupowej jest metoda poréwny-
wania alternatyw parami. Zostala ona zaproponowana przez Condorceta i do dzi§ stanowi
kanon metod grupowego wyboru. Idea poréwnan parami moze zosta¢ sformalizowana za
pomoca indeksu preferencji. Co wigcej, pojecie to mozna uogoélnic w ten sposodb, aby
uwzgledniato punktowy sposob agregacji opinii Bordy. W pracy przedstawiono to uog6l-
nienie, a takze wykazano, ze przeciwnie niz w przypadku metody Condorceta koncentracja
indywidualnych opinii nie prowadzi do wyboru jednoznacznej preferencji maksymalnie
zgodnej z opiniami elektoratu.

Stowa kluczowe: preferencja, wybdr grupowy, indeks preferencji, indeks Bordy, porowna-
nie parami.

1. Wstep

W 1785 r. Condorcet [1785] podat paradoks wskazujacy, ze intuicyjnie rozumiana
naturalna zasada zwyklej wigkszosci moze prowadzi¢ do braku racjonalnosci grupo-
wego wyboru. Analizujac przyktad trzech wyborcow, ktorzy wypowiadali si¢ na
temat trzech wariantow, zauwazyl, ze nie zawsze na podstawie indywidualnych opi-
nii, postugujac si¢ zasada zwyktej wigkszosci, mozna wskaza¢ optymalne w sensie
zgodnos$ci z gustami elektoratu uporzadkowanie grupowe. Istotnie, oznaczajac te
warianty jako a, b, ¢, a liniowe ich uporzadkowanie w postaci trzyliterowego stowa,
przy preferencjach reprezentowanych relacjami abc, bca oraz cab nie mozna podaé
maksymalnie zgodnego z tymi gustami liniowego uporzadkowania zbioru warian-
tow. Dwoch z trzech wyborcow preferuje a nad b, dwdch b nad ¢ 1 podobnie dwoch ¢
nad a. W zwiazku z tym maksymalnie zgodna z opinia elektoratu relacja zawieralaby
swiadczacy o nieracjonalnosci wyboru cykl. Powstaje zatem problem okreslenia
warunkow, w ktorych zasada wigkszo$ci, wyrazona porownaniem parami, prowadzi
do wskazania maksymalnie zgodnej z opiniami elektoratu grupowe;j relacji liniowego
porzadku.
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2. Twierdzenie Arrowa i Maya

W 1951 r. K.J. Arrow [1951] opublikowat stynne twierdzenie o dyktatorze. Sformu-
towat on i rozwiazal problem polegajacy na skonstruowaniu funkcji, ktéra zadanemu
uktadowi preferencji indywidualnych przyporzadkowuje pewna preferencje zwana
grupowym wyborem. Przy do$¢ naturalnych zatozeniach wynik okazat si¢ zaskaku-
jacy. Otéz wymagajac jedynie nieograniczonej dziedziny, jednomys$lnos$ci i niezalez-
nosci wyboru, funkcja reprezentujaca zbiorowa opini¢ jest rzutem na pewna oS.
W zwiazku z tym grupowy wybodr nigdy nie jest kompromisem odmiennych upodo-
ban. Moze zdarzy¢ si¢ nawet tak, ze tylko jeden czlonek elektoratu ma poglady
zgodne z preferencja grupowa, a wszyscy inni z tym si¢ nie zgadzaja. Mowiac jezy-
kiem potocznym — w grupie wyborcéw znajduje si¢ dyktator, ktérego upodobania
narzucane sa catej spotecznosci, a wybodr dyktatora jest zupeknie przypadkowy.

Rok pdzniej opublikowane zostalo twierdzenie K.O. Maya [1952]. Wskazato ono
miejsce reguty wigkszosciowej w procesie agregacji indywidualnych opinii [Rae,
Schicker 2001]. Zgodnie z tym twierdzeniem jedyna metoda akceptujaca jednocze-
$nie postulaty nieograniczonej dziedziny, anonimowos$ci, neutralnosci i mocnej mo-
notonicznos$ci jest metoda zwyktej wigkszosci. Biorac pod uwage to, ze anonimo-
wos¢ 1 neutralno$¢ sa bardzo mocno osadzone w tradycjach demokratycznych,
a mocna monotoniczno$¢ jest warunkiem akceptowalnym z punktu widzenia racjo-
nalno$ci procesu decyzyjnego, rozwiagzan uwzgledniajacych paradoks Condorceta
poszukiwaé¢ nalezy, oslabiajac pierwsze z zalozen, czyli zatozenie nieograniczonej
dziedziny. W takiej sytuacji otrzymane rezultaty mozna traktowac jako wskazania do
zasad tworzenia koalicji czy zasad ksztattowania regut kwalifikowanej wigkszosci
glosdw. Wyboru spotecznego nie dokonuje si¢ wtedy sposrdd wszelkich mozliwych
wariantow. Oznacza to, ze funkcja grupowego wyboru nie jest okreslona na zbiorze
wszelkich mozliwych uporzadkowan wariantdow, lecz na pewnym jego podzbiorze,
interpretowanym np. jako rozwigzanie koalicyjne.

3. Porownania parami

U podstaw wigkszosciowej zasady w rozpatrywanym przyktadzie Condorceta lezy
idea poréwnywania alternatyw parami. Jednym z formalnych uje¢ tego zagadnienia
jest zaproponowany przez A. Smoluka indeks preferencji [Florek i in. 1999]. Zapro-
ponowane rozwigzanie sprowadza si¢ do zliczania gloséw oddanych na poszczeg6l-
ne pary wariantow. Preferencja reprezentujaca grupowy wybdr jest taka preferencja,
dla ktorej liczba glosow jest najwigksza. Nie rozwiazuje to oczywiscie problemu
Condorceta. W podanym przez niego przykltadzie preferencja wyznaczona w ten
sposob nie jest okreslona jednoznacznie, a relacja maksymalnie zgodna z indywidu-
alnymi opiniami nie jest preferencja. Prowadzi to do zdefiniowania relacji maksy-
malnej zgodnosci, czyli relacji w najlepszy sposob odzwierciedlajacej opinie indywi-
dualne, oraz sformutowania problemu wskazania warunkéw potrzebnych lub wystar-
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czajacych na to, aby relacja ta byla preferencja. W przypadku idei zaprezentowane;j
przez Condorceta pewne czgsciowe rozwigzanie tego zadania zostalo wskazane w
2000 r. [Lyko 2000]. W kolejnych latach podano takze inne ujecia tego samego pro-
blemu ze wskazaniem mozliwych kierunkéw poszukiwan jego rozwiazania [Lyko
2010]. Okazuje sig, ze mozna, w pewien sposob ograniczajac dziedzing funkcji, za-
pewni¢ przechodnio$¢ grupowego wyboru. Ograniczenie to polega na zawezeniu
zbioru wszystkich mozliwych uktadow preferencji tylko do takich, dla ktérych zgod-
no$¢ opinii dla kazdej pary alternatyw przekracza dwie trzecie og6lnej liczby wybor-
cow. Jednoznaczno$¢ relacji maksymalizujacej indeks jest zatem zapewniona dzigki
odpowiedniej koncentracji indywidualnych opinii elektoratu.

W 1770 r. Borda [1781] zaproponowat punktowy system agregacji indywidual-
nych opinii. W systemie tym wazne jest nie tylko to, czy dana alternatywa uznawana
jest za lepsza niz inna, lecz takze to, o ile jest ona lepsza, co wyrazone jest liczba
innych alternatyw przedzielajacych dwie analizowane. W tym wypadku grupowy
wybor uwzglednia takze skalg akceptacji okreslonego rozwiazania. Kazda alternaty-
wa w liniowym uporzadkowaniu kazdego wyborcy otrzymuje okreslona liczbe punk-
tow, tym wigksza, im wyzej w rankingu okreslonego glosujacego stoi. Grupowa
preferencja wskazywana jest natomiast na podstawie zsumowanych w ten sposob
uzyskanych punktow. Oczywiscie moze si¢ zdarzy¢ tak, ze dwie alternatywy uzyska-
ja w ten sposob taka sama liczbe punktow 1 w zwiazku z tym maksymalnie zgodna
z indywidualnymi preferencjami preferencja grupowa nie jest wyznaczona jedno-
znacznie.

Zaproponowana przez Condorceta ideg¢ porownywania parami mozna takze sto-
sowa¢ w przypadku punktowej metody Bordy. Podobnie mozna, po pewnej modyfi-
kacji, wykorzysta¢ pojecie indeksu preferencji i analizowa¢ maksymalnie zgodne
w tym sensie relacje grupowe. Wnioski z tych rozwazan sg jednak w tym wypadku
znacznie rozne.

4. Indeks preferencji w sensie Bordy

Niech M oznacza k-elementowy zbidr alternatyw. O populacji wyborcow zakladaé
sig¢ bedzie, ze jest zbiorem ztozonym z n elementéw. Bez zmniejszania ogolnosci
mozna przyjac, ze jest to podzbidr {1, ..., n} zbioru liczb naturalnych. Kazdy z wy-
borcow swoja opinig o elementach zbioru alternatyw przedstawia w postaci relacji
preferencji, tzn. relacji przeciwzwrotnej, przechodniej oraz spdjnej. Relacje te nazy-
wa sig profilami czy preferencjami indywidualnymi i oznacza p;, i = 1, ..., n. Kon-
kretng preferencj¢ przedstawia si¢ natomiast w postaci stowa m, m;, ... m, , gdzie

pierwszy element interpretuje si¢ jako najlepsza, a ostatni jako najgorsza alternatywe
w opinii wyborcy i. Symbol O(M) oznacza rodzing wszystkich preferencji w zbiorze
M. Kazda funkcje

f:P— OM),
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gdzie P jest dowolnym niepustym podzbiorem zbioru O"(M),nazywa si¢ funkcja
grupowego wyboru. Funkcja grupowego wyboru przyporzadkowuje wigc kazdemu
uktadowi preferencji indywidualnych nalezacych do P pewna relacje preferencii,
ktdra interpretuje sig jako wyraz gustow wyborcow czy ankietowanych.

Konstruujac indeks preferencji w sensie Bordy, nalezy na wstepie ustali¢ miare
rozroznienia alternatyw w indywidualnym uporzadkowaniu, czyli przyporzadkowac
kazdej z nich liczbg punktow Bordy. W najprostszym przypadku przyjmuje sig, ze
o roéznicy w ocenie $wiadczy liczba innych elementéw rozdzielajacych dane alterna-
tywy [Klamler 2004]. W zwiazku z tym dla p, =m, m,, ... m; mozna okresli¢ ja
jako réznice

ﬂp, (m[j):k_j’

Pojgcie indeksu pary (x, y) wzgledem uktadu P=(p,, ... p,) dla dowolnych

x,yeM oraz P=(p,,..., p,)€O0"(M) w takim wypadku moze zosta¢ zdefinio-
wane jako

I5(x,y) = Z(ﬂp, (xX) =B, (»).

Indeks pary jest liczbowym wyrazem opinii elektoratu w sprawie dwoch alterna-
tyw x oraz y. Uwzglednia on nie tylko preferencje ograniczone do tych dwoch wa-
riantow, lecz takze to, ktore miejsca zajmuja one w liniowym uporzadkowaniu
wszystkich wyborcow.

Ustalajac dowolna preferencje p € O(M) symbolem

ind"(p) = D 17 (%),

(x,)ep

oznaczamy jej indeks wzgledem wspomnianego wczesniej uktadu. Indeks jest funk-
cja przeksztalcajaca zbior O(M) wszystkich preferencji w zbiorze M w zbidr liczb
catkowitych. Jest on miara zgodno$ci relacji z upodobaniami indywidualnymi
(py» ---s P,)-Im jest on wigkszy, tym lepiej odzwierciedla ona poszczegodlne, jednost-

kowe gusty elektoratu. W zwiazku z tym zapewnienie maksymalnej zgodno$ci
z gustami elektoratu polega¢ begdzie na maksymalizacji indeksu w klasie relacji pre-
ferencji. W przypadku, gdy wszyscy wyborcy sa jednomyslni, czyli P=(p, ..., p),
maksymalna preferencja jest wyznaczona jednoznacznie i rowna jest p. Przyjmujac
zatem jako warto$¢ funkcji grupowego wyboru preferencje maksymalizujaca indeks,
zapewnia sig spetnienie warunku jednomys$Inosci Pareto.

Problem polega na tym, ze preferencje maksymalizujace indeks nie zawsze sa
wyznaczone jednoznacznie. Latwo zauwazy¢, ze w przykladzie podanym przez
Condorceta p, =abc, p, =bca, p;=cab i funkcja ind/® jest w tym przypadku
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funkcja stala, gdyz indeks kazdej pary jest rowny zeru i w zwiazku z tym taka tez
warto§¢ przyjmuje ta funkcja dla dowolnej z szesSciu mozliwych preferencji.
W zwiazku z tym przyporzadkowanie dowolnej preferencji ze zbioru O(M) preferen-
cji maksymalizujacej jej indeks, czyli inds” , nie dla kazdego podzbioru P zbioru

0" (M) jest funkcja.

5. Maksymalizacja indeksu preferencji w sensie Bordy

Suma wszystkich punktow Bordy przyznanych alternatywie x na podstawie uktadu
preferencji P=(p,, ..., p,) € O" (M) jest rbwna

15(x) =Y B, (x).
i=1

Definicja. Rankingiem Bordy ukladu preferencji P=(p,,..., p,) € O" (M) na-

zywa si¢ dowolna preferencje p =m, m, ... m,, dla ktorej

I5(m) =I5 (m)>...> I} (m,).

Dla ustalonego profilu preferencji indywidualnych P = (py, ..., p,) € O'(M)
moze istnie¢ wigcej niz jeden ranking Bordy. W przyktadzie Condorceta kazda pre-
ferencja ma t¢ wlasnos¢. Z punktu widzenia prowadzonych tu rozwazan dotyczacych
jednoznacznosci preferencji maksymalizujacej indeks najwazniejsze jest pytanie
0 jednoznaczno$¢ rankingu Bordy. Oczywiste jest bowiem, Ze:

Twierdzenie. Jezeli p jest rankingiem Bordy uktadu preferencji

P=(p,... p))€0" (M),
a ¢ dowolna inna preferencja w zbiorze M, to
inds"(p) > indp"(q).
Latwo mozna zauwazyc¢, ze relacja p okreslona w zbiorze M wzorem
xpy < I (x)> 17 (y)

jest przeciwzwrotna i przechodnia. W zwiazku z tym, aby byta ona relacja preferen-
cji, nalezy okresli¢ warunki, w ktorych jest ona relacja spojna. Warunek spojnosci
nie bedzie speliony tylko wtedy, gdy dwie rozne alternatywy beda miaty taka sama
liczbe punktow Bordy. Wobec tego poniewaz

- 1E0) =5, 0= 3 8, )= 28, (=5, () = TE 5.0,

oczywiste staje sig:
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Twierdzenie. Relacja p jest relacja preferencji wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz-
dych x,ye M ]g(x,y);tO.
W takiej sytuacji wszystkie sktadniki sumy ind"(p) = Z I2(x,y) sa dodatnie

(x.y)ep
i dlatego wynika stad:
Whiosek. Jezeli relacja xpy <1 ff (x)>1 ﬁ (») jest preferencja, to jest ona jedy-

nym rankingiem Bordy, czyli jednoznacznie wyznaczong relacja maksymalizujaca
warto$é funkcji indp” w zbiorze O(M).

Okazuje sig, ze jest to jedyny przypadek, kiedy preferencja maksymalizujaca in-
deks inds” jest wyznaczona jednoznacznie. Jezeli bowiem dla pewnych x,y e M

1 ﬁ (x,y) =0, to oznacza to, Ze obie alternatywy maja taka sama liczbe punktéw Bor-

dy. W zwiazku z tym w uporzadkowaniu grupowym okreslonym rankingiem Bordy
moga zajmowac sasiednie pozycje. Wobec tego zamiana miejscami alternatyw x i y
w preferencji grupowej p nie zmienia wartosci indeksu i dlatego istnieje wigcej niz
jedna preferencja o takim samym maksymalnym indeksie.

Spostrzezenie to pozwala w prosty sposob zauwazy¢, ze inaczej niz w przypadku
maksymalizacji indeksu preferencji w sensie Condorceta koncentracja indywidual-
nych opinii nie prowadzi do jednoznacznosci relacji maksymalizujacej indeks. Jezeli
bowiem n = ki p; = mm, ... my, natomiast p, = p; = ...pp= myms ... mymy, to dla

P=(py, . py) Io(m)=15(m)=k—1

i w zwiazku z tym istnieje wigcej niz jeden ranking Bordy. Tym samym preferencja
maksymalizujaca indeks nie jest wyznaczona jednoznacznie. Brak jednoznacznosci
wystepuje nawet w takiej sytuacji, gdy prawie wszyscy wyborcy sa zgodni w swoich
opiniach. Swiadczy to w pewnym sensie o stabosci metody Bordy. Regula wigkszo-
$ciowa reprezentowana zasada porownan parami Condorceta przy tak zgodnym elek-
toracie prowadzi do rozstrzygnigcia w postaci optymalnej preferencji grupowej. Nie
daje natomiast takiego rezultatu sposdb agregacji opinii indywidualnych zgodny
z zasada Bordy.

6. Whnioski

Konstruujac funkcjg indeksu preferencji wykorzystujaca ideg porownywania alterna-
tyw parami, mozna w zaleznosci od sposobu agregacji indywidualnych opinii otrzy-
mac znacznie rozne wnioski dotyczace istnienia rozwiazan optymalnych. Za rozwia-
zanie optymalne przyjmuje si¢ oczywiscie takie, ktore w maksymalnym stopniu
zgodne jest z opinia elektoratu. Wyrazem tej zgodnosci jest maksymalizacja indeksu
preferencji. W przypadku agregacji zgodnie z zasada zarowno Condorceta, jak i Bor-
dy podzbiory dziedziny funkcji grupowego wyboru, czyli zbioru O"(M), dla ktorych
mozliwe jest wskazanie jednoznacznie wyznaczonej preferencji maksymalizujace;j
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indeks, nie sa zbiorami pustymi. Rézne jakosciowo musza jednak by¢ warunki je
okreslajace. W przypadku agregacji zgodnie z zasada Condorceta wystarczy postu-
lowa¢ odpowiednia, przewyzszajaca dwie trzecie zgodnos$¢ elektoratu. Nie jest to
natomiast warunek wystarczajacy w sensie agregacji zgodnie z idea Bordy. W tym
wypadku nawet zgodno$¢ na poziomie wszystkich z wyjatkiem jednego wyborcy
przy odpowiednio duzym zbiorze alternatyw nie gwarantuje optymalnego w rozpa-
trywanym sensie grupowego wyboru. Oznacza to, ze w tym wypadku trudniej jest
tworzy¢ koalicje i jednostkowe decyzje tatwiej przekladaja si¢ na zbiorowa opinig.
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EFFECT OF CONCENTRATION OF INDIVIDUAL OPINIONS
ON THE EXISTENCE OF A MAXIMUM MATCHING
COLLECTIVE PREFERENCE ACCORDING TO BORDA

Summary: One of the ways of establishing group preferences is by a method of comparison
of alternatives in pairs. It has been proposed by Condorcet and until today it has been consi-
dered a principle of group selection methods. The idea of comparison in pairs may be forma-
lized using a preference index. Moreover, the concept can be generalized in such
a way as to acknowledge Borda’s method of point aggregation of opinion. This work shows
the generalization, and it demonstrates that rather than in the case of the Condorcet method,
the concentration of individual opinions does not lead to a conclusive selection of an unam-
biguous preference most compatible with the opinions of the electorate.

Key words: preference, group choice, preference index, Borda’s index, comparison in pairs.
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