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SKELADKA STOP-LOSS
W ZALEZNYM MODELU RYZYKA'

Streszczenie: Ubezpieczyciel, chcac chroni¢ portfel ubezpieczeniowy przed duzymi poje-
dynczymi szkodami albo przed bardzo duza liczba matych szkdd, ktore tacznie daja wielka
stratg¢ w calym portfelu, stosuje reasekuracjg. W reasekuracji szkodowosci najczgsciej sto-
sowang sktadka jest skladka stop-loss. Jezeli S oznacza catkowita szkode w reasekurowa-
nym portfelu, a d jest poziomem retencji cedenta, to sktadka netto reasekuratora wynosi
n(d)=E[(S —d),]. W klasycznym modelu ryzyka zaktada sig, ze wysoko$¢ wyplat doko-

nywanych przez ubezpieczyciela jest niezalezna. Jednak to zatozenie jest niewlasciwe. Za-
leznos¢ wyplat moze wynika¢ z faktu, ze w portfelu znajduja si¢ polisy wykupione przez
matzenstwo albo grupg osob, ktdre narazone sa na to samo ryzyko. W pracy zostanie rozwa-
zony wplyw zalezno$ci na wielkos¢ sktadki stop-loss.

Stowa kluczowe: sktadka stop-loss, zalezny indywidualny model ryzyka, portfel ubezpie-
czeniowy.

1. Wstep

Ubezpieczyciel, chcac chroni¢ portfel ubezpieczeniowy chroniacy przed duzymi
pojedynczymi szkodami albo przed bardzo duza liczba matych szkod, ktore tacznie
daja wielka strate w calym portfelu, stosuje reasekuracje. W reasekuracji szkodowo-
sci reasekurator pokrywa nadwyzke zagregowanych szkéd ponad ustalony poziom
retencji cedenta. Jezeli S oznacza calkowita szkode w reasekurowanym portfelu, a d
jest poziomem retencji cedenta, to sktadka netto reasekuratora wynosi

7(d)=E[(S-d),] M

i nazywa si¢ sktadka stop-loss.
Niech portfel ubezpieczyciela zawiera n polis ubezpieczeniowych, ktore
w przypadku zaj$cia szkody gwarantuja okreslona wyplatg w wysokosci b,. Niech

! Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2010-2012 jako projekt badawczy
nr 3361/B/H03/2010/38.
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X, okresla wielko$¢ wyplaty zgodnie z i-ta umowa ubezpieczeniowa. Wtedy zagre-
gowana wielkos¢ szkdd w reasekurowanym portfelu jest nastepujaca:

S=X+X,+..+X , 2)
gdzie szkody maja rozktad dwupunktowy
P(X,=0)=p,, P(X,=b)=1-p, =q,. 3)

Niech F; bedzie dystrybuanta, a f (s) funkcja prawdopodobiefistwa zagrego-
wanej wielkosci szkod S. Dla rozktadéw dyskretnych sktadke (1) wyznacza sig ze
wzordow (por. [Klugman, Panjer, Willmot 1998])

2(d)=2 (s=d) fs(s)= D [1-F()]= E(S)~d + Y Fy(s), “)

s>d s>d 0<s<d

gdzie E(S) jest warto$cia oczekiwana zagregowanej wielkosci szkod. Zatem aby
obliczy¢ warto$¢ sktadki stop-loss przy zadanym poziomie retencji d, nalezy wyzna-
czy¢ rozktad zagregowanej wielkosci szkod.

W kolejnych dwodch rozdziatach przedstawione zostana dwa modele ryzyka.
W jednym modelu bedzie si¢ zaktada¢, ze wielkosci szkdd sa wzajemnie niezalezne,
a w drugim modelu rozpatrzone zostana niektore typy zaleznosci migdzy szkodami.

2. Klasyczny model ryzyka

W klasycznym modelu ryzyka zaktada sig, ze wielkosci szkod sa wzajemnie nieza-
lezne. To zatozenie w znacznym stopniu upraszcza obliczenia. Dla wcze$niej okres-
lonego portfela polis ubezpieczeniowych rozktad zagregowanych szkdd, o rozktadzie
dwupunktowym pojedynczych szkod, mozna wyznaczy¢ rekurencyjnie. Niech

p;, x=0,
fi(x)= (5)
q,, X= b,'a
oraz
S=X+..+X,dlai=2,3,..,n (6)
Wtedy, rozpoczynajac od S, =X, funkcja prawdopodobienstwa zmiennej S, ma
postac
pifs,,, (x), x<b,
Js, ()= (7
pifs,,, (%) + qz‘fsﬁl (x=b,), x=b,.

W przypadku gdy wielkos¢ szkody wynosi 1 i moze wystapi¢ z prawdopodo-
bienstwem g, tj.



112 Anna Nikodem-Stowikowska

PX;=0)=p, P(X;=1)=1-p=gq, ®)

rozktad zagregowanej wielkosci szkod S jest rozktadem dwumianowym o para-
metrach n i g o funkcji prawdopodobienstwa postaci

P(S=5) =[’Z]q*<l—q)“. ©)

Przyklad 1

Rozwazmy grupowe ubezpieczenia na zycie 100 pracownikéw. Niech prawdo-
podobienstwo wyplaty swiadczenia w wysokosci 1 wynosi 0,0098. Wartos¢ sktadki
stop-loss w zaleznosci od poziomu retencji przedstawia tab. 1 oraz wykres na rys.1.

Tabela 1. Sktadka stop-loss w przypadku klasycznego modelu ryzyka

d (d) d (d)

0 0,98 4 0,00370299
1 0,35350137 5 0,00055174
2 0,09665669 6 0,00007060
3 0,02090587 7 0,00000789

Zrodlo: opracowanie wlasne.

n(d)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 224

Rys. 1. Wartos¢ sktadki stop-loss w przypadku klasycznego modelu ryzyka

Zrddto: opracowanie wilasne.

Warto$¢ sktadki stop-loss dla poziomu retencji zero jest rowna wartosci oczeki-
wanej zmiennej losowej S, czyli 7(0)=E(S)=0,98.
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3. Zalezny model ryzyka

W tym rozdziale przedstawione zostang dwa typy zaleznosci migdzy szkodami,
ktére zaczerpnigte sa z prac [Dhaene, Denuit 1999; Dhaene, Goovaerts 1997; Hu,
Wu 1997]. Obliczona zostanie takze sktadka stop-loss przy zatozeniu tych typoéw
zalezno$ci. Niech zatem zagregowana wielkos¢ szkod dla portfela polis ma postaé
(2) z rozktadem szkod okreslonym w (3). Pierwsza zalezno$¢ migdzy szkodami opi-
sana bedzie za pomoca nastepujacego wyrazenia (por. [Dhaene, Goovaerts 1997]):

P(X,,=0]|X,=0)=1dlai=1,2,.,n-1. (10)

Niech p, < p, <...<p,, to wyrazenie (10) oznacza, ze jezeli nie dojdzie do wy-
platy zgodnie z polisa i , to nie dojdzie takze do wyplaty zgodnie z polisa i + 1. Wy-
razenie to mozna tez uogolnic, tj.

P(X, =0|X =0)=1dlai=12,...,n—1, j=12,..,n—i. (11)

i+j

Ponadto z (10) wynika, ze

P(X,, =b.,| X, =b) =11‘_—1; (12)
az(12)
P(X,,=b | X,=b)=1 (13)
oraz
P(X_, =b_ | X =b)=1. (14)

Wyrazenie (14) oznacza, ze jesli dojdzie do wyplaty zgodnie z jedna z polis, to
dojdzie rowniez do wyptaty swiadczen z wyzszym prawdopodobienstwem wystapie-
nia szkody. Zatem zagregowana wielko$¢ szkod (oznaczona w tym modelu przez
S™) moze przyja¢ nastepujace wartosci 0, b, b, +b,, ..., b, +...+b, .

Rozktad prawdopodobiefistwa i dystrybuanta F zmiennej losowej S° maja od-
powiednio postac:

P(S"=0)=p,
P(S"=b+b,+..+b)=p.,—p, dla i=1,2,..,n+], (15)
P(S"=b+b,+..+b)=1-p,,

p, 0=<s<b,
F.(s)=\Pu» b+..4+b<s<b+..+b

s 1=2,,n—1, (16)
1, s>b +...+b,.
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Przyklad 2
Rozwazmy portfel polis ubezpieczeniowych opisany w przyktadzie 1. Zat6zmy,
ze szkody sa zalezne zgodnie z wyrazeniem (10). W tabeli 2 przedstawiono sktadke

stop-loss w przypadku niezaleznych i zaleznych szkod (odpowiednio 7(d) i 7" (d)).
Obliczono btad wzgledny sktadki stop-loss. Za poroéwnanie przyjeto sktadke stop-
-loss wyliczona dla klasycznego modelu ryzyka.

Tabela 2. Sktadka stop-loss dla klasycznego i zaleznego modelu ryzyka

d n(d) 7 (d) Btad wzgledny
0 0,98 0,98 0,00
1 0,35350137 0,97020000 1,74
2 0,09665669 0,96040000 8,94
3 0,02090587 0,95060000 44,47
4 0,00370299 0,94080000 253,07
5 0,00055174 0,93100000 1 686,40
6 0,00007060 0,92120000 13 046,26
7 0,00000789 0,91140000 115 540,78

Zrodto: opracowanie wlasne.

Z tabeli 2 wynika, ze warto$¢ sktadki stop-loss przy tak zaleznych wielkosciach
szkod jest wyzsza od wartos$ci sktadki wyliczonej w modelu zaktadajacym niezalez-
nos¢.

Drugi model zalezno$ci ryzyka zaktada, ze Zq[ <1 (por. [Hu, Wu 1999]).
i=1

Niech
P(X,=b,X,=b)=0dlai#],
P(Xl :0,-"9 Xjfl :OﬂXj :b/’Xj+1 :0""’Xn :0):‘11' dlaj:l""’ n, (17)

P(X,=0,..,X,=0)=1-Yq,
i=1

wtedy zagregowana wielko$¢ szkod (w tym modelu oznaczona przez S. ) przyjmuje
wartosci 0,b,,b,,...,b,. Rozkltad prawdopodobiefistwa i dystrybuanta F zmienne;j

losowej S. jest nastgpujaca:

P(S.=0)=1-Yq,, P(S.=b)=gq,, (18)

i=1
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1->"g,, 0<s<b,
i=1
Fy(s)=41-Yq, b, <s<b, dla j=2,..n, (19)
i=j

1, s=b .

n

Przyklad 3

Rozwazmy portfel opisany w przyktadzie 1 przy zatozeniu, ze zaleznosci opisane
sa wzorem (17). Poniewaz S, moze przyjmowac tylko wartosci 0, b,, b,, ..., b, , wigc
w tym przykladzie przyjmie tylko 0 i 1. Sktadka stop-loss dla d =0 jest rowna war-
tosci oczekiwanej, tj. 0,98, a dla pozostatych wartosci d przyjmuje wartos¢ 0. Zatem
jest nizsza niz sktadka stop-loss przy zatozeniu niezaleznosci.

4. Wplyw zaleznosci na wielkos¢ skladki stop-loss

Zaleznos$¢ okreslona przez (10) oznacza ryzykowniejszy portfel polis niz w modelu
o niezaleznych szkodach, a to pociaga za soba wyzsza sktadke stop-loss. W przypad-
ku zaleznosci opisanej wzorem (17) portfel jest mniej ryzykowny od portfela polis
z niezaleznymi szkodami. W tym rozdziale pokazane zostanie, ze dla pierwszego
typu zaleznos$ci zachodzi

E[(S—d).]<E[(S"~d).], (20)
za$ dla drugiego typu zaleznosci spetnione jest
E[(S—d),]12 E[(S. ~d).,]. 21)

Rozwazmy portfel polis ubezpieczeniowych, dla ktoérego szkody sa zalezne
w sposob okreslony w (10). Niech

S;i=X,+..+X, dlak=12,..,n, (22)

wtedy dystrybuanta zmiennej losowej S, ma postaé

p, 0<s<b,
Fo.(s)=Pu» b+..+b<s<b+..+b,, i=12,.. k-1, (23)
I s2b +..+b,.

Zalozmy, ze dla modelu o niezaleznych szkodach i modelu z zaleznymi szkoda-
mi zgodnie z (10) zachodzi

E[(S, —d).1S E[(S, - d).], 24
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czyli
E(S)—d+ Y F ()<E(S)—d+ ), Fi(s).

0<s<d 0<s<d

Poniewaz E(S,) = E(S,), wigc

RACED) F.(s). (25)

0<s<d 0<s<d

Dla k=1 speliona jest powyzsza nier6wnos¢. Sprawdzmy, czy dla k+1 niero6w-
no$¢ (25) jest réwniez prawdziwa. Dla modelu z niezaleznymi szkodami mamy

Fs (s)=P(X, +..+ X, <s)=

=Y P(X 4.+ X, <5 X, =x) P(X,, =x)=

x<s

=Y P(S, <s—x|X,,, =x)-P(X,,, =x)= Y F; (s—x)-P(X,,, =x).

X<s X<s

Zatem dla s < b, zachodzi
Ey (5)=F (8) P(X,, = 0) = F (5) proy < F (5),
adla s >b,,, spelnione jest

Fy (8)=F; (s)-P(X,,, =0)+ Fy (s=b,) - P(X;,, =b,) =

ZFsk (8)" P +Fsk (5=b1) G SFsk (8)" P +Fsk (8) i =FSAY (s).

Stad dla 0<d <b, +...+ b, mamy

D F (DS D F ()< ) F(s)= > Fy (s).

0<s<d 0<s<d 0ss<d 0<s<d

Dla d > b, +...+ b, otrzymujemy, ze

FSk+l(S):ZP(X1+"'+Xk1_ | X =%)-P(X,, =x) 2

2PX, +..+ X, <51 X, =0)-P(X,,=0)=
=P(X, +..+ X, S5, X,,=0)=F, ().
Stad
E[(Sp—d). 1= 1= Fy (DS [1-F (9)]=E[(S,.,—d).].

s>d s>d
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Zatem w sposob indukcyjny zostalo pokazane, ze dla pierwszego typu zaleznosci
sktadka stop-loss jest wyzsza niz w modelu z niezaleznymi szkodami.

Niech dla drugiego modelu zalezno$ci zgodnie z (17) i modelu z niezaleznymi
szkodami spetniona jest nierdowno$é

E[(S, —d).12 E[(S., —d).]. (26)

Dystrybuanta zmiennej losowej S., opisana jest wzorem

k
1->"g,, 0<s<b,

i=1
k
Fy (5)=41->q,, b, <s<b, j=2,..k,

L s2b,.

Dla k =1 spelniona jest nierowno$¢ (26). Sprawdzmy, czy dla k +1tez zachodzi
E[(Sk+1 - d)+] = E[(S*k+1 - d)+] :
Poniewaz

E(S)—d+ Y Fy ()2 E(S.,)—d+ Y F (s),

0<s<d 0<s<d

wiec wystarczy pokazacd, ze dla k& +1 spetnione jest

D F ()2 D Fy (s).

0<s<d 0<s<d
Jezeli b <b, <...<b, ,todla d <b, oraz s<d mamy

Fy ()= F (s=y)-P(X,,, =) = Fy () P(X,,, = 0)=

y<s

stk (8)-(1—q,,,) :FS,\. ($) = -

Stad
Z Si, I(S): Z Fsk(S)_qkﬂ 2 Z FS*k(S)_qu = Z FS‘,M(S)‘
0<s<d 0<s<d 0<s<d 0<s<d
Dla d>b,rozwazmy dwa przypadki, gdy se[d,b,,) i s=b,,. Wtedy dla

seld, b,,,) otrzymujemy

Fy (9)=) F, (s—y)-P(X,,, =) =F; (s)-P(X,,, =0) =

y<s

Fy () Pra < Py = s, (5),
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adla s >b,,, mamy

FSA.H(S):ZFSk(S_y)'P(XkH =y)=

y<s

:Fsk(s)'P(an:0)+Fsk(s_bk+1)'P(Xk :bk+1)31:F*M(S)~

+1

Stad
D (A=Fy ()= (1-F

s>d s>d

(s)) .

*k+1

Zatem zostato pokazane, ze sktadka stop-loss w modelu z zaleznymi szkodami zgod-
nie z (17) jest nizsza od sktadki stop-loss w modelu z niezaleznymi szkodami.

W pracach [Dhaene, Goovaerts 1997; Hu, Wu 1999] pokazano, ze modele za-
leznego ryzyka opisanego warunkami (10) i (17) sa odpowiednio najryzykowniejsze
i najmniej ryzykowne w tym sensie, ze maja odpowiednio najwigksza i najmniejsza
sktadke stop-loss niz w dowolnych modelach ryzyka.
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STOP-LOSS PREMIUM IN THE DEPENDENT RISK MODEL

Summary: In the classical risk model it is assumed that the individual claim sizes are inde-
pendent. However, in the practical application of this model this assumption is not appropri-
ate. For example, several policies may concern the same person or a marriage may have
a policy in the same portfolio. In the second case, it is dependence, because both are ex-
posed to the same risks. To consider a group life (or health) insurance of the employees
working in the same place, it is necessary to take into consideration the dependence between
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the risks of an insurance portfolio. The employees are exposed to the same risks, such as ill-
ness (e.g. flu), a single event (e.g. the collapse of a workshop). In order to protect oneself
against large individual claims or against the fluctuation in the number of claims, the insurer
takes out reinsurance cover for his insurance portfolio. If S is the aggregate claim amount
and d is a retention, then the net stop-loss premium is defined 7(d)= E[(S —d),]. The ef-

fect of the dependence on the stop-loss premium will be considered in this paper.

Key words: stop-loss premium, dependent individual risk model.
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