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O ROLI MACIERZY KOWARIANCJI
W LINIOWEJ FUNKCJI DYSKRYMINACYJNEJ

Streszczenie: Konstrukcja znanej i czgsto wykorzystywanej w praktyce liniowej funkcji
dyskryminacyjnej oparta jest na macierzy kowariancji wewnatrzklasowej. W klasycznym
przypadku analizy dyskryminacyjnej, gdy wystepuja dwie populacje, liniowa funkcja dys-
kryminacyjna jest w pewnym sensie optymalna, gdy obie populacje maja t¢ sama macierz
kowariancji. W artykule podniesiony zostal problem wykorzystania macierzy kowariancji
catkowitej w funkcji dyskryminacyjnej. W wyniku przeprowadzonych analiz okazuje si¢
bowiem, ze jako$¢ klasyfikacji przeprowadzonych przy uzyciu macierzy kowariancji za-
réwno catkowitej, jak 1 wewnatrzklasowej jest identyczna. To ciekawe zjawisko stato si¢ in-
spiracja do znalezienia przyczyn oraz interpretacji geometrycznej owej reguly.

Stowa kluczowe: analiza dyskryminacyjna, credit scoring, wektory wlasne, macierz kowa-
riancji.

Problematyka zwiazana z zagadnieniem klasyfikacji obserwacji do jednej ze znanych
populacji ma swoje bogate odzwierciedlenie w literaturze z obszaru wielowymiaro-
wej analizy danych. W toku licznych badan przeprowadzonych nad efektywnosScia
réznorodnych algorytméw umozliwiajacych znalezienie reguly klasyfikacyjnej, ktora
z jednej strony minimalizowataby btad klasyfikacji w ramach préby uczacej, a
z drugiej strony zachowywata wysoka predyktywno$¢ w zastosowaniach praktycz-
nych, okazato sig, ze podstawowe metody czgsto pozwalaja uzyska¢ wyniki nie gor-
sze od metod duzo bardziej zaawansowanych. Wnioski wyciagnigte z badan pokry-
waja si¢ rowniez z do§wiadczeniami tych osob, ktore budowaty modele statystyczne,
a nastgpnie stosowaly metody dyskryminacyjne w finansach w obszarze badania
wiarygodnosci kredytowej klientoéw indywidualnych. Stosunkowo najczesciej wyko-
rzystywana przez bankowcoéw metoda oceny wiarygodnosci kredytowej oparta jest
na liniowej funkcji dyskryminacyjnej Fishera. Prostota metody odznacza si¢ duza
fatwoscia w interpretacji parametrow modelu, co z pewnos$cia nie pozostaje bez zna-
czenia dla praktykow.

Stosunkowo dobrze znana i szeroko opisana w literaturze liniowa funkcja dys-
kryminacyjna Fishera wykorzystuje w swojej budowie wewnatrzklasowa macierz
kowariancji cech. Takie postgpowanie przy budowie modelu zapewnia nam jego
optymalno$¢ rozumiana w sensie przedstawionym w dalszej cz¢sci artykutu. W dro-
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dze licznie przeprowadzanych eksperymentow nad modelami dyskryminacyjnymi
pojawila si¢ pewna hipoteza co do zasadnosci wykorzystywania w procesie budowy
modelu liniowej funkcji dyskryminacyjnej Fishera macierzy kowariancji we-
wnatrzklasowej. Stad postanowiono zbada¢ wpltyw na jako$¢ modelu podstawienia
do wzoru Fishera w miejsce macierzy kowariancji wewnatrzklasowej macierzy ko-
wariancji catkowitej wyznaczonej dla obu populacji tacznie. Okazuje si¢ bowiem, ze
parametry modelu uzyskane w ten sposob roznia si¢ od tych uzyskanych tradycyjnie.
Co ciekawe, w obu przypadkach jakos¢ klasyfikacji zawsze pozostaje identyczna.
Zjawisko to stato si¢ przyczyna poszukiwania jego wytlumaczenia oraz powodem
odnalezienia jego geometrycznej interpretacji.

R.A. Fisher w pracy [1936] zaproponowal metode analizy dyskryminacyjnej,
w ktorej wektor parametrow wyznaczany byl na podstawie ponizszego wzoru:

A=5"(x -X,), (1)

gdzie x,oraz x, to wektory warto$ci $rednich wyznaczane dla obu populacji, nato-
miast macierz S nie jest ,,zwykla” macierza kowariancji liczona jako:

5© =ﬂ2(xf ~F)(x, - f)ﬂ, @

1

lecz macierza wariancji wewnatrzklasowej liczong wedtug wzoru:

s =1{§ PICEENE —f,.)f}, ®

J=1¢;eC;

czy tez rownowaznie, jak podaje Maddala w pracy [Maddala 1994]:

5 =ﬁ{2<xh =05, =B+ 3 %)y ’W}' v

Warto zauwazy¢, ze z faktu wystepowania takich samych macierzy kowariancji
w obu populacjach (bo rozwazamy przypadek dwoch populacji), tj. X, = X,, nie
wynika, ze macierz kowariancji liczona dla wszystkich obserwacji X jest rowna
macierzom X, oraz 2, . Jest tak jedynie w trywialnym przypadku, gdy dwie popula-
cje pochodza z tego samego rozktadu, co tatwo udowodni¢ dla przypadku populacji
o rozktadzie jednowymiarowym.

Tak wigc w zaleznosci od tego, czy do wzoru (1) podstawimy macierz liczona
wedhug wzoru (2) czy tez wedlug wzoru (3), otrzymamy za kazdym razem inny wek-
tor parametréw A . Mozna sobie zatem zadaé pytanie, ktory z uzyskanych wektorow
parametréw jest lepszy, tj. ktory pozwala lepiej klasyfikowaé obserwacje. Aby od-
powiedzie¢ na to pytanie, nalezy wyjs¢ od znanego zwiazku migdzy macierzami
kowariancji wewnarzgrupowe;j, calkowitej i migdzygrupowej postaci:
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SO — g 4 )

W zaproponowanej przez Fishera metodzie parametry modelu analizy dyskrymi-
nacyjnej wyznacza sig¢, maksymalizujac wyrazenie:

Ti—= =12
P /1(—;6@;2) —> max, 5)

gdzie w liczniku mamy wariancj¢ migdzygrupowa, mianownik za$ to wariancja we-
wnatrzgrupowa. Licznik mozna zatem zapisa¢ (podobnie jak mianownik) jako

ATSM 2 edzie S™ to macierz kowariancji migdzyklasowej:

= m — max (6)

lub, co jest rownowazne, minimalizujac odwrotnosc:
1 ATS"
i /1TS(M)/1 — min. @)
Zmieniajac kryterium (6) w taki sposob, ze macierz kowariancji wewnatrzgru-
powej S zastapimy macierza kowariancji catkowitej S, otrzymamy:

o _ASYA_ ATsYa A4
ATSOL AT 5T ATSM 11 aTs;

— max. 8)

Szukajac wektora rozwiagzan A, mozna powyzsze kryterium (8) zapisa¢ w posta-
ci minimalizacji odwrotnosci, tj.

1 A'S"A+278"2

ER 7500 ] — min, ©)
mozna tu zauwazyc¢, ze
1 AS™aA+2"8"2 /‘LTS(M)/1+/1TS(W)/I ﬂTS(W)ﬂ, 1
K? - ATSU0 4 - AT N /ITS(M)/?, ’ K"’ (10)

Z powyzszej rownosci wynika, ze minimalizowana funkcja (7) r6zni si¢ od funk-
cji (9) jedynie o stala, co znacznie upraszcza dalsze wnioskowanie co do znalezienia
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wektora rozwiazan w obu rozwazanych wariantach. Zatem okazuje sig, ze nie jest

) (©)

istotne, ktorg macierz wezmiemy do analizy S’ czy tez S*’, bo w rezultacie uzy-

skany wektor p) bedzie spetnial warunek minimalizacji funkcji zarowno (7), jak
1(9).

Analizujac wektory ) uzyskane wedlug dwoch przedstawionych sposobow,
przekonujemy sig, si¢ ze ich wartosci skladowe sg rozne, cho¢ réznica obu uzyska-
nych wektoréw polega jedynie na réznicy w ich dlugosciach, podczas gdy ich kie-
runki pozostaja identyczne. Jak to zostato przedstawione powyzej, wektory rozwia-
zan uzyskane dla réznych macierzy kowariancji koresponduja z ekstremum obu
przedstawionych kryteriow, tj. K1 (6) oraz K2 (8). Stad zatem wniosek, iz ekstre-
mum obu funkcji K1 i K2 jest niewrazliwe na dtugo$¢ wektora rozwiazan A .

Co ciekawe, korzystajac z ogdlniejszego zapisu kryterium:

mozna wykazaé, ze A jest wektorem wlasnym niesymetrycznej macierzy 4 postaci:
A=8"1gu,

Zaleznos¢ ta doskonale ttumaczy, dlaczego uzyskane dwa ,,r6zne” wektory moga
by¢ rozwiazaniami rownowaznymi. Ot6z, gdy rozwiazaniem jest wektor wilasny
macierzy 4, to mnozac go przez skalar, dokonujemy jedynie zmiany jego dtugosci,
podczas gdy dalej pozostaje on wektorem wlasnym macierzy A4, w zwiazku z czym
dalej jest on poprawnym rozwiazaniem. Taki wlasdnie przypadek obserwujemy przez
wykorzystanie we wzorze Fishera macierzy kowariancji catkowitej, gdy uzyskany
wektor rozwiazan rézni si¢ jedynie swoja dtugoscia od wektora rozwiazan uzyskane-
go droga tradycyjna.

Celem przedstawionych powyzej rozwazan o charakterze teoretycznym byto wy-
jasnienie interesujacego zjawiska polegajacego na otrzymywaniu analogicznych
wynikow analizy dyskryminacyjnej w kontekscie wykorzystania obu macierzy ko-
wariancyjnych. Wyjasnienie przyczyn relacji pomigdzy uzyskanymi wektorami pa-
rametrow pozwala réwniez uprosci¢ proces budowy modelu dyskryminacyjnego.
Latwiej bowiem jest obliczy¢ jedna macierz kowariancji calkowitej, ktorej imple-
mentacja znajduje si¢ w kazdym oprogramowaniu statystycznym, jak rowniez
w popularnym Excelu, a nastgpnie podstawi¢ ja do wzoru Fishera (co uczynilem),
anizeli wyznacza¢ dwie odrebne macierze kowariancji wewnatrzklasowej dla kazde;j
z populacji z osobna i wyznacza¢ trzecig macierz, ktéra wedtug procedury wykorzy-
stujemy we wzorze Fishera. W ten sposob mozliwe staje si¢ skrocenie czasu przygo-
towania obliczen posrednich, co jest szczegdlnie wazne w przypadku modeli o duzej
liczbie obserwacji stosowanych w praktyce. Ponadto caly model nabiera prostoty
oraz elegancji, co nie pozostaje bez znaczenia w konteks$cie odkrywania pigkna
matematyki.
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THE ROLE OF THE COVARIANCE MATRIX
IN A LINEAR DISCRIMINANT FUNCTION

Summary: The construction of the well-known and often used in practice linear discrimi-
nant function is based on the interclass covariance matrix. In a classic case of discriminant
analysis, where there are two populations, linear discriminant function is optimal when both
populations have the same covariance matrix.In this article the author describes a problem of
using the total covariance matrix calculated for all observations in the discriminant function.
As a result of the analysis it is clear that the quality of the classification carried out by using
the total covariance matrix and interclass is identical. This interesting phenomenon has be-
come an inspiration to find the causes and the geometric interpretation of this rule.

Key words: discriminant analysis, credit scoring, eigenvectors, covariance matrix.
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