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WLASNOSCI TESTU DAVIDA-HELLWIGA

Streszczenie: W literaturze statystycznej obserwujemy staly wzrost zainteresowania me-
todami nieparametrycznymi. Metody te na ogoét sa oparte na statystykach liczacych ran-
gowych, liczaco-rangowych, pozycyjnych oraz na liczbie i dtugosci serii. W pracy tej przed-
stawiony zostanie nie mniej znany test oparty na liczbie pustych cel. Rozwazany bedzie test
zgodnos$ci Davida—Hellwiga. Przedstawiona zostanie empiryczna moc tego testu w porow-
naniu z klasycznymi testami: Kotmogorowa—Lillieforsa oraz Shapiro—-Willka dla hipotezy
o normalnosci rozktadu.

Stowa kluczowe: testy: Kotmogorowa-Lillieforsa, Shapiro—Willka, Davida—Hellwiga empi-
ryczna moc testow normalnosci.

1. Uwagi wstepne

W literaturze statystycznej obserwuje si¢ staly wzrost zainteresowania metodami
nieparametrycznymi. Metody te najczgsciej sa oparte na statystykach liczacych (te-
sty znakéw), rangowych, liczaco-rangowych, pozycyjnych, opartych na liczbie lub
dtugosci serii, na liczbie pustych cel.

Wydaje sig, ze wzrost zainteresowania ta klasa testow wynika gtownie z tego, ze
podejécie nieparametryczne jest bardziej realistyczne, uniwersalne i pewne. Nalezy
jednak podkresli¢, ze zawsze wazne jest kazdorazowe analizowanie zachowania sig
procedur testowych w niestandardowych problemach badawczych. Istotne sa sfor-
mutowanie pytania, na ktore chcemy uzyska¢ odpowiedz w wyniku zastosowania
okreslonej procedury statystycznej, i wstepne postulaty, ktore musza by¢ spetnione,
aby nasza odpowiedz byta zasadna. Istotnym btedem powodujacym dochodzenie do
nieprawdziwych wnioskow jest stosowanie procedur statystycznych, ktore sa oparte
na pewnych, przyjetych z gory zatozeniach nie dajacych si¢ zweryfikowac na pod-
stawie uzyskanych obserwacji, a takze logicznie uzasadni¢. Wida¢ wigc, ze metody
statystyczne powinny by¢ traktowane nie tylko jako procedury szczegdlnego mode-
lu, réwniez lecz takze jako procedury uzupehiajace przy roznych modelach uwzgled-
niajacych metody wnioskowania statystycznego.

Uwzgledniajac roznorodne trudnosci i niebezpieczenstwa wynikajace ze stoso-
wania do$¢ powszechnie tych procedur, statystycy daza do opracowywania takich
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metod, ktore zaleza od jak najmniejszego zestawu zatozen. Zwykle takie metody
naleza do procedur wnioskowania nieparametrycznego zwanych rowniez metodami
niezaleznymi od postaci rozktadu badanych zmiennych losowych.

W pracy przedstawione zostang wyniki analizy wiasnosci testu Davida—Hellwi-
ga dla weryfikacji hipotezy o normalno$ci rozktadu, ktorego funkcja testowa jest
liczba pustych cel.

Testy oparte na liczbie pustych cel dla jednej proby przedstawili David [2]
i Okamoto [10]. Nastepnie teoria pustych cel byta rozwijana przez Csorgo i Guttma-
na [1], Hellwiga [7], Kotczina, Sewastianowa i Czistiakowa [9], Domanskiego
i Tomaszewicza [5; 6]. Hellwig [7] zaproponowal zastosowanie liczby pustych cel
jako statystyki testu normalnosci dla hipotezy ztozonej (tj. gdy parametry statystycz-
nego rozktadu nie sa znane), (por. takze [8]).

2. Rozklad liczby pustych cel

Rozwazmy probe ztozona z n niezaleznych obserwacji wylosowanych z populacji
o ciaglej dystrybuancie F:

X15X2>'-~>Xn (1)
i chcemy zweryfikowa¢ hipotezg
H,:F=F, wobec H: F#F,, 2)

gdzie: F| jest znane.

Podzielimy zbior liczb rzeczywistych na m roztacznych podzbiorow (cel), tak
aby prawdopodobienstwo tego, ze pojedyncza obserwacja wylosowana z okreslaja-
cego hipoteze zerowa (1) rozktadu nalezy do okreslonej celi wynosita 1/m.

Rozktad liczby pustych cel K, tj. tych podzbioréw, ktore nie zawieraja zadne;j
obserwacji z proby, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, ma postac:

T ==

m

Warto$¢ oczekiwana i wariancja rozktadu K odpowiednio dane sa wzorami:

E(K)=m(1—i] , @)

m

DZ(K)=m(m—l)(1—£) +m(1—1jn—m2(l—l) . ®)]
m m m

Warto zauwazy¢ pewna niedogodno$¢ rachunkowa stosowania wzoru (3). War-
tosci bezwzgledne sktadnikéw prawej strony (3) sa nieporownywalnie wigksze od
ich sumy i dysproporcja ta szybko ro$nie wraz ze wzrostem n. W zwiazku z tym
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pojawiaja sig trudnos$ci zwiazane z zabezpieczeniem nalezytej doktadnosci obliczen.
Do rozwazan postuzg si¢ nastgpujaca modyfikacja wzoru (3):

N
{(1—%) —2(1— k*ﬂ:_lj +(1— k;rﬂ.

Modyfikacja ta zapewnita jednakze dostateczna doktadnos$¢ dla m = n < 50
(por. [5]).

(6)

3. Test normalnosci Davida—Hellwiga

Przedmiotem badan jest test Davida—Hellwiga dla hipotezy o normalnosci rozktadu
z nieznanymi parametrami. W takim przypadku (por. [7]) cele sa okreslone na bazie
rozktadu normalnego N(X,S), gdzie X jest Srednia arytmetyczna, S — odchyleniem
standardowym z proby.

Wezmy pod uwagg probg ztozona z n niezaleznych realizacji X, X,, ..., X, pewnej
zmiennej losowej o dystrybuancie F. Zgodnie z ogoélnie akceptowana symbolika,
wprowadzmy wskaznik w nawiasie jako numer odpowiedniego elementu w probie
uporzadkowane;j

X < Xy S S Xy - Q)

Zdefiniujemy jeszcze ,,standaryzowane” elementy proby

X =X . X=X
. =— , 2. =——— (®)

gdzie:

X==> X, )

. 1 —\2
S :\/EZ(X‘_X)’ (10)

(11)

Rozwazmy statystyke Davida-Hellwiga, dla takiego rozktadu.
Numer celi zawierajacej standaryzowany element proby z, okreslamy nastgpu-
jaco:
l.=entier(mz)+1 dlai=1,..,n. (12)
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Liczba elementow proby nalezacych do j-¢j celi wynosi:
m; = card{i: I, =j} dla j=1,2,.., m. (13)
Liczba pustych cel okreslona wzorem
K*zcard{j:mj =0} (14)

jest sprawdzianem testu Davida—Hellwiga.

Zauwazmy, ze statystyka (14) jest funkcja zmiennych Z ktore tylko w przybli-
zeniu sq niezalezne i normalne. Zatem mozna si¢ spodziewac, ze rozktad K r6zni sie
od rozktadu K okreslonego wzorem (3) przy zatozeniu, ze obserwacje w probie sa
generowane niezaleznie ze znanego rozktadu.

4. Badanie mocy testu Davida—Hellwiga

Moc testu Davida—Hellwiga porownamy z moca testu Kotmogorowa—Lillieforsa
oraz Shapiro—Wilka.
Test Kotmogorowa-Lillieforsa oparty jest na statystyce postaci:

D=sup‘13'(x)—F(xX, (15)

gdzie F jest dystrybuanta empiryczna okreslong wzorem:

0 dlax<x,

F(x)= 1 dlax, (x<xg,, (=1,2,.,n-1), (16)
n
1 dlax,..

Statystyka Shapiro—Wilka dana jest w postaci ilorazu form kwadratowych:

. (Za fxmm)) x )j
PACERI]

i=1

s (17)

gdzie r = entier (n/2), wspofczynniki a, za$ sa tak dobrane, aby wariancja resztowa
liniowej regresji migdzy elementami Xg @ elementami uporzadkowanej proby po-
chodzacej ze standaryzowanego rozkladu normalnego byla najmniejsza.

Tablice wspotczynnikow a, (znormalizowanych, tj. spelniajacych warunek

Zaiz =1) dla n <50 opublikowane zostaty w pracy [11], (por. takze [4]).

W celu oceny mocy testu Davida—Hellwiga rozwazaliSmy cztery rozktady alter-
natywne:
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(a) rozktad rownomierny o ggstosci:

f() 1 gdy 0<x<l],
X )=
2 0 gdy x(0 lub x)I,

(b) rozktad ,,trojkatny symetryczny” o gestosci:

4x gdy OSXS%,
f(x)= .
4-4x gdy E(XSI,

(c) rozklad ,,trojkatny asymetryczny” o gestosci:

f() 2x gdy 0<x<l1,
X )=
! 0 gdy x(0 lub X,

(d) rozktad ,,dwumodalny” o gestosci:
1
2—4x dla0< XSE,

1
fs(x)z 4x -2 dlaE(XSI,

0 gdyx(0 Tubx)l.

»

fix) 4

Sa(x) 4 2l ..

7

(18)

(19)

(20)

21

v

|1 Y 1/2

»
»

X

Rys. 1. Rozktad rownomierny Rys. 2. Rozklad tréjkatny symetryczny
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S5(x)

v

1 X Yo 1 X

Rys. 3. Rozklad trojkatny asymetryczny Rys. 4. Rozktad dwumodalny
Odpowiednie dystrybuanty oznaczymy przez F,, F,, F,, F, zachowujac symbol

F, dla dy.strybuanty rozktadu normalnego. Wykresy rozkladow alternatywnych
przedstawione sa na rys. 1-4.

5. Wyniki badania

Badanie przeprowadzono metoda Monte Carlo, na podstawie 5000 repetycji. Dla
proby o liczebnosci n = 10, 20, 30, 40, 50 i poziomu istotnosci a = 0,01; 0,05; 0,10
poréwnano moc rozwazanych testow, uwzgledniajac przedstawione cztery rozklady
F =F, F,F, F, szacujac nast¢pujace trzy prawdopodobiefistwa:

vy =P{K2k,|F=F,},

v, =P{W<w,|F=F,], (22)

v,=P{D2d,|F=F,}.

Wartosci krytyczne k , w, oraz d_spelniaja nastgpujace relacje:
P{K>k,|F=F}<a(P{K>k,-1|F =F},
P{W<w,|F=F|=a,

P{D>d,|F=F}=«a

(23)

i podane sa w tab. 1.
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Tabela 1. Wartosci krytyczne dla testow Shapiro—Wilka (w, ), Kotmogorowa (d ), Hellwiga (k)
i wspotczynniki randanizacyjne (Py), (por. wzor (23)).

Wartosci krytyczne Wspotezynniki
¢ n w, d, k, Py
.01 10 781 294 6 .053

20 .868 231 11 327
30 .900 187 16 439
40 919 163 20 438
50 .930 .146 24 344
.05 10 .842 258 6 .069
20 905 .190 10 312
30 927 161 15 .683
40 .940 .140 18 .039
50 947 125 22 .030
.10 10 .869 239 5 121
20 .920 174 10 .893
30 939 .144 14 326
40 949 127 18 .649
50 955 114 22 778

Zrédlo: na podstawie tablic zamieszczonych w pracy [4].

Ze wzgledu na to, ze rozktad statystyki K jest dyskretny, nie mozna dobra¢ war-
tosci k tak, aby P{K >k } = a}. W zwiazku z tym szacowaliSmy rowniez moc zran-
dominizowanego wariantu testu Davida—Hellwiga

_a-P{K>k,F=F}

Uge =P{K > k,|F=F,}+P,P{K =k, ~1|F=F,}, (24)

dzie = . 25
s " P{K=k,-1F=F} .
Tabela 2. Empiryczna moc badanych testow dla rozktadu réownomiernego (%o)

Test
a n Davida—Hellwiga Davida—Hellwiga Shapiro—Wilka Kotmogorowa-
(0x) Ukr (0,) —Lillieforsa ()
1 2 3 4 5 6
.01 | 10 15 21 9 21
20 21 46 36 12
30 36 75 80 36
40 46 76 281 55
50 76 105 436 64
.05 | 10 15 97 75 84
20 87 147 188 105
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1 2 3 4 5 6
30 124 237 333 132
40 241 248 686 179
50 297 303 821 266
.10 | 10 134 174 173 144
20 97 240 340 198
30 289 358 530 256
40 241 355 847 332
50 297 447 933 418

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 3. Empiryczna moc badanych testow dla symetrycznego rozktadu trojkatnego w (%o)

Test
a N | Davida—Hellwiga Davida—Hellwiga Shapiro—Wilka Kotmogorowa-
(%) (Ox) (.) Lillieforsa (25)
.01 | 40 4 10 9 7
50 4 11 8 8
.05 | 40 55 59 61 22
50 68 70 54 40
.10 | 40 55 118 128 78
50 68 126 134 103

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 4. Empiryczna moc badanych testow dla asymetrycznego rozktadu trojkatnego w (%o)

Test

a N | Davida—Hellwiga Davida—Hellwiga Shapiro—Wilka Kotmogorowa-
(5¢) (Ow) (5,) Lillieforsa ()

.01 | 10 22 29 31 41

20 20 42 75 35

30 36 67 182 84

40 36 66 390 131

50 71 100 530 185

.05 | 10 22 110 124 105

20 88 140 292 171

30 107 203 443 228

40 224 232 748 324

50 282 287 820 437

.10 | 10 149 190 226 182

20 88 237 451 300

30 247 319 625 365

40 224 350 861 490

50 282 423 916 584

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Tabela 5. Empiryczna moc badanych testow dla rozktadu dwumodalnego w (%o)

Test

a N | Davida—Hellwiga Davida—Hellwiga Shapiro—Wilka Kotmogorowa—
(O¢) Ukr (5,) Lillieforsa (0p)

.01 | 10 153 170 128 150

20 341 432 699 295

30 630 706 959 610

40 726 784 999 856

50 868 894 1000 946

.05 | 10 153 372 519 376

20 619 691 950 729

30 803 887 996 899

40 947 948 1000 984

50 981 981 1000 998

10 | 10 469 514 721 527

20 619 825 981 863

30 926 943 1000 973

40 947 968 1000 984

50 981 991 1000 999

Zrodto: obliczenia wlasne.

Uzyskane rezultaty przedstawione w tab. 2-5 pozwalaja na sformutowanie naste-
pujacych wnioskow:

1. Moc testu Davida—Hellwiga dla rozwazanych rozktadow alternatywnych sy-
metrycznych jest zblizona do mocy testu Kotmogorowa—Lillieforsa.

2. Moc testu Davida—Hellwiga jest rowniez podobna do mocy testu Kotmogoro-
wa przy asymetrycznym rozktadzie F',, dla matych prob (n < 20).

3. Zarowno test Davida—Hellwiga, jak i test Kotmogorowa—Lillieforsa maja
znacznie mniejsza moc od testu Shapiro—Wilka przy wszystkich rozwazanych roz-
ktadach alternatywnych dla n > 20.

4. Dla matych prob n < 20 test Davida—Hellwiga wykazuje pewna przewage
mocy nad testem Shapiro—Wilka przy symetrycznych rozktadach alternatywnych.

5. Dla rozktadu trojkatnego asymetrycznego moc wszystkich badanych testow
jest niewielka.
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THE PROPERTIES OF DAVID-HELLWIG TEST

Summary: The continuous growth of interest in non-parametric methods can be observed in
the statistical literature. Generally, these methods are based on counting, rank and position
statistics, as well as on a number and length of series. In this paper, also well-known test,
based on a number of empty cells, is to be presented. The David—Hellwig consistency test will
be discussed. Its empirical power will be shown, comparing to two classical tests: Kol-
mogorov—Lilliefors and Shapiro—Wilk’s for the hypothesis of the normality of a distribution.
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