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Streszczenie: Artykul poswigcony jest modelom zaleznego ryzyka kredytowego. W mode-
lach tych wystegpuja zmienne zalezne i procesy losowe. Rozpatrywane sa dwa podstawowe
modele zaleznego ryzyka kredytowego: model oparty na zmiennej ukrytej oraz mieszany
model Bernoulliego. Ponadto badane sa ich modyfikacje oparte na funkcjach taczacych (ang.
copula). Analizowany jest tez wplyw stopnia zaleznos$ci na liczbg niewyptacalnych kredyto-
biorcoéw i na catkowita warto$¢ niesptaconego kredytu.

Stowa kluczowe: ryzyko kredytowe, zalezno$¢, funkcje taczace, cecha ukryta.

1. Wstep

W pracy rozpatrywane sa zagadnienia zwigzane z badaniem wyptacalno$ci kredyto-
biorcow. Przedstawione zostalty modele, w ktorych uwzglednia si¢ mozliwo$¢ wy-
stapienia zaleznos$ci analizowanych zmiennych badz procesow losowych. W kla-
sycznych modelach przyjmuje si¢ zwykle, ze wystepujace zmienne losowe sa
niezalezne. Oczywiscie, z matematycznego punktu widzenia zatozenie niezalezno-
$ci jest znacznie wygodniejsze. W duzym stopniu ulatwia dowodzenie twierdzen,
wyznaczanie rozktadow czy wykonywanie obliczen. Jednak w praktyce migdzy
wielkos$ciami srodkow finansowych poszczegolnych kredytobiorcow, decydujacych
o ich wyplacalnosci, zachodzi zalezno$¢. Jest ona wywotana przede wszystkim przez
dwa czynniki. Na poszczegdlnych kredytobiorcow moga oddziatywaé wspolne
czynniki zewngtrzne. Moga to by¢ czynniki makroekonomiczne, takie jak kryzysy,
wzrost inflacji czy zmiany warto$ci kurséw walutowych, czynniki typu katastroficz-
nego: powodzie, pozary, trz¢sienia ziemi czy wybuchy wulkanéw, oraz czynniki po-
lityczne, takie jak wojny czy kryzysy rzadowe. Z drugiej strony moga istnie¢ wza-
jemne powiazania migdzy kredytobiorcami prowadzacymi dziatalno$¢ gospodarcza.
Ktopoty finansowe jednych kredytobiorcéw powoduja bowiem zatory i ktopoty ptat-
nicze innych kredytobiorcow.

Przedstawione w pracy modele maja charakter teoretyczny. Jednakze sg one sto-
sowane w praktyce przez banki oraz wigksze instytucje finansowe. Modele te zapro-
ponowane zostaly m.in. przez grupy ekspertow zrzeszonych w KMV-Corporation,

“ Praca naukowa finansowana ze $rodkoéw na nauke w latach 2010-2012 jako projekt badawczy
nr 3361/B/H03/2010/38.
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RiskMetrics-Group czy Credit-Suisse Group. Sa tez polecane przez Nowa Umowe
Kapitatowa (Basel II), dokument opublikowany w 2001 r. przez Bazylejski Komitet
ds. Nadzoru Bankowego.

W pracy przedstawione zostaty dwa podstawowe modele zaleznego ryzyka kre-
dytowego: model z cecha ukryta i mieszany model Bernoulliego, oraz ich modyfika-
cje oparte na funkcjach laczacych. Zbadany tez zostal wptyw stopnia zaleznos$ci na
liczbg niewyptacalnych kredytobiorcow oraz na wielkos$¢ niesptaconego kredytu.

2. Model z cechg ukryta

Rozpatrywaé bedziemy w pracy wyptacalnos¢ m kredytobiorcow w ustalonym hory-
zoncie czasu T. Charakteryzowac ja bedzie zmienna losowa

v — {1 kredytobiorca i niewyplacalny
7|0  kredytobiorcai wyplacalny

przybierajaca warto$¢ 1 z prawdopodobienstwem g,. Wielko$¢ g, = P(Y, = 1) bedzie-
my nazywaé prawdopodobiefistwem niewyptacalnosci. Oczywiscie kredytobiorca
jest wyptacalny w tym okresie z prawdopodobienstwem p, = 1 —g..

Srodki finansowe i-tego kredytobiorcy bedziemy oznacza¢ symbolem X. Be-
dziemy dalej zaktadaé, ze kredytobiorca jest niewyptacalny, gdy warto$¢ jego srod-
kow finansowych spadnie ponizej pewnego progu d, czyli zachodzi zaleznos¢
Y=1c X <d.

Prog d., w odréznieniu od $rodkéw finansowych X, jest w tym modelu traktowa-
ny jako wielko$¢ deterministyczna, opisujaca wyptacalnos¢ i-tego klienta [3; 7].

Przedstawiony powyzej model jest tzw. modelem z cecha ukryta, rozpatrywa-
nym czesto w badaniach jakos$ci zycia [9]. Rolg cechy ukrytej petnia w naszym przy-
padku $rodki finansowe X.. Nazwa ,,ukryta” jest jednak w naszym kontek$cie, w
odroznieniu od klasycznej postaci modelu z cecha ukryta, w wigkszosci przypadkow
umowna. Srodki finansowe kredytobiorcy sa w duzym stopniu obserwowalne.

W naszej pracy bedziemy zaktada¢, ze zmienne losowe X, moga by¢ zalezne.
Oczywiscie, zalezno$¢ zmiennych losowych X, automatycznie powoduje zalezno$¢
indykatorow Y.

Strukturg zalezno$ci m-wymiarowej zmiennej losowej X = (X, ..., X ) przedsta-
wiajacej $rodki ptatnicze wszystkich rozpatrywanych kredytobiorcow mozna opisac
na roézne sposoby. Migdzy innymi wykorzystujac tzw. funkcje taczace (ang. copula).
Funkcja taczaca C jest tacznikiem migdzy tacznym rozktadem zmiennej losowej X,
a jego rozktadami brzegowymi X, tzn.

H(X, ..., X )= C(F (X)), ..., F (X ),

gdzie H jest taczna dystrybuanta wektora X, a F, odpowiednia dystrybuanta brzego-
wa [4; 8].
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W dalszej czgSci pracy interesowaé nas beda dwie zmienne losowe. Liczba nie-
wyplacalnych kredytobiorcow

M=Y +.+Y
oraz warto$¢ niesptaconego kredytu w caltym portfelu
L=LY +..+LY,

gdzie L, jest warto$cia niesptaconego kredytu i-tego kredytobiorcy. Wartos¢ te be-
dziemy traktowac jako zmienna losowa.

W praktyce czgsto wygodnie jest podzieli¢ kredytobiorcow na jednorodne gru-
py, zawierajace podobnie zachowujacych si¢ kredytobiorcéw i rozpatrywaé kazda
grupg osobno. Wtedy przyjmuje sig, ze zmienne losowe X, opisujace Srodki finanso-
we kredytobiorcéw nalezacych do jednej grupy sa wymienialne [3]. Innymi stowy,
dla kazdej permutacji kredytobiorcéw P otrzymujemy ten sam rozktad taczny:

(X s X)) = (X5 oo Xpp)-

TI(1y

Wtedy automatycznie kazda zmienna X, ma ten sam rozktad.
Przyjmujac ponadto réwno$¢ progoéw d., otrzymujemy wymienialno$¢ indykato-
row Y,, co pociaga za soba rownos¢ prawdopodobienstw niewyptacalnosci:

g=q,=P(Y,=1)

oraz jednakowa korelacjg wszystkich par zmiennych losowych Y, Y,— 0 wspotczynni-
ku korelacji réwnym
r= r'[}’i-, P}} = M,
q-—4°
gdzie ¢, = P(Y, =1, Y; = 1). Ogolnie, taczny rozktad dowolnego zestawu & indyka-
torow Y, mozna wyznaczy¢, korzystajac z funkcji faczacej C opisujacej rozktad
zmiennej losowej X:

9 =P, =L ... Y, =D =P <d, ... X, <) = C(q, ..., 9),

gdzie C (u,, ..., u) = Cluy, ...,u,, 1, ..., 1) dla 0 <u, <1, jest k-wymiarowa, brzego-
wa funkcja taczaca wyznaczona przez C. Dla wymienialnych zmiennych losowych
X, odpowiadajaca im funkcja taczaca C jest symetryczna, przybiera tg sama warto$¢
dla kazdej permutacji jej argumentow.

Zmienng losowa M, przedstawiajaca liczbg niewyptacalnych, jednorodnych kre-
dytobiorcow mozna przedstawic¢ nastgpujacym, kombinatorycznym wzorem [3; 5]

m—k

!
P(M=k) = Z (—1}"“ o (mm_ i — )1 0 1

i=0
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gdzie k=0, 1, ..., m. Rozklad ten jest jednoznacznie wyznaczony przez funkcje ta-
czaca C oraz prawdopodobienstwo niewyptacalnosci g. W przypadku niezaleznych
zmiennych losowych X; otrzymujemy klasyczny rozktad dwumianowy.

3. Mieszany model Bernoulliego

W modelu tym zaktadamy, ze na wszystkich kredytobiorcow wplywaja wspolne
czynniki zewnetrzne opisane wielowymiarowa zmienng losowa [3; 7]

Y=(¥,..,¥),

gdzie [ <m, oraz istnieja dla kazdego kredytobiorcy 1 <i<m funkcje g: R’ — [0, 1]
takie, ze zachodzi warunkowa niezaleznos¢ indykatorow Y, przy ustalonych warto-
sciach ¥ z warunkowym prawdopodobienstwem niewyptacalnosci:

P(Y,=1|¥) = q,(¥).
Zmienna ¥ jest losowa, wigc poszczegolne warunkowe prawdopodobienstwa
niewyptacalnos$ci ¢,(¥) sa zmiennymi losowymi.

W przypadku jednorodnej grupy kredytobiorcow otrzymujemy jednowymiaro-
wa zmienng losowa:

Q=q(¥) =q,(¥P)

z dystrybuanta G. Wtedy dla kazdego wektoray = (v, ..., y, ), gdzie y, € {0, 1}, wa-
runkowe prawdopodobienstwo, przy ustalonej wartosci wektora ¥, ustalonych war-
tosciach czynnikow zewnetrznych, okreslone jest wzorem:

P(Y = y|'¥) = Q=21 — Q1T

dzigki warunkowej niezaleznos$ci rozktadow brzegowych. Natomiast rozktad liczby
niewyptacalnych kredytobiorcéw M przybiera posta¢ mieszanki rozktadow dwumia-
nowych

1

m -
P =1 =(}) [ - )mrac(a)
b
gdzie zmienna mieszajaca jest warunkowe prawdopodobienstwo niewyplacalnosci

Q[3].
Bezwarunkowe prawdopodobienstwo niewyptacalnosci jest wartoscia oczeki-
wana zmiennej mieszajacej Q [3]:

q=E(@Q),

a bezwarunkowe k-wymiarowe rozktady taczne sa k-tymi momentami tej zmiennej:

G =P, = 1,...Y,= ) = E@Q).
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Ponadto wariancja zmiennej Q jest rowna kowariancji pary indykatorow:
cov(Y, Y) =g, — q? = var(Q).

Zalozenie warunkowej niezaleznoSci indykatorow Y, odgrywa istotna rolg w
mieszanym modelu Bernoulliego. Umozliwia ono dla ustalonej wartosci wektora ¥
1 ustalonych wartosci czynnikéw zewngtrznych stosowanie prostszych metod doty-
czacych niezaleznych zmiennych losowych. Ponadto, co réwniez jest wazne, zacho-
dzi wtedy rownowaznos¢ miedzy tymi dwoma modelami: z cecha ukryta i miesza-
nym modelem Bernoulliego. W tym celu nalezy wprowadzi¢ pojecie warunkowe;j
struktury niezaleznej [3].

Definicja 1. Mowimy, ze wektor losowy X ma p-wymiarowa warunkowa struk-
turg niezalezna wzgledem wektora losowego W, jesli zmienne brzegowe X, sa wa-
runkowo niezalezne wzgledem V.

W pracy [3] udowodniono nastgpujace twierdzenie pokazujace rownowaznosé
tych modeli ryzyka kredytowego.

Twierdzenie 1. Zachodzi rownowaznos¢:

a) Wielowymiarowa zmienna losowa X ma p-wymiarowa warunkowa strukture
niezalezna wzgledem zmiennej losowej .

b) Dla kazdego wyboru progéw d. indukowane indykatory Y sa mieszankami
Bernoulliego wzgledem W z warunkowymi prawdopodobienstwami niewyptacalno-
$ci okreslonymi wzorem

g(¥)=P(X,<d | ¥P).

4. Przyklady modeli ryzyka kredytowego

W modelach opracowanych przez KMV-Corporation [6; 7] oraz CreditMetrics [7;
10] przyjmuje sig, ze zmienna losowa X, przedstawiajaca $rodki finansowe kredyto-
biorcow, ma wielowymiarowy rozktad normalny. Otrzymujemy wtedy, przy uprasz-
czajacym zatoZeniu, ze E(X)) = 0, liniowy model czynnikowy oparty na modelu Mer-
tona, wykorzystujacego schemat wyceny opcji:

X =a'0 +og,

gdzie® = (0, ..., GP)T jest p-wymiarowa zmienna losowa, ktérej sktadowe sg nieza-
lezne oraz maja rozktad normalny: 6,~ N(0, v,), ¢, maja standardowy rozktad normal-
ny N(0, 1), 0, € Roraza, = (a,,, ..., al.p)T. Sktadowe zmiennej @ oraz zmienne losowe
¢, sa niezalezne. Indykatory Y, przedstawiajace niewyptacalnos¢ kredytobiorcow
konstruuje si¢ w standardowy sposob za pomoca progow d.:

Y=1<X<d
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Tak okreslony model jest rowniez mieszanym modelem Bernoulliego. Wystar-
czy traktowacé wektor losowy @ jako element mieszajacy, tzn. przyja¢ ¥ = 0@, wtedy
warunkowe prawdopodobienstwo niewyptacalnosci jest okreslone wzorem

a(¥)=P(Y,= 1| %)= @ (ﬂ)

&
gdzie O(X) jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego. Jest ono réwniez
przedstawiane w postaci probitowo-normalnej:

q,(¥) = @(c; — wP),

gdzie ¢, = d/o,, aw, = a/o; jest wektorem wag poszczegdlnych czynnikéw zewnetrz-
nych i-tego kredytobiorcy.

W przypadku jednorodnych kredytobiorcéw warunkowe prawdopodobienstwo
niewyplacalnosci przybiera postac:

Q=2(2),

gdzie zmienna losowa Z ma rozklad normalny.

Eksperci z CreditRisk™ [1; 7] zaproponowali do analizy ryzyka kredytowego
mieszany model Bernoulliego. Warunkowe prawdopodobienstwo niewyptacalnosci
jest w nim réwne

g,(¥)=P(Y,= 1] ¥) =1 —exp(— W,"P).

W przypadku jednorodnej grupy kredytobiorcow Q = 1 — e, gdzie Z ma rozktad
gamma.

5. Funkcje laczgce

Autorzy prac [2; 3; 7] zaproponowali rozszerzenia powyzszych, stosowanych w
praktyce modeli, oparte na funkcjach taczacych. W modelu KMV/CreditMetrics
przyjmuje sig¢ wielowymiarowy rozktad normalny zmiennych X.. Najprostszym roz-
szerzeniem jest przyjecie, ze struktura zaleznosci wektora losowego X opisana jest
Gaussowska funkcja taczaca:

CEE('H:L, van ,um} = ‘bR(cb_i(ul}J wan g cb_i(um::l}, (2)

gdzie @ jest dystrybuanta wielowymiarowego rozktadu normalnego z macierza ko-
relacji R.

Wprowadzajac we wzorze (2) zamiast dystrybuanty rozktadu normalnego dys-
trybuanty rozktadu #-Studenta, otrzymujemy funkcj¢ taczaca Studenta lt{v Z v stop-
niami swobody. W odroznieniu od funkcji Gaussowskiej charakteryzuje si¢ ona tzw.
zaleznoscia na ogonach [4; 7]. Z wigkszym prawdopodobienstwem wystepuja wtedy
ekstremalne warto$ci. Funkcja taczaca Studenta spetnia warunek zalezno$ci na ogo-
nach zarowno dla duzych, jak i dla matych wartos$ci.
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Innym rodzajem funkcji taczacej opisujacej strukturg zaleznosci wektora loso-
wego X jest Archimedesowa funkcja taczaca postaci [8; 4]:

Cluy, o.nu,) = oM @(u,) + ... + o))

utworzona przez generator ¢. Wtedy zmienne losowe X; sa wymienne, a Y, jest jed-
norodnym mieszanym rozktadem Bernoulliego. Laczny rozktad zestawu & indykato-
row Y, jest jednoznacznie wyznaczony przez generator funkcji taczacej j oraz praw-
dopodobienstwo niewyptacalnosci g:

94y = ¢ kp(q)).

Przyktadem Archimedesowej funkcji taczacej jest funkcja taczaca Claytona
okreslona wzorem:

Coltty, o ,Up) = (U7% + o+ Uz —n + 1) Ve,

gdzie a > 0, wyznaczona przez generator @(u) = u* — 1. Parametr o oddaje stopien
zalezno$ci pary zmiennych losowych X; oraz X;. Wspéfczynnik korelacji 7 Kendalla
jest wtedy roéwny

Funkcja taczaca Claytona jest zalezna w ogonie dla matych wartosci. Dzigki tej
wlasno$ci mozna ja wykorzysta¢ do modelowania struktury zaleznosci zmiennych
losowych X, poniewaz zwykle prawdopodobiefistwo niewyptacalnosci g jest w
praktyce stosunkowo mate.

6. Badanie wplywu struktury i stopnia zaleznoSci
zmiennych losowych X. na rozklad liczby
oraz wielkosci niewyplacalnych kredytow

W naszych rozwazaniach zatozymy, ze zmienne losowe X; przedstawiajace wielkos¢
srodkow finansowych m = 1000 kredytobiorcow maja ten sam rozktad i wszystkie sa
jednakowo skorelowane (ze wspoétczynnikiem korelacji r = 0,2 i prawdopodobien-
stwem niewyptacalnosci ¢ = 0,1). Rozpatrzymy cztery rézne struktury zalezno$ci
zmiennych losowych X.. Pierwsza opisana jest funkcja taczaca Gaussa z macierza
korelacji R o stalych elementach poza przekatna, tzn. r, = 0,2. Druga i trzecia sa
funkcja taczaca Studenta z macierza korelacji R i stopniami swobody réwnymi od-
powiednio v =10 oraz v = 4. Natomiast ostania jest funkcja faczaca Claytona z para-
metrem o = 0,2904. Wspdlczynnik korelacji Pearsona jest wtedy rowny r = 0,2, gdy
rozktady brzegowe maja rozktad normalny.

Dla tak okreslonych struktur zalezno$ci porownamy teraz rozktady zmiennej lo-
sowej M bedacej liczba niewyptacalnych kredytobiorcéw. Rozktady wyznaczone
zostaty za pomoca symulacji n = 10000 wartosci zmiennej losowej M, a ich histogra-
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my zostaly przedstawione na rys. 1. W przypadku funkcji taczacej Claytona mozna
wyznaczy¢ rozktad zmiennej M w sposob doktadny, stosujac wzor (1). Jednakze z
powodu kombinatorycznej postaci tego wzoru i duzej liczby zmiennych m lepiej
stosowac techniki symulacyjne. Stosowanie doktadnego wzoru powoduje istotne
btedy obliczeniowe.

0,2 1
0,2 1
0.15 - 0.15 1
0,1 0.1 9
0,05 1 |HH|||| 0,05 A
0 - 0 -
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Gauss Student v= 10
0,2 7 0,2
0,15 1 0,15 1
0,1 1 0,1 1
0,05 1 0,05 1
0 - 0 -
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Student v =4 Clayton

Rys. 1. Rozktad zmiennej M dla r6znych struktur zaleznos$ci rozktadu wektora X

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Analizujac powyzsze wykresy, mozna zauwazy¢ istotny wptyw struktury zalez-
nosci wektora losowego X na ksztatt histogramu zmiennej M — liczby niewyptacal-
nych kredytobiorcow. Ksztatty histograméw zmieniaja si¢ od rozktadu jednomo-
dalnego dla funkcji taczacej Gaussa do rozktadu malejacego, majacego najwigksze
czestosci dla najmniejszych wartosci zmiennej w przypadku funkcji taczacej
Studenta z mata liczba stopni swobody czy funkcji taczacej Claytona. Zmiana
ta jest spowodowana gtéwnie wzrostem dolnych zaleznosci w ogonie dla matych
wartosci.

Rysunek 2 przedstawia wptyw struktury zaleznosci na rozktad drugiej interesuja-
cej nas zmiennej losowej: wielkosci niesptaconych kredytow L. W przyktadzie tym
zostato przyjete zalozenie, ze wielkos¢ kredytu kazdego kredytobiorcy L, jest opisana
zmienna losowa o rozktadzie wyktadniczym, z warto$cia oczekiwana i = 5.
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Rys. 2. Rozktad zmiennej L dla réznych struktur zaleznos$ci rozktadu wektora X

Zrodto: opracowanie wlasne.

Jak tatwo zauwazy¢, rozktady zmiennej losowej L dotyczacej wielkos$ci straco-
nych kredytow reaguja na rdzne struktury zalezno$ci wielowymiarowej zmiennej X
przedstawiajacej $rodki finansowe kredytobiorcow podobnie jak w przypadku
zmiennej M.

W nastgpnym kroku zbadamy wplyw stopnia zaleznosci zmiennych X; na roz-
ktad zmiennych losowych M oraz L w przypadku ustalonej struktury zaleznosci.
Zalézmy, ze prawdopodobienstwo niewyptacalnosci ¢ = 0,1, a struktura zaleznosci
opisana jest funkcjq taczaca Claytona. Rozpatrzymy cztery przypadki dla roznych
wartos$ci wspotczynnika a: 0; 0,2904; 0,5 oraz 4. Pierwszy jest przypadkiem granicz-
nym odpowiadajacym niezaleznosci, a nastepne odpowiadaja zaleznosci o wspot-
czynniku korelacji z Kendala réwnym odpowiednio 1/6; 0,2 oraz 2/3.

Histogramy rozkladéw zmiennej M zamieszczone sa na rys. 3.

Widzimy, ze stopnien zaleznosci zmiennych X' istotnie wptywa na ksztalt histo-
gramow rozkladu zmiennej M. Wraz ze wzrostem stopnia zalezno$ci zmienia si¢ od
jednomodalnego, klasycznego rozktadu dwumianowego dla niezaleznosci, poprzez
malejacy do u-ksztattnego dla duzej zaleznosci zmiennych. W ostatnim histogramie
rzeczywista wysoko$¢ stupka odpowiadajacego wartosci 0 (brak niesptacalnych kre-
dytow) wynosi 0,837. W skrajnym, granicznym przypadku gdy a = oo (z= 1), $cistej
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Rys. 3. Rozktad zmiennej M dla réznych stopni zalezno$ci zmiennych X,

Zrodto: opracowanie wlasne.

zalezno$ci kredytobiorcdéw, otrzymujemy rozktad dwupunktowy: P(M =0)=1—¢
oraz P(M = m) = g [5]. Jednak w praktyce nie zachodza az tak duze zalezno$ci mig-
dzy kredytobiorcami.

Stopien zaleznosci zmiennych X; ma podobny wptyw na posta¢ rozktadu zmien-
nej losowej L przedstawiajacej wielkos$c¢ niesptaconego kredytu. Odpowiednie histo-
gramy przedstawione sa na rys. 4. W tym przypadku rowniez wystepuje u-ksztattny
histogram, gdy zachodzi duza zaleznos$¢ kredytobiorcow (dla zera czgsto$¢ wynosi
0,839).

Na zakonczenie tych rozwazan jeszcze zbadamy wplyw prawdopodobienstwa
niewyptacalno$ci na rozklad interesujacych nas zmiennych losowych: M oraz L.
Mianowicie wraz ze wzrostem tego prawdopodobienstwa histogram tych zmiennych
losowych staje si¢ bardziej u-ksztattny w przypadku zmiennej M i dwumodalny, ale
zblizony do u-ksztaltnego dla drugiej zmiennej L. Na rysunkach 5 i 6 podane sa
histogramy rozktadow tych zmiennych dla prawdopodobienstwa niewyptacalnosci
q = 0,4 oraz struktury zaleznosci opisanej funkcja taczaca Claytona z parametrem
o.=4. Oczywiscie, w praktyce prawdopodobienstwo to jest zwykle mniejsze, podob-
nie jak stopnien zalezno$ci migdzy kredytobiorcami. Jednak parametry te zostaly tak
dobrane, aby podkresli¢ roznicg ksztattow histograméw migdzy standardowym
a ekstremalnym przypadkiem.
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Rys. 4. Rozktad zmiennej L dla réznych stopni zalezno$ci zmiennych X,

Zrédto: opracowanie whasne.
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Rys. 5. Rozktad zmiennej M dla ¢ = 0,4 i funkcji taczacej Claytona o = 4

Zrodto: opracowanie wiasne.

800 900 1000

Podsumowujac, mozna stwierdzié, ze interesujace nas rozktady zmiennych loso-
wych M oraz L, tzn. liczby i wielko$ci niewyptacalnych kredytéw, zaleza od struk-
tury zaleznosci oraz od stopnia zaleznosci wielkosci srodkoéw finansowych poszcze-
g6lnych kredytobiorcow, czyli zmiennych losowych X.. Otrzymujemy wtedy istotnie
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Rys. 6. Rozktad zmiennej L dla ¢ = 0,4 i funkcji taczacej Claytona a = 4

Zrodto: opracowanie wlasne.

roézne rozktady zmiennych M czy L w zaleznoSci od tego, jaka funkcja taczaca odpo-
wiada danej strukturze zaleznos$ci. Rowniez zmiana stopnia zalezno$ci wptywa na
posta¢ rozktadow tych zmiennych. Przyktadowo, dla funkcji taczacej Claytona, od-
powiedni histogram zmienia si¢ ze standardowego, jednomodalnego w u-ksztattny
wraz ze wzrostem warto$ci parametru a, oddajacego stopien zaleznosci zmiennych
X.. Otrzymane rozktady moga si¢ w duzym stopniu r6zni¢ sig od klasycznej postaci
odpowiadajacej sytuacji, gdy wystepujace w modelu zmienne losowe sa niezalezne.
Zasadne jest wigc uwzglednianie zaleznosci w modelach ryzyka kredytowego.
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THE MODELS OF DEPENDENT CREDIT RISKS

Summary: The paper is devoted to the models of dependent credit risks. The models with the
dependent random variables and processes are presented. Two basic models of dependent
credit risk: the model with latent variable and mixture Bernoulli model are studied. Some of
their modifications based on copulas are investigated, too. The influence of the degree of de-
pendence on the number of defaulted obligors and total loss is studied.
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