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Streszczenie: Praca dotyczy estymacji wartosci sredniej lub globalnej w populacji skonczonej
i ustalonej. Wnioskowanie jest wspomagane obserwacjami w catej populacji cechy dodatko-
wej. Brane sa pod uwage strategie estymacji zalezne z jednej strony od planu losowania
proporcjonalnego do dodatniej roznicy dwoch statystyk pozycyjnych, a z drugiej — od trzech
estymatorow typu regresyjnego. Konstrukcja jednego z tych estymatorow zostata zainspiro-
wana ideq regresji wyznaczanej metoda dwoch punktoéw, o ktorych najpierw czerpatem wia-
domosci z prac Hellwiga [1; 2]. W artykule przeprowadzono analizg porownawcza doktadno-
$ci tych estymatoréw na podstawie badania symulacyjnego.

Slowa kluczowe: metoda reprezentacyjna, plan losowania proby, estymator regresyjny, staty-
styki pozycyjne, statystyka Horvitza—Thompsona.

1. Wstep

Analize porownawcza doktadnosci estymatoréw typu regresyjnego przeprowadzono
na podstawie komputerowego badania symulacyjnego. Rezultaty tych badan stano-
wig przyczynek do analizy praktycznej uzytecznosSci strategii estymacji zaleznych
od tzw. cech dodatkowych obserwowanych w calej populacji. Okazuje sig, ze tego
typu strategie sa uzyteczne wszgdzie tam, gdzie jest mozliwos¢ obserwacji, jeszcze
przed losowaniem proby, wtasnie cech dodatkowych. W szczegolnosci zrédlem cech
dodatkowych sa Rejestr Rolny oraz system identyfikacji przedsigbiorstw REGON.
Rejestr Rolny zawiera m.in. dane o powierzchni wszystkich polskich gospodarstw
rolnych, co jest wykorzystywane do konstrukcji wlasnie planéw losowania prob
lub estymatoréw wartosci globalnej np. plonéw pszenicy. W REGON znajdujemy
dane o liczbie zatrudnionych w przedsigbiorstwach, ktdre takze stanowia inspiracje
do tworzenia strategii losowania, ktore juz z powodzeniem sa wykorzystywane

* Artykut jest rezultatem projektu nr N N111434137 finansowanego przez Ministerstwo Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego.
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w praktyce badan reprezentacyjnych. Ponadto za obserwacje cechy dodatkowej sa
uwazane wartosci nominalne faktur, ktore podlegaja kontroli zgodnej z odpowiedni-
mi procedurami audytowymi.

2. Plan losowania proby

Populacje skonczona i ustalong o liczebnosci N oznaczmy przez U = {1, ..., N},
a przez s < U probe prosta losowana bezzwrotnie. Obserwacje zmiennej badane;j
oznaczamy przez y, a cechy dodatkowej przez X, i = 1, ..., N. Niech X, iX(r) beda
statystykami pozycyjnymi zmiennej dodatkowej z n-elementowej proby prostej. Au-
tor [8] zaproponowat plan losowania proby proporcjonalny do réznicy statystyk po-
zycyjnych zmiennej dodatkowej, ktory mozna natychmiastowo uog6lni¢ na wersje
warunkowa nastgpujaco:

S (X%
P (s)=———, X <X, 1
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Ta definicja jest zgodna z og6lng idea konstrukcji warunkowych planow losowa-
nia proby wprowadzona przez Tillégo [5]. Niech d(x) = 0, gdy X < 0 oraz jesli X > 0,
to d(X) = 1. Zatem w szczegolnosci o(X)o(x — 1) = d(x — 1). Prawdopodobienstwa
inkluzji rzgdu pierwszego planu losowania sg nastepujace. Dla k <r
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Dodajmy, Ze dla ¢ = 0 rozwazany plan P_ (s|c) redukuje sig¢ do wersji bezwarun-
kowej P_(s|c). Dodajmy, Ze przestrzen pr6b planu warunkowego zawiera si¢ w
przestrzeﬁi préb planu bezwarunkowego.

Przy zalozeniu, ze X, < Xp, b,J = 1, ...,N, Wywiat (2010) okresla nastepujacy schemat
losowania proby realizujacy wyzej okreslony plan. Zatozmy, Ze s = s U{i}us,U{j}s,,
gdzie s = {k: X, <X}, s,= {k: X, <X <X} 1s,= {k: X, >x}. Ponadto, niech

U=U,i-1)u iy UUG+1,j— 1} UG+ 1,N),

7w, (ru,c)=

gdzieU(1,i—1)={1,...,i—1},U(i+1,j—-1)={i+1,..,j—1},U(—-1,N)={j+1,...,N}.
Wowczas schemat losowania proby okresla wyrazenie

P.(s)p, (ilo)P,(s)q, (fle) Py(sy) = P, (s]c), (®)
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gdzie
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Losowanie proby S polega najpierw na wylosowaniu elementu populacji {j},
j=1, ..., N zgodnie z rozkladem prawdopodobienstwa qr’u(/'|c). Potem sposrod ele-
mentow zbioru U — {j} jest losowany element populacji {i} zgodnie z prawdopodo-
bienstwem pr’u(i |c). W koncu proby proste s, S, oraz S, sa losowane bezzwrotnie
odpowiednio ze zbiorow U(1,1—1), U(i+ 1,j—1}1 U+ 1, N), zgodnie z planami
losowania odpowiednio P,(S,), P,(s,) i P(s,).

3. Strategie estymacji

Srednia z proby prostej losowanej bezzwrotnie bedaca nieobciazonym estymatorem
przecigtnej w populacji oznaczamy przez ()75 ,Po(s)), gdzie

_ 13 _ N-n
Vs :szk > V(ySal)O(S)):WVO,Z’ (13)
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przy czym v, wyjasniono nizej. Zwykly estymator regresyjny z proby prostej, da-
lej oznaczany strategia (7,,F(s)), jest jedynie granicznie nieobciazonym dla prze-
cigtnej w populacji, przy czym
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Przez b oznaczono wyprowadzone przez Wywiata [11] obciazenie strategii re-
gresyjnej (¥,5.5, (s)) natomiast przez p oraz f§, oznaczono odpowiednio wspot-
czynnik korelacji i kurtozy rozktadu zmiennej dodatkowej, a przez 6,  unormowany
na przedziale [0;1] wspotczynnik asymetrii wprowadzony przez Wyw1a1a [7; 8].

Nastgpna z rozwazanych strategii jest oznaczana parg (tHTS, el c)), gdzie
znany estymator Horvitza—Thompsona [3] ma postac

— 1 Vi
==y — 2k (20)
Autor [9] analizuje wlasno$ci strategii estymacji postaci (fr,uS,Pr,u(s|c)),
gdzie

Y -Y 1 X
Brirs = Furs +bys (F—Fons )s By =) Ry == > —
Yy urirs = Vurs r,uS( HTS) ruS X(u)_X(r) HTS n;ﬂk(r,u,c) (21)

Ta statystyka jest otrzymana z rownania linii prostej przechodzacej przez punkty
09 (r),Y) (XY Taki sposob wyznaczania regresji jest odporny na wystgpowanie
warto$ci oddalonych. Inspiracja konstrukcji statystyki y, ., jest rozwazana przez
Walda [6] lub Hellwiga [2] funkcja liniowa regresji przeprowadzana przez dwa
punkty, ktorymi sa srednie z odpowiednio ucigtej proby z dwuwymiarowego rozkta-
du zmiennej, przy czym Wald rozwazatl problem obserwacji zmiennej objasnianej
1 zmiennej objasniajacej, ktére sa zanieczyszczone losowymi btedami pomiaru.
Z kolei Hellwig zajmujacy si¢ m.in. zagadnieniami bliskimi ekonometrii rozwazat
zmienna objasniang jako losowa, a objasniajaca jako z gory ustalona. To podejscie
pozwolito Hellwigowi [1] wykaza¢ m.in. nieobciazonos$¢ i zgodno$¢ oceny wspot-
czynnika kierunkowego liniowej regresji wyznaczanej naszkicowana metoda dwoch
punktow.
Ostatnia z branych pod uwage strategii oznaczono przez (fr I (s] c))
gdzie
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Z ogdlnych rezultatow zamieszczonych np. w pracy [4] wynika, Ze w szczegol-
nosci strategia ()_/r,uHTS,Pr L] c)) daje zgodne oceny $redniej w populacji zmiennej
badane;.

4. Poréwnanie dokladnosci estymacji

Doktadnos¢ strategii estymacji analizowano na podstawie przeprowadzonego kom-
puterowego badania symulacyjnego. W referacie autora wygtoszonym na VI konfe-
rencji ,,Metoda Reprezentacyjna w Badaniach Ekonomiczno-Spotecznych 2009
pokazano, rowniez na podstawie analiz symulacyjnych, ze strategie kwantylowo-
-regresyjne daja doktadniejsze oceny niz zwykla strategia regresyjna, gdy w popula-
cji wystepuja jednoczesnie wartosci oddalone (inaczej nazywane nietypowymi lub
odstajacymi) zmiennej badanej i dodatkowej. Ponadto wysunigto przypuszczenie, ze
rowniez strategia ()7”45 P, (s c)) moze by¢ uzyteczna w praktyce, gdy taczny roz-
ktad zmiennej badanej i dodatkowej w populacji jest rozktadem silnie prawostronnie
asymetrycznym. Ponadto zauwazono, ze doktadnos¢ strategii regresyjno-kwantylo-
wych jest najwigksza, gdy r = 1 oraz u = n. W zwiazku z tym dalej rozwazamy tylko
przypadek planu losowania ()71’,1,5,}3,” (s] c)). Zatozenia komputerowo-symulacyj-
nego eksperymentu byly nastgpujace: generowano pseudowartosci dwuwymiarowe-
go rozktadu wyktadniczego (X, Y): X=2Z+ U,Y =Z + V, gdzie U, V oraz Z sa nieza-
lezne, przy czym Z ~ exp(a™), V ~ exp(f™), U~ exp(f), o> + f2= 1, p(X, Y) = o2.
Stad wynika, ze ten dwuwymiarowy rozktad ma jeden parametr p = p(X, Y) = o Za
pomoca przygotowanego programu komputerowego wygenerowano po 300 obser-
wacji tej dwuwymiarowej zmiennej dla parametrow p = 0,5, p = 0,8 1 p = 0,95. Ich
wykresy rozrzutu prezentuja rys. 1-3. Wiadomo, ze faktyczne wspotczynniki korela-
cji w wygenerowanych zbiorach obserwacji dwuwymiarowej zmiennej réznia si¢ od
zatozonych dla rozktadow teoretycznych. Te rozbieznosci wynikaja z wierszy 11 2
tab. 1. Nastepnie przeprowadzono symulacyjne wyznaczanie wartosci bledu sred-
niokwadratowego rozwazanych strategii estymacji przecigtnej w populacji. Wzgled-
ne wspotczynniki efektywno$ci wyznaczono na podstawie wzoru:

MSE(t3, P(s)) |
V(ys, R (s))

W szczegdlnosci dalej sa uzywane nastepujace skroty oznaczen wspotczyn-
nikow  wzglednej efektywnosci e =e(¥,5,F(s)), e = e()_/HTS,P,,u (s] c)),
e;=(V, s> P (s10)) i e, =e(F,,5 P, (s]0)).

Program komputerowy najpierw wyliczal prawdopodobienstwa inkluzji rzedu
pierwszego, potem tysiackrotnie losowat probg n-elementowa sposrod populacji 300
obserwacji dwuwymiarowej zmiennej. Nastepnie dla kazdej z tak dobranych prob
wyznaczano wartosci estymatorow. W koncu na podstawie tak wyliczonych tysiaca
wartos$ci estymatora wyznaczano btad sredniokwadratowy. Dodaé nalezy, ze row-

e(t, P(s)) = %. (25)
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Rys. 1. Wykres rozrzutu dla p = 0,5 Rys. 2. Wykres rozrzutu dla p = 0,8

Zrbdto: opracowanie wilasne. Zrodto: opracowanie wihasne.

Rys. 3. Wykres rozrzutu dla p = 0,95

Zrodto: opracowanie wlasne

niez ta droga symulacyjna wyznaczano blad sredniokwadratowy zwyklego estyma-
tora regresyjnego z proby prostej, dlatego by uwzglednic¢ obciazenie tego estymato-
ra, ktorego poziom (por. [11]) moze by¢ znaczny z powodu silnej prawostronne;j
asymetrii rozktadu cech badanej i dodatkowej, jakkolwiek dla duzych wartosci N
oraz N te obciazenia w przyblizeniu nie sa stabilne, poniewaz stosunkowo mata
zmiana np. wartosci kurtozy rozktadu zmiennej dodatkowej powoduje duza wartosé¢
obciazenia wzglednego estymatora regresyjnego, co wynika z tab. 1.

Z rysunkow 1- 3 oraz z tabeli 1 wynika, ze wraz ze wzrostem warto$ci wspot-
czynnika korelacji p rozproszenie facznego rozktadu wartosci dwuwymiarowej ce-
chy (X, Y) zmniejsza sig, przy czym wskazniki rozproszenia i sko$no$ci zmiennych
sktadowych sa w przyblizeniu podobne.
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Tabela 1. Parametry symulowanych rozkladow empirycznych

Rysunek
Parametr
1 2 3
P 0,500 0,800 0,950
r 0,562 0,826 0,959
X 1,382 1,290 1,246
y 1,389 1,275 1,244
Voo 0,935 1,040 1,047
Vos 0,990 1,105 1,064
B, 5,689 11,071 5,315
0,, 0,378 0,677 0,701
0. 0,668 0,667 0,706
y % 0,0 50,6 33

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 2. Wspotczynniki wzglednej efektywnosci strategii (w %), ¢ =0

p=0,5 p=0,8 p =095
" e e, e, e, e, e, e, e, e, e, e, e,
325 | 174 93 276 | 148 | 119 39 204 47 84 11 52
9 82 | 118 87 | 1316 41 | 126 37 120 11 96 11 46
15 79 | 117 7 373 39 | 110 38 168 9 242 10 305
30 73 | 117 77 234 36 | 103 34 396 516 9 796

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 2 prezentuje warto$ci wspotczynnikow wzglednej efektywnosci rozwa-
zanych strategii estymacji. Z jej analizy wynika, ze doktadno$¢ strategii estymacji
(?,S ,B,(s)) 1 (ﬁ,uHTS,Pr,u (s] c)) jest podobna oraz Ze sa one znacznie doktadniejsze
od pozostatych dwdch strategii.

Tabela 3. Wspotczynniki wzglednej efektywnosci strategii (w %), ¢ = \/E

p=05 p=028 p=095
§ e, e, e, e, e, e, e, e, e,
351 104 363 228 46 207 1237 9 202
9 359 93 327 124 43 106 104 11 17
15 154 84 130 102 36 70 274 11 15
30 109 76 111 99 34 78 101 9 14

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Tabela 4. Wspotczynniki wzglednej efektywnosci strategii (w %), ¢ = 2\/2

p=05 p=08 p=095
§ €, €, €, €, €, €, €, €, €,
328 96 172 465 59 418 161 11 16
9 149 92 107 198 56 105 424 28 66
15 123 87 102 129 45 73 180 15 16
30 104 81 95 98 31 56 104 9 10

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela S. Wspotczynniki wzglednej efektywnosci strategii (w %), ¢ = 3\/€

p=0,5 p=0,8 p =095
n 61 ez E3 el Ez 63 61 ez 63
667 108 274 183 56 60 223 12 18
9 208 108 120 128 42 42 96 10 9
15 173 97 114 94 36 32 97 9
30 145 78 97 89 34 31 165

Zrodto: obliczenia wlasne.

Jednoczesna analiza zawartoéci tab. 2-5 prowadzi do wniosku, ze doktadno$c
strategii (yrS,PO(s)) (yr MHTS, L(s] c)) ro$nie wraz ze wzrostem wspotczynnika
korelacji migdzy zmiennymi badana@ dodatkowaq oraz wraz ze wzrostem liczebnosci
proby, czego nalezato oczekiwac.

Cickawa rzecza jest tendencja wzrostu dokladnosci strategii (i,uS,Pr,u (s| c))
wraz ze wzrostem warto$ci parametru ¢ warunkowego planu losowania proby, ktory

kolejno przybiera wartosci 0, \/Z , 2\/v_ i3 \/Z . Wzrost tych wartosci skutkuje

X

stopniowym zawe¢zeniem przestrzeni mozliwych do wylosowania prob do takich,

w ktorych obserwowane w nich roznice kwantyli X, X, przekraczaja wartos¢ c.

Z konstrukeji estymatora y, ¢, a dokfadniej wystquchego w nim kwantylowego
Yu - r
Xy~ @)
lezy oczekiwa¢ duzego zroznicowania wartosci statystyki b, ¢ , gdy warto$¢ warun-

estymatora b, = wspoélczynnika kierunkowego regresji wynika, iz na-

ku ¢ jest mala i odwrotnie. To pociaga duze zréznicowanie (duza wariancjg) estyma-
tora y, ¢ dla matych wartosci warunku c. Zatem nalezy oczekiwac, ze zwiqkszanie
warto$ci warunku ¢ prowadzi do poprawy doktadno$ci strategii (yr us> > (s c))
Warto$¢ warunku ¢ jednak nie moze by¢ zwigkszana bez pojawienia si¢ negatyw
nych konsekwencji. Przekroczenie przez warto§¢ parametru ¢ pewnej granicznej
liczby ¢, powoduje to, ze przestrzefi prob bedzie tak zawgzona, iz we wehodzacych
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w jej sktad wszystkich probach zabraknie pewnych elementoéw populacji, co spowo-
duje, ze przypisane im prawdopodobienstwa inkluzji beda réwne zero. To z kolei
moze doprowadzi¢ do obciazenia estymacji przecigtnej w populacji prowadzonej za
pomoca strategii zaleznych od planu losowania Pr’u(s|c). W koncu to obciazenie
moze doprowadzi¢ do istotnego wzrostu wariancji.

Analiza tab. 2-5 prowadzi do wniosku, ze strategia (}HTS,Pr,u (s| c)) wykorzy-
stujaca estymator Horvitza—Thompsona jest ewidentnie najmniej doktadna sposrod
analizowanych.

Konkludujac przeprowadzong analize, dochodzimy do wniosku, Ze nalezy ocze-
kiwa¢, iz odpowiednie zmniejszanie warto$ci parametru ¢ planu Pr’u(s|c) prowadzi
do wzrostu doktadnosci estymacji strategii estymacji zaleznych od tego planu.
Z kolei najdoktadniejszymi w kazdych warunkach okreslonych przez zatozenia
symulacji okazaly sig strategia (yr,um P, (s c)) oraz zwykly estymator regresyjny
Z proby prostej.
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ACCURACY OF POPULATION MEAN ESTIMATION

ON THE BASIS OF STRATEGIES DEPENDENT ON DIFFERENCE
OF AUXILIARY VARIABLE ORDER STATISTICS.

SIMULATION ANALYSIS

Summary: Estimation of the population average in a finite population by means of sampling
strategy dependent on the sample quantile of an auxiliary variable is considered. The sampling
design is proportionate to the difference of two quantiles of an auxiliary variable. The derived
inclusion probabilities are applied to estimation the population mean using the well known
Horvitz-Thompson estimator which is called Horvitz-Thompson-regression estimator. The
next estimator was the regression estimator whose parameters are assessed by the Horvitz-
Thompson estimator. Particularly, the quantile-regression estimator is defined as the function
of the slope coefficient dependent on the quantiles (order statistics) of the auxiliary variable.
The construction of the slope coefficient was inspired by the estimator of this coefficient
considered by Hellwig. The simulation analysis of accuracy estimators leads to conclusion
that in general Horvitz-Thompson-regression and the ordinary regression one are the best
among the considered ones.
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