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Streszczenie: Ubezpieczeniem wielostanowym nazywa si¢ umowg ubezpieczenia obejmujaca
rozne przypadki zyciowe. Podstawa aktuarialno-finansowej analizy ubezpieczenia jest skon-
struowanie jego matematycznego modelu nazywanego modelem wielostanowym, a szczeg6l-
nie okreslenie jego probabilistycznej struktury. Celem tego artykutu jest modelowanie proba-
bilistycznej struktury modelu wielostanowego na podstawie wielostanowych tablic trwania
zycia, przy zatozeniu, ze proces opisujacy ewolucjg¢ umowy ubezpieczenia jest niejednorod-
nym tancuchem Markowa. Uzyskane wyniki zostaly przedstawione na przykladzie ubezpie-
czenia na zycie z opcjami od ryzyka trwatego inwalidztwa oraz od ryzyka cigzkiej choroby.

Stowa kluczowe: model wielostanowy, tancuch Markowa, wielostanowe tablice trwania Zy-
cia, ubezpieczenie wielostanowe.

1. Wstep

Ubezpieczeniem wielostanowym nazywa si¢ umowe ubezpieczenia obejmujaca rozne
przypadki zyciowe. Ubezpieczenia tego typu sktadaja si¢ z podstawowej umowy
ubezpieczenia (jest to zazwyczaj umowa ubezpieczenia na zycie) oraz ubezpieczen
dodatkowych, czyli tzw. opcji (np. umowa ubezpieczenia od trwatego inwalidztwa,
niezdolnos$ci do pracy). Podstawa aktuarialno-finansowej analizy ubezpieczenia jest
skonstruowanie jego matematycznego modelu. Pierwszym krokiem jest opis mozli-
wych zdarzen losowych (przypadkéow zyciowych), ktore obejmuje umowa ubezpie-
czenia podstawowego wraz z umowami ubezpieczen dodatkowych, a nastgpnie okres-
lenie wszystkich mozliwych przebiegéw ubezpieczenia. W tym celu definiuje si¢
tzw. model wielostanowy (Paragraf 2), a nastepnie okresla na nim strukturg probabi-
listycznag (Paragraf3) oraz przeptywy pieni¢zne wynikajace z zawarcia umowy ubez-
pieczenia. Jednym ze sposobdéw prowadzacych do wyznaczania probabilistycznej
struktury modelu wielostanowego jest przyjecie zalozenia, ze proces opisujacy ewo-
lucje umowy ubezpieczenia jest niejednorodnym tancuchem Markowa (Paragraf4).

“ Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2009-2011 jako projekt badawczy
nr 2293/B/H03/2009/36.
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Celem artykutu jest wyznaczenie elementéw ciagu macierzy zwiazanych z roz-
ktadem procesu opisujacego ewolucjg umowy ubezpieczenia na podstawie wielosta-
nowych tablic trwania zycia (multiple increment-decrement tables). Opracowania
opisujace wielostanowe tablice trwania zycia na ogdt dotycza ich szczegélnego
przypadku, czyli wieloopcyjnych tablic szkodowosci (multiple decrement tables),
gdzie zajscie danego zdarzenia losowego ma nieodwracalne skutki (por. [Btaszczy-
szyn, Rolski 2004; Haberman 1983a; 1983b; Jordan 1982]). Autorce nie sa znane
prace dotyczace powiazan liczebnosci i charakterystyki stanow modelu wielostano-
wego z funkcjami wielostanowych tablic trwania zycia, co stalo si¢ motywacja po-
wstania niniejszej pracy. Przedstawiono, w jaki sposob liczba i rodzaj funkcji wielo-
stanowych tablic trwania zycia zaleza od modelu wielostanowego (Paragrafs). Przede
wszystkim pokazano, jak je okresla¢ na podstawie macierzy rozktadu dwuwymiaro-
wego procesu opisujacego ewolucje umowy ubezpieczenia. Okreslone zostaty ele-
menty macierzy niezb¢dnych do wyznaczenia prawdopodobienstw warunkowych
oraz jednowymiarowych i dwuwymiarowych rozktadow procesu opisujacego ewolu-
cje umowy ubezpieczenia (Paragraf6).

Zauwazmy, ze dla danego rodzaju ubezpieczenia wielostanowe tablice trwania
zycia tworzone przez ubezpieczyciela sa tajemnicg firmy ubezpieczeniowej. Dlatego
ilustracja zastosowania wielostanowych tablic trwania zycia do wyznaczenia proba-
bilistycznej struktury modelu wielostanowego jest hipotetyczny przyktad ubezpie-
czenia na zycie z opcjami od ryzyka trwalego inwalidztwa oraz od ryzyka ci¢zkiej
choroby.

2. Model wielostanowy

Kazdemu przypadkowi zyciowemu, ktérego dotyczy opcja lub umowa ubezpiecze-
nia podstawowego, odpowiada stan, w jakim znalazt si¢ ubezpieczony. Przyjmijmy,
ze N (N < o) oznacza liczbg wszystkich mozliwych stanéw oraz S = {s,, s, ..., 5, }
oznacza skonczong przestrzen stanow. W dalszych rozwazaniach, bez straty ogdlno-
$ci, przyjeto zatozenie, ze S = {1, 2, ..., N}. Ponadto para (i, j), gdziei #j orazi, j € S,
oznacza bezposrednie przejscie ze stanu i do stanu j. Natomiast 7 jest zbiorem
wszystkich mozliwych bezposrednich przej$¢ miedzy stanami. Zauwazmy, ze
T c{(i,j):i# j,i,j €S} jest podzbiorem wszystkich mozliwych par (i, j).

Para (S, 7), opisujaca wszystkie mozliwe zdarzenia zachodzace w zyciu ubezpie-
czonego w okresie objetym umowa ubezpieczenia, nazywana jest modelem wielo-
stanowym (por. [Haberman, Pitacco 1999]).

Przyklad. Rozwazmy n-letnie ubezpieczenie na zycie, do ktérego zostaly doku-
pione opcje od ryzyka trwatego inwalidztwa oraz od ryzyka cigzkiej choroby. Przed-
miotem ubezpieczenia podstawowego jest Smieré ubezpieczonego, a ubezpieczen
dodatkowych cigzka choroba oraz catkowite inwalidztwo. Umowa ubezpieczenia
gwarantuje wyplatg $wiadczenia jednorazowego, jezeli ubezpieczony zachoruje na
wskazana w polisie chorobg lub stanie si¢ inwalida. Dodatkowo, jezeli ubezpieczony
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Rys. 1. Schemat modelu wielostanowego (S,7) = ({1, 2,3,4}, {(1,2),(1,3),(1,4), (2,1)(2,3),(2,4), (3,4)})

Zrodto: opracowanie wiasne.

stanie si¢ inwalida, firma ubezpieczeniowa ptaci mu rent¢ do konca trwania umowy
ubezpieczenia. W przypadku zgonu ubezpieczonego uposazona osoba otrzymuje
swiadczenie jednorazowe z tytutu $mierci ubezpieczonego. Takiej umowie ubezpie-
czenia odpowiada polisa ubezpieczeniowa z czterema mozliwymi stanami:

1 — ubezpieczony jest zdrowy,

2 — ubezpieczony jest cigzko chory,

3 — ubezpieczony jest inwalida,

4 — ubezpieczony nie zyje.

[lustracja graficzng przestrzeni stanow i mozliwych przej$¢ migdzy nimi jest
rys. 1.

3. Probabilistyczna struktura modelu

Badanie i analiza zmian stanow (ewolucji statusu ubezpieczonej osoby) od momentu
zawarcia umowy ubezpieczenia jest jednym z podstawowych elementow wptywaja-
cych na wyceng umowy ubezpieczenia.

Niech dla danej umowy ubezpieczenia, reprezentowanej przez model wielosta-
nowy(S, 7), dana bedzie funkcja

X(x,t)=i, dla ieS,teT,

gdzie X oznacza wiek osoby przystepujacej do ubezpieczenia, a ¢ czas, jaki uptynat
od rozpoczgcia umowy ubezpieczenia. X (x,t) =i oznacza, ze w chwili ¢ trwania
umowy ubezpieczenia ubezpieczonego dotyczy przypadek zyciowy, ktoremu zostat
przypisany stan i. Poniewaz analiza dotyczy pojedynczej polisy, to w dalszych roz-
wazaniach przyjeto, ze X (x,¢)= X(¢).

Przypadki zyciowe, ktére obejmuje umowa ubezpieczenia, maja naturg losowa.
Naturalne wigc jest przyjecie, ze {X (t);te T} jest procesem stochastycznym przyj-
mujacym wartosci ze skonczonej przestrzeni stanow S.
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Ponadto niech T < {O, 1,2, }, co oznacza, ze analiza dotyczy ubezpieczen, w
ktorych okres ubezpieczenia zostat podzielony na roztaczne odcinki czasu, np. dni,
miesiace lub lata. Szczeg6lnie jednorazowe $wiadczenia i raty renty platne sa na
koniec okresu (rok, miesiac itp.) oraz sktadki ptatne sa z gory w takich samych od-
stepach czasu.

Zaktadamy, ze w jednej jednostce czasu proces {X(7)} moze zmieni¢ stan tylko
jeden raz (moze zaj$¢ tylko jedno zdarzenie losowe) oraz ze umowa ubezpieczenia
zostala zawarta w momencie 0 na n jednostek czasu, gdzie n jest okresem ubezpie-
czenia. Ponadto stan oznaczony numerem 1 oznacza stan poczatkowy, tzn. X(0) =1,
co automatycznie okresla rozktad poczatkowy procesu {X(7)}.

Podstawowymi wielko$ciami opisujacymi ewolucjg procesu {X(¢)} sa rozktady
skonczenie wymiarowe, ktore dla kazdego ke{lL2,...n} oraz f,t,,...t, (gdzie
0<t <t,<..<t, )1 8,8,,..,5, €S wymagaja wyznaczenia prawdopodobiefistwa

IP(X(8)=5,X(t,)=55,.... X(t,)=5,). (D
Znajomos¢ (1) pozwala na okreslenie rozktadow warunkowych
IP(X(t)=s, | X(t)=5,X(t,) =555 0s X(t, 1) =5, 1)s 2)

ktore sa niezbedne w kalkulacji wielko$ci aktuarialnych, np. sktadek i rezerw ubez-
pieczeniowych.

W praktyce aktuarialnej znalezienie rozkltadow wielowymiarowych (1) oraz
prawdopodobienstw warunkowych (2) jest czgsto trudne. Zwiazane jest to z ograni-
czong iloscia dostgpnych danych. Dlatego w celu ich okreslenia przyjmowane sa
pewne zatozenia. Szczegdlnie, jesli przyjmie si¢ zalozenie, ze {X(¢)} jest tancuchem
Markowa, okazuje sig, ze znajomo$¢ jedno- i dwuwymiarowych rozktadéw wystar-
cza do okreslenia (2) (por. [Dgbicka 2006]).

W dalszych rozwazaniach wygodnie bedzie przedstawi¢ rozktady jednowymia-
rowe 1 dwuwymiarowe w formie macierzowej. Niech

P)=(p,(1), (1), p3(0),... Py (D))" € IR, )

gdzie p, () =1P(X(¢)=1i). W szczegblnosci P(0)=(p,(0), p,(0),..., p, (0))" e IR"
jest rozkltadem poczatkowym, ktory przy zalozeniu, ze X(0)=1 jest postaci
P(0)=(1,0,0,...,))" eIR" .

Ponadto niech

P(t,t,) = (p; (1,1, ))i]j/jzl eIR™, @)

gdzie p;(4,t,) =1P(X(4) =i,X(1,) = j). Szczegblnie przydatny jest ciag macierzy
okreslajacy rozktad dwuwymiarowy procesu {X(#)} okreslony dla kolejnych jedno-
stek czasu, tzn.

P(0, 1), P(1,2), ... P(t— 1, 1), ..., P(n— 1, n). (5)
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Zauwazmy, ze macierze (3) i (4) sa macierzami rozktadu, tzn. sg tak okreslone,
ze ich elementy przyjmuja warto$¢ migdzy 0 a 1 oraz suma wszystkich elementow
macierzy jest rowna jednosci.

Przyklad — cd. Macierz rozktadu dwuwymiarowego dla t-tej jednostki czasu
dla modelu wielostanowego, ktérego schemat przedstawiony zostat na rys. 1, jest
postaci

putt+1) pott+1)  p,tt+1)  p,(Lt+1)

t,t+1 t,t+1 t,t+1 t,t+1
Pt +1) = DPa( ) Pyl ) Pl ) Pl ) . 6)
0 0 P(t,t+1)  py(tt+1)

0 0 0 Pult,t+1)

4. Lancuchy Markowa i ich wlasnosci

Istota procesu Markowa jest to, ze szansa znalezienia si¢ w danym stanie s, w chwili
t zalezy tylko od stanu, w jakim proces byt w chwili 7 — 1, i od regut przechodzenia
migdzy stanami. W celu sformalizowania pojgcia procesu Markowa przyjmijmy, ze
X(0),X(t),X(t,),... jest ciagiem zmiennych losowych, ktorych zbiory wartosci za-
warte sa w zbiorze S. Zmienna losowa X(¢) przyjmujaca warto$ci ze zbioru S opisuje
stan uktadu w chwili 7. Ciag zmiennych losowych opisuje wigc historig uktadu roz-
wijajacego si¢ zgodnie z regutami przechodzenia pomigdzy nimi. Jedna z takich re-
gut jest wiasno$¢ Markowa.

Definicja 1. Proces {X(¢)} z przestrzeniq stanow S jest procesem Markowa,
jezeli dla kazdego k oraz skonczonego zbioru t,t,,...,t, (gdzie 0<t <t,<..<t,)
i odpowiadajqcego mu  zbioru  stanow  s.,s,,...,s, €S  takiego, Ze
IP(X(t)=5,X(t,)=5,,....X(t,)=s,) >0, spetniony jest nastepujqcy warunek:

IP(X(t,)=s, | X(t)=5,X(,)=5,,....X(t, ) =5,,)= A
=IP(X (1) =5, [ X () =5,4).

Z réwnosci (7) wynika, ze prawdopodobienstwo warunkowe okres$lajace, ze pro-
ces {X(f)} w momencie ¢_jest w stanie s, jest takie samo dla kogos, kto zna cata hi-
stori¢ procesu {X(#)} w momentach ¢,¢,,...,t, ,, oraz dla kogo$, kto wie, w jakim
stanie proces byt w momencie ¢, ; .

Procesy Markowa z przeliczalna przestrzenia stanow nazywane sa lancuchami
Markowa. W ubezpieczeniach przede wszystkim wykorzystywane sa tancuchy Mar-
kowa ze skonczona przestrzenig stanow, dlatego jedynie one bgda przedmiotem roz-
wazan w dalszej czg$ci tej pracy. Dodatkowo w pracy przyjgto zatozenie, ze realiza-
cja umowy ubezpieczenia obserwowana jest w okreslonych momentach czasu



Modelowanie probabilistycznej struktury ubezpieczen wielostanowych 111

Tc {0,1, 2,...} , wigc dalsze rozwazania o procesach Markowa ograniczone zostaty
do dyskretnych w czasie tancuchow Markowa {X (t):te {O, 1 2,...}}.

Prawdopodobienstwo przejscia Fy(t,u) dla t#u (0<t<u) okreslone jest na-
stepujaco

IP; (2,u) =TP(X (u) = 5; | X (1) = 5,) = IP(X () = j [ X (1) = 0). ®)
Natomiast dla # = ¥ mamy, ze
1 dla i=]
IP”(t’”):{o da i#j

gdyz proces {X(¢)} w momencie ¢ moze znajdowac si¢ tylko w jednym ze standw.
Prawdopodobieristwo trwania w stanie B;(t,u) oznacza prawdopodobienstwo
tego, Ze proces {X(#)} od momentu  do momentu u jest w stanie s,, czyli

Pa(tu) =TP(X(z)=s; dlat < z<u| X(1)=5,) = IP(X(2) =i

. (€)]
dlat<z<u|X()=1).

Jezeli proces {X(f)} obserwowany jest w chwilach ¢ =0,12,..., to wprowadzenie
notacji macierzowej jest wygodnym i czgsto stosowanym zabiegiem przy wykorzy-
stywaniu prawdopodobienstw przej$¢ miedzy stanami do réznego rodzaju obliczen.
Macierz O(t,u) = (g; (t,u));' |, € IR"", gdzie g; (t,u) = IP, (t,u) , nazywa si¢ macie-
rzq przejscia na S, gdy wszystkie jej wyrazy sa nieujemne, a ponadto suma kazdego
wiersza wynosi 1, czyli dla kazdego i€ S mamy, ze Zjes IP;(t,u)=1. Macierz o
wymienionych wlasnosciach nazywana jest takze macierzq stochastycznq.

Dla kazdego i,j € S oraz dowolnych momentow czasu ¢,u,W takich, ze 0 <t <w<u,
prawdopodobienstwa [P;(t,u) oraz [P;(t,u) spetniaja réwnanie Chapmana-Kotmo-
gorowa (por. np. [Haberman, Pitacco 1999; Wolthuis 1994]), ktore mozna przedsta-
wi¢ w nastgpujacej formie macierzowej

O(t,u) = Q(t,w)- O(w,u). (10)

Ponadto przyjmujac, ze Q(w)=Q(w,w+1), mamy, ze
o(,u) =T, 0.

Oznacza to, ze jezeli {X (t);t=0,1, 2,...} jest tancuchem Markowa, to w celu
wyznaczenia jego rozktadu prawdopodobienstwa wystarczy wyznaczy¢ rozktad po-
czatkowy oraz ciag macierzy 0(0),0(1),...,0(0),..., gdzie O(t) = (g;(1));;., e IRV,
natomiast g;(¢) =IP(X(¢+1)=j| X(¢) =i) (por. [Dgbicka 2006]).

Wszystkie przedstawione zaleznosci sa prawdziwe, gdy zbior stanow jest zarow-
no skonczony, jak i nieskonczony (ale przeliczalny). Dowody tych zaleznosci mozna
znalez¢ np. w [Jakubowski, Sztencel 2000].
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Elementy przestrzeni stanéw S procesu Markowa mozna podzieli¢ wedtug roz-
nych kryteriow. Jedna z klasyfikacji jest podzial stanéw na trzy rodzaje, na stany:
przejsciowe, scisle przejsciowe i pochlaniajqce.

Ponizej zdefiniowane zostaty poszczegélne rodzaje stanow na podstawie praw-
dopodobienstwa przej$¢ migdzy stanami i prawdopodobienstwa trwania w okreslo-
nym stanie.

Definicja 2. Dla dowolnych momentow czasu t,u takich, ze 0<t<u, stani (ze
zbioru stanow S) jest stanem przejsciowym, jezeli TP;i(t,+%)=0.

Zauwazmy, ze nie jest mozliwe, aby proces {X(¢)} stale byt w stanie przejscio-
wym, cho¢ po jego opuszczeniu istnieje mozliwos¢ powrotu do niego.

Definicja 3. Dla dowolnych momentow czasu t, u takich, ze 0<t <u, stan i (ze
zbioru standw S) jest stanem Scisle przejsciowym, jezeli 1P;(t,u) = IPi(t,u) <1.

Stan $cisle przejSciowy charakteryzuje si¢ tym, ze po jego opuszczeniu proces
{X(#)} nie moze do niego powrocic.

Definicja 4. Dla dowolnych momentow czasu t, u takich, ze 0<t <u, stan i (ze
zbioru standw S) jest stanem pochtaniajqcym, jezeli TP;(t,u)=1.

Wymieniona zostata tylko jedna z mozliwych klasyfikacji przestrzeni standéw S,
gdyz bedzie ona wykorzystywana w nastepnych paragrafach. Inne klasyfikacje stanéw
mozna znalez¢ np. w [Billingsley 1987; Feller 1961; Jakubowski, Sztencel 2000].

Przyklad — cd. Dla tanicucha Markowa z przestrzenig stanéw i mozliwymi przej-
Sciami przedstawionymi w postaci schematu na rys. 1 posta¢ macierzy Q(¢) jest na-

stgpujaca
(D) g g0 g, (D)
Gun(®)  qn(t) qxu) g, ()

0 0 Gs3(t)  qs, (1) .
0 0 0 1

o) = (11)

Zauwazmy, ze zgodnie z klasyfikacja stanow przedstawiona w tym paragrafie
stany 1 12 sa stanami przejSciowymi, a stan 3 jest stanem $cisle przejsciowym. Nato-
miast stan 4 jest stanem pochtaniajacym, stad w macierzy (11) mamy, ze ¢,,(t)=1.

5. Wielostanowe tablice trwania zycia

Tablice trwania zycia sa podstawowym narzedziem analizy umieralnos$ci. Zawieraja
one funkcje okreslajace ich szanse dozywania dowolnego wieku lub ryzyko $mierci
w okreslonym wieku oséb urodzonych w tym samym czasie. Istnieje wiele metod
budowy tablic trwania zycia i ich interpretacji z punktu widzenia proceséow stocha-



Modelowanie probabilistycznej struktury ubezpieczen wielostanowych 113

stycznych, niektdre z nich mozna znalez¢ m.in. w [Btaszczyszyn, Rolski 2004; Bo-
lestawski 1973; Chiang 1968; Ostasiewicz 2000].

Niech I, bedzie liczba 0s6b w wieku X, majacych losowy przyszty czas Zycia o
wspdlnym rozktadzie z funkcja przezycia s([X] + f) oznaczajaca prawdopodobien-
stwo przezycia przez osobe w wieku X 0 najmniej ¢ lat. Symbol [X] oznacza, ze dane
prawdopodobienstwo dotyczy x-latka.

Kohortowq tablicq trwania Zycia zwiazana z funkcja przezycia s([x]+¢) nazy-
wa si¢ zbor liczb nieujemnych {I[x]+t },:o spetniajacych zalezno$¢

|
s([x]+1) =[|—] dla teT=1{0,12,.}.
[x]

Liczbe I[X] nazywa sig¢ poczqtkowq liczebnosciq kohorty. Natomiast I[x]+t jest licz-
ba 0sob w wieku X, ktore przezyja ¢ lat. Ubezpieczyciela interesuja tablice trwania zy-
cia dla osob, ktorych zycie uptyngto w warunkach wiasciwych rozwazanemu okresowi
kalendarzowemu. Dlatego rozwazane sa jedynie biezace (przekrojowe) tablice trwania
zycia, ktore sa interpretowane w kontekscie generacji (kohorty) hipotetyczne;.

W tradycyjnych tablicach trwania zycia podstawowymi funkcjami sa liczba 0sob
dozywajacych | ,,, oraz liczba 0s6b zmartych d| ., . Liczba os6b zmartych w wieku
X + t okreslana jest w sposob rekurencyjny w nastepujacy sposob

d

[x]+t

= l[x]+t - l[x]+t+1' (12)

Na podstawie wymienionych parametrow mozna wyznaczy¢ prawdopodobien-
stwo:
— przezycia jednego roku przez osobg w wieku X + ¢ lat

|x++
Prages =25, (13)

I[x]+t
— $mierci w ciagu roku osoby w wieku X + ¢ lat

d

[x]+2
O =7 (14)
[x]+t

. . t-1 ., . .
Pom.ewaz Py = Hk:O Prgw 0znacza prawdopodobiefistwo, ze osoba w wieku
X przezyje co najmniej  lat, oraz g, =, p,; 4., 0znacza prawdopodobienstwo,
ze osoba w wieku X przezyje ¢ lat i w ciagu roku umrze, to uwzgledniajac (13) oraz
(14), mozna wykazaé, ze

[x]+t

P =
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Na podstawie tablic trwania zycia mozna wyznaczy¢ elementy macierzy Q(¢), P(¢)
i P(¢, £ +1) jedynie dla klasycznych ubezpieczen na zycie i rent. W przypadku ubezpie-
czenia opisanego w przykladzie podstawowe tablice trwania zycia nie sa wystarcza-
jace do okreslenia wymienionych macierzy, gdyz prawdopodobienstwa przejs¢ mig-
dzy stanami zaleza takze od stopnia narazenia ubezpieczonego na trwate inwalidztwo
oraz ryzyko cigzkiej choroby. Dla takiego typu ubezpieczen konstruowane sa wielosta-
nowe tablice trwania Zycia (multiple increment-decrement tables), w ktorych oprocz
wieku ubezpieczonego brane sa takze pod uwagge inne cechy. Na przyktad tworzac ta-
blice na potrzeby ubezpieczen zdrowotnych, pod uwagg brany jest stan zdrowia osoby
w wieku X oraz powdd zgonu (tzn. czy osoba umarta, wczesniej chorujac, czy tez
ulegta nieszczg§liwemu wypadkowi i nagly zgon dotyczyt osoby zdrowej).

Wielostanowe tablice trwania zycia wykorzystywane przez firmy ubezpiecze-
niowe zawieraja funkcje wyznaczane osobno dla 0séb charakteryzujacych sig okres-
lonymi cechami. Ogdlnie w przypadku ubezpieczen wiclostanowych kazdy ze sta-
néw dotyczy pewnego zdarzenia losowego, a wigc w danej chwili ¢ populacja
ubezpieczonych jest podzielona na N rozlacznych grup. Osoby przynalezace do da-
nej grupy cechuje to, ze w ich zyciu zaszto dane zdarzenie losowe (Wszyscy sa np.
inwalidami, osobami zdrowymi, umarli w wyniku nieszczesliwego wypadku itp.).
Osoby przynalezace w chwili ¢ do danej grupy w ciagu nastgpnej jednostki czasu
moga ja zmieni¢ 1 w chwili # + 1 naleze¢ do innej grupy albo pozosta¢ w niej (na
zawsze, gdy dotyczy to np. 0sob niezyjacych). Wielostanowe tablice trwania zycia
tworzone sa po to, aby oszacowac szans¢ zardwno wyjscia z danego stanu, jak i po-
zostania w nim, a liczba funkcji, ktore zawieraja, jest $cisle powiazana z modelem
wielostanowym (S, 7) (por. [Bowers i in. 1986; Haberman 1983a; 1983b; Jordan
1982; Mattsson 1997]).

Dla kazdego ze standw i € S, ktory jest przejSciowy lub Scisle przejsciowy (tzn.
moze by¢ opuszczony przez proces {X(f)}, jezeli si¢c w nim znajdzie), tworzy si¢
nastgpujace funkcje:

I[ix]ﬁ — liczbg 0sob w wieku X + ¢, ktorych dotyczy zdarzenie losowe charaktery-

zowane przez stan I,

d[iiw — liczbe 0sob w wieku X + ¢, ktore w okresie (X + ¢, X + ¢ +1) opuscity gru-
pe 0s6b charakteryzowanych przez zdarzenie losowe stanu i i przeszty do grupy
0sob, ktorych dotyczy zdarzenie losowe okreslajace stan j (przy zatozeniu, ze

takie przejscie jest mozliwe, tzn. (i, j) € T)).

Oznacza to, ze liczba funkcji, ktore musi zawiera¢ wielostanowa tablica trwania
zycia tworzona dla danego modelu wielostanowego (S, 7), zalezy Sci§le zardbwno od
przestrzeni standw (potrzeba tyle funkcji I[ix]H , ile jest stanow przejsciowych i Scisle
przejsciowych), jak i zbioru bezposrednich przej$¢ migdzy stanami (kazdemu przej-
$ciu (i, ) odpowiada funkcja d[ii]ﬂ ).

Liczbg potrzebnych funkcji wielostanowej tablicy trwania zycia mozna wyzna-
czy¢, korzystajac z macierzy P(¢,t+1) okre$lonej dla danego modelu wielostano-
wego (S, 7). Na podstawie P(z,t+1) tworzy sig¢ tablicg, w ktore;j:
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— naprzekatnejumieszczasi¢ I[ix]ﬂ tam, gdzie p;(¢,¢+1)=00raz 3, ¢p, (¢,¢+1) #0
(wtedy i nie jest stanem pochtaniajacym),
— poza przekatna umieszcza si¢ d),,, tam, gdzie p;(¢,¢+1)#0,

— pozostate pola zostawia sig puste.

Przyklad — cd. Tablica funkcji I[ix]ﬂ i d[ifc]ﬁ dla rozwazanego ubezpieczenia ma
nastepujaca postac (por. (6))
1
l[x]+t d[lxz]+t d[lxg]ﬂ d[l;l]ﬂ
d[le]ﬂ l[%(]+t d[zx3]+t d[2x4]+t (15)
3 a3 |

[x]+t [x]+t

W pierwszym wierszu tablicy (15) znajduja si¢ funkcje, ktore nalezy wyznaczy¢
dla o0sob, ktore sa zdrowe. W drugim wierszu znajduja si¢ funkcje, ktore nalezy wy-
znaczy¢ dla osob, ktore sa chore, a w trzecim wierszu dla 0sob, ktore sa inwalidami.
Czwarty wiersz dotyczy stanu pochtaniajacego (0sob zmartych), wigce dla niego zad-
nych funkcji nie trzeba wyznacza¢. Dla rozwazanego przyktadu wielostanowa tabli-
ca trwania zycia ma nastgpujaca postacé

{(l[lx]+t > d[1x2]+t > d[lj]ﬂ > d[l;l]ﬂ H l[2x]+t > d[il]ﬂ‘ b d[zxs]ﬂ > d[2x4]+t > l[s;c]ﬂ H d[i“]ﬂ )}t:O.

W celu okreslenia wielostanowej tablicy trwania zycia dla przykladu opisywa-
nego w tej pracy wskazane jest (oprocz tablic trwania zycia) posiadanie tablic: cho-
robowosci, inwalidno$ci, wymieralnosci inwalidow, niezdolnosci do pracy. W Pol-
sce opracowane sa tablice przedstawiajace prawdopodobienstwo zgonu wedlug
przyczyn, ktore umozliwiaja ustalenie, jakie choroby maja wptyw na ryzyko $mier-
ci. Nie umozliwiaja one jednak oszacowania prawdopodobienstwa zachorowania i
trwania choroby w zaleznosci od wieku. Brak jest, zarowno w Polsce, jak i na swie-
cie, miarodajnych tablic chorobowosci i inwalidno$ci, ktore moglyby by¢ zastoso-
wane do kalkulacji sktadek czy rezerw. Obecnie wigkszo§¢ zaktadow ubezpiecze-
niowych buduje swoje wlasne tablice, uwzgledniajac przy tym rézne kryteria uznania
inwalidztwa, jak rowniez r6zne warunki gospodarczo-spoteczne kraju i grupy osob,
do ktorych kierowane jest ubezpieczenie. Przyktadowa oceng inwalidnosci oraz wy-
mieralno$ci inwalidéw mozna znalez¢ w [Stroinski 1996]. A dane dotyczace umie-
ralnosci wedtug przyczyn w opracowaniach GUS [Publikacje GUS].

Szczegodlnym przypadkiem wielostanowych tablic trwania zycia sa wieloopcyj-

ne tablice szkodowosci (multiple decrement table;) { [1x]+,,d[15]+,,d[1f]ﬂ,...,d[l)f\]’ﬂ )}Zo ,
e VdiL, =23, N . Liczby te moz-
na zinterpretowac jako liczbe czlonkéw kohorty na poczatku #-tego roku oraz liczby
0sob, ktore opuscily kohorte w okresie [¢,¢ +1) z powodu zdarzenia losowego okres-

lajacego stan j. Tablice szkodowosci dotycza modelu wielostanowego, w ktorym

ktorych #-ty element sktada si¢ z N liczb |
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stan 1 jest stanem S$cisle przejSciowym, a pozostate N — 1 stany to stany pochtaniaja-
ce. Przyktad takiej tablicy dla modelu (S,T)= ({1, 2,314(1,2), (1,3)}), gdzie stan 2
oznacza $mier¢ naturalng, a stan 3 $mier¢ z powodu nieszczesliwego wypadku, znaj-
duje si¢ w pracy [Btaszczyszyn, Rolski 2004].

6. Modelowanie macierzy rozkladu procesu {X(7)}

Podobnie jak w tradycyjnych tablicach trwania zycia (por. (12)) liczbg 0s6b pozosta-
jacych w danym stanie w momencie ¢ + 1 okresla si¢ w sposob rekurencyjny wedtug
nastepujacej formuty

i g ij ji
B =hae = 2, dig+ D dis (16)
J(i,j)el J:(j.))eT
gdzie Zj:(i,j)eT d[ii]ﬁ oznacza liczbg 0sob, ktore opuscity stan i w okresie (¢, ¢ + 1],
a Zm ber d[‘;:]ﬂ oznacza liczbe 0sob, ktore przybyty do stanu i w okresie (¢, ¢ + 1].
Przy zatozeniu, ze {X(¢)} jest niejednorodnym tancuchem Markowa, korzystajac
z zaleznosci (1), mozna wyznaczy¢ elementy macierzy Q(¢), P(¢) oraz P(¢, ¢ + 1)

niezbednych w celu okreslenia potrzebnych rozktadoéw i prawdopodobienstw wa-
runkowych.

Lemat 1.
Dla modelu wielostanowego (S, T), ktoremu odpowiada wielostanowa tablica
trwania zycia, elementy macierzy Q(t) okreslane sq nastepujqco:

(t)—l dla j=i
W70 dla jei

rye o o.

i _ i
l[x]+t+1 Zi:j:(i,j)eT d[x]H dla J =i
I[x]+t
d]
g; (1) = % de et
[x]+¢

Dowod. Jezeli i jest stanem pochtaniajacym lub i nie jest stanem pochtaniajacym
oraz i # j, to okreslenie q,(7) jest oczywiste.
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Pozostaje okreslenie prawdopodobienstwa przejs¢ dla i = j, gdy i nie jest stanem
pochtaniajacym. Korzystajac z rekurencyjnej wiasno$ci (1), mamy, ze dla i =j

[i Lo = db.
g; () =1P(X(t+1D)=i| X(t)=i)= [Ixi]+t+1 _ Zlij.(l,j)ET [x] ‘ (17)

[x]+t [x]+t

Zauwazmy, ze w liczniku wzoru (17) nie dodaje si¢ sktadnika Zm ber d[‘:]H ze

wzoru (16), gdyz zgodnie z warunkiem w momencie ¢ proces {X(f)} znajduje si¢
w stanie i. To konczy dowod.

Lemat 2.
Dla modelu wielostanowego (S, T), ktéremu odpowiada wielostanowa tablica
trwania zycia, elementy macierzy P(t) okreslane sq nastepujqco:

rye ..

pO= 3 3 dh. (18)

J:(j.)eT T[x] k=0

rye o .

I[Ix]+t
pit) =12 (19)
I
Dowéd. Prawdopodobienstwo p,(f) okresla si¢ dla osoby, ktora w chwili 0
(np. rozpoczecia umowy ubezpieczenia) ma X lat. Jezeli i jest stanem przejéciowym
lub $cisle przejsciowym, to p,(#) okresla sig jako stosunek liczby osob w wieku x + ¢
pozostajacych w stanie i w momencie ¢ w stosunku do liczby os6b w wieku X pozo-
stajacych w stanie i. W oczywisty wigc sposob otrzymuje sig (19).
Natomiast jesli i jest stanem pochtaniajacym, to

=Y iIP(X(k): N IP(X(k+1) =i | X(k)=1). (20)

J:(j,0)eT k=0
Poniewaz we wzorze (20) j nie jest stanem pochtaniajacym, to mamy, Ze:

al di
_ [x+k  “[x1+k
pO= 2 DT

J:(.DeT k=0 T[x] [x]+k
Po przeksztatceniach algebraicznych otrzymujemy (18). To konczy dowaod.

Lemat 3. Dia modelu wielostanowego (S, T), ktoremu odpowiada wielostanowa
tablica trwania zycia, elementy macierzy P(t, t + 1) okreslane sq nastepujqco:

rye o o.
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e d n dla ] = l
[x]+k
Pyt +1) =1 i Gmer Iy =0 ; (21)
0 dla j=i
— Jjesliijest stanem przejsciowym lub Scisle przejsciowym, to
i ij
fey Zj:i(i,j)eT Ay da j=i
IX
d’
py(tr+1)= I[—] dla (,j)eT. (22)
(]
0 dla (G, j)eT

Dowad.
Jezeli i jest stanem pochtaniajacym, to dla kazdego j € S mamy, ze (i, j) ¢ T,
wiec dla i #j mamy, ze pij(t, t+1)=0. Natomiast dla i = j mamy, ze

pi(tt+D)=1P(X () =i) - IP(X(t+ 1) =i| X (1) =i) =IP(X(¢) =i) = p,(?).

Korzystajac z lematu 2, otrzymujemy (21).
Jesli i jest stanem przejSciowym lub $cisle przejsciowym, to dla i = j mamy, ze

Palt,t +1) = IP(X (1) =)- IP(X (e +1) = | X (1) = i) = IP(X (1) =) = p,(0) - 4, ().

Korzystajac z lematu 1 oraz lematu 2, otrzymujemy pierwsza rownos¢ (22). Do-
wod (22) dla (i, j) € T jest analogiczny do dowodu przypadku, gdy i = j. Rownos¢
w przypadku, gdy (i, j) ¢ T, jest oczywista, gdyz bezposrednie przejscie ze stanu i do
stanu j nie jest mozliwe.

To konczy dowod.

Na podstawie lematu 1-lematu 3 posta¢ macierzy Q(¢), P(¢) oraz P(z, ¢t + 1) dla
ubezpieczenia analizowanego w przyktadzie podana zostata ponizej.

Przyklad — cd.

1 N4 g 12 13 14
Ryt z j=2 a3 i1 iy i e
1 1 1 1
g ey Wepe g
21 2 _ 2] 23 24
i sy 21:1,3.4 41 4 i
— 2 2 2 2
Q(t) - I[X]“ I[X]H I[x]+l I[x]+1 Py
3 34 34
0 0 l[x]+t+l _d[x]+t d[x]+r
I? 13
[x]+t [x ]+t
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I d; d d3“
x]+t [x]+t [x]+k [x]+k [x]+k
P(t) = I ! ))
X

P(t,t+1)=
1o 1 12 13 14
ey 21:2,3.4 ey iy iy vy
([ Ik Ik n
21 2 2] 23 24
A fxye Z j=13,4 s} i3 di
12 12 12 12
_ X X
3 34 34
0 0 B =div dMH

3
Ix

d d34
Xk [x]+k Ay
0 0 0 ( )

Wtasnoscia modeli wielostanowych jest to, ze duza liczba zdarzen losowych
objetych umowa ubezpieczenia powoduje ztozonos$¢ modelu. Zapis macierzowy
znacznie ulatwia analize przeptywdw pienieznych oraz aplikacje teorii w praktyce,
dlatego potrzebne do analizy aktuarialnej prawdopodobienstwa przedstawiane sa za-
zwyczaj w postaci macierzy. Przedstawienie elementéw tych macierzy za pomoca
odpowiednich funkcji wielostanowych tablic trwania zycia wskazuje na mozliwos¢
zastosowan tego typu modelowania w badaniach nad zagadnieniami dotyczacymi
ubezpieczen indywidualnych i grupowych. Publikacja ta moze stuzy¢ rowniez pra-
cownikom zaktadow ubezpieczen do obliczania niezbednych w analizie ubezpieczen
wielkos$ci aktuarialnych oraz do konstrukcji nowych produktow.
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MODELLING OF PROBABILISTIC STRUCTURE
OF MULTISTATE INSURANCE CONTRACTS

Summary: Multistate insurance is a contract that covers different life accidents. This type of
insurances consists of the core insurance contract (usually it is a life insurance) and a package
of additional contracts (so called options for example health or disabled insurances). The aim
of this paper is to model the probabilistic structure of multistate model. Under the assumption
that the stochastic process that describes the evolution of the insurance contract is a non-ho-
mogeneous Markov chain, we show how to model the probabilistic structure of multistate
model by multiple increment-decrement tables. The obtained results are applied to the analy-
sis of the life insurance with illness and disabled options.
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