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Wprowadzenie

W obecnych czasach wolnorynkowa dziatalno$¢ gospodarcza
jest naturalng przestrzenia dla przedsigbiorcow. Podstawowym
warunkiem rozwoju kazdego przedsigbiorstwa w takim Srodowisku
jest opracowanie prawidlowej strategii inwestycyjnej. Ma ona na celu
przyniesienie poprawy efektywnosci dzialania, wzmocnienie pozycji
rynkowe] przedsigbiorstwa oraz poprawe wyniku finansowego [142].
Droga prowadzaca do tego celu jest zwigzana z realizacja szeregu
przedsigwzie¢ inwestycyjnych dotyczacych ciaglego weryfikowania
wielkoSci produkcji, obnizki kosztéw badZz lokowania nadwyzek
kapitalu oraz bycia konkurencyjnym. Zmiany zachodzace na
wspotczesnych rynkach oraz rosnaca dynamika ich rozwoju nie
ulatwiaja przedsigbiorcom zadania. Wrecz przeciwnie, powoduja
one, ze przedsigbiorca juz w fazie planowania inwestycji zmaga
si¢ z niepewnoscia, a liczba nieprzewidywalnych czynnikéw jest
ogromna. Na finalowy efekt inwestycji moga mie¢ wpltyw nie tylko
wewnetrzne uwarunkowania przedsigbiorstwa, takie jak jego struktura,
kadra zarzadzajaca, kapital ludzki, ale takze czynniki zewngtrzne.
Najbardziej istotne z nich to globalno$¢ rynku, przeptywy informacji,
bardzo wysoka konkurencyjno$¢ czy wreszcie rozwdj nowych
technologii. Dlatego proces identyfikacji zagrozen oraz skuteczne
proby ograniczenia niekorzystnych efektow decyzji podejmowanych
w atmosferze niepewnoSci sa niezbednym warunkiem przetrwania
przedsigbiorstwa na rynku. Analiza oplacalnosci przedsigwzigl
inwestycyjnych powinna zatem skupi¢ si¢ nie tylko na czynnikach
mikro- oraz makroekonomicznych, ale takze wziaé pod uwage czynniki
o charakterze globalnym. Zatem ich identyfikacja jest jednym z
podstawowych zadan przedsigbiorstwa.

Czym jest inwestycja? Wedlug Roézanskiego [141] ,,poprzez
inwestycj¢ rozumie si¢ najczesciej albo wydatek pienigzny, ktéry ma



przynies¢ dochdd temu, ktéry podejmuje inwestycje, a wigc inwestorowi
(aspekt finansowy), badz tez proces, w ktdrym nastgpuje przeksztalcenie
srodkéw pienigznych w inne dobra (aspekt rzeczowy)”. Inwestycja
jest zaangazowaniem SrodkOéw gospodarczych w przedsigwzigcie
gospodarcze majace na celu pomnozenie majatku wiasciciela przez
przysporzenie okre§lonych dochodéw [124]. Podobnie uwaza Jaworski
[81] twierdzac, ze ,dzialalno$¢ inwestycyjna polega na angazowaniu
przez przedsigbiorstwo zasobow pieni¢znych, w celu uznania przysztych
korzySci”. Inwestycje moga byC takze pojmowane jako biezace
wyrzeczenie (rezygnacja z pewnej biezacej konsumpcji) dla niepewnych
przysztych korzysSci. Za poniesione wyrzeczenia inwestor oczekuje
nagrody, ktéra bedzie w postaci zwrotu z inwestycji [70]. Zatem z kazda
inwestycja zwigzane sa nastgpujace jej cechy: czas realizacji, wielko$¢
naktadéw, przyszte korzysci oraz ryzyko.

Podjegcie decyzji inwestycyjnej jest jednym z najtrudniejszych zadan
przedsigbiorstwa. Sama realizacja inwestycji jest efektem dtugiego
i zmudnego procesu analizy oplacalnoSci inwestycji. Kierujac sig¢
przedmiotem inwestycji, mozna wyrdzni¢ nastgpujace grupy: inwestycje
rzeczowe, inwestycje finansowe oraz inwestycje w kapitat ludzki. Ta
pierwsza klasa stanowi majatek trwaly przedsigbiorstwa i naleza do niej
zakupy maszyn, urzadzen technicznych, gruntéw, nieruchomosci itd. Do
drugiej grupy naleza zakupy papieréw wartosciowych czy zaktadanie
lokat bankowych. Tradycyjne metody badania optacalnosci inwestycji
zawsze opieraja si¢ na zatozeniu staloSci warunkéw inwestowania, tzn.
przyszte strumienie przeptywow pienigznych bazuja na prognozach,
ktére moga okazaé si¢ nieaktualne w przyszto$ci. Spowodowane jest
to oczywiscie niepewnoscia czy nieprzewidywalnoscia rynku oraz
dotyczy inwestycji rzeczowych i1 finansowych. W klasycznej metodzie
zaktualizowanej wartoSci biezacej zaklada sig, ze podstawowym
kryterium wyboru odpowiedniego projektu inwestycyjnego jest
maksymalizacja wartoS$ci oczekiwanej przysztych dyskontowanych
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wplywow pienigznych zwiazanych z realizacja projektu. Jednak ta
metoda ignoruje zmiany warunkéw inwestowania, ktére sprawiaja,
ze pewne inwestycje przestaja by¢ oplacalne, a inne nimi si¢ staja.
Dlatego autorka porusza zagadnienia zwigzane z procesem oplacalnosci
inwestycji uwzgledniajacym czynniki ryzyka. WigkszoS¢ problemow
zwigzanych 7z zarzadzaniem przedsigbiorstwem czy procesami
inwestycyjnymi jest z natury dynamiczna oraz stochastyczna. Oznacza
to ewolucje¢ takiego procesu w czasie i w warunkach niepewnosci.
Programowanie dynamiczne jest jednym ze sposobdéw zapewniajacych
ujednolicong strukture analizy ekonomicznej dotyczacej zarzadzania
biezacymi procesami inwestycyjnymi przedsigbiorstwa. Autorka omawia
tez zagadnienia zwiazane z wieloetapowymi procesami podejmowania
decyzji inwestycyjnych wykorzystujac powyzsza metod¢ badawcza.
Przedstawia model, w ktérym przedsigbiorca w warunkach niepewnosci
i ryzyka w kazdym okresie trwania przedsigwzigcia zobligowany jest
do podjecia decyzji inwestycyjnej. Metoda oparta o zasadge Bellmana
[117] moze by stosowana z powodzeniem nie tylko do probleméw,
w ktérych horyzont czasowy jest skoniczony, ale takze moze shuzyé
pomoca w znalezieniu optymalnego ciagu decyzji inwestycyjnych w
dowolnie dlugim horyzoncie czasowym, np. gdy czas trwania inwestycji
nie jest doktadnie znany. Ponadto, zasada programowania dynamicznego
pozwala takze na badanie modeli, w ktérych przedsigbiorca (lub ogdlnie;j
przedsigbiorstwo) wykazuje si¢ roznymi postawami wobec ryzyka.

Powyzsze fakty i badania naukowe prowadzone na przestrzeni
ostatnich lat sktonily autorke do sformutowania nastgpujacych celéw
rozprawy.

1. Przedstawienie nowatorskiego podejscia opartego o metode
programowania dynamicznego do wyznaczania optymalnego ciagu
decyzji inwestycyjnych w wieloetapowych procesach decyzyjnych.

2. Wyliczenie optymalnych strategii inwestycji i konsumpcji w
zadanym okresie czasowym, wyliczenie optymalnej funkcji
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wartoSci, w zaleznoSci od wartoSci wspdlczynnika ryzyka
oraz elastycznosci substytucji migdzyokresowej, oraz réznych
rozktadow zmiennej losowej, opisujacej stopg zwrotu z inwestycji.

. Wyznaczenie optymalnych strategii inwestowania i konsumpcji w

modelu z nieskoficzonym horyzontem czasowym.

Uwzglednienie wspélczynnika wrazliwosci na ryzyko w modelach
dotyczacych oceny inwestycji z losowymi wptywami. Budowa
kryterium opartego na metodzie NPV.

Tak sformulowane cele pracy wymagaja realizacji nastgpujacych celow

czastkowych:

zdefiniowania i rozréznienia definicji ryzyka i niepewnosci,
przedstawienia miar ryzyka oraz probabilistycznych metod jego
obliczania,

przedstawienia teorii oczekiwanej uzytecznosci, jej wad 1 zalet,
wprowadzenia pojecia réwnowaznika pewnosci, nastgpnie
rOwnowaznikéw uzywanych w pracy do budowy modeli:
rownowaznika Krepsa-Porteusa oraz entropijnej miary ryzyka,
przedstawienia metod oceny inwestycji, ze szczegdlnym
uwzglednieniem metody NPV,

implementacji metod zarzadzania wieloetapowego do wyznaczenia
optymalnej polityki inwestycji.

Tak postawiony cel pozwala na postawienie nastgpujacych tez:

Optymalne strategie konsumpcji i inwestycji w wieloetapowym
procesie decyzyjnym zaleza od elastycznoSci substytucji
migdzyokresowej, zaleza rowniez od wspoiczynnika wrazliwosci
na ryzyko inwestora.

Wyniki uzyskane w modelu z nieskoficzonym horyzontem
czasowym sg zbiezne z wynikami uzyskanymi za pomoca modelu
ze skoficzonym horyzontem czasowym.

Rosnaca awersja do ryzyka ostabia zapat inwestycyjny inwestora,
pomimo niezmieniajacych si¢ warunkow inwestycji.

12



Rozdziat 1
Taksonomia 1 typologia ryzyka

ZYozono$¢ dziatalnoSci czlowieka czy dziatalnoSci przedsigbiorstwa
sprzyja powstawaniu zagrozen w ramach procesu decyzyjnego. Dlatego z
niemal kazda decyzja zwiazane jest ryzyko. Czym ono jest? Nie ma jednej
definicji ryzyka [133]. Stownik Jezyka Polskiego PWN [149] podaje trzy
definicje ryzyka:

1. mozliwos$¢, ze cos si¢ nie uda; przedsigwzigcie, ktérego wynik jest

niepewny,

2. odwazenie si¢ na niebezpieczenistwo,

3. prawdopodobiefistwo powstania szkody obciazajace osobg
poszkodowana niezaleznie od jej winy, jesli umowa lub przepis
prawny nie zobowigzywaly innej osoby do wyréwnania szkody.

Warto tu wspomniec, ze termin ,,ryzyko” wywodzi si¢ od taciniskiego
stowa risicare, co znaczy ,,odwazy¢ si¢”. W tym ujeciu ryzyko jest zatem
skutkiem okreSlonego wyboru. Stownik Oxford English Dictionary [127]
definiuje ryzyko jako ,.hazard, szans¢ pojawienia si¢ ztych konsekwencji,
straty albo mozliwo$s¢ pomyiki”. Aven [10] bazujac na krétkich,
wybranych streszczeniach z ostatnich 20 lat, przedstawit koncepcje
ryzyka i zaprezentowatl jej ewolucje w Oxford English Dictionary od
1679 roku. Nastepnie Veland 1 Aven [181] wykorzystali koncepcje ryzyka
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przedstawionag w pracy [10] do przedyskutowania: jak perspektywa
ryzyka wptywa na komunikacj¢ pomigdzy decydentami a analitykami
ryzyka, zwyklymi ludZmi a ekspertami. Istotnie dla KarimiAzari
[84] inzynierowie, projektanci widza ryzyko z punktu widzenia
technologicznego; pozyczkodawcy, kredytobiorcy, deweloperzy widza go
z perspektywy ekonomicznej czy finansowej. Stad mozna zasugerowac,
iz ryzyko to zdarzenie lub decyzja, ktéra moze niekorzystnie wplynaé
na dziatalno$¢ przedsigbiorstwa i uniemozliwi¢ badz przeszkodzi¢ w
osiagnigciu zamierzonych celéw. Innymi stowy ryzyko moze by¢
zdefiniowane jako niepewne zdarzenie albo zbidr okolicznoSci, ktdre
beda miaty wpltyw na osiagnigcie jednego lub wigkszej iloSci celow.
Podobng definicj¢ podali Yang [185] oraz Bakr, Hagla, Nayer i Rawash
[11]. Okreslili oni ryzyko jako prawdopodobieristwo, ze zdarzenie albo
decyzja begda mie¢ negatywny skutek dla danego przedsigbiorstwa.
Natomiast dla Mazouni [113], ryzyko jest wewngtrzng wlasnoScia
danej decyzji i mierzone jest takimi czynnikami jak: natgzenie czy
czgstos¢ wystgpowania negatywnych efektow. W polskiej literaturze
wystepuje wiele definicji ryzyka. Inwestorom angazujacym swoj kapitat
stale towarzyszy ryzyko, poniewaz inwestujac dokonuja oni zmiany w
strukturze swych aktywéw. Ryzyko inwestowania jest identyfikowane
z mozliwym zagrozeniem lub szansa na osiagnigcie oczekiwanych
korzySci oraz zwiazane jest z niebezpieczenistwem wystapienia efektu
inwestowania niezgodnego z oczekiwaniami. Efekt ten moze by¢ gorszy
lub lepszy od zaktadanego wczesniej. Jajuga [75] podaje dwie koncepcje
ryzyka spotykane w naukach ekonomicznych:

1. negatywna koncepcja ryzyka - mozliwo$¢, ze co$ si¢ nie uda,

zagrozenie,
2. neutralna koncepcja ryzyka - nieznany wynik przedsigwzigcia,
zagrozenie lub szansa.
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W rozwoju teorii 1 praktyce pojecie ryzyka ma charakter
wieloaspektowy i wieloznaczny. Istnieje wiele poje¢ definiujacych ryzyko
[157], poniewaz moze by¢ rozumiane na wiele sposobéw i moze oznaczac
[125, 177]:

- mozliwo$¢ poniesienia straty,

- prawdopodobienistwo poniesienia straty,

- rozbiezno$¢ pomigdzy rzeczywistymi i oczekiwanymi wynikami,

- prawdopodobienistwo wyniku innego od oczekiwanego,

- mozliwos$¢ wystapienia niepozadanych zdarzen,

- warunki, w ktérych wystgpuje mozliwos¢ straty,

- niepewno$¢, niebezpieczenstwo, mozliwos¢ niezrealizowania celu,
spodziewanych efektow zalozonych w chwili podejmowania
decyzji inwestycyjne;j.

W ksiazce [55] autorzy przez ryzyko rozumiejg wszystkie zdarzenia
nieprzewidywalne, zaréwno pozytywne, jak i negatywne. Ryzyko
zwigzane jest z nieznajomoS$cia przyszlych wartoSci czynnikéw
wplywajacych na efektywnos$¢ inwestycji. Mozna stwierdzié, ze
niepewno$¢ jest pojeciem szerszym, zaS ryzyko jest pochodna
niepewnoSci 1 ma charakter wymierny. Ryzyko mozna zidentyfikowac,
zmierzyC przy zastosowaniu odpowiednich metod oraz poddaé
weryfikacji empirycznej. W ocenie efektywnoSci ekonomicznej
niepewnos¢ i ryzyko sa funkcja dwéch grup czynnikéw [126]: liczby i
jakosci informacji bedacych w dyspozycji inwestora oraz zmiennoSci
warunkow realizacji 1 eksploatacji inwestycji. W zwiazku z tym, ryzyko 1
niepewno$¢ nalezy rozpatrywac z uwzglednieniem nastgpujacych faktow.

1. Niepewno$¢ ma wymiar informacyjny. Jej przyczyng jest brak

dostepu do informacji, brak potwierdzenia ich wiarygodno$ci. W
zwiazku z tym, nie mozna ustali¢ prawdopodobieristw wystapienia
mozliwych sytuacji wptywajacych na wynik inwestycji oraz ustalié
prawdopodobienistw oczekiwanych wynikéw inwestowania. Helton
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[64] wskazuje na dwoista naturg niepewnosci i wyrdznia jej dwa
rodzaje:

- niepewno$¢ losowa (ang. aleatory uncertainty) — rodzaj
niepewnosci wynikajacy z faktu, ze system moze zachowywac
si¢ w sposob losowy (przypadkowy, stochastyczny); inne
okreSlenia tego rodzaju niepewnoSci to: stochastyczna
niepewnoS¢ (ang. stochastic uncertainty), niepewnos¢ typu A
(ang. type A uncertainty), niepewnos¢ podstawowa (nie dajaca
si¢ zmniejszyC - ang. irreducible uncertainty), zmienno$¢
(ang. variability), obiektywna niepewnosC (ang. objective
uncertainty);

- niepewnoS$¢ poznawcza (ang. epistemic uncertainty) — rodzaj
niepewnoSci wynikajacy z braku wiedzy o systemie, bedacy
cecha badacza dokonujacego analizy; inne okreSlenia tego
rodzaju niepewnosSci to: subiektywna niepewnos$¢ (ang.
subjective uncertainty), niepewnos¢ typu B (ang. type B
uncertainty), niepewno$¢ podlegajaca zmniejszeniu (ang.
reducible uncertainty), niepewnos¢ stanu wiedzy (ang. state
of knowledge uncertainty), niewiedza (ang. ignorance).

2. Ryzyko ma charakter finansowy, poniewaz mozna dokona¢ jego
pomiaru, w sytuacji gdy istnieja dostgpne informacje, ktore
umozliwiaja ocen¢ mozliwych strat lub zyskéw zwiazanych z
dang inwestycja. Wyznacznikiem ryzyka jest osiggniecie wynikow
rézniacych si¢ od zaktadanych i oczekiwanych przez inwestora.
W racjonalnym zarzadzaniu inwestycjami jest wymagane
zastagpienie niepewnoSci ryzykiem, w ktérym relacja migdzy
prawdopodobienstwem sukcesu a jego kosztami moze by¢ dosé
wyraznie okre§lona [129]. Ryzyko jest niepewnoscia, ktéra ponosi
inwestor 1 zwigzane jest z akcja. Dopoki inwestor nie podejmuje
dziatain dotyczacych inwestycji, nie mozna mowi¢ o ryzyku
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nieotrzymania oczekiwanych wynikéw. Inwestor ma Swiadomos¢,
ze istnieje niepewnos$¢ co do przysztych warunkéw, lecz dopoki
nie podejmuje zadnych krokéw, ta niepewnos$¢ nie ma wptywu na
wyniki otrzymywane przez przedsigbiorstwo.

W dyskusjach z ludZzmi wyrazy towarzyszace stowu ryzyko lub
pojawiajace si¢ z tym stowem to: zdarzenie, decyzja, konsekwencja
oraz niepewnoSC. Szczegllnie zauwazalne jest pojecie straty zwigzane
z ryzykiem, a nie zauwaza si¢, ze moze ono réwniez prowadzié
do potencjalnego zysku. Czgsto ryzyko jest definiowane jako
mozliwe zdarzenia, ktérych niekorzystne konsekwencje sa trudne
do zaakceptowania lub nawet niedopuszczalne [164].

Rodzaje ryzyka
W literaturze rozwaza si¢ wiele klasyfikacji ryzyka i wiele jego typow,
w zalezno$ci od rodzaju rozwazanej dziatalnosci [65, 75, 107, 177, 186].

- Ryzyko polityczne - zwigzane z sytuacjami 1 decyzjami
politycznymi podejmowanymi w kraju.

- Ryzyko rynkowe - wynikajace ze zmian cen na rynkach
finansowych i innych zwiazanych z nimi rynkach. Ryzyko to mozna
podzieli¢ na cztery grupy: ryzyko kursu walutowego, ryzyko stopy
procentowej, ryzyko cen akcji oraz ryzyko cen towaréw.

- Ryzyko kredytowe - zwiazane z mozliwoscia niedotrzymania
warunkow przez druga strong kontraktu 1 dotyczy wszystkich
sytuacji, gdy jedna strona kontraktu ma zobowigzania wobec strony
drugie;j.

- Ryzyko operacyjne - ryzyko straty wynikajace z nieprawidtowo
dziatajacych procesow wewngtrznych w przedsigbiorstwie, ludzi i
systemow, a takze ze zdarzen zewnetrznych.

- Ryzyko finansowe - ryzyko zwigzane 2z nadmiernym
finansowaniem inwestycji kredytem.

- Ryzyko ptynnosci - zwiazane z trudnoscia likwidacji inwestycji.
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- Ryzyko zasobdw - zwiazane z mozliwoscia zagrozenia dostgpu do
zasobow.

- Ryzyko inflacji - zwigzane ze zmiang stopy inflacji.

- Ryzyko prawne - dotyczace przekroczenia odpowiednich
przepisOw prawnych. Obejmuje ono trudnoSci zwiazane z
egzekucja warunkéw zawartych w umowach i porozumieniach.

- Ryzyko spoteczne - zwigzane z klimatem spotecznym dla
dziatalnosci inwestycyjnej, tradycja pracy, kultura, zamoznoScia
czy religia.

- Ryzyko technologiczne - zwigzane z dyfuzja innowacji.

- Ryzyko wojny i terroryzmu - zwiazane z mozliwosScia wojny i
innych wrogich aktéw.

Nalezy rowniez wspomnieé, ze wystepuja rodzaje ryzyka specyficzne

dla pewnych podmiotéw (np. ryzyko ubezpieczeniowe).

W literaturze spotka¢ mozna réwniez pojecie ryzyka biznesowego.
Przez ryzyko biznesowe nalezy rozumie¢ mozliwos¢ wystapienia strat
bedacych efektem wydarzen lub zmian majacych swe zrédlo w otoczeniu,
w ktérym prowadzona jest dana dziatalnos¢, a takze strat wynikajacych z
podjetych decyzji, braku podjecia odpowiednich decyzji we wiasciwym
terminie lub z bledéw podczas wdrazania ustaled. Zrédfem ryzyka
biznesowego jest zatem brak reakcji lub niewlaSciwa rekcja na zmiany
pojawiajace si¢ w otoczeniu biznesowym. Poziom tego ryzyka nalezy
monitorowac i odpowiednio nim zarzadza¢, gdyz brak kontroli nad tym
obszarem moze zagrazac realizacji celow strategicznych firmy. Ryzyko to
zalicza si¢ jednak do grupy ryzyk trudnomierzalnych.

Kazdy z wymienionych rodzajéw ryzyka mozna skwantyfikowac,
czyli oszacowal prawdopodobienistwo wystapienia jego skutkéw w
okreslonej sytuacji. W tym celu nalezy postuzy¢ si¢ metodami rachunku
prawdopodobienistwa. Metody te sa tematem rozwazan w nastgpnych
rozdziatach.
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1.1. Ryzyko a niepewnosé

Konieczno$¢ identyfikacji 1 weryfikacji ryzyka wynika z mozliwos$ci
osiagania oczekiwanych przez inwestora korzySci z inwestycji lub
uniknigcia strat. Przy podejmowaniu decyzji inwestycyjnych mozemy
wyrdznié trzy rodzaje zachowan inwestoréw [2, 60, 75, 109, 126, 182]:

- Preferowanie ryzyka i jego skutkéw (hazardzista) - inwestor
podejmuje decyzje nawet wtedy, gdy prawdopodobienistwo straty
przewyzsza prawdopodobienstwo zysku. Inwestor jest skionny
ponies¢ wigksze naktady w celu podjecia decyzji o wyzszym
ryzyku.

- Neutralno$¢ wobec ryzyka - inwestor nie podejmuje decyzji, gdy
prawdopodobienstwo osiagnigcia zysku jest zbyt mate. Inwestor
nie zwraca uwagi przy podejmowaniu decyzji na wielkoS¢ ryzyka.

- Awersja do ryzyka - inwestor oczekuje, ze prawdopodobiefistwo
zysku bedzie wigksze niz straty. Inwestor podejmuje ryzyko wtedy,
gdy oczekuje rekompensaty w postaci premii. Awersja do ryzyka
zalezy réwniez od kapitalu inwestora. Im bogatszy inwestor tym
fatwiej jest mu pogodzi€ si¢ ze strata.

Modele podejmowania decyzji inwestycyjnych zakladaja, ze
inwestorzy dzialaja racjonalnie i charakteryzuja si¢ awersja do ryzyka
(maja wklesta funkcje uzytecznosci, patrz Rozdzial 2). W pracy
rozpatrywane beda modele, ktére uwzgledniaja stosunek inwestora do
ryzyka. Nalezy wspomnie¢, ze ryzyko i niepewnos$¢ zwiazane sa z czasem
[122]. Im dtuzszy czas inwestycji, tym mniej jest si¢ pewnym osiagnigcia
zamierzonych efektow, poniewaz szacowanie w chwili obecnej przyszlej
stopy zwrotu jest mniej dokladne ze wzgledu na mniejsza pewnos¢é
dziatalnos$ci i zmieniajacych si¢ warunkéw otoczenia. NiepewnosS¢ i
ryzyko zwiazane sa ze stopa zwrotu z inwestycji. Im wigksza niepewnos¢
uzyskania zaplanowanych przeptywéw pienigznych, tym wigksza jest
ich zmienno$¢, czyli rozrzut wokél wartosci oczekiwanej. Decyzje
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charakteryzujace si¢ wigkszym ryzykiem moga przynieS¢ wigkszy
zysk lub stratg niz w przypadku inwestycji charakteryzujacych sig
mniejszym ryzykiem. Zatem pojawia si¢ problem dywersyfikacji portfela.
Dywersyfikacja taka opiera si¢ na zalozeniu, ze bezpiecznie] jest
realizowa¢ wiele mniejszych inwestycji o takiej samej oczekiwanej
stopie zwrotu niz jedna duza inwestycj¢. Nalezy réwniez wspomnied,
iz ryzyko ma swoja ceng, ktéra moze by¢ mierzona np. stopa
procentowa wyrazajaca poniesione ryzyko w zamian za oczekiwany
dochdd. Inwestor akceptujac dany poziom ryzyka, spodziewa si¢
rekompensaty uwzgledniajacej premig¢ za ryzyko w postaci odpowiedniej
stopy zwrotu. Oznacza to konieczno$¢ pomiaru ryzyka i podjecie
dziatain dostosowujacych jego wielko$s¢ do poziomu akceptowalnego
przez inwestora.

W krajach wysoko rozwinigtych dla celéw analizy, ograniczania

1 zabezpieczania si¢ przed ryzykiem, rozwingla si¢ dyscyplina ,,risk
management” stuzaca zarzadzaniu ryzykiem. Zarzadzanie ryzykiem
finansowym w instytucji polega na projektowaniu i wdrazaniu struktury
czasowej przeplywdéw pienigznych, w celu osiagnigcia pozadanego
poziomu ryzyka. Metody zarzadzania ryzykiem:

1. metody korygowania efektywnoSci projektu inwestycyjnego -
polegaja one na korektach wybranych parametréw rachunku
efektywnosci inwestycji 1 tzw. narzutach procentowych;

2. analiza wrazliwo$ci 1 progu rentownosSci - polega na zmianach
roznych rodzajow naktadéw i efektow bedacych elementami
rachunku oraz na wyznaczaniu dla przedsigbiorstwa wartosci
krytycznych zwiazanych z realizacja danej inwestycji. Narzedzie,
ktoére stuza do tych analiz to: prég rentownoSci, okres zwrotu
zaangazowanego kapitalu, margines bezpieczenistwa. Wynikiem
metody jest ocena warto$ci krytycznych wariantéw inwestycji;

3. metody probabilistyczno-statystyczne - szacowanie 1 pomiar
ryzyka metodami rachunku prawdopodobiefistwa i statystyki
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matematycznej. Chodzi przede wszystkim o szacowanie
oczekiwanej wartos$ci zdyskontowanej netto (NPV);

4. metody operacyjne (w tym teoria gier) - stosuje si¢ w warunkach
niepewnosci wczesniej zdefiniowane;.

1.2. Ryzyko i losowos¢

Niezaleznie od wszystkich kontekstow, ryzyko S$ci§le zwiazane
jest z losowoscia [26, 29, 38, 68, 73, 109, 126, 140]. Losowos¢
jest dobrze zdefiniowanym pojeciem, gdyz w 1933 roku rosyjski
matematyk Kotmogorow [92] podat aksjomatyczng definicj¢ losowosci
i prawdopodobienistwa. Ta definicja i towarzyszaca jej teoria (chociaz
z kontrowersyjnymi aspektami) stanowi podstawe do iloSciowego
zarzadzania ryzykiem.

W ujeciu Kotmogorowa model probabilistyczny jest opisany
przez tréjke (,.#,P). Element @ zbioru Q reprezentuje realizacje
eksperymentu, a w ekonomii czgsto odnosi si¢ do niepewnego stanu
natury. Wyrazenie ,prawdopodobienistwo zajscia zdarzenia A” jest
oznaczone przez P(A), gdzie A jest elementem zbioru .%, czyli zbioru
wszystkich mozliwych zdarzen. Nalezy tu podkreslic, ze system podany
przez Kolmogorowa pozwala na przetlumaczenie naszej intuicji na
temat losowoSci w zwigzly, aksjomatyczny jezyk z jasnymi regutami.
Rozwazmy nastgpujace zyciowe sytuacje: inwestor decydujacy o kapitale
czy inwestycjach przedsigbiorstwa, firma ubezpieczeniowa sprzedajaca
polis¢ ubezpieczeniowa oraz pozyczkobiorca sptacajacy raty kredytu
zaciagnigtego w obcej walucie. Wszystkie te powyzsze przypadki maja
jeden wspdlny mianownik: niepewna przyszia wartos¢ produktu czy
dobra. Zatem losowoS$¢ i zwiazana z nig niepewnos¢ graja decydujaca
role w ocenie produktu czy dobra bedacego w regkach inwestora, firmy
ubezpieczeniowej czy pozyczkobiorcy.
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Aby moéc modelowaé takie i podobne sytuacje, zdefiniowano
jednookresowa pozycje ryzyka (ryzyko) X jako funkcje na przestrzeni
probabilistycznej (Q,.%,P). Ta funkcja jest nazywana zmienng
losowa. Najczesciej modelowanie ryzyka X zwigzane jest z jego
dystrybuanta Fx(x) = P(X <x), czyli prawdopodobieristwem, ze pod
koniec ustalonego okresu warto$¢ ryzyka bgdzie mniejsza badZ réwna
wartosci x.

Rozktady  zmiennych losowych  dzielimy na  dyskretne
(skokowe) 1 ciagte. Dla skokowej zmiennej losowej okreslone sa
prawdopodobienistwa, natomiast dla zmiennej ciagtej - funkcja gestosci.
W literaturze zebrano najczesciej wystepujace rozktady, wsrdd ktoérych
prym wiedzie rozktad normalny, ktérym mozna opisa¢ wiele naturalnych
zjawisk. Rowniez wiele modeli ekonomicznych jest opartych na tym
rozkladzie. Przez wiele lat w teorii finanséw panowato przekonanie,
ze empiryczne stopy zwrotu aktywow finansowych mozna modelowac,
wykorzystujac normalny rozktad prawdopodobienstwa. Bazujac na
tym zalozeniu zbudowano wiele kluczowych dla praktyki finanséw
modeli. Opiera si¢ na nim migdzy innymi teoria portfelowa Markowitza,
model wyceny débr kapitatowych CAPM czy tez model wyceny
opcji Blacka-Scholesa. W pracy przedstawiono modele, w ktérych
stopa zwrotu ma rozklad normalny a takze jednostajny, tréjkatny i
logarytmiczno-normalny.

Podsumowanie

W tym rozdziale autorka przyblizyla pojecie ryzyka, dokonata
przegladu definicji ryzyka oraz niepewnoS$ci, przedstawita i opisata
rodzaje ryzyka. Opisala réwniez postawy zachowan inwestorow
przy podejmowaniu ryzykownych decyzji inwestycyjnych. Stosunek
decydenta do podejmowania ryzyka jest bardzo istotny dla celéow tej

pracy.
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Celem pracy jest rozwazanie 1 studiowanie iloSciowego ryzyka,
ujecie go za pomoca dostgpnych w probabilistyce metod oraz modeli
stochastycznych. Warto tu wspomnieé, ze stowo ,stochastyczny”
pochodzi z greckiego stowa stochazesthai, czyli sztuka zgadywania, lub
od stowa stochastikos, czyli uzdolniony w celowaniu, poniewaz stochos
oznacza ,,cel”. W pracy autorka pos§wigcita uwage bardziej ,,umiejetnosci
w celowaniu anizeli zgadywaniu”. W kolejnym rozdziale przedstawione
zostang miary ryzyka wraz z ich zastosowaniem.
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Rozdzial 2
Miary ryzyka

Inwestorzy na rynku kapitalowym na co dzien stykaja si¢ z ryzykiem
i dlatego jest to szerokie pole do stosowania ré6znych metod zarzadzania
nim. Ostrozny inwestor pragnie unikna¢ lub zminimalizowaé ryzyko
inwestycji, dlatego swoj portfel inwestycyjny opiera na kompromisie
pomiegdzy ryzykiem straty a mozliwoscia zysku. Budowa takiego portfela
mozliwa jest dzigki uzyciu iloSciowych miar ryzyka.

2.1. IloSciowe miary ryzyka

Ryzyko moze by¢ podzielone na kilka kategorii. Przyktadowo,
ryzyko rynkowe jest zwiazane z aktywami, ktére sa tatwo zbywalne
na rynku, czyli takimi jak bony czy akcje. Portfel sktadajacy si¢ z
powyzszych papieréw moze ulega¢ zmianie kazdego dnia, dlatego jego
przewidywana warto$¢ na dzien nastgpny moze by¢ szacowana metodami
probabilistycznymi. Natomiast ryzyko nierynkowe ma zastosowanie do
papieréw wartosciowych, ktére nie sa wyceniane na rynku. Przyktadem
moze by¢ inwestycja w prywatng firme¢ lub pozyczka. Brak ptynnoSci
dla tych nierynkowych inwestycji sprawia, ze sa one trudne do wyceny.
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Kolejna kategoria jest ryzyko kredytowe, bedace ryzykiem wyptacalnosci
pozyczkobiorcy. Jest ono kombinacja ryzyka rynkowego i nierynkowego,
poniewaz ta niewyptacalno$¢ moze by¢ spowodowana przynajmniej w
czgSci przez rynkowe uwarunkowania.

Niezaleznie od rodzaju ryzyka, kazdy inwestor stara si¢ je
zredukowac do akceptowalnego przez siebie poziomu. Prawo rynkowe
moéwi, Zze wraz ze wzrostem poziomu ryzyka ro$nie zadana stopa zwrotu.
Inwestor pragnie skutecznie zredukowacé ryzyko, nie tracac przy tym zbyt
wiele na oczekiwanej stopie zwrotu, musi zatem skutecznie nauczy¢ si¢
to ryzyko mierzy¢.

Podstawowa koncepcja teoretyczna, stosowana w zarzadzaniu
ryzykiem, a przede wszystkim stuzaca jego pomiarowi, jest zmienna
losowa, opisujaca losowq stopg zwrotu z inwestycji. Kazda taka zmienna
losowa charakteryzowana jest przez rozktad, ktéry moze by¢ dyskretny
(skokowa zmienna losowa) lub ciagly. Miary ryzyka mozemy podzielié
na trzy kategorie [75]:

1. wartoSci dystrybuanty,

2. kwantyle,

3. miary zmiennosci.

Kwantyle i wartos$ci dystrybuanty moga byc¢ stosowane jedynie jako
miary zagrozenia, ktére opieraja si¢ na wyliczeniu prawdopodobienstwa
pewnych niepozadanych zmian.

Pomyst pomiaru ryzyka za pomocq miar zmienno$ci wywodzi si¢
z teorii portfelowej Markowitza [111]. Zaktada on, ze im wigksza
zmienno$¢ stopy zwrotu, tym wigksze jest ryzyko, poniewaz oczekiwana
stopa zwrotu moze si¢ bardzo r6zni¢ od zrealizowanej. Klasyczna miara
zmiennoSci jest odchylenie standardowe stop zwrotu z inwestycji. Aby
podac jego wzér nalezy najpierw zdefiniowaé oczekiwang stope zwrotu
z inwestycji. Przez r oznaczono zmienng ryzyka. W Tabeli 1 podano
wzory na warto$¢ oczekiwang oraz odchylenie standardowe dla zmiennej
ryzyka.
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Tabela 1. Warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe dla dyskretnej i ciagtej
zmiennej ryzyka. Zrédto: [8, 23,71, 92, 126, 150, 176, 188]

Rodzaj zmiennej ryzyka ‘ Wartos¢ oczekiwana ‘ Odchylenie standardowe ‘

Dyskretna (skokowa) R= Zf‘:l Diri o= Z{F:l pilri—R]?
Ciagla R=[Zxf)dx | 6=,/["[x—RPf(x)dx
Oznaczenia:

- pi jest prawdopodobieristwem uzyskania wartoSci r;,

- f(x) jest funkcja gestosci rozktadu zmiennej ryzyka,

- R jest wartoScia oczekiwanej stopy zwrotu.

Statystyczne miary ryzyka znajduja zastosowanie w analizie ex
post opartej na danych historycznych. Wyliczenie tych miar staje sig¢
mozliwe, gdy dane historyczne sa dostgpne. Ponadto nalezy tez zatozyc,
ze przyszto$¢ bedzie podobna do przesziosci. Odchylenie standardowe
jest probabilistyczng miara rozrzutu zmiennej wokot jej oczekiwanej
wartosci. Jest wigc miarg zmienno$ci, stanowigc jednocze$nie miarg
ryzyka zwiazanego z dana inwestycja. Im wigksze odchylenie, tym
wigksze rozproszenie, a tym samym wigksze ryzyko.

W  przypadku, gdy pordwnywane s3 projekty o réznych
oczekiwanych stopach zwrotu 1 réznych poziomach odchylen
standardowych stosowany jest tzw. wspdOtczynnik zmiennosSci.
Zdefiniowany jest on nastgpujaco:

_©
~E(r).

Wigksza wartoS¢ wspdiczynnika zmiennoSci wskazuje, ze jedna

jednostka stopy zwrotu obarczona jest wyzszym ryzykiem.
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Kwantyle rozkladu
W pomiarze ryzyka za pomoca kwantyli stosuje si¢ nastgpujacy wzor:

P(RSCIOC):av

gdzie:

- qq - kwantyl rozktadu rzedu «,

- O - poziom istotnosci.

W tej metodzie warto$¢ prawdopodobienstwa jest znana. Nalezy
z tego wzoru wyliczy¢ kwantyl rozkladu rzedu o. Inng nazwa tego
kwantyla jest stosowane w literaturze pojgcie poziomu bezpieczenstwa,
poniewaz im nizsza warto$¢ kwantyla tym wyzsze ryzyko.

Wartosci dystrybuanty rozkladu
Wykorzystuje si¢ tu nastgpujacy wzor

P(R<Ry) =a,

gdzie:
- Ry - ustalona warto$¢ stopy zwrotu,
- o - warto$¢ dystrybuanty (poziom istotnosci).

Dzigki tej formule wyznaczane jest prawdopodobienstwo, ze
zmienna ryzyka nie przekroczy pewnej ustalonej wielkosci. Interpretacja
tej miary jest taka, ze im wyzsza warto$¢ dystrybuanty, tym wyzsze
ryzyko.

Miary te maja zastosowanie wylacznie wtedy, gdy znany jest rozktad
zmiennej ryzyka. Szczeglélnym przypadkiem miary zagrozenia jest
warto$¢ zagrozona ryzykiem Value at Risk (VaR).

Wartos$¢ narazona na ryzyko
Warto§¢ narazona na ryzyko (skrét VaR, ang. Value at Risk)
jest miara motywowana dbatoScia o stratg. Warto§¢ narazona na
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ryzyko jest statystyczna miara ryzyka, ktéra szacuje maksymalng
stratg wartoSci rynkowej na instrumencie finansowym (portfelu,
inwestycji), jaka moze wystapi¢ przy zatozonym poziomie istotnosci
(prawdopodobienstwie) [12]. WartoS¢ narazona na ryzyko stata si¢ znana
w latach dziewigcdziesigtych XX wieku, dzigki instytucji finansowej
J.P. Morgan. W 1994 roku J.P. Morgan opublikowal metodologi¢
zarzadzania ryzykiem, tzw. RiskMetrics, stuzaca m.in. do obliczania
wartosci narazonej na ryzyko rynkowe [114]. Miara ta mierzy kwote
kapitatu pozostajacego w rezerwie, przy danym poziomie ryzyka w
zadanym okresie 1 przy zadanym prawdopodobienstwie straty. Miara VaR
jest najpopularniejsza miara ryzyka w grupie miar zagrozenia, ma duze
walory interpretacyjne i jest zalecana przez instytucje nadzoru do pomiaru
ryzyka w réznych instytucjach finansowych [24, 76, 102].

Niech zmienna losowa X oznacza zmiang wartoSci pozycji finansowe;j
w przysztym okresie 7. Na ogdt, zmienna losowa X przyjmuje zaréwno
wartoSci dodatnie jak i ujemne.
Z. perspektywy ryzyka, mozna skupi¢ si¢ na stracie, ktéra jest réwna
—X. Dla ufatwienia, zmienna losowa X zostanie nazwana pozycjq. Aby
zdefiniowaé pojecie VaR, nalezy najpierw okresli¢ tolerancje straty o
pomigdzy O i 1 oraz towarzyszacy jej poziom ufnoSci réwny 1 — o.
Aby zdefiniowac pojgcie VaR, nalezy najpierw okresli¢ tolerancje straty
o pomigdzy 0 i 1 oraz towarzyszacy jej poziom ufnosci réwny 1 — .
Ponadto, nalezy zdefiniowac pojecie o-kwantyla.

Definicja 2.1
Kwantylem rzgdu a (lub o-kwantylem) [49] zmiennej losowej X
nazywamy dowolng liczbg rzeczywista ¢ taka, ze:

P(X<g)>a oraz PX<gq)<oa.
Zbiér wszystkich a-kwantyli jest przedziatem [g, (X), g4 (X)], gdzie

guX)=sup{VeR: PX<V)<o}=inf{VER: PX<V)>a},
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go(X)=sup{VeER: PX<V)<a}=inf{VER: PX<V)>a},

Symbol R oznacza zbidr liczb rzeczywistych.

Jesli pozycja finansowa X bedzie ustalona, to stosowane beda
oznaczenia: q, = gy (X) oraz g, := ¢ (X). Ponizej podano przyktadowe
kwantyle dla zmiennej losowej dyskretnej oraz ciaglej. Na Rysunku 2.1
przedstawiono zmienng losowa o nastgpujacym rozkladzie

—2 z prawdopodobienstwem 1/4,
X = ¢ 0z prawdopodobienstwem 1/4,
3 z prawdopodobienistwem 1/2.

Na Rysunku 2.2 przedstawiono ¢-kwantyle dla ciaglej zmiennej losowe;.
Rysunek 2.2 przedstawia dystrybuant¢ zmiennej losowej Y z rozkladu
logarytmiczno-normalnego .Z.#(1,1). Dla zmiennej losowej rozktadu
ciagtego o-kwantyl jest wyznaczony jednoznacznie, tzn. gy = q,.
Dlatego ten a-kwantyl bedzie oznaczany w dalszej czesci przez gq .

Definicja 2.2 Wartoscia narazona na ryzyko (ang.Value at Risk) dla
zadanej pozycji finansowej X oraz danym poziomie ufnosci & nazywamy
najmniejsza liczbg V taka, ze prawdopodobienstwo straty nie wigkszej niz
V jest nie wigksze niz «.

VaRq(X) = —q5(X) = q;_,(—X) =inf{c € R: P(C+X <0) < a.}

Jedna z najwazniejszych wilasnosci VaR jest to, iz miara ta moze
by¢ interpretowana jako kwota wyptaty wolnej od ryzyka, ktéra musi
by¢ dodana do pozycji X, aby nowa warto$¢ narazona na ryzyko byta
réwna 0. Innymi stowy, VaR jest najmniejsza warto$cia jaka musi
by¢ dodana do X, aby zagwarantowac, ze strata wigksza niz 0 ma
prawdopodobienistwo nie wigksze niz «. Jezeli do X dodane zostanie
¢ =VaRy(X), wtedy nowy VaRy (X + ¢) bedzie réwny 0. Zatem VaR jest
odpowiedzia na pytanie ,,Jaki zysk musz¢ osiagnac, aby strata nastapila
jedynie z prawdopodobiefistwem o ?”
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Rys. 2.1: 0.5-kwantyle dla rozktadu dyskretnego
Zrédto: opracowanie wiasne
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Rys. 2.2: 0.5-kwantyl oraz 0.25-kwantyl dla rozktadu .Z.4"(1,1)
Zrédto: opracowanie wiasne
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W definicje¢ warto$ci narazonej na ryzyko wpisany jest posrednio czas
T zmiany pozycji finansowej X. Dla monitorujacych rezerwy bankowe
czas T zazwyczaj wynosi kilka dni. Natomiast w sytuacjach, w ktérych
nie ma na rynku wysokiej plynnosci finansowej, ten czas moze by¢
rowny jednemu rokowi. Poziom ufnosSci bardzo czesto okreSlany jest
przez odpowiednie agencje finansowe i wynosi zazwyczaj 95% lub 98%,
aczkolwiek inne wartosci sa réwniez dopuszczalne dla wewngtrznych
celow instytucji. VaR mierzy najwigksza oczekiwang stratg, jaka dany
inwestor moze ponieS¢ w danym okresie, przy zalozeniu normalnych
warunkéw rynkowych i przy danym poziomie ufnosci. Do wyznaczania
VaR postuzono sig¢ dystrybuanta pozycji X, zdefiniowana jako Fx(x) =
P(X < x). Zatozono, ze Fx(x) jest ciagla i rosnaca, zatem mozna
zdefiniowa¢ funkcje odwrotng x = Fy Ha).
Wtedy otrzymujemy, ze:

VaRy(X) = —qa(X). (2.1)

VaR jest tutaj odlegloscia pomigdzy punktem zero oraz punktem, dla
ktérego dystrybuanta przyjmuje warto$¢ «.

Latwo zauwazy¢, ze jezeli pozycja finansowa X przyjmuje wartosci
nieujemne, to VaRy (X ) > 0. Sposéb wyznaczania VaR dla ciagtej pozycji
finansowej X zostal przedstawiony na rysunku 2.3. Na rysunku 2.4
przedstawiono VaR dla dystrybuanty rozktadu skokowego.

Do ilustracji wartosci narazonej na ryzyko mozna takze uzy¢ gestosci
ciagtej zmiennej losowej X. Warto$¢ VaRy (X ) zostata przedstawiona na
rysunku 2.5. Warto$¢ narazona na ryzyko posiada pewne wilasnosci, ktére
pomagaja wyjasnic stopien przydatnosci tej miary.

1. Intuicyjnos¢ definicji: VaR odzwierciedla potencjalng strate.

2. VaR odnosi si¢ jedynie do lewego ogona funkcji gestosci, co

oznacza, ze skupia si¢ ona na stratach, a nie na zysku.

3. VaR  jest obiektywna  miara  odwotujaca sie do

prawdopodobienistwa. Nie jest definiowana przez Kkategorie
ustalane np. przez agencje ratingowe.
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w1=0,05

| VaRoes(X)

Gg0s(X)

Rys. 2.3: Dystrybuanta rozktadu normalnego N(0; 1,3) i VaR o5
Zrédto: opracowanie wlasne

CL

VaR,(X)

Rys. 2.4: VaR dla dystrybuanty rozkiadu skokowego
Zrédto: opracowanie wiasne

Problemem moze okazaé si¢ wtasciwe okreslenie gestosci pozycji
finansowej X, zwtaszcza jej lewego ogona.
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Rys. 2.5: Gegstos¢ prawdopodobiefistwa na rysunku ma dodatnig warto$¢
oczekiwana, zatem O jest na lewo od Srodka. VaR jest mierzone od punktu
0 do g¢ - kwantyla rzgdu o, zdefiniowanego jako tolerancja straty
Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie [106]

2.1.1. Obliczanie wartos$ci narazonej na ryzyko

Jak wspomniano powyzej, wyznaczenie VaR wymaga wiedzy
1 oszacowania rozktadu prawdopodobienstwa pozycji X, szczegdllnie
oszacowania wartoSci lewego ogona funkcji gestosci.
Zaktada si¢ czgsto, ze rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej losowe;j
X moze by¢ opisany przez pewna funkcje gestosci. Wiasciwy kwantyl
moze by¢ wyznaczony analitycznie lub przez aproksymacje. Giownym
zatozeniem jest fakt, ze ryzyko zmiany pozycji finansowej X w portfelu
ma rozktad normalny ze $rednia u i wariancja 62. Zatem X ~ N(u;0) i

VaRy(X) = —0F,; '(a) —pu, (2.2)

gdzie Fz jest dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego ze
Srednig 0 i wariancja 1, a FZ*1 oznacza funkcj¢ odwrotna. Istotnie mozna
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zauwazy¢, ze jezeli X ma rozktad N(u,o) to nowa zmienna losowa
Z = }% ma rozktad normalny standardowy [88]. Aby znaleZ¢ wartos¢
VaR dla zmiennej losowej X zatozono, ze m = —VaRy(X). Celem jest
wyliczenie prawdopodobieristwa P(X < m) = a. Korzystajac z metody
standaryzacji otrzymano:

o

P(x<m) =Pt <mh) =P(z<"34) = ("4 = @

Zatem m— i
= —F Ya).
Er@
W konsekwencji otrzymujemy wzér (2.2). Nalezy zauwazy¢, ze
dla wartosci o mniejszej niz 0,5 wartosé¢ F, !(a) jest ujemna. Stad

warto$¢ narazona na ryzyko bedzie wigksza dla wigkszego odchylenia
standardowego. Miara VaR szacowana jest dla okreslonego horyzontu
czasowego T, ktéry wynika wprost z analizowanych danych. Dla danych
dziennych, VaR wyliczona na ich podstawie, bedzie miata takze charakter
dzienny. Moze by¢ ona jednak przeliczana na inne okresy. Najprostsza
metoda skalowania jest przemnozenie oszacowanej wartoSci VaR przez
pierwiastek z okresu, na ktéry ta miara jest skalowana i podzielenie przez
pierwiastek z okresu, dla ktérego ta miara byla liczona. Na przyktad
w przypadku dwudniowej miary VaR skalowanej na okres 10 dniowy,
jednodniowa warto$¢ tej miary powinna zostaé przemnozona przez /5.
Warto$¢ narazona na ryzyko wyznaczana jest w tych samych jednostkach,
w ktorych gromadzone sa analizowane dane. Jezeli dane maja charakter
procentowy, to VaR bedzie rowniez ujgta w procentach. Jezeli natomiast
analizowane dane sa wyrazone kwotowo, to VaR tez begdzie miata
charakter kwotowy [48, 162].
W przyktadach 2.1, 2.2, 2.3 przedstawiono sposob wyliczenia VaR.

Przyklad 2.1. Zatozono, ze inwestor posiada wysoce ptynny portfel,
ktérego wyptata jest pozycja X o rozktadzie normalnym. Jezeli czas
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realizacji inwestycji T jest krotki, np. kilka dni, to wtedy jest wielce
prawdopodobne, ze Srednia X bedzie o wiele mniejsza niz odchylenie
standardowe. Przy zalozeniu, ze u = 0 warto$§¢ narazona na ryzyko
zalezeC bedzie jedynie od wariancji. Jesli a = 0,01, to korzystajac ze
wzoru (2.2) oraz z tablic standardowego rozktadu normalnego otrzymano
—F,;1(0,01) = 2,33, co daje VaR 01 (X) = 2,330.

Przyklad 2.2. Pewien fundusz emerytalny ma warto$¢ 10 milionéw w
pozycji X4, danej rozktadem normalnym. Fundusz chcialby wyliczy¢
10-dniowa warto$¢ narazona na ryzyko dla tej pozycji na poziomie
ufnosci 0,99. Do obliczen uzyto dziennej S$redniej i1 wariancji.
Jezeli roczne wartosci Sredniej i odchylenia standardowego réwne sa
odpowiednio L, oraz oy, to wartosci dzienne rowne sa odpowiednio: [, =
%, Oy = \/%. Zatozono, ze X4 ma dzienny wspolczynnik zmiennoSci
rowny 2%, co daje zmienno$¢ roczng na poziomie 30%. Jesli dzienne
stopy zwrotu bgda niezalezne, wtedy dla 10 dni wsp6tczynnik zmiennoSci
wynosi o =0, 024/10 = 6,32%. Ktadac u =0, otrzymano ze wzoru (2.2),
iz:

VaRo 01(Xa) = 10(—0,0632~FA71(0,01)) =10-0,632-2,33 = 1,47256.
Wynik podany jest w milionach.

Przyktad 2.3. Zatozono, ze fundusz z poprzedniego przyktadu inwestuje
10 milionéw w inng pozycje Xp. Ta pozycja ma dzienny wspétczynnik
zmiennoSci 3%, co daje zmienno$¢ roczng na poziomie okoto 45%. Dla
10 dni otrzymano, ze ¢ = 0,03v/10 = 9,49%. Jesli przyjety poziom
ufnosci wynosi 0,99, to odpowiadajacy tej pozycji VaR rowna sig:

VaRo 01(Xg) = 10-0,0949-2,33 =2,21117.

Niech wspétczynnik korelacji pomigdzy obiema pozycjami wynosi
p = 0,5. Dzienne odchylenie standardowe wyliczono ze wzoru [78]:

Ousp = \/oﬁ +2pos0p + 3.
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Zatem w tym przypadku otrzymano:

04+51/0,022+2-0,5-0,02-0,03 + 0,032 = 0,0436.
Dla 10 dni wartos¢ ta wynosi 13,79%. Stad dla o = 0,01 otrzymano, ze:
VaR 01(Xa +Xp) =10-0,1379-2,33 = 3,21307,

podczas gdy suma VaRg o1 (Xa) + VaRo 01 (Xp) = 3,68373. Wynika stad,
ze zachodzi nierdwnos$¢:

VaRy(Xa+ Xg) < VaRy(X4) + VaR o (X5), (2.3)

co implikuje, iz dywersyfikacja portfela redukuje ryzyko. Ryzyko sumy
jest mniejsze niz suma ryzyk wyrazonych przez VaR dla zmiennych
o rozkladzie normalnym. Wiasno$S¢ dana wzorem (2.3) nazywana jest
subaddytywnosciq VaR.

Jasnym jest, ze uzywanie rozkladu normalnego do wyliczania
warto$ci narazonej na ryzyko bardzo ufatwia zadanie. Po pierwsze,
wynika to z formuly (2.2) oraz z faktu, ze jeSli pozycja X jest
kombinacja liniowa komponentéw majacych rozktady normalne, to X
ma takze rozklad normalny. Zatem wartoS¢ narazona na ryzyko jest
tatwa do wyliczenia. Jednakze wielu praktykéw zauwaza, ze stosowanie
rozktadu normalnego nie do korica jest realistycznym zatozeniem [1,
6, 45, 137, 163]. Gléwna przyczyna lezy w fakcie, ze VaR nie
doszacowuje ekstremalnych strat. Istotnie, realne dane pokazuja, ze
prawdopodobienistwa duzych niespodziewanych strat sa zazwyczaj duzo
wyzsze niz te przewidywane przez wartoS¢ prawdopodobienstw rozktadu
normalnego, majacych t¢ sama Srednig i wariancjg¢ jak prawdziwa gestosé.
Tej wadzie probuje si¢ zapobiec, poprzez zakladanie alternatywnego
rozktadu dla pozycji X, ktory lepiej reprezentowalby ogony. Jednak
taka manipulacja gestoSciami jest zazwyczaj trudna, zwlaszcza gdy
portfel zawiera wiele skomplikowanych komponentéw. Liczba takich
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komponentéw moze osiagal tysiace, a ryzyko z nimi zwigzane jest
czgsto nieliniowa funkcja zmiennych rynkowych (np. opcji). Co wigcej,
trudno jest bra¢ pod uwage, czy oszacowa¢ wplywy zdarzen losowych,
takich jak np. trzgsienie ziemi, ktére moga mie¢ niebagatelny wptyw
na system finansowy. Takie skomplikowane sytuacje sa traktowane
poprzez analiz¢ ré6znych scenariuszy, zastosowanie metody Monte Carlo,
symulacji czy ekstrapolacji danych historycznych. Metoda Monte Carlo
to najbardziej zaawansowana metoda wyliczania wartoSci narazonej
na ryzyko. W metodzie tej brane sa pod uwage doSwiadczenia oraz
wyniki z poprzednich doS§wiadczefi empirycznych. W oparciu o nie,
przy pomocy geometrycznego ruchu Browna tworzony jest hipotetyczny
model ksztattowania si¢ tych stop. Nastgpnie tworzy si¢ duza liczbe
symulacji warto$ci stép zwrotu i na ich podstawie uzyskuje si¢ kwantyl
rozktadu stopy zwrotu, co z kolei pozwala uzyska¢ warto$¢ narazong na
ryzyko [75].

2.1.2. Empiryczne oszacowanie ryzyka rynkowego

Rozklad prawdopodobienstwa dla pozycji X czesto moze by¢
uzyskany wprost z historycznych danych cen papieru wartosciowego. Dla
estymacji dziennych stép zwrotu mozna zastosowa¢ metod¢ empiryczng
(empiryczna dystrybuanta).

Zatozono, ze posiadana baza danych zawiera dzienne stopy zwrotu
dla kazdego waloru i portfela inwestycyjnego dla n dni. W portfelu
mamy m papierow wartoSciowych. Stopy zwrotu sa oznaczone przez
rit, gdzie k = 1,2,...,n. Natomiast x; oznacza warto$¢ i-tego papieru
wartoSciowego. Wtedy Y 7" | x;ri jest kwota zmiany wartoSci, jaka portfel
bedzie miec jutro, jesli dzisiejsze stopy zwrotu beda takie same jak
byly k-tego dnia. Przeprowadzajac obliczenia dla kazdego dnia k,
otrzymano n hipotetycznych zmian wartosci portfela Y./ | x;ry dla dnia
nastgpnego. Prawdopodobienstwo % moze by¢ przypisane dla kazdej z
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tych powyzszych mozliwosci. Warto$¢ narazona na ryzyko wyznaczono
dla przyktadu 2.4.

Przyklad 2.4. Zalozono, ze znane sa stopy zwrotu kazdego papieru
wartoSciowego w portfelu dla 10 dni. Dla odpowiednich wag portfela
wyliczono odpowiednie hipotetyczne stopy zwrotu, dzien po dniu.
Posortowane rosnaco wartosci znajduja si¢ w ponizszej tabeli.

N=10 Dzienne stopy zwrotu kazdego waloru w portfelu
-0,15 [ -0,13 | -0,07 | -0,04 [ -0,01 [ 0,03 [ 0,05 [ 0,06 | 0,08 | 0,09

Celem jest wyliczenie VaR dla o = 0,3, a kazda z podanych stép
zwrotu wystepuje z prawdopodobienstwem 1i0' Dystrybuant¢ dziennych
stop zwrotu przedstawiono na Rysunku 2.6.

11

Rys. 2.6: Dystrybuanta dziennych stép zwrotu
Zrédto: opracowanie wiasne

Zatem otrzymujemy krytyczna stopge zwrotu réwna —0,04.
Prawdopodobienstwo straty wigkszej niz 70 000 jest jest mniejsze
lub réwne 0,3. Dla poczatkowej wartosci portfela réwnej 1 000 000
warto$¢ narazona na ryzyko wynosi 1 000 000 - 0,04 = 40 000.
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2.2. Krytyka wartosci narazonej na ryzyko

Warto$¢ narazona na ryzyko ma szerokie zastosowanie na rynkach
finansowych. Umowy kapitatlowe opracowane w Bazylei (tzw. Basel
Accords) przez Bazylejski Komitet Nadzoru Finansowego pozwalaja
na pewna elastycznoS¢ w ustalaniu wartoSci narazonej na ryzyko i
na elastyczno§¢ w uzywaniu réznych metod do jej wyliczenia. W
2010 roku Umowa Kapitalowa (tzw. Basel II) zostala zrewidowana,
zmuszajac banki do trzymania wyzszych rezerw kapitalowych. W
2019 roku zaktualizowano ja i1 ukazata si¢ umowa tzw. Basel III.
Jest ona odpowiedzia na niedociagnigcia w przepisach finansowych,
ujawnianych w zwiazku z kryzysem finansowym w latach 2007-2008.
Trzecia czg$¢ porozumien bazylejskich ma na celu wzmocnienie
wymogoéw kapitalowych poprzez zwigkszenie ptynnosci bankéw i
zmniejszenie dzwigni finansowej. Szeroka zgoda na zastosowanie VaR
jako uniwersalnej miary powoduje, ze jest ona stosowana nagminnie w
teorii zarzadzania ryzykiem i jego kontroli. Pomimo powszechnos$ci w
stosowaniu tej miary ma ona takze wady i z ich powodu jest krytykowana.
Ponizej wymieniono trzy powazne powody krytyki.

1. W przykladzie 2.3 pokazano, ze w przypadku rozktadu

normalnego dla ustalonej tolerancji straty o zachodzi wtasnos$¢
subaddytywnoSci VaR, tzn.:

VaR (XA+B> <VaR, (XA) +VaR (XB).
Niestety ta nieréwnoS$¢ nie musi by¢ zachowana w przypadku, gdy

rozktady pozycji X4 1 Xp nie sa normalne [163]. Aby to pokazac
rozwazono pozycje¢ finansowa:

X — —1 z prawdopodobienstwem 1/2,
7 22 prawdopodobienstwem 1/2.

Zatozono dla przyktadu, ze o« = 0,5 1 otrzymano z rysunku 2.7
VaRy 5(X1) = —2. Przyjeto, ze pozycja X5 jest niezalezna od X; i ma
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taka samg strukture jak X;. Rozwazono zdywersyfikowana pozycje
X = 3(X1 +X2). Wtedy:

—1 z prawdopodobienstwem 1/4,

X1 +X5 iy

X = = 0,5 z prawdopodobienstwem 1/2,
2 z prawdopodobienstwem 1/4.

oraz otrzymano z rysunku 2.8 VaRy 5(X) = —0,5.

1,5

VaR 55(X)

Rys. 2.7: Dystrybuanta pozycji finansowej X
Zrédto: opracowanie wiasne

Z rysunkéw odczytano, ze:

1 1 1
V(IRQS(X) = —0,5 > EVCIR075(X1)+ EVaRoﬁ (XQ) = 5(—2) +

Ostatnia nieréwnos¢ implikuje, ze zdywersyfikowana pozycja jest
bardziej ryzykowna niz wazona suma dwoch wartosci narazonych
na ryzyko.

2. Najwigksza wada zwiazang z VaR jest staba ocena ryzyka. Wiagze
si¢ to z tym, ze pewne straty moga by¢ duzo wigksze anizeli
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Rys. 2.8: Dystrybuanta zdywersyfikowanej pozycji X
Zrédto: opracowanie wiasne

wyliczona warto$¢ narazona na ryzyko. Warto§¢ narazona na
ryzyko informuje tylko o minimalnej stracie w % najgorszych
przypadkéw. Ta wartoS¢ natomiast nie okresla jak duze moga by¢ te
straty w ot % najgorszych przypadkéw. Fakt ten mozna zilustrowano
na Rysunku 2.9. Wida¢ na nim, ze VaR nie rozrdznia strat w lewym
ogonie.

Na lewym rysunku 2.9 jest dystrybuanta rozktadu normalnego
N(0,2) dla pozycji finansowej X;. Na prawym rysunku lewy
ogon dystrybuanty rozktadu normalnego zostat zmodyfikowany.
W ten sposéb otrzymano nowa pozycje finansowa X,. Kwantyle
rzgdu 0,25 sa takie same dla obu pozycji finansowych 1 wynosza
—134898, zatem VaR0,25(X1) = VaR0725(X2) = 1,34898 Jednak
np. prawdopodobienstwo straty 4 dla pozycji finansowej X, wynosi
0,25, podczas gdy prawdopodobienstwo straty w przypadku pozycji
finansowej X; wynosi 0,02275, co znaczy ze jest ono ponad 10
krotnie mniejsze.
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Rys. 2.9: Wykresy dystrybuanty dla pozycji finansowych X oraz X,
Zrédto: opracowanie wiasne

Rozwazono jeszcze dodatkowo nastgpujacy przyktad. Dane sa dwie
pozycje opisane nastepujaco:

100 z prawdopodobienstwem 0,97,
X1 =4 —10 z prawdopodobienstwem 0,02,
—15 z prawdopodobienstwem 0,01.

100 z prawdopodobienstwem 0,97,
X, = —10 z prawdopodobienstwem 0,02,
—100 z prawdopodobienstwem 0,01.

Dla obu pozycji VaR 2(X;) = —10. Jednak intuicja podpowiada,

ze pozycja X, jest gorsza anizeli pozycja X;.

3. Inng wada tej miary jest wrazliwo$¢ na wybor poziomu tolerancji
a. Ten fakt dotyczy zwlaszcza zmiennych losowych dyskretnych.
Aby ta wlasnos¢ zilustrowac, rozwazono pozycje X zdefiniowang
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jako:
X —1 z prawdopodobienstwem 1/2,
| 2z prawdopodobiefistwem 1/2.
Rozklad pozycji X przedstawiono na rysunku 2.10.

15 3

e
<>
VaR g45(X) VaR o5(X)

Rys. 2.10: Rozktad pozycji X, pokazujacy wrazliwo$¢ na wybor poziomu
tolerancji
Zrédto: opracowanie wiasne

Wtedy VaRos(X) = —2, ale VaRo49(X) = 1. Ta prosta analiza
prowadzi do wniosku, ze VaR moze by¢ nieciagta ze wzglgdu
na zmienng «, czyli mata zmiana tolerancji ryzyka prowadzi do
znacznej zmiany wartoSci narazonej na ryzyko.

Nalezy  réwniez  wspomnie¢, ze miara VaR  szacuje
prawdopodobiefistwo wystapienia straty wigkszej niz zalozona kwota.
Nie okresla jak wysokie beda straty, jesli warto§¢ VaR zostanie
przekroczona. VaR moéwi tylko, ile najwigcej mozna straci¢ w sytuacji
,hormalnej” dziatalno$ci. Méwi, ile mozna straci¢ w 95% przypadkéw,
ale nie mowi nic, ile mozna straci¢ w pozostatych 5%. VaR nalezaloby
rozpatrywac jako funkcje zalezng od poziomu tolerancji [102].
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Podsumowanie

W rozdziale tym przedstawiono i opisano miary ryzyka. Szczegdlna
uwage poswigcono mierze VaR, ktéra jest miarg zalecana przez instytucje
nadzoru finansowego. Przedstawiono wiele przyktadow, ktére pokazuja,
w jaki spos6b mozna wykorzysta¢ tg¢ miar¢ i1 obliczy¢ w zaleznoSci
od rozktadu prawdopodobieristwa. Niestety miara ta posiada szereg
wad. W dalszej czgsci pracy postuzono si¢ wariancja i odchyleniem
standardowym jako miara ryzyka, poniewaz ryzyko jest tu rozumiane jako
niezgodnos¢ z oczekiwanym dochodem i1 pod uwage bierze si¢ rozktady
stopy zwrotu (ang. rate of return) zwanej rowniez stopa zysku. W
nastepnym rozdziale przedstawione zostang preferencje wraz z kryteriami
wyboru zmiennych, funkcje uzytecznosci oraz rownowaznik pewnosci.
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Rozdziat 3

Kryterium maksymalizacji
oczekiwanej uzytecznosSci

W tym rozdziale rozwazany bedzie przedsigbiorca majacy mozliwosé
zainwestowania swojego kapitalu badZz, szerzej, jakiego§ dobra.
OczywiScie mozliwosci te wplywaja na stan jego posiadania na koniec
danego okresu inwestycyjnego. Celem inwestora jest wybranie takiej
alternatywy albo opcji, ktora przyniostaby najwigkszy mozliwy poziom
dobra. Dobro to moze oznacza¢ pieniadze, czyli zysk finansowy, ale
takze moze oznaczal wartoSci niematerialne (np. pozyskanie nowych
partnerow w biznesie, tatwo$¢ wspotpracy, podniesienie kwalifikacji
pracownikéw). Jesli wyniki tych inwestycji s znane, to wtedy tatwo
wyznaczy¢ ranking alternatyw. Jednak w przypadku losowym, tzn. gdy
poziom dobra na koncu okresu nie jest znany i moze by¢ opisany
zmienng losowa, to okreslenie najlepszej alternatywy nie jest oczywiste.
Dlatego potrzebna jest metoda, ktéra pomogtaby skonstruowac pewien
ranking w zbiorze zmiennych losowych. Takim narzgdziem jest funkcja
uzytecznosci. Formalnie, funkcja uzytecznoSci U zdefiniowana jest
na zbiorze liczb rzeczywistych. Wtedy lista rankingowa tworzona
jest zgodnie z kryterium von Neumana-Morgensterna, czyli kryterium
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maksymalizacji wartosci oczekiwanej [51, 183]. Precyzyjnie alternatywa
a jest nie gorsza od alternatywy b, jesli EU(X,) > EU(X,), gdzie
X; oznacza losowa wyptatg albo losowy zysk na koniec okresu
inwestycyjnego po wybraniu opcji i = a,b. Stosowane jest nastgpujace
oznaczenie [18, 34, 89, 160]:

X, = X, < EU(X,) > EU(X,).

Zatem ta operacja pozwala ustali¢ porzadek w zbiorze zmiennych
losowych. Funkcje uzyteczno$ci uzywane przez danego przedsigbiorce
czy decydenta zaleza od jego indywidualnej tolerancji ryzyka, jego
finansowego zaplecza, uwarunkowan psychologicznych czy sytuacji
materialnej. Najprostsza funkcja uzytecznosci jest funkcja liniowa
U (x) = x. Inwestor postugujacy si¢ taka funkcja uzyteczno$ci nazywany
jest inwestorem neutralnym wzgledem ryzyka, gdyz funkcja ta bierze
pod uwage tylko wartoS¢ oczekiwana przysztych wplywow. Jedynym
zalozeniem, aby funkcja byla funkcja uzytecznosci jest monotonicznos¢
(funkcja musi by¢ rosnaca) i ciagto$¢. Klasyczna teoria uzytecznosci
moéwi, ze funkcje uzytecznoSci powinny byC rézniczkowalne, nawet
dwukrotnie [39]. Te wtasciwosci implikuja, ze funkcje sa wygodne w
obliczeniach, a modele powstate w oparciu o nie sa wykorzystywane np.
w mikroekonomii, finansach i analizie decyzji konsumenckich [180]. Na
rysunku 3.1 przedstawiono funkcje uzytecznosci najczgsciej spotykane w
praktyce.

Ponizej przedstawiono cztery klasy funkcji uzytecznosci spotykanych
w literaturze [106]. Przez Dy oznaczono dziedzing tej funkcji, czyli zbidr,

na ktérym jest ona okreslona.

1

7,e”’x, gdzie y > 0 jest pewnym

1. Funkcja wyktadnicza U(x) = —
parametrem, Dyy = (—oo, +-o00).
2. Funkcja logarytmiczna U (x) = Inx, Dy = (0, 4o0).
Latwo zauwazy¢, ze chociaz funkcja okreSlona jest dla x > 0, to

w przypadku gdy inwestor spodziewa si¢ bankructwa z dodatnim
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e WYKEADNICZA s | DGARYTMICZNA POTEGOWA, e KWADRATOWA

Rys. 3.1: Przyktadowe funkcje uzyteczno$ci: wyktadnicza U(x) =
—2¢705% logarytmiczna U(x) = Inx, potegowa U(x) = 0,5x%°,
kwadratowa U (x) = x — 0, 1x?

Zrédto: opracowanie wiasne

prawdopodobienistwem, to uzycie takiej funkcji uzytecznoSci
skutkuje tym, iz oczekiwana uzyteczno$¢ losowej wyptaty begdzie
wynosi¢ —oo.

3. Funkcja potggowa U (x) = yx¥, gdzie ¥ < 1 jest parametrem. Jesli
y€ (0,1), Dy = [0,4o0). Jesli y < 0 to Dy = (0,+o0).

4. Funkcja kwadratowa U (x) = x — yx?, gdzie ¥ > 0 jest parametrem,
Dy = (=0, 75).

Funkcja ta jest rosnaca dla x < %,

Warto tu podkresli¢, ze cho¢ funkcja uzytecznosci jest pozytecznym
narzgdziem do tworzenia rankingu inwestycji z losowymi wyptatami,
to jej warto$¢ numeryczna nie ma zadnej interpretacji. Dlatego dodanie
statej do funkcji uzytecznosci czy pomnozenie jej przez stata k > 0 nie
zmienia rankingu alternatyw. W zwiazku z tym, mozna uznac, ze funkcje
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U (x) oraz U(x) = koU (x) + k; sa réwnowazne, poniewaz:
X, = Xy <= EU(X,) > EU(X,) <= EU(X,) > EU(X).

Uzasadnieniem do stosowania kryterium maksymalizacji wartoSci
oczekiwanej z funkcji uzytecznosci jest fakt, iz to podejscie daje si¢
jednoznacznie opisaé aksjomatami [51]. Nalezy réwniez wspomnieC,
ze utworzenie rankingu jest mozliwe jedynie wtedy, gdy funkcja
uzytecznosci jest wklesta.

3.1. Awersja do ryzyka a funkcja uzytecznosci

Funkcja U zdefiniowana na odcinku [a, b] jest wklgsta [50, 99, 100],
jesli dla kazdego o € [0,1] oraz x,y € [a,b] zachodzi nieréwnos¢:

Ulox+(1—a)y) > aU(x)+ (1 - a)U(y).

Taka wklesta funkcja uzytecznosci U odzwierciedla awersje do
ryzyka decydenta. Wlasno$¢ ta zostata zilustrowana na rysunku 3.2.

Zatozono, ze decydent ma do wyboru dwie alternatywy:

1. na koniec okresu otrzyma x albo y z prawdopodobienistwem %,

2. otrzyma %x + %y.

Oczekiwana uzyteczno$¢ pierwszej alternatywy jest waga dwoéch
warto$ci funkcji uzytecznosci %U (x)+ %U (y). Oczekiwana uzytecznos$¢
drugiej opcji (nie zawierajacej ryzyka) jest rowna warto$ci funkcji
uzytecznos$ci w puncie %x+ %y. Ta wartos$¢ jest wigksza niz warto§¢
pierwszej alternatywy, gdy funkcja uzytecznosci jest wklgsta. Zatem
decydent wybierze druga alternatywe.
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U(1/2x+1/2y)

El/ZU(x)+1/2U(y)

X 1/2x+1/2y Y

Rys. 3.2: Wklgsta funkcja uzytecznosci odzwierciedlajaca awersje do
ryzyka. Zrédto: opracowanie wtasne

3.2. Wspolczynnik awersji do ryzyka

Stopient awersji do ryzyka wklestej funkcji uzytecznosci zwiazany
jest z faktem, jak ,,mocno” taka funkcja jest wklgsta. Formalnie, stopien
awersji do ryzyka jest mierzony przez wspoétczynnik zdefiniowany przez
Arrowa i Pratta [7, 106, 70, 131]. Aby poda¢ wzoér na wspétczynnik
ryzyka, trzeba zatozy¢, ze funkcja uzytecznosci posiada druga pochodna.
Skoro U (x) jest wklesta to U”(x) < 0[50, 99, 100].

Definicja 3.1. Wspélczynnikiem absolutnej awersji do ryzyka
Arrowa-Pratta (indeksem Arrowa-Pratta) (ang. the Arrow-Pratt absolute
risk aversion coefficient) nazwano wyrazenie:

) =~ G-

~—

Wspdtczynnik ten przyjmuje wartosci dodatnie dla inwestorow z awersja
do ryzyka i ros$nie wraz z jej stopniem [35]. W Tabeli 2 przedstawiono
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najczgsciej spotykane funkcje uzytecznosci oraz odpowiadajacy im
wspotczynnik absolutnej awersji do ryzyka Arrowa-Pratta.

Czynnik U’(x) pojawiajacy si¢ w mianowniku petni role czynnika
normalizujacego. Wspétczynnik J(x) ilustruje zmiang awersji do ryzyka
wraz ze zmieniajacym si¢ poziomem dobra. NajczeSciej, wspotczynnik
ryzyka maleje wraz ze wzrostem kapitatu (majatku). Odzwierciedla to
sytuacje, ze inwestor jest w stanie wigcej zaryzykowac, jesli czuje si¢
bardziej zabezpieczony finansowo.

Tabela 2. Wspoélczynnik absolutnej awersji do ryzyka Arrowa-Pratta
dla wybranych funkcji uzytecznosci.

Wspétczynnik
Lp. | Funkcja uzytecznosci U(x) | Arrowa-Pratta | Wtasno$ci wspétczynnika

1. U(x) = —;ﬂx P(x) =y staty dla kazdej wartosci x
2. U(x) =1Inx Px)=1 maleje wraz ze wzrostem x
3. U(x) = yx¥ f(x) = 7%1 maleje wraz ze wzrostem x
4, U(x) =x—yx? P(x) = 2;?:1 maleje wraz ze wzrostem x

Jesli parametr y dazy do 0, w przypadku uzytecznos$ci wyktadnicze;j i
kwadratowej w Tabeli 2, to decydent staje si¢ coraz bardziej neutralny
wzgledem ryzyka [13, 14, 15, 174]. Ta sama sytuacja ma miejsce w
przypadku uzytecznosci potggowej, jesli ¥ jest bardzo bliskie 1.

Wspétczynnik absolutnej awersji do ryzyka pokazuje, jak decydent
reaguje na zmiany absolutne w majatku (np. dodatkowe pieniadze),
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natomiast wspélczynnik relatywnej awersji do ryzyka pokazuje jak
decydent reaguje na zmiany proporcjonalne w majatku. Wspétczynnik
relatywnej awersji do ryzyka ma postac:

U (x)
U'(x)

f‘(x) = —x

Malejaca absolutna awersja do ryzyka wskazuje, ze wielkosS¢
majatku, ktéra decydent jest sklonny narazi¢ na ryzyko, wzrasta wraz ze
wzrostem bogactwa, zas malejaca relatywna awersja do ryzyka pokazuje,
ze czgS$¢ majatku, ktora decydent jest sktonny narazi¢ na ryzyko, wzrasta
wraz ze wzrostem bogactwa.

W przypadku statej absolutnej awersji do ryzyka wielkoS$¢ bogactwa,
ktora decydent jest sktonny narazi¢ na ryzyko, pozostaje stata w miarg
jego wzrostu, czg$¢ majatku za$ pozostaje niezmienna w przypadku stalej
relatywnej awersji do ryzyka.

Rosngca absolutna awersja do ryzyka wskazuje, ze w miare, jak
decydent si¢ bogaci, jest on sklonny zaryzykowaé coraz mniejsza czgs$¢
majatku oraz coraz mniejsze cz¢sci posiadanego bogactwa w przypadku
rosnacej relatywnej awersji do ryzyka [35].

W Tabeli 3 przedstawiono najczgsciej spotykane funkcje
uzytecznoS$ci oraz odpowiadajacy im wspoétczynnik relatywnej awersji
do ryzyka Arrowa-Pratta.

Jezeli poréwnamy wspéiczynnik absolutnej awersji do ryzyka
oraz relatywnej awersji do ryzyka np. dla funkcji [nx, to mozemy
zaobserwowac¢ malejaca absolutng awersje do ryzyka, ale stalg relatywna
awersj¢ do ryzyka. Te sama wlasno§¢ mozna zaobserwowal dla
wykladniczej funkcji uzytecznosci. Zgodnie z interpretacja, w miarg
wzrostu bogactwa jednostki inwestowaé bgda coraz wigksze kwoty w
ryzykowne aktywa, ale nie bgda zmienia¢ procentu inwestowanego w te
aktywa kapitatu.
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Tabela 3. Wspoiczynnik relatywnej awersji do ryzyka Arrowa-Pratta
dla wybranych funkcji uzytecznosci

Wspétczynnik
Lp. | Funkcja uzytecznosci U(x) | Arrowa-Pratta | Wlasno$ci wspétczynnika
1. Ux) = —Jl/e”’x ['(x) =y-x | rosnie wraz ze wzrostem x
2. U(x) =Inx Ix)=1 nie zalezy od wartosci x
3. U(x) = yx¥ Fx)=y-1 nie zalezy od wartosci x
4, U(x) =x—yx? [(x) = 2;3?1 maleje wraz ze wzrostem x

3.2.1. Réwnowaznik pewnosci

Pomimo, ze warto$¢ oczekiwana uzytecznoSci losowego dobra nie
ma znaczenia poza porOwnaniem jej z inng alternatywa, to mozna
zdefiniowa¢ nowe pojecia, ktére ma intuicyjne znaczenie. Takim
pojeciem jest gwarantowany réwnowaznik (ang. certainty equivalent)
[115], ktory dla losowego zysku zdefiniowany jest jako stala G taka, ze

U(G) = E[U(X)).

Innymi slowy, jest to gwarantowana wartoS¢ dobra, nie obcigzona
zadnym ryzykiem, dla ktdérej uzyteczno$¢ jest taka sama jak wartos$¢
oczekiwana uzytecznoSci losowego dobra X [74]. Jesli U jest funkcja
rosnaca, wtedy istnieje funkcja odwrotna U~! do funkcji U i mozna
napisac, ze:

G=UYE[UX)]).
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Gwarantowany réwnowaznik zmiennej losowej dla réwnowaznych
funkcji uzytecznosci jest taki sam i jest mierzony w jednostkach wartoSci
dobra. Niech U (x) bedzie wklesta funkcja uzytecznosci. Stata ¢ jest taka
liczba, ze U(G) réwna si¢ wartosci oczekiwanej U (X). Innymi stowy,
jest to taka warto$¢, ktéra decydent czy przedsigbiorstwo traktuje jako
gwarantowang wyplate, nie inwestujac w portfel X (ktéry moze przynies¢
stratg albo przynies¢ zysk). Z definicji rownowaznika pewnosci oraz z
nieréwnosci Jensena [98] zachodzi nier6wnos¢:

U(G)=E[U(X)| <U(EX).

Skoro U jest funkcja rosnaca to G < EX. Ten fakt jest przedstawiony
na rysunku 3.3.

Uly}

u(s)

[=

G)=E[U{x]] .-

U{z)

[=

Rys. 3.3: Réwnowaznik pewnosci dla wklgstej funkeji uzytecznosci
Zrédto: opracowanie wiasne

Zalozono, ze rozpatrywana jest nastgpujaca inwestycja: decydent
otrzymuje wyplaty z i y z jednakowym prawdopodobieristwem % Zatem
wartos¢ E[U(X)] jest w potowie linii taczacej punkty U(z) i U(y), a
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uzyteczno$¢ gwarantowanego rownowaznika jest punktem przecigcia si¢
funkcji U oraz prostej poziomej przechodzacej przez punkt E[U (X)].
1 1

U(G) =EUX)] =5U(x)+5U ).

Zatem tatwo zauwazyé, ze w przypadku wklestej funkcji
uzytecznosci ¢ jest mniejsze anizeli wartos¢ oczekiwana E[X]. Jasnym
jest, ze im ,,mocniej” dana funkcja jest wklgsta (co odpowiada bardziej
ostroznemu inwestorowi), to liczba G lezy jeszcze dalej na lewo od
wartosci E[U (X)] [52]. Matematycznie jest to konsekwencja nieréwnosci
Jensena. Warto$¢ Premium = EX — G nazywana jest premiq za ryzyko.
Innymi stowy, premia za ryzyko jest nadwyzka zwrotu z inwestycji
ponad kwotg wolng od ryzyka [189]. Ponadto, mozna wykazaé [16], ze
premia za ryzyko jest proporcjonalna do losowej wyptaty pomnozone;j
przez pewien wspoétczynnik. Doktadniej, ten wspéiczynnik wynosi %?(x)

Rozwazono potggowa funkcje uzytecznosci U (x) = yx” z parametrem
y € (0,1). Wtedy yG" = yE[X7"], a zatem G? = E[X"], czyli G =
(E[X"])Y. Gwarantowany réwnowaznik tej postaci znany jest w
literaturze jako réwnowaznik Krepsa-Porteusa [96]. W przykladzie 3.2
pokazano zastosowanie tego rownowaznika dla wyplaty majacej rozktad
jednostajny.

Przyklad 3.2. Zatozono, ze losowa wyptata X ma rozktad jednostajny na
przedziale [0, 1]. Wtedy funkcja uzytecznosci U:

Ux) =+, 7€(0,1).

okreslona jest dla x € [0,1]. Parametr y wyraza awersj¢ do ryzyka
decydenta. Skoro:




to z Tabeli 3 otrzymano, ze:

( 1 )'v 1
G=(—1) = y
Y (e

Latwo zauwazyc¢, ze jezeli ¥ jest bliskie 1, to G zbliza si¢ do wartosci
a EX = % Ten przypadek graniczny oznacza, ze znika awersja do

1

2
ryzyka. Z drugiej strony, jezeli ¥ > 01 ¥ jest bliskie wartosci O, to 6 = 71/
staje si¢ dowolnie duzg warto$cia. Stad:
1 1 1 . . . ..
G= = T~ — —~0,37, gdy 6 dazy do nieskoficzonosci.
(1+y)r (+g

Oznacza to, ze za pozbycie si¢ losowosci, decydent jest sktonny
zaakceptowa¢ mniejsza wyplatg, a ta wyplata maleje wraz z liczba 7.
Innymi stowy, im mniejsze ¥, tym mniejszy gwarantowany rownowaznik
i tym wigksza awersja do ryzyka. Przyktadowo, dla y = 1/2 otrzymano

G= (EX1/2>2: <E\/Y)2: (/Olﬁdx)zz (g)z: g <EX =05,

Przyklad 3.3. Rozwazono inwestora, ktéry ma decydowac o inwestycji w
ryzykowny projekt. Oszacowano, ze projekt ten przyniesie zysk 100 000
zt z prawdopodobienstwem ok. 5%, 50 000 zt z prawdopodobienstwem
50%, nie przyniesie zysku z prawdopodobienistwem 20% i z
prawdopodobienistwem 25% przyniesie stratg¢ 10 000 zt. Zatem niech X
bedzie losowa wyplata z tego projektu.

103 z prawdopodobieristwem 0,05,
5-10* z prawdopodobienstwem 0,5,
0 z prawdopodobienistwem 0,2,
—10* z prawdopodobiefistwem 0,25.
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Inwestor posiada kwadratowa funkcj¢ uzytecznosci:

I >

6
—2.106)(, dla x<10°.

U(x)=x

Zatozono, ze decydent staje wobec dwdch alternatyw. W pierwszym
przypadku z prawdopodobienstwem % otrzymuje wyplatg réwna 10
albo wyptate 0 z prawdopodobienstwem % W drugim przypadku, gracz
otrzymuje kwote A.

Witedy:
E[U(X)] = 2—10(105—2,11061010) n %(104-5—2,110625-108> +
1 4 1 8
1 (—10 — 10 ) ,
czyli:

E[U(X)] ~ 26 612,5.

Nastgpnie wyliczono warto$¢ G taka, ze G — 2_1106 G? = 26 612,5.
Rozwigzano rownanie kwadratowe otrzymujac G = 26976,36. Zatem,
jeshi firma konkurencyjna zrekompensuje inwestorowi kwote 26 976,36

zt, to inwestor bgdzie sklonny do odstapienia projektu konkurentowi.

W Tabeli 4 znajduja si¢ funkcje odwrotne oraz réwnowazniki
pewnosci dla wybranych funkcji uzytecznosci.
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Tabela 4. Funkcje odwrotne i gwarantowane réwnowazniki dla

wybranych funkcji uzytecznosci. Zrédto: opracowanie wlasne
podstawie [15, 106]

na

Warunki na
Funkcja uzytecznosci parametry i Funkcja odwrotna Gwarantowany
U(x) dziedzina U (x) U~ (x) réwnowaznik G
U(x) =Inx x € (0,00) Ul (x)=¢" G = FlnX]
X € (—oo,00)
U(x):—%,e’y" X € (—o0,00) U~(x) :—lyln(—yx) G= —%lnE[e’yX]
Y€ (0,0) x € (—o0,0) G jest
entropijna
miarg ryzyka
L 1
Ux) = xe[0,00)i Ul = (3)7 G = (EX™)7
Y€ (0,1) lub x € [0,00) G jest
x € (0,4) i réwnowaznikiem
<0 Krepsa-Porteusa
U(x) = x—yx? xe€ (700,%,) U~ (x)= ;W G = I VXAV EXT 1+47§;(_4YZEX2
Y€ (0,0) X € (—oo, 417] EX jest wartoscia
oczekiwang losowej
inwestycji

3.2.2. Uzyteczno$¢ wyplat pienieznych

W tym podrozdziale opisano przyktad ilustrujacy fakt, ze uzytecznos¢
decydenta rozwazana jako funkcja wyptat pienieznych nie jest funkcja
liniowa. Problem ten zostal przedstawiony przez Nicolausa Bernoulliego,
a rozwiazany przez jego kuzyna Daniela Bernoulliego.

W literaturze znany jest on jako Paradoks petersburski [145, 148],
gdyz D. Bernoulli rozwigzat go w czasie pobytu w Sankt Petersburgu w
1738 roku [22].
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Rozwaza si¢ nastgpujaca gre: gracz rzuca moneta do momentu
otrzymania orta. Je§li orzel pojawi si¢ w k-tym rzucie, to jego
wyplata wynosi 2¥. Zatem wyplata gracza moze przyjmowaé nastepujace
wartosci:

2,4,8,...,2% ..

z  prawdopodobiefistwami  odpowiednio 1/2,1/4,1/8,...,1/2k ...
Warto$¢ oczekiwana wyptaty w kazdej takiej grze wynosi:
1 1

1
2o 44 —48 4. =141+ 1+.. =oo
S48t +14+1+

Zatem, jesli gra jest powtarzana wielokrotnie i Xj jest wyplata w k-tej
grze, to podpierajac si¢ Prawem Wielkich Liczb [98] mozna stwierdzic,
ze Srednia wyptata %(Xl + X, + ...+ X,,) dazy do nieskoriczonosci, gdy
liczba powtdrzen gry dazy do nieskonczonos$ci. Oznacza to, iz taki gracz
powinien z chgcia zaptaci¢ dowolnq ceng (czyli dowolnie duza sume¢) za
przystapienie do takiej gry. Oczywistym jest, ze prawie nikt by si¢ na to
nie zgodzit.

Istnieje jednak inne rozwigzanie tego problemu. Mianowicie,
% jest bliska 1 dla dowolnie duzej
iloSci powtérzen gry [98]. Zatem, jesli cena zagrania w kazda taka gre

znormalizowana Srednia

zalezy od liczby tych gier i wynosi g = log, n, to dla dostatecznie duzych
n (liczby powtorzen tej gry), catkowita optata za uczestnictwo w n grach
bedzie bliska catkowitemu zyskowi. Zatem mozna powiedzie¢, ze G jest
taka ,,sprawiedliwa” ceng za przystapienie do gry.

D. Bernoulli kontynuowat swoje badania, ktére daly podstawe
do rozwinigcia nowoczesnej teorii funkcji uzytecznosci [51]. Ten
szwajcarski matematyk zauwazyl, ze stopiefi satysfakcji z posiadanego
kapitalu lub innymi stowy ,uzyteczno$¢ kapitatu” zalezy od iloSci
zgromadzonego kapitatu, ale w sposéb nieliniowy. Na przyktad 1 000
zt dla osoby posiadajacej oszczednosci 1 000 000 zt i 1 000 zt dla
osoby nic niemajacej stanowi inng warto$¢. Oczywistym jest, ze pierwsza
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osoba bedzie mniej zadowolona od tej drugiej. D. Bernoulli zatozyt
wigc, iz satysfakcja z posiadania kapitalu x moze by¢ mierzona za
pomoca nieliniowej funkcji U(x), zwanej funkcja kapitatu badz funkcja
uzytecznoSci. Taka funkcja jest niejako wbudowana w dang jednostke
badz firme i jest jej cecha charakterystyczna.

D. Bernoulli sam zaproponowat dobrego kandydata na taka funkcje
U(x) = Inx zaktadajac, ze jesli kapital x przyrést o mata wartos¢
dx, to przyrost uzytecznoSci powinien by¢ wprost proporcjonalny do
dx/x, tzn. dU (x) = kdf, gdzie k > 0. Rozwiazaniem tego réwnania jest
funkcja U(x) = klnx + K, gdzie K jest stala. Stale k oraz K zaleza
jedynie od wybranej wartosci jednostki i nie maja wplywu na mierzenie
uzytecznosci. Jesli gracz w Paradoksie petersburskim ma uzyteczno$¢
U (x) = Inx, to warto$¢ oczekiwana uzytecznosci pienigdza w takiej grze
WYynosi:

Yu@eh =Y m@H2 *=m2Y k27" =2m2.
k=1 k=1 k=1
Jesli G jest ceng udziatu w kazdej takiej grze, czyli rOwnowaznikiem
pewnosci, to gracz przystapi do niej gdy:

UG)<2In2 <« G<4.

Rozwiazanie podane przez D. Bernoulliego w 1738 roku jest
pierwszym zastosowaniem metody wartosci oczekiwanej uzytecznosci.
Dopiero w 1944 roku John von Neumann i Oskar Morgenstern
w pracy Theory of games and economic behaviour [183] dokonali
pierwszej aksjomatyzacji teorii oczekiwanej uzytecznosci. Przyjeli oni, ze
racjonalny decydent postgpuje zgodnie z zasada maksymalizacji wartosci
oczekiwanej uzyteczno$ci. Ponadto, podali oni szczegétowe aksjomaty i
pokazali istnienie funkcji uzytecznosci [34].

Aksjomatyka ta byta modyfikowana i rozwijana m.in. przez Hersteina
i Milnora oraz Jensena [108]. W zaleznosci od kontekstu istnieje
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wiele ré6znych formalnych sposobéw aksjomatyzacji teorii oczekiwanej
uzytecznosci. Ich przeglad mozna znalez¢ w pracy [51].

3.3. Metody doboru funkcji uzytecznosci

Wybér funkcji uzytecznosci dla danego inwestora jest istotnym
problemem. Jednym ze sposobdw jest przypisanie inwestorowi postaci
funkcji uzytecznosSci i nastgpnie szacowanie parametréw, na podstawie
przeprowadzonych eksperymentéw wsréd badanej grupy oséb. Drugim
sposobem jest szukanie postaci funkcji uzyteczno$ci. Skoro zaréwno
postacie, jak i parametry funkcji uzytecznoSci wplywaja na wartos¢
oceny, dlatego wtasciwe ich oszacowanie ma istotne znaczenie w
procesie decyzyjnym [40]. Istnieja standardowe procedury przypisania
odpowiednich funkcji uzytecznos$ci inwestorom, decydentom badZ catym
firmom. Ponizej przedstawiono kilka sposobéw stosowanych w praktyce.

3.3.1. Metoda gwarantowanego rownowaznika

Jedna z mozliwoSci okreSlenia uzytecznoSci decydenta jest
przypisanie gwarantowanemu rownowaznikowi réznych ryzykownych
alternatyw. Elegancka metoda to organizacja loterii, w ktérej decydent
wie, ze wyptata wynosi A z prawdopodobiefistwem p, badZz B z
prawdopodobiefistwem 1 — p. Dla ré6znych wartoSci p inwestor okresla
ceng G (gwarantowany rownowaznik) za odstgpstwo w udziale w loterii.
Wartos¢ oczekiwana takiej loterii wynosi 1 = Ap + B(1 — p). Zatem, jesli
decydent jest wrazliwy na ryzyko, to gwarantowany réwnowaznik G musi
by¢ mniejszy niz 1.

Odpowiadajace inwestorowi wartoSci G dla réznych wartosci
prawdopodobienstw p przedstawione sa na rysunku 3.4. WartoS¢ G
znajduje si¢ powyzej odpowiadajacego jej 1. Krzywa przechodzi przez
punkty dajace funkcje G(1). Aby zdefiniowaé na podstawie tego rysunku
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A n B Wartos: A n B

oczekiwana

(a) (b}

Rys. 3.4: Eksperymentalne wyznaczanie funkcji uzytecznosci. (a) Dla
loterii, z wyptatami A lub B 1 majacymi warto$¢ oczekiwana 1, osoba
jest proszona o podanie réwnowaznika pewnosci G, (b) Odwrdcenie tej
relacji wyznacza funkcje uzytecznosci. Zrédto: opracowanie wtasne

funkcje uzytecznosci, nalezy uzy¢ normalizacji, ustalajac U(A) = A
oraz U(B) = B (jest to uzasadnione, poniewaz funkcja uzytecznosci ma
dwa stopnie swobody skalowania). Stad oczekiwana uzytecznos$¢ loterii
wynosi pU(A) + (1 — p)U(B) = pA+ (1 — p)B = n. Zatem dla danego
G, U(G) jest oczekiwang uzytecznoscia loterii i U(G) = 1. Wigc G =
U~'(n) i krzywa zdefiniowana przez G(7n) jest odwrotnoscia funkcji
uzytecznosci. Funkcje uzytecznosci otrzymano poprzez odbicie wykresu
G(n) wzglgdem prostej diagonalnej /, co pokazano na rysunku 3.4 (b).

3.3.2. Metoda wyboru parametru

Kolejna metoda okreslenia funkcji uzytecznoSci decydenta
jest przypisanie mu danej funkcji uzytecznosSci z odpowiedniej
klasy, a nastgpnie oszacowanie parametru. Metoda ta zostala
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zaproponowana przez Tversky’ego 1 Kahnemana [169]. Zaklada
ona, ze funkcja uzytecznosci ma posta¢ wyktadnicza U(x) = —%e"’x,
gdyz jak potwierdzaja badania [19, 173] najlepiej charakteryzuje
preferencje decydentow. Parametr ¥ > 0 moze by¢ ustalony w wyniku
przeprowadzenia prostej loterii. Decydent okresla rownowaznik pewnosci
G, czyli warto$¢ jaka jest w stanie zaakceptowac za rezygnacje w udziale
w pewnej loterii. Zaproponowano nastgpujaca loterig. Inwestor wygrywa
2 z prawdopodobienstwem % lub traci 1 z prawdopodobienistwem % Jesli
G = 1,5 dla tego decydenta to:

_ 2 5, 1
oS 2Ly

3 3

Rozwiazaniem réwnania jest ¥ = 1,38629.

Kompromis lub bardziej ztozone podejscie do okreslania funkcji
uzytecznoSci opiera si¢ na fakcie, ze wiele decyzji inwestycyjnych nie
implikuje wielkiego przyrostu dobra. Zatem, jesli xp jest poczatkowym
stanem posiadania, a w jest przyrostem wynikajacym z inwestycji,
to U(xo + w) jest funkcja uzytecznoSci decydenta na koniec okresu
inwestycyjnego. Aby okresli¢ funkcje uzytecznoSci tego przyrostu w
uzywa si¢ wykladniczej aproksymacji. Zatem, jesli U jest wyktadnicza
funkcja uzytecznosci, to uzytecznos$¢ przyrostu w wynosi —e?”, a jesli
U(x) = Inx, to uzytecznos$¢ przyrostu moze by¢ aproksymowana przez

1
—e %" (Tabela 3).

3.3.3. Kwestionariusz

Podstawg badafi nad zachowaniami ekonomicznymi jest psychologia
biznesu. Skupia si¢ ona na zachowaniach konsumenckich, bada
zachowania w zakresie finanséw, zajmuje si¢ kwestia podejmowania
ryzyka oraz psychologia decyzji [46, 166, 168]. W teorii decyzji
zaktada si¢ indywidualne preferencje decydenta w stosunku do ryzyka.
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Jednak istnieje wiele sytuacji, w ktérych pozadane jest, aby wyznaczy¢
stosunek jednostki do ryzyka. Na przyktad banki, oferujac rézne
instrumenty inwestycyjne, chcialtyby dopasowywaé stopien ryzyka
proponowanych inwestycji do poziomu ryzyka akceptowanego przez
klientow. Interesujacym dla bankéw moze by¢ takze stosunek do ryzyka
pracownikéw przyznajacych kredyty [167] (chodzi tu o tzw. ryzyko
operacyjne, mogace zaistnie¢ w wyniku bigdnego dziatania ludzi).

Stosunek jednostki do ryzyka zalezy od jej indywidualnego
odczucia ryzyka, jej obecnej sytuacji finansowej, perspektywy
przysztych zyskéw finansowych, zobowigzan oraz wieku osoby. Jedna
z metod oszacowania wlasciwego wspélczynnika ryzyka oraz funkcji
uzytecznosci jednostki jest przeprowadzenie odpowiedniej ankiety. Daje
ona dobra, jakoSciowa oceng, a rezultaty moga by¢ uzyte do okreSlenia
funkcji uzytecznoSci. W kwestionariuszu czg$S¢ pytan koncentruje si¢
zar6wno na sytuacji finansowej inwestora, jak i na podejSciu inwestora
do inwestowania. Kolejne pytania charakteryzuja rynek oraz dotycza
warto$ci zarzadzanego funduszu. Ankieta taka pokazuje, ze tolerancja
ryzyka jest zdeterminowana przez odczucia jednostki dotyczace ryzyka
oraz przez finansowe Srodowisko inwestora. Celem przeprowadzenia
takiej ankiety jest okreSlenie sktonno$ci osoby do podejmowania ryzyka
inwestycyjnego. Ankiety takie przygotowywane sa we wspélpracy z
psychologami.

Firmy inwestycyjne uzywaja tego rodzaju ankiet do badania profilu
inwestycyjnego klienta, poniewaz jego sklonno$¢ do ryzyka ma wptyw
na to, ktére z zaoferowanych mu produktéw jest sktonny zaakceptowac.
Gdy firma zna profil inwestycyjny klienta, jest w stanie zaoferowaé mu
produkty, ktore najlepiej odpowiadaja jego potrzebom.

W Dodatku 7.1 zamieszczono przyktadowa ankiete Jaki jest Twdj
wspotczynnik ryzyka? zaczerpnigta z [106].
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3.4. Kryterium maksymalizacji oczekiwanej
uzytecznosci. Krytyczna analiza

Podejscie maksymalizacji wartoSci oczekiwanej funkcji uzytecznosci
moze by¢ rozpatrywane jako pierwsza aproksymacja opisu ludzkich
preferencji. Walorami tej koncepcji sa:

- jasna i przejrzysta aksjomatyka,

- duza ogdlnosc,

- mozliwos¢ stosowania miar Arrowa-Pratta jako narzedzi mierzenia

sity awersji do ryzyka [94].

Dodatkowo koncepcja ta umozliwia formalng analiz¢ zachowan
ekonomicznych. Szczegdlnym przykladem jej zastosowania jest
problematyka wyboru optymalnego portfela akcji. Ale od momentu
sformutowania teorii wartosci oczekiwanej uzytecznosci trwaja dyskusje
nad jej zgodnoScia z praktyka, z obserwowanym zachowaniem jednostek
w sytuacji kiedy nalezy dokona¢é wyboru. Przeprowadzono caty
szereg eksperymentow, ktére wskazuja, ze to podejscie w wielu
sytuacjach jest nieefektywne. Badania wykonane przez Kahnemana i
Tversky’ego [83] pokazaly, ze decydenci oceniaja dostgpne dla nich
alternatywy ze wzgledu na wlasna pozycje, na stan swojego bogactwa,
ze wzgledu na wilasne doSwiadczenia. Dla prognoz pozytywnych ich
funkcja uzytecznosci jest wklgsta, dla prognoz negatywnych wypukia
(potwierdzaja to réwniez inni badacze ludzkich zachowan [53, 66]).
Bardzo rzadkie zdarzenia traktowane sg jako zdarzenia niemozliwe, a
zdarzenia, ktérych prawdopodobienistwo zajScia jest wysokie, badani
traktowali jako zdarzenia pewne. Istnieja badania potwierdzajace, ze
wigkszo$¢ ludzi ma awersje do ryzyka, gdy koncentruja si¢ na przysztych
zyskach oraz wybieraja ryzyko, gdy stoja w obliczu strat. To zjawisko
znane jest w literaturze jako teoria perspektywy [94, 132]. Osoba
wybierze raczej pewny zysk w wysokosci 500 dolaréw niz wyptatg rowna
1 000 dolaréw z prawdopodobiefistwem % Ta sama osoba wybierze
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ryzyko utraty 1000 dolaréw z prawdopodobiefistwem % niz pewna utrate

500 dolaréw. Mozna wyciagnaé wnioski, ze w przypadku zwigkszania si¢
kapitalu decydent charakteryzuje si¢ awersja do ryzyka, a w przypadku
zmniejszania si¢ kapitatu, czyli straty, charakteryzuje si¢ skionnoScia
do ryzyka [83]. Liczne badania empiryczne dowiodly, ze funkcja
uzytecznoSci ogélnie nie jest liniowa funkcja prawdopodobienstw.
Takim znanym przyktadem jest paradoks, sformutowany po raz pierwszy
w 1953 roku przez ekonomistg¢ francuskiego Maurice’a Allais [4],
pOzniejszego laureata Nagrody Nobla w dziedzinie ekonomii. Paradoks
ten jest szeroko opisywany w literaturze [31, 57, 63] oraz przytoczony w
przykladzie 3.4.

Przyklad 3.4. Rozwazono cztery zmienne losowe Xi,X»,X3,Xy
oznaczajace przyszly dochéd. Wszystkie przyjmuja wartosci 0, 10
milioné6w lub 30 milionéw. Odpowiednie prawdopodobienstwa podane
sa w tabeli:

Losowy dochéd | 0 | 10 milionéw | 30 milionéw

Xj 0 1 0
X 0,01 0,89 0,1
X3 0,9 0 0,1
X4 0,89 0,11 0

Jasnym jest, ze wigkszoS¢ ludzi bedzie preferowac losowa wyplate
X1 od wyptaty X;. 10 milionéw to duzo pienigdzy, dlatego lepiej jest
wybraé¢ pewne 10 milionéw niz Sciga¢ si¢ o 30 milionéw, ponoszac
ryzyko nieotrzymania niczego. Zatem X; > X;. Sytuacja ze zmiennymi
X3 1 Xy jest inna. Tutaj prawdopodobiefistwa otrzymania O sa duze, a
decydent moze otrzymac¢ 30 milionéw lub 10 milionéw praktycznie z
takim samym prawdopodobienistwem. W tym wypadku logiczne jest, by
wybraé wigksza wygrana. Dlatego X3 > Xjy.
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Zatozono, ze sa dwie osoby, ktére maksymalizuja warto$¢
oczekiwanej uzytecznosci U (x). Poréwnano dwie alternatywy. Pierwsza
osoba wybiera losowy dochdd X; i X3, oba z prawdopodobienstwem %
Niech Y] bedzie otrzymang w ten sposob losowa wyptata.

Zatem E[Y;] = 1E[X;] + 3 E[X3]. Druga osoba wybiera losowy dochéd X,
1 X4, oba z prawdopodobiefistwem % Niech Y, bedzie otrzymanym w ten
spos6b losowym zyskiem.

Zatem E[Y,| = %E (X5] + %E [X4]. Poniewaz X| > X, oraz X3 >~ X4, zatem
podazajac ta logika mySlenia E[X|| > E[X>] i E[X3] > E[X4], wigc:

E[Y]] >E[Y2]. 3.1
Z drugiej strony:

1
2

1

1
(040,9)+5(140) + 5

EY) = >

(0+0,1) =0,45+0,5+0,05,

1 1 1
EY, = 5(0,01+0,89)+5(0,89+0,11)+§(0,1+0) =0,45+0,5+0,05.

Zatem losowe wyptaty Y] i ¥> maja te same wartosci oczekiwane, co
jest sprzeczne z (3.1).

Przykiad ten ilustruje, ze klasyczna teoria uzytecznoSci von
Neumanna-Morgensterna nie zawsze sprawdza si¢ we wszystkich
przypadkach. Paradoks ten byl motywacja do wprowadzenia Ilub
poszukiwania innych rozwiazan. Jednakze klasyczna teoria uzytecznosci
jest szeroko stosowana, a powyzszy paradoks moze by¢ interpretowany
jako przyklad pojawiania si¢ irracjonalnego zachowania zachowania w
pojedynczych przypadkach.

Funkcje uzyteczno$ci wykorzystywane sa przez ekonomistéw do
tworzenia skutecznych modeli ale mozna je wykorzystywaé z pewnymi
zastrzezeniami. Zadna funkcja uzZytecznosci nie oddaje w petni
wszystkich zachowan ludzkich. Niektore funkcje uzytecznosci, takie jak
np. kwadratowe, przynosza prognozy dotyczace zachowania ludzi wobec
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ryzyka, ktére sa sprzeczne z intuicja. Jezeli chodzi o awersje do ryzyka,
migedzy jednostkami istnieja tak duze réznice, ze znalezienie funkcji
uzytecznos$ci, ktéra pasowataby do reprezentatywnego inwestora czy
jednostki, moze okazac si¢ bardzo trudne lub wrgcz niemozliwe. Pomimo
tych ograniczen znajomosS¢ podstaw teorii uzytecznosSci jest warunkiem
wstepnym rozsadnego zarzadzania ryzykiem.

Podsumowanie

W rozdziale tym oméwiono rézne funkcje uzytecznosSci oraz
metody ich doboru do profilu inwestora czy jednostki. Ponadto,
omoéwiono klasyczng teori¢ uzytecznosSci i jej zastosowanie. Wiele
miejsca poSwigcono pojeciu awersji do ryzyka oraz gwarantowanemu
rownowaznikowi. Pojecia te beda kluczowe dla dalszych rozwazan tej
pracy. w budowanych w nastgpnych rozdziatach modelach wykorzystano
gwarantowany rownowaznik Krepsa-Porteusa oraz entropijng miarg
ryzyka.
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Rozdzial 4

Metody badania przeplywow
pieni¢znych

Zgodnie z szeroka interpretacja, kazda inwestycja moze by¢
zdefiniowana w terminach przeplywdéw pienigznych, czyli wydatkéw
i wplywow inwestora. Zazwyczaj przeplywy pieni¢zne (ujemne badz
dodatnie) maja miejsce w pewnych okreslonych dniach, miesigcach,
kwartatach badZ na koniec roku. Przeplywy pienigzne dzielg sig
na deterministyczne (np. bankowe rachunki, splata pozyczki) oraz
stochastyczne.

4.1. Deterministyczne przeplywy pieni¢zne

Aby zapewni¢ sobie pozadane rezultaty w  przyszitosci
kazda inwestycja wymaga zamierzonego ciagltego zarzadzania.
Deterministyczna inwestycja zdefiniowana jest przez strumiefi pienigzny
Z = (Z1,2»,--,7Z,), gdzie wielkoSci Z; czgsto zaleza od wyboréw
zwiazanych z zarzadzaniem. Aby rozwigza¢ problem zarzadzania
potrzebny jest model dynamiczny. W tym celu mozna postuzy¢ sig
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grafem, w ktérym wierzchotki reprezentuja momenty przeptywow
pienigznych, a krawedzie opisuja mozliwy scenariusz. Przykladowo,
inwestor zakupil rafineri¢ i kazdego miesiaca musi zdecydowaé, czy
pompowaé ropg czy nie. Kazdego dnia mozna wypompowaé ok.
10% zawarto$ci. Poczatkowa wartos¢ to 100 litréw. Jednakze ta praca
wymaga zatrudnienia zalogi i jej oplacenia. Rysunek 4.1 przedstawia
poziom rezerwy i status zalogi: TAK (pracuje), NIE (nie pracuje). Na
krawedziach podano wyptate zatogi. Majac graficzng reprezentacje

(104, TAK)
(105, TAK)<

(105, NIE)

(105, TAK)
(108, NIE) <

(108, NIE)

Rys. 4.1: Przyktadowe wydobycie ropy wraz z kosztami. Zrédto:
opracowanie wiasne na podstawie [106]

(106, NIE)

mozna zastosowaé programowanie dynamiczne do obliczenia optymalnej
strategii w zarzadzaniu. Sciezka w grafie generuje nastgpujace przeptywy
20,21,22, - ,Zn_1,Vy, gdzie V, stanowi ostatni wierzchotek w grafie dla
tej Sciezki. Zatem wartoS¢ biezaca wynosi:

Z) V%) Zy—1 Va

PV =Zy+ + +oF + ,
"T1+d T (1+d)? (I+d,_ )1 " (1+d,)"

gdzie dj sa jednookresowymi stopami dyskontowymi.
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Wspétezynnik by = Tldk nazywany jest wspolczynnikiem dyskonta.
Poszczegdlne etapy programowania dynamicznego przedstawiono na
rysunkach 4.2 1 4.3. W pierwszym kroku na etapie n — 1 wylicza si¢
najlepsza decyzj¢ przed osiagnigciem ostatniego kroku. Dla kazdego
okresu n — 1 znajduje si¢ maksymalng wartoS¢ biezaca:

Vo = max (Z,y +bu-1Vs)

Vi =max (Z,_ +b,1V}).
=34
YA
1 V}I
YA 1
n-2 Vn—].
. VZ
4 "
A
Va
72 2
z Vn—l
) V4—
Zn "

Rys. 4.2: Etap pierwszy. Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie [106]
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Rys. 4.3: Etap drugi. Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie [106]

W drugim etapie sytuacja si¢ powtarza, po uwzglednieniu etapu
pierwszego.
Vi, = max (Zy—2+ba2V,y),
=1,

vl = max (Z_ 5+ buaVi ).

=93,
Ta metoda moze by¢ sformutowana w sposob rekurencyjny, tzn.

V" = max (Z+biViy,) .
1

Wada tego podejscia jest tzw. ,przekledstwo wymiaru” (ang. curse
of dimensionality). Zauwazy¢ mozna, ze dla dwumianowego grafu liczba
mozliwych Sciezek wynosi 2" dla n okreséw.
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4.1.1. Metody oceny dynamicznych przeplywow
pieni¢znych

Do szacowania efektywnoSci inwestycji stosowane sa metody
dynamiczne, ktérych podstawg jest wyznaczanie wydatkéw i wptywow
okreslanych jako strumienie pieniadza generowane przez dane projekty
inwestycyjne.

Projekt inwestycyjny jest oplacalny, gdy generuje wplywy, ktore
przewyzszaja wydatki. Metody dynamiczne uwzgledniaja uptyw
czasu. Istota inwestycji jest odpowiedni wybdr ze zbioru mozliwych
przeptywéw pienigznych. Do oceny efektywnoSci danej inwestycji
wykorzystuje si¢ nastepujace metody [42, 118, 139, 179]:

1. Wartos¢ obecna netto NPV (ang. Net Present Value).

2. Wewngtrzna stopa zwrotu IRR (ang. Internal Rate of Return).

3. Indeks zyskownosci PI (ang. Profitability Index).

4. Zdyskontowany okres zwrotu DPB (ang. Discounted Payback

Period).

5. Wskaznik warto$ci biezacej netto (NPVR)

1. Wartos¢ biezaca netto

Dwie pierwsze metody stosowane sa najczgsciej przez inwestorow,
aczkolwiek wydaje si¢, ze NPV jest czgSciej wykorzystywana
przez manageréw [42]. Podstawowa idea tej metody jest okreslenie
wielkoSci przeptywow pienieznych w catlym rozpatrywanym okresie
i zdyskontowanie ich odpowiednig stopa dyskontowa. Taka stopa
dyskontowa powinna odzwierciedlaé zaréwno warto$¢ pieniadza w
czasie, jak 1 ryzyko, ktore niesie ze soba projekt. Podstawowa regula
stosowania NPV jest to, ze projekt jest akceptowalny wtedy, gdy NPV
jest wigksza od zera. Oznacza to, ze analizowany projekt generuje
warto$¢ biezaca przeptywdéw pienigznych wyzsza od wartosci biezacej
naktadéow poniesionych na realizacj¢ inwestycji, a w zwiazku z tym,
projekt przynosi zwrot kosztu kapitatu zaangazowanego w finansowanie
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przedsigwzigcia. NPV mozna okresli¢ jako zaktualizowane na chwilg
obecng korzysci, jakie przyniesie realizacja danego projektu. Wartos¢
biezaca netto jest podstawowym zagadnieniem rozwazanym w analizie
inwestycji [29, 69, 110] 1 okreSlona jest wzorem:

" CF,

NPV = —1,
,; (1+d)*

(4.1)

gdzie:

- CFy - wplywy z inwestycji w okresie k,

- d - stopa dyskontowa,

- n - liczba okreséw inwestycji,

- I - koszt inwestycji.

Oczekiwane wptywy z inwestycji w badanym okresie mozna zastapic
gwarantowanymi przeptywami pienigznymi, ktére zostatyby przyjete
jako ich alternatywa (réwnowazniki pewnos$ci) oraz zdyskontowaé
przedmiotowe przepltywy pienig¢zne o stope wolng od ryzyka [35]. Zatem:
" G(CF,)

NPV =Y

—1 4.2
= (1+I"f)k ) ( )

gdzie:

- CFy - wplywy z inwestycji w okresie k,

- rf - stopa wolna od ryzyka,

- n - liczba okres6w inwestycji,

- I - koszt inwestycji.

Metoda NPV pozwala sprawdzi¢ czy inwestycja jest optacalna,
za pomoca poréwnywalnych wartoSci wpltywédw z inwestycji i
zaangazowanych w nig Srodki. Gdy NPV wynosi 0, oznacza to,
ze zaktualizowane przeplywy pienigzne netto wystarczaja tylko na
sptate zaangazowanego kapitatu i pokrycie kosztu kapitatu, wyrazonego
stopa dyskontowa. Gdy NPV jest dodatnia, stopa zwrotu z inwestycji
przewyzsza stopg dyskontowa.
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2. Wewnetrzna stopa zwrotu (/RR)

Wewnetrzna stopa zwrotu /RR pozwala ustanowié ranking inwestycji
poprzez wyliczenie poréwnawcze odpowiednich stop zwrotu. Jest to taka
wartoS¢ stopy dyskontowej, przy ktorej NPV jest rowne 0. Zaklada sie,
ze dane przedsiewzigcie jest optacalne, jezeli uzyskana z niego stopa
zwrotu jest wyzsza lub w skrajnym przypadku réwna stopie dyskontowej
przyjetej do obliczenia NPV. Im wyzsza warto$S¢ IRR, tym inwestycja
jest bardziej oplacalna i bezpieczna z punktu widzenia dawcow kapitatu,
poniewaz generuje wigksza potencjalng stope zwrotu z inwestycji [120].

CF;
NPV = Z (TR 1=0. (4.3)

Przyklad 4.1. Rozwazono dwie dwuletnie inwestycje wymagajace
zainwestowania kapitalu 1$. Pierwsza inwestycja opisana jest
strumieniem (2,0), a druga inwestycja przez strumieni (0,3). Oznacza
to, ze pierwszy projekt przyniesie po roku wyptate 2$, a drugi po dwéch
latach wyptate 3$. Zatozono, ze stopa procentowa wynosi 10%.

(1) NPV; = —1+ {7 =0,82.

(2) NPVy = -1+ + 1% = 1,48.
Zatem kryterium NPV sugeruje wybodr inwestycji pierwszej. Wyliczono
takze wewnetrzng stopg zwrotu.

(1) =142b1=0=by =3 =d, = L.
2) 14363 =0=by =L =dy=/3-1x0,73.

Zatem drugie kryterium sugeruje takze wybor inwestycji pierwszej.

Obie metody posiadaja zaréwno ograniczenia, jak i zalety. NPV jest
tatwa do wyliczenia, nie ma niejednoznacznosci zwigzanych z wieloma
mozliwymi rozwigzaniami jak w przypadku réwnania okreslajacego /RR.
Natomiast /RR ma t¢ zaletg, ze zalezy tylko od postaci strumienia
przeptywdéw pienigznych, a nie od stép zwrotu, ktére czasem moga
by¢ trudne do okreslenia. Warto podkresli¢, ze zardwno praktycy, jak i
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teoretycy przychylaja si¢ ku opinii, ze najlepszym kryterium jest NPV
[119].

3. Indeks zyskownosci

Indeks ten okresla stosunek zdyskontowanych wptywow pienigznych
do zdyskontowanych wydatkéw. Taki projekt inwestycyjny nalezy
przyjacé, jesli PI > 1. Warto§¢ wskaZznika réwna 1 oznacza, ze
projekt inwestycyjny przynosi zwrot na minimalnym wymaganym
przez inwestora poziomie. Innymi stowy jest to minimalny zwrot,
wystarczajacy do uznania inwestycji za efektywna [153].

4. Zdyskontowany okres zwrotu

Ta metoda okreSla liczb¢ okreséw, po ktérej zdyskontowane
wplywy zwiazane z realizacja projektu zréwnaja si¢ z dyskontowanymi
wydatkami zwigzanymi takze z realizacja projektu. Innymi stowy, to
liczba okreséw, po ktérej suma zdyskontowanych przeplywéw netto
bedzie réwna zero. Uzyskanie dodatniej wartoSci skumulowanych
zdyskontowanych  przeplywéw  pienigznych ~ wygenerowanych
przez projekt oznacza, ze w okresie tym projekt przyniesie zwrot
zaangazowanego kapitatu wraz z uwzglednieniem jego kosztu, a wigc
od tego momentu bedzie kreowal wartos¢ dla akcjonariuszy. Niestety
zastosowanie zdyskontowanych przeptywéw do kalkulacji okresu zwrotu
nie eliminuje podstawowej wady tej metody, jaka jest nieuwzglgdnianie
korzysci z tytutu realizacji przedsigwzigcia powstajacych po okresie, w
ktérym skumulowana wartos$¢ przeptywow wyniesie zero [120].

5. Zmodyfikowana wewnetrzna stopa zwrotu (MIRR)

Zmodyfikowana wewngtrzna stopa zwrotu MIRR, to dynamiczna
metoda oceny efektywnoSci ekonomicznej projektéw inwestycyjnych,
a takze wskaZznik finansowy, wyznaczony w oparciu o t¢ metodg.
Uwzglednia ona zmiany wartosci pieniadza w czasie 1 jest oparta o
analize zdyskontowanych przeptywow pieni¢znych. MIRR jest wigc stopa
dyskontowa, dla ktérej (zdyskontowana) warto$¢ koricowa inwestycji jest
rowna zaktualizowanej warto$ci naktadéw inwestycyjnych dla danego
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projektu. Wartos¢ koricowa to warto$¢ przyszta nadwyzek finansowych
netto generowanych przez projekt, sktadanych za pomoca stopy réwnej
kosztowi kapitatu. W poréwnaniu do /RR (ang. Internal Rate of Return)
modyfikacja polega na tym, ze nie dyskontuje si¢ od razu dodatnich
przeptywéw pienigznych, ale oblicza ich warto$¢ przyszita wg kosztu
kapitatu, nastgpnie ta wartos$¢ (jako suma) jest dyskontowana do momentu
biezacego.

6. Wskaznik wartoSci biezacej netto (NPVR)

Wskaznik NPV R jest to iloraz zaktualizowanej wartoSci biezacej
netto projektu (NPV) 1 zaktualizowanej wartoSci biezacej naktadow
inwestycyjnych (PVI — ang. Present Value of Investment). NPVR
obliczany jest wedtug wzoru:

NPV
PVI

gdzie: PV I — zaktualizowana warto$¢ biezaca naktadéw inwestycyjnych.

NPVR =

Warto$¢ wskaznika NPVR wigksza od zera oznacza, ze projekt
generuje warto$¢ NPV wigksza od zera, a wigc jego realizacja pozwala na
osiagnigcie zwrotu z zainwestowanego kapitatu na poziomie wyzszym niz
koszt kapitalu. Niektorzy analitycy stosuja metode NPV R do uktadania
listy rankingowej projektéw, wychodzac z zatozenia, ze przedsigwzigcia
o wyzszym wskazniku NPVR sa lepsze pod wzglgdem finansowym od
projektow o nizszym NPVR [120].

W literaturze przedmiotu [41, 47, 72, 138] metoda NPV jest uwazana
za najwlasciwsze narzedzie oceny oplacalnoSci inwestycji, poniewaz
metoda ta jest zgodna z nastgpujacymi zaleceniami teoretycznymi [138] :

* uwzglednia caty okresu zycia projektu inwestycyjnego,

» uwzglednia cel dziatania przedsigbiorstwa,

* uwzglednia ryzyko projektu inwestycyjnego,

* uwzglednia zmienng wartoSci pieniadza w czasie,

* okresla korzysci netto jako wartosci przeptywow pienigznych netto,

* umozliwia zbudowania obiektywnego kryterium.
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Przedsigwzigcie inwestycyjne nalezy podejmowacé wtedy i tylko
wtedy, gdy jego warto$¢ zaktualizowana netto jest wigksza od 0. To
znaczy, ze jego realizacja jest oplacalna tylko wtedy, gdy wewngtrzna
stopa zwrotu IRR jest wigksza od przyjetej stopy dyskontowej. W
przypadku dokonywania wyboru sposréd kilku wykluczajacych sie
projektéw, manager powinien wybraé ten projekt, ktérego NPV jest
najwigksze. W przypadku dysponowania ograniczonymi zasobami, w
pierwszej kolejno$ci powinny zostaé wybrane projekty o najwyzszej
wartoSci NPV na jednostke naktadu inwestycyjnego.

4.2. Wady metod opartych na DCF

W procesie liczenia zdyskontowanych przepltywow pienig¢znych
popetnianych jest wiele biedéw. Jednym z nich jest problem szacowania
kosztu kapitatu, ktéry powinien zawieraé tylko ryzyko zewngtrzne, ktére
nie moze by¢ zdywersyfikowane przez odpowiednia konstrukcje portfela
inwestycji. Kolejnym praktycznym bledem jest to, ze czasami koszt
kapitalu zawiera stop¢ inflacji, podczas gdy prognozowane przeptywy
pienig¢zne jej nie zawieraja. Aby uniknaé tej nieScistoSci powinna byc
szacowana tylko nominalna wartoS¢ przeptywow. W sytuacji zmiennych
warunkéw inwestowania moze si¢ okazaé, ze obliczenia oparte
na zdyskontowanych przeptywach pienigznych nie pasuja do nowej
sytuacji [187]. Standardowy model oceny optacalnos$ci przedsigwzigcia
inwestycyjnego oparty na DCF jest wystarczajacy dla wigkszoSci
tradycyjnych galezi przemystu, ale brakuje mu elementu elastycznoSci
zarzadzania dla nowych rodzajéw przedsigwzigé gospodarczych. Z tego
tez powodu menedzerowie uwazaja metode NPV za krétkowzrocznag
1 niekompletna. Jej proces kalkulacji bazuje jedynie na informacjach
dostgpnych w momencie obliczen. Metoda wartoSci zaktualizowanej
netto zaktada, ze decyzja dotyczaca podjecia realizacji inwestycji
opiera si¢ na decyzji wszystko albo nic. Metoda NPV obliguje
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i wymusza obliczenie biezacej wartoSci inwestycji zaktadajac, ze
wszystkie koszty zostaly juz poniesione. Ponadto NPV obniza warto$¢
projektu inwestycyjnego, poniewaz nie zawiera elastycznosci zarzadzania
ang.management flexibility. Metoda NPV pomija mozliwoS¢ modyfikacji
zachowania inwestora, ktéra moze nastapi¢ w wyniku otrzymania jakich$§
nowych informacji.

Metody oparte na zdyskontowanych przeptywach pienigznych
zaktadaja, ze rynkowa pozycja przedsigbiorstwa nie ulegnie zmianie i
nie uwzgledniaja dzialan i pozycji przedsigbiorstw konkurencyjnych.
Zakladaja, ze sytuacja na rynku jest stabilna i1 niezmienna. S.C.
Myers [123] uwaza, ze metody oparte na DCF nadaja si¢ do wyceny
papieréw wartosciowych o statym dochodzie badZ papieréw, od ktérych
ptacone sa regularne dywidendy, natomiast nie nadaja si¢ do oceny
projektow, w ktorych tkwi duzy potencjal wzrostu ich wartosci. Jego
zdaniem stosowanie metod opartych na zdyskontowanych oczekiwanych
przeptywach pienigznych zwiazane jest z paroma trudnoSciami:

- Oszacowanie stopy dyskontowej. Chodzi tu gtéwnie o trudnosci
zwigzane z ustaleniem wiasciwej dla danego projektu premii
za ryzyko potrzebnej do oszacowania kosztu kapitalu wlasnego
(oczekiwanej przez inwestora stopy zwrotu).

- Szacowanie oczekiwanych wartosci przeptywdéw pienieznych w
odlegtym horyzoncie czasu.

- Ujecie wspoétzaleznosci  przeptywéw  generowanych przez
rozne projekty inwestycyjne podejmowanych przez dane
przedsigbiorstwo, co wynika z zatozenia addytywnosci projektow
inwestycyjnych w metodzie NPV. W przypadku projektow
tworzacych tancuch generowania wartosci (np. od wydobycia
surowca po produkcje wyrobu finalnego), wiasnos¢ addytywnosci
moze nie zachodzié, poniewaz warto$¢ calego tancucha moze by¢
wyzsza niz suma jego sktadowych.

- Nieuwzglednienie w metodzie NPV przysztych mozliwosci
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wzrostu growth opportunities, ktére moga wystapi¢ dzigki
realizacji projektu. Chodzi tu o sytuacje, kiedy realizacja jednego
projektu stwarza mozliwos¢ rozpoczecia nastgpnego [123].

Réwniez inni badacze poddali metod¢ NPV krytyce [37, 87].
Najwigkszym zarzutem dla tej metody jest fakt nieuwzgledniania przez
niag mozliwosci operowania czasem, na przyktad brak mozliwoSci
opOznienia rozpoczecia projektu. W tym sensie NPV jest metoda
statycznag.

Metody oparte na DCF nie uwzgledniaja w trakcie realizacji
projektu inwestycyjnego ani mozliwosci pozyskania nowych informacji,
ani mozliwoSci uczenia si¢. Nie uwzgledniaja zadnych czynnikéw, ktére
mogtyby wplynac na zmiang¢ kierunku realizacji inwestycji, a co za tym
idzie, moglyby wplyna¢ na minimalizacj¢ strat, czy tez zwigkszenie
dochodéw. Warunki inwestowania charakteryzuja si¢ duza niepewnoscia,
co wymaga poszukiwania nowych sposobdw strategicznego myslenia
oraz nowych narzedzi analizy finansowej. Jednym z takich nowych
narzedzi sa opcje rzeczywiste, ktére stanowia dobre narzgdzie dla
szacowania wartosci przedsigwzigcia inwestycyjnego i ustalania strategii.
Dlatego tez opcje realne powinny stanowi¢ swego rodzaju uzupetnienie
analizy NPV.

4.3. Opcje rzeczywiste

Warto$¢ opcji realnych wynika z tego, ze dokonujac inwestycji
w ryzykowne aktywa, inwestor moze si¢ uczyC, dzigki obserwacji
tego, co dzieje si¢ w Swiecie rzeczywistym i dostosowywaé swoje
zachowanie, w celu zwigkszenia potencjalnych korzysci z inwestycji,
a takze zmniejszenia potencjalnych strat. W przypadku metody opcji
realnych wykorzystywana jest uaktualniona wiedza lub informacje, w
celu zwigkszenia szans i jednoczesnie ograniczenia niebezpieczenstw. W
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konteksScie ryzykownej inwestycji, opierajac si¢ na takiej uaktualnionej
wiedzy, inwestor ma mozliwos¢ podjeciach trzech rodzajéw dziatan:

- moze kontynuowaé dobra passg, aby zwigkszyé mozliwe zyski
— jest to opcja dalszego rozwoju. Na przyktad mozna zwigkszy¢
skalg projektu w przypadku wigkszej zadeklarowanej przez
konsumentéw sktonnos$ci do nabywania produktow;

- gdy informacja zwrotna jest niepomySlna, mozliwe jest
zmniejszenie skali inwestycji lub catkowita rezygnacja - jest
to opcja rezygnacji, ktéra umozliwia zmniejszenie potencjalnych
strat;

- moze si¢ wstrzymaé od podejmowania dalszych inwestycji, jezeli
informacje, ktére otrzymuje, sugeruja brak pewnosci co do
przysztych perspektyw - jest to opcja zwloki lub oczekiwania. W
pewnym sensie kupowany jest czas dla inwestycji z nadzieja, ze
rozw(j produktu oraz sytuacji na rynku uczyni ja atrakcyjna w
przysztosci.

Jezeli brane jest pod uwage zachowanie adaptacyjne, to metoda
bardziej zblizona do opcji realnych jest metoda drzew decyzyjnych,
w przypadku ktérej optymalne decyzje na kazdym z etapéw zaleza
od wynikéw na etapach wczeSniejszych. Obie metody przynosza
jednak zazwyczaj rézne wartosci dla tego samego ryzykownego
instrumentu, poniewaz metoda drzewa decyzyjnego opiera si¢ na
prawdopodobiefistwie i dla kazdej galezi umozliwia rézne wyniki,
natomiast metoda opcji realnych jest bardziej ograniczona w swoim
podejsciu do niepewnosci. W wersji dwumianowej tej metody, na kazdym
etapie mozliwe sa jedynie dwa wyniki, przy czym prawdopodobienstwa
nie sg okreslone. Stopy dyskonta uzywane do oszacowania aktualnych
warto$ci w drzewach decyzyjnych, a przynajmniej te wykorzystywane w
spos6b konwencjonalny, sa z zasady skorygowane o ryzyko 1 nie zaleza
od tego, ktéra z gatezi drzewa poddajemy analizie. W przypadku metody
opcji realnych stopa dyskonta bedzie si¢ r6zni¢ w zaleznoSci od galezi
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drzewa, ktéra poddawana jest analizie [35]. Mozna pokazac, ze warto$¢
ryzykownego instrumentu begdzie taka sama w przypadku opcji realnych
oraz drzew decyzyjnych, jezeli zastosowana zostanie stopa dyskonta
uzalezniona od danej Sciezki [9].

Symulacje oraz opcje realne sa uzupetniajacymi si¢ metodami oceny
ryzyka.

4.3.1. Rodzaje opcji rzeczywistych

Inwestycje wiaza si¢ z trzema mozliwymi opcjami — dalszego
rozwoju, zwloki lub rezygnacji z inwestycji. W literaturze przedmiotu
wyrdznia si¢ trzy gtéwne kategorie opcji rzeczowych [36]:

- opcja wzrostu,

- opcja opdZnienia,
- opcja rezygnacji.
1. Opcja wzrostu

Opcja wzrostu (ang. a growth option, option to expand) polega
na dokonywaniu kolejnych inwestycji, jeSli inwestycja poczatkowa
okazala si¢ sukcesem. W przypadku niektoérych projektéw naktady
inwestycyjne sa duze, a krétkookresowe prognozy przeptywéw Srodkéw
pienigznych obarczone sa duza niepewnoScia, co skutkuje ujemng
warto$cig NPV. Jednak mimo to, projekty takie sa realizowane, poniewaz
w dluzszym okresie czasu, kiedy wytworzy si¢ rynek na dany produkt
1 potencjalni nabywcy zdaza si¢ juz z nim zapoznaC, moga okazac si¢
bardzo optacalnymi przedsigwzigciami. Dlatego tez opcje wzrostu czesto
okresla si¢ mianem opcji strategicznych, poniewaz wyznaczaja pozycje
konkurencyjng przedsigbiorstwa [101]. Przyktadem opcji wzrostu moze
by¢ nabycie patentu, ktéry pozwoli przedsigbiorstwu na wykorzystanie
nowej technologii w przyszioSci. Przedsigbiorstwa, ktére inwestuja w
prace badawczo-rozwojowe posiadaja opcje wprowadzania na rynek
nowych produktéw. Opcja rozszerzenia projektu jest warta tym wigcej,
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im wigksza jest zmienno$¢ stép zwrotu w danej branzy i im
wyzsze sa te stopy zwrotu. Opcjami wzrostu sa opcje zwigkszenia
dziatalno$ci ang.(scale up) i opcje przelaczania ang.(switch up). Opcje
zwigkszania skali dzialalnoSci moga wystgpowaé w sytuacji, gdy
dziatalnoS¢ gospodarcza jest juz prowadzona, a celem jest zwigkszenie
przychodéw ze sprzedazy, poprzez zintensyfikowanie prowadzonej
produkcji lub rozpoczgcie produkcji wyrobéw zupelnie nowych.
Zachodzi analogia pomigdzy NPV projektu polegajacego na rozszerzeniu
skali dziatalnosSci a amerykanska opcja kupna. Instrumentem bazowym
jest tutaj wartoS¢ projektu z uwzglednieniem korzysci rozszerzenia,
natomiast ceng wykonania jest naktad inwestycyjny, ktéry musi zostaé
poniesiony, aby zrealizowac rozszerzenie skali dziatalno$ci. Tak jak
w przypadku amerykariskiej opcji kupna, nie znany jest doktadny
moment, kiedy dojdzie do rozszerzenia skali dziatania. Podejmujac
decyzje o zwigkszeniu skali dziatania, poréwnuje si¢ korzysSci z projektu
rozszerzenia skali (po odjgciu potrzebnych naktadéw) z korzySciami z
projektu bez rozszerzenia. Optymalnym momentem na podjecie decyzji
o rozszerzeniu skali dziatania jest czas, kiedy warto§¢ wewngtrzna opcji
zréwna si¢ z jej wartoScia catkowita, to znaczy, gdy przyrost korzySci
z odsunigcia rozszerzenia skali w czasie zréwna si¢ z krancowym
kosztem czekania uosabianym jako koszt utraconych korzysci w zwiazku
z odsunigciem rozszerzenia skali [121]. Opcje przelaczania znajduja
zastosowanie w branzach charakteryzujacych si¢ szybkim postgpem
technicznym i dotycza zmiany wykorzystywanych czynnikéw produkcji
lub zmiany catej technologii w celu dostosowania si¢ do zmieniajacej
si¢ sytuacji rynkowej. Zasady podjecia decyzji dotyczacej przetaczenia
odpowiadaja zasadom podejmowania decyzji odnoszacych si¢ do
amerykanskiej opcji sprzedazy. Rol¢ instrumentu bazowego odgrywa
wartoS¢ projektu, a ceng wykonania jest warto$¢ projektu polegajacego na
alternatywnym wykorzystaniu surowcoéw, innych czynnikéw produkcji,
czy tez zmianie technologii produkcji.
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2. Opcja opdznienia

Opcja opdznienia (ang.timing option, option to defer, option
to delay) polega na czasowym wstrzymaniu inwestycji do momentu
uzyskania nowych informacji (dotyczacych, np. warunkéw rynkowych,
konkurencji, popytu) lub poprawy warunkéw inwestowania, ktore sa
istotne dla dalszego przebiegu procesu inwestycyjnego. SzczegOlnie
cenne sa opcje bedace w posiadaniu jednego przedsigbiorstwa, ktére np.
posiada wylaczne prawo do danego patentu. Tego typu opcje rozwaza sig¢
jako amerykanska opcje kupna, dla ktérej cena wykonania jest wartos¢
nakltadéw inwestycyjnych, terminem wygasnigcia jest okres posiadania
przez przedsigbiorstwo praw wylacznosci do realizacji projektu. Ceng
instrumentu bazowego jest wartoS¢ NPV projektu. Wartos$¢ takiej opcji
musi oczywiScie uwzglednia¢ wartoSci utracone w czasie oczekiwania
dochodéw. Wykonanie opcji jest rOwnowazne rozpoczgciu inwestycji.
Zaktadajac, ze:
X — warto$¢ biezaca inwestycji poczatkowej,
PV — wartos¢ biezaca oczekiwanych biezacych przeptywéw pienigznych
(bez inwestycji poczatkowej)
to wtedy NPV bedzie rowne réznicy PV — X
i
jesli PV > X = NPV > 0 = projekt powinien zostac rozpoczety,
jesli PV < X = NPV < 0 = projekt nie powinien by¢ rozpoczynany.
Wylaczne prawo do realizacji projektu moze by¢ cenne nawet, jesli NPV
projektu w danej chwili jest ujemne. Przedsigbiorstwo moze réwniez
poczekaé z rozpoczgciem projektu, nawet jesli jego NPV jest dodatnie,
aby rozpocza¢ go w chwili, kiedy jego warto$¢ wzrosnie.

3. Opcja rezygnacji Opcja rezygnacji (ang.an exit option, option
to abandon) polega na zamknigciu projektu inwestycyjnego, kiedy
nie ma juz potencjalu w danym przedsigwzigciu inwestycyjnym,
tzn. kiedy przeplywy pienigzne projektu okaza si¢ nizsze niz
oczekiwane. Opcja ta podnosi atrakcyjno$¢ projektu inwestycyjnego
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i zwigksza prawdopodobienstwo jego akceptacji przez decydentdw.
Przedsigbiorstwo moze naby¢ opcje porzucenia przede wszystkim
poprzez zawarcie odpowiednich zapisOw w umowach (np. zawieranie
kontraktéw krétko-, a nie dlugoterminowych, przyjmowanie personelu
na zasadzie pracy dorywczej, a nie statej, korzystanie z leasingu
zamiast kupna). Mozliwos$¢ zaniechania projektu mozna rozwazaé jako
amerykanska opcje sprzedazy.

Jesli V > L = warto$¢ opcji porzucenia projektu = 0,

Jesli V < L = wartos¢ opcji porzucenia projektu = L —V,

gdzie:

V — warto$¢ dla przedsigbiorstwa w przypadku kontynuacji projektu,

L — warto$¢, jaka przedsigbiorstwo moze uzyska¢ z natychmiastowej
likwidacji lub porzucenia projektu.

Do opcji rezygnacji mozna zaliczy¢ opcje zmniejszenia skali (ang.scale
down). Opcja zmniejszenia skali wystgpuje w sytuacji, gdy ograniczenie
produkcji lub calkowita rezygnacja z produkcji danego wyrobu
przynosi korzys¢, dzigki alternatywnemu zagospodarowaniu majatku
(najczgsciej jego sprzedazy), stuzacego do tej pory realizowaniu
dziatalnosci podlegajacej ograniczeniu. Mozna doszukaé si¢ tutaj
analogii migdzy NPV projektu zmniejszenia skali a amerykanska
opcja sprzedazy. Biorac pod uwage NPV rozumiang jako réznice
migdzy wartoScia korzySci z alternatywnego zagospodarowania
majatku 1 utraconych korzySci na skutek zmniejszenia skali, rolg
instrumentu bazowego pelni wartoS¢ utraconych korzysSci na skutek
zmniejszenia skali. Ceng wykonania jest natomiast warto$¢ korzysci przy
zatozeniu alternatywnego zagospodarowania majatku albo oszczgednos¢
na wydatkach inwestycyjnych projektu w mniejszej skali. Opcje
zmniejszenia skali nalezy wykonac, gdy przyrost korzySci z odsunigcia
zmniejszenia skali jest rowny kosztowi utraconych korzysci wskutek
odsunigcia zmniejszenia skali (krancowym kosztem czekania). Innymi
stowy nalezy ja wykonad, gdy jej warto$¢ czasowa wyniesie zero [121].
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Metoda opcji realnych uwzglednia pozytywny aspekt niepewnosci.
Niepewno$¢ moze powodowac straty, ale jednocze$nie, mozna zauwazyc,
ze niepewnos$¢ moze by¢ wykorzystywana do potencjalnych zyskéw,
jak réwniez ze uaktualnione informacje moga by¢ wykorzystywane
do zwigkszania potencjalu pozytywnego 1 zmniejszania potencjatu
negatywnego, ktore sa nieodtaczng czgscia inwestycji. W istocie mozna
zauwazyc¢, ze konwencjonalne metody korekty o ryzyko nie uwzgledniaja
wiazacych si¢ z nim szans i z tego wzgledu do wartosci skorygowanej o
ryzyko powinniSmy dodawac premi¢ za opcje [35].

4.4. Stopa zwrotu

Aby moc poréwnaé optacalno$¢ réznego rodzaju inwestycji nalezy
posiada¢ wskaznik efektywnosci inwestycji. Takim wskaZnikiem jest
stopa zwrotu (zwrot z inwestycji) — jest to dochdd z zainwestowanego
kapitatu, ktéry wyraza si¢ w procentach. Mozna ja opisa¢ nastgpujacym

wzorem [70]:
%

d=——1,
PV
gdzie
- d - stopa zwrotu,
- F'V - warto$¢ koncowa inwestycji,
- PV - wartos¢ poczatkowa inwestycji.

Stopa zwrotu jest pewnego rodzaju rekompensata dla inwestorow w
zamian za zgodg¢ na odroczone platnos$ci. Moze by¢ réwniez okreslona
na podstawie alternatywnych sposobnosci inwestycyjnych [143]. Innymi
stowy koszt kapitalu jest stopa zwrotu, ktéra przedsigbiorstwo musi
osiagna¢ na naktadach pieni¢znych uzytych do sfinansowania inwestycji.
W literaturze przedmiotu [54, 82] okreslono koszt kapitatu jako koszt
oczekiwanej stopy zwrotu z zainwestowanego kapitalu przy danym
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poziomie ryzyka. Oczekiwana stopa zwrotu bedzie wyzsza, kiedy
ponoszone begdzie wigksze ryzyko.

Warto§¢ obecna przeptywéw pienigznych projektu inwestycyjnego
obliczana jest za pomoca stopy dyskontowej, ktéra moze by¢
zdefiniowana jako [72]:

- minimalna stopa zwrotu z przedsigwzigcia,

- stopa zwrotu mozliwa do uzyskania na rynku,

- koszt kapitatu koniecznego do sfinansowania projektu o znanym

ryzyku (WACC).

W modelowaniu finansowym mozliwe jest znalezienie postaci
rozktadu zmiennej losowej poprzez dopasowanie jej do jednego
ze znanych rozktadoéw statystycznych. Ponizej przedstawiono kilka
rozktadéw najczesciej wykorzystywanych w praktyce [32].

1. Rozktad zero-jedynkowy

Jest to najprostszy rozktad zmiennej losowej, w ktérym przyjmuje

ona tylko dwie wartosci - 1 z prawdopodobieristwem p lub 0 z

prawdopodobienistwem 1 — p. Osiagnigcie przez zmienng wartosci

1 uznawane jest za ,,sukces”, natomiast zdarzenie, gdy zmienna

przyjmie warto$¢ 0 nazywane jest ,,porazka”.

2. Rozktad Bernoulliego (dwumianowy)

Jest to rozktad dyskretny, zwiazany z rozktadem zero-jedynkowym.

Suma n zmiennych o rozktadzie zero-jedynkowym ma

rozktad Bernouliego #(n,p). Rozktad ten zaklada, ze

prawdopodobienstwo sukcesu w kazdej z n niezaleznych prob jest

takie samo i réwne p.

3. Rozktad normalny

Najbardziej znanym i najszerzej stosowanym rozkladem jest

rozktad normalny, ktory opisuje wiele naturalnych zjawisk. Jest

on okreslony przez dwie wartoSci - Srednia oraz odchylenie

standardowe. Niektére z jego zastosowan to: stopa zwrotu z

akcji, wzrost ludzi, stopa inflacji, przychody ze sprzedazy. Dzigki
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Centralnemu Twierdzeniu Granicznemu wigkszoS$¢ zjawisk moze
by¢ przyblizona rozktadem normalnym.

. Rozklad logarytmiczno-normalny

Rozktad logarytmiczno-normalny zmiennej oznacza, iz jej
logarytm naturalny ma rozklad normalny. Rozktad ten, podobnie
jak rozktad normalny okreslony jest przez Srednig oraz odchylenie
standardowe, jest nieograniczony z prawej strony, natomiast w
przeciwienstwie do rozktadu normalnego, jest ograniczony z lewej
strony przez 0. Ta wlasnoS¢ sprawia, ze rozklad ten jest uzyteczny
w przypadku, gdy wartosci sa skoSne dodatnio i nie moga byc
ujemne. Moze wigc opisywac takie zmienne jak catkowity zwrot
z akcji, gdy potencjalna strata akcjonariusza jest ograniczona do
kwoty, ktora zainwestowal lub sprzedaz produktu, ktéra nie moze
by¢ ujemna. Rozklad ten odzwierciedla stopy zwrotu, ktére sa
bardziej prawdopodobne po lewej stronie niz w prawym ogonie.

. Rozktad jednostajny

Rozktad jednostajny jest najprostszym rozktadem ciaglym,
zdefiniowanym przez dwie wartosci - maksimum oraz minimum,
ktory zaklada, ze kazda warto$S¢ pomigdzy nimi jest osiagana przez
zmienna z jednakowym prawdopodobienstwem. W rozkladzie tym
nieznana jest warto$¢ najbardziej prawdopodobna. Chociaz rozktad
ten jest bardzo prosty, to doskonale nadaje si¢ do opisania takich
zjawisk jak np. wyciek z rurociagu lub czas do awarii jakiego$
komponentu, po okresie jego wypalenia do wymaganego jego
czasu wymiany. Stosowany tutaj odzwierciedla takie wartosSci stopy
zwrotu, ktére sg przyjmowane na danym przedziale z jednakowym
prawdopodobienistwem.

. Rozktad tréjkatny

Rozktad tréjkatny jest odpowiedni do uzycia, gdy nieznane sa
wartoSci zmiennej, ale znane jej minimum, maksimum oraz
najbardziej prawdopodobna wartos¢. Jest on catkowicie okreSlony
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przez te trzy parametry. Rozklad tréjkatny pozwala modelowac
takie losowe stopy zwrotéw, ktérych wartoSci skupione wokot
Sredniej sa czgsciej przyjmowane niz te na brzegach. Jest podobny
do rozktadu normalnego.

Jak znaleZ¢ postaé stopy zwrotu? Pierwszy sposéb to uzycie danych
historycznych do wyliczenia stép zwrotu w okresach przesztych 1 uzycie
ich do wyliczenia przysztych stop zwrotu. Metoda ta ma jednak wady,
poniewaz mozna jedynie odtworzy¢ to co juz byto wigc metoda ta nie jest
precyzyjna.

Drugi sposob to wykorzystanie metod wnioskowania statystycznego,
w celu dopasowania teoretycznego rozkladu zmiennej losowej,
a nastgpnie sprawdzenie jego dopasowania odpowiednim testem
statystycznym. Metoda ta jest bardziej dokladna. Poniewaz rozktady
empiryczne stOop zwrotu inwestycji finansowej moga wykazywac
istotne rozbieznosci wzgledem rozktadu normalnego [178], nalezy
sprawdzi¢ dopasowanie rozkladu empirycznego do innych znanych
rozktadéw teoretycznych. Niedopasowanie rozktadu teoretycznego
moze by¢ zrédlem istotnych bledéw obliczeniowych, prowadzacych
w konsekwencji do przeszacowania lub niedoszacowania ryzyka
rynkowego. Jedna z metod dopasowania sa statystyki jakosSci
dopasowania (ang. goodness of fif) — statystyka chi-kwadrat (x2),
Kotmogorowa-Smirnowa (KS) oraz Andersona-Darlinga (AD) [184].
Wykorzystanie symulacji do oszacowania ryzyka wymaga omoéwienia
kilku kwestii [35].

* Niska jako$¢ danych wejsciowych prowadzi do matej uzytecznosci
wynikow analizy. Rozklady wybrane dla danych wejsciowych
powinny zosta¢ wybrane na podstawie analizy i danych. Analizy
powinny dokonywaé osoby, ktére posiadaja odpowiednia wiedze
statystyczna, dotyczaca rozktadéw i ich cech.

* Dane rzeczywiste moga nie pasowa¢ do rozktadéw. Zastosowanie
rozkladu statystycznego, ktéry nie odpowiada rozktadowi
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rzeczywistemu bedacemu podstawa danych wejsSciowych
zmiennych, doprowadzi do btednych wynikéw.

* Rozktady o charakterze niestatym. W przypadku, gdy dane
dopasowane sa do rozkladu statystycznego lub kiedy dostgpne
sa rozktady danych historycznych, zmiany w strukturze rynku
doprowadzi¢ moga do zmian w rozkladach. W niektérych
przypadkach moze to skutkowa¢ zmianami formy rozktadu, w
innych za§ zmianami parametréw rozktadu. Dlatego Srednia
oraz wariancja pochodzace z danych historycznych dla danych
wejSciowych majacych rozktad normalny w nastgpnym okresie
moga ulec zmianie.

* Zmiana korelacji pomigdzy danymi wejSciowymi. Stabilna i
mozliwa do przewidzenia korelacja pomigdzy zmiennymi danych
wejsciowych moze zosta¢ uwzgledniona w symulacjach. Niestety,
kiedy korelacje pomigdzy tymi zmiennymi ulegaja zmianom w
czasie, staja si¢ one znacznie trudniejsze do modelowania.

4.5. Stochastyczne przeplywy pieni¢zne

Zazwyczaj, gdy inwestor decyduje si¢ na jaka$ inwestycje, to
poczatkowy wklad kapitatu jest znany, natomiast wyplaty czy koszty
ponoszone w kolejnych okresach nie s3q znane i moga by¢ traktowane
jako niezalezne zmienne losowe. Ponizej zostanie przedstawiona ocena
oplacalnosci takiej inwestycji w przypadku, gdy inwestor jest wrazliwy
na ryzyko. Model budowany jest z wykorzystaniem kryterium NPV, ktore
mowi, ze projekt jest optacalny, gdy NPV > 0. Model zaktada, ze w czasie
trwania inwestycji stopa dyskontowa jest stala, natomiast przeptywy
pienigzne sa zmiennymi losowymi. Stosunek inwestora do ryzyka,
reprezentowany jest przez wspotczynnik 7y, a kryterium zbudowane jest
przy uzyciu gwarantowanego rOwnowaznika dla wyktadniczej funkcji
uzytecznosci, zwanego entropijng miara ryzyka (Tabela 4).
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Budowana tutaj koncepcja modelu optacalnosci inwestycji z
uwzglednieniem wspodiczynnika wrazliwosci na ryzyko wymaga
rozwazenia pewnego problemu. Problem ten dotyczy wyboru alternatywy
a z pewnego zbioru A, ktérego rezultatem bedzie losowa wyptata X, o
rozkladzie prawdopodobienstwa zaleznym od a. Decydent, ktéry jest
niewrazliwy na ryzyko wybierze oczywiscie alternatywe a, dla ktérej
warto$¢ oczekiwana EX, jest maksymalna (kryterium maksymalizacji
warto$ci oczekiwanej) [59].

Zajmujac si¢ problematyka wyboru dobrego portfela inwestycyjnego
Markowitz [25] zasugerowal, aby kryterium optymalizacji opieralo si¢
na maksymalizacji nastgpujacej sumy:

M, = E[X,] - %/Var[Xa], 4.4)

gdzie y > 0 jest wspétczynnikiem wrazliwosci na ryzyko danego
przedsigbiorcy.

Biorac pod uwage to wyrazenie inwestor dba o mozliwie wysoka
warto$¢ oczekiwang i mozliwie malg wariancj¢ losowej wyptaty. Nieco
ogdlniejsze 1 subtelniejsze podejsScie do wskazanego problemu wywodzi
si¢ z teorii uzytecznoSci i optymalizacji stochastycznej [16, 25, 49, 174].
Polega ono na maksymalizacji wielkoSci postaci:

1
W, = - In(E[e ")), gdzie 7>0 (4.5)

jest wspdétczynnikiem ryzyka (patrz Rozdziat 3).

Gdy 7 jest bliskie zera, to po zastosowaniu rozwinigcia funkcji e*
oraz In(1+x) w szereg Taylora dowodzi sig¢, ze W, jest granicg szeregu
zawierajaca wyrazenie E X, 1 dalsze momenty centralne zmiennej losowej
X, pomnozone przez liczby zalezne od poteg liczby 1 zbiezne w szybkim
tempie do zera. Otrzymaé mozna nastgpujaca aproksymacje

W, ~ E[X,] - %/Var[Xa].
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W przypadku, gdy losowa wyptata X, ma rozklad normalny w
powyzszym wzorze mamy réwno$¢. Dla innych rozktadéw réwnos¢ nie
wystepuje. Jednak zauwazono, ze w przypadku wspoiczynnika ryzyka y
bliskiego 0, ¥ > 0 kryterium wyboru oparte o wyrazenie postaci W, jest
bliskie idei Markowitza. WartoSci ¥ bliskie zeru Swiadcza o stosunkowo
umiarkowanej wrazliwos$ci na ryzyko. Ze wzoru (4.5) wynika, ze dla
Y > 0 maksymalizacja wyrazenia W, jest rOwnowazna minimalizacji
In(E[e"X]), a ze wzgledu na to, ze logarytm jest funkcja rosnaca, jest ona
dalej réwnowazna minimalizacji wielkosci Ee~"Xe.

Przykltad 4.2. Niech zbior alternatyw sktada si¢ z dwéch inwestycji
A = {1,2}. Zatozono, ze zmienna losowa X; przyjmuje wartosci —1, 1
z jednakowymi prawdopodobieristwami. Niech X, = 2X;. Wydaje sig,
ze ostrozny inwestor bedzie preferowal X; ze wzgledu na mniejsza
wariancj¢. Obie zmienne losowe maja zerowe wartosci oczekiwane i sa
nierozréznialne przez osobg¢ niewrazliwa na ryzyko. Zauwazono, ze:

e’ +e 7

2

X e

Ele X1 =
7] .

>FE [e_yxz] =
dlay>0.

Dla y = 0,1 otrzymano E[e~%'%1] ~ E[e=01%] ~ 1, czyli wspomniane
wyzej kryterium jest zgodne z oczekiwaniami. OczywiScie moze by¢
ono rozstrzygajace w sytuacjach, gdy intuicja jest niemozliwa ze
wzgledu na bardziej skomplikowane losowe wyptaty czy ich rozktady
prawdopodobienistwa.

W podobny sposéb mozna poréwnywac losowe zwroty z inwestycji
X 1Y. Wiadomo, ze inwestycja X jest lepsza od Y, gdy:

—ln e X —ln e
7 n(El "= 7 n(El ",

gdzie y > 0 jest ustalonym czynnikiem wrazliwosci na ryzyko.
Oczywiscie, powyzsza nierdéwnos¢ jest rOwnowazna nieréwnosci:

E[e ] <E[e"].
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Powyzsze rozwazania dotycza jednookresowego przeptywu pienigznego.

Mozna rozwazy¢ model, w ktorym wplywy z inwestycji sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi Z;,7;, ..., Z, otrzymanymi na koncu
kazdego okresu. Stosujac metode NPV mozna zbudowal kryterium
optacalnoSci inwestycji z uwzglednieniem czynnika wrazliwoSci na
ryzyko. Losowa warto§¢ NPV, oznaczana dalej przez Y, ma znang postac:

n
; 1+d h

gdzie: d > 0 jest stopa dyskontowa w jednym okresie, a / oznacza biezacy

koszt inwestycji.

Przyjmujac, ze wspétczynnik dyskonta wynosi: by = t=1,---,n,

1
(1+d)"°
wyrazenie na NPV przyjmuje postac:

Y=b01Z1+b:2>+...+b,7Z,— 1.

1. Inwestor neutralny (niewrazliwy) wzgledem ryzyka

W tym wypadku inwestor opiera swoja decyzj¢ na porownaniu
warto$ci oczekiwanych z losowych wplywéw oraz wartoSci
poczatkowego wkladu. Zatem:

EY =F (blzl +b2Zp+ ... +ann) —I=

n n 1
EZ ——FEZ,—1I.
= LA Lt
Regula decyzyjna N1

Zatozono, ze EZ; = U, dlakazdegot = 1,2, ...,n. Inwestycje¢ nalezy

przyjaé, gdy:

o
>
Lizat=

=1
Regula decyzyjna N2
Gdy losowe wptywy opisane sa tym samym rozktadem o Sredniej
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u, wtedy inwestycja zostanie przyjeta, jesli:

i) =

2. Inwestor wrazliwy na ryzyko
W tym przypadku inwestor dba takze o przyszte momenty
losowych wplywow. Jego wspdiczynnik wrazliwosci na ryzyko
wynosi ¥ > 0. Nietrudno zauwazy¢, ze taka inwestycja jest dla

decydenta do zaakceptowania, gdy:

1 1
—?lnEe_YY > —;/lnEe_y'O — Ee W <I1.

Skoro wplywy Zi,Z,,---,Z, sa niezalezne, to wiadomo, ze
réwniez niezalezne sa zmienne losowe e~ Y2121 ¢~ 1022 ... o= VbnZn
i dlatego:

E[e—’}/Y] — E[e—’)/(b121+b222+..‘+b,1zn)e’)/l] — e'y] ﬁEe—thZt .
=1

Zatem inwestycja jest do przyjecia dla inwestora wrazliwego na
ryzyko, gdy:
fIEe—Ybfo <e M. (4.6)
=1

Jesli zalozone zostanie dodatkowo, ze losowe wplywy Z; opisane sa
tym samym rozktadem prawdopodobienistwa, wtedy wzor (4.6) bedzie
mozna napisaé jeszcze w zgrabniejszej postaci. Ten przypadek zostanie
omdwiony ponizej.

W badanych przypadkach stopa zwrotu z inwestycji byla stala.
Zmienial si¢ jedynie rozktad losowych wplywéw z inwestycji.
Przeanalizowano 1 poréwnano sktonno$¢ do inwestycji o tych
samych parametrach inwestoréw, ktorzy charakteryzowali si¢ réznymi
wartoSciami wspotczynnika wrazliwosci na ryzyko. Wyniki tych analiz
wskazuja, ze rosnaca awersja do ryzyka zmniejsza zainwestowane kwoty
kapitatu.
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4.5.1. Przypadek, w ktéorym wplywy z inwestycji maja
rozklad normalny

Zatozono dodatkowo, ze losowe wplywy Zi,7,,...,Z, pochodza
z rozktadu normalnego N(y;;0;). Wtedy Y = bZ; ma rozklad
N(biyy,bi07). Ze wzoru (7.1) w Dodatku 7.2 oraz ze wzoru (4.6)
otrzymano
r’biof

ﬁe_ybtlit'f‘ o< e M i —vb yzbtzalz —
= — Yo: L+ 2 < -7l
Py

=1

Dzielac obie strony tej nierdéwnosci przez Y > 0 1 podstawiajac b; =
—L_ ostatni wzér mozna zapisaé jako:

(1+d)
L 1 yb,zqz)
— >1. 4.7
Regula decyzyjna RS1:

Inwestycj¢ nalezy przyjaé, gdy:

" 1 yb?o?
_ > 3
t; ((1+d)t“’ )=t

Regula decyzyjna RS2:
Jesli wptywy pochodza z tego samego rozktadu normalnego N(u; o), to

inwestycje nalezy przyjac, gdy:

2
M 1_ 1 Yo 1 [ 1 >
d (1+4d)" 2 d*’+2d (1+d)>

Przyklad 4.3. Rozwazono inwestycj¢ dziesigcioletnia. Wplywy
losowe sa niezalezne o rozktadzie N(10 000; 100). Przyjmujac, ze
stopa procentowa w kazdym okresie wynosi d = 0,04, zas inwestor
charakteryzuje si¢ wspélczynnikiem ryzyka y = 0,02. Z reguly
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decyzyjnej RS1 otrzymano, iz inwestycja zostanie przyjeta, jesli jej
biezacy koszt I bedzie wynosi¢ co najwyzej 80 442,77 zi. Jesli inwestor
jest neutralny wzgledem ryzyka, to z reguly decyzyjnej N2 wynika, ze
inwestycja zostanie przyjeta, jesli jej biezacy koszt wynosi¢ bedzie 81
108,96 zi. Mozna si¢ przekonaé, ze SwiadomoS¢ ryzyka nieco oslabita
zapal inwestycyjny.

4.5.2. Przypadek, w ktorym wplywy z inwestycji maja
rozklad jednostajny

Zatozono, ze tym razem wplywy pochodza z rozktadu jednostajnego
Ul[m,n|, gdzie m oraz n sa pewnymi stalymi. Wtedy:

1 e_’ybtn — e_’ybtm

Ee V0% — ;/n e i dx =
n—mJm n—m —vb,

Podstawiajac powyzsza formute do wzoru (4.6) otrzymano kolejng regule

decyzyjna.

Regula decyzyjna RS3:

Inwestycje nalezy przyjac, jesli:

>1

lub réwnowaznie:

t — —ym
__Zlnl 1+d; (e<1+yd)f e(lzd)f>:| > .

(n—m)y

Przyklad 4.4. Rozwazono inwestycje trzyletnia i przyjeto, ze losowe
wptywy Z,7Z;,7Z3 pochodza z rozkladu jednostajnego na odcinku
[800,1 000]. Przyjeto, ze stopa procentowa wynosi d = 0,04. Inwestor
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niewrazliwy na ryzyko, stosujac regul¢ decyzyjna N2, podejmie si¢
inwestycji, jesli jej biezacy koszt I bedzie wynosit co najwyzej 2 497,58
71, poniewaz wtedy NPV bedzie dodatnie. Istotnie, otrzymano:

| | | 900 |
900((1+d) T agar " (1+d)3) 2= (1_ (1+d)3) =

Stad 1 < 2497,58.

Jesli inwestor jest wrazliwy na ryzyko, to inwestycja zostanie przyjeta,
jesli kapital poczatkowy, niezbedny do uruchomienia projektu o
zatozonych wptywach, przy uwzglednieniu wspétczynnika wrazliwosci

na ryzyko inwestora, bgdzie réwny co najwyzej warto§ciom podanym w
Tabeli 5.

Tabela 5. Wartosci krytyczne dla biezacego wkiadu I obliczone na
podstawie RS3

Wspétczynnik wrazliwosci na ryzyko | Wktad inwestora potrzebny do przyjecia
Y inwestycji
0,01 2455,92
0,05 2353,53
0,1 2307,59
0,9 2237,12

Przyklad 4.5. Rozwazono dwie inwestycje: szeScioletnia 1
dziesigcioletnia. Losowe wpltywy Z; pochodza z rozktadu jednostajnego
na odcinku [-50, 300]. Przyjeto, ze stopa procentowa wynosi d = 0,04.
Inwestor niewrazliwy na ryzyko, stosujac regute decyzyjna N2 podejmie
si¢ inwestycji, jesli jej biezacy koszt I bedzie wynosit co najwyzej 655,27
zt w przypadku inwestycji szeScioletniej oraz co najwyzej 1 013,86 zt w
przypadku inwestycji dziesigcioletniej. JeSli inwestor jest wrazliwy na
ryzyko, to inwestycja zostanie przyjeta, jesli biezacy koszt bedzie réwny
co najwyzej wartoSciom podanym w Tabeli 6.
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Tabela 6. Wartosci krytyczne dla biezacego wkiadu I obliczone na
podstawie RS3

Wspétczynnik wrazliwos$ci na ryzyko | Inwestycja Inwestycja
Y szescioletnia | dziesigcioletnia
0,01 436,72 695,16
0,02 281,20 461,63
0,03 180,74 306,44
0,04 113,16 200,30
0,05 64,88 123,75
0,1 -57,02 -71,58

Zauwazono, ze w przypadku inwestora z doS¢ wysoka niechecia do
ryzyka ani inwestycja szeScioletnia, ani dziesigcioletnia nie sa warte
rozpatrzenia. Podane przyklady pokazuja, ze sktonno$¢ do inwestowania
zalezy od wspétczynnika wrazliwosci na ryzyko inwestora. Swiadomosé
ryzyka wplywa na wielkos¢ kwoty, ktéra jest on sktonny wydaé na
poczatku inwestycji. Ta kwota jest mniejsza dla inwestora wrazliwego
na ryzyko niz dla inwestora neutralnego. W przypadku, gdy inwestor
oczekuje duzych wptywoéw i wie, ze one ,,przyjda”, wtedy jest w stanie
wylozy¢é na inwestycje duza kwote (tak jak w przypadku rozkladu
U[800, 1000]). Natomiast, gdy losowe wplywy moga okazaé si¢ takze
stratami, to inwestor zaakceptuje inwestycje, w ktdrej koszt biezacy nie
przekroczy Sredniej z losowych wpltywow.

Podsumowanie

W rozdziale tym rozwazono model NPV w nowym ujgciu.
Pokazano, ze sktonno$¢ do inwestowania zalezy od czynnika wrazliwoSci
na ryzyko. Zbudowano dynamiczny model oraz opracowano kryteria
jego oceny. Ponadto, dostosowano wzory do modelu, w ktérym
wplywy maja rozklad jednostajny oraz normalny. Warto zaznaczy¢, ze
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kryteria te moga by¢ zastosowane do dowolnego rozkladu wptywoéw
pieni¢znych. Przeanalizowane przyktady potwierdzily zalozenia modelu,
ze Swiadomo$¢ ryzyka ostabia zapal inwestycyjny oraz, ze inwestowane
kwoty zaleza od stosunku inwestora do ryzyka.
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Rozdziat 5

Wieloetapowy proces decyzyjny
zarzadzania kapitalem

Inwestor podejmuje decyzje inwestycyjne w warunkach niepewnosci,
tzn. kiedy nie mozna z gory przewidzie¢ efektu inwestycji. Aby osiagnaé
pozadany rezultat dziatan, decydent musi podja¢ szereg kolejnych
decyzji. Wtedy rozwazany jest tzw. proces decyzyjny wieloetapowy [95].
Decydent kieruje si¢ wlasnym celem inwestycyjnym, na kazdym etapie
podejmuje decyzje dotyczace strategii inwestowania. W zaleznoSci od
przyjetej strategii, zyski z inwestycji moga by¢ rézne. W przypadku,
gdy podany jest efekt koncowy, a celem jest okreSlenie ciagu decyzji
prowadzacych do pozadanego efektu koricowego, stosowane sa metody
programowania dynamicznego [21].

5.1. Programowanie dynamiczne

Programowanie dynamiczne jest technika stosowana przewaznie
do rozwiazywania zagadnienn optymalizacyjnych. Wynalazca techniki
jest amerykanski matematyk Richard Bellman, uhonorowany za
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to odkrycie medalem IEEE (ang. medal of honour) w 1979 roku.
Klucz do zaprojektowania algorytmu ta technika lezy w znalezieniu
rOwnania rekurencyjnego opisujacego optymalng warto$¢ funkcji
celu dla danego problemu jako funkcji optymalnych wartoSci funkcji
celu dla podprobleméw o mniejszych rozmiarach. Nalezy podzieli¢
dane zagadnienia na podproblemy (etapy), a nastgpnie rozwigzywac
je sekwencyjnie, az do znalezienia rozwigzania optymalnego.
Programowanie dynamiczne, rozwiazujac podproblemy, znajduje
optymalna warto$¢ funkcji celu dla calego zagadnienia. Rozwiazanie
ostatniego z rozpatrywanych podprobleméw jest na ogdél wartoScia
rozwigzania zadanego zagadnienia. Rozwigzaniem rozwazanego
problemu jest znalezienie strategii optymalnej, czyli takiego ciagu
decyzji, dla ktérego funkcja celu osigga ekstremum (w zaleznoSci
od jej praktycznego sensu - minimum albo maksimum). Aby mozna
bylo zastosowaé metod¢ programowania dynamicznego problem ten
musi mie¢ wilasno§¢ Markowa, tzn. decyzje optymalne na pewnym
etapie procesu, nie zaleza od wczesniejszych decyzji, jedynie od stanu
wynikajacego z ich podjecia.

7 wtasnosci Markowa wynika zasada optymalnosci Bellmana,
na ktérej oparto metod¢ programowania dynamicznego. ,,Strategia
optymalna ma t¢ wlasno$¢, ze niezaleznie od tego, jaki byl stan
poczatkowy 1 jakie byly decyzje poczatkowe, pozostate decyzje musza
tworzy¢ strategi¢ optymalng ze wzgledu na stan bedacy efektem tych
poczatkowych decyzji.” [20]

Programowanie dynamiczne wykorzystuje zasadge optymalnosci
Bellmana niezaleznie od algorytmu. W mysl tej zasady, optymalne
rozwigzanie zagadnien z zakresu programowania dynamicznego ma tg
wlasnos¢, ze optymalne rozwiagzanie dla k-tego etapu jest jednoczesnie
rozwigzaniem optymalnym dla etapéw k + 1,k +2,...,N. Tak wiec,
optymalne rozwigzanie dla etapu pierwszego stanowi optymalne
rozwiazanie dla catego problemu. W zwiazku z zasada optymalnosci
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Bellmana problem z zakresu programowania dynamicznego rozwiazuje
si¢ rozpoczynajac od poszukiwania rozwiazania dla ostatniego etapu
N, a nastgpnie cofajac si¢ poszukuje si¢ rozwigzania dla etapu N — 1.
Uzyskane w ten sposéb rozwiazanie dla etapow N — 1 oraz N jest
optymalne bez wzgledu na to, w jaki sposéb osiagnigto etap N — 1.
Powtarzajac w powyzszy sposob etap po etapie, dochodzi si¢ do
rozwigzania optymalnego dla pierwszego etapu, a wigc i dla calego
problemu.

Niejednokrotnie jednoznaczne opisanie dynamiki procesu oraz
oszacowanie skutkéw podejmowanych decyzji nie jest jednak mozliwe.
W  wielu przypadkach osoby rozwiazujace algorytm staraja sig
uzyska¢ czgSciowa wiedzg pozwalajaca na oszacowanie rozktadow
prawdopodobiefistwa, opisujacych zachowanie si¢ procesu w zalezno$ci
od podejmowanych decyzji oraz wartoSci kryteribow etapowych
zwigzanych z tymi zmianami. PodejScie to nazwane jest podejSciem
stochastycznym. Oceniajac rozpatrywane strategie, wykorzystuje si¢
pojecie wartosci oczekiwanej strategii, zwiazane ze znanym decydentowi
rozktadem prawdopodobieristwa w zbiorze stanéw poczatkowych. Do
okreSlenia strategii optymalnej wykorzystuje si¢ zasadg optymalnoSci
Bellmana, tym razem w wersji stochastycznej [161].

Pierwszymi, ktérzy zastosowali réwnania Bellmana w ekonomii
byli Martin Beckmann i1 Richard Muth w pracy z 1954 roku On
the Solution to the Fundamental Equation of Inventory Theory.
Martin Beckmann jest rOwniez autorem pracy o teorii konsumpcji z
1959, w ktérej wykorzystat réwnanie Bellmana. Kolejnym znanym
zastosowaniem réwnania Bellmana w ekonomii jest praca Roberta
Mertona z 1973 roku, ktéra dotyczy migdzyokresowego modelu
wyceny aktywow (An Intertemporal Capital Asset Pricing Model).
Rozwiagzanie teoretycznego modelu Mertona, w ktérym inwestor
dokonuje wyboru pomigdzy przychodami dzi§ lub przychodami
w przysziosci czy tez zyskami kapitalowymi, jest forma rédwnania
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Bellmana. Nancy Stokey, Robert E. Lucas i Edward Prescott opisali
doktadnie programowanie dynamiczne stochastyczne i niestochastyczne
oraz podali twierdzenia na istnienie rozwigzan probleméw spetniajacych
okreslone warunki. Opisali oni rowniez wiele przyktadéow modelowania
teoretycznych probleméw ekonomii przy uzyciu metod rekurencyjnych
(Recursive Methods in Economic Dynamics). Ksiazka ta przedstawia
zastosowania dynamicznego programowania do rozwiazania szerokiego
zakresu teoretycznych probleméw ekonomicznych, w tym optymalnego
wzrostu gospodarczego, wydobycia zasobow, probleméw dyrektora,
finans6w publicznych, inwestycji biznesowych, wyceny aktywow,
podazy czynnik6w 1 organizacji przemystowej. Lars Ljungqvist i
Thomas Sargent stosuja programowanie dynamiczne, aby bada¢ rézne
teoretyczne problemy dotyczace polityki pienigznej, polityki fiskalnej,
podatkdw, wzrostu gospodarczego, teorii wyszukiwania i ekonomii pracy
(Recursive Macroeconomic Theory). Natomiast Avinash Dixit i Robert
Pindyck zastosowali programowanie dynamiczne do oceny projektow
inwestycyjnych (Investment Under Uncertainty).

5.2. Model

W tym rozdziale zaproponowano metod¢ badania poziomu zasoboéw
firmy lub zasobéw naturalnych, opisanych pewnym rekurencyjnym
rOwnaniem stochastycznym badZz deterministycznym. Do tego celu
wykorzystano tzw. rekurencyjne preferencje decydenta.

Kazdy projekt, stan kapitalu wymaga podejmowania decyzji
w okre§lonych momentach czasu i1 wyboru takich akcji, ktére
maksymalizowatyby zdefiniowana funkcj¢ celu, zgodnie z zadanymi
warunkami.

Rekurencyjne preferencje moga by¢ w tym zagadnieniu bardzo
pomocne, gtéwnie z trzech powodow:

102



* dostarczaja mozliwosci i metody uchwycenia réznych preferencji
inwestora,

* pozwalaja na rozrdznianie pomigdzy postawa decydenta w
stosunku do ryzyka a postawa decydenta w stosunku do substytucji
miedzyokresowej,

* pozwalaja na stosowanie metod programowania dynamicznego,
np. indukcji wstecznej w modelu ze skoriczonym horyzontem
czasowym.

Rekurencyjne  preferencje, zwane  takze  rekurencyjnymi
uzytecznoSciami, zostaly zaksjomatyzowane przez Koopmansa
[93] w 1960 roku dla poziomu kapitalu opisanego roéwnaniem
deterministycznym. Kreps 1 Porteus [96] rozszerzyli podejScie
Koopmansa na modele stochastyczne, a Epstein i Hynes [43] oraz
Epstein i Zin [44] uwzglednili w tych preferencjach koncepcje substytucji
migdzyokresowej. Rekurencyjne uzytecznos$ci znalazly zastosowanie w
zarzadzaniu zasobami naturalnymi [58, 91, 128]. Obecnie badane sa one
w ekonomii na czolowych uczelniach [134, 135].

Modele uzytecznoSci rekurencyjnej przedstawiaja preferencje
agenta jako rozwiazanie nieliniowych réwnan funkcyjnych. Dlatego,
jak zauwazono w [17, 117, 152], modele te moga by¢ analizowane
za pomoca metod programowania dynamicznego, ktére zapewniaja
odpowiednie narzedzia do uchwycenia awersji do ryzyka decydenta
przy jednoczesnym zachowaniu tej samej elastycznoSci substytucji
migdzyokresowej.

Model zarzadzania kapitalem

Rozwazono wieloetapowy model konsumpcji z czasem dyskretnym
t = 1,2,3,---. Niech ¢ = (c¢j,¢p,--+), gdzie ¢, > 0 dla kazdego
t = 1,2,3,--- bedzie ciagiem konsumpcji danego kapitalu. Funkcja
U nazywana jest rekurencyjna funkcja uzytecznosci, jesli spetnia
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nastgpujace réwnanie:
U<C):W(C17U(C27C37”'))7 (51)

gdzie W jest tzw. funkcja agregujaca, zwana takze agregatem [17, 152].
Powyzsza wlasnos¢ rekurencji (5.1) wprowadzit Koopmans [93] w 1910
roku. P6zniej wielu wybitnych ekonomistow [28, 67, 104, 105, 170]
rozwazalto rézne klasy funkcji uzytecznoSci U w zaleznosci od postaci
agregatu W. W tej pracy postuzono si¢ nastgpujaca funkcja agregujaca:

W(z1,22) = (1 b)20 +b8)?, (5.2)

gdzie: b € (0, 1) oznacza wspétczynnik dyskonta, a p jest stalg nalezaca
do przedziatu (0, 1].

Agregat ten zostal wprowadzony przez Epsteina i Hynesa [43].
Jesli p =1, to W(zj,z2) = (1 —b)z; + bzp i taka funkcja prowadzi
do standardowej dyskontowanej uzytecznoSci w skonczonym lub
nieskoficzonym horyzoncie czasowym. Byla ona wprowadzona i
analizowana przez Samuelsona [144] w 1937 roku. Jednak, jak
zauwazono w pracy [17], taki agregat stosowany w danym procesie
decyzyjnym (okreslania pozioméw konsumpcji oraz inwestycji) moze
prowadzi¢ do ekstremalnych zachowan decydenta: konsumpcji calego
dostgpnego kapitatu badZ do zerowej konsumpcji na kazdym kroku.

Wspétczynnik b oznacza subiektywny czynnik dyskonta i zazwyczaj
b = HLd’ gdzie d jest subiektywng stopa dyskonta). Wspétczynnik p
stuzy do okreslenia tzw. elastycznosci substytucji migdzyokresowej EIS
(ang. elasticity of intertemporal substitution).

Elastycznos¢ substytucji migdzyokresowej

Postawa decydenta i jego stosunek do zmiennoSci konsumpcji
w poszczegdlnych stanach (dla poszczegdlnych pozioméw kapitatu)
moga by¢ scharakteryzowane poprzez wspotczynnik awersji do
ryzyka. Natomiast postawe decydenta i stosunek do zmiennoSci
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konsumpcji z okresu na okres charakteryzuje elastyczno$¢ substytucji
migdzyokresowej EIS (ang. elasticity of intertemporal substitution).
Aby zdefiniowaé ten wazny wskaznik, ustalono dwa okresy ¢ i t + 1
procesu konsumpcji. Formalnie wspétczynnik elastycznosci substytucji
migdzyokresowej definiowany jest nastgpujaco:

dn(ci+1/¢r)
dIn(U;41/Uy)
W mikroekonomii [160] iloraz U,y /U; jest interpretowany jako
stosunek cen konsumpcji jednej jednostki pojedynczego dobra w
okresachr+11t¢.
Zauwazono, ze:

EIS =

d(civ1/cr) d(Ui+1/Ur)
dl = dIn(U, U)= ————=.
Ponadto, z Dodatku 7.6 otrzymano, ze:
d(U; /U,
dn(U, /U41) = dWUi/Up1) _ —dn(Ups1/Uy).
U /Uit

Zatem, E1S moze by¢ wyrazona nastgpujaco:

dn(ci41/¢r)
dIn(U; /Uy 41)

EIS mierzy relatywna zmiang konsumpcji z okresu ¢ na okres ¢ +
1 w odniesieniu do wzglednej zmiany cen uzyteczno$ci po zmianie
konsumpcji.

EIS =

Ogdlnie, EIS nie musi byC stala i moze zaleze¢ od pozioméw
konsumpcji. Jednak funkcja agregujaca (5.2) charakteryzuje si¢ stala
elastycznoscia substytucji migdzyokresowej, ktéra wynosi ﬁ 1 nalezy
do przedziatu (1,).

Wspdtczynnik EIS informuje, jak mocno decydent reaguje na
zmiany ilorazu cen konsumpcji z okresu na okres, zmieniajac swoje
plany konsumpcji. Im wigksza elastycznos¢ EIS, tym silniejsza reakcja

decydenta i sktonno$¢ do zmiany proporcji konsumpcji z okresu na okres.
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5.3. Proces optymalizacyjny

Rozwazono nastgpujacy wieloetapowy proces zarzadzania kapitatem
w skonczonym horyzoncie czasowym 7 (T < +o0) z nastgpujacymi
komponentami:
e okres zarzadzaniat =1,2,---,T,
* X; - poziom kapitatu w okresie #; X| = x - dany poziom kapitatu na
poczatku okresu decyzyjnego,
* Ci(+) - funkcja konsumpcji w okresie ¢,
* I,(X;) =X, — Ci(X;) - funkcja inwestycji w okresie 7,
* b - subiektywny wspétczynnik dyskonta, b = llw, gdzie d jest
subiektywna stopa,
e stan kapitaltu w okresie ¢ + 1 okreS§lony jest rownaniem
rekurencyjnym

Xt+1 - Rt+1 (Xt —Ct<Xt)) )

gdzie: R;11 = 1+ r;41 1 1441 Oznacza stopg zwrotu z inwestycji w
okresie [f,1 4 1).

Powyzszy model zostal zaczerpnigty z [154], a podobne modele
byly rozwazane w [79, 80, 112, 151]. Celem inwestora jest wyznaczenie
strumienia  pozioméw  konsumpcji  (Ci(+),Ca(+),C3(+),- -+ ,Cr(+)),
a tym samym inwestycji ([1(:),h(-),I3(-), - ,Ir(:)), tak aby
zmaksymalizowa¢ okre§long funkcj¢ celu. Skoro proces jest
wieloetapowy zatozono, ze inwestor postuzy si¢ potggowa funkcja
uzytecznosci do ewaluacji przyszlej catkowitej uzytecznosci, czyli
gwarantowanym rownowaznikiem Krepsa-Porteusa [96] (Rozdziat 3).

Z Tabeli 3 wiadomo, ze wspoiczynnik ryzyka inwestora wynosi wtedy
Y—1

, a wigc zalezy od poziomu dobra (kapitatu) x.

’Przez Ji11 oznaczono catkowita uzyteczno$¢ decydenta obliczong
od okresu ¢ + 1, wynikajaca z optymalnego ciagu konsumpcji
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Ci(Xy)  Crp1(Xy1) Cri2(Xi42)
T “’It(Xt) T “’It+1(Xt+1) T
R R s T

| l l

I:(Xy) Tip1(Xes1) Iip2(Xiy2)

Rys. 5.1: Wieloetapowy proces decyzyjny zarzadzania kapitatem
Zrédto: opracowanie wiasne

(Cry(),Cr0(),Cr5(0), -+ ,C3(+))  lub  réwnowaznie optymalnego
ciagu inwestycji (I (Xiy1), [ »(Xi12), -+ I7(XT)). Przez Cj(-)
oznaczono optymalna konsumpcje¢ w okresie /. Problem optymalizacyjny

decydenta zdefiniowany jest w ponizszy sposéb:

Problem (P)

L
Y

o=

. p Y
nggxt[((l b)cr +b(E[J}

(Xir1)Xi])7]P,

przy warunku:
Xi+1=Ri1 (X; —¢;) dlakazdegor =1,2,---,T.

Symbol E oznacza operator wartoSci oczekiwanej liczony
wzgledem rozkltadu stopy zwrotu z inwestycji. Oznaczono

‘]ZH(Xt—H) = (Jt+1(Xt+1))y-
Jesli stopa zwrotu z inwestycji r,y; nie jest losowa, wtedy

1
(E [/ X)X ]) Y = T (Xig)-
7. zasady programowania dynamicznego [117] wynika, ze funkcje
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Ji(+),t =1,2,--- | T spetniaja tzw. réwnania Bellmana, czyli:

o=

Ji(X) = max_[((1—b)? +b(EWT, (X 1) X)) 7]7.

0<ei <Xy t+1 (53)

Do rozwiazania powyzszego Problemu (P) postuzono si¢ indukcja
wsteczna 1 zasadami programowania dynamicznego, zaproponowanymi
w Rozdziale 3.1. Na Rysunku 5.1 przedstawiono rozwiagzanie takiego
problemu decyzyjnego dla modelu 3-okresowego. Sama nazwa ,,indukcja
wsteczna” sugeruje, Ze rozwigzanie powinno rozpoczaé si¢ od ostatniego
stanu X3. Skoro sg trzy okresy, to na ostatnim etapie decydent konsumuje
caty mozliwy kapital, czyli X3. Zatem C;(X3) = X3 1 J3(X3) = X;.

Stad optymalna inwestycja I5(X3) = 0, (nie optaca si¢ inwestowac,
poniewaz okres dziatalnoSci si¢ konczy). Strzatki zielone na Rysunku
5.2 prowadza od stanu X3 do poprzedniego stanu X;. Stosujac funkcje
agregujaca (5.2) oraz rozwiazujac Problem P otrzymano nastgpujace
jednookresowe problemy optymalizacyjne.

Okres pierwszy t=1 Okres drugi t=2 Okres ostatni t=3
Inwestycja Inwestycja
_— _—

! noy | I3 (%)

.X3

l l l

Konsumpcja PROBLEM 1 Konsumpcja PROBLEM 2 Konsumpcja

optymalna " optymalna " optymalna
* * *

C1(X1) C2(X2) C3(X3)

Rys. 5.2: Indukcja wsteczna w modelu trzyokresowym
Zrédto: opracowanie wasne
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Problem 1, Problem (P)dlar =2

p
Y

max_[(1—b)ch +b(E[X]|Xa]) 7 — (%),

0<cr<Xp
przy warunku, ze X3 = (X, — ¢2) Rs.
Rozwiazujac Problem 1 dla kazdego poziomu kapitatu X, otrzymano
optymalng konsumpcje C; ().
Stad optymalna inwestycja wynosi I5 (X2) = Xo — C; (X2).
Nastgpnie zostaje do rozpatrzenia ostatni etap, czyli problem
optymalizacyjny dla okresu pierwszego.

Problem 2, Problem (P)dlar=1:

L
Y

max_[(1 —b)c’f +b(E[Jg(X2)|X3]) ]% — J1(X1),

0<c1<Xp

przy warunku X, = (X| —¢1) Ry.

Po rozwiazaniu powyzszego problemu otrzymano optymalng
konsumpcje, czyli funkcje Cj(-). Wtedy optymalna funkcja inwestycji
wynosi I;(X;) = X; — Cj(X;). Dzigki rozwiazaniu problemu inwestor
otrzymuje optymalna funkcje inwestycji: I{(-),[;(-),[5(-) oraz
maksymalng uzyteczno$¢ Ji(x) w modelu trzyokresowym, jesli
poczatkowy kapital wynosi x.

Optymalne strategie konsumpcji i inwestycji w modelu
T-okresowym

Nastgpnym krokiem jest wyliczenie optymalnego ciagu konsumpcji
oraz inwestycji w modelu z dowolnym horyzontem czasowym 7.
Zatozono, ze optymalna konsumpcja jest funkcja liniowa wzgledem
poziomu kapitatu, tzn. C;'(X;) = a,X;, wtedy (5.3) przyjmuje postac:

4
Y

(%) = max [((1-b)a X +BEV,, (X)X TP, (54)

0§a, S 1
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Zaktadajac, ze funkcja wartosci jest takze liniowa, tzn. J; (X;) = A/ Xy, A; €
[0, +e0), otrzymano, ze:

E(J

(X)X = AZHE[X,V+1 1X;] =AY E[R" | (X; —a:X;)"] =

t+1 t+1

= A’ E[R”

151 ’Xty]“ —ar)? :AZ+1(1 _atVXtyE[Ry

)

Celem jest wyznaczenie wartosci A; oraz a;, ktore spetniaja Problem (P),
czyli musi zachodzi¢ réwnanie:

po1
Ay = max [(1=b)af +(1-a A b(ERL TP, (55)
Rozwiazaniem sa nastgpujace liczby:
1
a; = s PR ar =1 (5.6)
1+ [125A L E[R ] 7] e
dlar=1,...,T —1, oraz:
el
A =(1-b)ra,” , Ar;1=0 (5.7

dlar=1,2,---,T.

Wyprowadzenie wzoréw (5.6) oraz (5.7). Skoro a;, maksymalizuje
prawa strong réwnania (5.5), to musi zachodzi¢ réwnos¢ (patrz Dodatek
7.8):

(1-b)pa ' =p(1—a,)P 'k, (5.8)
gdzie: x := bA,H(E[RZH])BY.
P

lfal

-1
Zatem k = (1 —b) < & ) . Na podstawie definicji a; i k réwnanie
(5.5) przyjmuje postac:

A= ((1-b)af +(1 —a,)pK)%. (5.9)
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Wstawiajac k do (5.9) otrzymano:

A = ((1—b)a§’+(1—a,)9(1—b)( a )N);_

l—at

= (1 —b)% (af—i—(l —at)affl>§ =

=
©

1
= (-0 [l +a —af|" = (1-b)

Zatem wzor (5.7) zachodzi. Natomiast wzor (5.6) tatwo otrzymacé ze
wzoru (5.8) wstawiajac A;41 ze wzoru (5.7). Zatem:

X
Cl=
1+ [bat+1 E[Rt+1] v]te
oraz o
1 P 1
fry [bay, | E[R],,]7]77
Il‘ (.X) - p—1 y P Lx
1+ [bar+1 E[Rt+1 Y] I=p

5.4. Badanie  procesow  decyzyjnych z
zastosowaniem optymalizacji

5.4.1. Modele z deterministyczna stopa zwrotu

W tym rozdziale postuzono si¢ modelem 7-okresowym, oméwionym
w powyzszym podrozdziale. Do rozwazania problemu uzyto wzoréw
(5.6) oraz (5.7). Przyjeto, ze:

* T =50,
* b =0,95, zatem subiektywna stopa zwrotu wynosi d = % = % —
1 =0,05236,

* Ryi=1+rdlat=1,---,T—1, gdzie r > 0.
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W  ponizszych przyktadach zbadano wplyw elastycznosci
substytucji migdzyokresowej na zachowanie decydenta. Na rysunku
5.3 przedstawiona jest sytuacja, gdy p = 0,3 1 p = 0,8. Na obu
rysunkach kolor niebieski odpowiada przypadkowi p = 0,3, czyli
EISy3 = Q ~ 1,43, a kolor czerwony p = 0,8, czyli EISyg = % = 5.
Wykresy przedstawiaja optymalna konsumpcjg, tzn. wartosci a;, gdy
Ci(X;) = aX; dla t = 1,---,50. Wykres ten przedstawia zaleznos$¢
wartoSci wspotczynnika a; od czasu ¢, czyli okresla nam strategi¢
konsumpcji G/ (X;) = a/X;, dla t = 1,...,T. Latwo zauwazyé, ze
wspoétczynnik EIS = ﬁ mowi o tym, jak mocno decydent reaguje na
zmiany ilorazu cen konsumpcji z okresu na okres, zmieniajac swoje
plany konsumpcji. Jesli p rosnie, czyli EIS roSnie, to zachowanie
decydenta zmienia si¢ w zalezno$ci od zmian kapitatu z okresu na okres.
Na rysunku 5.3(a) zalozono, ze 14 r = 1,03. Stopien wykorzystania
kapitatu a; wzrosnie, gdy b(1+r) < 1. 1J+d < l%rr, co implikuje, ze d > r.
Ta sytuacja oznacza, ze stopa dyskonta jest wigksza od stopy inwestycji.
Dlatego decydent, bedzie sklonny powigkszy¢ konsumpcje w okresie
t, kosztem konsumpcji w nastgpnym okresie ¢ + 1. Jest tak dlatego, ze
cena konsumpcji w nastepnym okresie wzrosnie ze wzgledu na malejacy
kapital. Inwestycja ta nie spelnia oczekiwan decydenta. Natomiast
na rysunku 5.3(b) sytuacja jest odwrotna: b(1+r) > 1 i przyjeto, ze
oraz 1 +r = 1,1, czyli r = 0,1 > d = 0,0526. Ta sytuacja oznacza,
ze stopa dyskonta jest nizsza niz stopa inwestycji. Dlatego decydent
bedzie sklonny powigkszy¢ inwestycje w okresie #, a zmniejszyC
konsumpcj¢. Na przedstawionych rysunkach réznice w konsumpcji dla
obu przypadkéw sa duze. W przypadku (a) konsumpcja rozpoczyna
si¢ od poziomu 0,06 dla p = 0,8, oraz 0,13 dla p = 0,3, podczas gdy
w przypadku (b) obie wartoSci konsumpcji sa mniejsze od 0,05, a dla
p = 0,8 wartosci te poczatkowo sa bardzo bliskie 0. Réznice w obu
strategiach sa bardzo duze.
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—r0=03

—r0=08

(b)

Rys. 5.3: Przyktad deterministyczny (a) r < d, (b) r > d
Zrédio: opracowanie wiasne

Interpretacja
Na rysunku 5.3(a) przedstawiono przypadek, gdy 1+r = 1,03, czyli
r <d.Zatem:

b(147)=0,95-1,03=0,9785 < 1.

Rysunek 5.3(b) odzwierciedla sytuacje, gdy 1 4+r=1,03, czylir > d
1 wtedy:
b(l1+r)> 1.

113



Poréwnujac czerwone krzywe na obu rysunkach, widaé, ze inwestor
do$¢ znacznie zmienia swoje decyzje co do konsumpcji, a w
konsekwencji takze strategie inwestycji. To zjawisko zwiazane jest z
do$¢ duzym wspétczynnikiem EIS inwestora. Gdy jego subiektywna
stopa zwrotu jest wigksza od stopy zwrotu z inwestycji, to jest on
sktonny konsumowaé znacznie wigcej niz w przypadku, gdy to stopa
zwrotu z inwestycji jest wigksza od d. W tym drugim przypadku
rozsadnym jest odktada¢ konsumpcje na pdZniej i przeznaczaé wigcej
na inwestycje. Dlatego czerwona krzywa na rysunku 5.3(b) oscyluje w
okolicach zera w poczatkowych okresach ¢ (t < 17). Stad niemal caty
kapitatl przeznaczany jest na inwestycje. W przypadku, gdy wspétczynnik
elastyczno$ci substytucji migdzyokresowej nie jest duzy (krzywe koloru
niebieskiego), to strategie konsumpcji(a co za tym idzie strategie
inwestycji) inwestora na obu rysunkach nie réznig si¢ tak bardzo i w
poczatkowych okresach oscyluja w okolicach 0,05. Oznacza to inwestor
przeznacza na inwestycje okoto 95% swojego kapitatu. Tylko 1/20 czgsci
kapitatu jest konsumowana.

5.4.2. Modele ze stochastycznymi stopami zwrotu

W tym podrozdziale rozwazono przypadek, gdy stopa zwrotu z
inwestycji r; jest dana przez pewien rozktad prawdopodobienstwa. Zatem
1 +r = R, ma takze pewien rozktad. Rozwazono przypadki, w ktérych
zmienna losowa R, (t = 2,---,T) ma rozktad:

1. logarytmiczno-normalny,
2. jednostajny,
3. tréjkatny.

Dla tych trzech wybranych rozktadéw otrzymano wzory pozwalajace
na wyliczenie optymalnych strategii i1 inwestycji. Natomiast dla
skomplikowanych rozktadéw zmiennej losowej R;, np. normalnego, nie
da si¢ explicite wyliczy¢ catki i nie mozna podaé wzoru (5.6) dla
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danego rozkladu i dalej policzy¢ kolejnych wspdtczynnikéw a; w sposéb
rekurencyjny. Trzeba stosowa¢ metody numeryczne.

1. Zatozono, ze R; ma rozklad logarytmiczno-normalny
LN (W, a%s? + 62), gdzie o€ (0,1) i 6 > 0 sa pewnymi
liczbami. Ciagi (u;) oraz (s;) sa zdefiniowane rekurencyjnie w
nastgpujacy sposob:

w=((1-nHu, dla t=1,2,---,T z u>0 oraz ne(0,1),

sip1=1/a%s?+02 dla t=1,3,---.T—1 z s >0.

Z Dodatku 7.4 otrzymujemy, ze:

E[R)] = bt 5
Var[R,] = Mt osi+0? (p%si+0% _q) (5.10)
oraz:
E[R)]T = eV (@*si0%) 1, (5.11)

Ostatecznie wzor (5.6) przyjmuje postaé:

1
ar = : 5 5 (a2 2+c;2)+ s (5.12)
L (1) TRl g e

Rozwazono cztery przypadki.

Nr Wspdtczynnik
rysunku u s,z ryzyka y n o? o? p b T
5.4 0,02 0,06 0,5 0,5 (09 | 0,006 | p=0,3| 095 | 50
dla kazdego ¢ p=0,8
5.5 0,02 0,06 y=1 05109 | 0,006 | p=0,5| 095 | 50
dla kazdego ¢ rY=0,1
5.6 0,1 1,57,l y=1 0,5 1 0 p=051]09 1| 5
y=0,1
5.7 0,1 1,5-1 y=1 05| 1 0 p=05| 051 5
y=0,1

115



2
=
=)

=]
W
wn

=]
[
=}

o
o
[

o
T
=1

wartosciat

=]
i
wn

=]
i
1=}

2
=1
o

o
=]
=1

-
-
=
ra
-
L

-
=
h

r

ro=0,3

—r0=0,8

Rys. 5.4: Optymalna konsumpcja dla
logarytmiczno-normalnego
Zrédto: opracowanie wiasne
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Rys. 5.5: Optymalna konsumpcja dla
logarytmiczno-normalnego
Zrédto: opracowanie wtasne
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Rys. 5.6: Optymalna konsumpcja dla rozktadu
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Zrédto: opracowanie wiasne
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Rys. 5.7 Optymalna konsumpcja dla rozktadu

logarytmiczno-normalnego
Zrodto: opracowanie wlasne
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Interpretacja

Przyktad 5.4 analizuje wplyw czynnika ryzyka na strategie
konsumpcji oraz inwestycji, gdy EIS ulega zmianie. Mozna
zauwazy¢, ze wzajemne polozenie krzywych jest podobne do
wykresu na rysunku 5.3(a), tzn. czerwona krzywa lezy powyzej
niebieskiej. WartoSci na krzywej czerwonej sa dwukrotnie
wigksze niz wartoSci dla krzywej niebieskiej, co oznacza, ze
konsumpcja przy tych samych parametrach niemal si¢ podwaja,
gdy wspdiczynnik p zwigkszono z 0,3 do 0,8. Wynika to z faktu, ze
Srednia stopa zwrotu z inwestycji r; jest mniejsza od subiektywnej
stopy zwrotu d = 0,05236. Istotnie, zauwazono, ze:

0.5 0.9:0,06+0,006 _
E[R)] = e(1-05):002+0205 < L023+09:003 1 5127,

W konsekwencji otrzymano nieréwnos¢:
E[r] <0,05127 < d = 0,05236.

Natomiast na rysunkach 5.5, 5.6 oraz 5.7 przeanalizowano
wplyw czynnika ryzyka na strategie konsumpcji (inwestycji), gdy
wspotczynnik elastycznosci substytucji migdzyokresowej jest staly
1 wynosi 2. Czerwone krzywe odzwierciedlaja przypadek inwestora
wrazliwego na ryzyko, a niebieskie krzywe sa wykreSlone
dla inwestora neutralnego wzgledem ryzyka. We wszystkich
przypadkach czerwone krzywe leza powyzej krzywych niebieskich.
Swiadczy to o tym, ze inwestor wrazliwy na ryzyko obawia
si¢ duzych inwestycji. Natomiast mata rozpigto$¢ pomigdzy
wykresami na rysunku 5.5 wynika z faktu malej wariancji zmiennej
losowej R;. Réznice w poziomie konsumpcji wynoszg ok. 30%, sa
one wynikiem tylko i wylacznie zmiany wartoSci wspétczynnika
ryzyka. Zwigkszenie jego wartosci z 0,1 do 1 spowodowato wzrost
konsumpcji o ok. 30%. Ze wzoru (5.10) oszacowano, iz:

Var[R,] — e2-0.5’~O702+0,9-O,O6+07006(6079-O,O6+07006 . 1) < 0,066987.
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Na Rysunkach 5.6 oraz 5.7 przyjeto, Ze czas trwania procesu
decyzyjnego wynosi T'=15. W obu przypadkach wida¢ wigksza
rozpigto$¢ pomigdzy krzywymi niz na rysunku 5.5. Powodem tego
jest wigksza wariancja zmiennej losowej R;. Korzystajac ponownie
ze wzoru (5.10) otrzymano oszacowania:

Var[R,) = 60,2-(170,5’)+1,571/1(el.Sfl/t 1)< eo,2~(170,55)+1,3(81,3 —1)~ 11,8884
oraz:

Var[R,] > 1,18205.

Obie nieréwnosci otrzymano z faktu, iz funkcja:
k(1) = 60,2-(1—0,5’)—0—1,5—1/1?(61,S—I/t 1), re[1,5]

jest rosngca. Zatem maximum przyjmuje w prawym koncu
przedziatu w punkcie = 5, a minimum w lewym koficu przedziatu
w t = 1. Ksztalty strategii konsumpcji na rysunkach 5.6 oraz 5.7 sa
podobne do siebie, ale wartosci ich sa rézne. Wynika to z faktu, ze
w przypadku rysunku 5.6 subiektywna stopa zwrotu d = 0,0526, a
dla Rysunku 5.7 d = 1.

Ponadto: E[R;] = e(1-0.5)-0,14(1,5-1/1)/2 < e10,5%)0,1+1,3/2 2,11
oraz:

E[R/] > 1,34.

Stad w obu przypadkach 0,34 < E[r,] < 1,11. Zatem, jesli
d = 0,0525 to dla kazdego t = 1,...,5 zachodzi nier6wnos$¢
d < E[r;]. W drugim przypadku dla pewnych ¢ subiektywna stopa
zwrotu jest mniejsza niz E|[ry|, a dla pozostatych ¢t wigksza niz
E[r;]. Zgodnie z wykresami na rysunku 5.7 inwestor niewiele
inwestuje. Wynika to wlasnie z duzej wartoSci subiektywnej
stopy zwrotu d = 1, ktéra implikuje, ze przysztoS¢ przestaje
by¢ istotna. W obu tych przypadkach wigkszy wspdiczynnik
ryzyka implikuje mniejsza konsumpcje. Rozpigto$¢ krzywych
w obu przypadkach jest niewielka, chociaz na rysunku 5.6 dla
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wspotczynnika ¥ = 1 konsumpcja jest dwukrotnie wyzsza niz
dla inwestora, charakteryzujacego si¢ wspoétczynnikiem y = 0, 1.
Zmiana warto$ci wspdlczynnika dyskonta spowodowata, ze
konsumpcja osiaga wartosci powyzej 60% wartosci dostgpnego
kapitatu 1 tutaj réznice pomigdzy obiema strategiami wynosza ok.
30%.

. Zalozono, ze R; jest zmienng losowa o rozkladzie jednostajnym
U [n,m|, gdzie n,m > 0 sa pewnymi liczbami. Z Dodatku 7.4
otrzymano, ze:

n-+m
E[R] = >
oraz: 5
Var[r] = =" (5.13)
12
Ponadto z Dodatku 7.4 wiadomo, ze:
ER]" = L (m"t! —n¥t1y. (5.14)
m—ny+1
Wyrazenie z (5.14) wstawiono do (5.6) i otrzymano:
1
a; = 1 5 T (5.15)
— 15 —
1+ (1) "7 ALT (e @t =) 7T

Korzystajac ze wzoru (5.15) w kolejnych przyktadach wyliczono
optymalne strategie konsumpcji w przypadku, gdy stopa zwrotu z
inwestycji ma rozktad jednostajny.

Rozwazono cztery przypadki.
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Nr Wspdlczynnik
Rysunku | ¢ d ryzyka y P b T
5.8 0,51 1,6 Y=20,5 p=0,31095]50
p=0,8
5.9 05| 1,6 =1 p=0,51095| 50
Y=0,1
5.10 05| 1,6 =1 p=051095| 5
Y=0,1
5.11 0,5 1| 1,6 =1 p=0,5| 05 5
Y=0,1

0,30

0,25 -

wartosciat
(=]
i
n

0,05 -

0,00

— =0, 3

— =0, 8

21

31 41

czas

Rys. 5.8: Optymalna konsumpcja dla rozktadu jednostajnego
Zrédto: opracowanie wiasne
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Rys. 5.9: Optymalna konsumpcja dla rozktadu jednostajnego
Zrédto: opracowanie wtasne
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Rys. 5.10: Optymalna konsumpcja dla rozktadu jednostajnego
Zrédto: opracowanie wiasne

Interpretacja Podobnie jak w poprzednim przyktadzie
stochastycznym potozenie krzywych na rysunku 5.8 podobne
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Rys. 5.11: Optymalna konsumpcja dla rozktadu jednostajnego
Zrédto: opracowanie wiasne

jest do rysunku 5.3(a). Istotnie, kolejny raz otrzymano, ze:
E[r;] = 0,05 < d =0,0526.

Istotnie, wynika to ze wzoru (5.14), ze E[R,] = 1,05. Odlegtos¢
miedzy krzywymi jest duza. Mniejsza wartoS¢ EIS powoduje,
ze konsumpcja jest dwukrotnie wyzsza. Wida¢ tu istotny wptyw
tego wspotczynnika na optymalng strategi¢. Na rysunkach 5.9,
5.10 oraz 5.11 przeanalizowano wplyw czynnika ryzyka na
strategie konsumpcji (inwestycji), gdy wspdtczynnik elastycznosci
substytucji miedzyokresowej jest staly i wynosi 2. Czerwone
krzywe odzwierciedlaja przypadek inwestora wrazliwego na
ryzyko, a niebieskie krzywe sa wykreSlone dla inwestora
neutralnego na ryzyko. We wszystkich przypadkach czerwone
krzywe leza powyzej krzywych niebieskich tak jak w poprzednim
przyktadzie. RozpigtoS¢ krzywych jest mniejsza niz poprzednio.
Réznice w wartosci wspétczynnika y powoduja mniejsze rdznice
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w wartoSci konsumpcji, niz zmiana wartoSci wspoétczynnika p.
Natomiast ciekawym elementem jest tu mata rozpigto$¢ pomigdzy
wykresami konsumpcji dla inwestora na rysunkach 5.10 oraz 5.11
gdy czas trwania procesu decyzyjnego wynosi 7' = 5. Wynika to z
matej wariancji zmiennej losowej R;. Ze wzoru (5.13) otrzymano,
e (1,6 —0,5)?
Var[R,| = — 1~ 0,1.

Gdy wspétczynnik dyskonta wynosi b = 0,5 (subiektywna
stopa zwrotu d = 1) wtedy znowu optaca si¢ inwestorowi mniej
inwestowa¢ niz w przypadku gdy subiektywna stopa zwrotu
d =0,0526. W obu przypadkach rozpigtoSci pomigdzy wykresami
sa bardzo male, mniejsze niz 10%, natomiast tatwo zauwazyc,
ze zwigkszenie subiektywnej stopy zwrotu spowodowato, ze
konsumpcja niezaleznie od wartosci wspotczynnika ryzyka od
pierwszego kroku stanowi wigcej niz 70% dostgpnego zasobu.

. Zatozono, ze R; ma rozktad tréjkatny 7 [xo — B, xo+ B], a B > 0 jest
pewna liczba. Z Dodatku 7.5 otrzymano, ze:

E[Rt] = X0
oraz .
Var[R;] = ~B>.
6
Wynika z tego, ze:
1 1 2
ER|" = [x —B)"*2 2" 4 (xo+B HZ]
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Wyrazenie przyjmuje nastgpujaca postac:

1

a; =
1 P
b T—p 1 1I- 1 1 Y+2
1+(ITb)l PALT (ﬁm (x0 —B)*2 —2x; +(x()—|—B)Y+2}
(5.17)

1
I-p

<o

Wzér (5.17) postuzy do wyliczenia wartosci a; w przypadku, gdy
stopa zwrotu z inwestycji R, ma rozktad tréjkatny.

Rozwazono cztery przypadki.

Nr Wspdtczynnik
Rysunku | xo B ryzyka y p b T

5.12 1,05 | 0,5 Y=0,5 p=0,31095] 50

p=0,8
5.13 1,05 | 0,5 y=1 p=0,51095] 50
Y=0,1
5.14 1,05 | 0,5 y=1 p=05]10951|5
Y=0,1
5.15 1,05 | 0,5 =1 p=051]05 |5
Yy=0,1

125



0.4 7

0,35 -

03 -

0,25 -

wartosciat
[=]
8]

ro=0,3

0,15 - s r0=0,8

01 -

0,05 -

-
-
=
ra
-
L
-
=
h

Rys. 5.12: Optymalna konsumpcja dla rozktadu tréjkatnego
Zrédto: opracowanie wtasne
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Rys. 5.13: Optymalna konsumpcja dla rozktadu tréjkatnego
Zrédto: opracowanie wiasne
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Rys. 5.14: Optymalna konsumpcja dla rozktadu trojkatnego
Zrédto: opracowanie wiasne
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Rys. 5.15: Optymalna konsumpcja dla rozktadu tréjkatnego
Zrédto: opracowanie wiasne
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Interpretacja
W przypadku rozktadu tréjkatnego 770,55 1,55] mozna
natychmiast otrzymac¢ wzory na warto$¢ oczekiwana i wariancjg R;:

E[R]=1,05,

1 1
Var[R,] = EBZ = 54 ~0,0416667.

Whioski w tym przypadku sa bardzo podobne do poprzedniego
przypadku, gdy zmienna losowa R; pochodzita z rozkladu
jednostajnego.

Jednak istnieja drobne réznice. Na przyktad poréwnujac wykresy
na rysunkach 5.8 1 5.12, to wida¢, ze inwestor z wigkszym
wspoélczynnikiem elastycznoSci  substytucji  migdzyokresowej
konsumuje mniej w stosunku do takiego samego inwestora gdy R;
miato rozktad jednostajny. Wigksza wartos¢ EIS nadal powoduje
wigksza konsumpcje ale juz nie dwukrotnie wigksza jak dla
rozktadu jednostajnego. Réznica wynosi ok 50%. Wynika to z
faktu, ze stopa zwrotu z inwestycji r; ma takze rozklad jednostajny:
jej duze jak i mate wartosci sa jednakowo prawdopodobne.
Ponadto, wariancja R, w przypadku rozkladu jednostajnego jest
trzykrotnie wigksza od wariancji w tym przyktadzie.

Z wykresoOw na rysunkach 5.9 oraz 5.13 wynika, ze inwestor
wrazliwy na ryzyko konsumuje znacznie mniej gdy R, ma rozktad
jednostajny. Natomiast w przypadku procesu decyzyjnego z
T =5 (rysunki 5.14 oraz 5.15) praktycznie nie wida¢ rdznic
w poziomie inwestycji czy konsumpcji. Jest to efekt bardzo
matej wariancji dla tego rozkladu trdjkatnego oraz krétkiego
okresu decyzyjnego T = 5. Zmiana wspotczynnika ryzyka nie
wpltywa na warto$§¢ konsumpcji, poniewaz linie dla réznych
wartosci wspoétczynnika 7y niemal si¢ pokrywaja. Warto$¢
konsumpcji jest porbwnywalna z wartoSciami otrzymanymi dla
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rozktadu jednostajnego, natomiast rozpigeto§¢ miedzy krzywymi
jest mniejsza. Dla rozktadu tréjkatnego zwigkszenie wartosci
wspolczynnika dyskonta rowniez powoduje, ze konsumpcja od
pierwszego kroku stanowi ponad 70% wartosci kapitatu.

5.5. Model zarzadzania  kapitalem w
nieskonczonym horyzoncie czasowym

W tym rozdziale rozwazono model zarzadzania kapitalem opisany
w Rozdziale 5.2, tym razem z nieskoniczonym horyzontem czasowym.
W modelu tym nie ma ostatniego etapu, zatem nie mozna uzy¢
bezposrednio indukcji wstecznej. Jednak zastosowano aproksymacje
modelami ze skoficzonym horyzontem czasowym. Pokazano, ze granica
ciagu optymalnych konsumpcji i inwestycji otrzymana w modelach ze
skoniczonym horyzontem czasowym dazy do optymalnej konsumpcji czy
inwestycji w modelu z nieskonczonym horyzontem czasowym.
W podrozdziale tym zmieniono numeracj¢ aby méc wziac granice ciagu.

Horyzont czasowy T.

Numeracja w Rozdziale 5.2

t=1 t=2 t=3 . : . t=T-1 t=1

Numeracja w tym rozdziale

t=T t=T-1 t=T-2 . g . t=2 t=1
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W tym modelu przyjeto, ze (Rp,R3,---) jest ciagiem niezaleznych
nieujemnych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie co zmienna
R. Ponadto zatozono, ze ERY < —+oo.

Ji(x) = 0 dla kazdego x > 0. Niech J;(-) bedzie maksymalna
uzytecznoScia w momencie f. Stosujac metody programowania
dynamicznego [117, 136], maksymalna uzyteczno§¢ mozna wyznaczy¢

7€ WZOru:
Jiv1(x) = max [(1-b)c? +b(E[] (X)) [4])P/7) P
= max [(1 —b)cP +b(E[(x—c)"RV])P/1]!/P
= max [(1-b)cP +b(x—c)(E[R)P/MVP. (5.18)

Niech D = (E[R"])7.
1. Krok 1: model z horyzontem czasowym ¢ = 1:
J1(x) = maxg<e<i(1 —b)/Pu(c) = (1 —b)/Px. Zatem c; (x) = x.
2. Krok 2: model z horyzontem czasowym ¢ =2 :

B(x) = max [(1-b)c? +b(EU] (X)lx])P/ 1] /P
= max [(1-b)e? +b(E[(1 )" /Px]|P/1) /P
= max [(1=b)e? +b(1-b)(x—c)? (E[RT])?/1]'/*
= 0@331[(1 —b)cP +b(1 —b)x"(1—a)PD]'/P
= x(1-b)"/P max [a +b(1 —a)’D]'/?

ac(0,1]

— x(1=b)P[14(bD) ] 7.

W powyzszym kroku wykorzystano informacjg¢, ze optymalna
funkcja konsumpcji jest liniowa, czyli postaci ax, gdzie a € [0, 1].
Stata a maksymalizujaca prawa strong rownania mozna wyliczy¢ z
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1
+(bD)

Dodatku 7.8 i wynosi ona —.
T-p

X

Zatem ¢ (x) = —.
1+(bD) =P

3. Krok 3: model z horyzontem czasowym ¢t = 3 :
B = max [(1-b)eP +B(EP (6P P
= max [(1-b)e +b(E[(1-5)/P[1+ (bD) 77) 3 R(x— )] )P/7)'P
= max [(1-b)(xa)® + (1 —b)[1+ (bD) P! (x — xa)P D] /P
= x(1— b)Y max [a +b(1 —a)?[1 + (bD)T7]'~PD]!/P

a€(0,1]

— x(1—b)Y/P[1 + (bD)™? + (bD)

=3 e
Stata a, ktoéra maksymalizuje prawa strone powyzszego rownania

jest postaci L]
I—

2 .
I-

1+(bD) =P +(bD)

X

Stad otrzymano, ze ¢3(x) = ; —
P 4 (bD)T-P

14+(bD) =P +(bD)

Kontynuujac powyzsza procedur¢ mozna pokazaC, ze w n-tym
kroku:
X

14 (bD) ™ + (bD)TP + ...+ (bD) 7

cn(x) =

a maksymalna uzyteczno$¢ wynosi:

Jn(x) = x(1 = B)V/P[1 + (bD) ™% + (bD) 7 +...+ (bD) 5] 7.

Aby obliczy¢ maksymalna konsumpcje¢ w modelu z nieskoficzonym
horyzontem czasowym, nalezy zalozy¢, ze:

(A) (D) < 1.
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Stad wynika, ze bD < 1. Wtedy ciag (J,(x)), jest niemalejacy dla kazdego
x > 0. Zatem granica ciagu J,,(x) istnieje dla kazdego x > 0 gdy n dazy
do nieskonczonosci. Oznaczono t¢ granicg jako:

n—oo

J(x) := lim J,(x) = x(1—b)'/P <;l>p (5.19)
1—(bD)T>

Wykorzystujac wzor (5.18) otrzymano, ze:

Jn+l (x) >

1 n—

[(1 —b)cP —i—b{E [R(x—c)(l —b)'/P[1 4 (bD)T% + ...+ (bD)

o

17y P/ VP
1
dla kazdego 0 < ¢ < x Gdy n dazy do nieskoficzonoSci w powyzszej
nieréwnosci to:
/7| 1/P

J(x)

Y

1-p- ¥
P
(1—b)c? +b{ E [R(x—c)(l—b)l/p (11> ]
1—(bD)T>
_ [(1—b)c”+b{E[J(R(x—c))]7}p/q]/p
dla kazdego 0 < ¢ < x.
Zatem, otrzymano:

J(x) = max [(1 —b)e? +b{E[J(R(x—c))]"}*/ Y] P (5.0

dla kazdego x > 0.

Rozwazono teraz problem maksymalizacji w (5.20). Zalozono
ponownie, ze funkcja, ktéra maksymalizuje prawa strong, jest postaci
C*(x) =a*x.
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Zatem:
g [(1- e o w1 -

vy P/Y 1/p

1p
1 P
max x(1—b)'/P |aP +b{ E |R(1—a) | ——— -
O<asl 1— (bD)T->

1-p 1/p
max x(1—b)"/? |:aP +b(1—a)P (1) {E[RY]}”/Y] —
I=(

0<a<1] bD)ﬁ
1/p
bD

max x(1—b)"/° |aP + (1 —a)P -

P! (1 - (bz))ﬁ)1 P
Z Dodatku 7.8 wynika, ze:

1 1 1
a = — = — =1—(bD)Tr.
-p 14 (bD)lfP1
1+ | —52 1—(bD) =P

{Hw)ﬁ] o

Zauwazono, ze a* = lim, . a,. Z drugiej strony, wstawiajac C*(x) do
(5.20) otrzymano:
r 1/p

J(x) > x(l—b)l/P a*P+(1_a*)p

r 1/p

= x(1—b)"/P |(1—(bD)T?)P + (bD)T»

= x(1=b)"/P |(1—(bD)TP)P +

Il
A
—_
S
~
=
he)
T
N——
|
I
~
—
-
~—



Podsumowujac powyzsze rozwazania, mozna sformutowaé
nastgpujace wnioski. Jedli zachodzi zalozenie (A), wtedy, funkcja
J(x) w (5.19) jest rozwiazaniem réwnania optymalnosci, tzn. zachodzi
rOwnanie:

J(x) = max [(1—b)cP +b(E[J(R(x—c))]")P/"]'/P.

0<c<x

Funkcja:
1
C*(x) =x (1 ~ (bEIRYPIY) )
realizujaca maksimum po prawej stronie powyzszego rownania stanowi
optymalna polityke. Funkcja
1
F(x)=x—C'(x) =x <bE[R7]”/7) p

stanowi optymalng inwestycje. Ponadto funkcja wartosci J(x) moze
by¢ otrzymana jako granica ciaggu wartoSci funkcji otrzymanych w
modelach ze skoficzonym horyzontem czasowym. Wyprowadzono wzory
na optymalne polityki dla rozkladéw rozpatrywanych w modelu ze
skoiczonym horyzontem czasowym.

1. Rozktad logarytmiczno-normalny £ .4 ( Ly, 0252 + 62)

Bl
C*(x) =x (1 — (b (e”’7’+57’2(062st2+62))p/y) 1p> .

2. Rozktad jednostajny % [m,n],

1

C'x)=x|1—1|b ! L(Hl_ 7 PIT\ T
X) =X n—m'}/—|—1 n m

3. Rozktad tréjkatny .7 [xo — B,xo + B]
C*(x) =

1 1 2 v+2 2 7 ﬁ
=x|1-— <b <ﬁm |:()C()*B)’Y+ 72.x0 +(XO+B)’Y+ :|) ) .
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Aby pokazaé, ze wyniki otrzymane dla modelu z nieskoficzonym
horyzontem czasowym sa zbiezne z wynikami otrzymanymi dla
danych rozktadow w modelu ze skonczonym horyzontem narysowano
ponownie wykresy do badanych poprzednio scenariuszy. Dla wigkszej
przejrzystosci przyktadéw, wydtuzono horyzont czasowy do 7' = 100.
Warto$ci dla modelu ze skonczonym horyzontem dazy¢é beda do
wartoSci 1, poniewaz model zaktada catkowita konsumpcje w ostatnim
kroku, natomiast w modelu z nieskoficzonym horyzontem pozostaja na
stalym poziomie. Dla rozkladu logarytmiczno-normalnego narysowano
ponownie optymalne strategie, biorac dane z przyktadu 6.4. (Linie
dla modelu z nieskoficzconym horyzontem oznaczono litera N). Dla
rozktadu jednostajnego narysowano ponownie optymalne strategie biorac
dane z przyktadu 6.8. Dla rozktadu tréjkatnego narysowano ponownie
optymalne strategie biorac dane z przyktadu 5.12.

0,1600

0,1400 —]
0,1200 - I

0,1000 -

—rn=0,3
0,0800 ——ro=0,8
ro=0,3N

0,0600 -

- o ro=0,8N
0,0400 -

0,0200

0,0000

Rys. 5.16: Optymalna konsumpcja dla rozktadu
logarytmiczno-normalnego ze skonczonym i nieskoniczonym horyzontem
czasowym. Zrédto: opracowanie whasne
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Rys. 5.17: Optymalna konsumpcja dla rozkladu jednostajnego ze
skonczonym i nieskoficzonym horyzontem czasowym
Zrédto: opracowanie wiasne
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0,0600 -
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Rys. 5.18: Optymalna konsumpcja dla rozktadu tréjkatnego ze
skoficzonym 1 nieskoficzonym horyzontem czasowym
Zrédto: opracowanie wiasne

We wszystkich prezentowanych powyzej przykitadach wyniki sa

zbiezne. Linie dla modelu ze skoficzonym horyzontem oraz dla modelu z
nieskonczonym horyzontem, przy zadanych parametrach pokrywaja sig.
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Podsumowanie

W rozdziale tym rozwazono wieloetapowy model zarzadzania
kapitalem lub zarzadzania danym dobrem przez inwestora. Zatozono,
ze dynamika procesu poziomu kapitatu z okresu na okres opisana
jest przez pewne réwnanie rekurencyjne. Ponadto przyjeto, ze inwestor
agreguje przyszla catkowita uzytecznos¢ i natychmiastowe uzytecznosci
pochodzace z konsumpcji danego dobra w danym okresie za pomoca
funkcji agregujacej wprowadzonej przez Epsteina-Hynesa [43]. Ponadto,
inwestor stosuje gwarantowany rownowaznik Krepsa-Porteusa [96]
do oszacowania przyszlej catkowitej uzytecznosci. Przeanalizowano
przyklady deterministyczne oraz przyklady stochastyczne, uwzgledniajac
otrzymane wzory pozwalajace wyliczy¢ optymalng polityke konsumpcji.
W  przyktadach stochastycznych stopa procentowa miala zadany
rozktad prawdopodobienstwa, a przyktady analizowano ze wzgledu
na rozne wartoSci parametréw, takich jak elastyczno$¢ substytucji
migdzyokresowej, wspotczynnik ryzyka, wielko$¢ stopy dyskontowej
d. Pomimo przyjetych réznych rozktadéw stopy procentowej, dla tych
samych parametrow w modelu otrzymano podobne wnioski co do
zachowania decydenta. Wyznaczono optymalne strategie konsumpcji,
uwzgledniajac wptyw wspotczynnika ryzyka inwestora. Do modelowania
przyjeto, ze stopa procentowa ma rozktad logarytmiczno-normalny,
jednostajny 1 trojkatny. Jak wspomniano w pracy, dla rozktadéw tych
otrzymano wzory, ktére pozwolity na wyliczenie optymalnych strategii
konsumpcji, natomiast dla innych rozktadéw, np. normalnego, wzoréw
tych otrzyma¢ nie mozna i nalezy wartoSci wylicza¢ numerycznie,
co stanowi¢ bedzie kolejne etapy pracy naukowej autorki. Zbadano
réwniez model konsumpcji z nieskoficzonym horyzontem czasowym.
Doktadniej, rozwazono model decyzyjny, w ktérym decydent w kazdym
kroku musi decydowaé ile konsumowacd, a ile srodkéw finansowych
przeznaczy¢ na inwestycje [152]. Model z nieskoficzonym horyzontem
czasowym rozwiazano analizujac model ze skonczonym horyzontem
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czasowym. Pokazano, ze przy stabych zalozeniach ciag maksymalnych
uzyteczno$ci otrzymanych dla problemu ze skoficzonym horyzontem
czasowym jest zbiezny, gdy horyzont czasowy dazy do nieskonczonosci.
Udowodniono, ze funkcja graniczna (maksymalna uzytecznoS¢ w
modelu z nieskoniczonym horyzontem czasowym) spetnia tzw. rOwnanie
optymalnosci i pozwala wyznaczy¢ optymalng polityke inwestycji oraz
konsumpcji.
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Rozdzial 6

Podsumowanie

Standardowa  uzytecznoS¢  dyskontowana z  nieskonczonym
horyzontem czasowym zostala wprowadzona do modeli ekonomicznych
przez Samuelsona [146]. T¢ metod¢ dyskontowania mozna nazwac
liniowa. Niestety badania empiryczne sposobéw ewaluacji uzytecznosci
wskazuja, ze taki typ dyskontowania nie jest uzywany w praktyce.
Lekarstwem moze by¢ tu wprowadzenie nieliniowej funkcji uzytecznosci
[79] albo innego sposobu agregacji biezacej uzytecznosci oraz strumienia
przysztych uzytecznosci okresowych. Ten drugi sposéb zostat nakreslony
w pracy Koopmansa [93], ktéry zdefiniowal uzyteczno$¢ w modelu
wieloetapowym proponujac podejScie oparte na pewnym rdéwnaniu
rekurencyjnym. Stad wywodzi si¢ nazwa ,,uzyteczno$¢ rekurencyjna’”.
Podstawowym narz¢dziem w badaniu tych uzytecznosci byta metoda
oparta na zasadzie programowania dynamicznego Bellmana. Za pomoca
tej] metody wyznaczono formuly optymalnych strategii inwestycji oraz
konsumpcji w zadanym okresie czasowym, a takze tzw. funkcje wartosci,
czyli maksymalng uzytecznos¢. W szczegdlnosci, wyliczono optymalng
strategi¢ wynikajaca ze stosowania ciagu optymalnych strategii, w
przypadku gdy inwestor uwzglednia nie tylko warto§¢ oczekiwang
przysztej losowej uzytecznoSci, ale takze jej wyzsze momenty, np.
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wariancj¢. W tym celu rozwazano nastgpujace warunkowe ekwiwalenty:
Krepsa i Porteusa [96] oraz ekwiwalent oparty na funkcji wyktadnicze;.
Drugi wspomniany ekwiwalent znany jest w literaturze pod nazwa
entropijnej miary ryzyka [49] 1 stosowany jest w badaniach operacyjnych
[62], finansach czy ubezpieczeniach [13].

Kolejnym punktem pracy bylo uwzglednienie wspétczynnika
wrazliwosci na ryzyko w modelach dotyczacych oceny inwestycji
z losowymi wyptatami. Przyjmujac, ze wyplaty sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o danym rozktadzie, okreslono kiedy dana
inwestycja jest do przyjecia dla inwestora o okreSlonym wspétczynniku
ryzyka, a kiedy nalezy ja odrzucié. Przedyskutowano zalety i wady
tradycyjnych metod optacalnosSci inwestycji oraz zaproponowano nowe
metody uwzgledniajace czynnik ryzyka. W szczeg6lnosci wykorzystano
miar¢ NPV oraz rézne rozktady zmiennej losowej w procesie badania
przeptywow pienigznych.

Celem pracy bylo takze przedstawienie nowatorskiego podejscia
opartego o metode programowania dynamicznego do wyznaczania
optymalnego ciagéw decyzji inwestycyjnych w wieloetapowych
procesach decyzyjnych. Tak sformutowany cel pracy wymagat realizacji
nastepujacych celow czastkowych:

- zdefiniowania i rozrdznienia definicji ryzyka i niepewnosci,

- przedstawienia miar ryzyka oraz probabilistycznych metod jego

obliczania,

- przedstawienia teorii oczekiwanej uzytecznosci,

- implementacji metod zarzadzania wieloetapowego do wyznaczenia

optymalnej polityki inwestycji.

W pierwszym rozdziale pracy przyblizono i1 opisano pojgcie ryzyka.
Dokonano przegladu definicji ryzyka oraz niepewnosci. Przedstawiono,
sklasyfikowano i opisano rozne rodzaje ryzyka. W rozdziale tym opisano
rOwniez mozliwe postawy zachowan inwestoréw przy podejmowaniu
ryzykownych decyzji inwestycyjnych. Ten rozdzial miat istotne znaczenie
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w dalszej czgsci, w ktdrej opisano modele, ktére uwzgledniaty stosunek
inwestora do ryzyka. W Rozdziale tym przyblizono réwniez proces
zarzadzania ryzykiem, ktéry pozwala skutecznie redukowaé ryzyko do
akceptowalnego przez inwestora poziomu.

W drugim rozdziale przedstawiono miary ryzyka wraz z ich
zastosowaniem. IloSciowe ryzyko opisano za pomoca dostgpnych
w probabilistyce metod oraz za pomoca modeli stochastycznych.
Szczegélng uwage posSwigcono metodzie VaR, gdyz jest ona
najpopularniejsza miarag stosowanag w wielu instytucjach nadzoru
finansowego. Przedstawiono wiele przyktadéw, ktére pokazuja jak te
metod¢ wykorzysta¢, w zaleznoSci od rozktadu prawdopodobiefistwa.
Miara ta przy pewnych zatozeniach pozwala oszacowa¢ w prosty sposéb
ryzyko rynkowe oraz moze by¢ interpretowana jako kwota wyptaty wolna
od ryzyka, co jest wstgpem do opisywanego w kolejnych rozdziatach 1
wykorzystywanego w modelach gwarantowanego réwnowaznika.

W trzecim rozdziale przedstawiono kryteria wyboru odpowiednie;j
funkcji uzytecznosci dla inwestora, opisano metody doboru jej
parametrow oraz postaci. Omoéwiono réwniez klasyczng teorig
uzytecznoSci 1 jej zastosowanie. Wiele miejsca poswigcono pojeciu
awersji do ryzyka oraz gwarantowanemu réwnowaznikowi, ktory
uzywany byt w modelach opisywanych w kolejnych rozdziatach.

W rozdziale czwartym przedstawiono metody oceny dynamicznych
przeptywow pienigznych. Nastepnie rozwazono model NPV w nowym
ujeciu. Uwzgledniono w nim wspéiczynnik wrazliwosci na ryzyko
inwestora. Pokazano, ze sktonno$¢ do inwestowania zalezy od wartosci
wspotczynnika wrazliwo$ci na ryzyko decydenta. Zbudowano model
1 opisano kryteria jego oceny, dostosowano wzory do przypadkow,
w ktérych wptywy maja rozktad jednostajny lub rozkitad normalny.
Kryteria oceny modelu przeplywéw pienigznych moga by¢é z
powodzeniem stosowane réwniez do innych podobnych modeli.
Przeanalizowane przyktady potwierdzily, ze Swiadomo$¢ ryzyka ostabia
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zapal inwestycyjny oraz wysoko$¢ inwestowanych kwot zalezy od
stosunku inwestora do ryzyka.

W piatym rozdziale zaproponowano metod¢ zarzadzania poziomem
kapitatu firmy w wieloetapowym procesie decyzyjnym. Do tego celu
wykorzystano tzw. rekurencyjne preferencje decydenta. Rozwazono
wieloetapowy model zarzadzania kapitalem lub  zarzadzania
danym dobrem przez inwestora. Przyjeto zalozenia, ze dynamika
procesu poziomu kapitatlu z okresu na okres opisana jest pewnym
rOwnaniem rekurencyjnym, ktére moze by¢ deterministyczne
lub stochastyczne. Zalozono, ze inwestor agreguje przyszia
catkowita uzyteczno$¢ 1 natychmiastowe uzytecznoSci pochodzace
z konsumpcji danego dobra w danym okresie za pomoca funkcji
agregujacej wprowadzonej przez Epsteina 1 Zina. Inwestor stosuje
gwarantowany réwnowaznik  Krepsa-Porteusa do  oszacowania
przysztej calkowite] uzytecznoSci. Przeanalizowano tu przyklady z
deterministycznymi oraz stochastycznymi stopami zwrotu z inwestycji.
W przyktadach stochastycznych stopa procentowa miata zadany rozktad
prawdopodobiefistwa, a analiza byta prowadzona ze wzglgdu na rézne
wartoSci parametréw. Wyprowadzono odpowiednie wzory na optymalne
strategie konsumpcji oraz inwestycji. Pomimo przyjetych réznych
rozkladéw stopy procentowej, dla tych samych parametréw w modelu
otrzymano podobne wnioski co do zachowania decydenta. Wyznaczono
optymalne strategie konsumpcji, uwzgledniajac wptyw wspdtczynnika
ryzyka inwestora. Zbadano réwniez model konsumpcji z nieskoficzonym
horyzontem czasowym. Model z nieskoficzonym horyzontem czasowym
rozwigzano, analizujac model ze skonczonym horyzontem czasowym,
w ktéorym pokazano, ze przy stabych zalozeniach ciag maksymalnych
uzytecznoSci otrzymanych dla problemu ze skoficzonym horyzontem
czasowym jest zbiezny, gdy horyzont czasowy dazy do nieskoniczonosci.
Pokazano, ze graniczna maksymalna uzyteczno$¢ spetnia tzw. rownanie
optymalnosci i pozwala na wyliczenie optymalnych strategii.
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Gtéwnym celem pracy bylo skonstruowanie modeli zarzadzania
kapitatem uwzgledniajacych stosunek inwestora do ryzyka. Celem pracy
nie bylo zaproponowanie szczegdélnej metody zarzadzania ryzykiem
czy tez wskazanie najlepszej metody jego oceny. Zagadnienia te, jak
rowniez funkcje uzytecznos$ci, zostaty przedstawione w pracy stopniu
umozliwiajacym wprowadzenie oraz dobre rozeznanie w poruszanej dalej
problematyce.
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Rozdzial 7

Dodatek

7.1. Kwestionariusz

Ponizej zamieszczono przyktadowa ankietg zaczerpnigta z ksiazki D.
Luenbergera Investment Science

Ankieta - jaki jest Twoj wspotczynnik ryzyka?

1. Moje wynagrodzenie i catkowite zarobki znaczaco wzrosng w
nadchodzacych latach:

a) catkowicie si¢ nie zgadzam
b) nie zgadzam si¢

¢) nie mam zdania

d) zgadzam si¢

e) catkowicie si¢ zgadzam

2. Gdybym miat zdecydowac jak zainwestowal sktadki z mojego
planu emerytalnego, wybralbym inwestycj¢ ktéra oferuje state
zyski 1 stabilizacje:

a) catkowicie si¢ nie zgadzam
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b) nie zgadzam si¢

¢) nie mam zdania

d) zgadzam sig¢

e) calkowicie si¢ zgadzam

3. Uwazam, ze inwestowanie dzisiaj na tak zmieniajacym si¢ rynku
papieréw wartoSciowych jest jak gra w ruletke w Las Vegas.
Wszystko jest przeciwko tobie:

a) catkowicie si¢ nie zgadzam
b) nie zgadzam si¢

¢) nie mam zdania

d) zgadzam sig¢

e) calkowicie si¢ zgadzam

4. Gdybym mial wybraé w akcje jakich spétek zainwestowac,
wybralbym firmy, ktére sa zwiazane z rozwojem produktow
istotnych dla przysztosci, takich jak nastgpna penicylina (kolejne
przetomowe odkrycie):

a) catkowicie si¢ nie zgadzam
b) nie zgadzam si¢

¢) nie mam zdania

d) zgadzam sig¢

e) calkowicie si¢ zgadzam

5. Gdybym mial wybiera¢ inwestycj¢ na fundusz szkolny moich
dzieci, wybratbym:

a) certyfikaty depozytowe
b) obligacje rzadowe lub komunalne

¢) udziaty w funduszu inwestycyjnym
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d) kontrakty na towary
6. Ile oséb mam na utrzymaniu:
a) cztery lub wigcej
b) trzy
c) dwie
d) jedna
e) tylko siebie
7. lle lat pozostaje mi do przejScia na emeryturg:
a) jestem emerytem
b) mniej niz 5 lat
c) 5-14 lat
d) 15-24 lata
e) 25 lat lub wigcej
8. Wartos¢ netto catego mojego majatku wynosi:
a) mniej niz 15 tysigcy dolaréw
b) 15001-50000%
c¢) 50001-150000%
d) 150001-350000%
e) powyzej 350000$%

9. Kwota, ktéra zaoszczgdzilem na nieprzewidywane sytuacje, takie
jak utrata pracy lub nieoczekiwane wydatki na leczenie to:

a) wysokos$¢ jednomiesigcznej pensji lub mniej
b) od dwéch do szesciu pensji

¢) od siedmiu do dwunastu pensji
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d) wigcej niz roczne ale mniej niz dwuletnie zarobki
e) wigcej niz dwuletnie zarobki

10. Zainwestowalbym pieniadze raczej w fundusze inwestycyjne niz
w pojedyncze akcje, poniewaz fundusze oferuja profesjonalne
zarzadzanie i dywersyfikacje portfela:

a) catkowicie si¢ zgadzam

b) zgadzam si¢

¢) nie mam zdania

d) nie zgadzam si¢

e) calkowicie si¢ nie zgadzam

11. Muszg i potrzebuj¢ zredukowaé ogdlny poziom zadtuzenia moich
finansow:

a) catkowicie si¢ zgadzam

b) zgadzam si¢

¢) nie mam zdania

d) nie zgadzam si¢

e) calkowicie si¢ nie zgadzam

12. Kiedy inwestujg, wybieram inwestycje, ktore daja mniejszy ale
gwarantowany zysk w przeciwienstwie do tych, ktore sa niepewne
cho¢ pozwalajq zarobi¢ wigcej:

a) catkowicie si¢ zgadzam
b) zgadzam si¢

¢) nie mam zdania

d) nie zgadzam si¢

e) catkowicie si¢ nie zgadzam
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Punktacja:
za kazda odpowiedzZ a - 1pkt, b - 2pkt, c - 3pkt, d - 4pkt, e - Spkt.

* 46 punktéw i wigcej - bardzo wysoka tolerancja ryzyka

41-45 punktéw - tolerancja ryzyka powyzej Sredniej
36-40 punktéw - Srednia tolerancja ryzyka

31-35 punktow - tolerancja ryzyka ponizej Sredniej
* 30 punktéw lub mniej - brak tolerancji ryzyka.

Im wyzsza tolerancja ryzyka tym mniejsza awersja do niego.

148



7.2. Posta¢ rownowaznika Krepsa-Porteusa dla
rozkladu normalnego

Zmienna losowa Y ma rozktad normalny Y ~ N(u,o;). Niech
r < 0. Wtedy korzystajac z rachunku catkowego oraz z faktu, ze
catka [*_ f(x)dx = 1, (gdzie f jest funkcjq gestosci zmiennej losowej),
otrzymano:

E[ rY] /oo rx 1 7()[75)2[{ / 2 2d
e = e ———e 2 X = — e e 26 X
—oo \/ 21 0'\/27r
—(x— ;t) Zrm'2
= Ty = e 202 o2 dx
G\/ 2 oV2m
—x +2x/_1+2rx62 #2 —x +2x(u+ro‘2)—u2
= dx = 202 dx
G\/ 21 G\/ZTF -
u+r62))2 2ur62+aza4
= 252 202 d.x
Gv2n
u+ro' ))2 2}1.)62+r20'4
= e 202 dx
oV2arm
2#’0'2+’2°'4 x—(u+ro2))? 2ur+r2o?
= e 202 262 dx=c¢e 2
cVZn
Zatem: ) L,
2ur+r-o r‘oc
E[erY]:e 7 =Mt (7.1)

Rys. 7.1: GestoS¢ rozktadu normalnego z parametrami 4 =010 =1
Zrédto: opracowanie wiasne
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7.3. Rozklad logarytmiczno-normalny i jego
charakterystyki

Zmienna losowa X jest zmienng 0 rozktadzie
logarytmiczno-normalnym £ .4 (i, s) [78]. Wtedy X ma ggstosé:

| —(nx—p)?
g(x) = o4 2 dla x>0
0,dla x<0.

Obliczono E[X]* dla a > 0. Wiadomo, ze:

o x4 —(nx—p)?
E[X]“:/ e 27 dx.
0 xsV2w

Podstawiono teraz r = Inx, wiec dt = %

catkowania teraz beda —oo i c0. Zatem:

oraz x* = e*. Granicami

< 1 _(=p)?
EX]* = / "2 dx.
—o0 V2T

Zauwazono, ze:

. (t—p)*  —(t—(u+as®)?+2aps® +a?s*
al — =
252 252 ’

a stad:

22 oo (t—(u+as?))? 2.2
E[X]% = 5 / 12 ¢ 22 dx=eMTT, (7.2)
—oo § T

poniewaz powyzsza catka ma wartos¢ 1, gdyz pod calka znajduje sig¢
gestosé rozktadu normalnego N(u 4 as?, s).
Wprost ze wzoru (7.2) wynikaja nastgpujace wnioski.

Wnhniosek 7.1. Jesli X ma rozklad logarytmiczno-normalny
LN (W, a%s? +62) oraz a =7, to:

E[X]Y = eb7+37 (@5 +0%),

150



Whiosek 7.2. Zachodzq wzory:

E[X]Z _ e(2u+2s2)

Y

52

Var{X] = E[X]? — (E[X])* = e®#+2%) — o) = o155

—1).

Rys. 7.2: Ggstosé rozktadu logarytmiczno-normalnego 2.4 (0, 1)
Zrédto: opracowanie wiasne

Rys. 7.3: Gestos¢ rozktadu logarytmiczno-normalnego 2.4 (1, %)
Zrédto: opracowanie wlasne
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7.4. Charakterystyki rozkladu jednostajnego

Zmienna losowa X jest zmienna o rozktadzie jednostajnym % [m,n].
Wtedy X ma gestosc:

(x) = n_lm, gdy xnalezy do [m,n]
s = 0, poza tym.

Nalezy wyznaczy¢ teraz E[X]* dla a > 0. Otrzymano:
n

n a a+1
E[X]":/ * dx= ! {x } _ ! ! (n““—m““).

m n—m n—m|a+1 m_n—ma+1
(7.3)

Wprost ze wzoru (7.3) wynikaja nastgpujace wnioski:

Whiosek 7.3. Jesli X ma rozktad jednostajny % [m,n| oraz a =7, to:
1 1

E[X]" =
n—my+1

(n7H —m7HY

Whiosek 7.4. Zachodzq wzory:

1
n —m3) = §(n2+mn+m2),

Var[X] = E[X])* — (E[X])* =

W | =

(n2+mn+m2) — (m;n)z = (n;zm) .
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7.5. Charakterystyki rozkladu trojkatnego

Zmienna losowa X jest zmienna o rozkladzie tréjkatnym
T |xo — B,xp + B],B > 0. Wtedy X ma gestosc:

%, gdy x nalezy do [xo — B, x]
g(x) = %, gdy xnalezy do [xp,xo+ B]
0, pozatym.
Wyznaczono E[X]* dlaa > 0:
xo+B
EX]* = / x*g(x)dx
P _X()*B

1 X0 B 1 xo+B 4
= 5, XO_Bx Z(X_XO_FB)d)H_ﬁ/XO x*2(xo + B —x)dx
1 [% 1

= — Kt _xa(xo—B)dx—Q—*z/xo-‘_Bx“(xo +B)—xa+1dx
B xo—B B X0

1 { w2 atl X0 1 [ xat! xat2 xo+B
= o5 (xo —B) + 25 |- (x0+B) -
B2la+2 a+1 x0-B B2 |la+1 a+2],
1 1
= —_— [(xo —B)+2 2x’6+2 + (xo +B)“+2] ) (7.4)

B2 (a+1)(a+2)
Wprost ze wzoru (7.4) wynikaja nastgpujace wnioski.
Whiosek 7.5. Jesli X ma rozktad tréjkamy 7 [xo — B,xo + B],B > 0 oraz
a=Y, to:
EX]" = %m [(xo —B)"2 — 2" 1 (x +B)7+2} .
Whiosek 7.6. Zachodzq wzory:

11
E[X] = 26 [(x0 — B)* —2:3 + (x0 + B)*] = xo,
2 11 A A ) L,
[X] “BRn [(XO_B) —2x0+ (x0 + B) ] :x0+83 ,
1 1
VarlX] = E[X]? — (EX)? = 3 + B~ = B,
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Rys. 7.4: Ggstosé rozktadu jednostajnego na odcinku [c,d|
Zrédto: opracowanie wiasne

l1/8

Ad~ >
XB X +B

Rys. 7.5: Ggstosé rozktadu tréjkatnego na odcinku [xg — B, xg + B]
Zrédto: opracowanie wlasne
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7.6. Pochodna funkcji logarytmicznej

Rozwazono funkcje f : R — (0, 4-o0) rézniczkowalna, gdzie R oznacza
zbidr liczb rzeczywistych. Wtedy:

dinf(x) _ f'(x)

dx fx)
Zatem:
_ S@dx _ df ) _df
dln f(x) = o ) = dInf IE
Ponadto:
din(i/f(@) 1 (1N, fd
=177 () F0 =T
i w konsekwencji: p
dln(l/f):——f.

f
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7.7. EIS dla rekurencyjnej funkcji uzytecznosci

Niech ¢ = (c¢y,¢p,¢3,- -+ ). Ten podrozdzial ma na celu pokazanie, ze
dla rekurencyjnej uzytecznosci opisanej przez rownanie rekurencyjne:

U(e) = ((1=b)e} +b(U(2c))P)!/*

elastycznos$¢ substytucji migdzyokresowej jest stala i réwna:

EIS=
I=p

Oznaczono ;¢ = (¢;,¢41,¢142, - - ). Rozwazono nastgpujace rownanie

U(ic) = (1 =b)ef +b(U (1+10)P)"/P.

1
Z definicji EIS = ‘M :
d1n<Ut+1/Ut)
Zauwazono, ze:
aU(tC) P pyp—! p—1
U= T - ((1 —b)c, +b(U(t+lC)) )p (1 —b)c, :
t
Zatem:
y _ (1=b)Ue)'
t — l_p Y
Ct
oraz: |
U — (l—b)(U(t+1C)) P
t+1 = 1-p )
Cit1

Uzywajac obu wyrazen otrzymano, zZe:
(CtH)l_p ( U(:c) )l_p _ U
Ct Ulr+1¢) Ut

cl‘+1 _ ( Ul )lp U([+1C). (75)

1 w konsekwencji:




Stad:

d(CH_]/Ct) - 1 ( Ul )1—1;)_1 M (76)

d(Ui/Uis1)  1=p \Ussi

Co wigcej, z rownania (7.5) wynika, ze:

U(i410) _ G+l <Ut+l) =P
U([C) Ct Ut ’

Laczac to wyrazenie z (7.6) otrzymano:

1

1 1

d(cry1/cr) _ 1 ( U )1” 1Cz+1 (Uz+1>1”: I c1 U
d(Ut/Uz+1) 1—p Ut+1 Ct U, 1—p ¢ U
Ostatecznie:

d(ciy1/ct)

oo _ 1 din(aaje) 1

dU/U1)  1—p din(U;/Uiy1) 1—p°

Ut/Ut-H
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7.8. Maksymalizacja funkcji agregujacej
Ten podrozdziat ma na celu pokazanie, ze funkcja:
f() = (pxP +q(1=x)P)'/P,  gdzie p € (0,1), p,g >0, x€[0,1],

ktéra maksymalizowano w Rozdziale 5, osiagga maksimum w punkcie

1

Amax = ——— 71 -
g\t
1+ (4)
Zauwazono, ze funkcja z — Z\/P jest rosnaca gdyz 1/p > 0. Zatem
wystarczy rozwazy¢ maksymalizacjg funkcji:

fo(x) = pxP +q(1—x)P.

Zaobserwowano, ze funkcja fp jest suma dwoéch Scisle wklestych
funkcji 1 dlatego fo jest SciSle wklesta. Niech xpnax bedzie wartoscia, w
ktorej funkcja f osiaga maksimum. Z warunku koniecznego istnienia
ekstremum wiadomo, ze:

fox) =ppxP~t —pg(1—x)P~" = 0.
W konsekwencji dla x # 1 oraz x # 0 otrzymano, ze:

P q O\ — xo T
d o o Umop =g

Zatem:
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Streszczenie

Dynamiczne modele decyzyjne z kryterium wyplaty
uwzgledniajacym ryzyko

Praca poswigcona jest ujeciu ryzyka w wieloetapowych procesach
zarzadzania kapitalem przedsigbiorstwa. Oméwiono w niej pojecie
ryzyka, podano jego rdézne definicje oraz zaprezentowano proces
zarzadzania ryzykiem. Opisano réwniez iloSciowe miary ryzyka, wartos$¢
narazong na ryzyko oraz pokazano, w jaki sposéb ryzyko moze by¢
ujete za pomoca funkcji uzytecznosci. W szczegdlnosci skupiono sig¢
na oméwieniu i wykorzystaniu gwarantowanych rownowaznikéw Krepsa
i Porteusa oraz Weila. Przy pomocy gwarantowanego réwnowaznika
Weila zaproponowano ulepszonag metod¢ NPV oceny inwestycji z
losowymi wptywami. Odzwierciedla to sytuacje inwestora ostroznego
w stosunku do ryzyka. Nastgpnie opierajac si¢ o metode agregacii,
zaproponowang przez Epsteina i Zina, biezacej wyptaty oraz wyplaty
zwigzanej ze strumieniem przyszltych inwestycji, podano optymalne
ciagi inwestycji 1 konsumpcji. Podstawowym narzedziem w badaniu
tych wieloetapowych probleméw decyzyjnych byla metoda oparta na
zasadzie programowania dynamicznego oraz zasada indukcji wsteczne;j.
W szczegbélnosci wyliczono optymalne strategie, w przypadku gdy
inwestor uwzglednia nie tylko wartos¢ oczekiwana przyszitej losowej
wyplaty, ale takze jej wyzsze momenty, np. wariancj¢. Do tego celu
wykorzystano gwarantowany rownowaznik Krepsa i Porteusa.
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Abstract

Dynamic decision models with a risk-sensitive payment criterion

This work is devoted to a study of risk in multistage capital management
processes. The PhD thesis discusses the concept of risk, provides
its various definitions and presents the risk management process. In
particular, the quantitative risk measures, the value at risk are described
and how the risk can be captured with the aid of the utility function.
Moreover, the work focuses on a discussion of two well-known certainty
equivalents: the Kreps-Porteus certainty equivalent and the Weil certainty
equivalent. With the help of the latter, an improved NPV method
of assessing investments with random payoffs was proposed. This
reflects the investor’s cautions attitude toward risk. Next, based on
the aggregation function, proposed by Epstein and Zin, of the current
payment and the payment generated by future investments, the sequences
of optimal investments and consumptions were obtained. The basic tool
in the study of these multistage decision problems was the the principle
of dynamic programming and the backward induction. In particular, the
optimal strategies were provided, when the investor takes into account not
only the expected value of the future random payoff, but also its higher
moments, for expample the variance. For this purpose, the certainty
equivalent of Kreps and Porteusa was considered.
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