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 GRUPOWANIE INDEKSÓW ŚWIATOWYCH  
NA PODSTAWIE MODELI COPULA-GARCH 

Streszczenie: W pracy zaprezentowana została próba pogrupowania danych, którymi są 
dzienne stopy zwrotu 42 indeksów światowych. Celem badania jest wyodrębnienie podgrup, 
w obrębie których istnieje silne powiązanie między indeksami. Problem grubych ogonów 
rozkładów dziennych stóp zwrotu częściowo udało się ominąć, stosując model GARCH(1,1) 
z warunkowym rozkładem t-Studenta oraz GED dla modelowania zmian tych indeksów.  
Jako miarę powiązań między poszczególnymi indeksami przyjęto współczynnik korelacji, 
który jest parametrem funkcji połączeń i t-Studenta. Na podstawie tego współczynnika zde-
finiowano miarę odległości, pozwalającą utworzyć podział na grupy taksonomiczne. 

1. Wstęp 

Celem badań jest pogrupowanie głównych indeksów światowych w grupy takso-
nomiczne. Trudnością jest wybór miary, która determinuje siłę związku między 
indeksami. Trudność ta wynika z charakterystyki rozkładów dziennych stóp zwro-
tu, dla których istnieją tzw. grube ogony. Ponadto rozkłady te cechuje duża kurtoza 
i silna asymetria. Dla modelowania wielowymiarowych rozkładów stóp zwrotu 
Embreecht [Embreecht, McNeil, Straumann 2001] zaproponował zastosowanie 
funkcji połączeń (copula function). Podejście to umożliwia rozważanie osobno roz-
kładów brzegowych i łącznego wielowymiarowego ciągłego rozkładu. Miary zależ-
ności są reprezentowane przez funkcje połączeń. Przy zastosowaniu tego podejścia 
badanie przebiega w dwóch etapach. Pierwszy etap to modelowanie rozkładów brze-
gowych, drugi zaś to modelowanie związków pomiędzy rozkładami brzegowymi. 

W prezentowanej pracy do modelowania rozkładów brzegowych zastosowano 
model GARCH(1,1) [Bollerslev 1986] z warunkowym rozkładem normalnym,  
t-Studenta oraz GED. Jako funkcję połączeń przyjęto funkcję połączeń Gaussa oraz 
t-Studenta. Zastosowanie takich modeli do badania siły powiązań między stopami 
zwrotu było dyskutowane w literaturze. Modele copuli z rozkładami brzegowymi 
GARCH(1,1) były dyskutowane m.in. w pracy [Yan, Luger 2009], w której uwagę 
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koncentruje się na sposobie estymacji nieznanych parametrów.  Praca [Roch, Alegre 
2006] ma charakter przeglądowy i dotyczy testowania funkcji połączeń dwuwymia-
rowych rozkładów przy rozkładach brzegowych typu ARMA(1,1)-GARCH(1,1). 
Przegląd modeli GARCH(1,1) z różnymi warunkowymi rozkładami modelującymi 
kurtozę i asymetrię, a następnie powiązanie ich funkcją połączeń można znaleźć w 
pracy [Jondeau, Rockinger 2006].  

Postawiono hipotezę, że w wyniku zastosowania miary budowanej na podsta-
wie  współczynnika korelacji uzyskanego z modelu Copula-Garch i zastosowania 
metody aglomeracyjnej Warda otrzymamy grupy rynków mocno ze sobą powiąza-
nych. Celem prezentowanego artykułu jest pogrupowanie głównych indeksów 
światowych reprezentujących zarówno  rynki rozwinięte, jak i rynki rozwijające 
się. Próbowano również znaleźć odpowiedź na pytanie, z którymi rynkami powią-
zany jest rynek polski.  

W badaniu przedyskutowano 42 indeksy światowe z krajów Europy, Azji, 
Ameryki i Australii. Za zmienną losową charakteryzującą zachowanie rynku przy-
jęto logarytmiczną dzienną stopę zwrotu. Za miarę podobieństwa pomiędzy dwie-
ma zmiennymi losowymi przyjęto współczynnik korelacji funkcji połączeń Gaussa 
oraz t-Studenta przy jednoczesnym modelu GARCH(1,1) dla rozkładów brzego-
wych. Te dwie funkcje połączeń różnią się w modelowaniu asymptotycznej zależ-
ności. Kopula Gaussa nie wykazuje takiej zależności, natomiast kopula t-Studenta 
modeluje tę zależność, jednakże tylko symetryczną. Kopula t-Studenta rekomen-
dowana jest przez autorów, takich jak Mashal, Zeevi [2002] oraz Breymann, Dias, 
Embbrechts [2003].  

Do wyodrębnienia podgrup zastosowano metodę Warda z macierzą odległości 
zdefiniowaną na podstawie współczynnika korelacji. 

2. Modele funkcji połączeń 

Funkcja połączeń (copula function) jest wielowymiarową dystrybuantą z jednostaj-
nymi na przedziale [0  rozkładami brzegowymi. Funkcja  jest  
d-wymiarową funkcją połączeń, jeśli spełnia następujące warunki: 

,1] :[0,1] [0,1]dC →

(1) dla wszystkich iu[0,1], (1, ...,1, ,1,...,1) ,i iu C u∈ =  
(2) dla każdego 1[0,1] , ( ,..., ) 0d

du C u u∈ = , jeśli co najmniej jedna współrzędna 
0iu = , 

(3) C jest funkcją d-rosnącą.  
Jeśli 1( ,..., ) d

nX X X R= ∈

d

będzie d-wymiarową zmienną losową o ciągłej dys-
trybuancie F: 

1 1 1( ,..., ) ( ,..., )d dF x x P X x X x= ≤ ≤ , 
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to według twierdzenia Sklara [1959] istnieje jednoznaczna funkcja połą-
czeń  taka, że: :[0,1] [0,1]dC →

( )1 1 1 1 1( , ..., ) ( , ..., ) ( ), ..., ( )d d d d dF x x P X x X x C F x F x= ≤ ≤ = , 

gdzie jest dystrybuantą rozkładu brzegowego, czyli  )(xFn

( ) (n n n n )F x P X x= ≤ , nx R∈ ,  n = 1, …, d. 

Fundamentalnym wnioskiem z twierdzenia Sklara jest fakt, że wielowymiaro-
wy ciągły rozkład i rozkłady brzegowe mogą być rozważane osobno, a miara za-
leżności między nimi może być reprezentowana funkcją połączeń. Ważną własno-
ścią tych funkcji jest to, że są niezmiennicze przez obłożenie funkcją rosnącą. 
Niech 1( , ..., )dX X X=

1, ..., :dg g R →
będzie zmienną losową typu ciągłego z funkcją połączeń C. 

Jeśli są ściśle monotoniczne odpowiednio na R 1, ..., dX X , to 
zmienna losowa ( )1 1(g X ), ..., ( )d dg X  ma też tę samą funkcję połączeń C. Z włas-
ności tej wynika fakt, że zależności strukturalne pomiędzy zmiennymi mogą być 
wyjaśniane przez funkcję połączeń niezależnie od rozkładów brzegowych. 

Podstawową klasę funkcji połączeń stanowią tzw. copule eliptyczne, do któ-
rych należy funkcja połączeń Gaussa i t-copula. Postać analityczna tych funkcji 
połączeń wynika bezpośrednio z twierdzenia Sklara. Funkcja połączeń Gaussa jest 
postaci: 

1 1( , ) ( ( ) ( ))C u uρν ν− −= Φ Φ Φ , 

gdzie  jest dystrybuantą standaryzowanego rozkładu normalnego, natomiast Φ ρΦ  
jest dystrybuantą dwuwymiarowego rozkładu normalnego z współczynnikiem korela-
cji ρ . 

Funkcja połączeń t-Studenta wyraża się jako: 
1 1

,( , ) ( ( ) ( )),C u t t u tρ η η ην ν− −=  

gdzie tη  jest dystrybuantą rozkładu t-Studenta z η stopniami swobody, natomiast 

tρη jest dystrybuantą dwuwymiarowego rozkładu t-Studenta z η stopniami swobo-
dy i współczynnikiem korelacji ρ .  

3. Rozkłady brzegowe 

W punkcie tym przedstawiono model, który został przyjęty do opisu rozkładów 
brzegowych, i sposoby jego estymacji. Niech t , y 1, ...,t T=  będzie stopą zwrotu 
danego indeksu. Podobnie jak w wielu pracach poświęconych tej tematyce założo-
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no, że spełnia ona model GARCH(1,1). W klasycznym modelu GARCH(1,1) za-
kłada się, że warunkowy rozkład iε  jest normalny. Okazuje się jednak, że rzeczy-
wiste reszty modelu mają warunkowy rozkład o grubszych ogonach niż normalny. 
W literaturze przedmiotu na ten temat zasugerowano wiele innowacji dotyczących 
założeń o kształcie rozkładów warunkowych. W prezentowanej pracy dodatkowo 
poddano próbie dwa rozkłady warunkowe: t-Studenta oraz rozkład GED. Gęstości 
tych funkcji wyrażają się następującymi wzorami. Dla rozkładu t-Studenta: 
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Rozkłady t-Studenta oraz GED, w zależności od przyjętej liczby stopni swobo-
dy η, mogą mieć grubsze ogony niż rozkład normalny. Przykładowe funkcje gęsto-
ści wyżej wymienionych rozkładów prezentuje rys. 1.  
 

 
Rys. 1. Wykresy gęstości rozkładów normalnych, t-Studenta oraz GED 

Źródło: opracowanie własne. 
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4. Estymacja parametrów funkcji połączeń 

W poprzednim punkcie poddano rozważaniom rozkłady brzegowe. W tym uwaga 
skupiona będzie na estymacji funkcji połączeń. W czasie szukania macierzy korelacji 
między k szeregami danych idealnym rozwiązaniem byłaby estymacja parametru z 
kopuli k- wymiarowej. Jednakże procedura taka, o ile może być technicznie wykonana 
w przypadku, gdy wymiar kopuli jest stosunkowo mały, jest niewykonalna w przypad-
ku bardzo dużej liczby szeregów danych. W takim przypadku najczęściej stosuje się 
dwuwymiarową funkcję połączeń dla  kolejno branych par indeksów. Pomimo tego 
ułatwienia nadal problemem jest sposób estymacji nieznanych parametrów, których np. 
w przypadku funkcji połączeń Gaussa z rozkładami brzegowymi GARCH(1,1) z roz-
kładem warunkowym normalnym jest dziewięć. 

Jeśli  będą zmiennymi losowymi odpowiednio o dystrybuantach 1 2,z z
)( ,i i iF z α wraz z odpowiadającymi im funkcjami gęstości ( , )i i if z α , nieznane pa-

rametry rozkładów brzegowych oznaczymy jako ( )1 1 2,θ α α ′′ ′= , to dystrybuanta 
dwuwymiarowego rozkładu ma postać: ( )1 2 2 2 2 2( , ; ( , );F z z F z1 1 1( , ),F z) Cθ α α θ= , 
gdzie C jest funkcją połączeń z nieznanym parametrem 2θ . Celem staje się esty-
macja parametrów ( )1 2,θ θ θ= .  

Logarytm funkcji największej wiarogodności dla próby { }1 2 1, T
t t tz z

=
 jest postaci: 

( )
2

1 1 1 2 2 2 2
1 1

( ) ln ( ; ), ( ; ); ln ( ; )
T T

t t i ti
t t

l c F z F z f z
1

i
i

θ α α θ
= =

= +∑ ∑ α
=
∑ , 

gdzie ( , )c u ν jest funkcją gęstości dla funkcji połączeń 2( , ; )C u ν θ . Przedstawiając 
funkcję jako dekompozycję dwóch składników, otrzymuje się: 

1 2 1( ) ( , ) ( )c ml l lθ θ θ θ= + . 

W modelu, który został zastosowany do obliczeń empirycznych, taka dekompozy-
cja jest możliwa. W ogólnym przypadku nie zawsze istnieje możliwość przedstawienia 
logarytmu funkcji wiarogodności jako sumy komponentów z parametrami związanymi 
tylko z rozkładami brzegowymi i parametrami związanymi tylko z funkcją połączeń 
[Patton 2006]. 

Wybrana metoda IFM [Joe, Xu 1996] polega na estymacji w pierwszym kroku 
nieznanych parametrów 1 1 2( , )θ α α=  dla rozkładów brzegowych, a następnie, w 
etapie drugim, po uzyskaniu estymatora 1̂θ  z kroku pierwszego, estymowaniu pa-

rametru 2θ  jako ( )2 1
ˆ ˆmax ,cl 2argθ θ θ= . 

Przy nałożeniu warunków regularności można wykazać [Patton 2006; Joe, Xu 
1996], zbieżność i asymptotyczną normalność estymatorów uzyskanych metodą 
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IFM. Wadą tego podejścia jest strata efektywności estymatora, ponieważ krok 
pierwszy ignoruje zależność pomiędzy  i . 1z 2z

Modyfikację problemu estymacji kopul, która poprawia efektywność estymato-
rów, można znaleźć w pracy  [Yan, Luger 2009]. 

5. Badanie empiryczne 

Badaniem objęto notowania 42 indeksów giełd światowych od dnia 2 kwietnia 
2002 r. do dnia 30 października 2008 r. Wybrano do analizy dane dotyczące wy-
branych państw Europy, Ameryki i Azji. W rozważaniach przyjęto logarytmiczną 
dzienną stopę zwrotu, definiowaną jako:  

,

, 1
ln i t

it
i t

P
z

P −

= , 

gdzie  jest ceną zamknięcia i-tego indeksu w chwili t, natomiast  jest ceną 
zamknięcia dnia poprzedniego.  

,i tP , 1i tP −

W pierwszym etapie badania dla utworzonych szeregów stóp zwrotu dokonano 
estymacji ich rozkładów, przyjmując model GARCH(1,1) z trzema wymienionymi 
wcześniej rozkładami warunkowymi: normalnym, t-Studenta i GED.  

W dalszej analizie uwzględniane były te rozkłady, dla których funkcja najwięk-
szej wiarogodności była największa. Badając poprawność doboru modelu, zasto-
sowano rozumowanie Diebold i in. [1998], które sugeruje badanie jednostajności 

 oraz ich niezależność. Jeśli itu itε  będą standaryzowanymi resztami w modelu 
GARCH(1,1) oraz 1( )F x , 2 ( )F x , )3 (F x

itu F

 będą odpowiednio dystrybuantami roz-
kładu normalnego, t-Studenta i GED, to właściwy wybór rozkładu warunkowego 
implikuje jednostajność rozkła ,2,3du ( ), 1k it kε= = . Wśród indeksów były 
takie, dla których najlepszy okazał się rozkład brzegowy GED (dla WIG-u otrzy-
mano p = 0,97). Niestety znalazły się i takie indeksy, dla których żaden rozkład nie 
był dobry (wszystkie p-value mniejsze od 0,001). 

Następnym krokiem jest estymacja parametru współczynnika korelacji funkcji 
połączeń ρ . Stosując algorytm IFM, otrzymano estymatory tego parametru po-
między kolejno branymi parami indeksów. Jako kryterium jakości dopasowania 
danych do dyskutowanych funkcji połączeń przyjęto kryterium AIC i BIC. Ponie-
waż wartości te sugerowały wybór kopuli t-Studenta, to na podstawie jej wyników 
przeprowadzono dalsze wnioskowanie. 

Do grupowania wybrano algorytm aglomeracji metodą Warda [Grabiński, Wy-
dymus, Zeliaś 1989]. Badania efektywności procedur taksonomicznych dowodzą 
wysokiej efektywności wykrywania struktury obiektów przez metodę Warda. Jako 
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miarę odległości zdecydowano się przyjąć odległość opartą na współczynniku ko-
relacji, daną wzorem: 

1ij ijd ρ= − . 

Przebieg aglomeracji otrzymany dla kopuli t-Studenta przedstawiono na rys. 2. 
Tabela 1 zawiera wyniki grupowania. 

 

 
Rys. 2. Otrzymane grupy w wyniku zastosowania miary odległości  
na podstawie współczynnika korelacji z modelu Copula-GARCH  

Źródło: opracowanie własne. 

 
Tabela 1. Otrzymane grupy w wyniku zastosowania miary odległości  
na podstawie współczynnika korelacji z modelu Copula-GARCH 

Grupy Kraje 
1 Polska, Czechy, Holandia, Węgry, Grecja, Austria, Norwegia, Turcja, Rosja 
2 Niemcy, Francja, Włochy, Hiszpania, Belgia, Szwajcaria, Wielka Brytania, Finlandia  
3 USA, Meksyk, Kanada, Chile, Argentyna 
4 Australia, Hongkong, Singapur, Korea Płd., Japonia, Tajwan, Indie, Indonezja, Malezja, 

Tajlandia 
5 Rumunia, Brazylia, Nowa Zelandia, Filipiny, Łotwa, Chiny, Estonia, Bułgaria, Słowacja  

Źródło: opracowanie własne. 
 
Analizując wyniki, można zauważyć, że druga grupa skupia indeksy najmoc-

niej ze sobą skorelowane, natomiast piąta to kraje najsłabiej skorelowane z pozo-
stałymi rynkami. Przeprowadzone badania nie uwzględniały asymptotycznej kore-
lacji, która będzie tematem następnych rozważań. 
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6. Podsumowanie 

W pracy zaprezentowana została metoda grupowania spółek na podstawie miary, 
jaką jest współczynnik korelacji funkcji połączeń Gaussa i t-Studenta. Struktury 
zmian stóp zwrotu są modelowane modelem GARCH(1,1). Jako warunkowy roz-
kład dla tego modelu przyjęto rozkład normalny, t-Studenta oraz GED. Estymacja 
współczynników funkcji połączeń jest bardzo wrażliwa na właściwy wybór rozkła-
dów brzegowych. Ponieważ istnieją  takie indeksy, które nie dały się modelować 
żadnym z zaproponowanych rozkładów warunkowych, należy poszukiwać innych 
rozkładów warunkowych, uwzględniających kurtozę i asymetrię.  

Cel pracy został częściowo osiągnięty. Prezentowana praca jest wstępem do 
bardziej wnikliwych badań, które będą obejmować zarówno modelowanie rozkła-
dów brzegowych jak i modelowanie asymptotycznej zależności. Dalsze badania 
będzie obejmować również uwzględnienie dynamicznego współczynnika korelacji 
w funkcji połączeń. 
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WORLD INDEXES CLUSTERING USING  
THE COPULA – GARCH MODELS 

Summary: The identification of similarities or dissimilarities in financial time series has 
become an important research area in finance and empirical economics. In stock markets, 
the examination of mean and variance correlations between asset returns can be useful for 
portfolio diversification and risk management purposes. A fundamental problem in cluster 
analysis of financial time series is the choice of a relevant metric. In order to capture the cor-
relation structure and the spectral behaviour of the time series, we may use measures of dis-
tance based on the correlation of t-Student Copula with the marginal GARCH(1,1) model.  

In this paper, we clustered the word indexes using the Ward method. Data used in this 
study are daily stock markets returns based on daily data for 42 of the major international stock 
markets. We created five groups where the dependence of the market indexes was strong.  
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