PRACE NAUKOWE UNIWERSYTETU EKONOMICZNEGO WE WROCLAWIU nr 107

Taksonomia 17 2010

Anna Czapkiewicz
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie

Beata Basiura
Wyzsza Szkota Zarzadzania i Bankowosci w Krakowie

GRUPOWANIE INDEKSOW SWIATOWYCH
NA PODSTAWIE MODELI COPULA-GARCH

Streszczenie: W pracy zaprezentowana zostala proba pogrupowania danych, ktérymi sa
dzienne stopy zwrotu 42 indeksow §wiatowych. Celem badania jest wyodrgbnienie podgrup,
w obrgbie ktorych istnieje silne powiazanie migdzy indeksami. Problem grubych ogonow
rozktadow dziennych stop zwrotu czgsciowo udato si¢ ominaé, stosujac model GARCH(1,1)
z warunkowym rozkladem #-Studenta oraz GED dla modelowania zmian tych indeksow.
Jako miarg powiazan migdzy poszczegdlnymi indeksami przyjeto wspdtczynnik korelacji,
ktory jest parametrem funkcji potaczen i t-Studenta. Na podstawie tego wspotczynnika zde-
finiowano miarg odlegtosci, pozwalajaca utworzy¢ podzial na grupy taksonomiczne.

1. Wstep

Celem badan jest pogrupowanie gléwnych indeksow §wiatowych w grupy takso-
nomiczne. Trudnos$cig jest wybdr miary, ktora determinuje sile zwiazku miedzy
indeksami. Trudno$¢ ta wynika z charakterystyki rozkltadéow dziennych stop zwro-
tu, dla ktorych istnieja tzw. grube ogony. Ponadto rozktady te cechuje duza kurtoza
i silna asymetria. Dla modelowania wielowymiarowych rozktadow stop zwrotu
Embreecht [Embreecht, McNeil, Straumann 2001] zaproponowat zastosowanie
funkcji potaczen (copula function). Podej$cie to umozliwia rozwazanie osobno roz-
ktadéw brzegowych i facznego wielowymiarowego ciaglego rozktadu. Miary zalez-
nosci sa reprezentowane przez funkcje polaczen. Przy zastosowaniu tego podejscia
badanie przebiega w dwoch etapach. Pierwszy etap to modelowanie rozktadow brze-
gowych, drugi za$ to modelowanie zwiazkow pomigdzy rozktadami brzegowymi.

W prezentowanej pracy do modelowania rozktadéw brzegowych zastosowano
model GARCH(1,1) [Bollerslev 1986] z warunkowym rozktadem normalnym,
t-Studenta oraz GED. Jako funkcje potaczen przyjeto funkcje polaczen Gaussa oraz
t-Studenta. Zastosowanie takich modeli do badania sily powiazan miedzy stopami
zwrotu bylo dyskutowane w literaturze. Modele copuli z rozktadami brzegowymi
GARCH(1,1) byly dyskutowane m.in. w pracy [Yan, Luger 2009], w ktorej uwage
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koncentruje si¢ na sposobie estymacji nieznanych parametrow. Praca [Roch, Alegre
2006] ma charakter przegladowy i dotyczy testowania funkcji potaczen dwuwymia-
rowych rozktadow przy rozkladach brzegowych typu ARMA(1,1)-GARCH(1,1).
Przeglad modeli GARCH(1,1) z ré6znymi warunkowymi rozktadami modelujacymi
kurtoze i asymetrig, a nastgpnie powiazanie ich funkcja potaczen mozna znalez¢ w
pracy [Jondeau, Rockinger 2006].

Postawiono hipoteze, ze w wyniku zastosowania miary budowanej na podsta-
wie wspotczynnika korelacji uzyskanego z modelu Copula-Garch i zastosowania
metody aglomeracyjnej Warda otrzymamy grupy rynkéw mocno ze soba powiaza-
nych. Celem prezentowanego artykutlu jest pogrupowanie gltéwnych indeksow
$wiatowych reprezentujacych zaré6wno rynki rozwinigte, jak i rynki rozwijajace
si¢. Probowano réwniez znalez¢ odpowiedz na pytanie, z ktorymi rynkami powia-
zany jest rynek polski.

W badaniu przedyskutowano 42 indeksy $wiatowe z krajow Europy, Azji,
Ameryki i Australii. Za zmienng losowa charakteryzujaca zachowanie rynku przy-
jeto logarytmiczng dzienng stopg zwrotu. Za miar¢ podobienstwa pomigdzy dwie-
ma zmiennymi losowymi przyjgto wspotczynnik korelacji funkcji potaczen Gaussa
oraz t-Studenta przy jednoczesnym modelu GARCH(1,1) dla rozktadow brzego-
wych. Te dwie funkcje potaczen réznia si¢ w modelowaniu asymptotycznej zalez-
nosci. Kopula Gaussa nie wykazuje takiej zaleznos$ci, natomiast kopula #-Studenta
modeluje t¢ zalezno$¢, jednakze tylko symetryczna. Kopula z-Studenta rekomen-
dowana jest przez autoroéw, takich jak Mashal, Zeevi [2002] oraz Breymann, Dias,
Embbrechts [2003].

Do wyodrgbnienia podgrup zastosowano metod¢ Warda z macierza odleglosci
zdefiniowana na podstawie wspotczynnika korelacji.

2. Modele funkcji polaczen

Funkcja potaczen (copula function) jest wielowymiarowa dystrybuanta z jednostaj-
nymi na przedziale [0,1] rozktadami brzegowymi. Funkcja C:[0,1] —[0,1] jest
d-wymiarowga funkcja potaczen, jesli spelnia nastepujace warunki:

(1) dla wszystkich u, €[0,1], C(1,...1, u;,1,....1)=u,,

(2) dla kazdego u [O,I]d,C(ul,...,ud) =0, jesli co najmniej jedna wspotrzedna
u, =0,

(3) C jest funkcja d-rosnaca.

Jesli X =(X,,...X,)e R? bedzie d-wymiarowa zmienna losowa o ciaglej dys-
trybuancie F:

F(x,...x;)=P(X, <x,...X,<x,),
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to wedlug twierdzenia Sklara [1959] istnieje jednoznaczna funkcja pola-
czen C:[0,1] —[0,1] taka, ze:

F(x,... x;)=P(X, <x,...., X, Sxd)=C(Fl(x1),...,Fd(xd)),
gdzie F; (x) jest dystrybuanta rozktadu brzegowego, czyli
F,(x,)=P(X,<x,), x,eR,n=1,...4d.

Fundamentalnym wnioskiem z twierdzenia Sklara jest fakt, ze wielowymiaro-
wy ciagly rozklad i rozktady brzegowe moga by¢ rozwazane osobno, a miara za-
lezno$ci migdzy nimi moze by¢ reprezentowana funkcja polaczen. Wazna wlasno-
scia tych funkcji jest to, ze sa niezmiennicze przez obtozenie funkcja rosnaca.
Niech X =(X,..., X,) bedzie zmienna losowa typu ciagtego z funkcja polaczen C.
Jesli g,...,g, :R— Rsa SciSle monotoniczne odpowiednio na X,,..,X,, to
zmienna losowa ( (X)), ..., g, (X d)) ma tez t¢ sama funkcj¢ potaczen C. Z wlas-
nosci tej wynika fakt, ze zalezno$ci strukturalne pomigdzy zmiennymi moga by¢
wyjasniane przez funkcje potaczen niezaleznie od rozktadéw brzegowych.

Podstawowa klasg funkcji potaczen stanowia tzw. copule eliptyczne, do kto-
rych nalezy funkcja potaczen Gaussa i f-copula. Posta¢ analityczna tych funkcji
potaczen wynika bezposrednio z twierdzenia Sklara. Funkcja potaczen Gaussa jest
postaci:

Cu,) =@ (@' w)d™'(v)),

gdzie @ jest dystrybuanta standaryzowanego rozkiadu normalnego, natomiast @,

jest dystrybuanta dwuwymiarowego rozktadu normalnego z wspotczynnikiem korela-
cji p.
Funkcja potaczen ¢-Studenta wyraza sie jako:

C (uv)=t,,(t, " W, (),

gdzie 7, jest dystrybuanta rozktadu #-Studenta z # stopniami swobody, natomiast

{,, jest dystrybuanta dwuwymiarowego rozkladu -Studenta z # stopniami swobo-

dy 1 wspotczynnikiem korelacji p.

3. Rozklady brzegowe

W punkcie tym przedstawiono model, ktory zostat przyjety do opisu rozktadow
brzegowych, i sposoby jego estymacji. Niech y,, t=1,...,T bedzie stopa zwrotu
danego indeksu. Podobnie jak w wielu pracach poswigconych tej tematyce zatozo-
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no, ze spelnia ona model GARCH(1,1). W klasycznym modelu GARCH(1,1) za-
ktada sig, ze warunkowy rozktad ¢; jest normalny. Okazuje si¢ jednak, ze rzeczy-
wiste reszty modelu maja warunkowy rozktad o grubszych ogonach niz normalny.
W literaturze przedmiotu na ten temat zasugerowano wiele innowacji dotyczacych
zatozen o ksztalcie rozktadow warunkowych. W prezentowanej pracy dodatkowo
poddano probie dwa rozktady warunkowe: #-Studenta oraz rozktad GED. Gestosci
tych funkcji wyrazaja si¢ nast¢pujacymi wzorami. Dla rozktadu #-Studenta:
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Rozktady #-Studenta oraz GED, w zaleznosci od przyjetej liczby stopni swobo-
dy 7, moga mie¢ grubsze ogony niz rozktad normalny. Przyktadowe funkcje ggsto-
$ci wyzej wymienionych rozktadow prezentuje rys. 1.
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Rys. 1. Wykresy gestosci rozktadow normalnych, #-Studenta oraz GED

Zrodto: opracowanie wlasne.
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4. Estymacja parametrow funkcji polaczen

W poprzednim punkcie poddano rozwazaniom rozklady brzegowe. W tym uwaga
skupiona bedzie na estymacji funkcji potaczen. W czasie szukania macierzy korelacji
miedzy k szeregami danych idealnym rozwiazaniem bylaby estymacja parametru z
kopuli &- wymiarowej. Jednakze procedura taka, o ile moze by¢ technicznie wykonana
w przypadku, gdy wymiar kopuli jest stosunkowo maty, jest niewykonalna w przypad-
ku bardzo duzej liczby szeregéw danych. W takim przypadku najczgsciej stosuje si¢
dwuwymiarowa funkcje¢ potaczen dla kolejno branych par indeksow. Pomimo tego
utatwienia nadal problemem jest sposob estymacji nieznanych parametrow, ktorych np.
w przypadku funkcji polaczen Gaussa z rozktadami brzegowymi GARCH(1,1) z roz-
ktadem warunkowym normalnym jest dziewigc.

Jesli z,z, beda zmiennymi losowymi odpowiednio o dystrybuantach

F,(z;,a;) wraz z odpowiadajacymi im funkcjami gestosci f(z;,¢;) , nieznane pa-
rametry rozkladow brzegowych oznaczymy jako 6, =(¢f,a}) , to dystrybuanta
dwuwymiarowego rozkladu ma postat: F(z,,z,;0)=C(F(z,),F,(z,,0,):6,),
gdzie C jest funkcjq pofaczen z nieznanym parametrem &, . Celem staje si¢ esty-
macja parametrow 6=(6,,6,).

Logarytm funkcji najwigkszej wiarogodnosci dla proby {Zn 22y }tT:l jest postaci:

T
1(09) :Zln C(F1(Zt130‘1):Fz(Zﬂ;az);@z)+Zzlnfi(zzi?ai)a

t=1 t=1 i=l

gdzie c(u,v)jest funkcja gestosci dla funkcji polaczen C(u,v;6,). Przedstawiajac
funkcje jako dekompozycje dwoch sktadnikéw, otrzymuje sig:

l(e)zlc(el992)+lm(91)

W modelu, ktory zostat zastosowany do obliczen empirycznych, taka dekompozy-
cja jest mozliwa. W ogdélnym przypadku nie zawsze istnieje mozliwos¢ przedstawienia
logarytmu funkcji wiarogodnosci jako sumy komponentéw z parametrami zwiazanymi
tylko zrozktadami brzegowymi i parametrami zwiazanymi tylko z funkcja potaczen
[Patton 2006].

Wybrana metoda IFM [Joe, Xu 1996] polega na estymacji w pierwszym kroku
nieznanych parametrow 6, =(¢,,a,) dla rozkladow brzegowych, a nastgpnie, w

etapie drugim, po uzyskaniu estymatora él z kroku pierwszego, estymowaniu pa-
rametru &, jako 92 :argmaxlc(él,@z).

Przy nalozeniu warunkéw regularnosci mozna wykaza¢ [Patton 2006; Joe, Xu
1996], zbieznos¢ i asymptotyczna normalno$¢ estymatoréw uzyskanych metoda
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IFM. Wada tego podejscia jest strata efektywnosci estymatora, poniewaz krok
pierwszy ignoruje zalezno$¢ pomigdzy z, i z,.

Modyfikacje problemu estymacji kopul, ktéra poprawia efektywno$¢ estymato-
row, mozna znalez¢ w pracy [Yan, Luger 2009].

5. Badanie empiryczne

Badaniem objeto notowania 42 indeksoéw gietd $wiatowych od dnia 2 kwietnia
2002 r. do dnia 30 pazdziernika 2008 r. Wybrano do analizy dane dotyczace wy-
branych panstw Europy, Ameryki i Azji. W rozwazaniach przyjeto logarytmiczna
dzienna stopg zwrotu, definiowana jako:

it p

it—1

gdzie B, jest cena zamknigcia i-tego indeksu w chwili 7, natomiast B, | jest cena

it—1

zamknigcia dnia poprzedniego.

W pierwszym etapie badania dla utworzonych szeregéw stop zwrotu dokonano
estymacji ich rozkladow, przyjmujac model GARCH(1,1) z trzema wymienionymi
weczesniej rozkladami warunkowymi: normalnym, #-Studenta i GED.

W dalszej analizie uwzgledniane byty te rozktady, dla ktoérych funkcja najwick-
szej wiarogodnosci byla najwigksza. Badajac poprawno$¢ doboru modelu, zasto-
sowano rozumowanie Diebold i in. [1998], ktore sugeruje badanie jednostajnosci
u,, oraz ich niezalezno$¢. Jesli ¢, beda standaryzowanymi resztami w modelu
GARCH(1,1) oraz F(x), F,(x), F;(x) beda odpowiednio dystrybuantami roz-
ktadu normalnego, #-Studenta i GED, to wlasciwy wybdr rozktadu warunkowego
implikuje jednostajno$¢ rozktadu u, =F,(¢,), k=1,2,3. Wsrdd indekséw byly
takie, dla ktorych najlepszy okazat si¢ rozktad brzegowy GED (dla WIG-u otrzy-
mano p = 0,97). Niestety znalazly sig i takie indeksy, dla ktorych zaden rozktad nie
byt dobry (wszystkie p-value mniejsze od 0,001).

Nastepnym krokiem jest estymacja parametru wspdtczynnika korelacji funkcji
polaczen p. Stosujac algorytm IFM, otrzymano estymatory tego parametru po-

migdzy kolejno branymi parami indeksow. Jako kryterium jakos$ci dopasowania
danych do dyskutowanych funkcji potaczen przyjeto kryterium AIC i BIC. Ponie-
waz warto$ci te sugerowaty wybor kopuli #-Studenta, to na podstawie jej wynikow
przeprowadzono dalsze wnioskowanie.

Do grupowania wybrano algorytm aglomeracji metoda Warda [Grabinski, Wy-
dymus, Zelia§ 1989]. Badania efektywnos$ci procedur taksonomicznych dowodza
wysokiej efektywnosci wykrywania struktury obiektéw przez metode Warda. Jako
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miarg odlegloséci zdecydowano si¢ przyja¢ odleglos¢ oparta na wspotczynniku ko-
relacji, dana wzorem:

dij.:l—pij.

Przebieg aglomeracji otrzymany dla kopuli #-Studenta przedstawiono na rys. 2.
Tabela 1 zawiera wyniki grupowania.
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Rys. 2. Otrzymane grupy w wyniku zastosowania miary odleglosci
na podstawie wspotczynnika korelacji z modelu Copula-GARCH

Zr6dto: opracowanie wiasne.

Tabela 1. Otrzymane grupy w wyniku zastosowania miary odleglosci
na podstawie wspotczynnika korelacji z modelu Copula-GARCH

Grupy Kraje

1 Polska, Czechy, Holandia, Wegry, Grecja, Austria, Norwegia, Turcja, Rosja
2 Niemcy, Francja, Wlochy, Hiszpania, Belgia, Szwajcaria, Wielka Brytania, Finlandia
3 USA, Meksyk, Kanada, Chile, Argentyna
4

Australia, Hongkong, Singapur, Korea Pid., Japonia, Tajwan, Indie, Indonezja, Malezja,
Tajlandia

5 Rumunia, Brazylia, Nowa Zelandia, Filipiny, Lotwa, Chiny, Estonia, Butgaria, Stowacja

Zrodto: opracowanie wlasne.

Analizujac wyniki, mozna zauwazy¢, ze druga grupa skupia indeksy najmoc-
niej ze soba skorelowane, natomiast piata to kraje najstabiej skorelowane z pozo-
stalymi rynkami. Przeprowadzone badania nie uwzgledniaty asymptotycznej kore-
lacji, ktora bedzie tematem nastgpnych rozwazan.
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6. Podsumowanie

W pracy zaprezentowana zostata metoda grupowania spétek na podstawie miary,
jaka jest wspotczynnik korelacji funkcji potaczen Gaussa i #-Studenta. Struktury
zmian stop zwrotu sa modelowane modelem GARCH(1,1). Jako warunkowy roz-
ktad dla tego modelu przyjeto rozktad normalny, #-Studenta oraz GED. Estymacja
wspotczynnikow funkcji potaczen jest bardzo wrazliwa na wlasciwy wybor rozkta-
dow brzegowych. Poniewaz istnieja takie indeksy, ktore nie daty si¢ modelowac
zadnym z zaproponowanych rozktadow warunkowych, nalezy poszukiwa¢ innych
rozktadow warunkowych, uwzgledniajacych kurtozg i asymetrig.

Cel pracy zostal cze$ciowo osiagnigty. Prezentowana praca jest wstgpem do
bardziej wnikliwych badan, ktore beda obejmowaé zard6wno modelowanie rozkla-
dow brzegowych jak i modelowanie asymptotycznej zalezno$ci. Dalsze badania
bedzie obejmowac rowniez uwzglednienie dynamicznego wspolczynnika korelacji
w funkcji potaczen.
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WORLD INDEXES CLUSTERING USING
THE COPULA — GARCH MODELS

Summary: The identification of similarities or dissimilarities in financial time series has
become an important research area in finance and empirical economics. In stock markets,
the examination of mean and variance correlations between asset returns can be useful for
portfolio diversification and risk management purposes. A fundamental problem in cluster
analysis of financial time series is the choice of a relevant metric. In order to capture the cor-
relation structure and the spectral behaviour of the time series, we may use measures of dis-
tance based on the correlation of t-Student Copula with the marginal GARCH(1,1) model.

In this paper, we clustered the word indexes using the Ward method. Data used in this
study are daily stock markets returns based on daily data for 42 of the major international stock
markets. We created five groups where the dependence of the market indexes was strong.
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