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ODPORNE MACIERZE KOWARIANCJI
W KONSTRUKCJI PORTFELA

Streszczenie: Zatozenia klasycznych metod statystycznych wykorzystywanych w teorii
portfela zazwyczaj nie sg spetnione (np. rozklad stop zwrotu nie jest rozkladem normal-
nym), dlatego wskazane jest poszukiwanie alternatywnych metod, ktdrych zatozenia beda
spetnione w praktyce. Takimi metodami moga by¢ metody odporne. Celem artykutu jest za-
prezentowanie odpornych macierzy kowariancji, opisanie ich podstawowych wtasciwosci
oraz metod wyznaczania. Dodatkowo w artykule przeprowadzono analiz¢ mozliwosci i za-
sadnosci zastosowania macierzy odpornych w praktyce.

1. Wstep

W klasycznej statystyce, nawet w najprostszych sytuacjach, wystepuja zatozenia
(jawne badz ukryte) m.in. o losowosci i niezaleznosci, o rozktadach prawdopodo-
bienstwa danej proby. Zatozenia te niekoniecznie musza by¢ rzeczywiste, jednakze
matematycznie sa one wygodne. W praktyce nawet niewielkie odstepstwa od zbyt
wygorowanych zatozen moga spowodowaé w efekcie niewlasciwe wnioski. W celu
uniknigcia blednych wnioskéw, nawet w przypadku gdy odstepstwa od zalozen sa
niewielkie, zaproponowano metody odporne. Odporno$¢ rozumiana jest jako nie-
wrazliwo$¢ na niewielkie odchylenia od zatozen [Huber, Ronchetti 2009]. Staty-
styka odporna koncentruje si¢ gtownie na odstepstwach od rozktadu prawdopodo-
bienstwa (zazwyczaj gaussowskiego), gdzie nieznaczne zmiany w rozktadzie (kto-
ry jest funkcja) przekladaja si¢ na niewielkie zmiany w estymatorach (ktore
sa liczba). Sama koncepcja i metody statystyki odpornej zostaty zapoczatkowane
w latach 50. XX wieku.

Klasyczna statystyka jest rowniez (a nawet nadmiernie czgsto) stosowana w
teorii portfela, mimo iz stopy zwrotu nie maja rozktadu normalnego [Jajuga 2000].
Zatem wskazane jest poszukiwanie innych metod niz klasyczne, ktore beda bar-
dziej doktadne i adekwatne do modelu. Takimi metodami moga by¢ np.: metody
odporne, ktore nie zaktadaja okreslonego rozktadu stop zwrotu. Istnieje wiele me-
tod odpornych i algorytmow, jednak niedoktadna wiedza oraz poziom skompliko-
wania moze doprowadzi¢ do wyboru nieodpowiedniej metody i w efekcie przyczy-
nic¢ si¢ do nieprawdziwych wnioskow [Kaszuba 2009].
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Celem artykutu jest zaprezentowanie odpornych macierzy kowariancji, zebra-
nie ich podstawowych wlasciwos$ci oraz analiza mozliwos$ci i zasadnosci zastoso-
wania macierzy odpornych w praktyce. W artykule pokazano réwniez mozliwos$ci
zastosowania macierzy odpornych w konstrukcji portfela.

2. Odpornos¢ statystyczna w teorii portfela

W teorii portfela wielu spotek [Markowitz 1952] wyliczenie optymalnych udzia-
16w w portfelu sprowadza si¢ do odpowiedniego wyestymowania parametrow
sredniej 1 kowariancji. W klasycznym przypadku zaktada sig, ze rozklad stop zwro-
tu pochodzi z rozktadu normalnego.

W przypadku odpornym zaklada sig, ze rozktad stop zwrotu zawiera obserwa-
cje zaghuszajace. Jednym z modeli, ktory dobrze okres§la powyzsze zatozenie, moze
by¢ model, gdzie rozktad stop zwrotu pochodzacy z wielowymiarowego rozktadu
normalnego zagtuszany jest innym wielowymiarowym rozktadem:

F(G)=(1-&)F +&G, 0<8<%,

gdzie F jest wielowymiarowym rozktadem normalnym, natomiast G jest rozktadem
zagluszajacym. Przy zastosowaniu takiego modelu do rozktadu stoép zwrotu zakta-
da sig, ze danego dnia stopy zwrotu pochodza albo z gtdownego rozktadu (normal-
nego), albo z rozktadu zaghiszajacego. Takie zalozenie jest prawdziwe, gdy istnieja
duze zaleznosci pomigdzy stopami zwrotu wszystkich spotek, co w praktyce nie
jest spelnione. Powyzszy model ¢-zaburzony zaktadany jest m.in. przy wyznacze-
niu estymatoréw MCD i MVE.

Innym modelem odpornym, bardziej praktycznym, moze by¢ nastgpujacy mo-
del e-zaburzony:

F.(G)=(-E)F +EG, gdzie E=diag([s, &, ... &,)), 0<gi<%

Jak mozna zauwazy¢, nie ma w tym przypadku zatozenia o zaleznosci rozkta-
dow stop zwrotu, zatem powyzszy model jest lepiej dostosowany do wielowymia-
rowej analizy odpornej rozktadéw stop zwrotu. Powyzszy model wykorzystywany
jest w metodzie szacowania poszczeg6lnych elementow macierzy kowariancji dla
par zmiennych losowych.

Mozna zauwazy¢ na powyzszych modelach, ze przy wyborze odpornych metod
niezbedne jest doktadne okreslenie zaktadanego modelu, a nastgpnie wyszukanie
najbardziej odpowiedniej metody (o okreslonej efektywnosci, punkcie zatamania,
funkcji wplywu itp.). W przypadku nieodpowiedniego doboru lub niewystarcza-
jacej wiedzy efekt zastosowania wybranej metody moze by¢ odwrotny do oczeki-
wanego.
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3. MVE — Minimum Volume Ellipsoid

Pierwsza omawiana klasa estymatorow macierzy kowariancji bgda S-estymatory
MVE i MCD o wysokim punkcie zatamania, dla ktorych funkcje o sa nierdznicz-

kowalne, stad p(d;)=0 lub p(d;)=1. Metoda najmniejszej objgtosci elipsoidy
(Minimum Volume Ellipsoid — MVE) zaproponowana przez Rousseeuw [1984]
polega na wybraniu najmniejszej elipsoidy zawierajacej co najmniej 4 elementow
ze zbioru X ={x,,...,x,)c R?. Macierz kowariancji wyliczona dla zbioru ele-

mentow z najmniejszej elipsoidy nazywa si¢ estymatorem MVE, natomiast srodek
najmniejszej elipsoidy jest estymatorem MVE parametru potozenia. W celu wy-
znaczenia estymatora MVE rozwazmy nastgpujacy problem:

(L,S)= argmin d>(p,S), (1)
(u,S)ellis"‘lePD@)

gdzie SPD(p) jest zbiorem wszystkich dodatnio okre$lonych, symetrycznych ma-

cierzy SeR"P. Macierz S moze by¢ nazwana ,,macierza ksztaltu”, poniewaz
okresla ona ksztalt elipsoidy, a nie jej wielkos¢, stad |§|=1. Wyrazenie d ,f (r,S)
okresla h-ta wartos¢ porzadkowa odleglosci kwadratowej pomigdzy

2 va-1 . . .
x;oraz p:d,; (n,S) ={(x;, —pn)'S™ (X, —p);1 <i<n},. Stad estymator MVE jest
okreslony przez:

(B, 2) = (,c(n. p, h)d}; (1. 9)S).
gdzie c(n, p, h) jest wspotczynnikiem korekcyjnym.

W celu maksymalizacji punktu zatlamania nalezy wybra¢ warto$¢

= [L“
2
na, gdy co najmniej pie¢ obserwacji przypada na jeden wymiar, czyli n/p>S5.

}zg [Lopuha, Rousseeuw 1991]. Metoda MVE jest rekomendowa-

Algorytm wyznaczania estymatora MVE mozna znalez¢ w pracach takich autorow,
jak Maronna, Martin, Yohai [2006] lub Agullo [1996].

Dla tej macierzy kowariancji zaktada sig, ze zagluszenia rozkladu sa jak w mo-
delu pierwszym, opisanym w pkt 2.

4. MCD

Celem metody minimalnego wyznacznika macierzy kowariancji (Minimum Cova-
riance Determinant — MCD) zaproponowanej przez Rousseeuw [1985] jest znale-
zienie /1 obserwacji (sposrod wszystkich n obserwacji), dla ktorych klasyczna ma-
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cierz kowariancji ma najmniejszy wyznacznik. Estymatorem MCD parametru po-
lozenia jest wtedy $rednia tych 4 punktow, natomiast estymatorem MCD parametru
rozproszenia (skali) jest macierz kowariancji wyliczona dla otrzymanych / punk-
tow. Formalnie estymator MCD mozna zdefiniowaé (zachowujac wczesniejsze
oznaczenia) w nastepujacy sposob:

h
(B,X)= argmin ».d’(p,X) .

(m,E)eRPxSPD(p) i=1

Punkt zatamania estymatora MCD jest taki sam jak punkt zalamania estymato-
ra MVE, jednak estymator MCD ma wigcej zalet niz MVE. Efektywnos¢ estymato-
ra MCD jest lepsza, poniewaz jest asymptotycznie normalny [Butler, Davies, Jhun
1993], natomiast MVE ma w tym przypadku nizszy wspotczynnik zbieznosci
[Davies 1992], co powoduje duzo nizsza asymptotyczna efektywnos¢. Lepsze do-
pasowanie estymatora MCD sprawia, ze jest bardzo uzyteczny przy wyliczeniu
estymatorow w regresji jednokrokowej. Ponadto estymator MCD jest kluczowym
sktadnikiem estymatoréw hybrydowych opisanych przez autordéw, takich jak Wo-
odruff i Rocke oraz w liniowej analizie dyskryminacyjnej o wysokim punkcie za-
tamania opisywanej przez Hawkinsa i McLachlana [Rousseeuw 1985].

W celu wyliczenia estymatora MCD niezbedne bytoby poréwnanie wszystkich

n
[h] zbiorow, co w przypadku duzej liczby danych i wielu wymiarow powodowa-

loby diugi czas obliczenia. Dlatego do obliczenia estymatora MCD mozna uzy¢
metody FAST-MCD polegajacej na probkowaniu, ktora zostata zaproponowana i
opisana przez autordow, takich jak Rousseuw i van Driessen [1999].

Wyniki symulacyjne i empiryczne pokazuja, ze metoda FAST-MCD daje ,,do-
bre” wyniki, czas obliczen za§ w poroéwnaniu z innymi metodami dla estymacji
MCD jest duzo krotszy.

Dla tej macierzy kowariancji zaktada sig, ze zagluszenia rozktadu sa jak w mo-
delu pierwszym, opisanym w pkt 2.

5. Estymator OGK

Zortogonalizowany estymator Gnanadesikana i Ketteringa (Orthogonalised Gna-
nadesikan-Kettenring — OGK) jest oparty na metodzie szacowania poszczegdlnych
elementow macierzy kowariancji dla par zmiennych losowych (pairwise estima-
tes). Estymator OGK jest modyfikacja estymatora zaproponowanego przez auto-
row, takich jak Gnanadesikan i Kettenring [1972] , gdzie dla kazdej pary estymato-
row X;, X; wyliczana jest odporna kowariancja:

cov(X;, X;) =%(0'(Xi +X)’ - (X, - X)) . )
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gdzie o jest odpornym estymatorem wariancji (np.: odchylenie medianowe). Nieste-
ty, otrzymana w ten sposob macierz nie zawsze jest dodatnio okreslona i afinicznie
ekwiwariantna. Maronna i Zamar [2002] zaproponowali modyfikacj¢ macierzy GK
oparta na dekompozycji na wektory wlasne, co pozwolilo na osiagnigcie dodatniej
okreslonosci i afinicznej ekwiwariancji. Estymator macierzy kowariancji wyliczany
jest w nastgpujacy sposob (szczegotowy algorytm znajduje si¢ m.in. w [Maronna,
Zamar 2002] lub [Maronna, Martin, Yohai 2006]): najpierw wyliczona jest macierz
Tza pomoca estymatora GK, nastepnie tworzona jest dekompozycja na wektory

wlasne £=UAU". W kolejnym kroku tworzone jest odwzorowanie danych na
bazie wektorow wlasnych, nastgpnie estymuje si¢ wariancj¢ w nowym ukladzie
wspotrzednych, w ostatnim kroku za$ nastgpuje wyliczenie macierzy OGK wedtug

wzoru £=UI'U", gdzie I' jest macierza diagonalna dla wariancji wyestymowanej
w kroku 4. Punkt zatamania tego estymatora jest nie mniejszy od punktu zalamania
estymatora wariancji uzytego do wyliczenia macierzy GK we wzorze (2).

Dla tej macierzy kowariancji zaktada sig, ze zagluszenia rozktadu sa zgodne z
drugim modelem, opisanym w pkt 2.

6. CM-estymatory

Kent i Tyler [1996] zaproponowali ograniczone M-estymatory (constrained
M-estimates, CM-estimates), ktore tacza cechy dobrej lokalnej odpornosci
M-estymatoréw oraz dobrej globalnej odpornosci S-estymatorow. GM-estymatory
wylicza si¢ wedlug nastgpujacego wzoru:

(i,£)= argmin {lzn:p(diz)+%log|2|}

(n.8)eRPxSPD(p) (1 =1

przy ograniczeniach:
1 n
=Y pdH<e,
s

gdzie df(p,)i) =(x; — u)’ﬁ‘._l(xi —p) oraz funkcjapjest ograniczona. Dzigki
statym regulujacym CM-estymatory umozliwiaja odpowiednie dobranie funkcji
wptywu oraz efektywnosci estymatora. Dodatkowo modyfikacja efektywno$ci nie
ma wplywu na punkt zatamania [Kent, Tyler 2001]. Za funkcje o mozna przyjaé

np. zmodyfikowang funkcj¢ podwdjnie wazona (translated biweight):

d, 0<d<m

d—m
c

0, d>M+c

»\2
p'(d;e,M)= d(l—( j ] , M<d<M+c,
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ktora zwigksza efektywnos¢ CM-estymatora w poréwnaniu z funkcja podwojnie
kwadratowa. Wigcej na temat wlasciwosci powyzszej funkcji mozna znalez¢ np.
w pracach autoréw, takich jak P. Filzmoser, R. Maronna i M. Werner [2008] lub
Rocke [1996].

Dla tej macierzy kowariancji zaktada sig, ze zagluszenia rozkladu sa jak w mo-
delu pierwszym, opisanym w pkt 2.

7. Praktyczne zastosowanie

W tej czg$ci zostang opisane mozliwosci zastosowan wymienionych metod na pod-
stawie danych symulacyjnych oraz historycznych.
W przypadku danych symulacyjnych wygenerowano dane z nastgpujacej mieszan-

1 0,8
ki rozktadow: F =(1-0,06)N(z4,%,)+0,06N(1,,%Z,), gdzie Z1:(08 i J’

4 36
=0 0, %, = ’
H ( )’ 2 (—3,6 4

czg$ci 2 artykutu, najlepszymi estymatorami dla tego modelu sa estymatory MCD
i MVE.

Na rysunku 1 wyznaczone sa obszary eliptyczne dla zasymulowanych danych,
dla macierzy MCD 1 klasycznej macierzy kowariancji (w przypadku pozostatych
macierzy wyniki sa zblizone). Obserwacje 46-50 sa obserwacjami wygenerowa-
nymi z rozktadu zagluszajacego.

Jak mozna zauwazy¢, w tym przypadku obszar eliptyczny klasycznej macierzy
kowariancji nie odrzuca nietypowych obserwacji 46 i 48, ktore odrzucane sa przez

J, i, =(0 0). Zatem, jak mozna zauwazy¢ w
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Rys. 1. Obszary eliptyczne estymatora MCD

Zrbdto: opracowanie wiasne.
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MCD. Dodatkowo, w przypadku wyliczenia obszaru eliptycznego klasycznej ma-
cierzy dla obserwacji niezaghiszonych, obszar ten jest zblizony do obszaru wyzna-
czonego przez MCD. Zatem gdy dane pochodza z rozkladu zagluszonego, lepszym
dopasowaniem cechuja si¢ estymatory odporne (wniosek ten wyptywa z przestanek
teoretycznych).

Dane historyczne, dla ktérych zostal zobrazowany przyktad praktyczny, po-
chodza z GPW w Warszawie, za$ liczba spotek i analizowany okres nie maja w
tym przypadku wplywu na wnioski z danego przyktadu. Analizowane sa logaryt-
miczne stopy zwrotu dla losowo wybranych spotek Agora, PEKAO, PKN Orlen,
PKO BP, TPSA z przyktadowego okresu 18.02.2009-14.04.2009. Celem przyktadu
jest jedynie zobrazowanie réznic pomigdzy poszczegolnymi estymatorami.

Dla estymatorow MCD, OGK, CM-estymatora oraz klasycznego estymatora
macierzy kowariancji wyliczono portfele, a nastgpnie policzono ich wagi w zalez-
nosci od ryzyka i stopy zwrotu. Rysunek 2 przedstawia wyliczone w ten sposob
wagi.

0.0222 0.0231 0.0302 0.0417  Ryzyko

® prorien | Klasyczna
B PKOBP
| TPsA

08

B AGORA
B PEKAQ MCD
B PKNORLEN
B PKOBP
| TPSA

\ | | | | L W AGORA
ml W PEKAD
| | = paoRien | CM

| PKOBP

08 00

06 00

| TPSA

B PEKAD

06 0.0

B OPKNORLEN | OGK
| PKOBP
= TPSA

0.0

0.0014 0.00521 0.00803 0.0128 Stopa zwrotu

Rys. 2. Wagi portfeli

Zrodto: opracowanie wlasne.

Na kazdej z 4 czgSci rysunku 0§ dolna pozioma przedstawia $rednia stope
zwrotu, o$ gorna pozioma przedstawia ryzyko (odchylenie standardowe), natomiast
osie pionowe przedstawiaja udzialy poszczegélnych spotek w portfelu. Jak mozna
zaobserwowac, portfele wykorzystujace klasyczna macierz kowariancji (portfele
Markowitza) maja istotnie rézne wagi od portfeli odpornych. Na przyktad udziat
spotki PKO BP jest najwigkszy w portfelu wyznaczonym metoda klasyczna, nato-
miast w portfelach z uzyciem metod MCD i CM spdtka nie jest uwzgledniana.
W metodzie OGK udziat spotki jest wigkszy, co moze wynikac z zalozonego mo-
delu dla tego estymatora.
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8. Podsumowanie

Zatozenia klasycznych metod statystycznych wykorzystywanych w teorii port-
fela zazwyczaj nie sa spelione (np. rozktad stop zwrotu nie jest rozktadem nor-
malnym), dlatego wskazane jest poszukiwanie alternatywnych metod, ktérych za-
lozenia bgda spetlnione w praktyce. W artykule opisano S-estymatory — MCD i
MVE, CM-estymatory oraz estymator OGK. Estymator MCD ma lepsze wlasciwo-
$ci niz estymator MVE, jednak oba oparte sa na modelu, ktory zaklada silng kore-
lacje pomigdzy stopami zwrotu wszystkich spotek. CM-estymatory maja bardzo
dobre wlasciwosci teoretyczne i umozliwiaja doktadne dopasowanie efektywnosci i
punktu dopasowania, jednak rowniez w tym przypadku istnieje zalozenie o zalez-
nosci rozktadow stop zwrotu. Ostatni z estymatorow, estymator OGK, jest najbar-
dziej adekwatny do zastosowania w praktyce, jednak w jego przypadku punkt za-
tamania jest jedynie okreslony przez nier6wnos$c¢.

Jak mozna zauwazy¢ na przyktadach, wszystkie wyliczone estymatory cechuje
duza odpornos$¢ na obserwacje odstajace. Dodatkowo w przypadku analizy danych
historycznych mozna zaobserwowa¢ roznice w udziatach spotek wchodzacych w
sktad danego portfela. W zaleznosci od wybranego modelu efekt inwestowania
moze by¢ istotnie rézny.
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ROBUST COVARIANCE MATRIX ESTIMATION
IN PORTFOLIO STRUCTURE

Summary: The assumptions of the classical statistical methods used in the portfolio theory
are usually not met (e.g. the distribution of rates of return is not a normal distribution), thus
it is advisable to seek alternative methods, the assumptions of which would always be met.
Robust methods can be such an alternative. The purpose of the article is to present robust
covariance matrixes, describe their basic properties and methods of defining. Additionally,
the article features an analysis of possibility and legitimacy of applying robust matrixes in
practice.
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