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1. Wstep

Postepujacy proces starzenia si¢ ludnosci, zwlaszcza w krajach rozwinigtych,
sprawia, ze ryzyko starosci zaczyna byé postrzegane przede wszystkim przez
pryzmat jego drugiej fazy — odpowiedniego roztozenia konsumpcji zgromadzonych
oszczednosci na caly okres emerytalny bez wzgledu na realny czas zycia
[28, s. 221]. Wymusza to reformowanie systeméw emerytalnych — odchodzenie od
systemow o zdefiniowanym $wiadczeniu na rzecz systeméw o zdefiniowane)
skladce. Wskutek tych zmian wysoko$¢ otrzymywanego $wiadczenia emerytalnego
bedzie zaleze¢ m.in. od zalozonego (prognozowanego) przecigtnego dalszego trwa-
nia zycia. Szczegdlnie istotne sa w tym kontekscie takie tendencje, jak jednoczesne
wydhuzanie sie zycia ludzkiego i kumulowanie si¢ zgonéw w ostatnich jego latach,
obserwowane w postaci tzw. rektangularyzacji i ekspansji krzywej przezycia
[29,s.251;22,s.7].

Obliczenia wysokosci indywidualnego $wiadczenia emerytalnego oparte na
biezacych tablicach trwania zycia (TTZ) z zalozenia nie doszacowuja ryzyka
dozycia przez przysziych emerytow kolejnych lat po przejsciu na emeryture.
Wynika to z faktu, ze TTZ sa tablicami przekrojowymi i nie uwzgledniaja procesu
wydluzania si¢ przecigtnego dalszego trwania zycia poszczegdlnych kohort (grup
0s6b urodzonych w tym samym roku).
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Niniejsza praca ma na celu przedstawienie metodologii prognozowania prze-
cigtnego dalszego trwania zycia z zastosowaniem zmodyfikowanego modelu autor-
stwa R.D. Lee i L.R. Cartera [16]. Prognoza taka moze pozwoli¢ na uwzglednienie
efektu starzenia si¢ populacji, zwigzanego z rokiem kalendarzowym (period effect),
wiekiem (age effect), a takze, aczkolwiek w sposob posredni, ze starzeniem sig
poszczegolnych kohort (cohort effect). Metodologia zaproponowana przez Lee i
Cartera ma charakter stochastyczny i uwzglednia niepewnos¢ prognozowanego zja-
wiska. W niniejszej pracy uwzglgdniona zostala niepewnosé wynikajaca z trzech
czynnikéw: zmiennosci liczby zgondw podlegajacej rozktadowi Poissona, niepew-
nosci oszacowan parametréw modelu oraz ekstrapolacji trendu. Rozwazania teore-
tyczne zostaly zilustrowane na przykladzie prognozy przecigetnego dalszego trwa-
nia zycia w Finlandii, wyznaczonej na lata 2005-2050.

Praca sktada sig¢ z czterech cz¢sci. W pierwszej przedstawiono pokrotce historig
prognozowania umieralnosci, wraz z przedstawieniem wybranych modeli, w tym
modelu Lee i Cartera w wersji oryginalnej i zmodyfikowanej (punkt 2). Nastepnie
omowione zostaly praktyczne aspekty prognozowania umieralnosci za pomoca
modelu Lee i Cartera (punkt 3). Czgs¢ trzecia pracy dotyczy prognozy przecigtnego
(dalszego) trwania zycia dla Finlandii etrzymanej na podstawie opisanej wczesniej
metodologii (punkt 4). Pracg konczy krétkie podsumowanie wynikéw i przedsta-

wienie najwazniejszych wnioskow wraz z rekomendacjami dla dalszych badan
(punkt 5).

2. Wybrane modele prognozowania umieralnosci
—rys historyczny

Pionierskie proby okreslenia przeci¢tnego oraz przecigtnego dalszego trwania
zycia datuje si¢ na XVI w., a jako pierwsze praktyczne wykorzystanie tych miar
wskazuje si¢ wyliczenie wysokoSci swiadczen emerytalnych przez J. de Witta,
premiera Danii, w 1671 r. [10, s. 6]'. Przez stulecia obliczenia de Witta pozostaty
jednak niezauwazone i niedocenione, gdyz dotyczyly tablic hipotetycznych, nie
opartych na zaobserwowanych w rzeczywistosci liczbach zgonow.

Pierwsze tablice umieralnosci stworzone na podstawie obserwacji zostaty wyli-
czone w 1662 r. przez J. Graunta dla Londynu (za: [31]) oraz, niezaleznie, w 1693 r.
przez brytyjskiego matematyka E. Halleya dla Wroctawia. Metodologia konstrukcji
tablic na podstawie liczby 0séb zyjacych oraz liczby osob zmartych w danym roku
stosowana jest do dzi$. 7 kolei pierwsza praca na temat dlugosci trwania zycia
opublikowana zostata przez N. Bernoulliego w 1709 r. [10, s. 7].

! Literatura wskazuje réwnicz na wczedniejsze proby oszacowania dlugosci trwania Zycia

(np. tablice ulpiafiskie z Il w. n.e. (za: [31]), jednakze nie mialy one bezposredniego zwiazku z ubez-
pieczeniami.



11

Poczatkiem nowej ery w modelowaniu umieralnosci bylo opracowanie B. Gom-
pertza [9]. Zaproponowat on analityczny zapis prawa dotyczacego natezenia liczby
zgonéw?, u,, w postaci nastepujacej funkcji wyktadniczej 6, 5.78]:

u,=B-c, (la)
gdzie B oraz ¢ oznaczaja pewne stale,  — czas.

Gompertz twierdzil, ze istniejg dwie gléwne przyczyny zgondw: skutek starze-
nia sie, zalezny od wieku, oraz niezalezna od wieku wypadkowa intcnsywnosc¢
zgonow, co jednak nie wplynelo na zapis jego prawa. Pomyst Gompertza wyko-
rzystal W. Makeham [19], modelujac intensywnos$¢ umieralnosci jako [6, s. 78]:

u,=A+B-c', (1b)
gdzie A, B oraz ¢ sa parametrami modelu, # oznacza indeks czasu.

Sformulowanie praw Gompertza i Makehama wniosto istotny wkiad do préb
ujecia funkceji stosowanych w tablicach trwania zycia w postaci analitycznej oraz
prob modelowania intensywnosci umieralnosci na postawie innych funkcji — pote-
gowej (typu Weibulla) czy wielomianowej (np. [11], za: [10,s. 7 8, s. 18]).

Analizujac rozwoj modeli opisujacych dlugos¢ trwania zycia, mozna zdefinio-
wac kilka plaszczyzn zmian tych modeli [24]:
od modeli dyskretnych do ciaglych,
od modeli dwustanowych do wielostanowych,
od modeli homogenicznych do heterogenicznych,

* od modeli statycznych do dynamicznych,

e od modeli deterministycznych do stochastycznych.

Pierwsze modele diugosci trwania zycia zakfadaly wiek jako zmicnng dyskret-
ng. Jak juz wspomniano. przetomem w tym podejsciu bylo wyprowadzenie ogol-
niejszych praw dotyczacych intensywnosci umieralnosci. Jednakze model ciagly
— zakladajacy wyplaty w chwili $mierci oraz renty ciagle — zostal wprowadzony
w 1869 r. przez W. Woolhouse’a [24, s. 9].

Rozwoj produktow ubezpieczeniowych rowniez determinowal charakter mode-
li. Pierwotnie, ze wzgledu na rodzaj wyplacanych swiadczen, istotne bylo tylko to.
jak dlugo osoba bedzie zyta oraz kiedy umrze — modelowano jedynie stany zycia i
$mierci. Wraz z rozwojem $wiadczen ubezpieczeniowych, zwigzanych z uzaleznie-
niem wyplaty $wiadczenia od stanu zdrowia (np. w ubezpieczeniu uszczerbku na
zdrowiu czy ubezpieczeniu na wypadek powaznego zachorowania) albo od sytuacji
zyciowej ubezpieczonego (np. w ubezpieczeniu od bezrobocia), wprowadzono mo-
dele wielostanowe.

2 Pierwsza pracg dotyczacqy intensywnosci umieralnosci opublikowal A. de Moivre.
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Poczatkowo w modelowaniu dlugosci trwania zycia zaktadano homogenicz-
nos¢ badanej populacji, zwracajac przy tym uwage na mozliwo$é wystepowania
zjawiska antyselekcji ryzyka (np. w pracy J. de Witta). Dopiero F. Corbaux w 1833 r.
zalozyl heterogeniczno$¢ populacji — rozwazat tablice trwania zycia jako wyniko-
wa nakladania si¢ réznych tablic zycia dla homogenicznych podgrup wyodrebnio-
nych na podstawie pewnych czynnikow, takich jak ple¢ czy zawdd (za: [24, s. 10-17]).
Na podstawie tego podejscia powstala idea budowy tablic selektywnych. Naukowcy
nadal wykazuja duze zainteresowanie tym podejsciem, szczegdlnie w modelowa-
niu dlugosci trwania zycia osob w wieku starszym, wykorzystujac koncepcje tzw.
Srailty-based modelling [14].

Pierwsze modele trwania zycia miaty charakter deterministyczny. Mimo tego,
ze modelowaly zmienna losowa, jaka jest dlugos¢ trwania zycia, w czasach
E. Halleya rozpatrywana ona byla w kategoriach szans przezycia. Zmienna losowa
opisujaca wartos¢ obecng swiadczenia ubezpieczeniowego, ktora jest funkcja dal-
szego trwania zycia, wprowadzona zostata dopiero w 1950 r. w pracach B. de Fi-
nettiego [7] 1 E. Sverdrupa [27], (za: [24, s. 4]).

Dopdki nie byly dost¢gpne dostatecznie diugie szeregi czasowe, na podstawie
ktorych mozna bylo zaobserwowaé trend umiéralnosci, wszystkie modele byly sta-
tyczne. Dopiero na poczatku XX w. zaczgto rozwaza¢ modele dynamiczne i, co za
tym idzie, prognozowaé poziom umieralnosci. Obecnie jest to najwazniejszy kieru-
nek modelowania aktuarialnego, wykorzystywany przede wszystkim w szacowaniu
wysokosci $wiadczen dlugoterminowych.

W rachunku aktuarialnym ubezpieczen osobowych modelowane s3 przede
wszystkim miary zwigzane z umieralnoscia zalezne od wieku, jak np. intensywnos¢
umieralnoséci u czy prawdopodobiefistwo zgonu ¢. Dlatego tez w ogdlnym zapisie
te wielkosci uyjmowane sg jako funkcja dwoch zmiennych: wieku x i roku kalenda-
rzowego I, np.: 4= u(x, t). Pozwala to uwzgledni¢ efekt zmian w umieralnosci
zwiazany zarowno z rokiem kalendarzowym (period effect) oraz wiekiem (age
effect), jak i z poszczegolnymi generacjami (cohort effect) [23, s. 282].

W prognozowaniu demograficznym najczgsciej wykorzystywane jest podejscie
zwiazane z rokiem kalendarzowym (zwane przekrojowym lub poprzecznym),
a takze z poszczegolnymi kohortami (zwane kohortowym lub wzdiuznym), przy
czym oba traktowane sa jako nawzajem si¢ uzupetniajace [21, s. 73-75]. Analiza
kohortowa odnosi sie do badania zjawisk demograficznych dla poszczegdlnych
generacji (kohort) badanej zbiorowosci, czyli grup osob urodzonych w tym samym
roku (latach). Analiza przekrojowa natomiast dotyczy wybranego momentu w cza-
sie, dla ktorego badane sa zjawiska dla hipotetycznych kohort, taczacych cechy
roznych generacji zaobserwowane w danym roku.

W ujeciu stochastycznym zaobserwowane wartosci intensywnosci umieralnosci
stanowia realizacje pewnej zmiennej losowej. Dlatego tez, oprocz prognozy

punktowej (wartosci oczekiwanej) zmiennej w danym roku, wazne jest rowniez
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okreslenie zakresu mozliwych zmian wyznaczonych przez rozkiady predykcyjne
(rozktady prawdopodobienistwa przyszlych wartosci danej zmiennej wyznaczone
z modelu prognostycznego przy danych obserwacjach z proby). Przykiadem
modelu uwzgledniajacego niepewnos¢ w ujeciu stochastycznym, a jednocze$nie
pozwalajacego na jednoczesng analiz¢ efektdw zwiazanych z wiekiem i rokiem
kalendarzowym, jest model autorstwa R.D. Lee oraz L.R. Cartera [16]. Model ten,
okreslony przez N. Brouhns, M. Denuita i J.K. Vermunta [5, s. 376] jako ,,potezne
i eleganckie narzgdzie prognozowania umieralnosci”, stanowi jedna z najwazniej-
szych i najczgsciej stosowanych zaawansowanych metod prognozowania umieral-
nosci zaproponowanych w ciagu ostatnich dwudziestu lat.

W oryginalnej postaci modelu Lee i Cartera [16] zmienna objasniana jest
logarytm centralnego natgzenia umieralnosci (rocznego wspofczynnika natezenia
zgondw) osob wieku x w roku ¢, bedacego tu zmienng dyskretna, oznaczana przez
m(x, 1). Posta¢ modelu dana jest wzorami (za: [17, s. 21-22]):

In[m(x.0)]=a, +b, -k, + &, |, (2a)
gdzie:
K=K, |+c+Eg,. (2b)

W (2a) a. opisuje umieralnos¢ w grupach wieku usredniona wzgledem czasu,
K, —zmiany w poziomie umieralnosci w czasie, tu modelowane za pomoca proce-
su bladzenia losowego z dryfem (2b), b, zas opisuje odchylenia od usrednionego
poziomu umieralnosci zwigzane z wptywem zmian «,. Dodatkowo zakiada sig, ze
be =1 oraz ZK‘, =0, przy czym zalozenia te, nie wprowadzajace de facto
X t
niczego ponad normalizacj¢ zmiennych b, oraz x,, gwarantujg identyfikowalnosé¢
modelu [5, s. 376]. Skladniki losowe &, , oraz &, opisuja niepewno$¢ odpowied-

nich zmiennych objasnianych nie wyjasniona przez model. Zaklada sig, ze sa one
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach normalnych z wartoscia oczeki-
wang rowna zeru i stala wariancja (Gaussowski ,,biaty szum”).

W przypadku samej struktury modelu krytyce zostalo poddane modelowanie
zmiennej nieobserwowalnej — logarytmu centralnego natgzenia umieralnosci
[15, s. 4]. Do obliczen aktuarialnych niezbgdna jest prognoza liczby zgonéw,
dlatego modyfikacje modelu sa oparte na modelowaniu wiasnie tej wartosci. Jeden
z wariantow zmodyfikowanego modelu Lee i Cartera zaklada, ze liczba zgonow
osob w wieku x w roku £, D(x, f), jest zmienna losowa o rozkladzie Poissona
(np. [5,s. 378]:

D(x, t) ~ Poisson [ E(x, 1) u(x, 1)), (3a)
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gdzie:
In[u(x,0)]=a, +b, -x,, (3b)

oraz:
Ki=Ki|tc+eg,. (3¢)

We wzorze (3a) u(x, f) oznacza intensywno$é umieralnosci, bedaca ciagtym
odpowiednikiem dyskretnej zmiennej m(x, ) w modelu (2), E(x, f) za$ — centralna
liczbg oséb narazonych na ryzyko zgonu (exposure to risk). Tak jak poprzednio
zaklada si¢ ponadto, ze be =1 oraz ZK, =0 oraz ze skfadniki losowe ¢, sa

x t
Gaussowskim biatym szumem.

3. Szacowanie przekrojowych i kohortowych tablic trwania zycia
na podstawie modelu Lee i Cartera

Aby mdc uwzgledni¢ w modelowaniu i prognozowaniu umieralnosci zaréwno
podejscie przekrojowe (poprzeczne), jak i kohortowe (wzdluzne), potrzebne sa da-
ne o stanach ludnosci i zdarzeniach demograficznych, dla ktorych wiek oséb skia-
dajacych si¢ na badana zbiorowos¢ wyrazany jest w latach osiagnigtych w ciagu
roku kalendarzowego. Zaloézmy, ze dostepne sa roczne dane dla lat ¢ =1,2,..., 7T,
jednorocznych grup wieku x =0, 1,..., x4, Skladajace si¢ z: liczby zgonéw w da-
nym roku kalendarzowym i grupie wieku, D(x, ), liczby urodzen w ciagu roku,
B(t), oraz liczby ludnosci w danym wieku na poczatku danego roku kalendarzowe-
go P(x, f), przy czym ta ostatnia wielkos¢ jest dostgpna réwniezdlar=T+ 1.

Przy powyzszych zalozeniach oraz przyjetej definicji wieku spetnione sg
nastepujace rownania bilansowe ludnosci, w ktorych zmienna bilansujaca sa salda

migracji netto (naplywy minus odptywy ludnosci) dla poszczegdlnych grup wieku,
I(x,1):

P(0,)=B(1)-D(0,n + (0, t),dlax=0; (4a)
Px,)=P(x—-1,t=1)=D(x, ) + I(x, 1), dla 0 <x < x;pax s (4b)
P(xmaxs 1) = P(Xmax =1, = 1)+ P(xmaxs £ = 1) = DXmax» 1) + {(Xmax- £)» dla x = xpax.(4€)

Réwnania (4a)-(4c) moga zostaé zilustrowane z wykorzystaniem popularne;j
w demografii tzw. siatki Lexisa®, dla ktorej przyjete powyzej definicje i zatozenia

3 Siatka (diagram) Lexisa pozwala na analizowanie zjawisk i zbiorowosci demograficznych
w kilku réznych perspektywach: wedlug roku kalendarzowego (oznaczanego na osi poziomej). wieku
(0$ pionowa), lub poszczegdlnych kohort (diagonalnie). Szerzej na ten temat pisze np. J. Paradysz
[21, s. 60-68].
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wyznaczaja przekrojowo-kohortowy plan obserwacji (period-cohort observation
plan), pokazany na rys. 1. Taka perspektywa pozwala na konstruowanie syntetycz-
nych miernikéw demograficznych w ujgciu zaréwno przekrojowym, jak i kohorto-
wym, poprzez agregowanie informacji odpowiednio dla kohort syntetycznych
(pionowo) lub rzeczywistych (diagonalnie).

Wiek Wiek
x+1 W,
- D("‘ma‘( s ’)
P | P s : P( 71+ 1
(x +1) (Xl 1) Hxmat) (xmpeT + 1)
x -D(x,t) Xax
+1(x.1)
P(xA1.1) P(-xm v "l’t)
x—1 Xmax — |
|
B(1) 1,00 (-1 1,01 ¢ 1,001 r+1  Rok
P
Do 94D _
0 +1(0.1 P — liczba ludnosci B — urodzenia

| aldomi et
Ol (=1 101 ¢ 10l (+1  Rok saldo migracji  [) — zgony

Rys. 1. Zalozenia dla rownan bilansowych ludnosci w planie przekrojowo-kohortowym

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Za E. van Imhoffem [12], przyjmijmy dodatkowo, ze nat¢zenie umieralnosci
H(x, 1) jest stale dla kazdego z jednostkowych obszarow planu okresowo-kohorto-
wego (wyznaczonych przez odpowiednie tréjkaty, réwnolegioboki lub trapezy na
siatce Lexisa, pokazane na rys. 1) oraz ze dla kazdej grupy wieku saldo migrac;ji
I(x, 1) jest roziozone rownomiernie w ciagu roku. Zachodzi wowczas [13, s. 6-7]:

P(0, 1) = {1~ exp[-2(0, )]} [ B(t) + 10, )] / (0, 1), dla x = 0; (5a)

P(x,t)=P(x-1,t-1) -exp[—p(x, t)] + {l - exp[—;z(x, t)]} (x, 1)/;1(;\', 1),
dla0<x<xgu; (5b)

P(Xmax» 1)= [P(xmax —Le-1)+ P(xmax, - l)] exp[—/-"("'m;u’ ’)]+
+ {l — exp[~#(*¥max. t)]} I (Xmax» t)/,u(xnm Jt), dlax =xp,.. (50)

Réwnania (5a)-(5¢) sa nieliniowe wzgledem p(x, f), wigc natgzenie umieral-
nosci moze by¢ szacowane z wykorzystaniem metod numerycznych, przy danych
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P(x, t) oraz wyliczonych z rownan bilansowych (4a)-(4c) saldach migracji I(x, f).
Na podstawie tak uzyskanych wartosci u (x, f), parametry a,, b, oraz x, modelu
Lee i Cartera postaci (3) moga by¢ nastgpnie szacowane na kilka sposobéw. Najpo-
pularniejsza metoda, zaproponowana oryginalnie przez Lee i Cartera [16], jest
oparta na rozkladzie wartosci osobliwych macierzy (singular value decomposition,
SVD) i odpowiada klasycznej metodzie najmniejszych kwadratow. Jej zastosowa-
nie wymaga jednak przyjecia do$¢ silnego zalozenia o braku autokorelacji oraz o
homoskedastycznosci skfadnika losowego, co oznacza, ze jego macierz kowarian-
cji jest macierza diagonalng o jednakowych elementach na przekatnej. Zatozenie o
homoskedastycznosci czgsto byto poddawane krytyce jako mato realistyczne (zob.
np. [1; 5]), co znalazio potwierdzenie w badaniach empirycznych®. Alternatywe
stanowi tu zastosowanie wazonej metody najmniejszych kwadratow [13; 15], lub
metody najwigkszej wiarygodnosci (MNW, [5]). Przeglad metod zostal zamiesz-
czony w pracy [15].

W niniejszej pracy parametry modelu (3) zostaly oszacowane za pomoca
MNW. Z zalozeniem, ze zmiennosé¢ liczby zgonéw ma rozkiad Poissona, maksy-
malizowany logarytm funkcji wiarogodnosci, LL, ma postac {5, s. 378]:

LL= ZZ{D(x,I)-(a_\. +by k)= E(x,1)-exp(ay +b k)~ In[D(x,0)1]}. (6)
x ¢

E(x,t) oznacza tu centralng liczb¢ osdb narazonych na ryzyko zgonu, czyli
przecigtng liczbe osobolat przezywanych przez osoby w wieku x w roku ¢, rowna
D(x,t)/ u(x,1). Ostatni czton kazdego sktadnika sumy (6), - ln[D(x, t)!] nie zale-
zy od estymowanych parametrow modelu i moze zosta¢ pominigty przy obliczaniu
oszacowan a,, b, oraz x, poprzez maksymalizacj¢ LL.

Jak zauwazyli N. Keilman i D.Q. Pham [13], niepewnos$¢ w modelu Lee i Car-
tera wynika z co najmniej trzech czynnikow. Po pierwsze, zmienno$¢ liczby zgo-
now jest losowa i wyrazana przez rozktad Poissona. Po drugie, oszacowania para-
metrow modelu (3) z uzyciem dowolnej metody estymacji sq obarczone btgdem.
Wreszcie, model zawiera komponent zalezny od czasu (x, ), ktérego ekstrapolacja
stanowi trzecie zrodio niepewnosci.

W przypadku ekstrapolacji zaklada sie¢ najczgsciej, jak zostalo wspomniane
w punkcie 3, ze proces losowy k, ma charakter btadzenia przypadkowego z dryfem
¢ o niezaleznych sktadnikach losowych &, majacych jednakowe rozktady normalne

N(O, 0'2). Wobec tego, za praca N. Li, R. Lee i S. Tuljapurkara [17, s. 22}, mozna

przyjagé, ze estymatory parametréw modelu dane sa wzorami:

4 Nat¢zenie umieralnodci jest bardziej zmienne w najstarszych grupach wicku niz w mlodszych
ze wzgledu na mniejsza liczbg obserwacji, ktora sprawia, ze liczba zgonow podlega w wigkszym stop-
niu losowym fluktuacjom. Do innych przyczyn mozna tu zaliczy¢ btedy pomiaru, zwiazane z niewlas-
ciwym okreslaniem wieku osoby zmarlej i nieprawidlowym wypelnieniem aktu zgonu [4, s. 129-130].
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Cest =(KT_KI)/(T—-1) (7N
oraz:

T
UESI =1/(T—1)'Z[Kt | ‘ccsl]z : (8)
=2

Estymator bigdu oszacowania statej c, scqg, jest rowny: Sceq * O / (T-1n%
Wz6r na ekstrapolacj¢ x, dla > T, ma wtedy posta¢ [17,s.23): et

{
K'{=A’T+[ccsl+SCcst-7,].(t—T)+o-esl. ng’ (9)
r=T+1

gdzie 77~'N(0, 1). DodatkO\_No, co nie zostalo uwzglednione w oryginalnym sfor-
mu{c?wamu ’m'ode_lu, aby uniknaé¢ skoké“_/ migdzy obserwowanymi a prognozowa-
nymi war.t.OSC|anu.y(,_\:, 1), nalei'y zakotwiczy¢ prognoze w ostatnim, T-tym okresie
obserwacji dla kazdej grupy wieku x (por. np. [3, s. 16]. W tym celu, zamiast «7-
w formule (9) mozna umiescié¢ wyrazenie "'T(x)={|n[,ll(x,t)]—ax}/bx , Wyzna-
czone dla kazdego x z osobna.

Podstawiajac we wzorze (9) e, =0dlar=T+1,... ¢, otrzymujemy wartosci
prognoz punktowych dla «,. Wygenerowanie N (pseudo)losowych préb Monte
Carlo dla skiadnikow {n, £7,1, ..., &} z niezaleznych rozkladéow N(O, 0'2)
pozwala na przeprowadzenie w oparciu o (9) estymacji rozkladoéw predykcyjnych
z uwzglednieniem jednego zZrodta niepewnosci: ekstrapolacji x,. Wyznaczone na
ich podstawie przedzialy predykcyjne, np. oparte na kwantylach rzedu «/2 i
(1 - a/2), pozwalajq na kwantyfikacje tej niepewnosci.

Niepewnos¢ estymacji parametrow a,, b, oraz x, modelu (3) mozna oszaco-
wac, wykorzystujac np. metody bootstrapowe [13; 15]. W niniejszej pracy zastoso-
wano metode nieparametryczng zaproponowang przez N. Keilmana i D.Q. Phama
[13,s. 11-12], oparta na losowaniu S razy ze zwracaniem bledow dla poszczegol-
nych u(x, 1), czyli roznic miedzy wartosciami zaobserwowanymi w probie a wy-
znaczonymi z modelu. Na podstawie wylosowanych dla kazdej pary (x, f) wartosci
tych bledéw oraz oceny x(x, {) wygenerowanych przez model wyznaczane s nowe
wielkosci 2°(x, 1), dla s=1,2,..., S, na podstawie ktérych liczone sa symulowane
wartosci D°(x,1), I°(x,t) oraz E*(x,1). Aby uzyskane wielkosci byty zgodne
z zaobserwowanymi stanami ludnosci, zakiada si¢ tu nie zmienione wartosci
P(x, t) oraz B(?).

Dla kazdej proby bootstrapowej s estymowane sa parametry modelu (3), ay, by

. . ISR .
oraz x; . Nastepnie dla kazdego szeregu oszacowanych wartosci 7, , na podstawie
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wzoréw (7)-(9), wyznaczane sa wartosSci prognozowane wraz z estymatorami roz-
kiadow predykcyjnych, obliczanymi kazdorazowo na podstawie N losowan Monte
Carlo. Uzyskane w ten sposob S-N prob pozwala na wyznaczenie estymatoréw
przedziatéw predykcyjnych uwzgledniajacych oba zrodta niepewnosci (bledy osza-
cowain parametrow oraz ekstrapolacji «,), np. na podstawie kwantyli rzedu a/2
oraz (1 - a/2) z uzyskanych rozkladow.

Na podstawie oszacowanych i prognozowanych wartosci centralnych u(x, f)
oraz odpowiednich kwantyli z rozktadéw predykcyjnych uzyskanych tacznie meto-
dami bootstrapowymi i Monte Carlo, mozna wyznaczy¢ odpowiednie tablice trwa-
nia zycia w ujgciu przekrojowym i kohortowym. Za praca N. Keilmana i D.Q. Pha-
ma [13, s. 12], niech prawdopodobieinstwo zgonu osoby w wieku x w ciggu roku ¢
wynosi q(x,t)=1- exp[—,u(x,t)] dla 0<x<xpa, 9(0,0)=1- exp[—y(x, 1)/2]
dla 0séb w wieku 0 lat, a g(x,,,x,¢) =1 dla ostatniej, otwartej grupy wieku. Przyj-
mujac I(x,t)=I(x-1, 1)-[1 —g(x, l)] oraz /(0,t) =1, przecigtne dalsze trwanie

zycia osoby w wieku x lat w roku #, w ujeciu przekrojowym, e”(x,1), dane jest
wzorem:

e’ (x,1)= .i‘“[l(y, 0-q(y, 1)/ u(y,0))/1(x,1). (10a)

y=x

Analogicznie mozna wyprowadzi¢ wzor dla przecigtnego dalszego trwania

zycia osoby w wieku x lat w roku ¢ w ujeciu kohortowym, ¢“(x.7). Dla g(x, £)
zdefiniowanego tak samo jak uprzednio oraz I(x,r+1)=1I(x - 1,1)-[1-q(x,l)] i
{(0,1) =1 otrzymujemy wowczas:

X nax

e“(x,t) = Z[I(_v,t +y=x)q(y,t +y—x)/,u(y,t+y—x)]/1(x,t). (10b)
y=x

Dla wspélezynnikéw kohortowych e€(x, ) sumowanie odbywa si¢ wigc po
kolejnych grupach wieku dla danej kohorty, a nie dla danego roku kalendarzowe-
go, co implikuje koniecznos¢ siggania ,,w przyszios¢” i korzystania z prognozowa-
nych wartosci u. Trzeba jednak zaznaczy¢, ze w zastosowaniach praktycznych, ze
wzgledu na otwarty charakter ostatniej, najwyzszej grupy wieku (xp..), wzor
(10b) ma charakter przyblizony. Zaklada si¢ tu rowniez brak czynnikdéw perturba-
cyjnych w horyzoncie prognozy (takich, jak epidemie czy inne skokowe zmiany
umieralnosci), ktére moglyby zmodyfikowaé przewidywang trajektori¢ przemian
natezenia zjawiska (por. np. [21,s. 103].
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4. llustracja empiryczna - przyklad Finlandii

Przedstawiony zmodyfikowany model Lee i Cartera zostal uzyty do sporzadze-
nia prognozy przecig¢tnego (dalszego) trwania zycia w Finlandii na lata 2006-2050.
W modelu wykorzystano dane pochodzace z Human Mortality Database (www.
mortality.org). Jest to baza danych zawierajaca informacje dotyczace ludnosci oraz
zgondw dla ponad 30 krajow $wiata, stworzona na uniwersytecie w Berkeley oraz
w Instytucie Badan Demograficznych im. Maksa Plancka w Rostocku na potrzeby
analiz ilosciowych zwiazanych z dilugowiecznoscia. Na potrzeby modelu uzyto
nastgpujacych danych w jednorocznych grupach wieku do x,,,, =100 lat, w latach
osiagnietych, dla obu plci tacznie:

— zgondéw wedtug wieku i kohort (D), za lata 1960-2005 (wielko$¢ proby:

T = 46),

— liczba ludnosci na poczatku roku (P), 1960-2006,

— liczba urodzedi w ciagu roku (B), 1960-2005.

Obliczen dokonano z uzyciem wiasnego kodu stworzonego w oprogramowanit
R (www.r-project.org)’. Przyjeto przy tym postaé (3) modelu Lee i Cartera, opartg
na rozkladzie Poissona, dla ktorej przeprowadzono estymacj¢ metoda najwigkszej
wiarygodnosci (6), przy czym dane wejsciowe zostaly przygotowane na podstawie
wzoréw (4)-(7). Ekstrapolacji (9) oraz obliczen wartosci przecigtnego (dalszego)
trwania zycia (10) dokonano: raz na podstawie prognozowanych wartosci central-
nych z(x, ), N= 1000 razy na podstawie symulacji Monte Carlo dla ekstrapolacji
trendu «,, a nastgpnie S-N = 100000 razy dla stu prob bootstrapowych uwzgled-
niajagcveh dodatkowo niepewno$é oszacowan parametrow modelu. W zwiazku z ta-
ka strukturg zagadnicnia. cala procedura obliczeniowa okazala si¢ do$¢ czasochlon-
na (154 godziny obliczen z wykorzystaniem komputera z procesorem 2,2 GHz).

Wyniki obliczen dla logarytmow natgzenia umieralnosci z(x, 1) dla okresu pro-
by (1960-2005) oraz okresu prognozy (2006-2050) przedstawione sa na rys. 2 i 3,
odpowiednio w postaci dwuwymiarowej ,,mapy hipsometrycznej”, ktérej wymia-
rami sq czas / i wick x, oraz wzorcoOw natgzenia umieralnosci dla lat 1960, 2005
i prognozy na rok 2050.

Zgodnie z ,,mapq hipsometryczny” In[y(x, t)], przedstawiong na rys. 2, dla ca-
tego okresu prognozy we wszystkich grupach wieku bgdzie nastgpowal stopniowy
spadek umicralnosci. Poprawa wspolczynnikéw jest tu wyraznie skorelowana
z wiekiem — silniejsza w mlodszych grupach wieku, stabsza w starszych. Najwigk-
sze zmiany logarytmow g (x, t) prognozowane sa dla dzieci w wieku 1-15 lat (rys. 3).
Mozna to wyjasnia¢ przewidywang coraz wigksza wykrywalnoscia i wyleczalnoscia

> R jest systemem przeznaczonym do obliczen statystycznych, analogicznym do Srodowiska S
opracowanego w Laboratorium Bell. jednakze, w przeciwienstwic do tamticgo. opartym na filozofii
wolnego oprogramowania wedlug licencji GNU.
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dla 2015 r., czyli dolna granica 80-procentowego przedziatu predykcyjnego,
e“(65,2015)=20,51 roku zycia, jest wyzsza niz prognozowana warto$¢ centralna
odpowiedniego wspotczynnika przekrojowego, e” (65,2015) =20,38 roku. Mozna
zatem wnioskowac¢, ze z duzym prawdopodobienstwem mieszkancy Finlandii beda
w ciagu najblizszych lat zy¢ jeszcze dhuzej, niz wynika z prognozy przekrojowych
wartosci e” (x, 1).

5. Podsumowanie i wnioski

Poréwnanie wyliczonych wielkosci przecigtnego dalszego trwania zycia w uje-
ciu przekrojowym i kohortowym pozwala na stwierdzenie, ze w sytuacji, gdy ma-
my do czynienia z obserwowanym i prognozowanym spadkiem umieralnosci, jak
w pokazanym przykladzie dla Finlandii, z duzym prawdopodobienstwem zachodzi
nierownosé e€(x,r)>e”(x,1). Dla obu miernikéw uwzglednienie dwadch zrodet
niepewnosci, zwigzanych z blgdami oszacowan parametréw oraz prognoz czynnika
k., prowadzilo do szerszych przedzialéw predykcyjnych niz w przypadku
uwzglednienia wylacznie bledu wynikajacego z ekstrapolacji. Potwierdza to
zardwno wyniki wczesniejszych badan (np. [13]), jak i intuicje.

W przypadku kohortowych wspétczynnikéw e€(x, f) niepewnosé zaczyna od-
grywac role jeszcze dla lat ¢ z okresu proby. Wtedy to do obliczen systematycznie
zaczynaja by¢ wykorzystywane prognozowane wartosci p(x, f) najpierw dla naj-
starszych, a potem réwniez dla coraz miodszych grup wieku. W zwiazku z tym ko-
hortowe miary przecigtnego dalszego trwania zycia charakteryzuje si¢ wigksza nie-
pewnoscia od przekrojowych, co jest nie tylko zgodne z intuicja, ale tez zostato
potwierdzone w pokazanym przykladzie empirycznym.

Z przedstawionych rozwazan wyplywaja dwa podstawowe wnioski praktyczne:

1. Prognozowanie natgzenia umieralnosci na podstawie odpowiednio zdefinio-
wanych danych pozwala na obliczenie przecigtnego dalszego trwania zycia w ujg-
ciu zaréwno przekrojowym, jak i kohortowym. Do celéw ubezpieczeniowych,
w szczegdlnosci w przypadku produktéw dlugoterminowych, wyznaczanie takich
wartosci, jak wysoko$¢ skladek, wartos¢ przysztych swiadczen czy wysokosc
rezerw techniczno-ubezpieczeniowych, metodologicznie poprawne jest uzywanie
miernikéw kohortowych, gdyz przekrojowe nie doszacowuja rzeczywistego dalsze-
go trwania zycia w badanej zbiorowosci w warunkach ciaglego spadku umieralno-
sci. Wiaze si¢ to jednak, jak juz wspomniano, ze zwigkszeniem niepewnosci osza-
cowania.

2. Przedstawiony w pracy zmodyfikowany model Lee i Cartera pozwala na
formalng analiz¢ réznych zrédet niepewnosci co do przysztych zmian przecigtnego
(dalszego) trwania zycia. Tworzenie przedziatléw predykcyjnych ma bardzo istotne
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znaczenie w zastosowaniach ubezpieczeniowych. Pozwala ono bowiem na wstepne
oszacowanie antyselekcji ryzyka’, w tym przypadku przejawiajacego si¢ jako dtu-
gowiecznos¢é, np. przez analiz¢ roéznicy migdzy goérna granicg przedzialu predyk-
cyjnego a prognozowang wartoscia centralna.

Do dalszych kierunkow badan zwiazanych z prognozowaniem umieralnosci
z wykorzystaniem modelu Lee i Cartera naleza analizy innych postaci funkcji tren-
du «,. Ponadto warto réwniez rozwazy¢ zastosowanie modeli z bardziej skompli-
kowang struktura, np. z kilkoma komponentami typu b, -k, [2; 13; 26]. Tego typu
analizy pozwolilyby na czg¢sciowe uwzglednienie kolejnego zrodta niepewnosci,
odnoszacego si¢ do specyfikacji modelu.

Ponadto, rozszerzenie niniejszej analizy w warstwie empirycznej stanowi¢ mo-
ga obliczenia przecig¢tnego dalszego trwania zycia w Polsce, na podstawie dostep-
nych danych GUS pochodzacych z rejestracji biezacej. Analiza taka wymaga jed-
nak przede wszystkim doktadnej weryfikacji jakosci i kompletnosci danych, pota-
czonej z ich ewentualnym uzupelnieniem i korektami, ktore to zagadnienia same
w sobie byly przedmiotem szerszego projektu badawczego. Ich wyniki zamieszczone
zostaty w raporcie B. Wigckowskiej i J. Bijaka [30] przygotowanym pod redakcja
naukowa prof. T. Szumlicza.
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FORECASTING LIFE EXPECTANCY USING THE LEE-CARTER MODEL:
SELECTED ISSUES

Summary

The on-going process of population ageing, observed especially in the developed countries, is
almost certainly going to enforce the reform of pension systems ~ a departure {rom the pay-as-you-go
systems with defined benefits towards solutions based on defined contributions. Duc to these changes,
the height of the pension received will depend, among other factors, on the estimated life expectancy
of the retired person.

Calculations of the height of an individual pension on the basis of current life 1ables. published
by national statistical authoritics. underestimate the risk of surviving subsequent years after retirement
by the prospective pensioners. This is due to the fact that life tables are period-specific and do not
take into account the lengthening of the human life-span for particular cohorts of population (groups
of people born in the same year).

The paper aims at presenting the methodology of forecasting life expectancy using a modified
version ol the I.ce and Carter (1992) model. Such forecast allows for considering the effect of popula-
tion ageing related to the calendar year (period), age, as well as, albeit indirectly. the ageing of parti-
cular cohorts. In addition, the methodology proposed by Lee and Carter has a stochastic character and
enables to accommodate the uncertainty of the forecasted phenomenon. The current paper takes into
account uncertainty stemming from three sources: the Poisson variability of the numbers of deaths.
estimation of the parameters of the model, as well as trend extrapolation. Thearetical discussion is
illustrated with a forecast of life expectancy for Finland, prepared for the period 2005-2050.
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