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1. Wstep

Zasitki dla bezrobotnych zazwyczaj maja charakter okresowego $wiadczenia
o ustalonej wysokosci, dlatego w krajach zachodnich oprécz obowiazkowych ubez-
pieczen od ryzyka utraty pracy istniejg dobrowolne ubezpieczenia, ktére sa uzupel-
nieniem systemu zabezpieczenia socjalnego bezrobotnych. W Polsce, zgodnie
z ustawg o dziatalnosci ubezpieczeniowej (por. [20]), wyodrebnia si¢ dwa dzialy
ubezpieczen: Dziat I — ,Ubezpieczenia na zycie” oraz Dzial Il — ,,Pozostate ubez-
pieczenia osobowe oraz ubezpieczenia majatkowe”. Ubezpieczenia od ryzyka utra-
ty pracy naleza do 16. kategorii ubezpieczen Dziatu Il nazywanej ,,Ubezpieczanie
roznych ryzyk finansowych”. Na terenie Polski dzialaja firmy ubezpieczeniowe,
ktére w swojej ofercie maja ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy (nazywane po-
tocznie ubezpieczeniem od bezrobocia) przeznaczone dla osob zaciagajacych kre-
dyt hipoteczny, budowlano-hipoteczny, konsumpcyjny, samochodowy badz jako
limit kredytowy na rachunku osobistym lub na karcie kredytowej. Przedmiotem ta-
kiego ubezpieczenia jest ryzyko utraty stalego zrédta dochodu wskutek utraty pra-
cy i brak mozliwosci splaty rat kredytu lub w przypadku karty kredytowej sptat mi-
nimalnych nalezno$ci wymaganych przez bank. W takich sytuacjach towarzystwo
ubezpieczeniowe zobowiazuje si¢ w imieniu ubezpieczonego sptaca¢ naleznosci

* Praca naukowa finansowana ze $rodkéw Komitetu Badan Naukowych w okresie IX 2003-
-X12005 jako projekt badawczy nr 0216/H02/2003/25.
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wedlug warunkéw okreslonych w polisie. Wysokos¢ skiadki w tego typu ubezpie-
czeniach zalezy od wysokosci kredytu i $rednich stalych dochodéw kredytobiorcy
uzyskanych w okresie ostatnich 6 miesigcy poprzedzajacych wykupienie ubezpie-
czenia.

Z badan (np. [2; 8; 13]) wynika, ze ryzyko utraty pracy i szansa ponownego
znalezienia zatrudnienia zalezy nie tylko od wykonywanego zawodu, ale takze od
innych cech charakteryzujacych ubezpieczonego, takich jak: wiek, pte¢, wyksztal-
cenie, liczba dzieci na utrzymaniu itp. Zauwazmy, ze okreslenie skladki ubezpie-
czeniowej na podstawie tego typu cech jest charakterystyczne dla ubezpieczen zy-
ciowych nalezacych do Dziatu 1. Jednak istnieja pewne wyjatki od tej reguty. Mia-
nowicie niektore ubezpieczenia wypadkowe i zdrowotne (w szczegolnosci ubezpie-
czenie na wypadek zgonu na skutek wypadku, ubezpieczenie w razie inwalidztwa
na skutek wypadku lub choroby, ubezpieczenie od obrazen cielesnych lacznie
z utratg zdolnosci do zatrudnienia) formalnie zaliczane sa do ubezpieczen niezycio-
wych (Dziat 1I), lecz gdy stanowia uzupetnienie ubezpieczenia na zycie, zaliczane
sa do ubezpieczen na zycie (Dzial I). Wymienione ubezpieczenia zdrowotne 1 wy-
padkowe w zaleznosci od sytuacji mozna traktowa¢ jak ubezpieczenia osobowe lub
dodatkowe ubezpieczenia na zycie, dlatego w artykule zaproponowano, aby w po-
dobny sposob okresli¢ ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy. W takim przypadku
sposob wyznaczania skiadki, a takze ogélne warunki ubezpieczenia powinny by¢
okreslane analogicznie jak w ubezpieczeniach zdrowotnych i wypadkowych.

W punkcie 2 przedstawiono koncepcje ubezpieczenia od bezrobocia oraz
okreslono warunki ubezpieczenia reprezentowane przez zbior parametréw 7. Po-
nadto klasyczny model wielostanowy okreslony dla ubezpieczenia od bezrobocia
zostal zaadaptowany do warunkdw reprezentowanych przez /- Nastgpnie w punk-
tach 3 i 4 zaproponowano sposob obliczania sktadek oparty na reprezentacji macie-
rzowej uzyskanej w pracach [6] i [7]. W punkcie S przeanalizowano wysokosci
skiadki ubezpieczeniowej w przypadku indywidualnego i grupowego dodatkowego
ubezpieczenia od ryzyka utraty pracy. Obliczen numerycznych dokonano na
podstawie danych dotyczacych oséb zarejestrowanych jako bezrobotne w latach
2000-2004 zamieszkujacych Jelenig Gore i powiat jeleniogorski.

2. Ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy
2.1. Ogoélna koncepcja ubezpieczenia

Idea dobrowolnego ubezpieczenia od ryzyka utraty pracy polega na tym, ze
osoba pracujaca, chcaca dodatkowo (poza swiadczeniami otrzymywdnymi z Fun-
duszu Pracy) zabezpieczy¢ si¢ finansowo od skutkdw utraty pracy, moze zawrze¢
umowe z firma ubezpieczeniowa. W wyniku takiej umowy ubezpieczyciel, w za-
mian za otrzymywane skladki, zobowiazuje si¢ w okresie, kiedy ubezpieczony
bgdzie bezrobotny, wyptaca¢ miesigcznie ustalone kwoty osobie ubezpieczonej.
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Waznym punktem warunkow ogdlnych ubezpieczenia jest zdefiniowanie sytua-
cji, w jakiej nastgpuje wyplata swiadczenia ubezpieczeniowego. Moze byé ona
okreslona analogicznie jak w ubezpieczeniach zabezpieczajacych splate kredytu,
gdzie ubezpieczony, ktory w czasie trwania kredytu utraci zrédio statego dochodu,
uzyska status osoby bezrobotnej oraz prawo do zasitku dla bezrobotnych, otrzymu-
Jje swiadczenie pozwalajace na splatg kredytu w okresie poszukiwania pracy. Wy-
powiedzenie umowy o prac¢ nastgpuje zazwyczaj w ostatnim dniu miesiaca, wigc
ubezpieczony ma status bezrobotnego, gdy nie ma pracy na koniec miesigca lub
umowa o pracg konczy si¢ ostatniego dnia miesiaca, a ubezpieczony nie podpisal
nowej umowy o pracg z pierwszym dniem nastgpnego miesiaca. Dodatkowo, jezeli
osoba ubezpieczona ma prawo do zasitku dla bezrobotnych, to jego wyptaty doko-
nywane sa na koncu kazdego miesiaca, podczas trwania okresu bezrobocia, jednak
nie dtuzej niz ustalony przez Urzad Pracy czas. W oczywisty sposob oznacza to
takze, iz ubezpieczony zyje. W przeciwnym razie (tzn. gdy ubezpieczony pracuje
fub umart w ostatnim miesiacu) firma ubezpieczeniowa nic nie wyplaca.

Podobnie jak w ubezpieczeniach na zycie oraz ubezpieczeniach zdrowotnych
i wypadkowych, wyptata $wiadczenia mozliwa jest tylko wtedy, gdy ubezpieczony
nie przyczynil si¢ Swiadomie do utraty pracy (np. zostal zwolniony z pracy za
porozumieniem stron lub z jego winy, bral udzial w strajku lub zamieszkach,
wyjechal poza obszar Unii Europejskiej na dtuzej niz 90 dni). Do warunkéw ubez-
pieczenia moga byé wprowadzone réznego rodzaju wykluczenia, w wyniku ktd-
rych ubezpieczyciel nie bedzie wyplacat swiadczenia. Do takich wykluczen moga
naleze¢ np. sytuacje, w ktorych ubezpieczony: stracit pracg w wyniku zwolnien
grupowych lub realizacji planu restrukturyzacji zakladu; bedzie wykonywat prace
zarobkowa majac status bezrobotnego; utraci pracg w wyniku katastrofy, wojny
itp., ponadto uzyskat prawo do emerytury, renty lub zasilku przedemerytalnego.

Zaktadamy, ze wysokos¢ swiadczenia w ubezpieczeniu od ryzyka utraty pracy
jest ustalana przez ubezpieczonego. Renta miesigczna moze by¢ rowna miesigczne-
mu zarobkowi ubezpieczonego lub jego czgsci. Ponadto wysokosci $wiadczen mogq
si¢ r6zni¢ w kolejnych miesigcach trwania bezrobocia (renta malejaca lub rosnaca).

Umowa ubezpieczenia jest zawierana na okres jednego roku (12 miesigcy). Po
uplywie tego czasu moze by¢ odnowiona.

W przypadku ubezpieczen kredytow, gdy ubezpieczony podejmuje prace
i ponownie utraci zrédlo dochodu, moze skorzystaé z kolejnych 12 swiadczen mie-
sigcznych, jezeli przez okres co najmniej 6 miesi¢cy jest nieprzerwanie zatrudniony
(lub prowadzi dzialalno$¢ gospodarcza) oraz w tym czasie regularnie optaca sktad-
ki i raty kredytu. W proponowanym dobrowolnym ubezpieczeniu od ryzyka utraty
pracy zakladamy, ze w czasie trwania okresu ubezpieczenia ubezpieczony ma pra-
wo do powtornego Swiadczenia, jezeli ponownie uzyska status bezrobotnego nieza-
leznie od tego, ile miesigcy trwal okres aktywnosci zawodowej migdzy okresami
braku zatrudnienia.
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2.2. Okreslenie warunkow i przestrzeni stanéw w ubezpieczeniu

Rozwazmy ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy, w ktérym ubezpieczyciel
wyplaca rentg, gdy ubezpieczony ma status bezrobotnego. Renta ptacona jest zgod-
nie z warunkami umowy ubezpieczenia (do momentu, gdy ubezpieczony nie znaj-
dzie pracy albo przez ustalony w polisie czas, np. do konca okresu ubezpieczenia
lub przez 3, 6 albo 9 miesigcy). Natomiast ubezpieczony jest zobowiazany do opfa-
ty skiadek. Czestotliwos¢ oplaty skiadek zalezy od warunkéw umowy ubezpiecze-
nia. Rozpatrzone zostang dwie mozliwosci: skladka jednorazowa pfatna w momen-
cie zawarcia ubezpieczenia i skiadka okresowa ptacona w réwnych odstgpach
czasu przez ubezpieczonego podczas trwania umowy ubezpieczenia, gdy jest on
zatrudniony. Jak w kazdym ubezpieczeniu, $swiadczenie wyplacane jest jedynie
wtedy. gdy spetnione sa warunki ogdlne i szczegdlowe ubezpieczenia (ktore sq
integralng czgscia polisy ubezpieczeniowej). Warunki te zostang okreslone analo-
gicznie jak w przypadku ubezpieczen zdrowotnych (np. [10; 17; 19]).

Niech (n), np) oznacza okres ubezpieczenia, w ktérym zajscie zdarzenia ubez-
pieczeniowego powoduje rozpoczgcie wyplacania renty. Symbolem n; oznacza si¢
tzw. czas karencji liczony od poczatku okresu ubezpieczenia. W ubezpieczeniu od
ryzyka utraty pracy jedynie w szczegdlnych przypadkach mozna przyjaé, ze ny #0.
Moze to by¢ np. liczba brakujacych miesigcy zatrudnienia wymagana do uzyskania
prawa do zasitku w razie utraty pracy. Natomiast w przypadku ubezpieczen termi-
nowych najczg¢sciej przyjmuje sig, ze ny = n, gdzie n oznacza dtugosc¢ okresu ubez-
pieczenia (w tym wypadku n = 12 miesigcy).

Przez f oznacza si¢ okres odroczenia (liczony od momentu uzyskania przez
ubezpieczonego statusu bezrobotnego), ktory okresla minimalny okres, w ciagu
ktorego ubezpieczony jest bezrobotny, poprzedzajacy wyplate pierwszego swiad-
czenia. W ubezpieczeniu od ryzyka utraty pracy f= 0 oznacza, ze $wiadczenia wy-
placane sg niezwlocznie po uzyskaniu przez ubezpieczonego statusu bezrobotnego.
Innym wariantem moze by¢ przyjecie, ze f jest rowne okresowi otrzymywania
zasitku dla bezrobotnych, np. 6 lub 12 miesigcy (w zaleznosci od cech charaktery-
zujacych ubezpieczonego, jego sytuacji rodzinnej oraz regionu Polski). Wtedy
dobrowolne ubezpieczenie umozliwia ubezpieczonemu uzyskiwanie srodkéw do
zycia przez okres dluzszy niz $wiadczenia gwarantowane przez Fundusz Pracy.

Maksymalny okres placenia renty przez ubezpieczyciela (liczony od momentu
pierwszej wyplaconej renty) oznaczany jest przez s. W ubezpieczeniach od ryzyka
utraty pracy najczg¢scie) przyjmuje sig, ze s = 12 lub 6 miesigcy.

W niektérych ubezpieczeniach istnieje dodatkowa klauzula zgodnie, z ktora
renta moze by¢ wyplacana nie dluzej niz do osiggnigcia przez ubezpieczonego
okreslonego wieku. Niech wiec r oznacza moment wstrzymania wyplat renty
(liczony od poczatku okresu ubezpieczenia). Na przyktad renta moze by¢ placona
jedynie do momentu osiagnigcia przez ubezpieczonego wieku emerytalnego. W tej



32

sytuacji, jezeli przyjmiemy, ze ry jest wiekiem emerytalnym, a x wiekiem osoby
przystepujacej do ubezpieczenia, to mamy r = max{(ro -x)-12, 0}. Jezeli x > ry, to
r =0, co automatycznie oznacza, ze takie ubezpieczenie nie moze by¢ zawarte.
Czesto w ubezpieczeniach terminowych warunki ubezpieczenia umozliwiaja
wyplate renty jedynie do koca okresu ubezpieczenia, wtedy r — n. Ponadto, aby
sensowne bylo rozwazanie ubezpieczenia, r powinno by¢ tak dobrane, aby r>f
(gdyz w wyniku umowy ubezpieczenia niemozliwa by byta wyplata $wiadczenia)
oraz r > ny (gdyz okres odpowiedzialnosci ubezpieczenia konczytby si¢ wczedniej,
niz przewiduja to warunki umowy).

Przyjmuje si¢ (por. [10]), ze warunki ubezpieczenia reprezentowane sg przez
uporzadkowang piatk¢ parametroOw i oznaczane przez [ :[nl,nz, f,s, r]. Para-
metry n; oraz f ograniczaja z dotu, a parametry n,, s, r ograniczaja z gory diugos¢
okresu, w ktérym ubezpieczony moze pobiera¢ rent¢ w czasie pozostawania bez
pracy. Jezeli nj= f =0 oraz n, =s=r =co, to renta moze by¢ wyptacana, po-
czawszy od momentu zawarcia umowy ubezpieczenia az do $mierci ubezpieczone-
go (w razie utraty zatrudnienia przez ubezpieczonego). W przypadku ubezpiecze-
nia od ryzyka utraty pracy wyptacanie $wiadczenia do $mierci ubezpieczonego jest
jedynie hipotetyczna mozliwoscia, w praktyce nie stosowana. Dlatego w dalszych
rozwazaniach uwzgledniane beda ubezpieczenia, dla ktérych s < oo 1/ lub r <oo.

W tabeli 1 okreslone zostaly warunki ubezpieczenia /”dla wybranych ubezpie-
czen od ryzyka utraty pracy. Dla tych przykladowych ubezpieczeih w punkcie 5
wyznaczone zostaly sktadki netto.

Tabela 1. I"dla przykladowych ubezpieczen od ryzyka utraty pracy

Lp. Opis og6lnych warunkéw ubezpieczenia r=[n,m,f.sr]

Terminowe 12-miesigczne ubezpieczenie od ryzyka utraty | [0, 12, 0, oo, 12]
| | pracy, w ktérym renta placona jest w czasie okresu bezrobo-
cia przez caly okres jego trwania, jednak nie diuzej niz do
korica okresu ubezpieczenia.
Terminowe 12-miesigczne ubezpieczenie od ryzyka utraty | dla mezczyzn:
pracy. Warunki ubezpieczenia umozliwiajg ubezpieczonemu [0, 12.0,12, mux{(65— x)-12, O}]
2 | pobranie maksymalnie 12 rent w czasie jednego okresu bez- e

. . . ~ | dla kobiet:

robocia. Ponadto renty nie moga by¢ wyptacone ubezpie-

czonemu, jezeli osiagnie wiek emerytalny. [0’ 12,012, max{(60 —x)12, 0}]
Terminowe 12-miesigczne ubezpieczenie od ryzyka utraty | dla mgzczyzn:
pracy. Warunki ubezpicczenia umozliwiaja ubezpieczonemu [0, 12, 6,6, max{(65 -x)-12, 0}]
pobranie maksymalnie 6 rent w czasie jednego okresu bez-
3 robocia. Pierwsza renta zostaje wyplacona po skonczeniu
pobierania przez ubezpieczonego zasitku dla bezrobotnych,
ktory przystuguje mu przez okres 6 miesigcy. Ponadto renty
nie moga by¢ wyplacone ubezpieczonemu, jezeli osiagnie
wiek emerytalny.

dla kobiet:
[0,12, 6,6, max{(60- x)-12,0}]

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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W teorii ubezpieczen wielostanowych (np. [10; 17; 19]) kazdemu przypadkowi
zyciowemu, ktorego dotyczy umowa ubezpieczenia (np. ubezpieczony stracit pra-
c¢), odpowiada stan, w jakim znalaz! si¢ ubezpieczony. Zbior wszystkich N mozli-
wych stanow nazywa si¢ przestrzenia standow i oznacza si¢ przez S={1,2,..., N}.
Ponadto para (i, j), gdzie i # j oraz i, j € S, oznacza bezposrednie przejscie ze stanu
i do stanu j, natomiast T jest zbiorem wszystkich mozliwych bezposrednich przejsé
migdzy stanami. Wowczas para (S, T), opisujaca wszystkie mozliwe zdarzenia za-
chodzace w zyciu ubezpieczonego w okresie objetym umowa ubezpieczenia, nazy-
wana jest modelem wielostanowym. W ubezpieczeniu od ryzyka utraty pracy mo-
del wielostanowy jest postaci

(§,7)= ({1»2a 3}a {(192), (2,101, 3)!(2’3)})3

gdzie elementy przestrzeni stanéw S okreslone sg nastgpujaco:

| - stan oznaczajacy, ze ubezpieczony zyje i pracuje,

2 — stan oznaczajacy przypadek, ze ubezpieczony zZyje i nie pracuje,

3 — stan oznaczajacy smierc¢ ubezpieczonego.

Analogiczny opis takiego ubezpieczenia wraz z graficzng ilustracja przestrzeni
standw i mozliwych przejs¢ migdzy nimi znalez¢ mozna w [6; 7; 16; 17].

Przez X(t) oznacza¢ begdziemy stan polisy w chwili ¢ trwania ubezpieczenia,
gdzie argument ¢ oznacza f-ty miesiac trwania ubezpieczenia. Przyjmujemy, ze
{X ():t=12,3, } jest dyskretnym procesem stochastycznym, dla ktérego zakta-
damy, ze X(0) = | (tzn. w momencie przystapienia do ubezpieczenia, ubezpieczony
pracuje). Ponadto przyjmuje sig, ze {X (t)} jest niejednorodnym taficuchem Mar-
kowa (por. [11; 12; 15; 21, 22; 23]).

2.3. Przeplywy pieni¢zne

W wyniku realizacji umowy ubezpieczenia powstaja okreslone ptatnosci doko-
nywane przez ubezpicczonego (skfadki) i ubezpieczyciela (Swiadczenia). W czasie
trwania ubezpiecznia platnosci te tworza przeplywy pieniezne miedzy ubezpieczy-
cielem a ubezpieczonym.

Zauwazmy, Ze ze wzgledu na specyfike ubezpieczenia od ryzyka utraty pracy
w analizie przeplywéw pienieznych musza by¢ uwzglednione takie sytuacje,
w ktorych wyplata swiadczen rentowych moze by¢ dokonywana po uplywie okresu
ubezpieczenia n. Ponadto w czasie pobytu procesu {X (t)} w stanie 2 swiadczenia
nie musza by¢ wyplacane ze wzgledu na okres odroczenia pierwszej wyplaty, co
oznacza, ze wyplata Swiadczenia zalezy od czasu spgdzonego przez proces {X(t)}
w stanie 2. Wszystkie tego typu sytuacje reprezentowane sg przez /i musza by¢

uwzglednione w analizie przeptywéw wynikajacych z realizacji umowy ubezpie-
czenia.
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Swiadczenie rentowe w ubezpieczeniu od ryzyka utraty pracy wyptacane jest
wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa wszystkie warunki ubezpieczenia, niech
wiec n! oznacza okres przeplywdw pienieznych wynikajqcych z warunkéw umowy
ubezpieczenia I Zauwazmy, ze ostatnim momentem trwania umowy ubezpie-
czenia, w ktdrym utrata pracy umozliwia rozpoczgcie wyplaty renty, jest moment
n,. Wtedy firma ubezpieczeniowa po odczekaniu okresu odroczenia f bedzie

wyplacac rentg s razy. Uwzgledniajac moment wstrzymania wyplat », otrzymujemy
nl = min{ny +s+ f - 1,r}.

W celu uwzglednienia tego, ze moment wyplaty swiadczenia z tytutu utraty
pracy zalezy od czasu pozostawania bez pracy, zaproponowano odpowiednie
rozszerzenie przestrzeni stanow S. Zauwazmy, ze w warunkach ubezpieczenia I~
z realizacja Swiadczen zwiazany jest parametr f odpowiadajacy za czas odroczenia
pierwszej wyplaty oraz parametr s okreslajacy maksymalng liczbe wyptat. Ponadto
liczba wyplat jest ograniczana przez czas zatrzymania r oraz maksymalny moment
odpowiedzialnosci ubezpieczyciela n, .

Sposob rozszerzenia przestrzeni stanéw jest analogiczny do sposobu stosowa-
nego w przypadku ubezpieczen zdrowotnych (por. [1; 10]) oraz ubezpieczenia od
ryzyka utraty pracy opisanego w [7]. W tym przypadku rozszerzenie przestrzeni

stanow polega na podzieleniu stanu 2 na f+ s+ 1 standéw. Pierwszych f stanéw

1 2 . . . . .
2(f), 23, 2(ff) odpowiada liczbie miesiecy, jakie musza uplynaé, zanim

zostanie wyplacone pierwsze $wiadczenie rentowe., Kolejne s stanow 221), 2&.2), -

29) odpowiada liczbie miesigcy, w ktérych moga by¢é wyplacane renty. Ostatni

stan 2, r,s Oznacza, ze ubezpieczony jest bezrobotny przez okres diuzszy niz

f +s miesiccy. W rezultacie, zamiast stanu 2 powstaje f +s+1 nastepujacych
: () 4(2) ] 1

stanéw 27, 2f > 2/ ’ 22‘)’ 222), . 2_(;‘), 2, r+s- Wtedy rozszerzona

(N + s+ f-clementowa) przestrzef standw jest postaci

sE={1,20,5@)  o(resn 5 N}

b

gdzie

2D, dai<icy,

() _ -
21 _ 2&: f),dlaf<isf+s,
2 fesr dlai=fys+l.
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Zauwazmy, ze liczba stanéw, na jakie zostat podzielony stan 2, jest ograniczo-
na z gory przez parametry r oraz ny. Wobec tego przestrzen stanéw st uwzgled-
niajqca warunki umowy ubezpieczenia I jest postaci

Sr={1,2“),2(2),...,2(”,3,...,N},
gdzie

_{min{f+s,r}, gdyf +s>ny,

min{f +s,r}+1, gdy f +s<n,. ()

Liczebnosé zbioru 7 wynosi N F-ny-14+ 7 , gdzie ydana jest wzorem (1).

W przypadku ubezpieczenia opisanego w punkcie 1 tab. 1 otrzymujemy:
Nr =n[0. 12,0, oo, 12] - 12 oraz Nr = n[o. ]2,0. 00,12]

r

=14. Natomiast w przypadku

pozostalych ubezpieczen opisanych w tab. 1 n' oraz N dla mezczyzn s3

odpowiednio réwne

23, dlax <64,

nl = 12, dla x = 64, oraz Nr={
0, dlax>64,

14, dla x < 64,
0, dlax>64

i analogicznie dla kobiet

23, dlax <59,
nr=<12, dlax =59, oraer={
0, dlax>59,

14, dlax <59,
0, dlax>59.

Zmiana przestrzeni stanéw powoduje zmiang zbioru T na T’

llustracja graficzna rozszerzonej przestrzeni stanéw i mozliwych przej$é
migdzy nimi dla ubezpieczenia od ryzyka utraty pracy, w ktérym warunki
okre$lone sa przez I~ jestrys. 1.
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Rys. 1. Schemat (51‘ Tr) dla ubezpieczenia od ryzyka utraty pracy

Z nowa przestrzenig standw zwiazane jest zdefiniowanie nowego procesu
{Xr(t)}, ktory przybiera wartosci z przestrzeni stanow st o proceste {Xr(t)}

zaklada sig, ze jest niejednorodnym lancuchem Markowa.

Zauwazmy, ze analiza przeplywow pienieznych wynikajacych z umowy ubez-
pieczenia od ryzyka utraty pracy, ktérej warunki zostaty okreslone przez I"wyma-
ga, aby zamiast rozwazania skladek i swiadczen w modelu (S, 7) przez okres n,

analizowac przeplywy pienigzne w modelu wielostanowym (Sr. Tr) przez okres

n’.

3. Zaktualizowane laczne przeplywy pieni¢zne
3.1. Posta¢ macierzowa momentow Z

Ocena wysokosci przyszlego swiadczenia, ktore bedzie musial wyplacié
ubezpieczyciel z tytulu sprzedanego ubezpieczenia, oraz okreslenie tzw. dodatku
bezpieczeinstwa (inaczej dodatku na ryzyko, czyli cz¢sci sktadki przeznaczonej na
pokrycie niekorzystnych odchylefi w przebiegu zdarzen losowych) sa niezbedne do
wyznaczenia skladki ubezpieczeniowej netto. W tym celu konieczna jest znajo-
mos¢ momentdéw Z zaktualizowanych tacznych przysziych przeplywow pienigz-
nych powstatych w wyniku realizacji umowy ubezpieczenia.
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Do obliczenia momentéw Z wykorzystana zostanie macierzowa reprezentacja
modelu ubezpieczenia wielostanowego wprowadzona w pracach [6] i [7], ktorej
zastosowanie stalo si¢ mozliwe po wprowadzeniu modelu wielostanowego

(Sr, Tr) oraz n’ .

Niech / oznacza /-ta osobg w grupie liczacej L osob, ktérej odpowiada proces
{X,(t)}. Przy zalozeniu, ze zmienne losowe X; dla /=12 3, ... sa niezalezne
o jednakowym rozkladzie oraz funkcja dyskontujaca v(k) jest ustalona, momenty
zaktualizowanych tacznych przysztych przeplywow pieni¢znych sa nastgpujacej
postaci (por. [7]):

EZ)=VT Diag(CDT)S, @)
9 "r llr
E(Z-) Z ZV Ik 'HIk +]CP(kl’k2)C Ik7+lI/\ +|V 3)
ky=0ky=0

W przypadku stopy procentowej modelowanej przez proces stochastyczny,
zaklada sig, ze Y(1) oraz X}, X, ..., X spelniaja nastgpujace zalozenia:

Z1. Zmienne losowe X; dla /=1,2,3,... sa niezalezne o jednakowym rozkia-
dzie.

Z2. Pod warunkiem, ze znane sa wartosci procesu stopy procentowe]j Y(¢) dla
t=01,...,n", zmienne losowe Z, sa niezalezne o jednakowym rozkladzie.

Z3. Zmlenne losowe X, (/=1,2,3,...) oraz ¥({) sa niezalezne.

Z4. Wszystkie momenty losowej funkcji dyskontujace;j e~ 10 sa skonczone.

Wtedy momenty zaktualizowanych lacznych przyszlych przeplywow pienigz-
nych dane sa nastgpujacymi wzorami (por. [6]):

E@Z)=MT Diag(CDT)S, (4)
( ) AZUkZIk +lA Ik1+IIZ,+ICP(k|>kZ)CTIk2+l’ (5)
1= 2=
E(Z,2,)= (Diag(CDT)s)T A(Diag(CD T)s). (6)
(nr+l)er

We wzorach (2)-(6) macierz C eR opisuje wszystkie mozliwe prze-
plywy pienigzne powstajace w okresie trwania umowy ubezpieczenia (por. punkt 3.2).
(nr+l)x(nr+l)

-
n +l . . .
Natomiast wektor V eR( ) oraz macierze M1 A eR zZwigzane sa
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T it)x(n +1
ze stopa procentowa (por. punkt 3.4). Ponadto macierze P(, ky) GR(n * )x(" * )

(nr+l)er , .
oraz D eR okreélane sa na podstawie rozktadu procesu {X (t)} (por.

punkt 3.3). Pozostale wektory sa Wielkosciami pomocniczymi, mianowicie

. r
S=(L1,...0T eR™ *! oraz I, =(0,0,...,0,1,0,0,...,0)" €eR” *', a Diag(B)
———

k
jest macierza diagonalna, ktérej elementami przekatnej, sa elementy przekatnej
macierzy B.

W nastepnych punktach tego paragrafu przedstawione zostaly postacie macie-
rzy (niezbgdnych do wyznaczenia momentéw Z) w przypadku ubezpieczen od bez-
robocia opisanych w tab. 1, ktére sa przedmiotem analizy numerycznej w punkcie 5.

Rozwazmy ubezpieczenie ryzyka utraty pracy, w ktorym ay jest renta placong
za okres [k, k +1) (k=ny,m + l,...,nr —1) jezeli ubezpieczony w momencie k + |
jest bezrobotny.

Rozpatrywaé bedziemy osoby, ktore maja jeszcze ponad rok do wieku emery-
talnego (tzn. x < 64 dla mezczyzn oraz x < 59 dla kobiet).

3.2. Przeplywy pieni¢zne

Przeplywy pienigzne w ubezpieczeniu okreslone sa w macierzy C, ktdrej
element cj; =c;(k) oznacza przeptyw pieni¢zny realizowany w momencie

k (k=0,1,2,...,nr) jezeli proces {Xr(l)} jest w tym momencie w stanie i
(i=1,2,...,N").

Postacie macierzy C, zawierajace jedynie SWiadczenia oznaczane s przez Cy,.
Niech dla przykiadowych ubezpieczei okreslonych w tab. 1 macierze Cj, oznaczo-

ne beda odpowiednio C[l,, Clz,, Cg. Wowczas

00 0..0 0 0 0
O[IO ap ... 0 0 00
C[l)'—- e e . : [ ER]3X14’

0 apg ay) ... ag 0 00
0ay ay ... a9 a10 00
10 ag ay ... ag a10 911 0]
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00o0..0 0 00
0ag0..0 0 00
anal...O 0 00
0ag ay ... a9 0 00
c2_|0a0 a ... ag @10 0 geR24"'4.
an a ... dg aio 9
00 a ...ag @10 911 0
00 0..agaw0 %0
00 0..0apa?0
00 0..0 0 ay0]

L

. . . . 2 L. . . 2

Macierz c}; ma taki sam rozmiar jak macierz C},, rozni si¢ od macierzy Cjp,

jedynie tym, ze w kolumnach od 2 do 7 wyst¢puja same zera, tzn. gy =a) =d =
=ay = ay =as =0, o jest zwiazane z okresem odroczenia f.

3.3. Struktura probabilistyczna

Proces {Xr(r)} jest niejednorodnym W czasie fancuchem Markowa, wiec
macierze D oraz P(ky, k,) mozna zapisa¢ przy uzyciu wektora rozktadu poczatko-

wego P(0)=(1,0,0....,0) eRl"Nr oraz ciagu macierzy prawdopodobienstw

NI‘
przejs¢ Q(0), Q(1), -, Q(n’ - 1), gdzie Q(K) =(q,,-(1c))w=l a

q,-j(k)=P(X’"(k+1)=j|Xr(k)=i).

Zaleznosci miedzy macierzami opisane sa m.in. w pracach [6; 7].
Zauwazmy, ze we wszystkich przykiadach opisanych w tab. 1, stan 2 zostat
podzielony dokladnie na 12 stanéw. Oznacza to, ze macierze prawdopodobienstw

przejs¢ dla procesu {X r (t)} sa analogiczne do tych okreslonych dla procesu

{XR(t)} zdefiniowanego w pracy [7].

W przyktadach numerycznych w punkcie 5 do estymowania prawdopodo-
bieristw g;;(k) wykorzystane zostaly modele logitowe opisane w [8]. W przypadku

niektorych ubezpieczei opisanych w tab. 1 mamy nl +1=24, wiec ciag macierzy
prawdopodobiefistw przejs¢ powinien by¢ estymowany na podstawie danych
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pochodzacych z dwoch kolejnych lat. Na podstawie danych z wczesniejszego roku
estymuje sie macierze Q(0), Q(1), ..., Q(11), a dane z nastgpnego roku stuza do
okreslania macierzy Q(12), Q(13), ..., Q(23). W przykladach numerycznych
w punkcie 4 wykorzystane zostaly prawdopodobieristwa okreslone w [14], a esty-
mowane na podstawic danych dotyczacych oséb zarejestrowanych jako bezrobotne
w Jeleniej Gorze i powiecie jeleniogérskim w latach 2000-2004.

3.4, Stopa procentowa

W przypadku stalej stopy procentowej dany jest wektor funkcji dyskontujacej
-
1 :
V=(u(0), v(l),...,u(nr))eR(n +), gdzie v(k)=0* =(1+i)™%, natomiast i

0znacza miesi¢czna stopg procentowa.

W przykiadach numerycznych przyjgto, ze i = 0,003274. Daje to roczna stopg
procentowa w wysokosci 4%.

Jezeli Y(¢) oznacza stopg procentowa w okresie [0, 7], to wektor funkcji dyskon-

-Y(n" I'41
tujacej jest postaci Y = (e—Y(O), e—y('), s (n )) »ER('l ) Wtedy wektor war-

| _ r
tosci oczekiwanych ma postac M=[E(e'y(0)),E(e"“))’m,E[e n )De

(nr+l) nl +1

eR , macierz mieszanych momentéw oznaczona jest przez A =(§,~j)

i j=I"
r
‘(i) ~Y(j . . 1 .
gdzie & =E(e_)(')e Y(J)), a macierz kowariancji przez R =(l‘,j)'.1 .+ , gdzie
i, j=1
rl/ = CO\/(e_Y(i)’ e—Y(J))

W przykladach numerycznych zalozono, ze ¥(¢) jest gausowskim procesem
stochastycznym o stacjonarnych przyrostach i dodatnim dryfie (por. np. [3; 5; 18]).
Ponadto przyjeto, ze up = E(Y(12)) oznacza $rednia roczna stopg procentowa, a

o g =4 Var(Y(12)) zmiennos¢ opisujaca fluktuacje stopy procentowej wokét sip.
Rozpatrzone zostaly dwa (stosowane w analizie ubezpieczen) specjalne przypadki
procesu Y(¢) przy zatozeniu, ze up =0,04 oraz op =,/0,005. Pierwszy z nich
zaktada, ze Y(f) modelowany jest przez proces Wienera W(f) (W(0)=0,
Var(W(¢)) = t), a wtedy (por. [5])

Y(£) = Yy (£) = 0,006455W(¢) + 0,003333: . @)
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W drugim przypadku zatozono, ze Y(f) modelowany jest przez proces Orsteina-
-Uhlenbecka, a wowczas (por. [5])

t
Y(1) = Yoy (6) = 0,00189SJ U(s)ds +0,003333¢, ®)
0

gdzie {U(s),s20} jest procesem Orsteina-Uhlenbecka z funkcja kowariancji
R(l)=8_0’0083331.

Okreslenie elementéw macierzy M, A oraz R mozna znalez¢é w [5] w Lemacie 1
dla Yy (r) oraz w Lemacie 2 dla You ().

4. Skladka netto i jej zmiennosé

Zgodnie z zasadami matematyki aktuarialnej (por. [4; 9; 17]) skladke netto
wyznacza si¢ w taki sposob, aby spetnione bylo réwnanie wartosci skladek netto.
Zgodnie z tym rownaniem, korzystajac z zapisu macierzowego, jednorazowa
sktadke netto 7 dla danej umowy mozna zapisa¢ jako (por. [6; 7])

(2,) vl Diag(CbDT)S dla stalej stopy procentowej,
r=E Zb =
M" Diag(CbDT)S dla stochastycznej stopy procentowe;j,

gdzie Cy jest macierza przeptywow pienigznych uwzgledniajaca jedynie $wiadcze-
nia ubezpieczeniowe.
Innym sposobem wyznaczania jednorazowej skladki netto jest zasada odchyle-

nia standardowego
= E(Zb)+a,fVar(Zb), €))

gdzie Z, oznacza zaktualizowang warto$¢ $wiadczen, a a pewna stata. Ponadto
Var(Z,) = E(Zg) - Ez(Zb) a momenty zmiennej losowej Z, liczone sg przy zalo-

zeniu, ze C = C, ze wzordw (2)-(3) w przypadku stalej stopy procentowej, oraz ze
wzordw (4)~(5) w przypadku, gdy stopa procentowa modelowana jest przez proces

stochastyczny. We wzorze (9) wyrazenie a,/Var(Zb) nazywane jest dodatkiem
bezpieczenstwa (inaczej dodatkiem na ryzyko), stuzacym do zgromadzenia fundu-
szu przeznaczonego na pokrycie losowych odchylen od przebiegu ubezpieczenia.
Niech p oznacza wysokos¢ okresowej skladki netto platnej z gory (np. na
poczatku kazdego miesiaca) przez ny miesigcy. Oznacza to, ze ubezpieczony placi
skfadke o stalej wysokosci do konca okresu odpowiedzialnosci ubezpieczyciela.
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W przypadku stafej stopy procentowej skladke okresowa p wyznacza si¢ z nastgpu-
jacej rownosci (por. [7]):
VT Diag(C,D" S
P=—7 = , (10)
n . r
VI I- Y Lealis Iy
k=n2

r r
adzie IeR(n +l)x(n +I)

ER/\’r+l

p
jest macierza identycznosciowa i I]N =(1, O,...,O)T €

. W przypadku stochastycznej stopy procentowej we wzorze (10)
w miejsce wektora V wstawiony jest wektor M.

Istotnym elementem w okreslaniu jednorazowe;j skiadki netto w ubezpieczeniu
grupowym jest liczba osdb w jednorodnej (ze wzgledu na wiek i warunki ubezpie-
czenia [') grupie L osob. Okazuje sig, ze wysokos¢ skladki okreslonej wzorem (9)
jest nizsza dla liczniejszej grupy. Wynika to z tego, ze wraz ze wzrostem liczeb-
nosci grupy maleje wariancja przypadajaca na jedna osobg w grupie, mianowicie
(por. [61)

0, dla stalej stopy
procentowej,

L
: 1
lim Var| — > Z, , |= T .
P ar[Lg b1 ] (Diag(C,DT)s) R Diag(C,DT)s, dla stochastycznej
stopy procentowe;j,

gdzie Z;, ; oznacza zaktualizowana wartos¢ tacznych przysztych przeptywow pie-
nigznych okreslona dla /-tej osoby w grupie.

5. Analiza wysokosci skladki
5.1. Opis danych

Na potrzeby tego paragrafu dokonano obliczen w celu zbadania zaleznosci
wysokosci sktadki od mozliwych cech opisujacych potencjalnych ubezpieczonych
oraz jej zmienno$ci w czasie. Ze wzgledu na obszerny material w artykule za-
mieszczone zostaly tylko najbardziej interesujace przykiady, ktore obrazuja pewna
tendencje.

Analizie poddano grupg oséb w wieku 20-60 lat, ktore maja prawo do zasitku
dla bezrobotnych (tylko te osoby moga wykupi¢ komercyjne ubezpieczenie).
Ponadto badana kohorta charakteryzowana jest przez nast¢gpujace cechy: pte¢ (mez-
czyzna, kobieta), znajomos¢ jezykow obcych, miejsce zamieszkania (miasto, wies),
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wyksztalcenie (podstawowe, zawodowe, Srednie, wyzsze), liczba dzieci (co najwy-
zej dwoje, minimum troje), stan zdrowia (inwalida lub nie), sekcja zatrudnienia
(wedlug Polskiej Klasyfikacji Dziatalnosci). Cechy te byty brane pod uwage przy
okreslaniu prawdopodobienstw w macierzy Q (por.[8; 14]). W przyktadach wyko-
rzystane zostaly prawdopodobienstwa znalezienia pracy oszacowane na podstawie
danych dotyczacych oséb bezrobotnych zamieszkujacych Jelenia Goére i powiat
jeleniogorski w latach 2000-2004 (por. [14]). Natomiast prawdopodobienstwa
straty pracy wyznaczono na podstawie danych z rocznikéw statystycznych z lat
2000-2004 ze wzgledu na klasyfikacje wykonywanego zawodu. Do analizy
wybrane zostaty trzy sekcje Polskiej Klasyfikacji Dziatalnosci (PKD):

e H — hotele i restauracje,

¢ J — posrednictwo finansowe,

e N — stuzba zdrowia i opieka spoteczna
oraz trzy typy ubezpieczenia od ryzyka utraty pracy. Warunki ubezpieczenia
okreslone zostaly w tab. 1 przez zbiér I}

o typ | — odpowiadajacy /" =[0,12,0,00,12],

o typ 2 — dla ktorego /~dla mezczyzn jest postaci [0, 12,0,12, max{(65-x)-12, 0}],
a dla kobiet [0, 12, 0,12, max{(60 - x)-12,0}],

e typ 3 — dla ktorego /dla mezczyzn jest postaci [O, 12,6, 6, max{(65 -x)-12, O}],
a dla kobiet [0, 12, 6,6, max{(60 - x)-12,0}].

Zalozono, ze swiadczenie z tytulu bezrobocia jest rdwne 1 jednostce tzn.
ag=ay =...a;; = (por. punkt 3.3).

Przyjeto, ze ubezpieczyciel monitoruje rynek na biezaco i w styczniu kazdego
roku przeprowadza badania dotyczace charakterystyki osob zarejestrowanych jako
bezrobotne. Na ich podstwie wyznaczane s3 prawdopodobiefistwa w macierzach
Q(k) okreslanych dla danego roku. Ponadto zalozono, ze sktadki obliczane sa dla
ubezpieczen zawartych w styczniu danego roku.

5.2. Skladka a typ ubezpieczenia

Celem tego punktu jest analiza wielko$ci sktadki oraz odchylenia standardowe-
go dla wprowadzonych w tab. 1 trzech typéw ubezpieczen. Obliczen dokonano dla
grupy potencjalnych ubezpieczonych, ktorzy znaja co najmniej jeden jezyk obcy.
mieszkajg w miescie, maja wyksztalcenie wyzsze, co najwyzej 2 dzieci na utrzy-
maniu i nie sq inwalidami. Ponadto pracuja w zawodzie sklasyfikowanym do sekcji
hotele i restauracje wediug PKD. Rysunek 2 jest ilustracja graficzng wptywu wieku
ubezpieczonego, plci oraz typu ubezpieczenia na wysokos¢ jednorazowej skiadki
netto oraz odchylenia standardowego w 2003 r.
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pracuja w sekcji hotele i restauracje wedlug PKD. Zatozono, ze przez opisane
wyzej osoby zostato wykupione w 2003 r. ubezpieczenie typu 2.

Zauwazmy, ze zastosowanie do obliczania skladki netto oraz odchylenia
standardowego modeli stopy krotkoterminowej (Y (¢), Yo (¢)) niewiele zmienia
wysokos¢ obliczanych wielkosci w stosunku do tych wyznaczonych przy zatozeniu
stalej stopy procentowej. Gdyby $wiadczenie miesigczne byto rowne 1000 zi,
wowczas roznica w skladce dotyczylaby jedynie groszy. Dlatego w dalszych
rozwazanich bgda analizowane tylko przyklady ze stala stopa procentowa.

Tabela 2. Model stopy procentowej a skladka i zmiennos$é

Skiadka jednorazowa Odchylenie standardowe  |Odch. st. dla L —» o
Stopa Yo (t Yo (1 v
rocentowd S0 W) | You() | stala w() | You() | B | Youlo)

20 0,188216/0,1881370,188137|1,025927|1,025661 | 1,025691 {0,003236 [ 0,003385
25 0,199715[0,199630]0,199629 [ 1,074379] 1,074096 | 1,074134|0,003464 | 0,003647
30 0,211329]0.211237]0,2112381,122130|1,121831]1,121876]0,003696 | 0,003915
35 0,2228920,22279410,222795(1,168656 | 1,168341 | 1,168393 | 0,003929 | 0,004185
40 0,234316/0,234211]0,234213(1,213703]1,2133731,2134320,004160 | 0,004455
45 0,245402]0,24529210,245294 | 1,2566971,256352 | 1,256418{0,004386 [ 0,004720
50 0.25601810.255902]0,255904 | 1,297318 1,296959 | 1,297033 | 0,004604 | 0,004975
55 0,266091(0,26596910,265972 | 1,335426 | 1,335053 | 1,335134{0,004812 [0,005220
60 0,275204[0,27507610,275080 [ 1,369927 1,369542 [ 1,369629 | 0,005002 | 0,005444
65 0,283277(0,283144]0,2831491,4006421,400246{ 1,400339]0,005170]0,005644

wiek

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Wraz ze wzrostem liczebnosci grupy L maleje odchylenie standardowe
przypadajace na jedna osobg w grupie. W tab. 2 fakt ten ilustruja dane w czterech
ostatnich kolumnach. Zauwazmy, ze mniejsze odchylenie standardowe gwarantuje
Yy (¢) niz Yo (t). Ponadto wraz z wiekiem osoby ubezpieczajacej si¢ rosnie
jednorazowa sktadka oraz odchylenie standardowe.

5.4. Skladka a znajomosé jezykow obcych

Do analizy wptywu znajomosci jezykoéw obcych na wysokos¢ skladki netto
wybrane zostalo ubezpieczenie typu 1. Na rysunkach 3-5 wykresy przedstawiaja
wplyw znajomosci jgzykéw obcych na wysokos¢ jednorazowej skiadki netto w za-
leznosci od wieku, pici, roku zawarcia ubezpieczenia oraz sekcji zatrudnienia (od-
powiednio H, J, N). W legendzie zamieszczonej pod rysunkami x oznacza osobg
w wieku x znajacg co najmniej 1 jezyk obcy, a x.0 osobg w wieku x, ktéra nie zna
7adnego jezyka obcego. W kazdym z rozpatrywanych przypadkéw mozna zaobser-
wowaé brak wplywu znajomosci jezyka obcego na wysokos¢ sktadki w 2000 r.
Natomiast w latach 2001-2003 wyzsza sktadke ptacityby osoby, ktore znaly co
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nak wciaz osoby mieszkajace w miescie, majace nie wiecej niz 2 dzieci moglyby
liczyé na nizsza skiadke.

Przeprowadzona analiza wskazuje na zmieniajace si¢ w czasie zaleznosci
wysokosci sktadki od cech charakteryzujacych osoby wyrazajace che¢ wykupienia
ubezpieczenia od ryzyka utraty pracy. I chociaz wysokos$¢ i zakres skladek maleja,
to chcac oferowa¢ ubezpieczenie od ryzka utraty pracy o skfadkach, ktérych wyso-
kos¢ jest realnie dostosowana do aktualnie panujacych warunkéw na rynku pracy
niezbg¢dne jest monitorowanie wpltywu réznych czynnikow na szanse znalezienia
czy utraty zatrudnienia.
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INDIVIDUAL UNEMPLOYMENT INSURANCE - THE ANALYSIS

OF NET PREMIUM ON THE POLISH EMPLOYMENT MARKET

Summary

A model for an individual insurance for financial consequences of unemployment is proposed.
Analogously to the notation used in description of disability insurances, insurance conditions are
presented in the sct of parameters /- Net premiums are calculated according to the method used in life
insurances. Cash flows arising from unemployment insurances, the probabilistic and interest rate
structure are presented in matrix notation, where dimensions of appropriate matrices are adopted to
insurance conditions /-

Numerical examples of premiums (for an individual insurance and portfolio of policies) are
based on data taken from Labour Department in Jelenia Géra for years 2000-2004.
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