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1. Wstep

Sumy zmiennych losowych stanowia podstawe najwazniejszych modeli aktua-
rialnych [1; 17; 19]. Wystarczy wymieni¢ klasyczne juz modele ryzyka indywidu-
alnego czy kolektywnego lub teorig ruiny. Jednakze w modelach tych przyjmuje
si¢ dos¢ nierealistyczne, ale wygodne z matematycznego punktu widzenia, zatoze-
nie o niezaleznosci badanych zmiennych losowych reprezentujacych poszczegdlne
rodzaje ryzyka.

W praktyce rzadko mozemy méwi¢ o niezaleznosci. W wielu sytuacjach rozpa-
trywane rodzaje ryzyka sg zalezne, i to w sposob istotny [7; 8; 20]. Dzieje si¢ tak
np. w przypadku ryzyka katastroficznego, gdzie wystepuje dos¢ duza zalezno$¢
migdzy poszczegdlnymi rodzajami ryzyka [15]. Podobna sytuacja wystgpuje
w ubezpieczeniach komunikacyjnych [3] czy zyciowych, gdzie mozna zauwazy¢
wystgpowanie zaleznosci dlugosci zycia wspotmatzonkow [2].

W prezentowane) pracy przedstawiona zostala analiza zaleznosci rozpatrywa-
nych zmiennych losowych w klasycznych juz modelach aktuarialnych. Praca ma
charakter przegladowy 1 jest kontynuacja wczesniejszych prac autora [10; 12].
Omoéwione zostaty sumy zaleznych zmiennych losowych, w tym zalezny rozkiad
dwumianowy, sumy losowe, stanowiace podstawe¢ modelu kolektywnego ryzyka,
model ryzyka indywidualnego i zagadnienie ruiny. W kazdym zagadnieniu zwro-
cono uwage na wplyw stopnia zaleznosci na rozklad i wiasnosci otrzymanej sumy
zmiennych losowych. Do wyznaczenia tych rozktadéw stosowane byly na ogoét
metody symulacyjne.
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Przedstawione w artykule przyktady sa proste. Mozna je oczywiscie rozwinag,
uogdlIni¢ na bardziej skomplikowane przypadki, jednak zasadniczym celem prezen-
towanej pracy jest przedstawienie ogélnej idei aktuarialnych modeli opartych na
sumach zaleznych zmiennych losowych i uchwycenie wystepujacych tam podsta-
wowych prawidlowosci.

2. Modelowanie zaleznoS$ci

W pracy wykorzystane zostaly trzy wybrane metody modelowania zaleznosci.
Pierwsza metoda jest oparta na funkcjach taczacych (ang. copula). Funkcja taczaca

C:[0,1]" >[0,1] jest lacznikiem migdzy dystrybuanta F rozkiadu iacznego
zmiennych losowych Xj, X5, ..., X, a dystrybuantami rozktadéw brzegowych F;
[7; 16]:

F(x1, %3500, %) = C(F (x1), Fa(x2), .0 o).

Jest to n-wymiarowa dystrybuanta zmiennych losowych U, U,, ..., U, o rozkia-
dzie jednostajnym na [0, 1], gdzie U; = F;(.X;). Niezaleznosci odpowiada funkcja
taczaca [[(uy,ua,-.., up) =uy, 13, ..., u,, @ Wspotmonotonicznosci (ang. comono-
tonicity) funkcja M(uj,uy,...,u,)=min(u, uy,....u,). Zmienne losowe X;, X,
..., X, sa wspdtmonotoniczne, jesli istnieja niemalejace funkcje fi, f2, ..., f i
zmienna losowa Z taka, ze wektory losowe (X}, X3,..., X)) oraz (f{(Z), f>(2),
... [»(Z)) maja ten sam rozktad [6].

W praktyce wykorzystuje si¢ zwykle indeksowane rodziny funkcji taczacych.
Do najbardziej popularnych naleza rodziny archimedesowych funkcji faczacych
[7; 16]). Funkcja taczaca C jest archimedesowa, jesli istnieje funkcja ¢:(0,1]— R,
nazywana generatorem, taka, ze ¢(1) =0,

_n
D) (020
dlal <k<n,a £ jest n-ta pochodna funkcji £, oraz

Clug, g,y ty) = 07 () + (3 ) + ... + o(u,)).

Przyktadem archimedesowej funkcji taczacej jest funkcja Claytona okreslona
wzorem:

Ca(ul,uz,...,u,,)=(u1"a +u %+ +u® —n+1),

gdzie 0 < a. Funkcje laczace Claytona C, tworza indeksowana parametrem o
archimedesowa rodzing funkcji faczacych. W granicy, gdy parametr a dazy do
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zera, otrzymujemy funkcje taczaca niezaleznosci /7, a dla a dazacej do nieskonczo-
nosci funkcje faczaca wspétmonotoniczna M.

Dwuwymiarowa funkcja faczaca jednoznacznie wyznacza nam wspdlczynnik
korelacji rangowej Kendalla 7. Dla rodziny Claytona jest on zwiazany z paramet-
rem o wzorem [16]

__a
a2

W przypadku wielowymiarowych, archimedesowych funkcji taczacych, brze-
gowe funkcje faczace wyznaczone dla kazdej pary zmiennych losowych X;, X ; sa
identyczne. Dlatego tez kazda para zmiennych ma ten sam wspdtczynnik korelacji
Kendalla.

Inny sposob modelowania zaleznosci polega na wykorzystywaniu warunkowe;j
niezaleznosci, wystepujacej dla konkretnych warto$ci & pewnej zmiennej losowe;j
©. Wtedy dla ustalonych wartosci tej zmiennej stosujemy znane, klasyczne metody
stosowane w przypadku niezaleznosci. Dystrybuanta taczna przyjmuje wtedy
posta¢ mieszanki [8; 20]

[+ 8] [= 2]
F(x1 X, %) = [ F(x1.32,.., %,|0)dF(6) = [ Fi(x1]6) 3 (x/6).... Fy (x4]6)dF (6).
0 0

Indukowang zmienna losowa ® mozemy traktowaé jako wspdlny czynnik wply-
wajacy na wszystkie zmienne losowe X;. W przypadku gdy struktura zaleznosci
zmiennych X, X5, ..., X, opisana jest archimedesowa funkcja faczaca, to istnieje
zmienna losowa @, dla ktdrej zachodzi warunkowa niezaleznos¢ [8; 11; 13].

W klasycznych zagadnieniach aktuarialnych, takich jak model kolektywnego
ryzyka czy teoria ruiny, rozpatruje si¢ losowe sumy zmiennych losowych, postaci

N
S=Y X,
i=1

gdzie N jest pewna zmienng losowa. W przypadku wieloklasowym, gdzie wystepu-
ja rozne klasy szkod, zachodzi zwykle w sytuacjach praktycznych zaleznos¢ mig-
dzy liczebnosciami N, poszczegdlnych klas. W najprostszym przypadku dwoch
klas jednym ze sposoboéw modelowania zaleznosci moze byé rozbicie zmiennej
liczacej szkody na dwa czynniki [22]:

N] = M1+M0,
N2=M2+M0,

gdzie zmienne losowe My, M;, M, sa niezalezne. Zmienne losowe M, M,
przedstawiaja czynniki wewngtrzne, charakterystyczne dla poszczegdlnych klas,
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a zmienna M|, reprezentuje czynnik zewngtrzny oddzialujacy na obydwie klasy.
W przypadku wigkszej liczby klas mozna tez rozpatrywaé czynniki dzialajace na
pary klas, na trojki, czworki itp. [S].

Wektory losowe X =(X), X,..., X, ») mozemy porzadkowa¢, wprowadzajac
relacje porzadku uwzgledniajace struktur¢ zaleznosci [13; 16). Najprostszym po-
rzadkiem tego typu jest naturalne uporzadkowanie funkcji taczacych przedstawia-
jacych odpowiednie struktury zaleznosci:

C<C'& C(u,,uz,...,u,,)SC'(ul,uz,...,u,,)

dla kazdych 0<uj,u,,...,u, <1. Mozna pokaza¢, ze dla wielowymiarowej
(n > 2) archimedesowej funkcji taczacej zachodzi relacja [11; 16]
I<C<M.
Jesli indeksowana parametrem « rodzina funkcji taczacych C,, jest uporzadko-
wana wzgledem relacji < zgodnie z naturalnym porzadkiem parametrow, tzn. gdy
zachodzi

’
asa =Cy<Cy,

to méwimy, ze rodzina ta jest regularna. Przykfadem takiej rodziny jest rodzina
Claytona.

Inna relacja porzadkujaca wektory losowe jest porzadek supermodularny <.
Mowimy, ze wektor losowy X=(X), X,,...,X,) jest mniejszy w porzadku
supermodularnym od wektora Y = (1}, 15,..., 1), tzn. X <g Y, jesli [15]

E(f(X))<E(f(Y))

dla wszystkich funkcji supermodularnych f takich, ze wartos¢ oczekiwana istnieje.
Funkcja £ R" — R jest supermodularna, jesli

JxAY)+ f(xvy) S f(x)+ f(y)

dla kazdych x,y €R", gdzie x Ay =(min{x}, y;}, min{xy, yo},..., min{x,, y,})

i xvy=(max{x;, 1}, max{x;, y, },..., max{x,, y,.}).

Jesli F oraz G sa dystrybuantami wektoréw losowych X oraz Y i zachodzi rela-
cja X <4, Y, to mozna tez mowic o relacji supermodularnej miedzy dystrybuanta-
mi, czyli F <¢,, G. Ponadto, gdy zachodzi X <y, Y, to dla dowolnych funkcji nie-
malejacych fi, f2, ..., fn otrzymujemy (fl(Xl), fr(X3), ...,fn(Xn)) <sm (f](Yl),
fz(Yz),,,,,fn(Yn)) [15]. Istnieje wigc zgodno$¢ migdzy uporzadkowaniem super-
modularnym migdzy wektorami losowymi X oraz Y a uporzadkowanymi wedtug
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tej relacji, odpowiadajacymi im funkcjami {aczacymi, ktére sa dystrybuantami
tacznych rozkladéw zmiennych losowych o rozkladzie jednostajnym na [0, 1].
Ponizsze twierdzenie podane przez Wei i Hu w [21] umozliwia nam sprawdzenie,
ze dana rodzina funkcji taczacych jest uporzadkowana wedtug porzadku supermo-
dularnego.

Twierdzenie 1 [21]. Jesli ¢ oraz ¢, sa generatorami archimedesowych funk-
cji laczacych C, oraz C,, spelniajacymi warunek ¢;o go§l e L, gdzie L, =
- {W; R, = R, |w(0) =0, p(e0) = o0, (-1 Ty D (x)20,i2 1, x> o}, to C) <¢m .

Przyklad 1. Niech C,, oraz Cg, gdzie a < [, beda archimedesowymi funkcjami
taczacymi nalezacymi do rodziny Claytona. Wtedy otrzymujemy ¢, (u)=u"% -1,
qp'—al(t) =(1+ t)_l/ﬂ oraz

Pao0g (=0+0%F -1,

Latwo sprawdzi¢, ze ¢, o 4o;?l(t) € Ly,. W rezultacie otrzymujemy C, <, C B

3. Sumy zmiennych losowych

Rozpatrzmy na poczatek prosty przypadek zagregowanej wartosci wypfat,
traktowanej jako suma zmiennych losowych X;, X, .., X, o tym samym

rozkfadzie z dystrybuantg F
S=X1+X2+...+Xn.

W odréznieniu od klasycznego podejscia [1; 19], nie zakladamy tutaj niezaleznosci
wystepujacych zmiennych losowych JX;. Zalozymy, ze struktura zaleznosci
opisana jest funkcja faczaca C.

W przypadku niezaleznosci, czyli funkcji taczacej /7, dystrybuanta sumy Fg
jest n-tym splotem dystrybuanty F:

Fs(x)=F*™(x).

Gdy wyplaty X; sa wspétmonotoniczne otrzymujemy S nx 1- W pozostatych
posrednich przypadkach, bardziej interesujacych z punktu widzenia praktycznych
zastosowan, niestety nie mozna poda¢ jawnego wzoru, lecz jedynie mozna wyko-
rzysta¢ metody symulacyjne.
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Do porzadkowania ryzyka zwiazanego z suma wyptat S dla réznych struktur
zaleznosci moze by¢ wykorzystany porzadek zatrzymania straty < oraz ponizej
przedstawione twierdzenie 2 podane przez Miillera w [15]. Miedzy dwiema
zmiennymi losowymi S oraz ' zachodzi relacja zatrzymania straty, tzn. S < S*
[19), jesli E(S—d)* <E(S'—d)"* dla kazdej retencji d > 0. Jest to réwnowazne
ze stwierdzeniem, ze dla kazdej wypuklej i rosnacej funkcji f zachodzi

E(f($)<E(f(SM).

Twierdzenie 2 [15]. Jesli dwa wektory losowe X =(X|, X;,..., X,,) oraz
X'=(X{, X5,..., Xp,) sa uporzadkowane wedtug porzadku supermodularnego, tzn.
X <gm X', to dla ich sum zachodzi porzadek zatrzymania straty, czyli S < S’.

W naszym przypadku wszystkie zmienne losowe X;, X/, przedstawiajace wiel-
kosci wyplat, maja ten sam rozklad, a struktura zaleznosci wektorow X oraz X'
jest wyznaczona przez rozne funkcje faczace C oraz C'. Jesli stwierdzimy, Ze za-
chodzi X <4, X', co jest rdwnoznaczne z C <y, C', to na podstawie twierdzenia 2

n
taczna wyplata S’ = Z X jest ,,wigksza”, bardziej ryzykowna dla ubezpieczyciela,
i=1
odS.
Stosujac do modelowania zaleznosci archimedesowg funkcje¢ taczaca C, otrzy-
mujemy zaleznosci /7 <y, C <., M, ktore pociagaja za soba relacje

Sﬂ <4 Sssl SM

Z przyktadu 1 i z powyzszych rozwazan wynika, ze rodzina Claytona jest
uporzadkowana wedlug porzadku supermodularnego, a odpowiadajace sumy wy-
plat beda wraz ze wzrostem parametru a uporzadkowane wedlug porzadku zacho-
wania straty. Innymi slowy, wzrost zalezno$ci migdzy poszczegdlnymi wyptatami
spowoduje wzrost ryzyka.

Gdy struktura zaleznosci opisana jest funkcja faczaca C nalezaca do regularne;j
rodziny archimedesowych funkcji faczacych, wzrost zaleznosci zwigksza wariancj¢
zagregowanej wyplaty S. Wariancja sumy zmiennych losowych jest wtedy réwna

n n-1 n
V(s)=yv(x;)+2), > Cov(X;, Xy). (1)
Jj=1 Jj=1 k=j+1

Wartosci wspoiczynnika korelacji Pearsona rc migdzy zmiennymi losowymi X;

oraz X, sa uporzadkowane zgodnie z naturalnym porzadkiem funkcji {aczacych
[18]. Zachodzi wtedy relacja

G <Gy =rc £76,»
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gdzie C) oraz C, sa funkcjami {aczacymi nalezacymi do tej rodziny. Widzimy, ze
dla funkcji faczacej C,, dla ktorej zachodzi wigksza zaleznos¢, kowariancja
Cov(X i X j) jest dla kazdej pary zmiennych losowych réwniez wigksza, co powo-

duje wzrost wariancji sumy S.

Przyklad 2. Rozpatrzmy sume n = 50 zmiennych losowych X; o jednakowym
rozkladzie wykfadniczym z wartoscia oczekiwana x= 10, tzn. X; ~W(10), gdzie
struktura zaleznosci opisana jest za pomocg funkcji taczacej Claytona Cp. W celu
zbadania rozkladu sumy S, dla réznych wartosci parametru o przeprowadzono
symulacje oparte na 20000 powtdrzen. Symulacje dotyczyly przypadkéow gdy
parametr a przyjmowat wartosci: 0; 0,86; 2; 8 oraz «. Odpowiada to wartosciom
wspolczynnika korelacji Kendalla: 0; 0,3; 0,5; 0,8 oraz 1. Odpowiednie histogramy
przedstawiajace uzyskane wyniki zamieszczone zostaly na rys. 1. Widzimy, ze
wraz ze wzrostem wartosci parametru a, czyli wzrostem zaleznosci, zmienia si¢
istotnie ksztalt otrzymanych wykresow, zwigkszaja si¢ ogony tych rozkiadow oraz
ro$nie wariancja. Dla rozpatrywanych wartosci parametru o odchylenie standar-
dowe sumy S, jest odpowiednio réwne: 70,71; 261,70; 339,05; 427,54 oraz 500.

Jednym z przyktadéow sumy zaleznych zmiennych losowych jest warunkowy
rozktad dwumianowy [12; 14], gdzie zmienne losowe X; maja rozkiad dwupunk-
towy z prawdopodobienstwem sukcesu p; = P’r(X ; =1). Rozkiady te stosuje si¢
m.in. w reasekuracji nadwyzki szkody [16]. Zmienna losowa X, przybiera wtedy
wartos¢ | gdy szkoda przekroczy ustalony prog retencji.

Dla zmiennej losowej S =X+ X, +...+.X, majacej warunkowy rozklad
dwumianowy. gdy struktura zalezno$ci zmiennych X, opisana jest funkcja laczaca
C, mozna w sposob jawny okresli¢ jej rozkiad [12]. W przypadku gdy zmienne
losowe X; maja ten sam rozklad, rozktad sumy S okreslony jest wzorem

k
P(S=k)= - J n! ) I
(S ) Jgo( 1) (n—k)'_]'(k—j)' k—j.na
gdzie Fy , =Pr(¥,1=0,...,%,=0)=C(l,...,1,9,...,q) i g =1~ p. Gdy zmienne
—_—— ——

k n—k
losowe X, sa niezalezne otrzymujemy klasyczny rozktad dwumianowy, dla
archimedesowej funkcji taczacej z generatorem ¢ mamy

Fi n =0 ((n-b)p(q)),

a dla wspétmonotonicznosci zachodzi zalezno$é
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q, k=0,

P(S=k)={p, e

Wigcej informacji na temat tego warunkowego rozkfadu dwumianowego czy-
telnik znajdzie w [12; 14].

Do wyznaczania rozkladu sumy zaleznych zmiennych losowych moze by¢
wykorzystana warunkowa niezaleznos¢ archimedesowych funkcji taczacych [4; 5].
Gdy zalezno$¢ jest opisana archimedesowa funkcjg faczaca C, to dystrybuanta
sumy S jest réwna mieszance

Fy(x)= [F5, ())dFp(®),
0

gdzie zmienna losowa @ jest indukowana przez funkcje¢ taczacag C. Warunkowa
dystrybuante F50 mozna wyznaczy¢, stosujac dla kazdej wartosci @ zmienne;j

losowej @klasyczne metody dotyczace niezaleznych zmiennych losowych.

4. Sumy losowe

W zagadnieniach zwiazanych z ryzykiem kolektywnym rozpatruje si¢ sumy
zmiennych losowych X;, bedacych wartoSciami poszczegdlnych wyptat, ktérych
liczebnos¢ jest zmienng losowa N[1, 17, 19]. Sa to zmienne losowe postaci

S=X1+X2+...+XN.

W naszej pracy interesowaé nas bedzie przypadek, gdy zmienne X; moga by¢
zalezne i ich struktura zaleznosci opisana jest funkcja faczaca C. Natomiast
zmienna losowa N przedstawiajaca liczbe wyplat bedzie niezalezna od ich
wielkosci JX;. Jednakze, w tej sytuacji, nawet w najprostszych przypadkach nie
mozna poda¢ jawnych wzoréw wyznaczajacych rozkiad sumy. Mozemy jedynie
wykorzysta¢ w tym celu metody symulacyjne.

Przyklad 3. Niech poszczegoélne wypfaty X; maja rozktad wyktadniczy z war-
toscig oczekiwang 4= 10, a liczba wyplat jest zmienna losowa o rozktadzie Poisso-
na z parametrem A = 5. Zalézmy, ze struktura zaleznosci migdzy wyptatami opisa-
na jest funkcja faczaca Claytona C,, oraz wyznaczmy metodami symulacyjnymi
(20 000 powtorzen) rozkiady sumy wyptat dla wartosci parametru a wynoszacego
0; 0,86; 2 oraz . Pierwszy przypadek odpowiada niezalezno$ci, dwa nastgpne
wartosci wspolczynnika korelacji Kendalla wynoszacego odpowiednio 0,3 i 0,5,
a ostatni dotyczy wspoimonotonicznosci. Wyniki symulacji przedstawione sa na
rys. 2. Wartosci odchylenia standardowego sumy S sa odpowiednio rowne: 31,62;
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39,57; 45,65 oraz 58,03. Widzimy, ze wraz ze wzrostem stopnia zaleznosci migdzy
zmiennymi losowymi X; zmienia si¢ istotnie ksztalt histograméw przedstawiaja-

cych rozklad sumy, rosna ogony tych rozktadéw i zwigksza sig¢ wariancja.
Opierajac si¢ na twierdzeniu 2 mozna udowodni¢ nastg¢pujacy wniosek doty-
czacy sum losowych.

Whiosek. Jesli dla kazdego n wektory losowe X, =(X}, X,,..., X,) oraz
X}, =(X{, X3,..., X;;) sa uporzadkowane wedtug porzadku supermodularnego,

n

N N

tzn. X <gm X}, to dla ich sum losowych §=)"X; i §'= ZX[' zachodzi porzadek
i=1 i=1

zatrzymania straty, czyli S <g S".

n
Dowéd. Niech f bedzie dowolng rosnaca funkcja wypukia, S, = ZX ; oraz

i=l

n
S, =Z;X;. Na podstawie twierdzenia 2 dla kazdego »n otrzymujemy S <y §'.
=

Wtedy
E(f(5))= ian(f(Sn)) < ip,,E(f(S;, ))=E(f(S)),
n=1 n=1

gdzie p, = Pr(N =n).

Je$li struktura zaleznosci zmiennych losowych X; jest opisana funkcja taczaca
nalezaca do regularnej rodziny archimedesowej i spetnione sa zatozenia Wniosku,
to odpowiednie sumy losowe sa uporzadkowane wedtug porzadku zachowania
straty. Opierajac si¢ na rozwazaniach z paragrafu 3, wiemy, ze rodzina Claytona
spetnia te zalozenia i wraz ze wzrostem wartosci parametru a, czyli wraz ze wzros-
tem stopnia zaleznosci, wzrasta ryzyko zwiazane z tak zagregowana suma wypfat.

5. Indywidualny model ryzyka

W pracy [4] przeprowadzona zostata analiza indywidualnego modelu ryzyka
dopuszczajacego zaleznos¢ wystgpowania szkdd. Wyznaczony zostal rozktad tacz-
ny szkod

S=X|+Xy+...+X,,

gdzie X; = [;B;, B; jest wielkoscia szkody z i-tej polisy, a zmienne /; sa zmienny-
mi dwupunktowymi z prawdopodobiefistwem wystapienia szkody p; = P(/; =1).
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Przyjeto rowniez, ze indykatory Iy, I, ..., I, sa zalezne i struktura zaleznosci
opisana jest funkcja faczaca C.

W przypadku gdy zaréwno indykatory I, jak i wielkosci szkéd B; maja ten
sam rozklad, a funkcja laczaca jest archimedesowa z generatorem ¢, dystrybuanta
lacznej sumy szkod jest kombinacja wypukla dystrybuant splotow zmiennych B;,
tzn.

Fs(x)= Y ayF5*(x).
k=0

n
Wspotczynniki tej kombinacji a; spetniaja warunki: a; 20, Zak =1 oraz zaleza
k=0
jedynie od funkcji taczacej C i prawdopodobienstwa wystapienia szkody p. Sa one
réwne

k

ag = XV (K i
Jj=0

gdzie My = Mg(~ke(q)) =0~ (kp(q)), a © jest zmienna losowa indukowana
przez funkcjg taczaca C. Jest to uogdlnienie wzoru dotyczacego warunkowego roz-

ktadu dwumianowego. W przypadku wspétmonotonicznosci otrzymujemy prosty
wzor

Fs(x)=g+(1-q)Fg" (x).
Wariancja sumy S okreslona jest wzorem (1), a kowariancja
Cov(X[, Xj) = ,uz Cov([,»,Ij),

gdzie u= E(B,-). Wzrost zaleznos$ci miedzy indykatorami réwniez spowoduje
zwigkszenie wartosci wariancji sumy S. Wariancjg¢ sumy szkéd mozna tez wyzna-
czy¢ stosujac wzor [4]

V($)=np(u*q+0?)+n(n-1u(07 20(9) - 4%).

Przyklad 4 [10]. Rozpatrzy przyklad n=3 polis z prawdopodobienstwem
zajscia szkody p =0,1. Szkody maja rozkiad wykiadniczy z wartosciq oczekiwana

u=1. Wtedy k-ty splot zmiennej losowej B ma rozkiad gamma G(k, y). W przy-
padku klasycznym, dotyczacym niezaleznosci szkéd, dystrybuanta sumy S przybie-
ra postac






94

Mozna tez w tym przypadku oszacowa¢ btad aproksymacji

drv(S,T) = sup|Pr(S € 4)| - Pr(T € A4).
A

Oszacowanie to jest rowne

dry(S.T)<n(o™'(20(q)) +1-2).

6. Zagadnienie ruiny

Na zakonczenie naszych rozwazan dotyczacych rozkladow sum zaleznych
zmiennych losowych przedstawimy ich wykorzystanie w zagadnieniach zwiaza-
nych z teorig ruiny. Skupimy si¢ na prostym modelu zaproponowanym przez Yuen,
Guo i Wu [22]. Rozpatrywali oni model ruiny, w ktérym szkody naleza do dwdch
klas. Model ten przybiera nastgpujaca posta¢

Ni(1) Ny

U(t)=u+ct—[ ZX,- + ZK]=u+ct—S([),

i=1 i=1
gdzie u jest kapitatem poczatkowym, a ¢ intensywnoscia naptywu skfadki. Procesy
N;(1), gdzie i = 1,2, przedstawiajace liczebnosci szkdd w poszczegdlnych klasach,
sa sumg dwodch procesow: M;(t) oraz My(t), reprezentujacych odpowiednio

wpltyw czynnika wewngtrznego, indywidualnego dla kazdej klasy, oraz zewnetrz-
nego, oddzialujacego jednoczesnie na kazda klasg, tzn.

Ni(1) = M;(t) + My(1).

Istnienie wspolnego czynnika M(f) powoduje zaleznos$¢ procesow N|(t) i
N3 (t). Ponadto przyjmuje si¢ niezalezno$¢ procesow My (¢), M,(t), M,(t) oraz
zmiennych losowych przedstawiajacych wielkosci szkéd X, 1}, a takze jednakowy

rozktad tych zmiennych losowych, ktorych dystrybuanty bedziemy oznaczad
odpowiednio symbolami Fy oraz Fy.

Chcac znalez¢ prawdopodobienstwo ruiny w(u) = 1 - @¢(u), gdzie
w(u)=1-g(u) = P(U(r) >0, dla kazdego 1 2 0).

autorzy zatozyli, ze M,(t) sa procesami Poissona Po(4;) z parametrami Ais
My(t) jest procesem Erlanga Erl(2, 1), a rozkiady szkéd maja rozktad wyklad-
niczy z wartosciami oczekiwanymi réwnymi odpowiednio u y i uy. Rozpatrywali
w tym celu rownowazny model
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M(t)

)
U’(t)=u+ct—[ D Xi+ ix]

gdzie M(t)= M|(t) + M,(1), dystrybuanty zmiennych losowych X; sa mieszan-
kami dystrybuant Fy oraz Fy:

FX'(X) = Fx(X) Fy(X)

A4 h
P + 4,
aX =X ; +Y;. Proces M(t) jest juz niezalezny od My(t), mozna wigc stosowac
klasyczne metody oparte na zalozeniu niezaleznosci.

Sposéb wyznaczania prawdopodobienstwa ruiny dla tak okreslonego zadania
podany jest w [22]. My natomiast skupimy si¢ na analizie wptywu zaleznosci na to
prawdopodobienstwo. W tym celu przyjmijmy upraszczajace rozpatrywane zagad-
nienie zalozenie, ze proces M,(t) przedstawiajacy wplyw czynnikow zewngtrz-
nych, jest réwniez procesem Poissona z parametrem 1. Wtedy

M@ Mg
S'(y= D X/+ )X
i=| i=1

ma ztozony rozklad Poissona z parametrem A = 1 + 1, + A¢ [22].

Przyklad 5. Przyjmijmy, ze szkody z obydwu klas X; oraz Y; maja te same
rozktady wyktadnicze z wartosciami oczekiwanymi u y = uy =6, a intensywnosé
naplywu skfadki wynosi ¢ = 60. Rozpatrzmy trzy przypadki: niezalezny, mieszany
i wspotmonotoniczny, charakteryzujace si¢ rozna wartoscia parametrow A; opisu-
Jacych liczebnosci szkdd M; oraz jednakowa wartoscia oczekiwang zagregowa-
nych szkod S(¢).

a) Niezalezno$¢: Ag =0 oraz A, =4, =4. Wtedy czynnik zewnetrzny nie
wplywa na liczbe szkdd, a proces

M) M)
SW= Y X+ X%
i=l i=1
ma zlozony rozklad Poissona CP(8, W(6)). Prawdopodobienstwo ruiny w nieskon-
czonym horyzoncie czasowym jest w tym przypadku rowne

w(u) = 0,8exp(—0,033u).

b) Mieszanka: Ay =14, =1y =2. Przedstawia jednakowy wplyw wszystkich
czynnikoéw. Wtedy szkody X' oraz Y’ rozpatrywane w réwnowaznym modelu U’
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Na rysunku 4 przedstawione zostaly wykresy funkcji prawdopodobienstwa
ruiny dla rozpatrywanych trzech przykladéw. Widaé na nich wzrost prawdopodo-
biefistwa ruiny w miar¢ zwigkszania zaleznosci zachodzacej migdzy liczebnoscia-
mi szkdd poszczegdlnych klas. Zaleznos¢ ta spowodowana jest w tym przypadku
zwigkszona wartoscia parametru 4.

7. Zakonczenie

Praca dotyczy rozkiadow sum zaleznych zmiennych losowych. Przedstawiono
ich zastosowanie w klasycznych modelach aktuarialnych: ryzyka indywidualnego i
kolektywnego oraz w teorii ruiny. Prezentowane modele byly ilustrowane prostymi
przyktadami przedstawiajacymi wplyw stopnia zaleznosci na badany rozkiad
sumy. W wigkszosci przypadkéw nie mozna podaé doktadnych rozktadéw roz-
patrywanych sum, tak ze rozkiady te byly otrzymane metodami symulacyjnymi.
Omawiane modele, zwlaszcza dotyczacy zagadnienia ruiny, byly jedynie zasygna-
lizowane.
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DISTRIBUTION OF SUMS OF THE DEPENDENT RANDOM
VARIABLES, APPLICATION IN THE ACTUARIAL PROBLEMS

Summary

The paper focuses on an analysis of the sums of the dependent random variables. The classical
but non-realistic assumption of independence is omitted. The different kinds of dependent structures,
mainly connected with copula functions, are studied. The application in some classical actuarial
problems: the individual model. the collective model, and the ruin theory are presented. The influence

of the degree of dependence on the distribution and properties of these sums of random variables is
studied.
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